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Analyse Mathématique pour I'Ingénieur

Cours2  Fontions numériques d’une variable rélle

e Premiers pas dans la construction de I'intégrale

Pour toute cette partie, on se donne deux nombres réels a et b de sorte que a < b. On note
I = [a, b] Vintervalle correspondant. Nous allons proposer toute une série d’axiomes qui per-
mettent de donner un sens a I’intégrale d’une fonction de variable réelle sur un intervalle borné.
On se donne une application f bornée et positive de I’intervalle I et a valeurs dans R. De
facon intuitive, I’intégrale [; f(x)dx, qu’on note aussi |, f f(x)dx dans le cas d’une dimension
d’espace, représente I’aire entre 1’axe des abscisses et la courbe d’une part, entre les abscisses
a et b d’autre part.

Ainsi, si la fonction f est une constante égale a 1, I’intégrale se réduit a la surface d’un rectangle
et [Pf(x)dx=b—a.

Si la fonction f est une fonction affine, I’aire sous la courbe est un parallélogramme droit. La
relation classique de la surface d’un parallélogramme (petite base plus grande base, multipliée
par la hauteur et divisée par deux) s’écrit dans ce cas [, f(x)dx = w (b—a).

e L’intégrale d’une fonction positive est positive.

Si la fonction f est positive (c’est a dire f(x) > 0 pour tout x € I), le nombre [, f(x)dx est
positif.

e Intégrale d’une fonction de signe quelconque

Soit f une fonction bornée de I dans R. On décompose f comme différence entre sa partie
positive fT et de sa partie négative f~ : f= ft— f~,avec f1(x) =sup(0, f(x) et

f~(x) = sup(0, —f(x). On remarque qu’on a avec ces notations |f| = f*+ 7. Si [;f*(x)dx
et [, f (x)dx sont définies, on pose [, f(x)dx = [, fT(x)dx— [;f(x)dx. On a alors une iné-
galité tres importante : | [; f(x)dx| < [;|f(x)|dx.

e [’intégrale est une forme linéaire

On se donne deux fonctions bornées de I dans R et un nombre réel A. Alors

J; (£ +8(x)) de = [, f(x)dr+ fyg(x)dr et [, (A f(x))dx =4 f, f(x)dx.

e  Monotonie de I'intégrable

De la positivité de I’intégrale et de sa linéarité, on déduit la propriété suivante : si f < g sur
Iintervalle I (c’est a dire f(x) < g(x) pour tout x € I), alors [; f(x)dx < [, g(x)dx.

e Additivité par rapport au domaine (relation de Chasles)

Si on coupe I'intervalle d’intégration de la fonction en deux morceaux, 1’intégrale de la fonction
est la somme des intégrales sur chacun des morceaux. Si on a a < ¢ < b, alors

2 Fx)dx = [€ F(x)du+ [P f(x)dx.
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e Intégrale d’une fonction en escalier

A I’aide de I'intégrale d’une constante, de la linéarité et de la propriété d’additivité par rapport
au domaine, le calcul de I’intégrale d’une fonction en escalier n’offre pas de difficulté. Une
fonction f de I dans R est en escaler s’il existe une subdivision de I’intervalle / composée de
N intervalles a =xp <x; <--- <xj <xj11 <---<xy_1 <xy=>b desorte que f estconstante
et égale a §;/, dans I'intervalle |xj, x;11[. Alors [; f(x)dx = szy;01 Ejv1/2 (Xjr1 —xj).

e Fonction intégrable au sens de Riemann

Dans le cas général d’une fonction bornée f sur I’intervalle /, on utilise 1’intégrale d’une fonc-
tion en escalier pour définir le nombre [, f(x)dx en toute généralité.

On introduit I’ensemble & (f) (respectivement & (f)) des fonctions en escalier qui minorent
(respectivement majorent) la fonction f sur I'intervalle 1. Si ¢_ € &_(f) et ¢+ € &(f), on
a ¢_ < f < ¢@4. De plus, on sait parfaitement calculer les nombres [, ¢_(x)dx et [; ¢, (x)dx.
Compte tenu de la monotonie de I’intégrale, on cherche a définir le nombre [; f(x)dx de sorte
que [;¢—(x)dx < [, f(x)dx < [; 04 (x)dx.

Or pour toute fonction ¢_ € &_(f) et toute fonction ¢ € & (f),ona [, ¢_(x)dx < [; ¢4 (x)dx.
Lensemble { [, ¢_(x)dx, o_ € & (f)} des intégrales des fonctions en escaliers minorantes
est donc non vide et majoré. Il admet une borne supérieure notée .f[; f(x)drx. De méme,
Iensemble { [, @, (x)dx, ¢, € & (f)} des intégrales des fonctions en escaliers majorantes
est non vide et minoré. Il admet une borne inférieure notée *[, f(x)dx. On a [exercice !]
«J;f(x)dx < *[; f(x)dx. Si ces deux nombres sont égaux, on dit que la fonction (bornée)
f est intégrable au sens de Riemann et on pose [, f(x)dx = .f; f(x)dx = *[; f(x)dx.

e Fonction continue

On se donne une fonction f définie en tout point x de I’intervalle I = [a, b]. Elle est continue
en xo € I si les valeurs prises par la fonction “au voisinage” de xy “different peu” de f(xg):
Ve>0,3dn>0,Vxel, x—xo| <n = |f(x)— f(x0)| < €.

Si la fonction f est continue en tout point xp de ’intervalle [a, b], on dit qu’elle est continue
sur [a, b] eston note f € €°([a, b)).

e Intégrale d’une fonction continue

Si la fonction f est continue sur I’intervalle sur [a, b], alors I’intégrale de f sur [a, D] est bien
définie au sens de Riemann.

Cette propriété montre qu’une classe tres large de fontions est intégrable au sens de Riemann.
Attention, de nombreuses fonctions discontinues sont également intégrables au sens de Rie-
mann, en particulier les fonctions en escalier ! Mais il existe aussi des fonctions qui ne sont pas
intégrables au sens de Riemann.

e Fonction caractéristique des rationnels.

Onpose g(x)=1si0<x<letxeQetg(x)=0si 0<x<1etx¢gQ. Alors [exercice !]
«f7q(x)dx =0 < 1 ="[,q(x)dx. Lintégrale de la caractéristique des nombre rationnels n’est
pas définie au sens de Riemann.
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e Une fonction continue sur un intervalle [a, b] atteint ses bornes.

On note a < b sont deux nombres réels. On se donne une fonction f continue sur I’interval-
le [a,b]: f € %°(a,b]). Alors ’ensemble f([a,b]) est borné. De plus, la fonction at-
teint sa borne inférieure et sa borne supérieure : Ix_ € [a, b], Vx € [a, b], f(x_) < f(x) et
dxy € la, b], Vx € [a, b], f(x) < f(xy).

Cette propriété est une conséquence de la propriété de compacité de I’intervalle [a, b]. Nous y
reviendrons dans le cadre de ce cours.

e Théoreme des valeurs intermédiaires (premier énoncé)

On se donne deux réels a et b tels que a < b et une fonction f continue de I’intervalle |a, b]
et a valeurs dans R. On suppose que les nombres f(a) et f(b) sont de signes contraires :
f(a) f(b) <0. Alors il existe un nombre réel & €la, b[ de sorte que f(&) =0.

e Théoréme des valeurs intermédiaires (deuxieme énoncé)

L’image d’un intervalle non vide I par une fonction continue f de / dans R est un intervalle
de R. On se donne a < b deux points de I'intervalle I et o € f([a, b)) = {f(x),a < x < b},
image par f de l'intervalle fermé [a, b]. Alors il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = o. Une
fonction continue atteint toutes les valeurs de I’ensemble image d’un intervalle.

e Connexité

Ce résultat se généralise de la facon suivante. Les intervalles s’identifient aux parties connexes
de R, c’est a dire “d’un seul tenant”. Une propriété générale (qui ne sera pas développée
dans le cadre de ce cours) énonce que 1’image d’un connexe par une fonction continue est un
connexe. Comme les parties connexes de R sont les intervalles, I’image d’un intervalle par une
application continue est toujours un intervalle.

e Continuité uniforme

On se donne un intervalle / non vide de R et f une application de / dans R. On dit que f est
uniformément continue sur / si et seulement si pour toute barre d’erreur €, il existe une incerti-
tude n > 0 de sorte que pour tout x et y dans lintervalle I, on est sir que
|f(y) — f(x)] < € dés que |y —x| < 7. Avec les quantificateurs logiques :
Ve>0,3dn>0,Vx,yel, [y—x|<n = |f(y)— f(x)] <e.

Toute fontion uniformément continue sur / est continue en tout point de I’intervalle /.

e Continuité uniforme d’une fonction continue sur un intervalle fermé borné

On se donne a < b deux nombres réels et f € €°(|a, b]). Alors la fonction f est uniformément
continue sur I’intervalle fermé borné [a, b].

Onalapropriété Ve >0, 3n >0, Vx,y € [a, b], [y—x| <n = |f(y) — f(x)| < € des que ’on
aVe>0,Vxela,b],3n >0,Vyec[a,b], y—x|<n = |f(y) — f(x)| < €. Le nombre n
dépend a priori de x pour la continuité “simple” et n’en dépend pas pour la continuité uniforme :
la valeur de 1 > 0 est “uniforme” relativement au point x de I’intervalle [a, b].

Ce résultat est une conséquence de la propriété topologique de compacité de I’intervalle [a, b].
Nous y reviendrons.

Cette propriété d’uniforme continuité des fonctions continues sur un intervalle [a, b] permet de
les approcher uniformément par des fonctions en escaliers et in fine de montrer qu’elles sont
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intégrables au sens de Riemann [voir plus haut dans ce résumé de cours].

e Fonction dérivable en un point

On se donne a < b deux nombres réels, f une application de [a,b] a valeurs réelles et
X0 € [a,b]. On dit que f est dérivable en xy si le quotient aux différences %ﬁm a une
limite réelle lorsque x tend vers xg. Avec des quantificateurs logiques :

I eR,Ve>0,In>0,Vxe[a,b], x—xo| <N = \W—ﬂ < €. Le nombre dérivé ¢
estnoté f'(xp) ou %(xo).

Nous ne parlons pas ici de I’interprétation géométrique de la dérivée comme pente de la droite

tangente au graphe ; ceci est supposé déja connu du lecteur.

e La dérivabilité entraine la continuité

Avec le méme cadre que pour le paragraphe précédent, si la fonction est dérivable en xg, alors
elle est continue en ce point.

La propriété réciproque n’est pas vraie : par exemple la fonction “valeur absolue”

R > x+—— |x| = max(x, —x) € [0, oo est continue en xp = 0 mais elle n’y est pas dérivable.
De méme, la fonction “racine carrée” [0, o[> x — /x € [0, 00| est continue en xo = 0 mais
elle n’est pas dérivable en ce point.

e Fonction dérivable en tout point

Sila fonction f est dérivable en tout point xo de [a, b], on dit qu’elle est dérivable sur I’intervalle
[a, b]. Si la fonction dérivée [a, b] > x — f’(x) € R est une fonction continue, on dit que f
est continfiment dérivable sur I’intervalle [a, b] et on le note f € €!([a, b]).

Toutes les fonctions “élémentaires”, c’est a dire les polyndmes, les fractions rationnelles, 1’expo-
nentielle et ses cousines circulaires sinus et cosinus sont des fonctions indéfiniment dérivables
sur leur ensemble de définition. Nous renvoyons le lecteur a ses connaissances antérieures pour
le formulaire de dérivation de ces fonctions.

e Lemme de Rolle

On suppose a < b et on se donne une fonction f continue sur I’intervalle [a, b] et dérivable sur
I’ouvert |a, b[. On suppose que la fonction s’annule aux deux bouts : f(a) = f(b) = 0. Alors
la fonction dérivée s’annule au moins une fois sur I’intervalle ouvert : ¢ €]a, b[, f'(c) =0.

e Théoreme des accroissements finis

Mémes hypotheses que pour le lemme de Rolle, sauf qu’on ne suppose plus que la fonction f
s’annule aux deux bouts. Alors la fonction dérivée est égale a la pente discrete entre les points
a et b pour au moins une valeur de ’argument : 3¢ €]a, b|, f/(c) = W.

La preuve consiste a se ramener au lemme de Rolle pour la fonction

9(x) = f(x) — f(a) = LG9 (x—a).

e  Une propriété des intervalles

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point. On suppose que f: I — R est
dérivable en tout point de I et que de plus f/(x) =0 pour tout x € I. Alors la fonction f est
constante : 3C € R, Vx €1, f(x) =C.

La preuve résulte du théoreme des accroissements finis.
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Attention, si F : A — R est dérivable, est de dérivée nulle en tout point et si A n’est pas un
intervalle, la conclusion précédente peut étre en défaut. Considérer par exemple la fonction de
Heaviside définie par H(x) =0 si x €] —oo, 0] et H(x) =1 si x €]0, 4-oo|. Elle est dérivable sur
A =] —0o0,0[U]0, +oo[ et sa dérivée est nulle. Mais elle n’est pas constante !

e Théoreme fondamental de 1’ Analyse

On se donne deux réels a < b et une fonction f € €°(|a, b]) continue sur I’intervalle [a, b].
On pose y(x) = [ f(z)dt Alors la fonction y(x) est dérivable sur [a, b] et y/(x) = f(x).

On écrit aussi & ([ £(t)dt) = f(x).

e Calcul d’intégrales a I’aide de primitives

Dans le cadre proposé pour le théoreme foncamental, on considere une “primitive” de la fonc-
tion f, c’est a dire une fonction dérivable F telle que F’ = f. Alors on a

fff(t)dt — F(b) — F(a) = [F]?, variation de F entre a et b.

La preuve consiste a dériver @(x) = [ f(¢)dt — F(x) + F(a) sur 'intervalle [a, b].

e Regle de Leibniz pour la dérivée d’un produit

Dans le cas ou les fonction u et vv sont dérivables en xg, le produit uv est dérivable en x et
(uv)'(x0) = u'(x0) v(x0) + u(x0) V' (x0). On écrit usuellement & (uv) = 4 v(x) +u(x) L.

e Intégration par parties

On suppose des fonctions u et v continiiment dérivables sur I’intervalle [a, b]. On a la formule
trés importante en pratique : [/ (x) v(x) dx = — [7u(x) V' (x) dx +[uv]Z.

La preuve est une conséquence de la regle de Leibniz et du théoreme fondamental de I’ Analyse.
e Dérivation des fonctions composées

Si y = f(x) définit une premiere application dérivable de la variable réelle x et z = g(y) une
seconde application dérivable, on peut composer ces deux fonctions : z = g( f (x)) = ( gf ) (x).

Alors la fonction composée g. f* est dérivable et (gof)'(x) =g'(f(x)) f'(x). On écrit en pratique
dz _ dz d
E-fd
En conséquence, on peut montrer [exercice !] les relations classiques suivantes :
d (1 __ fix) d -1 _ 1 d _ 1
d—x(j)(x) =~ S = ) ax (Arctgy) = T2 €Ic

e C(lasses de fonctions continiment dérivables

cette relation sous la forme

Soit m un entier positif ou nul et a < b deux nombres réels. On note 6" ([a, b]) 1’ensemble
de toutes les fonctions m fois continliment dérivables sur I'intervalle [a, b]. Si f € €™ (|a, b]),
elle est m fois dérivable sur tout I’intervalle [a, b] est sa dérivée m-ieme f (") est une fonction
continue sur |[a, b|.
e Formule de Taylor avec reste intégral
Soit n € N, a < b deux nombres réels et f € 6" *!([a, b]) une fonction n+ 1 fois continfiment
dérivable. On a I’égalité suivante, appelée “formule de Taylor avec reste intégral” :
f(b) = fl@)+f (@) (b—a)+--+ g fM(a) (b—a) +-+ 5 f*)(a) (b—a)"

o D (1) (1= t)a+1b) dr.
La preuve consiste a démontrer d’abord la relation par récurrence sur 1’entier n dans le cas
particulier a =0 et b = 1 avec une intégration par parties. Puis a se ramener au cas général par
le changement de fonction inconnue @(r) = f((1—1)a+1b).

5
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e Formule de la moyenne

On suppose a < b, f fonction continue sur I’intervalle [a, b] et g fonction positive intégrable
sur [a, b]. Alors il existe ¢ € [a, b] tel que [” f(t)g(r)dr = f(c) [P g(r)dr.

e Changement de variable

On suppose a < b et o < 3. On se donne une fonction f intégrable sur [a, b] et une fonction
¢ : [a, B] — [a, b] monotone, bijective et dérivable sur I’intervalle [a, B]:

Vxe[a, b, 31 € [a, B, @(t) =x. Onaalors [ f(x)dx = [£ f(o(t)) |@'(r)|dr.

En imposant explicitement o < 3, nous avons volontairement donné ce résultat dans une for-
mulation qui se généralise aux intégrales en dimension supérieure. Le lecteur pourra détailler
ce que signifie la relation précédente dans le cas ou la fonction ¢ est croissante et dans le cas
ou elle est décroissante.

Exercices

e Développement de Taylor
Quelle est la limite pour x — 0 de ’expression f(x) = S;%C — é ?

e Intégration par parties pour le calcul d’une intégrale
Calculer I = f()% tsinzdt.

e Un changement de variable

Calculer J = fO% cos*t sin’rdr.

e Erreur d’interpolation

On se donne deux réels a et b tels que a < b. Si @ est une fonction continue sur I’intervalle
4. b], on pose [[9]].= sup,ci 5 [9(x)]

(i) On étudie le cas particulier ot @ = 0 et b = 1. On se donne une fonction f de classe ¢?
sur I'intervalle [0, 1], ce qui signifie que la fonction f est deux fois dérivable sur cet intervalle
et que la dérivée f” est continue sur [0, 1]. Pour une telle fonction, on construit sans difficulté
I'interpolé affine ITf de f exact aux points 0 et 1 : TLf est I’'unique fonction affine sur [0, 1]
de sorte que (ILf)(0) = £(0) et (ITf)(1) = f(1).

a) Donner I’expression algébrique en fonction de x de ITf(x).

b) Démontrer que pour x € [0, 1] arbitraire, on a I'inégalité |f(x) — (ILf)(x)| < % 1F"...

c¢) En déduire I'erreur d’interpolation || —TIf||. < 5 | /L. -

(ii) Onrevient au cas général a < b, on pose h = b —a et on se donne une fonction g de classe
%? sur I'intervalle [a, b]. On introduit de facon analogue 2 la question précédente son interpolé
affine Ilg tel que (Ilg)(a) = g(a) et (I1g)(b) = g(b).

d) Donner ’expression algébrique en fonction de x de ITg(x).

e) Montrer que I’interpolation affine est “d’ordre deux” pour une fonction assez réguliere,
c’est A dire qu’on a I’estimation |g —ITgl|. < 1 4% ||g”]. .

e Utilisation du théoréme de la moyenne

On désigne par log le logarithme naturel. Pour x # 1, on pose K(x) = |,  dr

x Tlogr-
a)  Quelle est la dérivée de la fonction G(t) = log (log(t))?

6
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b) Rappeler le théoreme de la moyenne quand on integre le produit de deux fonctions lorsque
I’une des deux est de signe constant.

¢) En utilisant les deux questions précédentes, calculer la limite pour x — 1 de I'intégrale
K(x).

e Lemme de Gronwall

On se donne un réel o > 0, une fonction v(x) continue positive (v(x) > 0) définie pour x > 0.
On dispose aussi d’une seconde fonction u définie dans les mémes conditions de sorte que
u(x) < o+ [yu(r)v(t)ds pour x > 0.

a)  On suppose (dans cette question seulement) qu’on a I’égalité u(x) = ot + [y u(t)v(t)ds
pour tout x > 0. Montrer qu’alors u(x) = o exp (f(f v(t) dt).

Dans le cas général, on pose g(x) = o+ [ u(r) v(r)dr.

b) Montrer que la fonction g est dérivable.

c) Calculer la dérivée de la fonction g.

d) Montrer que g’(x) < v(x)g(x) pour tout x > 0.

e) En déduire que g(x) < a exp ( Jo v(®) dt) pour tout x > 0.

f)  Démontrer I'inégalité u(x) < a exp ( Jo v(#) dt) valable pour tout x > 0.

e  Une fonction non intégrable au sens de Riemann

Pour r € [0, 1] rationnel, on pose f(r) =1 etsi x ¢ Q, on pose f(x) =0. Cette fonction est
appelée fonction caractéristique des nombres rationnels ; on se propose de démontrer que la
fonction f n’est pas intégrable au sens de Riemann.

On admet que le nombre d’Euler e ~ 1,718 n’est pas rationnel.

a) Montrer que pour tout nombre rationnel r € (Q, le nombre x = re est irrationnel.

On se donne deux nombres réels o et B de sorte que 0 < a < f < 1.

b) Démontrer qu’il existe au moins un nombre rationnel r tel que o < r < f3.

c) Démontrer qu’il existe au moins un nombre irrationnel de la forme x = re avec r € Q de
sorte que o < x < 3.

On se donne @ € &_(f) une fonction en escalier minorante et ¥ € &, (f) une fonction en
escalier majorante.

d) Si]a, B[ désigne un intervalle ou la fonction ¢ € &_(f) est constante, c’est a dire

@(x) = & pour tout x tel que o < x < fB, démontrer que & < 0.

e) De facon analogue, si |@, B[ désigne un intervalle ou la fonction y € &4 (f) est constante,
c’estadire y(x) = ¢ pour tout x tel que a < x < fB, démontrer que § > 1.

f)  En déduire d’une part que , f, f(x)dx = sup{fo1 o(x)dx, @ € &_(f)} =0 et d’autre part
que *fy F(x)de = inf{fj y(x)dx, y € & ()} = 1.

g) Conclure sur le fait que la fonction caractéristique des nombres rationnels n’est pas inté-
grable au sens de Riemann.



