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Analyse Mathématique pour I'ingénieur

Cours 6 Intfroduction au calcul différentiel

e Voisinage d’un point dans un espace métrique

On se donne un point xo d’un espace métrique non vide (E, d). Un voisinage V (xp) du point xg
est par définition une partie de E qui contient au moins une boule ouverte de centre xg:

il existe € > 0, B(xp, €) C V(xp).

Nous avons vu dans un chapitre précédent qu'une partie  non vide de E est ouverte si et
seulement si elle est voisinage de chacun de ses points.

e Rappel sur la continuité des fonctions de deux variables réelles

Nous choisissons une norme |x| dans R2. Par exemple la norme euclidienne pour fixer les idées
ou I’'une quelconque des normes ¢ avec p > 1.

On considere une fonction f : R*? — R définie au voisinage de xo € R?: il existe un voisi-
nage V(xp) tel que f est une application définie dans V' (xo) et a valeurs dans R. On dit que f
est continue en xq si et seulement si

pour tout &€ > 0, il existe 1) >0 tel que pour tout x € V (xo), (Jx—xo| <N =>|f(x)— f(xo| <€).
Par exemple, les “fonctions coordonnées” “x” et “y” : R? 3 (x1,x2) — x(x1,x2) = x1 et
R? > (x1, x2) — y(x1, x2) = x» sont continues de R? dans R. Il en est de méme pour toute
fonction polynomiale.

Un contre-exemple classique est proposé par Laurent Schwartz dans son Cours d’Analyse a
I’Ecole polytechnique (Hermann, Paris, 1967) page 196 : on pose

flx,y) = % si (x,y) # (0,0). et £(0,0) = 0. Bien que définie en tout point de R?,
cette fonction de deux variables n’est pas continue au point (x, y) = (0, 0).

o Dérivées partielles

On fixe une des variables et on fait varier I’autre. On pose par exemple fy,(x) = f(x, x2) et

fx, () = f(x1,y). La dérivée partielle selon la premiere variable est simplement la dérivée de

. P) . A

fx, quand elle existe : 8—){1()6, x2) = f,(x) =lim;__9 Hf(x+h,x2) — f(x,x2)). De meme,Nla

dérivée partielle de la fonction f selon la seconde variable est simplement la dérivée de fy,
. P > .

quand elle existe : L (x1,y) = f{, (v) = limy o £ (f(x1, y+k) = f(x1,))-

Attention. L’existence de dérivées partielles en un point n’entraine pas la continuité ! Par

exemple, la fonction introduite par Laurent Schwartz qui est nulle en z€ro et égale a

flx,y) = ﬁ si (x,y) n’est pas situé a I’origine, admet deux dérivées partielles en (0, 0) :
af _ af —

a—M(O, 0)=1cet a—xz(O7 0) =0.

e Différentielle, application linéaire tangente

On se donne xg = (x1, x2) € R?, une fonction f définie au voisinage de xq. On suppose que les

dérivées partielles g—){l et g—xfz sont des fonctions continues au voisinage de xg. On se donne
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aussi un “petit” vecteur h = (hy, hy). Alors il existe une fonction € définie au voisinage
de (0,0) € R? et qui tend vers zéro si h tend vers zéro de sorte que

fx1+hy, xo+hy) = f(xo) + g—)ﬁ(xo) hy + g—)é(xo) hy + |h|€(h). Ce développement met en évi-
dence, lorsque x( est fixé, une application linéaire

R? > (hy, hp) — ng(xo)hl + ng(xo)hz € R. Cette application linéaire est par définition
I’application linéaire tangente & f en xo. On la note df(xp) et

df(xo).h= af (x0) hy + af (x0) hy estlanotation usuelle pour I’image de (hy, hy) par df(xo).

X X
e Matrice jacobienne
On représente 1’application linéaire tangente df(xp) avec une matrice, appelée matrice jaco-
bienne. On pose Jy(xp) = (g—)i(xo), g—)‘é(xo))- C’est une matrice ligne a coefficients réels avec
une ligne et deux colonnes. Si & = (hy, hy) € R?, alors h' est la matrice colonne transposée
associée et on a df (xo).h = J¢(xo) h'.
e Application différentiable en un point
Soit xg = (x1, x2) un point de R? et f une fonction numérique définie au voisinage de x. On
dit que f est différentiable en xq si et seulement si il existe une application linéaire de R?
dans R notée df(xy) et une application & définie au voisinage de zéro dans R? qui tend vers
zéro lorsque h tend vers zéro dans R? de sorte que f(xo +h) = f(xo) +df(xo) .k + |h| e(h).

e La différentiabilité entraine la continuité

Si la fonction f définie au voisinage de xg est différentiable au point xq, alors elle est continue
en ce point.

La réciproque est fausse. Par exemple, I’application f(x,y) = \/x%+y? est continue en zéro
mais elle n’y est pas différentiable.

e La différentiabilité entraine 1’existence de dérivées partielles

Si la fonction f définie au voisinage de xq est différentiable au point xg, alors elle possede des
dérivées partielles en ce point. On a %(xo) =df(xp).(1,0) et af( 0) =df(x).(0, 1).

Pour les applications coordonnées x et y introduites plus haut dans ce chapitre, on a

dx(xp) .h = h;. De méme, dy(xg).h = hy. En pratique, on utilise la notation abusive ) = dx et
hy = dy. On écrit alors la relatlon rigoureuse df (xp).h = 3 ){ (x0) h1 + 3 ){ (x0) hy de fagon plus
synthétique : df = dx -|— dy

Exemple des coordonnees polalres dans le plan. On calcule a priori les coordonnées carté-
siennes x et y a partir des coordonnées polaires r et 0 selon les relations x = rcos 0 et
y =rsin 0. On a apres un calcul classique de dérivées partielles dr = 7 dx + %dy et

do = — ry—z dx+ 2 dy.

e Dérivée selon un vecteur

On se donne un point xy € R? et un vecteur on nul v € R%. On dit que la fonction f définie
au voisinage de xo est dérivable dans la direction du vecteur v si et seulement si la fonction de
variable réelle et a valeurs réelles @(0) = f(xo+ 6v) est dérivable en 6 = 0.

Par exemple, si v = ey, premier vecteur de base, la dérivée de f selon ce vecteur est, quand elle

existe, égale a la dérivée partielle 5 9f ~(x0) De méme pour le vecteur e ; la dérivée correspon-

dante est simplement I’ autre derlvee partielle a—ch(xo).
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Proposition. Si la fonction f est différentiable au point xy, alors elle est dérivable selon tout
d

vecteur v non nul eton a (g5 (xo+ 0v))(0) = df(xo).v.

Attention la réciproque est fausse en général. Si une fonction est différentiable selon tout

vecteur non nul, elle peut trés bien ne pas etre différentiable. Par exemple, la fonction déja

. , . 5 .

vue dans ce chapitre et définie par £(0,0) =0 et f(x,y) = (y—x);w si (x,y) # (0,0) admet

une dérivée selon tout vecteur non nul v € R%. Mais elle n’est pas différentiable a 1’origine ol

elle n’est méme pas continue.

e La continuité des dérivées partielles entraine la différentiabilité

On se donne xo € R? et f définie au voisinage de xo. On suppose les dérivées partielles %

et g—f; définies au voisinage de xp. On les suppose également continues au point xg. Alors
la fonction f est différentiable au point xo et pour tout vecteur test & = (hy, hy) € R%, on a
df(x0)-h = %L (x0) hy+ 5 (x0) hy.

e Différentielle d’une application de R" dans R

On étend les résultats précédents sans difficulté a des fonctions vectorielles définies sur R”. Si
xo € R" et si f est une une application d’un voisinage V (xp) de xo a valeurs dans R”, on dit
que f estdifférentiable au point xq si d’une part il existe une application linéaire df(xp) de R”
dans R™ (df(xo) € Z(R",R™)) et si d’autre part il existe une fonction € définie au voisinage
de 0 de R" telle que limj,_, €(h) =0 de sorte que f(xo+h) = f(x0)+df(x0).h + || k]| €(h).
L’application linéaire df(xo) est représentée dans les bases canoniques par une matrice jaco-
bienne J¢(xg) € Mmn(R) & m lignes et n colonnes de sorte que pour & € R",

(df (xo).h)t = J¢(x0) h'. Sion décompose le vecteur f(x) dans la base canonique ¢; de R, on
peutécrire f(x) =Y, fi(x)e;. L’élément générique de la i ligne (1 <i<m)etdela j° colon-
ne (1 < j <n) est donné par (Jf(xo)),-j = ng;(xo).

Dans I’exemple du début de ce chapitre, on a deux variables (n = 2) et une fonction a valeurs
scalaires, c’estadire m =1 .

e Différentielle d’une application composée

On se donne trois entiers n, m et p, xg € R", V(xo) un voisinage de xy dans R”,

f : V(xo) — R™ une fonction définie au voisinage de xo et a valeurs dans R™, yo = f(xo),
W (yo) un voisinage de yy dans R™ de sorte que f(Vp) C Wy et g : W(yp) —> R” une appli-
cation définie au voisinage de yo. Alors I’application composée g,f est bien définie de V (xg)
a valeurs dans R” a I’aide de la relation (gof)(x) = g(f(x)) pour x € V(xo).

On suppose f différentiable au point xy et g différentiable au point yg. On note

df(xg) € Z(R" R™) et dg(yo) € -Z(R™, RP) les applications différentielles tangentes corres-
pondantes. Alors I’application g, f est différentiable au point xy et ’on a

d(gof)(x0) = dg(y0) o df(x0). Ainsi pour tout & € R, (d(gof)(x0)).h = dg(yo).(df (x0).h).

e Produit de matrices jacobiennes

Notons J;(xg) € Ay (R) la matrice jacobienne de f au point xg € R" et J(y) € #pm(R) la
matrice jacobienne de g au point yo = f(xp) € R™. Alors la matrice jacobienne

Joof (X0) € M pn(R) de la composée g, f au point xq est le produit des matrices jacobiennes :

Joor (x0) = Jg(v0) J¢(x0)-
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e Un exemple important
On se donne une application f de R? dans R et ¢ une application de R dans R?:
() = (X(t),Y(t)). Lacomposée g = f,¢ esttelle que g(t) = f(X(¢),Y(z)). Alors

dx
af df ar d d
¢ =arxo. ¥ate01 = (3 ) (1) -F &+ ¥4
dr
e Calcul pratique de la différentielle de la fonction composée
Siy=f(x),onadfy(x)=dy =Y, aykdx D’autre part, z, = g¢(y) et dzg =Y ;" g—;idyk.

Comme z = (gof)(x) = g(y), on calcule dz; en remplacant dyk par ’expression obtenue

comme différentielle d’une fonction de x : dzy = Y'_; (L., g;i o L) dx; et

9z _ym  9u Oy
dxj — ~k=1 dy, Ix;"

e Dérivée seconde et matrice hessienne

On revient au cas fondamental d’une fonction f de R? dans R. On suppose f difffentiable au
voisinage de xo. On dispose donc, pour tout x € V(xo), de la différentielle df(x) € £ (R? R).
En particulier des deux dérivées partielles f et af On dispose donc d’une fonction ® de R?
dans R? définie par ®(x) = (‘3—{:, %) € Rz Si cette fonction est a son tour différentiable,
on dispose de d® € .Z(R? R?). La matrice jacobienne associée H(x) = Jop(x) peut s’écrire

2f 9 (9f
H(x) = —?xs—f ) Iy a(i‘jj‘ ) . La matrice H(x) est appelée matrice hessienne de la fonction f
dx \ dy y?

e Théoreme de Schwarz d’échange des dérivées partielles

On suppose f : R? — R définie au voisinage de xo € R?, différentiable au voisinage de x
avec des dérivées partielles ﬂ et af continues dans un voisinage de xg. On suppose de plus
% et af différentiables au pomt xo. Alors on peut échanger 1’ordre de dérivation dans les
dérivées partlelles croisées : 5. (g{c ) (x0) = ax(gj; ) (x0).

Bien entendu, si les hypotheses de ce théoreme ne sont pas satisfaites, il peut etre en 2de—
faut ! C’est le cas par exemple pour la fonction définie par f(0,0) =0 et f(x,y) =xy= x2 +y2 si
(x,3) # (0,0). Alors (5:(3£))(0,0)=—1 et (£(5£))(0,0)=+1.

e Forme bilinéaire symétrique

Si f définie au voisinage de xo € R? et a valeurs dans R, la différentielle seconde d?f(xo) est
un forme bilinéaire sur R?: d?f(x) € £(R?, R). Elle opére sur (h, k) € R?:

d?f(xo).(h, k) € R. On la forme en regardant la différentielle de 1’application

x— df(x9).h € R dans la direction k: d*f(x).(h, k) = d(df(x0).h).k.

Si e; et e; désignent deux vecteurs de base R", d>f(xo).(e;, ;) = (%(3—5))@0)

Si le théoreme de Schwarz s’applique, il exprime que la différentielle seconde est une forme
symétrique : d*f(xp).(k, ) = d*f(xo).(h, k).

e Différentielle d’ordre supérieur

Si la fonctions f et toutes ses dérivées partielles sont continuement différentiables dans un
voisinage de xg € R”, la différentielle d’ordre k permet de regrouper I’ensemble des dérivées

k
partielles % On définit alors d*f. (hj, ... hj,) comme une forme linéaire d’ordre k et
si e de&gne un vecteur de la base canonique de R”, ona dtf. (e; €)= (hjla—faxjk

4
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Le théoréeme de Schwarz exprime alors que 1’ordre dans lequel on calcule les différentielles
importe peu : la forme (R")* > (hj, ... h;) — d*f.(hj, ... hj,) € R est symétrique.
e Formule de Taylor
On se donne xy € R?, h € R? et f définie au voisinage du segment
[x0,x0+h] ={x=x0+6h,0<6 <1}. On suppose f continuement différentiable dans ce
voisinage ; les dérivéss partielles premieres sont continuement différentiables et les dérivées
partielles secondes sont supposées continues. Alors on a la formue de Taylor avec reste intégral :
f(xo+h) = f(x0) +df (x0).h+ fy (1—6) d*f(xo+ O h).(h, ) 6.
Si, toutes choses égales par ailleurs, la fonction f est (n+ 1) fois continuement différentiable
au voisnage du segment [xg, xo + 4], on a la formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre n:
Fx0+h) = F(x0) +AF o)+ -+ 2 dF(x0).(hs o, )+ -+ £ f(x0).(h, ..., )

+ L [0 (1 —8)" " f(xo+ Oh).(h, ..., h)d6.

Exercices

e Fonction quadratique

On se donne un entier n, un vecteur b de R” et une matrice réelle carrée A d’ordre n. On
rappelle que le produit scalaire usuel (x,y) de deux vecteurs de R" s’écrit (x,y) = Yo%)y,
en fonction des composantes x; et y; des vecteurs x et y. Pour x dans R", on pose

J(x) = 3(x, Ax) — (b, x).

a) Montrer que la fonction J est différentiable sur R" et si & désigne un vecteur test de R”,
calculer le nombre dérivé dJ(x).h au point x et dans la direction A.

b) En déduire I’expression de la dérivée partielle g—l

e Laplacien en coordonnées cylindriques

Un point du plan (x, y) distinct de 1’origine peut étre paramétré par des coordonées cylindriques
(r, ) de sorte que x = rcos 0 et y=rsin 6. Soit u une fonction deux fois différentiable de
(x,y) a valeurs réelles, c’est a dire u(x, y) € R.

On introduit d’une part le laplacien de u : Au = 8—2 + g—i’z‘ et d’autre part la fonction v des
variables r et 6 de sorte que v(r, 0) = u(x,y).

Calculer Au en fonction des dérivées partielles de la fonction v.

e Calcul d’une famille de Laplaciens [avril 2016]

Pour X = (x,y,z) dans R? et & réel, on pose @(x,y,z) = (/x> +)? -I-Zz)a. Il peut étre utile
de poser r = \/x2+y2+72.

a) Calculer les dérivées partielles af, '3—(5 et a"’

2(P aZ(P 32
9x2 ﬁ et 8z

c¢) Onpose Ap = a == 949 Frl + . Calculer A en fonction de r et de o.
d) Que se passe-il pour ox =2 ‘7
e) Que se passe-il pour oo = —1 ?

b) En déduire la Valeur des derlvees partlelles
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e Noyau de I’équation de la chaleur
On se donne ¢ > 0. Pour x € R et t > 0 on pose @(x,t) =

2
X
\/47T62t exp(—462l)'
a) Vérifier que la fonction @ est solution de I’équation de la chaleur a une dimension spatiale :

P 2 92
a_‘f_g a_;2”:0pourxel[€ett>0.

On se donne maintenant un entier m et si x € R™, on pose |x|= ,/ ?:lx% Si y est une

fonction deux fois derivable sur R™, on rappelle que le laplacien Ay de cette fonction est
1L_\m/2 [x?

défini par Ay =Y)_ a 2 Pour # >0 on pose W(x,1) = (;=c5;)" " exp(—757;)-

b) Montrer qu’alors la fonctlon Y est solution de I’équation de la chaleur dans R :

881;/ 62 Ay =0 pour x € R" et 1 > 0.

e Un “contre-exemple” classique en thermodynamique

On se donne une fonction f assez réguliére définie sur une partie de R3 et la surface d’équation
f(x,y,z) = 0. On suppose qu’on peut résoudre cette équation et toujours définir I'une des
coordonnées en fonction des deux autres ; il existe des fonctions X (y, z), Y(z,x) et Z(x,y)
de sorte que si le point (x,y,z) de R® vérifie f(x,y,z) =0, 0ona x=X(y,z), y=Y(z,x) et
z=2Z(x,y).

Montrer qu’on a I’dentité suivante entre dérivées partielles : ‘3—}; ‘Z,—IZ/ g—f =—1.

e Champs de vecteurs [avril 2016]

Pour X = (x,y) vecteur de R?, on introduit le champ de vecteurs ¢ défini par

O(x,y) = (@c(x,¥), @y(x,¥)) = (P +y*)x ( 2+y%)y).

a) Calculer la divergence divp = 83(‘;;‘ + o P en fonction de x et y et éventiellement de r

défini par r = /x% +y2.

Soit R un nombre réel strictement positif et Q le disque de centre I’origine et de rayon R :
Q={(x,y) eR* x> +)* <R*}.
b)  Déduire de la question précédente le calcul de I'intégrale I = [ (x* +y?)dxdy.

¢) Proposer une autre méthode pour calculer facilement I’intégrale 1.
d) Vérifier la cohérence de vos résultats.



