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APPROCHE COOPERATIVE ENTRE SIMULATION NUMERIQUE ET ESSAIS

Points abordés
1) Méthode des moindres carrés
2) Descente du gradient pour les moindres carrés
3) Oscillateur harmonique
4) Une autre fagon de calculer le gradient
5) Equation adjointe

6) Cas d’une équation différentielle générale
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METHODE DES MOINDRES CARRES

o

X

N points expérimentaux (r1, y1),.-- (TN, YN)-
Modele mathématique : v = ax + (.
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METHODE DES MOINDRES CARRES

Pour trouver les parametres o et (3,
on se définit une “fonctionnelle d’erreur” J
N
1 2
J(a, B) = N - (yj —az; — )
7=1
On minimise la fonctionnelle J(e, o).

Au point de minimum éventuel (a*, 5%),

8_&(a7ﬁ)_07 85(a76)_0

Dans ce cas de la droite des moindres carrés,
on peut mener sans difficulté le calcul du gradient

0.J &])t
oo’ 08

vJ = (

de la fonctionnelle.
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METHODE DES MOINDRES CARRES

N
Pour J(a, §) = % zjl(yj axr; — ﬁ)Q , on a
=
8.J 1 —
8_(047 ) = N ;(% XT; — 5) (—z;)
8.J 1 o

On introduit les moyennes classiques
— 1 N __ 1 N
<£C>:sz:1xj7 <y>:Wijlyg‘7
<x2>:iZN ., <z >ZLZN iy, <y?>= LS 42
= N 2uj=1%;; Y->= N2.=1%iYj> Yy = N 24j=1Y; -

Alors

. , .
— =a<r"> +f<r>—<aY>, — =a<zr>+F-<y>.
oJe) op
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METHODE DES MOINDRES CARRES

Le systeme d’équations

oJ . ... 0.
8_a(a/7ﬁ)_07 (95

se traduit par un systeme linéaire
de deux équations a deux inconnues :

(a®, ") =0

<zi>af+ <zx>p =<zy>
<zr> o + g =<y>.
La résolution n’offre pas de difficulté
., <zy>-—<zT><Yy>
07 p—
<z > —<x>?

<y><at>-—<z><TYy>
< x> — < g >2 '

5 =
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METHODE DES MOINDRES CARRES
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Droite des moindres carmres
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METHODE DES MOINDRES CARRES

Au lieu de résoudre le systemes d’équations VJ(a*, %) = 0
on descend le long de la ligne de plus grande pente.

J(a, B)]

)

(r1, Bres1)t = (am, Br)Y — pVI(an, Br)
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METHODE DES MOINDRES CARRES
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Droite des moindres carres. Methode de gradient a pas fixe.
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METHODE DES MOINDRES CARRES
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Convergence de |la droite des moindres carres. Representation dans le plan des coefficients.

FRANCOIS DUBOIS, OCTOBRE 2008



METHODE DE SUIVI DU GRADIENT

11

)‘k—l—l = )\k — pVJ()\k)

Attention de ne pas choisir un coefficient de relaxation p
trop important !

Sur les figures suivantes, on étudie 'influence sur la convergence
du choix d’un parametre de relaxation p de plus en plus grand.

L’algorithme finit par diverger !
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METHODE DE SUIVI DU GRADIENT
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Droite des moindres carres. Methode de gradient a pas fixe.

=

FRANCOIS DUBOIS, OCTOBRE 2008




METHODE DE SUIVI DU GRADIENT
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Convergence de |la droite des moindres carres. Representation dans le plan des coefficients.
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METHODE DE SUIVI DU GRADIENT
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Droite des moindres carres. Methode de gradient a pas fixe.
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METHODE DE SUIVI DU GRADIENT
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Convergence de |la droite des moindres carres. Representation dans le plan des coefficients.
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OSCILLATEUR HARMONIQUE

Modele dynamique classique

d?z
dz
0) = —(0) =
z(0) = 2o, —(0) = vo
k
On pose w = {/— ; alors
m

v
z(t) = xo cos(wt) + — sin(wt).
W
On dispose de données x(t) mais on ne connait pas xg, vg et w !!
Fonction cout

A= (20, vo, )b, J(A) = %/O (1) — F(6)2 dt

Erreur au sens des moindres carrés.
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OSCILLATEUR HARMONIQUE

17

~

On introduit Uécart €(t) = x(t) — x(t)
entre le modele et les mesures.

T
(‘?TJ :/ €(t) cos(wt)dt
0 0

oJ /OTe(t) sin(w t) it

dvg

W

o.J L .

o = / e(t) ( —wxg sin(wt) + vy cos(w t)) dt
0

test : on cherche a retrouver la fonction
x(t) = 1,2 cost + 0,5 sint
avec des données bruitées sur l'intervalle [0, 5]

a partir de la fonction
x;(t) = 1,55 cos(1,7t) + 0,2 sin(1,71)

On utilise encore ’algorithme du gradient : A1 = A\ — pVJ (M) .
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OSCILLATEUR HARMONIQUE
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Ecart initial entre les donnees et le modele.
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OSCILLATEUR HARMONIQUE
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lterations du gradient.
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OSCILLATEUR HARMONIQUE

20
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Resultat apres les iterations de gradient.
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(CA MARCHE !
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Evolution des parametres au cours des iterations.
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UNE AUTRE FACON DE CALCULER LE GRADIENT 22

Idée de Pontryaguine (1950) :
écrire 1’équation d’évolution comme une contrainte

Introduire un Lagrangien :
T
Liz, M\ p) = JO) + / p(t) (m— + kaz(t)) dt
0

On remarque que L est identique a J(\)
si x(t) est un oscillateur harmonique

Mais on traite x(t) comme une variable indépendante
e _
et on remarque que J = 5/ () — z(t)|]* dt
0

est en fait une fonction de xz(t) !

Dans une variation arbitraire (dx, d\, 0p) des parametres (x, A, p),

T
on a tout simplement 0] = / (z(t) — Z(¢)) dx(¢) dt
0
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UNE AUTRE FACON DE CALCULER LE GRADIENT 23

On a 5(/0Tp(t) (m%—l—kx( ))dt) _
/OT(Sp(t) (mii2 + ka(t)) dt+/OTp(t)mé(iQQ)dt+/OTp(t)(S(kx(t)) dt

Trois termes tres différents a traiter

e le premier est identiquement nul
si z(t) est un oscillateur harmonique

e on garde le second pour plus tard !

e le troisieme s’écrit (puisque k& = mw?)

/OTp(t) 5(ka(t) dr =

:/OTmep() ()5wdt+/OTp(t)k5a:(t)dt
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UNE AUTRE FACON DE CALCULER LE GRADIENT 24

T 2
d°z
— ?
Que vaut /0 p(t) m5< T ) dt

On remarque d’abord que si y(t) = x(t) + dx(t)

on a par dérivation par rapport au temps

dy dz d
9L S (s t)-
a  ar dt(x() ’

= = — — entre les deux dérivées

donc 1’écart ¢ (da:) _ dz

At/ T odt dt
vaut %(533(15)) .
En résumé, 5(%) = %(533(75)) .

dx
La difficulté est que cet écart ¢ (E) n’est pas indépendant de dx(t) !
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INTEGRER PAR PARTIES ! 25
On remarque qu’on a toute liberté de choisir le multiplicateur p(t)
T d2 T d2
On a / p()mé(dQ)dt:/ p(t)m d2<5az()>dt
0 0
d g dp dz
= |p(t —(5 t) —/ 5(—)0175
[p()mdt x()]O o dt | o\dt
d d
= —p(0) mdovy — /0 d]t) 5(({;) dt si on choisit p(T) = 0
d T T d2
= —p(0) mdvg — [d—]Zm(Sa:(t)]O +/O d—];m&v()dt
d a2
= —p(0) m vy + —p(O)m5az‘o +/ —pm5az‘()dt
dt o dt?
d
si on choisit d—]Z(T) =0
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VARIATION DU LAGRANGIEN

20

On a dans par ordre d’apparition, lorsque p(7T) = 0 et %(T) =0:
T T d2
0L = / (z(t) — 2(t)) oz () dt + / op(t) (mﬁ + kax(t )) dt
0 0
d d?p
—p(0)m vy + d—]t?(())m(?:z:g + /o Fm&v( )dt

—|—/T2mwp() ()5wdt+/Tp(t)k5:c(t)dt

et apres regroupement

T
oL = d—p(())m5330 — p(0) m vy + / 2mw p(t) z(t) dw dt +
0

ar
+/O (%m Fop(t)k + (a;(t)—af(t))) 52(1) dt

si x(t) est un oscillateur harmonique.
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EQUATION ADJOINTE

27

On choisit le multiplicateur de Lagrange p(t)
de sorte d’annuler les termes qui ne nous plaisent pas.

Il suffit donc de poser

P 4 Ok + () ~3(0) =0, 0<t<T
p(T) = 0 et %(T)zo

Alors on a facilement

toop
p(t)m = — / S =1 (00 — 3(9)) a0

T w

On peut visualiser ’état adjoint
pour l’oscillateur harmonique étudié précédemment
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EVOLUTION DE L’ETAT ADJOINT

28
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adjoint -

Ecart initial entre les donnees et le modele.
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EVOLUTION DE L’ETAT ADJOINT

29

donnees
erreur
adjoint

lterations du gradient.

FRANCOIS DUBOIS, OCTOBRE 2008



EVOLUTION DE L’ETAT ADJOINT

30

donnees
maodele
efreur
adjoint
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Resultat apres les iterations de gradient.
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ITERATIONS DE GRADIENT
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Evolution des parametres au cours des iterations.
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CAS D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE GENERALE

Systeme dynamique ou le vecteur d’état y(t; v(e))
dépend du temps
est commandé par un ensemble de variables v(t)
grace a une équation différentielle ordinaire :

V= ), o), 1

a laquelle on joint une condition initiale
y(to; v(e)) = .

On cherche une solution optimale
associée au controle optimal ¢ +—— wu(t)
de facon a minimiser la fonction colit J suivante :

J(u(s)) = Ay(T)) + / L(y(), v(t), ) dt

to
ol L(e, e, o) et A(e) sont des fonctions réelles fixées.
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CAS D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE GENERALE 33

Le systeme des équations adjointes s’écrit sous la forme

dp of OL
dt +p8y+8y =Y

avec une condition finale

O\
T) = —(y(T)).
p(T) = G ()
Considérer ’équation différentielle qui décrit I’évolution de 1’état y(t)
comme une contrainte que doit satisfaire la variable liée y
et de la traiter comme telle dans un Lagrangien.

On introduit donc un multiplicateur de Lagrange p
associé a cette contrainte.

Ce dernier est un vecteur ligne fonction du temps : p = p(?).
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CAS D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE GENERALE 34

On pose

L(y, v, p) = Xy(T)) + /T L(y, v, t)dt — /Tp<i—i — fy, v, t)) de .

to to

L’équation satisfaite par le multiplicateur est obtenue
en écrivant la différentielle de L(y, v, p)
et en éliminant les termes
dus aux variations des dérivées temporelles de y
par intégration par parties.

On note dy, ov et dp les variations de y, v, et p respectivement.
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CAS D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE GENERALE

35

Alors

T
_ / »

to
O\
8—y(

*fﬂ

oL = (

O\ oL .~ L
oL = 5o (u(T) oy(T) +/to [&g 5y + %51}}1

(G~ gor)ae = [ (G s )

0

y(T)) 6y(T) +/t [g—ngg} Sy dt

OL of T T dp
%+pav]5vdt— [p5y]t0 + /to E5ydt.

O\ rdp  9f 0L
“Z(y(T)) — p(T T -

5, 00~ o) oyT) + [ [ +p G+ G oy at

rorL  of
+/to [%er&ru]évdter(O)éaz.

car 0y(tg) = dx compte tenu de la condition initiale.
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CAS D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE GENERALE

oL = (G (D) = (1)) 5y(T) qjgwg—}g—j]@ at
+/tT[g—€+pg—£]5vdt+p(O)5aﬁ.

On annule les deux premiers termes du membre de droite
et on trouve 1’équation adjointe
d—p +p of + oL = 0
dt Jy Oy
qui donne 1’évolution du multiplicateur de Lagrange
ainsi que la condition finale

p(T) = g—;wm).

Le troisieme terme permet de calculer la variation
de la fonctionnelle J(e) dans une variation dv de la commande.
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MOTIVATION POUR LES DEVELOPPEMENTS A VENIR

Dans de nombreuses situations, le calcul de I’état adjoint
facilite grandement ’évaluation du gradient de la fonctionnelle.

Difficultés
Non linéarités
Discrétisation des équations différentielles :
faut-il discrétiser 1’équation adjointe
ou chercher ’adjoint discret du schéma numérique 7

Passage des modeles discrets (“équations différentielles ordinaires”)
aux modeles continus (“équations aux dérivées partielles” )

Peut-on utiliser des algorithmes meilleurs que
la, descente le long de la ligne de plus grande pente 7
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