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1) Introduction

Au chapitre précédent, nous avons vu que 1'éguation de Poisson :
(1) —An=f Q

associée 4 divers jeux de conditions aux limites peut &tre formulée sous forme variationnelle
sous la forme :

) ne vV
3 a(u,v) =L{¥) VveV
oll le choix de l'espace de fonctions V, la forme bilinéaire (coctcice) a(s, o), ie telle que :

(4) Ja>0, avZam; VveV

et la forme linéaire L(e) doivent &tre choisis avec soin pour prendre en compte 1'équation de

Poisson (1) [a(-, e) est du type JQV-V dx] , les conditions de Dirichlet [l'espace V est formé

de fonctions qui s'annulent 13 ot u est explicitement donné sur le bord], le changement f et les
conditions de Neumann [via la forme lincaire L{e)].

La méthode des éléments finis consisie A se placer dans des sous-espaces de
dimension finie, poser un probléme approché 2 la place du probléme continu (2) (3) pour se
ramener in fine 4 la résolution numérique d'un systéme linéaire.

2) Probléme de Dirichlet a une dimension d'espace

° Dans ce paragraphe, on se place dans le cas trés simple d'une dimension d'espace.

Plus précisément, nous prenons :
(%) Q=10,11 ;

alors 1'équation de Poisson prend dans ce cas la forme suivante :

d2
(6) S5 =t x € 10,1[

5y

et nous choisissons des conditions de Dirichlet homogénes

(7 u(0) =u(l) =0.
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L'espace V adapté aux conditions (7) est le suivant
(8) Vv={v:[0,l1 >R, v(o)=v(1)=0}

avec une forme bilinéaire a(e, ) définie sur l'espace V :

) a(u,v) = d_ — dx uveV
ainst qu'une forme linéaire L(-) définie sur V :

1
(10) L(v)= f fv dx ve V.
&)

. Nous construisons maintenant un sous-espace Vy, de l'espace V donné en (8) de la
tagon suivante : nous fixons un entier N = 1, posons :

1
11 h=——
(b N+1

et introduisons un ensemble de points sur une grille de pas h :

(12) x; = jh i=0, .., N+L.

| | 1 I

Xg = 0 x1 x9 s xlj_] x] Xj+1 i XN AN+ = 1

Grille réguliére pour I'équation de Poisson a une dimension d'espace

Nous définissons l'espace Vy comme le sous-espace de V formé de fonctions
continues sur [0,1] et affines dans chaque intervalle ]x;, xj+1[ :

W = {v 1 [0,11 > R, v continue sur [0,1],
(13)

Vj=0, ,N affine, =v(1)=0}
j=0 Vi et 2500 v(0) =v(1)=0}

Une fonction v de Vj, est affine dans chaque intervalle donc dépend uniquement
des deux valeurs limites aux bornes de celui-ci, c'est-a-dire de V(x;+0) et V(xj;1—0). Mais v
étant globalement continve sur [0,1], les valeurs v(x;-() et v(xj+0) de part et d'autre du
sommet x; sont égales a leur valeur commune V(xj)., Une fonction de v de V}, dépend donc

uniquement des valeurs v(x,), v(xq), ..., v(xj), - VXN, V(xpp1) aux sommets des intervalles.
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Ces valeurs nécessaires pour calculer les autres valeurs V(x) pour x € ]0,1[ de la fonction V
sont appelés degrés de liberté de l'espace Vy, et notés 6; (V) :

(14) G (v) = v{x) j=0,..,N+1.

De plus, v € Vy, est nulle en x=0 et x=1, c'est-a-dire aux sommets x, et xp,1. Une
fonction v dans Vy dépend uniquement de N valeuts 61(V), ..., on(V).

Gj+1(V)

Gi(v)

Xj Xj+1
Interpolation affine a I'aide des degrés de liberté de la fonction v € V|,

Nous venons de démontrer que toute fonction v de Vi, est entierement connue dés
que les N degiés de liberté v(xq), ..., v(>x) sont connus, ce qui montre que 'espace V}, est (au

plus) de dimension N. Pour montrer que Vy, est exactement de dimension N, nous explicitons

maintenant une base de cet espace. Pour cela, nous utilisons les degiés de liberté introduits &
la 1elation (14) : on fixe j (entre 1 et N) et on cherche une fonction P satisfaisant aux deux
relations suivantes :

(15} (p] € Vh

0 sii#j
(16) qmb{ o
1 sii=j.

1

0

X1 Xj X1

Fonction de base @; de I'espace Vy,
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La construction explicite de ¢; est €lémentaire : il suffit d'interpoler par une
fonction affine entre les valeurs 0 (x;), et I'on obtient de cetle maniee :

(17 Q;(x)=0 sl x<xjp ou x2xjy

(18) @ () 2% (x- xj_1) sioxj Sx<x
1 .

(19 9 ()= (xj_,_1 ~x) si % S x x5y

Les fonctions @ ainsi obtenues (j = 1, ., N} appartiennent & Vy, et forment une
base de cet espace. En effet, si une combinaison linéaire :

N
200 v=2 vjo(x)
j=1

est identiquement nulle, il en est de méme de 61(v), et comme oj(v) = v; compte tenu de la
relation (16), le coefficient v; est nul pour tout i. Réciproquement, si v € Vp est une fonction

N

arbitraire, alors la fonctionw =v — Z v(x;) 9 appartient a Vy,, vérifie :
j=1

(21) (W) = 0j(v) — v{x)) =0 Vy=1,..N

donc est identiquement nulle. Toute fonction V de Vy, s'écit donc de fagon unique sous la

forme :
N

(22) v(x) = X, vix) o)
=1

. Ayant construit un sous espace V, de V qui se manipule avec les N nombres v{(x;)
(j=1, .., N), nous posons maintenant un nouveau probléeme variationnel dans l'espace Vy,
en remplagant simplement V par V}, dans les relations (2) et (3). Nous cherchons donc uy, tel

que :

(23) up € Vy

24) a(u, v)=L(v) Vve V.
Proposition

Le probléme variationnel discret (23) (24) admet une unique solution uy, a(s, ») et
L(e) étant donnés par les relations (9) et (10).
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Preuve
Nous cherchons uy, sous la forme d'une combinaison des fonctions de base @; :

(25 w= 2w @

Sila relation (24) est vraie pour toute fonction v de Vy, elle est en particulier vraie
pour V = @, ce qui conduit aux N équations suivantes :

N

(26) D a(@p¢pWi=L(gp ;i=1,.,N.
j=1

Le systéme (26) est formé de N équations et posséde N inconnues wj. 11 suffit de
montrer que la matrice symétrique ay; = a (9, ¢;)

27 aj = a (@4 ¢y
est définie positive pour tre certain que si L{g;) = 0 pour tout i, alors w; = 0 pour tout j, ce
qui montre qu'alors (26) posséde une solution unique. Si {§j} désigne un ensemble de N

coefficients, on a :
1 do: do:
@  Ya;hg=) [ & &) (Z 3 —("1) dx
i,j 0 i dx i dx
et la forme quadratique (28) est positive. De plus, si 2 a;j £; §; estnul, alors :

e Y5
i dx

la fonction 2 &; ; est donc constante et cette constante est nulle car toutes les fonctions @;
i

sont nulles en x=0 et x=1. Donc les &; sont tous nuls car les ¢; forment une base de Vy,. Ceci
termine la preuve de l'unicité de uy, solution du probléme variationnel discret (23) (24).

11 suffit de vérifier que uy, défini par les relations (25) (26) est effectivement
solution du probléme (23) (24). D'une part, u, appartient 3 V, puisque c'est une combinaison
linéaire de fonctions de base. D'autre part, si la relation (26) est vraie pour tout i, il en est de
méme aprés multiplication par un scalaire arbitraire &; et sommation sur i. Nous obtenons de

cette fagon :
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N N N
30) a LZ W 9. Eﬁm} L (21 aitpij
i=1 i= i=

compie tenu de bilinéarité de a(e, ») et de la linéarit¢ de L(s). Si &; décrit R tout entier pour
toute valeur de i, 2 £ @; est une fonction vy arbitraire dans Vp, et (30) se 1éécrit sous la

forme:

(3D a (up, Vp) = L{vp) Vvpe Vp

qui constitue une réplique exacte de la relation (24), au nom de la variable muette pres !

La démonstration est donc achevée. [ |

. La 1ésolution pratique du probleéme variationnel (23) (24), qui est une
approximation dans Vy, du probléme continu (2) (3), demande donc la 1ésolution du systéme

linéaire (26). Nous explicitons d'abord les éléments de matrice (27) puis indiquons une
méthode approchée pour calculer le second membre L{¢;)

Compte tenu de (27), (9), (17), (18) et (19), I'élément de matrice ajj est nul des que
|i——j| est supérieur (ou égal) & deux :

(32) aij =0 si Il—}! =2,

En effet, le support de @; Clest-2-dire I'ensemble des points ot ¢; n'est pas nulle est

. do;
I'intervalle [xi_l, xi+1], donc d—(P‘ est nulle hors de cet intervalle :
X

(33) x ¢ [x %] = @0)=0

si |i—-j| 2 2, prenons i < j pour {ixer les idées.

Pour calculer a;, on décompose l'intervalle [0,1] en cing parties :

5
34 [0,1] = w Ik
k=1
avee !
@)y L = [0,x,]
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36 L = [xgxa]
3" L= [l
38 L= [xaxal
39 I = [x.1]

et il suffit de vérifier que sur chacun de ces intervalles, l'intégrale :

@w =,

kdx dx

est nulle pour établir (32). Or, compte tenu de la relation (33), @; et @; sont nulles sur Iy, I3 et
Is, @; est nulle sur Iy et @5 est nulle sur I car i+1 < j—1. Donc les cing intégrales introduites en

(40) sont nulles et aj; est nul des que |i—_j| 2

I reste a évaluer aj, 541 et aj; pour j quelconque. Compte tenu de (33), le produit
do; do;
T Pint est nul sur [0,1] sauf sur l'intezvalle[xj, X +1] on il vaut — %x % Comme cet
dx dx

intervalle est de longueut h, ceci montre que :
1
(41) 4,41 ="}~

De méme le produit [E)Z est non nul sur [xj_l, xj+1] ou il vaut - Cet

1
he
intervalle étant de mesure 2h, on en déduit :

(42) aj] =

=0

Nous venons de prouver la :

Proposition
L'espace Vy étant défini en (13) sur le maillage régulier (11) (12), le probléme
variationnel (23) (24) conduit 2 la résolution numérique du systdme linéaire (26) dont la

matrice aj; est tridiagonale, donnée aux relations (32) (41) (42), c'est-a-dire :
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-1 2 -1 0
1{0 -1 2 -1
@ lal=gls o, 4 0
‘ -1
0 o -1 2
* On remarque que sur l'intervalle [0,1] avec un maillage réguliet, on retrouve une

matrice déja rencontrée au chapitre 4 dans 1'étude de 1'approximation par différences finies de
I'équation de la chaleur. En effet, sur un tel maillage, ona:

2
d 1
(44) ~1 2@ = = (ua+2e-u)
dx h

ce qui correspond, 4 un facteur h pres, A la jéme ligne de la matrice [aij] écrite en (43).

. L'évaluation du second membre demande le calcul des N intégrales :
1
@) b= 0 o dx; j=1,.,N
‘ o .

qui est sans difficulté si f est simple mais doit &tre lui-méme mené de tagon approchée si f(e)
n'a pas de forme algébrique €élémentaire, ce qui est en général le cas. Pour cela, on introduit un
espace d'interpolation Wy, qui est "un tout petit peu plus grand" que Vy, puisqu'on ne suppose
plus que les fonctions de cet espace sont nulles en x =0 et en x = 1 (la fonction f(s) n'a
aucune raison d'étre nulleen x =0 et x =1):

(46) Wp= {(v:[0,1] =R, vcontinue sur [0,1]

affine, V:=0,..,N {.
VIJXJ', Xl ine i }

Il est facile de voir que Wy, est un espace de dimension finie N+2, contenant V,
mais non inclus dans V. Une base de Wy, est donnée par { @, 91, ..., cpN+1}, avec
@ (1 < j < N) déja trouvées plus haut et @, et @y satisfaisant a :

(47) Oj(9o)=0  si j=0, Gj (9o} =1 sij=0

(48) oj (ons1) =0 sij#N+l,  oj(@Ny) =1 sij=N+l
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0o PN+1

0 x]. XN 1

Fonctions de base ¢, et ¢n,y pour I'espace Wy,

L'espace W}, nous permet d'interpoler f par une fonction affine dans chaque

intervale [xj, xj+1], valant f (x;) pour tous les sommets x,, X1, ..., XN1- Nous posons donc :
S N+l

@) (e = (&) o&
=0

qui n'est pas égale A f, mais définit une fonction de Wy qui est facile & manipuler
pratiquement.

Fonction f et interpolé I1,f dans Wy,
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L'intért de la représentation (49) est de remplacer 'intégrale (45) par une valeur
approchée facile a calculer numériquement en fonction des données. On pose :

1
(50) cj=J (TTpf) (o) @y (x) dx 5 j=1,.,N.

Au lieu de résoudre le systéme linéaire :
(51) AW=B
avec A donnée 3 la relation (43), W vecteur des inconnues w;j introduites  1a relation (25), B

second membre du terme générique calculé en (45) (qui n'est qu'une réécriture matricielle de
(26)), on tésout le systéme linéaire :

(52) AW=C

ol le second membre B est remplacé par C, de tetme générique (50). Le calcul de (50) peut
étre poursuivi plus avant ; nous introduisons le vecteur F (3 N+2 composantes ; il faut faire

attention a l'introduction de matiices rectangulaires A ce nivean) d'élément générique :
(53) Fp=f(xp ; k=0,...,N+1

ainsi que la matrice de masse M d'élément générique
i
(54) Mjkzj @ (x) @ (x) dx ; k=0,.,N+1; j=1, ,N
' 0

ce qui permet d'exprimer C sous la forme :
(55) C = MF
obtenue en injectant la représentation (49) dans la formule (50). L'avantage de cette écriture

est qu'il n'y a plus de calcul numérique laissé en suspens : le vecteur F est connu par les
valeurs aux sommets du second membre et la matrice M se calcule de fagon explicite. Nous

avons :
k
(36) Mpo =My Ne1 = 3
57 M _h j=0,1 N
57 P+l = j=0,1, ,N,

W

(58)  M;=2

le calcul, facile a partir des relations (17} a (19), étant laissé au lecteur.
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. Etant donné une fonction f : [0,1] — R, la résolution approchée du probléme (6)
(7) par la méthode des éléments finis consiste donc 4 :

* choisir un maillage tel que celui proposé en (12) (mais ce n'est pas obligatoire qu'il soit
uniforme),

* calculer les matrices de rigidité A (relation (43)) et de masse M (1elations (56) A (58)),

* résoudre le systéme linéaire :
(59) AW =CF

dont les inconnues w; représentent une apptoximation au j*me sommet de la solution u

Le résultat est donc une fonction uy, caractérisée en tout point par la 1elation (25),
donc par les degrés de liberté w; calculés par résolution de (25).

. Nous terminons ce paragraphe par quelques éléments de vocabulaire, général A la
méthode des éléments finis. L'ensemble des sommets {x;} définit le maillage du domaine
d'étude €2 ; chaque intervalle du type [xj, x; +1] est un élément fini géométrique ; leur
réunion permet de recouviir Q et leur intersection deux a deux est soit vide, soit formée d'un
sommet de maillage, soit un élément lui-méme. Les degrés de liberté O;j définis en (14) sont
des tonctionnelles qui permettent, pour toute fonction v de l'espace d'interpolation Vy, de
calculer les nombres o; (v) qui Ia caractérisent complétement. Sur I'ensemble que nous avons
étudi€ ici, les degrés de liberté sont formés par la valeur de la fonction au j*0¢ sommet, qui
sont dans ce cas appelés noeuds du maillage.

De fagon plus génétale, les noeuds sont les supports géométriques des degrés de
liberté. Par exemple, dans certaines applications, on a besoin de définit comme degré de
liberté la valeur moyenne d'une fonction dans un élément ; on pose alors :

i Xivl
(60) %y ) = & le v () dx

et I'élément [xj, xj+1] est lui-méme un "noeud" du maillage au sens adopté par les praticiens

des éléments finis.

113




3) Probléme de Dirichlet a deux dimensions d'espace

0 Nous supposons maintenant que £ est un ouvert borné du plan a frontiére
polygonale, nous cherchons i approcher par la méthode des éléments finis I'équation de
Poisson (1) avec conditions limite de Dirichlet.

(61) u=0 sur 082,

Pour cela, nous avons vu au chapitre précédent qu'une formulation variationnelle
possible est de 1a forme (2) (3), avec :

(62) v={v:Q >R, v=0surle bord 0Q}

(63) a(u,v) = _[QVu-VV dx

(64) L(v)= J.va dx .

. La construction d'un sous-espace Vy, de V est plus compliquée 3 deux dimensions
d'espace 2 cause de la géométrie du domaine €. Nous commengons par réaliser un maillage
de €2 A l'aide de triangles K, c'est-a-dire découpons £2 en "éléments finis" K qui le recouvrent
complétement :

(65) Q= U_ K.
KeC

Nous imposons de plus a l'intersection a deux triangles K et L de satisfaire la
condition suivante :

(%]
un sommetde K et L

{(66) KnL =«
une aréte de K et L

K =L

qui interdit les deux configurations relatives proposées a la figure de la page suivante, ol
KL estune aréte de L mais pas de K ou un sommet de L. mais pas de K.

Le maillage T ainsi obtenu permet de définir un ensemble fini d'entités
géométriques telles que les éléments du maillage, les arétes du maillage (communes 4 deux

114



Maillage de 1'ouvert polygonal Q par des triangles

Configurations interdites pour deux triangles du maillage T

éléments en touchant le bord 4Q) et les sommets du maillage (communs 2 un nombre

indéterminé d'éléments, touchant éventuellement le bord).

Nous définissons l'espace V), associé a la triangulation T en choisissant des
fonctions de V (donc nulles au bord), continues globalement sur Q et affines dans chaque
triangle :

Vp = {v:Q - , vcontinue surQ,
(67)
VK estaffineVK € T, vlaQ = O} .

Le point clef est de remarquer qu'une fonction de V}, est entidrement déterminée
par ses valeurs sur les sommets du maillage intérienrs au domaine Q. On appelle 7T,
I'ensemble de ces sommets :
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(68) To={Aec C Asommet, AcQ, AgoQ}

et pour A € 0, on introduit le degré de liberté o, associé & ce sommet :

(69) cA(V) = v(A) Ae T, veV,

On note également Ny, le cardinal de I'ensemble T, c'est & dire le nombre de

sommets du maillage qui ne sont pas sut le boid. Onala

Proposition
Soit (cxl, LA, ™ OLNh) une collection de Ny, réels fixés. Il existe une unique

fonction w nulle sur dQ telle que :
(70) Cp (W) =04 VAe T,

(71) @|g  cst une fonction affine K =R continue.
De plus, w est globalement continue sur €, ce qui monire que w appartient & Vy,.

Pour des raisons de commodités, nous appelons T l'ensemble de tous les sommets
du maillage.

Preuve de la proposition

Si A désigne un sommet quelconque du maillage, ou bien A appartient & 7, et la
valeur w(A) vaut o5 compte tenu de la relation (70), ou bien A est sur le bord du domaine
et la valeur w(A} est nulle. Donc les valeurs de w aux sommets du maillage sont toutes bien
définies. De méme qu'il faut trois points pour définir un plan dans l'espace, il existe, pour
chaque triangle K de la triangulation T, une unique fonction affine g continue sur K et de

valeuts données aux trois sommets du triangle. La seule chose & montrer est que si on définit
w en recollant les fonctions @k précédentes, c'est A dire en posant :

(72) wx)=0gx) xeK, KeT

on définit bien une unique fonction continue Q — R de cette fagon. Le seul point non banal

est d'établir la continuité sur les arétes a du maillage 2 l'interface entre deux éléments K et L
du maillage, car en un point x € a, w(x) peut avoir a priori deux valeurs limites selon que 1'on

tend vers x depuis K ou depuis L. Mais pour x € a, la valeur ¢g (x) est l'interpolé affine entre
les deux valeurs o a(pg) et og(pg) (ont l'on a posé a=[A, B], lesquelies sont
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indépendantes de K € T compte tenu de (70). La valeur @g(x), pour x € a, est définie de
facon unique par interpolation linéaire 4 l'aide des valeurs o2(W) et og(W), donc ne

dépend pas du choix de K ou L, ce qui établit la propriété.
[ |

Réciproquement, étant donné une fonction w de Vi, la collection { v(A), Ae ‘I'O}

de ses valeurs aux sommets intérieurs du maillage est bien définie car w est continue sur £2.
Nous avons donc la

Proposition
L'espace Vy, défini 2 la relation (67) est de dimension Ny, ; il existe une famille
unique de fonctions {V(A), Ae TO} formant une base de Vi, et telle que :

(73) og () =0  si B#A
(74) oA @A) =1;

toute fonction w € V; admet une décomposition unique sous la forme :

(75) wx) = Y, W) oax), xe€Q.
Ae ‘TO

Pa (xa Y)

Graphe d'une fonction de base ¢, relative 2 un sommet A

du maillage commun a six triangles
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Preuve
On a vu a la proposition précédente que pour toute collection {oc A A€ '1'0} de

réels, il existe une unique fonction ¢ € Vy, de sorte que G5 (¢) = 05 pour tout sommet A de
T, En prenant le cas particulier proposé aux relations (73) (74), c'est & dire ag = 0 sauf si
B = A (A désignant un sommet fixé), on constiuit une unique fonction @, appartenant a Vy et
satisfaisant aux deux relations (73) et (74). La fonction @5 a pour valeur zéro sur tous les
sominets, sauf pour le sommet A ol elle vaunt 1 ; son graphe a l'allure proposée 2 la page
précédente.

Montrons que la famille {(pA, Ae 'To} forme effectivement une base de Vj,
c'est a dire que la relation (75) a nécessairement lieu pour toute fonction w € V. La

différence

(76)  zx) =w) - qu(A) PAlY) , xeQ
Ae o

est une fonction appartenant & Vi, nulle en tout sommet B du maillage qui n'est pas sur le
bord :

a7 «B)=w(B)- ZTW(A) 0A(B) = W(B) - wW(B) =0
Ae o

et nulle également sur le bord de Q ; 1a fonction z (s) est nulle sur tout sommet du mailiage,
donc en tout point de Q par interpolation affine, donc elle est nulle. Ce raisonnement vaut
pour toute fonction w € V donc la famille de fonctions {(pA, Ae 'TO} engendre bien
l'espace Vy,. Cette famille est de plus libre : si une collection {& A A€ ‘TO} est telle que :

(78) D EaGp=0
AE r{o

alots cette fonction est nulle pour tout sommet B du maillage, ce qui implique :
(79) & ¢p(B)=0
compte tenu des relations (73) et (74), donc tous les coefficients Eg sont nuls, ce qui montre 1a

propriété.
n
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. Une fonction w € Vp, se manipule en pratique trés facilement ; il suffit de se
donnet les Ny, valeurs aux sommets du maillage (les Ny, degtés de liberté), ce qui constitue
une famille de N nombres & manipuler.

Nous pouvons donc poser un probléme variationnel approché pour résoudre
appioximativement le probléme variationnel (2) (3) associé 2 (62) (63) (64). On remplace
simplement 'espace V par l'espace V; de dimension finie construit au-dessus. 1l vient :

(80) Uy € Vh

(81) J. Viuye Vv dx:J- fvdx, Vve Vy.
Q Q

Nous avons la

Proposition
Le probléme variationnel discret (80) (81) admet une unique solution uy. Les
coefficienis w5 qui caractérisent uy, dans la base {@a} :

82)  Whp= D, WaAQa
AE'TO

sont solutions d'un sysieme linéaire

(83) AW =5

d'ordre Ny, Ia matrice 4 et le second membre /5 ayant des éléments respectifs A; et /3]

donnés par les 1elations :

(84) Ay = Iﬂ VoV dx

(85) By = J.Qf op dx .

Preuve

Elle reprend dans ses grandes lignes l'argumentation donnée dans le cas
monodimensionnel. On cherche uy, sous la forme (82) et on prend pour fonction test v = ¢r. 11

vient alors nécessairement :
8 X AyW; =B
J

qui est un systéme symétrique (clair sur la forme (84)) et défini positif puisque :
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(87) % Ak & = _[Q [V @‘ g] %ﬂ dx

est toujours positif et n'est nul que si 2 &; @; est constante, laquelle est nécessairement nulle
I

en regardant la valeur de cette fonction sur un sommet du bord de Q. Donc uy est
nécessairement &gale & la solution (unique) du systéme (83) (ou (86), ce qui constituc une
écriture équivalente),

Réciproquement, la fonction u;, définie ci-dessus est bien solution de (80) (81) car
d'une part (82) est une réécriture de (80) et d’autre part si uy, est solution de (81) dans le cas
particulier olt v = @y, ¢'est encore vrai dans le cas général par combinaison linéaire des Ny
équations, compte tenu de la linéarité par rapport a v des deux membres de I'égalité (81) Ceci

montre la propriété.
|

Le calcul explicite des éléments de matrice A}y et du second membre /5] est traité
dans un chapitre particulier, mettant en évidence la possibilité de traitement automatique.

Comme pour le cas monodimensionnel, on peut introduire l'interpolé ITyf dans
l'espace Wy, de toutes les fonctions continues et affines dans chaque triangle. Le systéme (83)
s'écrit alors :

(88) AW = MFE
en introduisant la matrice de masse M d'élément générique M .

(89) My = J‘Q @1 @y dx.

Les détails sont laissés au lecteur,
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