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i) Formule d'intégration par parties

Nous établissons la formule d'intégration par parties :
v J ou J'
(1) Jgua—xjdx=— Qa—xjvdx—l- aguvnjdv

dans le cas ol £ est un ouvert de R de fronti¢re polygonale

. Nous commengons par écrire la relation (1) sous la forme équivalente suivante :
ow

(2) Q a_x} dx = 30 w I'l} d‘Y

. En effet, prenant u = 1, v = w dans la relation (1), nous établissons (2) et

réciproquement, si {2) est vrai nous posons w = uv, ce qui donne (1) par un simple calcul de la
dérivée d'un produit de deux fonctions.

Un ouvert de R2 A frontiere polygonale est réunion de triangies donc nous

commengons par le cas ol Q est le triangle de référence : T
3 T {(x,y)xEO,yEO,x+ySl}.

&

Triangle de référence
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Fay
La normale extérieure sur le bord de T est donnée par :

4 n = (O, —1) sur [0,1] x {0}
(5) n:(%%) sur { uy), x20,y20, x+y=1}
(6) n =(-1,0) sur {0} x [0,1] .

Nous établissons la relation (2) pour j = 1, la propriété s'en déduisant pour j=2 en

échangeant les r0les de x et y. Nous montions donc :

[ [ 9w
7 J.,\—ddzj,\wnd
(7 Taxxy s x GY

avec :

¥ 1 1 1
(8) ) 4w dv= jo w (1-t,t) N (V2dr) - _[0 w (0,0 dt

Nous calculons l'intégrale double du membre de gauche de (7) par la formule de
Fubini, en commengant par l'intégrale en y :

1 1-
©) _[ Aa—wdxdyzj dy_[ "1 ¥ (xy)
T dx o 0 ox

d 1
(10) ”T é-‘;i dx dy = f dy [w(1-y,y) - w 0y)]

qui est, & la notation prés, identique au second membre de (8), ce qui établit 1a propriété dans
ce cas.

. Nous établissons la relation (2) dans le cas ot Q est un triangle quelconque
T = (A,B,C). Un tel triangle est image de T par la transformation suivante :

@)  M=(-%-y)A+% B+§ Cc M=(&HeT

. M : .
dont la jacolienne J = a—A est une constante égale au double de la surface du triangle T :
oM
oM

= 221071,
oM

(12) ] =
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Nous calculons une intégrale sur T par changement de variable en la ramenant
A
sur T :

(13) L u(M)dx = J IT u(M () dx

donc :

W 2, ow %%
(14) ——-—dx=IL2 Y Tk ogz

T axl T k=1 axk ax]

3 2 or

W k A A
15 —dx =] —jr\ wn_ d
(1) T dx g‘lax at Wi

A
compte tenu du fait que la formule de Green est vraie dans le triangle T . Nous devons
maintenant transformer l'expression de ﬁk et d*} afin de faire apparaitre une intégrale sur le

bord du triangle T. Les directions tangentielles de aT" sont images de celles de dT dans la

A
transformation T — T inverse de (11). Nous avons donc :

2 o
16  T=a Y —Ery
k=1 0%

a un coefficient de proportionalité prés qui assure que 7 et T sont unitaires. Cette relation

montre que I'élément de longueur d"\y =N i’ peut s'écrire en fonction de dy= "V aM> le
long de 0T selon le changement de variables

1

~ I Xy 12
17 dy= — — 1,1 d
a”n ¥ )lk,%m Ty T Y mf v

Vecteur tangent 7T le long de dT et vecteur normal n vers I'extérieur
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ou en échangeant les 1dles de T et T

e % A A | 2
{2 & Ak'ck'cm} dy .

k {,m 0%y OXp

(18) 49

. . . A A
De plus, puisque le produit scalaire n » T est nul, nous avons :

2 2 a/\
(19) Y Sk =0
m=1 | k=1 5‘xm *m

ce qui montre que la mi®Me composante ny, du vecteur normal n est proportionnelle i
I'expression entre parentheses dans la relation (19), puisque n ¢t est nul :

(20) nL=Pp 2, —%1
" k axm k
avec
2 aﬁk N ¢
1) BE 2 12 —En | (=1
m k axm

puisque n est un vecteur unitaire. Nous supposons pour simplifier les calculs (et ne pas écrire
. . . . - . " - g . .
de signe qui in fine arriveront en nombre pair !) que la transformation M — M est directe, ic

A
conserve l'orientation. Une direction extérieure & T se transforme donc en une direction
extériente 3 T puisque% se transforme en T et (ﬁ, %) d'une part, (n, T) d'autre patt, sont deux

I1
angles droits de + . Donc [ est positif Nous obtenons dong, en utilisant la relation (20) au

sein du second membie de la relation (15) :

dy
22 dx J.
@D Tax e 3 %
Xk OXp A A
{2 aTaA—TkTm}
k,/m 9Xf O0Xpp

compte tenu de la relation (18). La fin de la preuve résulte dun calcul élémentaire sur
l'inverse d'une matrice 2x2. Nous notons provisoirement la jacobienne de la ttansformation
(11) sous la forme :

a ¢
(23) Q—hg = ( ]
oM b d
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et détaillons le calcul de LZ A l'aide de (21), en tenant compte du fait que :

A

(24) i’\ll =—T , }1\122%1

et de la propriété classique :

M d —c
o5 M_1 |

d -b a
Nous avons :

e e R VRN C IR

1 A A A A
= ((a'cl+b12)2+(crl+d1:2)2)

c'est-a-dire :

1
26 = =
0 Bz. k /m axg ax

La relation (22) se simplifie alorsen :
27 = dx = J wn; d
27) 3 e
ce qui prouve la propriété dans le cas ol Q est un triangle quelconque du plan.

o Nous abordons maintenant le cas général. L'ouvert £ étant polygonal, on peut le
recouvrir par un maillage de type éléments finis, formé de triangles T :

(28) Q=u T
17

ot l'intersecton T N T de deux triangles de la triangulation T est formée de I'ensemble vide,
d'un sommet de T et T, d'une aréte commune 3 T et T ou est ggale A Tet T.On découpe alors
I'intégrale (2) en autant d'intégrales sur les triangles du maillage.

(29) IQ?dx=2 W i

x; Te 7" 10X
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pour lesquelles la relation (2) est applicable :

(30) f W iy = Y f wnj dy
anj Teq” ol

Triangulaire d'un ouvert 2 polygonal du plan

Le membie de droite de la relation (30) est une somme d'intégrales sur les arétes a
du maillage. Si l'aréte a est intérieure au domaine, elle appattient an bord de deux triangles T
et T donc contribue par les deux intégrales suivantes :

(31) .’-amar w, dy + J.anzn“ W, dy =0

dont la somme est nulle car les normales extérieures 2 T et T' sont opposées.

Aréte a intérieure au domaine Q
Si l'aréte a est au bord du domaine, la normale extérieure & T coincide avec la

normale extérieure A 0€2 et 1'aréte n'apparait qu'une seule fois dans la somme (30) puisqu'elle
n'appartient qu'a un seul triangle du maillage. Nous avons donc :
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(32) a—w dx = 2 J. W dy
Q axj acT *%
ac oQ

qui peut s'écrire plus simplement (puisque la réunion des arétes du bord de Q constitue le bord

lui-méme) :

ow
33 j — dx = J s dy,

ce qui montre la propriété.
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ii) Algorithme du gradient conjugué

A désigne une matrice carrée d'ordre n symétrique définie positive et b un vecteur
Il

deR

1) Montrer que la résolution du systéme linéaire

(), Ax=bDb

équivaut a rechercher le minimum, pour x appattenant a R", de la fonctionnelle.

@ T)=5 & Ax) - (b,

2) Description de I'algorithme du gradient conjugué

e Initialisation: x" e R, w'= go =Ax"-b.

e Itération de 'algorithme.
On suppose connus 1'état xk_1 aprés la kidme itération ainsi que la direction de

k-1 . k . . k-1 . .
descente w . L'état suivant x de l'algorithme est issu de x via un incrément
proportionnel 2 la direction de descente :

k k-1 k=1 k-1
3) x =x +p W

de fagon 4 minimiser la fonctionnelle J :

@ I6eSTEE +pwS ) VpeR

On introduit également le gradient de J au point xk‘.

5) g =Ax-b

2.1)  Calculer le coefficient pkﬁ1 en fonction de gk_l, wlet A

2.2) Montrerque l'ona:

© W =0
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. ) k _
La nouvelle direction de descentre w est recherchée sous la forme :
k k k k-1
(7 w =g+ o W

k. o k-1 . . .
de sorte que w soit orthogonal & la direction w~ ~ pour le produit scalaire associ€ a la
matrice A, c'est-a-dire :

® (w5 AW =0

2.3)  Calculer la valeur de o en fonction de gk, wlet A

On notera que le choix plus simple Otk = 0 conduit & la méthode du gradient simple,
ou la direction de descente de l'algorithme wk correspond A la ligne de plus giande
pente gk‘.

3) L'algorithme converge en au plus n étapes

3.1) Remarquer que si les gradients successifs go, gl, s gk_1 sont non nuls mais que gk
est nul, alors 1'état xk est la solution du systéme linéaire (1).

3.2) On suppose dans cette question que tous les gradients g1 sont non nuls jusqu'a
'étape m incluse. Montrer qu'on a alors les relations d'orthogonalité snivantes :

© & wh =0, 0<j<k<m
(10) p'#0 et W0, 0<j< k<m
an &g =0, 0<j< k<m
12 @~ Aw)=0, 0<j< k<m.

On pourra raisonner par récurrence sur k pour I'ensemble des quatre propriétés et
démontrer les relations (9) a (12) dans l'ordre ol elles apparaissent.

3.3) Montrer que l'algorithme converge en au plus n itérations.
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4) Propriétés auxiliaires

4,1) Montierquel'ona:

kn2
e gl
a —

T

lg

En déduire que le calcul trés précis des produits scalaires est crucial pour assurer le
succes pratique (informatique) de la convergence de la méthode.

4.2) Monirer que 1'état x* 1éalise le minimum de la fonctionnelle T sur le sous-espace

- 0 k-1 . »
affine x + < wo, W 2. Quel commentaire pouvez-vous faire ?

| Solution |

1) La fonctionnelle a bien un minimum car la matrice A est syméirique définie
positive. L'équation d'Euler au minimum s'écrit ici :

J(x)=Ax-b=0,

ce qui montre la propriété.

o G
21) (14 p ‘_‘_(Wk—l AwED)

i . ok
2.2) La condition précédente a été obtenue en écrivant qu'au point x , la fonctionnelle
T est minimale si on la restreint & la droite atfine passant par xk_l et dirigée par le
k-1 . . ; . . .
vecleur w , ce qui s'exprime en annulant le gradient de J au point X dans la direction

k-1 ) . "
w ', ce qu'exprime exactement la condition (6).

ko (@ av)
23) (15) o = -7 N
(wk 1, Ach 1)

3.1) Des que l'un des gradients g™ est nul, on est en un point x" qui est solution du

sysi¢me (1) et l'algorithme ne présente plus alors aucun intérét puisque l'on a résolu le
probléme posé.
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3.2) e La propriété est vraie pourk =1

On remarque que w' = gD est non nul en vertu de la question précédente. On a
ensuiie (gl, wo) = 0 compte tenu de la relation (6). Si on considére la relation (7) pour
k = 1 et qu'on la multiplie scalairement pat gl, on obtient (gl, wl) =|| g1||2 ce qui montre
que w1 est non nul puisque gl est non nul et le numérateur comme le dénominateur de
I'expression (14) qui permet de calculer p0 sont non nuls, donc p0 est non nul et la
relation (10) est vraie A I'ordre j = 0. La relation (11) est une conséquence simple du

choix de la direction de descente initiale : (gi, go) = (gl, wo) = ( compte tenu de la
relation (9). Enfin, la relation (12) exprime simplement la relation (8) pourk =1.

* On suppose les relations (9) & (12) vérifiées jusqu'a T'ordre k inclus et on les

étend pour l'indice k+1, en supposant gk+1 non nul.

On remarque d'abord que la relation (3) entraine clairement :

(16) gk+l _ gk + pk A Wk.‘

On a d'une part (gk+1, wk) = () compte tenu de la relation (6) et pour j <k, on a
d'autre part :

@ wh =@ - wh) + @ W)
=" (AW W)

compte tenu de (16) et de I'nypothdse de récurrence (9). Or cetie derniere expression est
nulle en vertu de I'hypothese de récurrence (12), donc la relation (9) est établie.

Si on multiplie scalairement l'identité (7) écrite an rang k+1 par gk“, la relation (9)

que nous venons de démontrer entraine que I'on a :

2
k+1
an @ W =g

et 1a relation (10) est alors une conséquence simple de Ia relation qui permet de calculer
k
p .

Exprimons g] grice 2 la relation (7) (considérée avec k =j). Il vient

(gk+1,gj) - (gk+l, W]) _ ocj(gkﬂ,wi_l)
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et cette expression est nulle compte tenu de la relation (9) prise a l'ordre k+1. Ceci
montie la relation (11).

La relation (12) est 1a conséquence de la relation (8) pour j = k et du calcul suivant
j<k:

(Wk+1, A wj) = (gk+l, A wi) compte tenu de (7) et de (12),

~(ngrl L (g]+1 g])) en vertu de (16),
p’

=0 compte tenu de (11).

La propriété est donc démontiée par récurrence.

3.3) Compte tenu de la relation (11), la suite de gradients go, gl, gk est composée de
vecteurs orthogonaux deux & deux jusqu'a un ordre m et ceci a lieu dans l'espace R". La

conclusion est alors claire.

4.1) Dans la relation (15), on exprime A wk_1 au numérateur et au dénominateur a
'aide de 1a relation (16) et on utilise la relation (11) pour le numérateur. Il vient :

e I

( k-1 k—1)

et 1a relation (13) est alors conséquence directe de la relation (17).

4.2} Si on écrit 1'inéquation d'Euler qui caractérise le minimum de la fonction convexe
. ‘ k-1 . . i
dérivable J sur le convexe fermé x° + <w®, .., w" >, atteint au point y, il vient

7 (y) » w =0 pour tout j =1, 2, ... k-1 Mais le choix y = xk vérifie ces relations
puisque d'une part X appartient au convexe x°+<w’, .. wkﬂ1> compte tenu de

11n1t1a11sat10n de lalgonthme et de la relation constitutive (3), et d'autre part
T (x )e w' (g wJ) lequel est nul en vertu de la relation (9).

Cette propriété montre que le point xk, concu initialement 4 la relation (4) pour
minimiser la fonctionnelle T le long de la droite affine passant par xk_1 et dirigée selon

k-~ s » . .
le vecteur w ! la minimise en fait sur tout un sous-espace de dimension k ! On touche
14 au génic de Hestenes et Stiefel qui ont inventé la méthode du gradient conjugué en
1952,
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iii) Etude du schéma de Newmark

On se propose de définir une famille a deux parameties pour approcher
numériquement la solution du systeme différentiel

¢ d
©O) M Ezq +C g+ Kqg=p®

oll q(t) est un vecteur d'état appartenant i RrR™ (modgle de structure & m degrés de liberté). On

suppose connu a l'instant t; = nAt le vecteur d'état U = 9 |et on cherche a calculer ce

q
méme vecteur a l'instant t,,, 1 = (n+1) At.
1) Ecrire la formule de Taylot avec reste intégral pour q .4 et q . en faisant
apparaitre la dérivée seconde q (8) (tn <B< tn+1) .
2) Quel schéma obtient-on si on suppose que dans la relation précédente, on remplace
as . (1] 1 L] L1
: - ?
q (8) par la moyenne, ie q (8) ~ 3 (qn +q, 1) :
3) Mé&me question, mais avec q (8) remplacé par l'interpolé affine entre les valeurs qn

Etanﬂ:
§@=d,+ -+ (6-t) (i,,+3,)

Le schéma de Newmark consiste i &crire :

Eln+1=E]n + 1=y Atan + 7At§n+1

™) .
. 2 .- 2 e
g =9, AL, AL (“i“ﬁ)qn'km Ba,,
4) A quelles valeurs de (B, y) correspondent les schémas calculés aux

questions 2 et 3 ?
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5) Montrer que 8i Y % , le schéma est d'ordre 1 quelque soit B et pour y = % , le
schéma est d'ordre 28i B # % etdordre 3si P = é .
6) Proposer un algorithme de résolution du schéma (N) qui prenne en compte la loi de

la dynamique (D). (On pourra résoudre un systéme linéaire du type S Eim = f avec

S=M+vAtC+p At2 K et f un second membre qu'on précisera).

7) Pour étudier la stabilité du schéma, on se testreint dans la suite au cas oi M =1,
C=0,K= 0)2, p = 0 dans le modele (D). Montrer qu'alors le schéma de Newmark (N)
s'écrit :

U =AU
n+l n

oll A est une matrice 2x2 qu'on précisera, on pourra introduire & tel que :

2 co2 At2
148 @ AC
3) Montrer, en énidiant le module des racines complexes conjuguées de 1'équation

caractéristique relative a la matrice A que :

* le schéma est instable pour y < % ,

2
* le schéma est stable inconditionnellement pour y = % et B 2% (”y+%) .

* e schéma est stable sous la condition

4
co2 At2

1 2
() (+3) -4p<

I 1 1¥
lorsque y25 et B<y (’y+ f)

On tracera dans le plan (vy,3) ces domaines de stabilité.

9) Quel schéma "optimum" proposez-vous de choisir ?
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10) Montrer que l'erreur relative d'amplitude des ondes d'une patt calculées par le
schéma de Newmark et d'autre part exacte est donnée par le développement.

p-1= —% (y—%) o A + 0 (At4)
et que l'erreur de relative de périodicité, dans le cas Y= % , est donnée par :

AT oAt

i 1, 2,2 3
T = ?—1=—2—. (B—z)(l) At + 0 (A1)

ol A = p exp (X ip) sont les racines (complexes) de 1'équation caractéristique de la
matrice A.

{plus difficiie}.

| Corrigé |

. . Ln+1 -
D R K CE
. | .
q ., =4, +Atg + ftn (t,,78) G® do.

2) On remplace ¢ () par 5 (qn + qn+l) dans les relations précédentes. On

obtient :

{]n+1=6‘|n+% (an+an+1)
Gy = 9, HALQ + A" ('}i q, + % &in+1)

3) Méme méthode mais pourE;'(B):ijn + Ai (e-tn) (qm Lt qn) On trouve :
L

At

R R

. 2 (1 e 1
qn+1 qn+Atqn+At (;5 qn+gqn+1)
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4)

3)

1

Question2:'y=§, B *—% ; question3: y=5, B=

o] —
[ =

On suppose que q(t) vérifie I'équation différentielle (D), c'est-a-dire le systéme
différentiel sutvant pour U (1) :

w [-M'c -mk M@
a = U+

1 0 0
On commence donc par metire le schéma (N) sous une forme analogue, en

remplacant la dérivée %—[tj par le quotient des différences finies.

(l—JY) qn + Yan+1
_Al; (Un-l-l —Un) =

. 1 - ”
qn+At (5— B) q + Athml
Puis l'etreur de troncature est ici vectorielle :

(I_IY) qn + Yaml

1
i :Kt (Un+1—Un) - ) 1 " "
qn+At (5—[3) q + Athml

Compte tenu des formules de Taylor établies a la question 1, il suffit d'évaluer les
restes dans les formules de quadrature.

tI'H*' " an "
m o g0 ~ 0 G+ v,

|
(

@) i J'tn t,—0d®ad - At[(%wﬁ) iin+ﬁ'én+J

pour trouver l'ordre demandé.

* La formule (1) est a priori du premier ordre, sauf si y ——; et elle est alors du 28me

ordre (formule des trapézes). L'ordre global du schéma est donc 1 siy = % .
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6)

. 1 . X o A
Siy =7, laformule des trapezes est d'ordre 2, et un surcroit de précision peut étie
) p p P

donné par la formule de quadrature (2). Celle-ci est d'ordre deux si q (6) est approchée
par n‘importe quelle constante compte tenu de l'infiniment petit (t,,;— ) 2intégrer, et

elle est d'ordre trois si q (@) est approchée par interpolation affine proposée a la

question 3, ie pour B = é (cf question 4}

Algorithme

Dans les relations (N), les dérivées secondes sont calculées A 1'aide de 1'équation
(D). Mais si § # 0, 1a présence de 'q'n+ L& second membre de la seconde équation tend le

schéma implicite. Il convient donc de calculer d'abord ce terme, en tenant compte du
schéma (N) et de 1'équation (D) écrite A l'instant Lot

Mq ., *+Cq,,+Kq =p ,

On introduit dans cette relation f]n+ 184 calculés par le schéma :
qu+1 + C {qn-!- (i—v)Atqn + YAt Gt }
. 2,1 . 2 .
+ K{qn+Atqn+At G- B)qn+At Bqnﬂ} = P
D'odl le systéme 2 résoudre :
S qn+1 =1

of S=M +yAtC+KpAt

(=pyy —C (4, + 1-pag ) K(q, +Atd, + G-Pacy)
* Algorithme

* s connus.
q0 qO

Calculer (';[0 par résolution du systéme (D).
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L] .a
. g, d, g connus

@ 4 =3+ 0P A

(23

q* =q + At qn + (%— B) A q (prédiction)
@ $§. =p_ - cq -Kq (ésolution)

(i) C.]11+1=&‘l + Aty E'j'n+1

A= qﬁ= + At2 B Eim ) (incrémentation)
7) Dans le cas simplifié d'un seul oscillateur non amotti, l'algorithme précédent

s'explicite simplement :
L] L] 2 2
q.,=9 +d-nAl (o qn) + YAL (-0 qn+1)

4.4 =an-1-Atc'1n+Al;2 (%— B) (- @ qn) + Al B (—co2 qn+1)

c'est-i-dire :
2 2
[1 YAL @ J g 1 —(1-pAtw ;
2 2 - 1 2 2
0 1+fAt @ At 1-G-BA ®
B 9 n+l 2 4 n

D'ot le résultat, avec :

178 o’ a(1-1 &%

§ 1.2
- 1___

W At 2&
2 At2m2

et = o)
1+ B At
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8)

Onadet(A—M):kz—)\.(Z—(y+%) §2)+ - (y-1) &

Les racines sont complexes si le discriminant réduit A’ est négatif. Or :

A (1 —2 (7+3) 52)2 - (1 (-3 az)

271 1.2 .2
g (z (v+3) & - 1)-
A'<0 équivaut a :
2
('y+%) o AL < 4 (1 +B o’ Atz)
c'est-a-dire :
4

2
(1+5) — 4p < 5 ©®

2
Cette condition limite le pas de temps, sauf si (7+%) — 4 B <0, auquel cas elle ne

donne aucune condition. Par ailleurs, le produit des deux racines est égal au carré de leur
module commun, c'est-a-dire 1 —(y- %) E_,2 . La condition ]7L|2 <1 équivaut 2

1 .2 . 1
(v—3) 720 ie y25.
Les deux racines sont réelles si A' = 0. La condition :

(43 -4B >
2 O)zAtz

donne une valeur minimale du pas de temps, ce qui indique que pour les valeurs toutes
petites de At, le schéma est instable. Ce type de comportement est en général rejeté par

les utilisateurs, et nous ne considérons pas ce cas dans la discussion qui suit .

2
. Siy< 1 , le schéma est instable si 2% et (y + %) < 4B, le schéma est stable

lorsque le pas de temps At satisfait & la condition (S).
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9} Le schéma optimal correspond 2 la limite de stabilité inconditionnelle, c'est-a-dire
Y= % B =Zl, qui donne un schéma d'ordre deux

10) Dans le cas de deux valeurs propres complexes pour 1'équation caractéristique,
ona:

A= pexp (i)

2 1, 2
avec: p =1-(y-3) &

6 1-5 (3¢
1—%(v+%) 3

tgo=

L'erreur relative de phase et d'amplitude s'obtient en comparant la solution exacte

de l'équation ¢ + (02 g = 0 2 la solution numérique calculée par le schéma, c'est-a-dire A"
img ¥
4 une constante prés. On doit donc comparer (e n ) 3 A", avec A donné plus haut.

L'erreur d'amplitude s'obtient en comparant les modules, or :

p-1 pﬁ‘ (1) = 3 (- &)+ 0@

= ——% (VH%) AP o + O(At4)
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ce qui montre que le choix v = % conduit & une erreur d'ordre 4 en At. Pour l'erreur de

phase, on compate I'écart de périodes entre solution exacte et numérique, ramenée i la
période exacte.

T ~ Q
211 AL )]
. AT _oh
1e T = © -
or ¢ = Arctg (tg @)

= (tgfp)—% (tg )’ + 0(g9")

= & (143 0+ &) (154D &2)—§ 24 0E)
1,1, 1. 1.2 17,2 5

= §(1+[§(’Y+§)—g(“{+§) —§]§ )+ 0()

1

- mAt(l—gmzAt2)(1+1 2At2)+0(At4) st y=74

ﬂ(!)
= At 1—1(B—-1-)m2m2 +O(At4)
= 2 2 )
1 1, 2,2 3
1+5 B-9) 0 At)+ 0 (AD)

1, 2.2 3
- = 1+§(B—ﬁ)ﬂ) At + 0 (AL)

ce qui montre le résultat proposé.
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