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On se propose d’étudier la convergence de schémas numériques fondamentaux pour l’étude
du système dynamique composé de l’équation d’évolution

(1)
du

dt
=

1− t

1 + u(t)
, t > 0

avec la condition initiale
(2) u(0) = 0 .

1) Etude du problème continu
a) Montrer que si une fonction u(t) vérifie la relation (1) et est toujours différente

de −1 (u(t) 6= −1 pour tout temps t ≥ 0), alors on a la relation

(3)
d

dt

[
u(t) +

1

2

(
u(t)

)2 − t +
t2

2

]
= 0 .

b) Déduire des relations (2) et (3) que la fonction u est solution de l’équation
(4) u2 + 2u− 2 t + t2 = 0 .

c) Déduire des relations (2) et (4) que l’on a
(5) u(t) = −1 +

√
1 + 2 t− t2 , 0 ≤ t ≤ 1 +

√
2 .

2) Expressions algébriques de quatre schémas numériques
Afin de simuler le système dynamique (1)(2) entre les instants 0 et T = 1.2, on se donne
également un nombre entier n de pas de temps et une valeur du pas de temps ∆t = T

n
.

a) Montrer que pour 0 ≤ k ≤ (n−1), le schéma d’Euler explicite peut s’écrire entre
les instants k ∆t et (k + 1) ∆t :

(6) uk+1 = uk + ∆t
1− k ∆t

1 + uk
.

b) Montrer qu’entre les mêmes instants, le schéma d’Euler implicite prend la forme :

(7) uk+1 =
1

2

(
uk − 1 + (uk + 1)

√
1 +

4 ∆t (1− (k + 1) ∆t)

(uk + 1)2

)
.

c) Montrer qu’entre les instants k ∆t et (k + 1) ∆t, le schéma de Crank-Nicolson
s’écrit :

(8) ũ = uk + ∆t
1− k ∆t

2 (1 + uk)
, uk+1 =

1

2

(
ũ− 1 + (ũ + 1)

√
1 +

2 ∆t (1− (k + 1) ∆t)

(1 + ũ)2

)
.
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d) Enfin, montrer que les expressions algébriques suivantes permettent de mettre en
œuvre le schéma de Heun :

(9) ũ = uk + ∆t
1− k ∆t

(1 + uk)
, ˜̃u = ũ + ∆t

1− (k + 1) ∆t

(1 + ũ)
, uk+1 =

1

2

(
uk + ˜̃u

)
.

3) Expériences numériques avec quatre schémas
Dans cette question, on se donne toujours T = 1.2 et on choisit n = 20 points de
discrétisation.

a) Réaliser un programme “python” qui permette de simuler le système (1)(2) avec
chacun des quatre schémas numériques : Euler explicite, Euler implicite, Crank-Nicolson
et Heun. On transmettra le programme source.

b) Exécuter le programme précédent en précisant la valeur exacte de u(T ) ainsi
que les quatre valeurs approchées ue

n(T ), ui
n(T ), uc

n(T ), uh
n(T ) obtenues avec les quatre

schémas numériques d’Euler explicite, d’Euler implicite, de Crank-Nicolson et de Heun
respectivement.

c) Que valent les quatre erreurs numériques εen = |ue
n(T )− u(T )|,

εin = |ui
n(T ) − u(T )|, εcn = |uc

n(T ) − u(T )| et εhn = |uh
n(T ) − u(T )| dues à l’emploi de

chacun de ces quatre schémas ?

4) Etude numérique de la convergence des quatre schémas
Pour les quatre schémas précédents, on demande de réaliser cinq simulations entre les
instants 0 et T = 1.2 avec un nombre de mailles en progression géométrique :
n = 20, 40, 80, 160 et 320 mailles. Il y a donc 20 calculs à effectuer au total.

a) Donner sous la forme d’un tableau les valeurs absolues des cinq erreurs ε20, ε40,
ε80, ε160, et ε320 commises par chacun des quatre schémas numériques.

b) A l’aide d’une droite de régression préciser la valeur de la pente de la famille de
cinq points

(
log10(n), log10

(
εen
))

pour n = 20, 40, 80, 160, 320 qui relient le logarithme
en base 10 des erreurs en fonction du logarithme en base 10 du nombre de mailles pour
le schéma d’Euler explicite. On fournira le code source du programme python.

c) Reprendre la question précédente pour les schémas d’Euler implicite, de Crank-
Nicolson et de Heun.

5) Etude d’un autre modèle
On cherche maintenant à approcher la solution du problème composé de la condition
initiale (2) et de l’équation différentielle

(10)
du

dt
=

1 + u(t)2

1 + u(t)
, t > 0

à l’instant T = 2.
a) A l’aide de la méthode numérique de votre choix, proposer une valeur approchée

pour le nombre u(T ).
b) En utilisant plusieurs discrétisations, donner un encadrement aussi précis que

possible du nombre u(T ).
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