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Méthodes Mathématiques pour le Traitement du Signal

Cours 5 Intégrale double

e Introduction

On se donne une partie bornée Q du plan R? et une fonction f : Q@ — R. L’intégrale double de
la fonction f dans le domaine Q est un nombre réel qui, quand il existe, se note [, f(x, y) dx dy
ou parfois [ f(x,y) dxdy et souvent plus simplement [, f dx dy ou méme [, f.

e Intégrale double de la fonction “un”

Si on prend le rectangle ]a, b[x]c, d[ du plan R? (avec a < b et ¢ < d), I'intégrale double de
la fonction f(x,y) =1 est simplement la surface (b —a)(d —c) du rectangle :

jja,b[x]c,d[ dxdy = (b - a) (d - C)'

De fagon générale, si € désigne une partie bornée du plan, I'intégrale double sur Q de la
fonction f(x,y) =1 estla surface |Q| du domaine : [, dxdy = |Q|.

e Linéarité

On suppose connue !’intégrale double |, f(x,y) dxdy et on se donne un nombre A. Alors
Jo(A f)(x,y)dxdy =24 [ f(x,y) dx dy. Sion se donne aussi I’intégrale double [, g(x,y) dxdy
de la fonction g, alors [o(f+g)(x,y) dxdy = [ f(x,y) dxdy+ [o g(x, y) dx dy.

e Positivité

On suppose la fonction f positive sur Q: f(x,y) >0,V (x,y) € Q. Alors [ f(x,y) dxdy > 0.
Si f<gsurQc’estadire f(x,y) < g(x,y) pour tout (x,y) € Q, alors

Jof(x,y)dxdy < [gg(x,y) dxdy [exercice].

e Additivité par rapport au domaine

On suppose I’ensemble Q décomposé en une réunion finie de parties €; “plus simples”,

Q= Ui.\’:IQ,- de sorte que I’intersection £; N Q; est de surface nulle si i # j: |Q; ﬂQj| =0.
Alors I’intégrale sur Q est la somme des intégrales sur chacun des morceaux €;:

Jof(x,y) dxdy = Zivzl fQif(x7 y) dx dy.

e Intégrale d’une fonction étagée

On se donne une décomposition de €2 comme ci-dessus et une fonction f “étagée” sur £, c’est
a dire constante sur chacune des parties Q;: Vi, 34, V(x,y) € Q;, f(x,y) = A;. Le calcul de
Iintégrale de f sur Q estexplicite : [ f(x,y) dxdy =¥V | A;|Q.

e Intégrale d’une fonction continue

On désigne toujours par Q une partie bornée de R? et par f € €°(Q) une fonction continue
sur Q et jusqu’au bord inclus :

VXeQ,Ve>0,d3n >0, VY eQ, [ X-Y|<n=|f(X)—f(Y)| <e&. Alors I'intégrale de
f sur Q est bien définie ; c’est un nombre réel ou éventuellement complexe.
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Pour établir ce résultat, on utilise I’uniforme continuité de f et on I’approche par des fonctions
étagées. Pour tout € > 0, il existe fe étagée sur Q de sorte que fr —€& < f < fe+ € sur Q.
Alors le nombre [q f(x, y) dx dy satisfait nécessairement aux inégalités
Jofe(x,y) dxdy—€[Q[ < [o f(x,y) dxdy < [q fe(x,y) dxdy+€[Q].
On montre alors d’une part que le nombre [, f(x, y) dx dy est bien défini et d’autre part qu’on
peut I’approcher en calculant I’intégrale d’une fonction en escalier qui approche la fonction f.

e Intégrale d’une fonction positive

On se donne Q C R? et f fonction positive Q@ — R: f(x,y) > 0 pour (x,y) € Q. L’intégrale
Jo f(x,y) dx dy est dans ce cas toujours bien définie, quitte a accepter la valeur +oo. Par exem-
ple pour f(x,y)=1et Q=R2 ona [p> f(x,y) dxdy = +o. Si I'intégrale n’est pas infinie, si
c’est un nombre réel positif, on écrit cette propriété sous la forme [, f(x, y) dx dy < co.

e Théoreme de Tonnelli

On se donne une fonction positive f définie dans R? et & valeurs réelles. Notons qu’on peut
toujours se ramener a ce cas si f est définie de Q dans R en supposant f nulle hors de Q. Pour
x réel fixé on note F(x) = [ f(x,y) dy le nombre positif éventuellement égal & +oo obtenu
en intégrant la fonction f par raport a la seconde variable y, en laissant la premiere fixée.
De méme, on note G(y) = [ f(x,y) dx le nombre positif au besoin égal a 4o si I'intégrale
diverge, résultat de I’intégrale de la fonction f par raport a la premiere variable x en laissant la
deuxieme fixe. Alors les intégrales de F' et G sont égales et permettent de calculer I’intégrale
double de la fonction f sur R%: [[ f(x,y) dxdy = [ F(x) dx = [ G(y) dy.

En explicitant les valeurs des fonctions F et G, la conclusion du théoréme de Tonnelli s’écrit
souvent sous la forme [, f(x,y) dxdy = [ dx[ fp f(x,y)dy] = Jg dy[ [r f(x, y)dx]. On peut
toujours intégrer une fonction positive de deux variables dans I’ordre que 1’on veut.

La relation précédente montre que si I’une des deux intégrales simples [ F'(x) dx ou [ G(y) dy
est infinie, il en est de méme de I’intégrale double qui est alors infinie. Si 'une des in-
tégrales [p F(x)dx ou [ G(y)dy est finie, alors c’est aussi le cas pour I’intégrale double
[fo f(x,y) dxdy. On écrit alors 0 < [[q, f(x,y) dx dy < co.

e Exemple d’utilisation du théoreme de Tonnelli

On peut par exemple vérifier la conclusion du théreme de Tonnelli en considérant la fonction f
égale 2 1 dans le demi-disque D = {(x,y) € R%,y > 0,x*> +y*> < 1} et égale a 0 ailleurs.
Les deux calculs précédents de I’intégrale double de f sur R? redonnent la surface |D| du
demi-disque D, a savoir Z.

e Théoreme de Fubini

On se donne maintenant une fonction f définie sur R? a valeurs réelles ou éventuellement
complexes. On suppose que 1’intégrale double de la fonction positive |f| est finie :

[Jo |f(x, )| dx dy < co. Alors I'intégrale double de f sur R? est bien définie ; c’est un nombre
réel ou complexe que 1’on peut calculer a 1’aide d’une des relations suivantes :

Jlo f(x,y) dxdy = [ dx[ fg dy f(x, )] ou [Jg f(x,y) dxdy = [p dy[[r dxf(x,y)]. Silinté-
grale double est bien définie, c’est a dire si [[|f(x, y)| dx dy est finie, on peut toujours intégrer
une fonction de deux variables dans I’ordre que 1’on veut.
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e Exemple d’utilisation du théoreme de Fubini

On se donne deux réels a et b strictement positifs et le triangle

T ={(x,y) €R?, x>0,y >0, 242 <1}. Onpose f(x,y) =x—y. On vérifie d’abord que
I’intégrale de la fonction |f]| sur le triangle T est finie puisque |f(x,y)| <a+b si (x,y) € T.
Donc [ |f(x,y)| dxdy < (a+b)|T| = (a+b) %L < = et on on est dans le cadre des hypotheses
du théoreme de Fubini. On peut vérifier sur cet exemple [exercice !] que les deux intégrales
simples successives [ dx[fé’(lfx/“) dy(x—y)] et Jo dy[f(f(lfy/b) dx(x—y)] sont égales et
valent % (b—a).

e Changement de variable dans une intégrale double

On se donne une tranformation réguliere et bijective F' d’une partie Q “assez simple géométri-
quement” vers le domaine d’intégration Q:

O3E®)—FEN=x=XE7),y= Y(A, y)) € Q La regularlte des fonctions X et Y
permet de considérer les dérivées partielles ()? 3), 2 % X (%,9), 2 5% Y(x,9) et gA(x y) qui sont

IX X
aussi des fonctions définies sur Q. On forme la matrice jacobienne J(F)(x,y) = (gf} gf,),
dx dy

son déterminant det(J(F)) = % g_Z — g—z 98_{ et la valeur absolue |det (J(F))|(x,y) de ce déter-
y ~ dx dy

minant. Alors I’intégrale d’une fonction f sur Q peut se calculer a I’aide d’une intégrale sur le

domaine des parametres : [q, f(x,y) dxdy = [5 f(X(X,¥), Y (x,y)) |[det(J(F))|(x,y) dxdy.

Dans la relation précédente, il est essentiel de ne pas oublier la valeur absolue du déterminant

jacobien, c’est a dire le facteur |det (J(F))|(X, y).

e Coordonnées polaires du plan

Dans ce cas, le domaine Q est noté classiquement avec les variables (r, 8) et le changement
de coordonnées F s’écrit simplement x = rcosf, y = rsinf. Apres transformation de Q
en Q par ce passage en coordonnées polaires, on forme le déterminant jocobien J(r, 0) =
%3—’9‘—%3—3 =retona [qf(x,y)dxdy = [5 f(rcos@,y=rsin6)rdrdo.

e Introduction a I’intégration par parties

La question est de généraliser aux intégrales doubles la relation [ 5 b A5 dx = f(b) — f(a) toujours
vraie pour les intégrales simples dés que f est dérivable et en partlcuher pour a < b. 1l faut voir
cette relation comme une intégrale sur le bord d(|a, b[) = {a, b} de Iintervalle |a, b[. On peut
noter n, = +1 la “normale extérieure” a I'intervalle ]a, b[ au point b et n, = —1 la normale
extérieure a cet intervalle au point a. La relation précédente s’écrit aussi

24 dx = na f(a)+my £ (D).

e Fronticre

Si Q est un domaine borné du plan R?, on suppose sa frontiere dQ assez réguliere. La notion
de bord, de frontiere est assez intuitive. Par exemple, si Q est le disque de centre 1’origine et de
rayon R, sa frontiere est le cercle de centre O et de méme rayon. On parameétre cette courbe dQ
avec des coordonnées cartésiennes : x =X (t), y =Y (¢), avec 0 <7 < I pour fixer les idées.
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e Normale extérieure

La normale extérieure 2 un domaine borné Q du plan est un vecteur unitaire n(x, y) défini, si le
bord dQ est assez régulier, pour tout point (x, y) € dQ. Ce vecteur n(x, y) = (nc(x, y), ny(x, y))
est perpendiculaire a la direction tangente a la courbe. Avec un paramétrage x =X (), y =Y (¢)
de dQ comme plus haut, on a n, % +ny % =0 en tout point du contour. De plus, la normale
n(x,y) est unitaire : ny(x, ) +ny(x,y)? = 1, pour tout (x,y) € dQ. Enfin, elle pointe vers
I’extérieur de Q.

Dans le cas du disque de centre 1’origine et de rayon R, la normale n(x, y) au point

(x,y) = (RcosB, RsinB) € dQ sur le bord s’écrit n(x, y) = (cos 6, sin0).

e Inégrale de contour
On peut intégrer une fonction f définie sur une courbe I'. Afin de garantir que I'intégrale de la
fonction “un” sur la courbe T est égale a la longueur |I'| de cette courbe, on introduit 1’abscisse

curviligne v telle que %’ = \/(%)2 + (%)2 et on pose

[renar= [ s von (7 (L a

Dans le cas du cercle de centre O et de rayon R, si 6 désigne 1’angle polaire, on a dy =R dO
et on peut finalement écrire [ f(x,y) dy = fozn f(cos 0, sin O) R d6. On retrouve bien que si
f =1, son intégrale sur I'" est la longueur du cercle.

e Intégration par parties

L’intégrale double dans le domaine Q de la dérivée partielle g—){j d’une fonction f est égale
a une intégrale sur le bord dQ du domaine. De fagon précise, on désigne par n;(x,y) la
composante numéro j de la normale extérieure en un point (x, y) de la frontiere. On a

Io ch(x’ y)dxdy = [56 f(x,y) nj(x,y) dy. On peut détailler cette relation pour chacune des

deux composantes : [, ‘;—f:(x, y)dxdy = [55 f(x,y) ne(x,y) dy et
Ilo 3—5()@ y)dxdy = [50 f(x,y) ny(x,y) dy. Ces relations sont fondamentales. Entre autres
pour de nombreuses applications en ingénierie.



