le cham

Méthodes Mathématiques pour le Traitement du Signal

Cours 1 Remise en forme

e Fonction exponentielle

Elle est définie dans un premier temps comme une fonction de R dans R et satisfait aux condi-
tions exp(0) = 1 et exp(x+y) = exp(x) exp(y) pour tous les nombes réels x et y.

De plus, exp(x) > 0 pour tout nombre réel x.

La fonction exponentielle est étendue au corps C des nombres complexes. En particulier, pour
deux nombres complexes z et 7' arbitraires : exp(z+7') = exp(z) exp(Z).

e Trigonométrie

Les formules d’Euler relient 1’exponentielle complexe et les fonctions circulaires sinus et cosi-
nus : exp(i@) = cos(0) +isin(@). Alors la relation exp (i (6 + ¢@)) = exp(i0) exp(i@) peut
se lire sur les fonctions trigonométriques : cos(6 + @) = cos(0) cos(¢) — sin(0) sin(¢) et
sin(0 + @) = sin(0) cos(@) + cos(0) sin(@).

On a aussi la relation fondamentale cos® 6 +sin” 6 = 1 pour tout nombre 6.

e Dérivation des fonctions composées

Si y = f(x) définit une premiere application dérivable de la variable réelle x et z = g(y) une
seconde application dérivable, on peut composer ces deux fonctions : z = g( f (x)) = ( gof ) (x).
Alors la fonction composée g. f est dérivable et (gof)'(x) =g'(f(x)) f’(x). On écrit en pratique

; dz _ dz dy
cette relation sous la forme &= dr

e Dérivée de la fonction exponentielle

On admet que la fonction exponentielle est dérivable et qu’on a en particulier exp’(0) = 1. On
peut alors établir une relation fondamentale % (exp(x)) = exp(x): la fonction exponentielle est
sa propre dérivée.

e Dérivée des fonctions circulaires

Par composition des dérivées, on a aussi %(exp(ax)) = aexp(ax). Si on applique ce ré-
sultat avec a = i, on en déduit les dérivées des fonctions circulaires : cos’(x) = —sin(x) et
sin’(x) = cos(x).

e  Dérivation de la fonction réciproque

On se donne une fonction y = f(x) définie sur un intervalle. On suppose f bijective : pour
tout y, il existe un unique x de sorte que f(x) =y. L’application qui a y associe cet unique x est
appelée fonction réciproque de f'; elle est notée x = ( f _1) (y). On suppose de plus la fonction
f dérivable, avec f’(x) qui ne s’annule jamais. Alors la fonction réciproque f~! est dérivable

etona ( f—l)'(y) =5 (ffl) o) = f’%x)' On écrit aussi cette relation sous la forme : g—;‘ = é.

La fonction réciproque de la fonction exponentielle s’appelle le logarithme. Nous le notons log.

On a alors % (log(x)) = % si x est un nombre réel strictement positif.
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e Théoreme fondamental de 1’ Analyse

On se donne une fonction f continue sur R. Alors la fonction qui, a tout nombre réel x, associe
Pintégrale [i f(¢)dt estdérivableetona & (f3 f(£)dt) = f(x).

On déduit de cette relation le calcul de 'intégrale | f f(x)dx al’aide d’une primitive F de f.
Avec F' = f,ona [’ f(x)dx = F(b) — F(a). En particulier, [ f'(x)dx = f(b) — f(a).

e Intégration par parties

On utilise la relation précédente avec f(x) = u(x)v(x). La regle de Leiniz de dérivation d’un
produit s’écrit %(u(x)v(x)) = %v(x) + u(x) g—;. On en déduit la formule d’intégration par
parties : [7 %y (x)dx = — [P u(x) & dx 4 u(b) v(b) — u(a) v(a).

e Intégrales impropres classiques

On se donne un nombre réel ¢. L’intégrale impropre fl % peut étre définie comme la limite

de I’intégrale fl ﬁi si A tend vers I’ mﬁnl st et seulement si o > 1. On dit dans ce cas que

I’intégrale impropre converge et on a fl ta = ﬁ. Si o <1, la limite de f% vaut +oo si A
tend vers I’infini et on dit que ’intégrale i 1mpr0pre diverge.

De facon analogue, I’intégrale impropre fo peut étre définie comme la limite de 1’intégrale
f ! tdoﬁ si € tend vers zéro. Cette limite existe et est un nombre réel si et seulement si & < 1 et
dans ce cas, I’intégrale converge et fol tdé = .Danslecas a>1, [, "4 tend vers oo sile

parametre € tend vers z€ro et ’'intégrale dlverge.

Exercices

e Exponentielle

A partir de la relation générale exp(x+y) = (expx) (expy), montrer qu’on a exp(0) = 1 et
_ 1

exp(—x) = xpr’

e Trigonométrie

Etablir les relations suivantes

; g — P4 oo P=4
a) sinp +sing = 2sin+ cos 5+

7
ptaq P—q

b) sinp —sing = 2 cos 2+ sin =+,
— P4 o P4

C) cosp+cosqg = 2cos—" R

d) cosp —cosq =—2sinZ5Lsin 251,

COS —=—

e Logarithme
A partir de la dérivée d’une fonction réciproque, montrer que 1’on a % logx = % .

e Fonction réciproque de la fonction cosinus

Montrer la relation %Arceosx =1
1—x2

e Intégration par parties
On désigne par k un entier supérieur ou égal a 1. Etablir les relations fol 0 cos (2k7r G)dG =0

et [y 0 sin (2km 0)do = —51_.



METHODES MATHEMATIQUES POUR LE TRAITEMENT DU SIGNAL

e Changement de variables dans une intégrale

Montrer qu’on a les égalités suivantes

fo% sin’f costdt = 1 fol Vydy = folxzdx =1

e Intégrale généralisée

Montrer que I'intégrale [ #"’;2 est convergente et que le nombre qu’elle représente est égal
arm.

e Formule de Taylor avec reste intégral

On se donne une fonction deux fois dérivable ¢: [0, 1] — R.

a) Montrer a I’aide d’une intégration par parties qu’on a la relation

(1) = (0) = ¢'(0) + fy (1 1) @" (1) dr.

b) Montrer a I’aide d’une nouvelle intégration par parties a partir de la relation de la question
a) que 'on a

¢(1) = (0) = ¢'(0)+ 3 ¢"(0) + 5 fo (1—1)*¢" (¢)dr.

On se donne maintenant deux réels a < b et une fonction trois fois dérivable f : [a, b] — R.
Onpose h=b—aetpour 0<t <1, @(t)=f(a+th).

c) Calculer ¢'(¢), ¢"(¢) et ¢""(¢) en fonction de la fonction f et de ses dérivées.

d)  Que valent en particulier ¢(0), @(1), ¢'(0) et ¢”(0)?

e) Etablir une formule de Taylor pour f avec reste intégral :

f(b) = fla)+ (@) h+3 f"(a) > + "5 Ra,b; f).

f)  Donner une expression exacte du terme R(a,b; f) présent dans le “reste” de la relation
établie a la question e) en fonction de la dérivée troisieme de la fonction f.



