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Méthodes Mathématiques pour le Traitement du Signal

Cours 7 Transformée de Laplace

e Définition

On se donne une fonction causale a valeurs réeles ou complexes : f(r) =0 si t <0. La
transformée de Laplace (.Zf)(p) de la fonction f pour I’argument p est définie par I’intégrale
(Zf)(p)=Jy f(t) exp(—pt) dt. Lenombre p esta priori un nombre complexe mais 1’expres-
sion ((Zf)(p) n’est définie que pour les valeurs de I’argument p pour lesquelles I’intégrale

Jo 1 (@)||exp(—pt)| dr est finie.

e Transformée de Laplace de la fonction de Heaviside

On rappelle que la fonction de Heaviside H est définie par H(t) =1 si t >0 et H(t) =0 si
t < 0. Comme |exp(—pt)| =exp(—(Rep)t) ot Rep est la partie réelle du nombre complexe p,
I'intégrale ;" |[H(t)||exp(—pt)|dt = [;"exp(—(Rep)r) dr converge pour Rep > 0. On a alors
Jo H(t) exp(—pt) dr = 119 et (ZH)(p) = % si Rep > 0.

e Fonction a croissance au plus exponentielle

On dit que la fonction causale f est a croissance au plus exponentielle si il existe o@ > 0 et
M > 0 de sorte que pour tout t >0, |f(z)| < Mexp(ot). Cest le bon cadre pour définir la
transformée de Laplace.

Si f est a croissance au plus exponentielle, alors (£ f)(p) est bien défini pour Rep > a.

e Transformée de Laplace de I’exponentielle causale

On se donne a € C. L’exponentielle causale est définie par ¢,(t) = H(t) exp(at). Sa transfor-
mée de Laplace est définie pour Rep > Rea etona (Z¢@,)(p) = p%a

e Transformée de Laplace des fonctions circulaires

Le cas particulier @ = i ® de I’exponentielle causale montre que (.Z cos(w?))(p) = lﬁ et

(Zsin(w1))(p) = =

= P
e Linéarité de la transformée de Laplace

Si (Zf)(p) et (Lg)(p) sont bien définis, il en est de méme de (L (f +g))(p) et
(Z(f+g)p) =(ZLf)(p)+ (ZLg)(p). De fagon analogue, si A est un nombre complexe
arbitraire, (Z(A f))(p) =A(Zf)(p)-

e Retard

On se donne f causale et a > 0. Alors (L (H(t—a) f(t—a)))(p) =exp(—pa) (Zf)(p)-

e Retard de la transformée de Laplace
On se donne f causale et a € C. Si les deux nombres (£ f)(p —a) et (ZL(exp(at) f(1)))(p)
sont bien définis, alors ils sont égaux : (Zf)(p—a) = (ZL(exp(at) f(¢)))(p)-
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e Changement d’échelle
On se donne f causale et a > 0. Ona (Z(f(at)))(p) = 1 (Lf)(2).

e Transformée de Laplace d’une dérivée

On se donne une fonction causale f dérivable pour tout r > 0 telle que les fonctions f et f’
sont a croissance au plus exponentielle. On note f(0™) la limite de f(z) si ¢ tend vers zéro par
valeurs supérieures : f(07) = 1lim,_, ;>0 f(¢). Alors (Z(f'(2)))(p) = p (L f)(p) — f(0O7T).
On peut itérer cette relation : (Z(f"(1)))(p) = p*> (ZLf)(p) — pf(0T) — f/(0F), etc.

e Dérivée de la transformée de Laplace

On se donne une fonction causale f a croissance au plus exponentielle : |f(¢)| < M exp(at)
pour tout ¢ > 0 pour une certaine valeur de M > 0 et une certaine valeur de o > 0. Alors pour
p > o, la transformée de Laplace (£ f)(p) est une fonction dérivable de p eton a

LI = (L (=1 £(1)))(p)-

dp
On peut itérer cette relation pour les dérivées d’ordre supérieur et
d gﬁf ) = (=1)"(Z (" f(t)))(p). En particulier, si on dérive n fois la transformée de Laplace

de 1a fonction de Heaviside, on obtient : (Z(t"H(r)))(p) = 2

- pn+l .

e Transformée de Laplace d’un produit de convolution

Si on se donne deux fonctions causales f et g, on sait que le produit de convolution fx g est
encore une fonction causale et pour # >0 ona (f*g)(t) = J5 f(0)g(t—6)db. Si f et g sont
de plus a croissance au plus exponentielle, il en est de méme du produit de convolution f * g et
si Rep estassez grand, ona (Z(f*g))(p) = (ZLf)(p) (ZLg)(p). La transformée de Laplace
transforme le produit de convolution en un produit ordinaire.

e Valeur initiale
On se donne une fonction causale f a croissance au plus exponentielle. Alors p (£ f)(p) tend
vers f(0") si p € R tend vers +oo.

e Valeur finale

On se donne une fonction causale f telle que lim;, . f(f) existe. Alors (Zf)(p) est bien
défini pour tout p >0 et p(Zf)(p) tend vers lim;, 1 f(¢) si p € R tend vers zéro par valeurs
supérieures.

e Injectivité de la transformation de Laplace

On se donne un nombre réel o« > 0. Si deux fonctions causales ont méme transformée de
Laplace F(p) pour tout nombre complexe p tel que Rep > a, alors les fonction f et g sont
égales. En d’autres termes, la transformation de Laplace est injective. La fonction f telle que
Zf =F estappelée “originale” de la donnée F.

e Résolution analytique d’une équation différentielle modele

On se donne & € R et yp € R. On cherche y(¢) solution du systéme dynamique suivant :

% + ay(t) =0 pour ¢ > 0 avec la condition initiale y(0) = yo. On réécrit ce probleme avec la
transformation de Laplace. On multiple 1’équation différentielle pour la fonction de Heaviside,
on prend la transformée de Laplace de I’ensemble et on pose Y (p) = (L (H(t)y(t)))(p). On
obtient alors pY (p) —yo+ Y (p) =0 et la transformée de Laplace de la solution pour 7 > 0 est
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complétement explicitée : Y (p) = 1%‘ Compte tenu de la valeur de la transformée de Laplace

de I’exponentielle causale, on en déduit que y(z) = exp(—ot)yg pour ¢t > 0.

e Résolution d’équations différentielles a 1’aide de la transformée de Laplace

Dans le cas tres général d’équations différentielles linéaires, la méthode précédente permet
d’exprimer la transformée de Laplace de la solution sous la forme d’une fraction rationnelle :
Y(p)= %, ou P et Q sont des polyndmes de la variable p. On doit ensuite décomposer cette
fraction sous la forme d’une somme d’“éléments simples”. Pour cela, on cherche d’abord les
valeurs o; qui annulent le dénominateur Q(p) (ce sont les “pdles” de la fraction rationnelle),

avec leur ordre de multiplicité 7;. On en trouve un nombre k pour fixer les idées. On peut alors
ﬁj,m

(p—a;)™

originale s’obtient pour ¢ > 0 en explicitant les originales des fonctions W [exercice !].

écrire la fraction Y (p) sous la forme Y (p) = Z’;zl Z’;{Zl et la valeur de la fonction y(t)

Exercices

e Calcul d’une transformée de Laplace

Soit @ un nombre réel fixé et H la fonction de Heaviside : H(1) =1 pour t >0 et H(t) =0
pour ¢ < 0. On pose ¢(tr) = exp(i@t)H(t). Calculer la transformée de Laplace .Z¢ de la
fonction ¢.

e Changement d’échelle

Soit a un nombre réel strictement positif fixé.

a) Etablir la relation de changement d’échelle

Z(faa)l(p) = L(LN)(2).

b) L’appliquer a la fonction sinus et retrouver 1’expression de
Z(H(t)sin(t)) a partir de la relation [-Z(H(z) sin(z))](p) = 1+]p2'
b) De facon analogue, retrouver 1’expression de £ (H(t) cos(wr)) a partir de la relation

[Z(H(t) cos(t)](p) = -

e Dérivation et transformée de Laplace

Etablir par récurrence les relations générales

a)  [Zf©O)p) =" (L) p) = P fOF) = p 2 f1(07) = fID(0)
b & (LN)p) = (1)L F0))p)-

e Calcul de quelques transformées de Laplace

Avec les notations introduites au premier exercice sur la transformation de Laplace, calculer les
transformées de Laplace des fonctions suivantes :

a)  fi(r) = H(1) exp(21) cos(w),

b)  fo(t) =H(t—%) cos(r—%),
¢) f3(t) = H(t)cos (t — %)
d)  fa(t) = H(t)t cos(31)
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e (Calcul de quelques originales
Calculer les fonctions f;(z) dont la transformée de Laplace est donnée par les fonctions Fj(p)

suivantes :

D Fi(p) = Gy

by R(p) = G

) F(p) = #ﬁ;s,

d) Fi(p) = ( 9)2, apres avoir décomposé la fraction Fy(p)en éléments simples sous la
forme (b5 = 55 + 5 + Gl + G

e Equations différentielles

Calculer pour 7 > 0 les solutions y;(¢) des équations différentielles suivantes :
a) pdy(r) =142, yi1(0) =3,

by L%ty =1, »(0)=1,%2(0) =0,

c) dy3 + y3(¢) = sint, y3(0) =0.

d) Calculer pour ¢ > 0 la solution (x(¢), y(¢)) du systeme différentiel

& = x(0)+5y(1), § = x(1) =3y(1), x(0) =1, y(0) = 2.

e Transformée de Laplace [novembre 2012]

a) Calculer les trois nombres réels a, B et vy de sorte que la relation

p2+1 _ o« E Y . . . . ops 1
2D T b + 7 + p soit vraie pour tout réel p différent de —5.
b ) Expliciter la fonction causale x() telle que sa transformée de Laplace est égale a la
2
fraction de la question a) : [-Z(x(1))](p) = L .
p*(p+3)

e Transformée de Laplace [novembre 2013]

a) Calculer les trois nombres réels @, 3, ¥ de sorte que la relation (P—l)t ) ‘“;jf 4+ v

soit vraie pour tout nombre réel ou complexe p différent de +1, +i ou —i.

b) Expliciter la fonction causale x(z) telle que sa transformée de Laplace est égale a la frac-
tion de la question a) : [.Z(x(¢))](p) = m.

¢) En déduire I'expression de la convolée (H(r)e') * (H(t) sint).

e Transformée de Laplace [novembre 2014]

On désigne par H(t) la fonction de Heaviside : H(t) =1 sit >0et H(t) =0 sit <0 et par
[-Z(x(2))](p) la transformée de Laplace d’une fonction x.

a) Expliciter I’expression des transformées de Laplace suivantes :

L H))(p), [Z(H@))(p), [Z(H0)))(p), [£(costH(1))](p) et [£(sintH(1))](p).
On se donne la fraction rationnelle F(p) = m.

b) Décomposer cette fraction en éléments simples. On cherchera des nombres réels o, f3, 7,

0 et € de sorte que F(p) = % + 1% + [% + ‘;5:18 . On pourra utiliser les valeurs particulieres

suivantesde p : i, 0, oo et 1.

c) Vérifier que le calcul effectué a la question précédente est correct.

d) En déduire I’expression d’une fonction f(¢) de sorte que [-Z(f(¢))](p) = F(p), ou F est
la fraction rationnelle introduite plus haut.
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On se propose maintenant de calculer la solution y(¢) de I’équation différentielle

% +y(t) = t* avec la condition initiale y(0) = 1, %(0) = 1. On utilise la notation
Y(p)=[Z(H(t)y(t))](p) pour la transformée de Laplace de cette fonction.

e) Quelle est la relation satisfaite par la transformée de Laplace Y (p) de la solution y(¢) de
I’équation différentielle % + y(t) = t* avec la condition initiale y(0) = 1, %(O) =17

f)  ATaide des questions précédentes, calculer la solution y(¢) de cette équation différentielle
soumise a la condition initiale rappelée a la question e).

e Transformée de Laplace [novembre 2015]

Calculer les originales f;(¢) des fonctions dont la transformée de laplace est donnée par

a) F(p)=
b) F(p)=
0 B(p) =550

4 F(p)=

e Transformée de Laplace [novembre 2016]

~ |_*tsl>—
[}

. » . 2
a) Calculer les trois nombres réels o, 3 et ¥ de sorte que larelation —£ 1

B v
. . . p?(p+2) Tt p+2
soit vraie pour tout réel p différent de 0 et —2.

p

TR

b)  Expliciter la fonction causale x(¢) telle que sa transformée de Laplace est égale a la frac-

tion de la question a) : [.Z(x(¢))](p) = p{’(zpﬂz) .




