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1 La dérivation fractionnaire : motivations et approches
successives

La question des dérivées d'ordre non entier est évogasel695 par Leibnitz
dans une lettre a de L'Hospital, mais lorsque celui-ci kinéinde a quel pourrait
étre la dérivée d'ordre un demi de la fonctionLeibnitz repond que cela mene a
un paradoxe dont on tirera un jour d’utiles conséquencéss. de 300 ans apré on
commence seuleument a venir a bout des difficultés. Débneumt mathématiciens
se sont penchés sur cette question, en particulier EW&0)1Fourier (1822), Abel
(1823), Liouville (1832), Riemann (1847), etc ... . Diéates approches ont été
utilisees pour généraliser la notion de dérivation attees non-entiers.

- La limite du taux d’accroisement d’une fonction se gé@tige sous la forme
de la formule de Grunwald-Letnikov, tres utile numéequent,

- L'intégration, opération inverse, via la formule igr@ale de Liouville, méne
aux formules de Riemann-Liouville et de Caputo,

- Enfin les transformations de Fourier et de Laplace assbtéedérivation
fractionnaire & une multiplication p&2irr)* oup® aveca non entier.

Mais ces differentes définitions ont pendant longtempsbde ne pas donner
toujours les mémes résultats. Cette incohérence apigareéas pu étre dissipée
gue grace au cadre nouveau proposé par la théorie detbutisins de Laurent
Schwartz (1945).

1.1 Geénreralisation de la cefinition usuelle de la cerivation : formule
de Grunwald-Letnikov

La définition éléementaire de la dérivée enle la fonctionf est
() = lim=(f(«) = f(z — h) = lim B f (0
ouE, = %(I — 7,,) désigne I'opérateur d’Euler "rétrograde” et on en déda

dérivée seconde

&2 f

L @) = m(B)? f = m o (F() ~ 2f(z — b) + f(z —20) (@)



et plus généralement en élévant a la puissantepérateur et en utilisant la for-
mule de Newton

N w1 (D) —1)(n—k+1)
(@) = lim (B)) f—;g%h—nkzo Bl f(@ — kh)
(3)

Or la fonction Gamma définie pouréel strictement positif par I'intégrale générabisé

+oo
I(z) = /0 e “u*ldu 4)

est telle qud’(n + 1) = n! pourn entier naturel. C’est une fonction analytique
de z qui peut étre prolongée de facon unique au plan complégevé des entiers
négatifs ou nuls. Sachant qli¢z + 1) = 2I'(z) , on démontre que

Vzel R\{0,—-1,-2,..},Yme N, I'(z4+m) =T(2) z(z+1)...(2+m—1)

©)
En remarquant tout d’abord que la somme dans (3) peut &nelée a tous les
entiers non négatifs puisque les termes sont nuls poxrn, une généralisation
naturelle consiste a définir la dérivee d’ordre poura. > 0 par

= (= kOé o — o=
Ll (-D)FT(a+1)
N %%h_azr(kJrnr(a_kJrl) f(x —kh) (7)

k=0
Mais comme pouty non entiell’(—«) est bien défini et que
(D afa—1).(a—k) = (—a)(—a+1)..(—a+k—1)

I(—a+k)
I'(—«)

d’apres (5) on obtient la formule derinwald -Letnikov
o 1 D(-a+k)
D f(z) = lim kzzo TR f(x — kh)

Cette formule (Liouville 1832, Griinwald 1863, Letnikoveld est tres utilisée
pour calculer numériquement une dérivée fractionnaeimenaissany avant la va-
leur = . Nous verrons plus loin, que cette formule, basée suefatgur d’Euler,
peut &étre remplacée par des formules plus performantes.
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1.2 Formule intégrale de Liouville

Pour les fonctions causales nulle @n I'inverse de I'opérateur de dérivation
est I'opérateur d'intégration :
df

T=g avecf0)=0 & f@)=If@)= [ awd  ©

De méme pour des fonctions causales avec des conditidizasinulles, l'inverse
de la dérivationn’™¢ est définie par lex'*™¢ iteré de I'opérateud précédent.
Ainsi la fonction f; telle quef2(0) = f5(0) = 0 avecfy” = g est définie par

fa(z) = IQf(w)Z/Ox (/Ozg(y) dy) dz:/oxg(y) </y$ dZ> dy (9)

= /Ox(ﬂﬁ ~y) 9(y) dy (10)

Plus généralement la fonctiofy, telle quef,,(0) = f,,(0) = ... = T(an)(o) =0
avecf™ = ¢ est définie par lintegrale de Liouville

)nfl

fulz) = I"f(z) = /0 TV ) dy (11)

(n—1)!

Cette formule peut étre interprétée comme le produitaie/glution de la fonction
causaley avec la fonction causalg, (z) = 9”;71 Pourn = 1, Y7 n'est autre que
la fonction échelon ou de Heaviside. En utilisant la fomtiGamma on a

n—1

Yo(z) =

pourx > 0 (12)

Mais encore une fois, la fonction Gamma peut &tre prolerigBensemble du plan
complexe privé des nombres entiers négatifs et on peut définir une fonction
Y, par

pourz > 0 (13)

On peut vérifier que la convolution depar Y, donne ce que I'on appelle une
intégrale d’ordrex de g pour touta: > 0. On aimerait pouvoir dire que les dérivee
d’ordre o sont obtenues par une convolution adéc,. Mais au voisinager =
0, la fonctionY_, = % n'est pas intégrable quand+ « > 1, c’est a
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dire quando > 0. On peut contourner cette dificulté en définisant pounumon
entier quelconque positif la dérivée d’ordieau sens d&kiemann-Liouville par
la relation :

dn

D% f(x) = w[”‘af(x) avecn I'entier vérifiant: 0 < n—1 < a <n (14)
T e [, )
RL S dtn )y, T(n—a) 4

En particulier, pour0 < o« < 1,0na:

—Q

Diry(x) = % /Ogc % 9(y)dy pour 0 <a <1 (16)

Un autre choix consiste a d’'abord dérivepuis a faire le produit de convolution
du résultat aved’ ., , on obtient alors lalérivée d’ordre o au sens de Caputo

x — )™ d
D¢g(z) = /0 % ﬁ(y) dy pour 0<a<l1 a7)

Ces deux définitions sont équivalentes pour des fonctjdefies queg(07) = 0.
Mais dans le cas général on a:
d T y - d T y—a
(z—y) y

Dgrg(z) = 9(y) d

o ), Ta—a) )g(x—y)dy

YTy dy+ =" g0
/0 1 —a) ! z—y) A i 9(0™)

dou :

Dir9(x) = Dgg(x) + g(0")Yi—a(2) (18)
Comme on I'a vu plus haut la fonctidr; n’est localement sommables emjue si
£ > 0, cependant pous < 0, dans le cadre plus général des distributions (sou-
vent désignées en anglais par "generalized functiong’jiésigne une distribution
singuliére. Poug = —n on aY_,, = 6 cest & dire la dérive@ieme de la dis-
tribution de Dirac en 0 . Pour lg$ négatif non entier§’; désigne une distribution
singuliere qui appliquée a une fonction test a support dang R™, associe a
lintégrale [ (“”_F%fl »(y) dy divergente er) la partie finie d’'Hadamard définie
par.

) T (g — )1
vp/o%w(y)dy:g% (z—y)!

€
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En fait dans le cadre des distributions causales on dé&inisimplement la dérivation
d’ordre « par
D% =Y 4%g

CommeY; n'est autre la fonction échelon (ou de Heavisilig} g donne l'intégrale
fox g(y) dy . On peut monter que pour touset 3 reelsY = Y3 = Y, .3 . Donc
Y_1 % g = D'g c’est la dérivée au sens des distributions de la distdbug Pour
une fonction causale dérivable surR™* on a

dg

Dlg = % + g(0+) 1)

ol % designe la dérivée au sens des fonctions.

1.3 Approche fréequentielle de la crivation

Une autre fagon d’aborder la notion de dérivation est des@apas la transfor-
mation de Fourier et d’utiliser la relation :

+o0 .
F(f"Y(v) = 2irvF(f)(v) avec F(f)(v) = / f(z) e ™% dg (19)

—00

L'opération dérivation correspond en frequence a unstiplication par2iry et
la dérivation a I'ordren & une multiplication paf2imv)™ .

Il est alors tout naturel de vouloir définir la dérivatiototire o par une multi-
plication par(2imv)® .

Dans le cadre des fonctions, la transformée de Fouriertéis@ible pour les
fonctions sommables ou de carré sommabled s&r, pour des fonctions causales
on utilise la transformation de Laplace et la dérivatioardte o correspond alors
a une multiplication pap® .

1.4 Exemples et paradoxes
Voyons sur un exemple I'effet de la formule de Riemann-Lide(16) sur la
fonction causalg (z) = 2™ :

F(m+1)
'm+1-a«)

Dfyy (a™) = e
En raison de son role de fonction propre pour I'opérateerdérivation, il est

intéressant de calculer la dérivée d'ordrede la fonction exponentiellg (z) =
Az
[



En utilisant la formule de Riemann-Liouville (16) on obtien

Da )w :ii k
@ L k:—i—l—a)

On peut &tre surpris de ne pas trouver comme résaftat” mais en fait dans la
formule (16) on a considéré seulement les fonctions desisd I'intégale porte de
ce fait surl R* . Si on remplace la borne inférieure dans l'intégrale pav , et
si on applique cette nouvelle définitionfér) = e** , on trouve :

%L( )\x) — )\ae)\:c

Grace a cette formule on peut démonter que :

a8

— oD%y (sin(x)) = sin(z + « 5

1.5 Approche frequentielle de la @rivation

(PARLER ASPECT NON LOCAL, effet mémoire ....)

2 Equation de la chaleur et cerivation d’ordre un demi.

2.1 Introduction

Dans ce paragraphe, nous montrons que la dérivée d’orddemi s'introduit na-
turellement quand on cherche a résoudre un problemeslaagdlatif a I'equation
de la chaleur. On se donne l'intervalle +oo[ ou vit la variable d’espacg. Noter

gue cette variablg est typiquement une direction orthogonale a une diregiion

cipalez d’'un écoulement fluide. On suppose la variable de tehgusitive. On se
donne une constange de diffusivité strictement positive et une fonctigi) qui

pour cet exemple ne dépend que du temps. On cherche unefon¢y, ¢) solu-

tion de I'équation de la chaleur

ou 0%u

ot dy
La fonction inconnue.(y, t) satisfait & une contrainte de nullite gn= 0 et son
gradientg—Z tend ver9) si y tend verst-oo :

= f(t), t>0, y=>0. (20)
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w(0, ) =0 (21)

g—Z(y, t)— 0 siy— +oc. (22)

temperature

abscisse

FiG. 1: Profil typique de couche limite thermique.

Un profil typiqueu(y, t) (&t fixé) est représenté a la Fig. 1. Ce type de courbe
est bien connu chez les ingénieurs comme “profil de couchigeli (voir [18] par
exemple). Les ingénieurs sont directement intéresaétefdlux de chaleu(¢) a

la paroi, donné par la loi de Fourier :

8u(
H ay
et représenté graphiquement par la tangentg e a la courbe de la Fig. 1.

O(t) = 0,t), t>0 (23)

2.2 Résolution analytique

On peut résoudre la probleme précédent (20) (21) (22)de de la transformation
de Fourier en temps. Nous introduisons la transformée dei¢iou(y,w) de la
fonctionw :

+o00o
u(y,w) = / u(y, t) exp (—iwt) dt

— 00

et on sait qu’alors la fonction admet la représentation :
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400
u(y 1) = o= / Ay, w) oxp (iwt) du (24)

grace a la formule de réciprocité de Fourier. On peutigasiériver par rapport au

temps :
0 1 [t
@—1;:2—/ iw u(y,w) exp (iwt) dw.
™

—00
Nous notonsf la fransformée de Fourier du second memliréAlors I'équation

(20) s’écrit simplement :
2/\
o _ ¢ (25)

o~
&
2)
|
Il
)

Z1/2

FIG. 2: Racine carrée dans le plan complexe.

e Pourz = rexp(if) nombre complexe n'appartenant pas a lintervalle
| = o0, 0], on note /= la détermination principale de la racine carrée complexe

tel qu'illustré a la Fig. 2 :

Vrepli) = Vi e (7).

On a donc en particulier :
Re(vz) >0, z & ] —o0,0].

On peut alors résoudre I'eéquation (25) :

u(y, w) = %f—l—aexp <\/%y) —|—ﬁexp<— %y)

10

r>0 —r<f<m.

(26)



On tient compte de la condition limite (22) enco qui impose de ne pas per-
mettre I'existence d’une solution exponentiellement gsainte eny; donc on a
nécessairement = 0. Puis on tient compte de la condition limite (21) ¢r= 0.
On en déduit

u(y, w) = %f[l —eXp<— Ey)} : (27)

On peut alors dériver cette expression par rappgrt a

ou 1 - W
a—y(y,W)—\/w—wfeXp<— —y)

puis fairey = 0:
b(w) = — /& . (28)

2.3 Interlude

Nous effectuons dans ce paragraphe une transformée diefHoarticuliére qui va
éclairer d’'un jour nouveau la relation (28). Comme au paaplie précédent, nous
notonsY (t¢) la fonction de Heaviside et nous posons

pwz%ww (29)

Nous allons calculer la transformée d¢ge) en prenant garde au fait que cette
fonction n'est pas intégrable. On a cependant

e dt
plw) = lim exp(—iwt) — .
plw) = Mim ) exp(=iwt) 27
Nous commencons par le cas> 0. On fait d'abord le changement de variable
t = u? dans l'intégrale (30). On a alors

(30)

R? R R
/ exp(—iwt) ﬁ =2 / eXP(—iWUQ)ﬂ = 2 / exp(—iqu)du.
0 Vi 0 0

Puis pourw > 0, on posez = u./w. Alors
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R? R/w
exp(—twt) —= = — exp(—iz“)dz.
/0 GG T B Sy )

Pour calculer l'intégrale oscillantﬁbR exp(—i z?) dz, on intégre dans le plan com-
plexe le long du contouf'r défini a la Fig. 3 la fonction holomorphe —

exp(—z?).

@) @

T4

i ® "

FiG. 3: Contour d'int égration.

Ona

/ exp(—2?)dz = 0.
T'r

Le contourI'r, se compose de trois branches : I'une réelle, la seconde |poi
R etlatroisieme pouarg z = 7. Nous notonsl"ﬁ (1 <4 < 3) cestrois branches.

Tout d'abord, [, exp(—2?)dz tend vers@ si R tend vers l'infini; c’est clas-
R

sique (voir par exemple Dieudonné [5]). Pourc T'%, onaz = R exp(if),

0 <6< 7. Donc

J

Donc

) w/4 ) ) R w/2
| e dz| < / e s pag = = / exp(—R%cos ) d6.
2 0 2 Jo

w/4
exp(—22)dz = / exp (—R2 (cos(260)+i sin(20)) i R exp(i0)d.
0

2
R

Pour0 <6 < Z, cosf >1— 22 On en déduit

w/2 /2
| [ e de| < i / e R0-2) g9 = Boome T [eQRZ%} /
2 2 0 4 R2 0

12



d'ou

_ 52 7T _R2 2
|F2ezdz|§EeR(eR—1)

et ce terme peut &tre négligé dans la limitefotend vers linfini. Enfin,z € T'%,
peut s'écrire sous la forme = ¢ exp(i 3) = t+/i avect > 0. On en tire

R R
/ e dy = —/ VD! it = —\/’2/ e it qt .
rs 0 0

Aprés sommation des trois contributions de l'integrale a

1 *
5\/_—\/;/ eilt2dt:0,
0

ce qui permet d'écrire
oo ) 1
[Tera =1 T (D)
0 2 1

La transformée de Fourief(w) s’en déduit alors facilement dans ce cas :

s

_ 2 [* .. [T
p(w):ﬁ/o e dt = ] —. (32)

(2%

Pourw < 0, on remarque que(w) = p(—w) et on sait que pout complexe
n'appartenant pas a l'intervalle- oo, 0], on a

Vz =z, z¢]-00,0. (33)
Pourw < 0, on a donc le calcul suivant :

o) =7 = [ = =

qui permet d’établir que la relation (32) est vraie dansst®s cas de figure pour
w € R\{0}.

2.4 Intégrateur d’ordre un demi

Nous pouvons reprendre la suite de la résolution analgtejypréciser I'expression
du flux de claleur (28) sous la forme

o=\ /EpF (34)

NS

et grace a la relation classique
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pxf=pFf, (35)

on a finalement

€><w>=—\/§p*f=—\/§/otf<0>\/f—9. (36)

Nous venons de faire apparaitre I'intégrateur d’ordralemi de la fonctiory.

Définition. Int égrateur d’ordre un demi.
Soit u(e) une fonctioncausale c’est a dire telle que

u(t) =0 si t<0. (37)
On appelle intégrateur d’'ordre un demi et on ngié/2u)(t) la fonction causale

du temps définie (au premier paragraphe ? ?) par

PG = L t do
(112 )(t) (e)m

VT Jo

et (I'/2u)(t) =0 pourt < 0.

Propri été. Le carré de I' intégrateur d’ordre un demi est I'int égration usuelle
Soit u(s) une fonction causale €fi'v)(t) I'integrale usuelle de cette fonction :

t
1 = u .
(I) () = /0 (0)do (39)

On a alors

t
[11/2(11/%)]@) - /0 u(@)de, (40)

ce qui s’écrit aussi en termes d’opérateurs sous la forme

"2 o122 =1". (41)

e Si t < 0, larelation (40) est claire car les deux termes sont idaetigent
nuls. La preuve de cette proposition est un simple calcaté&ljrale double dans le
cast > 0. Onaen effet :

t 0
[11/2(11/2u)](t) :%/0 tdfg ; u(p) —deso

14



et on calcule cette integrale en utilisant le theoeme wderit :

[11/2(11/2u)](t) = % /Ot dpu(p) /: %m.

On effectue le changement de varialfle= ¢ + z(t — ¢) (0 < x < 1) dans
l'intégrale la plus a droite. Alors\ﬁix/eT = \/% et
{11/2 (11/2u)](t) _ (1 / d7> /t dgpu(e)
T Jo a(l—2x)/ Jo
ce qui établit la relation (40) a une constante multighaapres.
e Le calcul de l'integrale en préfacteur est classique. @Qrametre le demi-
cercle d'équatiorny = +/z (1 — z) parla pente\ d’une corde issue de l'origine :

y=Az. Alors A =¥ = /=% cestadireA? = 1 — 1. Puis on ale calcul

suivant :
1d oo q
/ / T —/ — (2222)d)
Ve (l—uz) +Ooyd)\ 0 Az
oo da
/0 1+ "
Nous retenons que
1 dz
=7 42
/0 Ve (l—z) (42)

et la relation (40) est maintenant complétement établie.

3 De la cefinition de Riemann-Liouville a celle de Caputo

3.1 Une autre expression de la demitivée de Riemann-Liouville

On a vu au cours du paragraphe précédent comment “imégeedemi-fois” une
fonction causale du temps. Si on dérive maintenant ceémi$ntégrale”, on ob-
tient une “demi-dérivée”, ou une dérivee d’'ordre un de@iest ce qu'ont proposé
Riemann et Liouville a la fin du XIX™¢ sigcle :

(7)) (@3

pour une fonction causale(s). De fagon précise,

Dy u(t) =
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DYulr) = \th(/ ) =) >0 (@)
et (I%u)(t) =0 sit < 0.

Décomposition de la @rivée de Riemann et Liouville
Soitu(e) une fonction dérivable suj0, +oo[. On a

1/2 _u(0) t du dé
Dult) = =+ [ GO = (45)

e La preuve de la relation (45) est éléementaire. On effel@ughangement de
variable ¢ = t — 6 au membre de droite de (44) avant de dériver en temps. On a
donc

t ot dy
/0“(9)?_9) —/0 ut =) 2

et ensuite on dérive par rapport au temps I'expressionolete

%(/Otu(t—tp)d—\/é) = &\/05)4_/0755( (t—@)d—\/é

t
~u(0) tqu dp  u(0) u do
=t [ G- B =t /d—w) -

0
ce qui établit le résultat. O

3.2 Derivée fractionnaire de Caputo

Si u(0) = 0, on peut remplaceDﬁ/fu( t) par le produit de COﬂVO|UtIOHY—t * "
des queu est dérivable. De plus, si(e) est constante, le produit de convolutlon
% * % est identiguement nul, propriété qu’'on est en droit éadire d’'une
semi-dérivée, ce qui negiasle cas pour la définition de Riemann et Liouville si
u(0) # 0. On propose donc, avec Caputo [3] (définition reprise eniteea par

Lighthill [12]), de définir la demi-dériveed!/2u(t) par la convolution 2 » du

Jrt dt
Définition de Caputo de la cerivation d'orde un demi.
Soit u(e) une fonction causale dérivable si> 0. On pose
DY2u(t) = [ T (46)
u = —_— _—
o do (t—0)
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On a aussi la propriété suivante, qui fait le lien avecdasformation de Fourier.

Propri éte. Transformation de Fourier de la demi-cerivée
Soit D'/2u(t) la demi-dérivée définie en (46). On a alors

D2u(w) = Viw i(w) (47)

e Lapreuve de larelation (47) est une conséquence él@newle 'action de la
transformée de Fourier d’'un produit de convolution et derégosition précédente.

Ona D'/2y = fp « 4 Donc
e I . 1 N —
D1/2y = \/—%p(zw)u: NG ZZ(zw)u:vzwu,
ce qui montre la propriéteé. O

Il est ensuite facile de calculer la dérivée d'ordre un déenquelques fonctions.

Propri été. Quelques @rivées d’ordre un demiélementaires

DY2(tY (1)) (t) = 2\/§Y(t) (48)
DY2(VEY (1)) (t) = \/TEY(t). (49)

Il s’agit d’un calcul tout a fait €lémentaire qui est lsgsau lecteur a titre d’exercice.

Propri éte. La dérivation d’ordre un demi est un inverse de I'intégration d’ordre
un demi.
Soit u(e) une fonction causale dérivable telle quéd) = 0. Alors

[(11/2 o D1/2)u} () = u(t), teRr. (50)

[(Dl/2 o 11/2)u} (t) = u(t), teRr. (51)
e On a en effet le calcul élémentaire suivant

{11/2 (D1/2) ]

\/_/\/tT/dso\/;Oi(p

:77/0 /m/
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= u(t) car u(e) est causale et(0) = 0.
Nous laissons au lecteur la preuve de la relation (51).

Propriéte. La deivée d’ordre un demi est une racine carée de la crivée
usuelle
Soit u(e) une fonction causale dérivable. On a alors

[(Dl/Q o Dl/Q)u} (t) = %

e On calcule le produit(I*/2 o I1'/2 o D¥/2 o D¥/2)u(t) de deux fagons. On a
d’'une part
(11/2 o I/2 6 D2 6 D1/2)u(t) = [11/2 o (11/2 o D1/2) o Dl/ﬂ u(t)
- [11/2 o Dl/ﬂu(t) = u(t)

compte tenu de (50). D’autre part,
(12 0 12 0 D2 0 DI2)u(t) = (I o 1/2) [(DV/2 0 D/2)] ()

t), teR. (52)

t
_ / (D2 o DY/2)u(9) 6
0
compte tenu de (40). On dérive par rappott’@xpression précédente. La relation
(52) s’en déduit de maniere élémentaire. O
3.3 Dérivation d’orde arbitraire

Dans le cas d’'un indicex arbitraire mais choisi ici entre 0 et D (< a < 1),
la définition de la dérivation d’ordrec au sens de Caputo utilise explicitement
les propriétés de fonctions spéciales trés classiddese part, la fonctiorl(e)
définie & la relation (4), d’autre part la fonction Béié, «) a deux arguments :

1
B(a, ) = / t (1 —t)P7tdt, Rea >0, Ref > 0. (53)
0

On peut montrer a I'aide du calcul d'une intégrale douléede théoreme de Fubini
gu’on a (voir aussi par exemple Schwartz [19]) :

F(a)I'(B) = Ble, B)T(a+B), TRea >0, Ref > 0.

Nous pouvons alors, poux tel que0 < X\ < 1, généraliser le calcul (32) de la
transformée de Fourier de la fonction définie en (29). Nmosons
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oat) = ti/\Y(t) 0<A<l1 (54)

et un calcul d'intégration dans le plan complexe analogwelti mené plus haut
montre que

Aw) = % (55)

Si u(e) désigne une fonction causale, I'intégrateur d’ordreest définivia une
généralisation de (38) :

N S L 1()
(Pu)(t) = 7 )/0 o= (56)

(«
Il est alors facile de déduire de (55) la propriété fondatale suivante :
Fuw) = (=) ) (57)
w
qui justifie I'intégration formelle a I'ordrex de la représentation de Fourier (24).

Pour0 < a < 1 la dérivation D*u au sens de Caputo d’une fonction causgle
est définie par

tqu
(D) (t) = ﬁ /0 @ﬁd& (58)

On aalors les relations générales suivantes, denmesp@ exemple dans I'ouvrage
de référence de Oldham et Spanier [15] :

Deu(w) = (iw)* d(w), (59)

qui généralise la relation (47),

DY O)0) = Frs =

qui généralise les relations (48) et (49), et enfin

Y (),  O0<a, <1, (60)

(D*(D°u))(t) = (D*Pu)(t), a>0,8>0, a+B<1l.  (61)
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4 Exponentielle de Mittag-Leffler
4.1 Définition

Pourf € C et 0 < a < 1, on appelle exponentielle de Mittag-Leffler et on
note E, () la fonction suivante

On remarque bien sOr quE; est I'exponentielle usuelle :

E1(0) = exp(0). (63)

Nous allons surtout vérifier que cette fonction permet diarer facilement “la”
solution de I'eéquation ¢-differentielle” suivante :

D% + AX*u =0, t>0 (64)

avec la condition initiale

u(0) = 1. (65)

Dans le paragraphe qui suit, nous supposons admis que lelen@d) (65) a une
unique solution (voir par exemple [8] pour une étude mathque compléte)
u(e) telle quewu(t) = 1 pour t < 0, ce qui signifie que la fonction: — 1 est
causale. Nous dérivons sans ambage a 'ords®ous le signe de sommation des
séries. Ce qui compte ici, c’est I'idée du calcul!

4.2 Equation o-diff érentielle fondamentale

La fonction u(t) définie pourt > 0 par

u(t) = Eo(— (A1)%) (66)
est une solution de I'equatiam-differentielle (64) avec la condition initiale (65).

e Nous avons vu a larelation (60) le calcul de la dérivéedt®a d’'une fonction
puissance. On en déduit le calcul de la dérivée d’ordBun terme courant de la
série du membre de droite de (66) :
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k\ak
i (F(l i ak) (- ()‘t)a)k Y(t)) - 1(“(11)+ 2 k) b (tak Y(®)
(=D XE T(ak+1)
C T(l+ak)T(ak+1—a)
N (_1)k—1 Aa(k—l) o (ke
= X riragom Y0
et on retrouve, a un décalage d'indice pres et a un factaultiplicatif pres, le
terme général de la série (62) qui permet de calctlgf — (A\¢)*). On somme

donc pourk allant del a I'infini la relation précédente ; on trouve
D% (Ea( = (A)) = 1) + A"Ea(~ (A)7) = 0,
ce qui donne le résultat escompté @aft (1) = 0 et E,(0) = 1. O

5 Application a la viscaelasticite linéaire
5.1 Introduction a la visceelasticité linéaire

L'hypothése de base faite pour les matériaux viscoglass linéaires est que
la contrainte a l'instant actuel est une fonction linéaife toute I'histoire des
déformations.

Deux essais statiques sont les plus souvent employés gdinirdpour des
temps longs, les coefficients des lois de comportementsdiede fluage et I'es-
sai de relaxation. L'essai de fluage consiste a imposer genfanstantanée une
contrainte constante a une éprouvette et a suivre desnaitions en fonction du
temps. Dans I'essai de relaxation, on impose une défoomatistantanée, on la
maintient constante et I'on mesure les variations de laraorie en fonction du
temps.

Basée sur le principe de superposition de Boltzmann, lddatomportement
d’'un matériau viscoélastique linéaire quelconque g&drire sous forme intégrale
par

o(t) = /_ Gt — 5)£(s)ds (67)

ol o représente la contrainte,la déformationG la fonction de relaxation et ou
s est la variable d’integration temporelle. Si le matéresn initialement au repos
(e(t) = 0 pourt < 0), 'équation précédente s’écrit
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o(t) = G(1)e(0) + / G(t - 5)é(s)ds (68)

Dans sa forme classique, la loi de comportement sous foramgidtion differentielle
contient des dérivées temporelles d'ordre entier

X dve Yde
o+ medt—m :aos—i-Zanw (69)
m=1 n=1

ou les quantités,,, a, eta, sont des parametres matériaux.

c G G o Modele de
<~—NWN—"7a}—> Maxwell
Go
o VW N Modele de
{ = } Kelvin-Voigt
ml
TG
G TG
° WV al N Modele de Zener
ou Solide standard
MWW
Go

FiG. 4: Modeles analogiques de Maxwell, Kelvin-Voigt et Zener.

Afin d'illustrer la forme de ces opérateurs differentigbnsidérons trois modeles
rhéologiques simples : le modele de Maxwell, de Kelvinget le modéle de Ze-
ner (voir Fig. 4). Ainsi, les lois de comportement de ces atesl S’écrivent sous la
forme :

0+ b6 =ase + aé (70)

ouby, a, eta; sont des parametres matériaux dont les valeurs sontiésudans le
Tableau 1 pour chacun des modeles étudiés. Les rigidiég ressorts sont notées
G etG, etT est un temps de relaxation.
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TAB. 1: Coefficients de la loi de comportement (70)

Modele b | a, aq
Maxwell | 7 | — G
Voigt - | G, TG
Zener T | G, | T(G+ Gy)

5.2 Modeles classiques

Nous pouvons citer I'approche par module complexe, la putdes énergies
modales et les modeles a variables internes. Quelqu’arses modeéles sont ex-
posés ci-apres.

Il est commode, pour étudier un matériau viscoélastlmasire, de lui imposer
une déformation (ou une contrainte) sinusoidale a urtaioe frequence et ampli-
tude. La contrainte et la déformation peuvent étre expesisous forme complexe
par

0" (w) = G*(w)e" () (71)

ou G* est le module complexe défini par

G*(w) = G'(w) +iG" (w) (72)

Ainsi, le module qui lie la contrainte et la déformation pétre exprimé en
termes des parties réelle et imaginaire.Ce module estiglemment denomma@o-
dule complexe

Laméthode degénergies modales (Modal Strain Energy ou M8E)é présentée
par Rogers et al [9]. Pour un mode propre donng, le rappdre ées facteurs de
perte de la structure et du matériau viscoélastique gat & rapport entre les
énergies de déformation élastique du matériau visstigue et de la structure lors-
gu’elle se déforme dans le mode considéré.

Cette méthode permet d'estimer 'amortissement a meirwdiit a partir du
calcul des modes propres réels. Cependant, elle ne seavafitace que pour des
structures faiblement amorties.

La troisieme classe de loi de comortement est celle deslasd variables
internes. Les variables internes sont utilisees afin gaectpiations dans le do-
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maine fréquantiel puissent étre transformées dansrfeadee temporel. Citons, par
exemple, les modeles GHM, ADF et les séries de Prony.

La méthode GHM (Golla-Hughes-McTavisf)4] permet une écriture matri-
cielle classique dans un cadre éléments finis des émsatle mouvement. Les
propriétés viscoélastiques sont introduites dans legices de masse et de rigi-
dité. Des coordonnées supplémentaires (coordonn@&eksdipation), associées a
chaque élément fini, permettent une description de lamiggnce en frequence du
comportement des matériaux viscoélastiques. Cetteadétpermet de caractériser
les propriétés viscoélastiques a partir d'une ségienihi-oscillateurs.

La méthode Anelastic Displacement Fields (AQFté largement utilisée pour
modeéliser le comportement des matériaux viscoélassign de ses principaux
avantages réside dans sa capacité a prendre en compiatesidimensionnels
de contraintes. Le modele ADF permet d’'écrire le modulegiexe du matériau
viscoélastique par une série deéermes [11].

On peut aussi construire un modele de comportement en ctamiglusieurs
elements de Maxwell en parallele a un ressort (modeléldxwell généralisé).
Cette somme d’exponentielles est connue sous le nosardede Prony20].

5.3 Modele visc@lastiquea dérivées fractionnaires

En général, les modeles rhéologiques utilisés enotissticité linéaire sont
constitués de ressorts et d’'amortisseurs. Les lois de cdaipent de ces éléments
rhéologiques peuvent étre généralisées a partifuldéidation des dérivées frac-
tionnaires.

o AW o o I o c c
E tE (I
(@) (b) ()

FiG. 5: Eléments rheologiques de la viscelasticité.

La loi de comportement associée a la réeponse d’'un éléalastique est décrite
simplement par = T ED" = Ee, our est le temps de relaxatiof; le module
élastique e’ I'opérateur differentiel temporel d’ordre zéro. Celaractérise le
comportement d’un ressort (voir Fig. 5 (a)). La loi de contporent associée a la
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réponse d’'un élément visqueux est donnéegpar 7' ED'e = 7E¢, ouTE cor-
respond a la viscosité du matériaurzt a 'opérateur differentiel temporel d’ordre
un. Cela caractérise le comportement d’'un amortisseur Big. 5 (b)). Afin de
généraliser les deux cas précédents, la loi de comperielinéaire peut s’écrire
sous la forme

o=T1ED% (73)

ou D% est I'opérateur differentiel temporel d’ordre fractimaire, aved < o < 1.
L'element rhéologique associé a I'Eq. (73) présenika fois des caractéristiques de
ressort §pring et d'amortisseurdashpo}, d’ou la désignation dspring-pot(voir
Fig. 5 (c)). Autrement dit, lorsque = 0, le matériau a une mémoire parfaite, tandis
gue pourx = 1 le matériau n'a pas de mémoire. Le parametfgaleurs comprises
entre zéro et un) peut étre alors considéré comme unrgdra de mémoire.

5.4 Le role des erivées fractionnaires en viscelasticité linéaire

Nous avons vu au début du chapitre une liste non exhaustivaatieles de
comportement pour I'amortissement viscoélastique eradyque de structures.
Dans ce travail, nous avons choisi de travailler avec le elefractionnaire de
Zener. Ce choix est di aux nombreux avantages que prasdatemodeles a
dérivées fractionnaires. Par exemple, I'écriture réathtique du modele a base
de dérivées fractionnaires est établie sur les théameléculaires qui décrivent
le comportement mécanique d’'un milieu viscoélastigéle De plus, le modele
vérifie le deuxieme principe de la thermodynamique et epaible de prédire des
courbes elliptiques d’hystérésis de type contrairgidhation pour les matériaux
viscoélastiques [1]. Le principal atout des modelesoaastiques fractionnaires
est certainement le nombre réduit de parametres maiériacessaires a sa ca-
ractérisation, notamment pour le lissage des courbesraas@s. De nombreux
matériaux viscoélastiques ont ainsi été caraaéra/ec tres peu de parametres sur
une plage de frequence d'une dizaine de décades. Cexptides font de I'ap-
proche par calcul fractionnaire un outil trés attractifrpales méthodes existantes.

5.5 Modele fractionnaire de Zener

En remplacant les amortisseurs des modeles rhéologigassiques par des
spring-pots on aboutit & un modele rhéologique d’ordre fractiommabDans le cas
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du solide standard ou modele de Zener, nous arrivons aglmddctionnaire de
Zener a quatre parametres (voir Fig. 6)
o(t) + 7D (t) = Eoe(t) + 7 ExcD(t) (74)

ou E, et E,, sont les modules élastiques relaxé et non relaxépordre de la
dérivée fractionnaire)(< « < 1) et le temps de relaxation.

~
v

FiG. 6: Modele fractionnaire de Zener.

Conformément a la figure ci-dessus, on peut réécrireilalé comportement
(74) sous la forme suivante

0=FEse+ (Ex — E,)(c —&") (75)
oucs” est une déformation anélastique dont la loi d’évolutemporelle est donnée
par

A+ 7D =¢ (76)

5.6 Rappel sur les @rivées fractionnaires

L'opérateur de dérivées fractionnaires (ou d'ordre 4eortier) d’une fonction
temporelleD® peut étre défini par de nombreuses méthodes. Les pludgiegsu
sont certainement celle due a Riemann-Liouville (quialge des transformées
intégrales de Laplace) et celle due a Grunwald-Letnifqui vient de la définition
des dérivées d’ordre entier) [17].

L'opérateur fractionnairé®“, selon la définition de Riemann-Liouville, est
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opn L drtf(s)
D f(t)—ir(l_a)&/o s (77)

ouT'(«) estla fonction gamma, définie par une superposition coaetée fonctions
exponentielles

INa) = /000 t* L exp(—t)dt (78)

La deuxieme définition est relativement simple a mettreseivre d’'un point de
vue numeérigue, notamment en combinaison avec une apppact&éments finis.
C’est cette méthode qui sera utilisée dans la suite deawailr Les détails sur ce
formalisme seront présentés dans la Section 7.1.1 (p2lge 3

6 Phenonmenologie des modles et identification

6.1 Introduction
6.2 Propriétées dans le domaine fequentiel
Latransformée de Fourier de I'Eq. (74) fournit la relat@pntrainte-déformation
dans le domaine frequentiel
0" (w) = E* (w)e* (w) (79)

ol o*(w) ete*(w) sont respectivement les transformées de Fourige o(t) et
e(t), reliées par le module complexe d’élasticité :

. By + Ex(iwT)”
E*(w) = T (iwr)° (80)
Ce module est composé d’'une partie réelle et d’'une paraginaire
E*(w) = E'(w) +iE"(w) = E'(w)[1 +in(w)] (81)

ou E'(w) correspond a la rigidité élastique, tandis qu&(w) représente la dissi-
pation du matériau. Le rapport entre ces modules défifisdi=ur de perte

1On rappelle que la transformée de Fourier de la dérivérid non-entier d’une fonction causale
f(¢t) est définie paZ {D° f(t) } (w) = (iw)*F{f(t) }(w) = (iw)* f*(w), aveci = /—1.
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E//(w)

nw) = @)

qui caractérise I'amortissement du matériau.

A partir de I'Eq. (80), on peut extraire la partie réelle plartie imaginaire du
module complexe. On a alors le module élastique (pargéel

(82)

By + (B + Eo)(wT)® cos (Z2) + B (wr)?>

E'(w) = 83
) 1+ 2(wT)e cos (%) + (wr)2e (83)

et le module de perte du matériau viscoélastique (partaginaire)
E(w) (Eoso — Eo)(wT)*sin (Z2) (84)

14 2(wr)® cos (%) + (wr)2e
Le comportement du module complexe dans le domaine frégl@eut &tre
décrit entre deux valeurs asymptotiques : le module statig, = E*(w — 0) et
le module dynamiqué, = E*(w — o). Cela signifie que les limites du module
complexe a haute et a basse frequence sont puremetitjéss Par conséquent,
'amortissement du matériau ne se présente que sur ue lbaoyenne de frequence.
L'expression (80), qui est utilisée dans I'identificatides paramétres du modele,
permet de décrire la dépendance en frequence intrirgs@ax matériaux viscoélasti-
gues sur une large bande de frequence [1].

Considérations thermodynamiques

Ce modéle vérifie le deuxieme principe de la thermodyaei Le critere
de vérification est basé sur I'inégalité de Clausiusx®u. On se place dans la
suite dans le cas isotherme ou seule la composante deatiisgifintrinseque est
considérée.

Le premier cas consiste a approcher I'élemggring-potdu modele fraction-
naire par une somme discréte d’élements de Maxwell eallplr et le deuxieme
par une somme continue.

Spectre de relaxation discret

Suivant la méthode proposée par Lion [13], écrivonadigie libre isotherme
comme étant I'énergie totale de déformation stockéesdies ressorts.
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Cette approximation est possible puisque la fonction dexation d’'unspring-
pot peut s'écrire comme une superposition continue de fonstéxponentielles.

Spectre de relaxation continu

Dans le cas ou l'on utilise un spectre continu de relaxatiorspring-pot
I'eénergie libre isotherme s’écrit

Ceci demontre que le modele fractionnaire de Zener edtifiegalité de Clausius-
Duhem et donc le deuxieme principe de la thermodynamique panporte quel
type de chargement.

Chargement harmonique

Dans le cas d’'un chargement harmonig@® = sin w,t, quelques hypotheses
peuvent étre faites concernant les parametres du moQeleappelle que le taux
d’énergie mécanique, ainsi que le taux d’énergie dissiges solides réels doivent
étre non-négatifs. Ces conditions sont vérifiees simedules élastique et de perte
sont positifs pour n'importe quelle frequence, c'egslige si les parties réelles et
imaginaires du module complexe sont positives

E'(w)>0 et E'(w)>0 (85)

dans l'intervalled < w < oco. Basées sur les relations ci-dessus, certaines condi-
tions sur les parametres du modele peuvent étre ésaklie note dans les équations (83)
et (84) que les modules élastique et de perte du modelategparametres sont
positifs quelles que soient la frequence et la valeur d& les conditions suivantes

sont vérifiees

E,>0 (86a)
Es >0 (86b)
7>0 (86¢)
Ew

1
5 > (86d)

L'analyse détaillée des proprietés thermodynamigiiesnodele fractionnaire
de Zener dans le cas d'un chargement harmonique esteéalsns I'article de
Bagley et Torvik [2].

29



6.3 Analyse du moele

Dans le contexte de la viscoélasticité linéaire isatieril existe de nom-
breux moyens d’exprimer les propriétés mécaniques rerviennent dans la loi
de comportement des matériaux viscoélastiques. Legiptésas des propriétés
mécaniques les plus souvent utilisees sont probablecsdlgs fournies par les
fonctions de fluage et relaxation et par le module complexs @éthodes, qui
sont équivalentes, peuvent étre déterminées a phatitobservation directe d'es-
sais expérimentaux [4].

Dans la suite, une bréve analyse du modele a quatre piesrest présentée.
Cette analyse consiste simplement a étudier l'influered'atdre de la dérivée
fractionnaire sur le comportement du matériau viscdigjas. D’abord avec une
approche temporelle a travers la fonction de relaxati@mstiite avec une approche
frequentielle a travers le module complexe. Enfin, lesides lignes sur l'identifi-
cation des parameétres du modele a quatre parametresy@itériau viscoélastique
sont présentées.

6.4 Fonction de relaxation

Les tests de fluage et de relaxation sont des moyens simpieetes pour
obtenir les propriétés mécaniques liees a la thdméaire de viscoélasticité. L'es-
sai de fluage consiste a imposer de fagon instantanéedetioh, compression
uniaxiale, flexion, etc.) une contrainte constante a yrewwvette et a suivre ses
déformations en fonction du temps. Dans l'essai de relaxabn impose une
déformation instantanée qui est maintenue constantdapémue I'on mesure la
contrainte en fonction du temps. Dans [10], Koeller présées fonctions de re-
laxation et de fluage pour plusieurs modeles rhéologieguesis d’'unspring-pot
Pour cela, il utilise le concept d’integrale de Volterraegplicite les fonctions de
relaxation et de fluage avec la fonction de Mittag-Lefflerel&tude plus récente
realisee par Enelund et Olsson dans [6], propose I'agitin d’'une méthode
intégrale pour résoudre un systeme viscoélastique @egré de liberté. Pour cela
ils travaillent avec la fonction de Mittag-Leffler.

6.5 Module complexe

Le comportement des matériaux viscoélastiques estiglasaent décrit par
leurs courbes maitresses dans le domaine frequentiekb@ebes maitresses présentent

30



respectivement la partie réelle du module complékest le facteur de pertg en
fonction de la frequence.

6.6 ldentification des paranetres du mockle

L'identification des quatre parametres du modeélg F..,, 7 et a peut &tre
réalisée a partir de différents essais dynamiques &gime transitoire ou harmo-
nique). Pour les matériaux viscoélastiques isotropes, eksais harmoniques de
traction-compression permettent, par exemple, d’idemti® module d’Young et
des essais harmoniques de torsion le module de cisaillement

Les données expérimentales utilisees pour tracer lesbes maitresses du
matériau viscoélastique ISD112 a°Z7ont &té fournies par le fabriqguant dans un
intervalle de frequence d& Hz a5000 Hz. Ces courbes maitresses (voir Fig. 7)
présentent respectivement la partie réélledu module de cisaillement complexe
et le facteur de perte = G” /G’ en fonction de la frequence.

10° - — ‘ 10 = ——
A données expérimentales A données expérimentales
E — a =0.7915 — a =0.7915
S |---a=1 ---a=1
IS 3
S | =
£ 1 g
2 ®
3 °
3 8
o 10 L
=}
e)
o
=
10_1 L L L 10 L L
=2 0 4 6 =2 4
10 10 Fréqu%e%zce (Hz) 10 10 10 10 Fréqu%e%zce (Hz) 10
(a) (b)

FiG. 7: Courbes maitresses du madriau visccelastique ISD112a 27°C : (a) partie
réelle du module de cisaillement:’(w) et (b) facteur de perten(w).

En supposant que les valeurs asymptotiques de la parlie deenodule élastique
(F, et E,) et la valeur maximale du facteur de perig.x sont connues, I'ordre
de la dérivée fractionnaire peut &tre calculé analytiquement a partir de
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2VEyEs + (Exo + Eo)\/1 4+ 02«
7712nax(E00 + E0)2 + (EOO - E0)2

(87)

a = —arcsin | Nmax(Eso — Fo)
T

ou la valeur maximale du facteur de perte est évaluéef@dépence donnée par
(??).

On note que I'EqQ. (87) est indépendante ide_e temps de relaxation peut,
guant a lui, étre obtenu par minimisation de I'ecart enérs valeurs théorique et
expérimentale du module complexe, par exemple par unbadétdes moindres
carrés.

A titre de comparaison, les courbes maitresses du modigdsigue de Ze-
ner (ou solide standard) et du modele a dérivées fragtimes sont tracées sur la
Fig. 7 pour des valeurs fixées @ et E.,. On observe que le modele a dérivées
fractionnaires (trait plein) s’approche beaucoup mieuxdiEnnées expérimentales
gue le modele du solide standard (trait interrompu), aeedesnent un parametre
supplémentaire.

7 Approximation de I'op érateur differentiel d’odre frac-
tionnaire et simulation numérique

7.1 Approximation de I'opérateur

Les grandes lignes de deux méthodes d’approximation dtéretices finies
sont ici présentées. La premiére technique d'approtionaest liée a la définition
de Griwald. Elle consiste a approcher la dérivée fomctaire par un schéma aux
differences finies décentré amont précis au premiereoida deuxieme technique
consiste a utiliser un schéma décentré vers le pagsis@u deuxieme ordre. C'est
le schéma @ développé par Galucio et al. [7].

Soit u une fonction du temps connue a ses valeurs diserétpour chaque
t", oun est un entier positif. La fonction™ peut &tre approchée paft™) avec
t"™ = nAt, ou At supposé constant, est I'increment de temps. De plusgiaipUr
de retard utilisé dans la suite de ce travail est défini par :

(6 u)" =u"! (88)
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7.1.1 Sclkema d’approximation de Griwald-Letinikov
Considérons I'opérateur d’Euler arriere (E) tel que

1
At
ou I est I'opérateur identité. Le schéma de Grunwald-Leini(GL) peut étre

obtenu a partir de I'extension de cet opérateur E, suilesttravaux d’'Ousta-
loup [16]:

E=—(I-6) (89)

1
L=E*=—
G At

ou le terme entre parentheses peut étre calculé pamfaufe binomialle de Newton
ce qui résulte :

(I—07)" (90)

1 & .y .
OL = g 21/ (1)

avec les coefficienté—1)/C/, définis en termes de la fonction Gamma :

MG-a) .
D(—a)T(j+1)
ou A%, sont les coefficients de Grinwald-Letnikov, avé¢ = 1 pour touta.
Ainsi, la dérivee d’ordrex d’'une fonctionu calculée a l'instant™ par le shcéma
de Grunwald-Letnikov est donnée pé&y ] :

(~1)'Cl, = (92)

n 1 — —J
(GLu)" = > A (93)
j=0
En utilisant la propriété de la fonction gammién + 1) = al'(«), on obtient
la relation de récurrence suivante
a j —a—1 «a
A =4 (94)

Pour0 < « < j, la valeur absolue du coefficient rationnel de I'Eq. (94) est
inferieure a 1, don¢ A1 |<| A; |. Cela signifie que la série formée par les coef-
ficients| A, | est strictement décroissante lorsguéevient supérieur a l'ordre
de la dérivéex. Cette propriété caractérise le phénoméne de méenéeanescente
et motive donc la troncature de la série en (93).
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Dans le cas particulier au est un entier positif, seuls lest+ 1 premiers coefficients
de Griwald sont non-nuls. En revanche, pour tout ordre ergier positif, tous
les coefficientsA;; sont non-nuls. Cela signifie que les dérivées fractioesai
agissent comme des opérateurs non-locaux.

Il est important de signaler que le calcul des coefficietfs; est une tasche
délicate. Il faut éviter de les calculer en utilisant kfidition formelle (92). Il est
préférable d'utiliser la relation de récurrence (94upae pas cumuler trop d’er-
reurs numeriques.

7.1.2 Le sclema (G*)
Soit 'opérateur de Gear défini par :

1 [3 B
G:E[§I—26 +§(5 )2] (95)

Suivant le méme formalisme du paragraphe précédeng aoans :

G — Aita (g)a [I _ ga— 4 é(ﬂﬂa (96)

Cet opérateur est obtenu directement a partir de la puisgade I'Eq. (95). Ainsi,
a l'aide de la formule binomialle de Newton, | équgl3.1 iden :

e () ) () e on

§=0 £=0

et la dérivee d’'ordrev d’'une fonctionu calculée a I'instant™ :

o=z () ZZ( ) <4> Fua Bl (8

7=0 ¢=0

ou les coefficientsi, ; sont définis par (94) et IeBg+1 par :

B] g_j_lBj

lo = —2—5] (99)

avecB/ = 1 pour tout;.

A titre illustratif, les cing premiers coefficients de I'egj3.3 sont présentés
dans le Tableau 2. Ces coefficients sont lies a IEq. (98)¢aaression :

34



n 1 3 - n—j
(o) :A—ta@ D gy (100)

ou g est un nombre rationnel.

TAB. 2: Premiers coefficientsy; 1 du schema Gapour a =1/3, a =1/2eta = 3/4

J a=1/3 a=1/2 a=23/4
0 1 1 1
4 2
1 _ -z 1
9 3
7 1 1
2 0 =
81 18 12
3 104 1 1
2187 27 108
4 643 17 1
19683 648 96
5 4348 19 7
177147 972 864

7.2 Simulation numérique
7.2.1 Testelementaires

7.2.2 Oscillateur harmonique
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