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Introduction.
nrroduction,

,J La quantification géométrique se propose de donner un contenu mathéma-
4 ' tique rigoureux au "principe de correspondance" entre mecanlque classique et
mécanique quantique ; 1'outil utilisé se compose pour une part de géométrie et
de topologie différentielles (variétés, formes différentielles; espaces fibrés,
homologie et cohomologie, homotopie), pour une autre part d'aﬁalyse (fonctions de
type positif, représentation de- groupes de dimension infinie, opérateurs pseudo-
différentiels)., Des résultats satlsfalsants ont été obtenus dans 1'étude des
systémes dynamiques, bien que des questions fondamentales restent posées ; la
"quantification géométrique des champs" , ol interviennent des difficultés mathé-

matiques supplémentaires bien connues, n'est encore qu'au stade d'ébauche.

En particulier, la quantification géométrique du champ de gravitation

reste un simple projet ; d'autant plus incertain que 1'expérience ne nous fournit

aucun effet gravitationnel quantique qui pourrait nous Lndxquer ce ‘que nous devons

chercher.

Les deux théories (quantique et relativiste generale) possédent chacune
un premier stade : celui de la matidre passive, soumise au champ sans en €tre la
source ; d'un c¢8té il s'agit de la premidre quantification ; de 1'autre du principe
de 1l'équivalence.

76/PE.813 : ‘ On sait bien, dans les deux cas, qu'il ne g aglt que d'une approximation
Lo (toute matizre réelle est nécessairement une source) ; mais cette approximation

FEVRIER 1976 - - se trouve 8tre la partle 1a moins incertaine de la description ; d'un c3té parce

que la premidre quantification &lude les problémes de renormalisation ; de l'autre
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(figure 1)

o Jem

tunce sans ultérer leurs propriétés géowdtriques),
On souhsite évidemment dépesser ce premier stade; quuntifier les équationa

de chuwps construire une théorie avnthétiyue , contenunt les deux précédentes

au moins & titre d'approximationy il est difficile d'étre physicien ~de croire
& 1'intelligibilité de lo nuture - suns 8tre obligé de parier gqu'une telle
théorie peut exister, qu'elle peut &tre mothéuntiquement cohérente,

Un peut nussi parier que 1'obstucle qui naus en sépure n'est pes seulement
technique, mnis vussi épistémelogique : il est peut-Btre nécessuire de renoncer
& certains a_priori, de construire de nouvenux concepts, pour pouvoir progresser,

Dans cette perspective méthodologique, il se peut que 1'étude du premier
stade ait encore yuelquen enseigneuwents & nous donner; d'une port parce qu'on
gvite einsi certains choix urpibruires, ainsi yue nous venons de le remarquer;
mais aussi porce que la symétrie du premier stade peut nous donner des indica-

tions sur la symétrie de la théorie synthétique,

§ T : HYPERESPACE ET ETATS CUNDENSES

L'existence et la signilicution du "principe de relativité générelisé", au sens
d'Einstein, ne peut yuitter le stuade de la controverse que si on lui donne un

contenu muthémutiyue suffissmwent précis.

Soit \I; lo variété espace-teups (figure 1); dessinons 1'ensemble E.,, de
tous les chumps différentinbles de tenseurs coverionts symétriques de deyré 2
sur f74 5 Eg - est un espace vectoriel de dimension infinie,

Xt+>»g est un point C de Eavv s il appartient
a 1'eusemble 8 des chumps dont lu signature est (+ = = = )pour tout XE€ 1?46

L'ensemble G des difféouorphismes de ]}; (bijections de classe C% &

Ln métrique d'univers

lindoire de G sur Ep , sction yui liisse 8 invuriante : S

d'orbites de G {nous avans dessiné celle de C en hachures); le

e

jucobien non nul) est un groupe de dimension infinis les objets méométriguos

différentiels (vecteurs, forwes,tenseurs, connexions, densités, etc.) ont

en commun la propriété d'@tre transportubles pur lesx &léments de G s le

principe de relutivité générule postule d'une part gue les objets physiques

sont des objets différentiels, dlautre purt que leur trunspert en bloc par un
méme diftéomorphisuwe est inobservable : en d'nutres termes que 'U; v X3 8

ete. ne sont que des constructions smuxilinires abstraites; et que l'aréne con-
créte du ruonde physique est le guotient d'une telle structure un thém: tique pur

l'wction de G; c'est donc le cheix d'une symétrie Structurelle,

En purticulier, l'action de G sur le tenseur g déliniti une reavésentacion
reavesentacion

est une Soume

quotient [
sera appelé hynerespace (clest T'espuce des géométries possibles de 1f4).
A ce stnde appurait une difficulté technique : H posséde des singularitds ,

parce que le stubilisnteur d'un point € de E n'a pus toujours le wiwe struce

ture : les points singuliers de M sont les gdométries possédant un groupe d'i-

.Bowétries non triviul,

On résout cetle difficulté en reaplugant G par le éous—groupe invariant Go

des difféomorshiswes u support compaect (il existe une pirtie compucte de'D;

dans le compléuentuire de luquelle le difféomorphisue coincide uvec 1'iventi-

té); si \J; n'est pus cowpucte, Go ne contient d'isométrie nom triviale
pour sucune géométrie, H n'a plus de noints singuliers,

Il est peruis d'étendre cette structure en associant aux notentiels de gro-

vitation

grv,les npﬂentiels électrousunétiques A( + et au groupe des dif-

féoworphisumes de 1); le groupe ues trunsforumtions de jause électromagndti-

ques A > A, £, %
¢ § X

pes inchservanles,

» btransformutions gui sant elles nussi, pur princi-

De fagon précise; diiiéomorshiswes et trausformations de juuye engenarent

. S 1 A .
un grounse G , qui est un prodnit sewi-direct (7); les éléuments & sunnort coume

pact de G lorment encere un sous-yroure inverient G ;5 G

des notentiels

et Gb egis—
C( X (g,4) );
sant trivisuxy c'est désarunis 1l =S/G° que 1mous
considérerons coume hyperespnce.

sent linfnirement sur le nouvel espuce L

les stabilisateurs de Go

(]) Compte tenu de )'action teusorielle des difféomerphiswes sur les potentiels
Ae et les sculnires & ., Ce groupe sppurnit nlus naturelle.ent duns Itin—
ternrétntion nentu—dinensiannelle de lu relativité issue de lu theorie de Ko~

luza-ilein ., Voir X\““ .



Un peut donner & I e structure diftérentielle {de dimension iniinie)s
essnyons par exemple de définir, au point ' (projection de € sur ) une

forme différentielle (de degré 1 ); ce devra dtre une forme linénire
P 3

sur les variatious {1’ s Projections sur il des variations oC du champ,
ce qui pernettra ce relever r\ par une lorme lindaire sur 5() y donc por un ten-

Seur—distribution; de plus ce tenseur—distribution devre s'annuller si LI (%

clest-d~dire si SC est vertical ; ce qui s'exprime de [rgon nrécise par le
fait que SC est l'uction inrinitésimele d'un éléuent de 1'olgébre de Lie de
Go y Carsctiérisé par un chuup de vecteurs SX et un chuip scalaire Bo( a
sunnors cowpucts, Lu théorie de la dérivée ae Lie conuuit ulors au théordme
suivant (voir la déuwonstretion dans AKI )

Supposons que I«l se reléeve par une mesure complétement continue

(3)

m pRT) - | [:}'TINSgr,-# J{BA{} av(x) (et 1)

Uy

ot v désigne 1a mesure riemunnienne de D; ossocide & C, et S une

varistion arbitraire des potentiels.

.. Alors les chemps  Xk» T et Xt5J  détfinis par (1) wvérifient
les gquations
(2) /chc-O ’bq‘C+FY€ af < 0
A
(0 = dérivation covariente 3 FY( =f3v A(, -:b(,Av Yo
Un reconnuit les principes des 1'électirodynsmnique des milieux continus, J

étant la deusité de courant—-charge, T le tenseur d'énergie~impulsian.

Mous avons winsi mis en duulité les lois du meuvement avec lu structure. gé=-
owétrique de lu théorie; cette dunlité nous donne des enseipgnewents dans les
deux sens : l'universalité des éyuntions (2) est corrélative du choix du grou=
ne GO jtoute monificntion éventuelle de 1'un des termes doit s'accompagner
d'une modification corrélutive de }'uutre (1).

Cette duulité a pur nilleurs un intérat techniques elle s'sdapte directement

(1) Le carnctére élémentuire des lois (2) est done un srgument pour unifier
difféomorphisues et transformutions de Jouge  électromagnétique, ce gui n'u

rien de nécessuire a priori. S$i on essaoye d'adopler un phint de vue .('ranchem.ent
nentadiuensionnel, pour denner o G et Go une interprétution plus géomdtri=

que. on est conduit & medifier les équations du mouvenent,

& la description des Stuts condensés de la matiére : i} sulfit de sSupposer
que lu l’oncbiuunelle'/& n'est plus cowpllteowment continue en XC, mais qu'il
s'ngit d'une diseribution dunt le support est une scus~varigté de '0’4.

Le cus le plus simple est celui d'une particule : en choisissant pour sup-
part de 'A une Jigre d'univers .[\ y et en supposant yue est une distribu=-

tion d'ordre 1, on obtient le résultat suivant { X XTI ) s

(¢} En chague point X de j\_ y 11 existe un nombre q, un vecteur Pr 9

v v s
deux tenseurs untisyuétriques Sr\ et J’(r s que/vl définit poar 1a

formule
pr ax M F Y xf
I[P 2L HTF, 139,49 X 3A,
}*(Xr): S oy A X Xf)/\ % 43
‘\':;:S %6) %}‘v ‘?“}1 'b) A(
A

(b) ces grendeurs vérifient les équations

4.0 | |

g 4
b L MM B F - 2Ry, e 872X
oo qfep & 3 T %P g Rpnee ™ 4
3 .
e p
AsM et g Pl LM ETA AT
TR

R =tenseur de Riewtnn-Christofiel
P e i )

Ces équations sont les équations universelles de 1'électrodynnuique des porti-
cules passives soumises au chump électromagnétique et gravitutionnel - dans
la mesure ot Jes wouments quudrupolaires sont négligeables { voir XVI/ KIX s
¢ s'interpréte coume charge électrique, P coume impulsion, S comme tenseur
de spin, J»( comne moment électrnwmgnéiique; le stntut de cea 4 grandeurs

est de donner puissgnce a une forume d'hyoerespnce IU\ par la formule (3) H

les éyuntions (4) étunt sinplewent des conditions nécessaires et sutfisrntes de

cohérence de (3) .
PAMLAEES L
Un peut vérifier ce statut par un arguwent statistiyue 2 en utilisunt lo bilie

néurité de 1'epplication ( r\ , 30 ) r(Xr‘) , on peut interprdter une statis—

tivnue de particules w spin au moyen d'une fonctionnelle movenne )“\ qui est

du type (1) 3 pur exemple, en traitant un wimant comue un tel assemblage mocrose

copique de pirticules & spin, on fuit appuraitre non seuleuent l'équivalence

()
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Dugnétique de l'siwant uvec un solénoVde, mmis nassi, et obliantoirement,

Tleffet gvronmgndtiyne et la mnynitostriction ( KX }; le carnctire come

plet dfune telle description fuit nnitre des dantes sarieux sur lu pertinence

de certuines notions; en particulier de ln densitc mgerascopique de spin qui

pourrait-n priori &tre considérée comme nne source du ciutup de gruvitution

(1) ou (3)

toute symétrie du chwup entruine l'existence d'une arune

L3

Pur ailleurs la structure géométrique délinie pur posséde la
conséquence suiveante ¢
deur conservée; résultat bien connu duns le cas d'un wilieu continu.
Exawninons le cas d'une onnrticule., Nous svons remurqué que le

de C dans G0

stobilisateur
est nécessuirenent réduit & 1'4]ément neutre; sSupposons que

[ ossiéde un stabilisnteur non trivial dans le erouoe G 3 il s'agire néces—
P H 4

sairement d'un groupe de Lie de diwension finie n ( n < 11 )i les n  gran~

deurs conservées assocides sont toutes données par la formule
" 1 Py Al ¢
(5) Pf"v + 58t Qv+ q[u-f-A(,V]

3x"a v, Ya =7u  étent l'uction infinitésimule d'un &lément arbie
truire de 1l'ulgébre de Lie du stubilisateur sur les points et les potentiels,
Une déuonstration géomwétrique directe se trouve anns XX| 3 le cunlcul
(6 ) est une intégrale premiére du systéue
(4); fait d'autent plus rewurquable Gue ces 11

per-
met d'ailleurs de vérifier yue
différentiel équntions ne
constituent pes un systéme deteruiniste pour les 21

ne s'agit dene pas d'un théardwe de type noethérien,

Une particule de type donné seru caractérisée pur des équations dt'état
linnt entre elles ces varisbles universelles (et éventuellement dt

autres vuria-
bles internes ); on peut par ce woyen espérer cbtenir un modéle déterministe.
Par exeuple, on peut essayer les hypothéses

. v B v
(6) st P,= 0 . ATy sf
(monolocalité, sbsence de moment électrique) ;

la computibilité avec les équa-

tions universelles {4) permet de montrer que les vuriables

(7 P X =8 F

124
sont liées le long de la courbe; d'od 1'introduction d'une derniére équation
d'état

- e
Pr P 5

e r(x)

(8)

qui indique 1'énergie (en équivalent massique) fournie & la particule par une

composante du chump mugnétique dans las direction de son 8pin.

variables X,q,P,8, L ; il

: 5 - -
,(l?) S(ay , S y) =JZ<mj dw-;:]. - F:’] dt , B;’J. - 73 3 - (mJ. ij-bj St, aF; - V.j atd

(9

(10) i

(11)

Alors le systome (4) ,(8),(7) est déterministe; dans les circonsiances

expérimentales correspondnnt aux mesures lines du worient, mognétique de 1'élec—

tron et du wuon (effet néyligenble de la gravitation, chuwp mugndétostatique

{ XVii

expérience, au moins

‘constunt) on retrouve les equetions Barmuunn-4ichel-Teleprdi )y ce

qui wontre que les équutions proposées collent bien avec 17

dans ces circonstances,

§ 11

PQUARKTIFICATION GLUMET&LQUH DLS SYSTLMES DYNAMIQUES

La loi fondumentale de lu dynamique classique d'un systoéme de o points
motériels peut se formuler au woyen du principe des travaux virtuels
cipe de d'Alembert")

{ou ﬁprinm

2 7 .7 o~ ' ;:
- <“‘j%§’-"”‘a”“a‘> -0 -
i

ol les crochets <f , > désignent le produit scaluire de Ina; chaque point,

-y

de masse mj s de positien r

i’ de vitesse
AN
N J dt

: N bred . A
est sounis & une force Fj y fonction ; & priori, de

-
y = ( ;;,.....F;,V;,.....vn,t )}

-
ErJ“

N ‘. . PPN b
systéwe 1ié, il est spécifié que Sr.

P PR N s P -t
désigne une variation arbitreire de la position rj; dans le cas d'un

est computible uvecAIes lianisons telles
qufelles ekistegb & l'instant t,
I1 est possible d'élurgir ce principe en traitunt les positions et les vi-

tesses comue des variables indépenduntes ; on considare l'expression

qui redonne bien la précédente (au fucteur dt prés) =i on me limite aux varin- i

tions telles que %t =0 4 8;3 = 03 on remarque que (12) définit un tenseur i

O de l'espuce d'évelution V  déerit par la variuble y ( 11 }; le aigne = i

qui y figure correspond & un choix s appurapment arbitraire, fuit pur Lagrange

dés 1808 ( [ )y et rend @ antisymétriyue; son intérét est de fournir

un invariant intégral sbsolu des équations du mouvewents résultat énoncé ex~

plicitement pur Logrunge, et qui a été redécouvert par Elie Cartun um sidcle
plus tard ( 1T ).

Notons que les équations du mouvement ( y compris 1'&quation (10 ) ) s'éerivent

O
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meintensnt

(13) G {dy, 8y) = 0 ¥y

chaque mouvewent {courbe déerite par y dans V) est une feuille du feuil-
est
pair par suite d’un théoréme d'ulgdbre,
En

déri-

letuge de diwension 1 défini dans V par ( 13 ) { la diwension de V

8n+l 3 le rang de 67 ; nécessuirement

est ici égul & ©6n ). I1 existe une vuriété quatient U , de dimension

dont chaque point x est un mouvement (figure 2 J ; si les forces F;

vent d'un potentiel (méme‘fnnction du tewps) la forme 0 pusse su quotient s

2-forue Gb définie par

il existe une
(14)
dx et /¥

tions arbitruires dy , Sy

o (dy, dy) = o

étant les variations du mouvement . x

dx, § x)

engendrées pur des variaw

de la condition initinle y,

Sy

U oir les compesmniles de Gb sont constuntes ); une variété

.est une 2~forwe inversible et plate (il exiate des coordonndes de

U munie d'une

forme ayant ces propriétés s'appelle une variété symplectigque; su dimension est
y H p

nécessnirement paire.

La sywétrie de la théorie est définie pir le groupe Symp{U) des diffiomore
phismes de U gui respectent 8y ( "sywplectomorphismes" ); clest un groupe de

dimension infinie, upte & contenir les symétries manitestes du systéme. Tout

groupe de Lie de syuplectoworphismes est associé & un systéme de grandeurs cone
servées { le "woment" )}, & voleurs dans le dunl de 1'ulgébre de Lie du groupe

{voir Vil ); cette construction s'accompsgne de la définition dfune certaine

cohomelogie des groupes de lie {“cohowolouie symplectique” }; & chaque action
symplectiyue d'un groupe est associée une classe de cohomologie syuplectiques
Pur exemnle; un systdue dynamique clussique isolé définit une sction symplec=

tique du groupe de Galilée; 1a cohomologie de ce groupe posséde 1o dimension 13

ceci arsocie donc ru systéme une grandeur mesurable m m est 86 musse,

diment pgdométrisée. .
La structure sywplectique déborde largement le cadre de lso mécunique classi-

que ¢ ainsi une particule libre , en mécunique de lu relativité restreinte

définit une sction syuplectiyue du groupe de Poincerés on caractérise 1'é)cémen=-

tarité de ls porticule par le fuit que cette uction est transitive; comme la
cohomologie du groujre est nulle, on peut montrer que c'est une action & la
Kirilley { X

de Poincuré dans la representation duale de lu représentation adjointe; ce qui

}s clested-dire yue U est isomorohe & une orbite du groupe

fournit une clessification a priori des moddles de perticuless les grandenrs

noethériennes ussocides & chuyue wmoddle (iwpulsion, énergie, position; woment

( (

(figure 2)

o O

eindtique propre, hélicité, parité) perwettent de reconnaitlre, parmi ces can-
didntls; ceux qui conviennent uux particules réelles {particules avec oy sans
(Vi)

~Cetve structure syuplectique universelle Jeue aussi un rdle importsnt en

8pin, purticules de masse nulle

mécanique statistiyue { voir V|| }; wuis elle eppursit, encore plus fonda-
mwenta)ewent, cowwe indispensuble & la quantificatrion,

Le prewier stude ~ "préguantificution” duns lu teriwinologie de Kostunt -

consiste & construire un espuce £ibré en cercles Y

su dessua de U {figure 2)

(15)

l-forne T3

-~ Lo dérivée extérieure de TF coincide avec 1'image réeiproque da KE

muni d'une telle que

" pur

lu projection - X

=T ne s'annulle pus sur les fibres circuluires; la circulation sur ces fibres

tS(%é}dg est égule & la constante de Planck 2w H .

“Cette construction n'est possible que si 6h vérifie certuines conditions

howoloyiyues; elle peramet alors de résoudre le probldue de Dirncy c'est-a-dire

de réuliser 1'ulgdébre de Lie des varisbles dypuwiques {wunies du crochet de

Poisson ) sur un espace de lilbert; & savoir sur un espuce de fonctions définies



] ]

ar Y .

Dans ie cas ob U est l'eépuce des mouvements d'une purticule libre, on
eut alier plus loin ¢ la méthode des polnrisutions {Kostunt, Sonrisu) permet
fobtenir et d'interpréter les équations d'onde clussiques {Schridinger, Klein-
ordon,Dzruc, Muxuell, etco ) (\/{H )  Le cus des particules soumises & un

hump exterxeur est un probléme beuucoup plus délicut, qui est en voie de réso=

ution gruce & lo technique du pairing {Blattner, Kostant, Sternberg) et de
*indice de Maslov (Muslov, Arnold, Leru)')()(ll,)klll,xv)- Vv, Vll,Xll)X\V).

Le probléme revient &4 construire certuines représentstions unitaires du

;roupe des quantowmerohismes de ¥ {difféomorphiswes qui respectent la Yorme {18)

T ), ou plus exactement d'un revBtewent de ce groupe. Pur exemple, duns le cus
‘tun oscilluteur linéuire {de diwension quelconque), les gusntomorphismes de
qui se projeﬁtenb sur U selon des upplicutions affines forment un graupe de
de (groupe de Weyl-Heisenberg)s; le puiring et l'indice de Maslov permettent de
.onstruire un espace de représentutions du revétement & 2 feuillets de ce
;roupe  {groupe métaplectique); lu représentutioh est isomorphe & la représenta-

don de Shaule-Weil; chayue point de correspond & une solution de 1'équation

¢ Schrédinger du probléme, intégrée par une forwule explicite qui prolonge {17)

e noyuu résolvant de Feynman ( Souriau RIV ),

11X COMPLEMENTARITE .

Les deux descriptions yue nous venons d'esquisner, bien que passibles d'un
wme outilluge mathématique, sont conceptuelleuwent trés éloipgnées: duns lan
sremidre 1'espace~temps joue un rdle fondumentnl, alors qu'il est "oublié" dans

la seconde; les groupes qui interviennent (difféomorphismes—juuge d'un cété,

juuntomorphismes de 1'autre ) ont des imterprétutions presque étrangeres 1'une | 18 )

i 1'autre; ls relativité générale conduit automatiquement & la définition des
jrandeurs dynsmiques  P,S, etc. (foraule (3) ) et & la prévision de 1'action
lu chump (équations (4 ) ); la description symplectique, an contraire, privie
légie le cas de lo purtienle libre, c'est-a-dire de lu symétrie waximum, intere
)rétée comwe absence de champ ; dans ce cos seulement, elle donne la définition
le P et S (qui sont des intéyrales premilres noethériennes); elle ignore,

1on seulenent l'action du cheamp, mais wéwe la permgnence des grandeurs P et

i loraque la sywétrie est brisée, - (19)

Corrélativement, lu relativité ne nous fournit que des indications pgrtielles
jur le wouvewent, el des équations non déterministes; elle ignore a priori les
rurigbles internes = tundis que ‘la description sywplectique exige une descrip-

:ion nomn seulewment déterministe, mauis déterminée, puisque son support conceptuel

(

=17 ’ =

est l'espuce des mouvements U; dont ls définition suppose l'intégration pre-
alJuble des équatidns du mouvemcnt,

Le cGté. positif de toutes ces difrérences est lu compl fmentorité des deux
théories: sur un objet physitue déterminé, les deux descriptions doivent pouw
voir se raccorder, bxuminons le cas de la purticule & spin,

Comme nous 1'avons dit, les équations universelles { 4 ) et les équations

d'état (6),(8) conduisent & unm systéme déterministe dans un chswp donnéj on

peut définir une condition initinle y de ce systdme au moyen d'un point X

de 1'espuce~temps, d'un vecteur I et d'un tenseur {L en ce point liés par

‘les contraintes
v v
QP"_ r:o
.O.P,,_Q_*“'aa 1, - g

ce qui définit um espnce d'évolution V do dimension 9§ les autres varipe

bles s'en déduisent par les formules

» rY : . ‘s 5 ’
§T = 8 N ¢ 8, €8t une intégrule premitre du systime, le spin, dont
‘ lu vuleur est supposée donnée );
“
A s, £ b)“
r 1 (o »
PY o) ; H o sef(®) _Q_

les équations du wouvemwent s'écrivent ji= o, és= 0, C?= 0 , avec

¢ t AW w3 ™ot
? PYANE P, ax* - __ UL
ﬁc. - ddsr . qF f = L -F(“) As S 3 Tt rv pe < m

@j’“;- 2_ AR LT ax" AR ig}‘f;fv_ VQFC, ,.]

A ds S’{a) 45
. . ¥
e KA v“mza pa s, s, &
A as #(o&) o3 Sol' ’ AS

Comue duns le cas de la mécanique clussique, ces équations peuvent se ratta-

cher & un principe des travaux virtuels de type {9 ) ou mieux (12 ) en con-

sidérant l'expression

- Wo oo @S, 3
LCRRED S e - 3K - i v o=y

guelques transformations judicieuses montrent que 1'on peut trensforamer { 19 )

en



{ 20 )

(a1)

(éa)

{ 23)

] 3

A ¢ A 1 S8 4 }“’dx{‘ SXG:-L ES" g '%S(’
ERe -3 Ay qlop G5 V-3 Ry ST VR LSS,
5 . .

(da Yy =
Gﬁ&if% 1 8)

ou apparuit la remarquable propriété d'untisvmétrie par rapport wux vuriations
a3
ds

¥ °

La suite est analowne su cus de In méennique clussigue; les équations du

" mouvement 5'éerivent 0 dy, %y) =0 ¥X(cf.(13 } ), définissent un feuille=

tage de dimension 1 de V , et une variété quotient U de dimension 8

(tigure 2) 3 de plus la dérivée extéricure de 6 est nulle ( Je caleul fnit

intervenir les équations de liuison (16 )y les équutions dérivées, 1'spparition
du tenseur de Riemnnn-Christoffel duns les dérivetions covariantes secondes, les
identités de Biunchi ); le théortuwe de Durboux perweb slors de montrer gue la

forme
a u

pusse sur le quotient U pur une foruule de tyse (14 ), et donne

une structure sywplectique,

Dans le cas porticulier du chump nul ( A, ¥ 0,° 1)* winkewsiien), U

r

coincide avec une orbite coudjointe du _groupe de Poincars, déji rencontrée come

me moddle de particule & spin au § II; cette coPfncidence ne signifie pus seu-
lewent 1'existence d'un symplectoworphisue global, weais sussi ]'égalicé des
grandeurs noethériennes et des grandeurs (5) associées resnseclivement par
chaque théorie & la symétrie de Poincuréd; égalité qui Subsiste lorsque lu di-=
mension du greupe de symétrie du chamyp diminue,

Revenans au chawp quelconyue, et tentons de quantifier. I1 fuut d'sbord
résoudre le probléme cohomologique peruettant le construction du fibré Y ou
dessus de U ; on déwontre qu'il est nécessnire pour cela que le spin R (17 )

8, = t / 2 .

I1 faut slors supposer 1'existence d'une structure spinorielle associde &

B0it nultiple entier de - /e 3 truitons le cus

la métrique de WJ; {done & € ); ceci revient a exiger l'existence d'un

champ différentiable gloval de re dres de Lorentz ( tétrapodes). On pose ulors

*) = ( X, 9 )

X étant un point de Ya 5 e un spineur en ce point vérifiant les lisisons

q décrit alors une variété W

1

de diwension 10 , qui se projette sur ]'es-

pace d'évolution V (figure 2 )

2§ }S“ 8= If“ )

por les forunules

e [ By.0)- “Q/‘“’.

@ dyoo

{ 16 ) en loissant arbitrsire la phuse de 9 R
1-forme UU“ pur la foruule :

qui assurent les linisons

On délinit sur W une
' 549 (o r
By ) = @\c(ﬂz. eﬁe)fﬁpq;\rlm

od ii@

désigne ln dérivation coverinnte dy apineur G dans une vuriation

arbitraire B de q 3 1a dérivée extéricure de Wy coincide wvee 1finege ré-

‘ciproque de G~ par la projection q h—%;y 3 en fuisant le quotient de
e "Sw

Y , de diwension ¢ s sur laguelle pusse la forme T3

W por le fenilletnge cardctérisiique s on obvtient une variété

s et un diggremme come—

wutatif de projectioms entre les variété W y Vo Y 3 U (figure 2 )3 Y four-

nit lo préquantificution de U { 15) 3 enutilisane 1thomotopie
Jlomotopie

y Au Sens

de U ; on peut montrer que cette préquantitfication est essentiellement unique,

Daps le cus du chuwp nul, on retrouve done lu préguantification indiquée
‘au § II, qui conduit

sux équations de Dirncs dans le cas d'un chaugp
quelcongue, le prabléme de la quantification n'est pas complétement réselu,

eérce qu'il faeut utiliser des mnoluarisctions comnlexes (Kostnnt), ce qui cow liw=
Ry s q p

que la techniyue du pairing { voir Blsttner Y ") 11 sewble probable

cenendunt que l'équation de Dirac uvec internctinn minimgle ou &vec un terme

de Peuli  {woument anormsl) corresponde au cas ob Ir fonction £ détinie en
( 8 ) est uft'ina()(XH).

Conclusicn.

Nous venons de constoter, sur cet exémnle. que le raccord entre les deux thé-
ories est possible grice & tout une série de coincidences; il s'agit wuinte~
nant d'interpréter cette possinilite, ) ’
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