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Les notes de cours sont autorisées. Il sera tenu compte de facon essentielle de la
clarté et de la rigueur des explications fournies.

Pour ce contréle des connaissances, on se propose d’étudier une équation hyper-
bolique avec un terme source. On se donne a > 0 et une fonction réguliere
f : IR — IR. On cherche une fonction u(z, t) a valeurs scalaires solution de
I’équation aux dérivées partielles suivante :

ou 0
(1) E—i—%(f(u))—kocu—o, relR, t>0.

On se donne aussi une fonction u%(e) dont on précisera les qualités plus loin. La
condition initiale pour la fonction u s’écrit sous la forme

(2) u(z, 0) = u2(z), z €.

1) On suppose dans cette question que la condition initiale u%(e) ne dépend
pas de x. Proposer une solution du systeme (1)(2).

2) On suppose la fonction u°(s) réguliere et f(u) = au ol a est un nom-
bre réel fixé. En introduisant les courbes caractéristiques solution de I’équation
différentielle

dx
(3) E = a,

proposer une solution wu(x, t) solution du systeme de Cauchy (1)(2) dans ce cas.

3) On suppose la condition initiale u"(es) réguliere et strictement croissante.
On choisit pour f(e) la dynamique de Burgers, c’est a dire f(u) = %. On
suppose que u(x, t) est solution réguliere de I’équation (1) et on introduit la

courbe caractéristique solution de
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dx
(4) i u(z(t), t).
e On pose v(t) = u(z(t), t). Montrer que la fonction v est solution dune

équation différentielle que ’on précisera.

e En déduire que u(x, t) s’obtient par résolution d’une équation d’inconnue y
qui s’écrit
1 —exp(—at) ,

) y+ - uw(y) = .

e Calculer u(z, t) en fonction de z, ¢, u’(e) et y solution de I’équation (5).

4)  Montrer que si u(e, o) est solution réguliere de (1)(2), on a

(o)) Op
—u+ — f(u) — apu)dedt+

+ / o(z, 0)u’(z)dz = 0, Vo € C5 (IR % [0, +00]) .
5)  Une solution faible du probleme (1)(2) suppose que 'on a choisi la condi-

tion initiale u°(e) de sorte que u® € L (IR) et que l'on cherche une solution
u € LS (IR x [0, +00[) telle que la relation (6) a lieu.

loc

e Montrer que si la fonction u est également de classe C!' par morceaux avec
une discontinuité (ug4, ug) a travers une courbe réguliere ¥, on a la relation (1)
en tout point (x, t) ou la fonction u est réguliere.

e Dans les mémes conditions, montrer que si 'on introduit la vitesse o = fli—f

de la discontinuité 3, on a la relation de Rankine et Hugoniot

(1) flua) = flug) = o (ua — ug)

le long de cette discontinuité.

e Compte tenu de vos connaissances, quel commentaire pouvez-vous faire ?
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