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Exercices pour la séance numéro 10

Exercice 1) Inversion de Fourier pour les distributions
Soit F l’opérateur de Fourier et F l’opérateur de Fourier conjugué. Rappeler leurs
définitions lorsqu’ils opèrent sur des fonctions intégrables. Rappeler ce que valent
les composées F◦F et F◦F lorsque l’on travaille dans l’espace S(IR) des fonctions
très régulières à décroissance rapide. Sachant que pour une distribution T et une
fonction test ϕ on a < FT , ϕ >≡< T , Fϕ > et < FT , ϕ >≡< T , Fϕ >,
montrer que pour toute distribution T, on a l’identité F

(
FT

)
= 2π T. En déduire

que F◦F est proportionnel à la transformation identité dans l’espace S ′(IR) des
distributions.

Exercice 2) Transformée de Fourier des fonctions circulaires
Soit a un réel. Rappeler le raisonnement qui permet de calculer les transformées de
Fourier de l’exponentielle complexe et des fontions sinus et cosinus. Montrer que
F

(
exp(i a t)

)
= 2π δa, F

(
cos(a t)

)
= π

(
δa + δ−a

)
, F

(
sin(a t)

)
= π

i

(
δa − δ−a

)
.

Exercice 3) Valeur principale de Cauchy
Pour une fonction test ϕ ∈ S(IR) on pose

< vp
1

x
, ϕ >≡ lim

ε −→ 0

∫ −ε

−∞

ϕ(t)

t
dt +

∫
∞

ε

ϕ(t)

t
dt .

Montrer que cette limite existe bien et que l’on a < vp 1
x
, ϕ >=

∫
∞

0
ϕ(t)−ϕ(−t)

t
dt .

Montrer que l’on a la relation x vp 1
x

= 1 au sens des distributions en la testant

sur ϕ ∈ S(IR), sachant que < x vp 1
x
, ϕ >≡< vp 1

x
, ψ > avec ψ(t) = t ϕ(t).

Exercice 4) Transformée de Fourier de la valeur principale de Cauchy
On admet que pour toute fonction test ϕ ∈ S(IR), on a∫

∞

0

dt

t

∫
∞

−∞

dξ sin(ξ t)ϕ(ξ) =

∫
∞

−∞

dξ ϕ(ξ)

∫
∞

0

dt

t
sin(ξ t) .

Sachant que l’intégrale classique
∫
∞

0
sin(θ)

θ
dθ vaut π

2 , montrer que l’intégrale∫
∞

0
dt
t

sin(ξ t) de l’identité précédente vaut π
2 sgn(ξ), où sgn(ξ) = 1 si ξ > 0 et

sgn(ξ) = −1 si ξ < 0. En déduire le calcul de la transformée de Fourier de la
valeur principale de Cauchy : F

(
vp 1

x

)
= −i π sgn.

Exercice 5) Transformée de Fourier de la fonction de Heaviside
Reprendre l’exercice précédent pour établir que F

(
vp 1

x

)
= i π sgn. En déduire

que F
(
sgn

)
= −2 i vp 1

x
. Après avoir remarqué que la fonction de Heaviside peut

s’écrire H ≡
1
2 + 1

2 sgn, en déduire sa transformée de Fourier : Ĥ = π δ − i vp 1
x
.


