Différences finies pour I’équation de la chaleur.

e On s’intéresse au probleme de Cauchy pour I’équation de la chaleur, paramétré
par un coefficient de diffusion constant x > 0, une fonction source f(e) d’une
variable réelle et une condition initiale wug(e) :

ot or?

u(x, 0) = wug(x), reR.
e On se donne un pas d’espace h > 0 et un pas de temps At > 0, les points
de discrétisation z; = jh (j € Z) en espace et t" = nAt (n € IN) en temps
qui définissent un maillage uniforme. On approche la solution, supposée réguliere
u(z, t) du probleéme (1) au point de la grille (z;, ") par le nombre u? . On sait
que le schéma de discrétisation explicite classique a deux pas de temps défini par
la relation

1 K

() @ ) - s (W - 20 ) = fag), jEZ, neN
est d’ordre deux en espace mais seulement d’ordre un en temps. On se propose
dans cet exercice de définir un schéma aux différences a deux pas de temps qui
soit stable et d’ordre deux a la fois en espace et en temps.

(1) {%—ﬁ@f(x), reR, t>0

e On suppose f =0 et on pose

(3) 7= u(ry, t"), je, nelN.

1) Démontrer que pour u(e, e) solution de (1), on a

1 ou k2 At 0*u
4 — (UM —U?) = (x, t") + o
( ) At ( i i ) at ( Jo ) 2 ax4
2) Proposer une approximation a cing points et précise d’ordre deux de la dérivée

. 4
partielle % d’ordre quatre en espace.

3) On suppose toujours f = 0. Déduire des questions précédentes un schéma
aux différences finies explicite & deux niveaux de temps et cinq points en espace
dont 'erreur de troncature, dont on rappellera la définition, est d’ordre deux en
espace et en temps, i.e. peut se développer sous la forme O(At?) + O(h?) +
O(Ath?).

4) Dans les conditions analogues a la question précédente, montrer que le schéma
obtenu est stable au sens de Von Neumann sous une condition entre le coefficient
de diffusion k, le pas d’espace h et le pas de temps At qu’on précisera. Pour
cela, on injecte dans le schéma de la question 3) une “onde” de la forme

(5) uf =exp(ijf), JjeL, = -1,

(zj,t") + O(A?).




paramétrée par le nombre réel &, on montre que le passage du temps discret

conduit & une valeur de u?“ de la forme

n+1 __ n
6)  ui™ =g(o, uj
ou o est le parametre réel a préciser et on exprime enfin que les parametres du
schéma sont tels qu’aucune onde n’est amplifiée.

5) Trouver une condition suffisante pour que le schéma proposé a la question 3)
vérifie le principe du maximum, c’est a dire ici la condition :

(7) (a < upy <3, Vkez):(agu?“gﬁ, VjeZL).

6) Comment faut-il modifier le schéma proposé a la question 3) pour garder
I'ordre deux de précision en espace et en temps lorsque le second membre f(eo) du
probleme (1) n’est pas identiquement nul 7
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Différences finies pour I’équation de la chaleur.
Proposition de corrigé.

1) On remarque d’abord qu’on a :

Pu 0 (8u) 0 ( 8%) 0? (8u) 0? ( 8%) , 0tu
— = —|—)==|lk=)=k=—|—) =k=— |E==) = K —
ot? ot \ Ot ot \' 0x? 0x? \ Ot 0xr? \' 0x? ox?
et il suffit ensuite d’appliquer la formule de Taylor pour établir la relation (4).

2)  On part de la relation classique

0%u 1 0
(S1) 522 @) = 33 (W1 — 2uj + uj1) + O(R7)
0*u
et on l'itere pour approcher — :
ox?

0*u 0% /0%u 1 /0% 0%u 0%u
501 @) = 5 (5) @) ~ 77 (Gt — 250 + 255000
1

Q

((Uj+2 —2ujp1 tuy) — 2w — 2wy +ujon) + (v — 251 + Uj—2)>

hA
ce qui conduit au schéma numérique suivant :
0*u 1
(82) %(xj) ~ ﬁ (uj+2 — 4Uj+1 + GUJ' — 4Uj_1 + Uj_g).

Il reste a vérifier que ce schéma est effectivement d’ordre deux, ce qui est un
exercice élémentaire d’utilisation de la formule de Taylor, laissé au lecteur.

3) Compte tenu des relations (4), (2) et (S2), le schéma aux différences s’écrit :

1 K
— ("t — W) - = (ufyq — 2w +uf_q)

(S3) At o on S jeW, nelN.
—2—h4(U?+2—4U§L+1+6U§L—4U§L_1+U?_2) =0

L’erreur de troncature 7" est par définition égale a ’expression obtenue au mem-

bre de gauche de la relation (S3), en remplacant partout approximation ] par
la valeur interpolée U, définie & la relation (2). La propriété pour le schéma (S3)
d’avoir une erreur de troncature de la forme O(At?) + O(h?) + O(Ath?), donc
d’étre d’ordre deux en espace et en temps, est alors une conséquence directe de
la formule de Taylor (4) et de la précision d’ordre deux en espace des schémas
proposés aux relations (S1) et (S2).

4)  On pose

K

et on tire de (S3), (5) et (6) :



2
g=1+ Ath—(2COS§—2) + ATth—(Qcos(Qf) — 8cosé + 6)

= 14 20(1 —cosé) + 02 (2cos?¢ — 1 —4cosé + 3)
= 1 — 40sin? (g) + 207 (1 — cos)?

=1 40311’12(%) + 802 sin4(g) ,

donc
VI BRI

(S5) g(cd,&) = 1 —4osin (5) + 3 (40‘SIH (—)> :
La condition de stabilité
(S6) [9(c, 8| <1, VEeR
condu1t a etudier pour quelles valeurs de la variable y = 4 0 sin®(¢/2) le polynome
1— y—l— y? prend des valeurs inférieures ou égales 3 1 en valeur absolue. On trouve

sans dlfﬁculte 0 <y <2 et compte tenu de la relation (S6) et de la positivité des

constantes k, h et At, cette condition s’écrit

1
< —.
(S7) 0_2

5) 1l suffit d’exprimer que le schéma (S3) définit la nouvelle valeur u;‘H comme

combinaison convexe des variables uj pour k € Z. Or on a :

2
W = (1-20+30%) ul + (0 —202) (uly, +ul_y) + % (g + ul_y).
On vérifie aisément que la somme des coefficients de la relation précédente est égale
a 1, donc la condition (7) est impliquée par les deux inégalités 1 —20 +302 >0
et 0 —20? > 0. On en déduit que sous la condition (S7), le schéma (S3) est
monotone.

6) La relation (4) doit étre modifiée. En effet, si le second membre f est non
nul, on a

g = o (30) = gt (v 1) = v (57) = s (v 5 )

I1 suffit donc de modifier le schéma (S3) en utilisant la relation (S1) a partir du
calcul précédent. On en déduit :

Kt(uj+1_uj)_ﬁ(uj+1 2uy +uj_q)
k2 At . .
(58) = 557 (wfre —4ufiy +6uf —duj  +uj ,) =
Kk At .
| = f(xj)+W(f($j+1)—Qf(%')Jrf(%'—l)), jEXL, necIN.
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