Hyperbolicité des équations d’Euler de la dynamique des gaz.

e Un état W pour les équations de la dynamique des gaz est un triplet W =
(p,q, e)t composé d’une densité p strictement positive (p > 0), d’une densité
d’ impulsion ¢ qui permet de définir le champ de vitesse u grace a la relation
qg = pu et d'une énergie totale volumique € définie par la relation ¢ = %pu2 +
pe. De plus, la condition e > 0 exprime que 1’énergie interne e est strictement
positive. L’ensemble de tous les états W de la forme précédente qui vérifient les
deux inégalités exprimées ci—dessus2 définit Q C IR3c’est a dire

Q = {(p,q,e)t,p>0,e— %q_ >0},

qui est par définition ’ensemble dgs états admissibles pour les équations d’Euler.
La pression p est ensuite définie comme une fonction de I’état W calculée a I’aide
de I’équation d’état p = (v — 1) pe. La fonction de flux physique Q@ 5 W +—
f(W) € IR3 est finalement définie par la relation

(1) fOV) = (pu, pu? +p,ue +pu)’
et le systeme des équations d’Euler de la dynamique des gaz consiste a chercher
une fonction IR x [0, +00[3 (z, t) — W (x, t) € Q de l'espace = € IR et du
temps ¢ > 0 de sorte que

ow 0
@) S+ 5 fW) = 0.
1)  Expliciter la fonction Q > W — f(W) € IR3.

2)  Montrer que si on trouve une forme non conservative du systéme (2), c’est
a dire un changement de variables Q2 > W —— V(W) € U bijectif avec une
jacobienne dV (W) inversible et un champ de matrices U > V —— B(V) €
M3(IR) a trois lignes et trois colonnes, diagonalisables avec valeurs propres et
vecteurs propres réels et tels que le systeme (2) s’écrit sous la forme équuivalente

ov ov
3 — 4+ B(V)— =0
3) S+ BV)SC =0,
alors le systeme (2) est hyperbolique, i.e. la matrice jacobienne df(W) est dia-
gonalisable sur IR avec des valeurs propres et des vecteurs propres réels.

3) Montrer que le systeme (2) des équations d’Euler est hyperbolique ; on pourra
poser
p t
(4) S:p_7 et V= (p,u,s)
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Hyperbolicité des équations d’Euler de la dynamique des gaz.
Proposition de corrigé.

1)  On a facilement
2 2

2 t
q q q q q
fW) = (q,—+ 71 <6— —),E—Jr v -1 —(6— —))
(W) ; (y=1) ) (v=1) ; 2%
e Pour montrer que le systeme (2) est hyperbolique, il suffit (sic !) de calculer

la matrice jacobienne

) AW) = df(W)

puis d’en chercher les valeurs propres et les vecteurs propres. L’exercice propose
une méthode indirecte pour mener a bien cette démonstration.

2) Onpose V = ®(W) au sein du systeme de lois de conservation (2). Il vient
ow oV — of oW oV
oV ot oW ov ox
6)  B(V) = (dB(V))  edf(W)edd(V).

Compte tenu de la relation (6), les matrices B(V') et A(W), sont semblables, ou
conjuguées l'une de 'autre, donc elles ont meémes valeurs propres et méme structure

de vecteurs propres. En particulier, si la matrice B(V') est diagonalisable sur IR,
il en est de méme pour la matrice A(W).

= 0, ce quiconstitue exactement la relation (3), avec

3) Il faut d’abord trouver la relation (3) qui exprime les équations d’Euler avec
les variables V' proposées a la relation (4), c’est a dire exprimer les dérivées en
temps

dp Ou 0s dp Ou 0s

— — et — en fonction des dérivées en espace —. — et — .
at’ ot - ot p oz’ 0r = Ox

La premiere équation s’écrit

dp dp ou
7 — — — =0
R

et la seconde donne lieu au calcul suivant :

a_u_|_ @—i‘ a_u_|_ i( )+a_p _
Por W% TP or T Ve \PY T 5 T

qui conduit a la seconde équation relative au champ de vitesse :

ou ou 1 8_p

8 — — + - = 0.

(®) ot o ox + p Ox

° On introduit classiquement la célérité du son :
dp P

9 = =(ps) == >0

9) o) = 1



et pour passer de I’équation pour 1’énergie totale € a I’équation pour l’entropie
spécifique s, il convient de dériver avec soin la variable e. On introduit I'opérateur
de dérivation D le long de la ligne de courant :
0
10 D= —+u—
(10) ot Ox
qui satisfait bien entendu a la regle de Leibniz : D(pty) = ¢ (Dy)+ (Dy) .

Il vient alors )

(11) De = %Dp + pu(Du) + p(De) + (Dp)e

1
et comme e = . sp’™', ona De = : p? 1 (Ds) +sp7 2 (Dp).
v v
On tire enfin des relations (7) et (8) les relations suivantes
0 10
Dp = —p ou ; Du = —— gp qu’on introduit ensuite au sein de la relation
Ox p Ox

(11). 11 vient

1 _
— 07 (Ds) + sp7"'(Dp)

:—6%—16@4— 1 p,y(DS)—I—Z—?(— @)

De = EDp—l—pu(Du) +
P Y

Ox or vy-—1 p Oox
ou 0 1
= —€— — — 7 (Ds).
G = )+ —— 7 (Ds)
Si on remarque que 1’équation de conservation de ’énergie peut aussi s’écrire
0
De + ea—u + a—(pu) = 0, le calcul qui précede montre que 'on a Ds = 0
x x
1.€. 5 5
S S
12 — — =0
(12) ot T Ox

e La matrice B(V) associée aux variables non conservatives V définies a la
relation (4) s’écrit donc directement a partir des relations (7), (8) et (12). Il vient

U p 0
2

3 Bv)=|Z o 1O
p p Os
0 O U

Cette matrice est diagonalisable sur IR puisque ses valeurs propres, simples, s’écri-
vent A(V) = (u —c, u,u+ c). Le systeme (2) des équations d’Euler de la
dynamique des gaz est hyperbolique et la propriété demandée est établie.

FD, février 1999, septembre 1999, aout 2002.
Correction d’Estelle Hauteville, avril 2003.



