Méthode de relaxation.

e On désigne par n un entier supérieur ou égal a 1, a un vecteur donné de IR",
B et C' deux matrices carrées réelles d’ordre n. On note (e, o) le produit scalaire
usuel dans IR™ et || o || la norme euclidienne associée. On pose

1 1
(1) J) = (e, 0)+ 5 [Bvl+3lCvl*.

Pour v = (vy1,...,v;, ..., v,) on note %(v) la dérivée partielle de la fonction-
J

nelle J(e) par rapport a la j° variable scalaire.
1) Montrer que la fonctionnelle J(e) est deux fois dérivable sur IR™. Calculer

les nombres (J'(v), h) et (J”(v)h, h) pour v, et h vecteurs arbitraires de IR".
Démontrer que la fonctionnelle J(e) est convexe.

e On suppose a partir de maintenant que la matrice B est inversible.

2) Montrer que J(e) est a—elliptique (on précisera la valeur du réel «) et qu’il
existe un unique vecteur v de IR™ tel que

(2) J(u) < J(v), Vo elR™.
e Pour calculer effectivement la solution u € IR™ du probleme (2) pour la fonc-
tionnelle J(e) introduite a la relation (1), on utilise une méthode de relaxation.

Cette approche consiste a introduire une succession de problemes de minimisation
a une seule variable réelle. Pour u”* vecteur donné dans IR™, on définit d’abord la

suite (v*¥1/2)  de la maniere suivante :
J 0<j<n

(3) ,Uki—{—l/Z — uk , Uk+1/2 — ,Uki—{—l/Z 4 x] €j , 1 S] S n,

0 j j—1
(4)  JEEVE) < I +ye),  VyeR,

j j—
oue; = (0,---,0,1,0,---,0) (avec I’élément non nul en j° position) est le j°
vecteur de la base canonique de IR".
k+1/2

3) Montrer que v est défini de maniere unique et expliciter ’équation scalaire

J
a résoudre a chaque itération en fonction de ey, v**t12 q, Bet C.
7—1

e [’algorithme de relaxation est alors défini par :

(5) w’ € R" donné,  wfth = oM

avec la suite auxiliaire (v**1/2) définie aux relations (3) et (4). On se propose

0<j<n
de démontrer que la suite (uk)kelN converge vers la solution u du probleme (2).



4) Montrer que || u**! —u* || tend vers 0 si k tend vers I'infini et qu’il en est de
méme pour || vFTY/2 — 4*+1 || pour tout j compris entre 1 et n.

5) Etablir 'estimation

n

6)  allu*t-ul< Yy

j=1

0J uk+1) — ﬂ

oJ k+1/2
50, (0%

(%j 7

6) FEn déduire que la méthode de relaxation converge vers la solution u du pro-
bleme (2).
FD, avril 2001, juillet 2002.



Méthode de relaxation.
Proposition de corrigé.

1) Le seul probleme de dérivabilité de la fonctionnelle J (o) se pose pour le terme
5 || Cv ||* en v = 0. Mais, jointe au fait que J(e) est dérivable partout sauf peut
étre a l'origine, I'estimation

[ColP <CIP vl
montre que la fonction IR 5 v —|| C'v ||°€ IR est deux fois dérivable en 0 et que
les deux premieres dérivées sont nulles.

e Le calcul des dérivées (J'(v), h) et (J”(v)h, h) est simple si on utilise la
formule de Taylor :

(S1) Jw+h) = Jw) + (J'(v), h) + %(J"(v)h, h) + o(|| h|*).

1 1
Oronaici J(v+h) = (a,v+h)+ 3 | B(v+h) || +3 | C(v+h)|]* avec

L 1 Cu, Ch Chl2\??
slIC@+R) P = SlCol? <1+2< v, Ch) || Ch]| >

vl [Col?

1 , (Cv,Ch) 3||ChIZ 3 (Cuv, Ch)? ,
- - 3 ) SN RIE S Y V)T h

31 Coll (14355015 +5 TaeiE T8t oeE HOURID)

1 1
= S ICv[P + [[Co [ (Co,Ch) + 5 |IColllChIP +

1 1

+-—— (Cv,Ch)? +O(|h|?,
2HOvH( ) (1 A1)

donc

1J(v—|—h) — J(w) = (a, h) + (Bv, Bh)+ || Cv || (Cv, Ch)+
B2 +5 (1BRIE + IColllCn? + (Cv, Ch)?) + O([ h|F)

| Cull
et le rapprochement de (S1) et (S2) fournit les expressions

(S3)  (J'(),h) = (a, h) + (Bv, Bh)+ || Cv]| (Cv, Ch)

(84)  (J")h,h) =B + [[Colll|CRIF + (Cv, Ch)?.

| Cul

e De la relation (S4), on tire (J”(v)h, h) > 0 pour tout h, donc J(e) est
convexe.

2) Si B est une matrice inversible, notons \/La la norme de la matrice B~1 :
1

S5 B le¢|| < — , VEER™.

(55)  [IB7 ¢l < Ja 1€ 1] 3



Onaalors || BhI|*> a||h||* pour tout h de IR™ et on tire de la relation
(S4)  (J"(v)h,h) > « || h ||*, ce qui établit la propriété demandée. Le
probleme (2) a alors une solution unique, ainsi qu’il a été vu en cours.

3) Soit D’“H// 2 ]a droite affine passant par fU"?Jrll/ 2 et de vecteur directeur e;. Le
j—1/2 j—

probleme (4) peut s’écrire
(86) Uk—|—1/2 c Dk—|—1/2
J

j—1/2
(S7) JFY?) < Jw),  Yve DFYZ
J j—=1/2
Comme la fonctionnelle J(e) est a—elliptique et que la droite DF+1/2 est un en-

j—1/2

semble convexe fermé non vide, le probleme (S6)(S7) a une solution unique v*+1/2,

j
Celle-ci est donnée par I'inéquation d’Euler

(S8) (J'(FFH2) o — W TY2) > 0 Vv e DFFL/2
J J j—1/2
qui, compte tenu de (3) et du fait que la droite DkH// 2 est un espace affine, s’écrit
j—1/2
aussi

(59) (). ) = 0.

e La relation (S9) est I'équation demandée dans I’énoncé. On peut en expliciter

I’algebre, avec w = v’?“Lll/ 2 et = z; pour alléger les notations. On a
o

(J’(w +ze;), ej) = (a, ¢j) + (B(w+zej), Bej) +
+ [[Clwtze) || (Clw+ze;), Cey),
et I’équation (S9) d’inconnue x s’écrit donc en fonction des sonnées :
s10) VI Cw P +22(Cw, Cey) + 22 || Cey |2 ((Cw. Cey) + 2 || Oey )
+ (a, e;) + (Bw, Bej) +x || Be; || = 0.
On constate que ce n’est pas une équation polynomiale ; elle a cependant une solu-

tion réelle unique compte tenu de ce qui a été dit plus haut. Le lecteur construira
lui méme une preuve élémentaire de ce dernier fait.

4) On a
J(uk>_J(uk+1> _ J(U§+1/2) _ J(v:+1/2) _ Zl {J(Ufjllm) _ J(Uf+1/2)]_
=
Or
k+1/2 k+1/2 1( k+1/2 k+1/2 . k+1/2
J(Uj_1 ) > J(vj ) + (J (Uj ), (Uj_l N Uj ))+
e (R el |
J



car J(s) est a-elliptique. On remarque que  (J'(v*T1/2) (v'?+11/2 —okH1/2)) =
j - j

— 2L (pRF1/2) g, est nul car v*T1/2 est solution de I'équation (S9). On en
it J

déduit donc

n n
Qo « k
J(uk;) _ J(uk—H) > 5 Z I vfjll/z _vf+1/2 1?2 = o) Z |u;€ _uj+1 2
j=1 J=1

c’est a dire
(S1) T = I = Sl -t
e Lasuite J(u” )ke]N est décroissante par construction, minorée car J(e) est a-

elliptique, donc converge. Par suite J(u*) — J(u*1) tend vers zéro et la relation
(S11) entraine alors clairement que la différence || u* — u**1 || tend vers 0 si k

. k+1/2 k41 112 n k k+1 |2
tend vers +00. On a ensuite || v; el A | S D T KA T S |
u® — uFt1 |12 donc la propriété précédente montre que pour tout j entre 1 et n,

| U;-H_l/Q —uF*1 || tend vers 0 également.

5) La propriété d’a-ellipticité de J(e) peut s’écrire
a [[u" =l < ((J' W) =T (W), (WP —w))

< (J'(uk+1) , (uFTt — u)) compte tenu de 'équation d’Euler associée & (2)

—~ O piny ok ~ | 0 k41
= ;:1 0, (W) (uy ™ —uy) < ;:1: 0, (W) | uy™ —uy |
o oJ o0J k41/2 oJ k+1/2
< W) = ZZ YA ek = | car ——(v] ) est nul.
j; an (%j J J J (%j J

La relation (6) s’en déduit aisément.

6) La fonction J(e) est a—elliptique, donc elle est minorée sur IR™ et elle tend

vers 400 si || v || tend vers +oo. Par suite, I'image réciproque de tout borné de IR
I§+1/2)

; sont décroissantes par con-

est un borné de IR”. Comme les suites J(v

l.;+1/2)

struction, la (double) suite (v; est bornée. La fonctionnelle J(e)

0<j<n, k>0

est deux fois dérivable, les dérivées partielles % (e) sont uniformément continues
J

sur tout compact, donc le membre de droite de 'inégalité (6) est arbitrairement
petit si || uFt! — fo/Q || est assez petit. Or cette propriété est réalisée pour k
assez grand compte tenu de la quatrieme question. La méthode de relaxation est

donc convergente.
Grégoire Allaire et FD, mai 2001, juillet 2002.



