
Problème de Riemann pour le p-système.

• Dans tout l’exercice, on désigne par P (•) une fonction donnée

(1) ]0, +∞[ 3 θ 7−→ P (θ) ∈ ]0, +∞[

de classe C2, strictement décroissante et convexe :

(2) P ′(θ) < 0 , P ′′(θ) > 0 .

Le p-système de la dynamique des gaz est défini par les équations

(3)
∂v

∂t
−
∂u

∂x
= 0

(4)
∂u

∂t
+

∂

∂x
(P (v)) = 0

avec des variables x ∈ IR, t ≥ 0 et deux fonctions inconnues v(x, t) et u(x, t)
telles que la fonction v(x, t) vérifie v(x, t) > 0 . On note π(v) une primitive de

la fonction P (•) (dπ
dv

= P ) et W ≡ (v, u)t un état arbitraire.

1) Montrer que le système (3)(4) est obtenu à partir des équations d’Euler de
la dynamique des gaz sous l’hypothèse d’isentropie et à une dimension d’espace.
On rappellera les hypothèses de la modélisation, le choix des fonctions inconnues
pour les deux modèles et la transformation de l’espace-temps qui permet de passer
d’un modèle à l’autre.

2) Montrer que le système (3)(4) est strictement hyperbolique, avec des valeurs
propres et des vecteurs propres que l’on précisera.

• Pour un état Wg = (vg , ug)
t donné, on cherche W = (v, u)t relié à Wg

par une onde de choc.

3) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction W (x, t)
définie par

(5) W (x, t) =
{

Wg si x < σ t
Wd si x > σ t

soit une solution faible du système (3)(4).

• On introduit le couple (η, ξ) suivant :

(6) η(W ) =
1

2
u2 − π(v) , ξ(W ) = uP (v) .
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4) Montrer que le couple (η, ξ) définit une entropie mathématique η et son
flux associé ξ pour le p-système.

5) On suppose que la fonction W définie en (5) est solution faible du système
(3)(4). On pose

(7) [ψ] ≡ ψd − ψg pour tout champ ψ ,

et

(8) σ [η] − [ξ] = [u] ϕ(Wg, Wd) .

Montrer que

(9) ϕ(Wg, Wd) =

(

[π]

[v]
−

1

2

(

P (vg) + P (vd)
)

)

et que ϕ est une fonction toujours négative ou nulle ; en déduire que le choc décrit
en (5) est entropique si et seulement si

(10) ud ≤ ug .

6) Montrer que les états W = (v, u)t qui peuvent être reliés à l’état donné
Wg par une onde de choc entropique sont définis par

(11) u = U(v) ≡ ug −

√

(

P (v) − P (vg

)

(vg − v) .

Etudier la fonction U(•) et tracer la courbe u = U(v) dans le plan (v, u) .

7) Déterminer un 1-invariant de Riemann z1(W ) pour le système (3)(4) tel que
∂z1

∂u
= 1 . Reprendre la question pour un 2-invariant de Riemann.

8) Donner les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un état Wd puisse
être relié à un état donné Wg par une 1-onde de détente. Reprendre la question
avec une 2-onde de détente.

9) Utiliser les informations précédentes pour proposer un algorithme de résolu-
tion du problème de Riemann R(Wl, Wr) défini par le système (3)(4) et la con-
dition initiale IR 3 x 7−→ W 0(x) suivante :

(12) W 0(x) =
{

Wl si x < 0
Wr si x > 0 .
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