Alain Bossavit
Laboratoire de Génie fﬁzctrique de Paris (CNRS)

bossavit@lgep.supelec.fr

dgénémtion YeCcursive
es formes de Wﬁimey

sur tétraédres, hexaédres,
prismes et Jaymmic[es

CNAM, Paris, 18 9 2007. I




Exposé au CNAM (Paris) le 18 Sept. 2007 dans le cadre de la journée

Interactions entre theories algebriques et calcul scientifique
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Les propriétés structurales du complexe des formes de Whitney, qui font de celles-ci "de
bons éléments finis", pour I'électromagnétisme en particulier, sont maintenant bien connues.
Reste a comprendre pourquoi ce complexe-la, et pas un autre: Quelles sont les propriétés
caracteristiques des formes de Whitney, nécessaires et suffisantes pour les engendrer de
facon unique? On décrit ici une technique recursive (a la fois sur la dimension d'espace et
sur le degré) de génération du complexe de Whitney qui suggére une réponse a cette
question. De plus, elle s'appliqgue a d'autres formes d'éléments que les simplexes:
hexaédres, prismes, pyramides a base quadrangulaire, ce qui permet d'associer ces formes
d'élements dans un méme maillage, avec conformité automatique aux interfaces.

Remerciements: a C. Doucet, dont les questions et propositions sur les éléments pyramidaux sont pour une part a l'origine de ce travail.

Pour mieux situer cette présentation dans le contexte de la Journée, dont I'un des themes majeurs
était la "forme normale de Smith", je I'ai fait suivre d'un exposé sur ce sujet au congres AMAM
(Nice, fév. 2003), intitulé "Smith's normal forms in Homology". On verra sans peine la relation.
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rot(—rot E) =weE = div(eE) =0
only weakly enforced

Find E in ‘F (whose definitionincludes nx E=0 on S ) such that
JroteE-rotE'=w’[eE-E VE EF
Set EE=gradg’ = [eE-gradg'=0 V ¢' € D,

the weak form of div(eE) =0, so require grad ® C ‘E,

with @ large enough. Not thecaseif ‘£ spanned by
nodal vectorial elements. Whereasif F = W, VES:
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Les "éléments d'arétes"”, éléments de I'espace W' ci-dessus, sont les formes de
Whitney de degré 1. Le fait essentiel, pour I'élimination des "modes parasites”
était que les gradients des fonctions de I'espace W° (¢.a.d. les "fonctions
chapeau") appartiennent a W7, ou elles "remplissent le noyau de rot". La méme
propriété (ker(d ; WP) = dWP-1), se retrouve a chaque degré p (associé ala
dimension p des éléments considéeres), ce qui caracterise les "suites exactes" en
topologie algébrique.

On note d ("dérivée extérieure") I'opérateur dont grad, rot et div sont
les avatars en dimension 3, a condition de remplacer les champs
scalaires ou vectoriels par les formes difféerentielles qu'ils représentent.




Formes de Whitney

k Leur interprétation géométrique:

l'intégrale de w™ sur xy est
n m n
A dh—ATdA

vol(xykl)/vol(mnkl), etc.
| m n
Leur expression analytique I 2[ A daAdh + L+ ]
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Matrices d'incidence:
Notations




Relation entre tableaux de d.d.l. et formes, entre matrices d'incidence et opérateur d:

Ensembles ‘N, 4, F, V des sommets,
aretes, facettes volumes
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@iagmmme commumnf, suites exactes:
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"Diagramme commutatif, suite exacte", sont ainsi devenus des mots-clés dans la
théorie des "élements mixtes", comme on disait autrefois (sic). Il est devenu clair
que les formes de Whitney étaient la réponse a la question.

OK. But why these forms, precisely?

(If Whitney forms are the answer, what is the question?)

Quelle question, toutefois, était moins clair. I

[l faut prendre conscience de l'importance physique de la dualité entre p-formes et

p-variétés, entre p-chaines et p-cochaines, pour s'y retrouver.




Le concept de chaine:

1-chains: 2-chains: .
Embed set c Same with
of curvesin 1 S surfaces
vector space C S, } etc.:
of singular 9 3 Q;_ |
1-chains p-chains

c=r'g +r2c,+réc, eg, S=5-S,

C
Boundary operator 9: 43\)% dS=C,—C,+Cq
C

(Linear map: 9(S —ZSZ) =05 -9S,)

What about dual oﬁjects (linear functiona&), called cochains?



Chains model probes. Cochains model fields.

PRy
Voltmeter: ) emf.V=[e C
(p=1) C

Electric field seen as map

Fluxmeter: c — <emf along c>,
(0=2) map here denoted e,
a 1-cochain.
Antennas:

Magnetic induction as map
% @ b, the 2-cochain
S — <flux embraced by S>.

Small probe <—> p-vector Local field <—> p-covector




Le concept cf“ajajofication de chaine”

0 d 04 1

p_
. Cp_l & Cp & .

Diagramme commutatif I
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Par dualité, les formes de Whitney, qui apparaissaient
(dans l'esprit de la méthode des éléments finis) comme
des "interpolants”, construisant des champs a partir de
d.d.l. associés aux éléments géométriques, peuvent
servir a approcher des chaines singulieres (en particulier,
des lignes, surfaces, etc.) par des chaines cellulaires
formées de sommes pondérées de ces mémes éléments
géeomeétriques. Cela revient au méme (vue suivante),
mais le changement de point de vue est essentiel en ce
qu'il suggere une heuristique de construction des formes
de Whitney, qui réussit pleinement comme on va le voir.




Wa(C) = [ w®: Poidsdel'aréte a danslareprésentation de c
C

Sic~3 QZlwa(c) a, dors [[e~3 wic)/ e

g — a - —_ = d
d'ou fce > Wi(c)e, donc e~ ew




ﬂ{ejorésenter une [igne comme chaine ofci}rétes?
Probleme analogue résolu pour les points:

X)) =3 _ A0)n | X

I

O(x) = X N9 ¢, = <Z 1) N > = <x(x) 5 ¢>
Solution forcee pour un segment tel que Ix:

w(iX) = N (%) ij + X (x) ik '
et auss pour le triangle i1xy: |

v(ixy) = ijk aire(ixy)/aire(ijk) = a ijk !
d'ou

x(Xy) = x(a(1xy)) — x(1x) —x(y1) = 9(x(1xy)) —x(1X) — xy1)

= a (1) + ]k + ki) =% (1x) —x(y1)




D'ou une fagon naturelle de représenter un segment ou un
triangle (et donc, par sommation a la Riemann, une ligne ou un
domaine 2D) par une somme pondérée d'arétes ou de facettes.
Seules des propriétés affines (par opposition a metriques) sont

intervenues. Bien entendu, ce succes reste limité a la dimension
2, mais les ingrédients d'une géneéralisation sont tous Ia.

Answering the question:
Which problem do Whitney forms solve?

On peut maintenant risquer un théoréme caractéristique (existence et unicité, par

rapport a certaines conditions) des formes de Whitney, puis le prouver.



L'ajﬂjo[ication de Wﬁimey, coté chaines":

:
M LM
X#)L ¢X>L
wC L cy

Thm.: 3 unique y telleque

xd=ox, =1 x)=3 A(X)n
et "affine", en un sens a preciser



Notion de bivecteur: (noté VAW OoU Vv W)

W o
X v X

{v,w} ~ {V',w} ~ {v',w'}

1 Z .
L Opel‘ ateur VeCt Méme chose pour p-vecteurs et p-variétés I

vect(S) =lim Y. v.v w,

("limite", au sensdela
"norme naturelle" de J. Harrison)

En quel sens y est "affine": I

Condition sur ¥: Vect(x(S)) = vect(S)




Pourguol une construction

e . S
récursive semble naturelle:

Pour le p-simplexe s, facile & verfer.._| ©
S S—
wix)= 3 don (x) dw’

o € {(p—1)-smplexes}

... et a comprendre: un déterminant est quelque chose de récursif, par nature




Supposons connu un complexe de Whitney K (complexe cellulaire + une
forme de Whitney par cellule) porté par un sous-espace de dimension N.

(Il se réduit sur la fig. suivante a un N-simplexe et ses faces.)

L'opération de "suspension" décrite ci-dessous va
 Ajouter une dimension au complexe cellulaire
 Construire les formes de Whitney correspondantes, ¢.a.d.:

(1) Prolonger a la dimension N + 1 celles associées aux cellules déja
existantes (dites "du bas"),

(2) Définir celles associées aux nouvelles cellules (dites "du haut")

D'ou K. 1.

Attention: le sens du mot "suspension" en Topologie est difféerent. On devrait
plutét parler de "suspension unilatérale” ou (eih bennek...) de "conation”.




“ Ax) = hauteur de x (A(a) = iy

FANN
susp(X) ‘
RN susp(M)

s = susp(o)
o = 1(9)

*

. "retrait” (pullback), ou image réciproque, releve en 3D
les formes vivant sur le plan de base

Cas M — J'EM Par hypothése, on connait x(t(M)).
x(susp(M)) = susp(x(M))

Dans deux cas, on trouve facilement x(susp(M)): Lorsque M est"en bas (M= xaM), et ...




p — 1 |C| \ a ... lorsque M estun p-vecteur: I
A ona

? vect(susp(v)) = (1-2)’  vect(susp(r-v)).
susp(v)\ % donc
% (susp(V) = (1-7)  suspl (V)
Z SUSP(V)) = (1 — SUSP(x (TT*V
x = y(0) /W ’ 1
’ = susp(x((2-1)" V)

de maniére a assurer

vect(y(susp(v))) = vect(susp(v))
D'ou y(susp()), dans tous les cas:

S TX
g& \> / Integrant sur ¢ les contributions

des vecteurs tangents, on aboutit a

s: cellulesdu bas

w5 tersw-fomes X(SUSP(Q) = S U (1-2)" W] susp(s)



Compte tenu de ce que usp(©) g;iii:\\\\\\\s,/gs,p(ac)
¢ = a[susp(c)] — susp(dc) - /%

On a al OrS ... eton passe a x(c) par linéarité /

1(€) = %(AISuSP(O)]) + (SuSP(aC)) = al(Susp()] + (susp(ac)
=3 J =1 e ofsusp(s)

e L3, Lda-1) W] susp(o)
- dubas / (p 1)-cellul es/
- \ du as /

d'ou on obtient
=(1-0)" Tmrwe w =A dw®—pdr A wW°

pour les p-celules s "du bas" pour s= susp(o),
ou o estune (p—1)-celule"du bas"

p+1



Verification:

N =2,N=3, laissés en exercice I

Z
[

Z
[

A A

a

1 ®

A(X) ? X
Y

0 e

W =A
W = —d\
wl=1-A



"Suspension” engendre effectivement les formes de Whitney simpliciales,

pour tout N et tout p <N. On retrouve la formule récursive annoncée plus

haut, qui sert a prouver la propriété de suite exacte. (Cf.
http://natrium.em.tut.fi/~bossavit/Sundries/GE.pdf

Section 7.3.)

Mais en pratiqgue, on a besoin d'autres
supports d'éléments que les triangles ou
tétraédres, d'ou l'intérét du second procédé
de montée en dimension, I'extrusion.




lci u est un champ de

thruSion: vecteurs, qui engendre un flot:
X X(t)

® dunpoaint: /0/\
dx = U(X(D) ext(xo, u, t)
| x(0) = X, u

Le temps t (plus loin renommé A) sert /\
de paramétre affine pour I'extrusion C

ext(c, u, t)

® dune p-varieté

Montée en dimension, en fait beaucoup plus facile que dans le cas simplicial,
mais traitée dans le méme style pour mettre en évidence les analogies:




Kyl

o =m(9 MX) = paramétre affine (M(haut) = 1, M(bas) = 0)
ext(m) T wal0) |K |
S = extr(o) \ % aval(a M)

/ \\ A :f

I N T

N=2 -
Deux projections de M ici. _ -
Lepoptonse Mo | o al(M)] = M — M — aval (9M)

Attention, sens de "haut" différent ici. I Deux parties, "aval" et "amont", dans I'extrusion de M.
S Joyp O
w> =(1—-A) t*w

pour les p-cellules s "du bas'

w =—dr A W°

pour s=extr(o),

— g — xn*WS

ou o estune (p—1)-celule"du bas"
pour les p-cellules s "du haut"



De N=0 a N = 3, trois montees,
pour lesquelles on peut "suspendre”
ou "extruder”, au choix. Combinant

les deux procedes de toutes les
facons possibles, on obtient les
complexes de Whitney annonceés:




Z
o1 A o1
(1-x(-y)z 0l
(1-x)zdy (1-x)yz
0 7 1 A1, z
(A-y)zdx ; Qe . d% yz dx/
/Ww//// (1 _ y) dX A dZ 1.1 //W
101 - = -
x(1-y)z (1-x)(1—y) dz o 2 Ole
! _— (1-x)ydz
dloo / (1+-x)dy A 11
xdy A dz d
10e 000 o o e / y 0
X(1-y) dz (1-x)(1- y)(l_ 2) 1-x)(1-2) dy 0 !
00 4 @r o -xya-2) v
100 (L-y)(1~2)dx 12 e 10
—2)dx ad
x(1-y)(1-2) A ay 7 y(1-2)dx
Ve 1.0 110 4 V.
X X(1-2) dy xy(1-2)

Trols extrusions successives:

Catalogue des formes de Whitney sur I'hexaedre. Les trois champs d'extrusion v, v,, v, sont
réguliers, indépendants, mais pas forcément, comme sur le dessin, uniformes, et X, y, z sont les

paramétres affines associés, pas forcément les coordonnées cartésiennes.




Extrusion, suspension, extrusion:

v (Xy) = somme ,
pondérée darétes 1

Poids donnés

Deux des w? indiquées
adroite O




Extrusion, extrusion, suspension:

—>
00 010 Y

110

Attention, X, Yy, z ne sont

X . ,
\ Etiquetage des celllules I pas les coordonnées

cartésiennes




(1-2)1-x)(1-y) (1-2%1—y) dx (1-2)(1—X)y

® > y
000 00 010
—-z(1-2) 2dx A dy \ﬁ&'
g —2(1-2)(1-x)dz A dy ,»f\"
+ Ooo '\/\ 3
) (1-2) dx A dy
..O
=) & x
g 2 \+ ol T
>|< —2z(1-2) dy ndx T/, PRI
T . _ 2 ~
NE 21 z)(l.O.y) dz A d)& Z(1—2) dy A dx I
h @ S _21-zydzadx =
:L 010
% 2
—3(1-2) dx adyadz
10e Toe 2 eoo
z(1-2) dx A dy
—2(1-2)x dz A dy
(1-2)x(1-y) .
100 5 110
X (1-2) x dy (1-2)xy

\

Catalogue des formes de Whitney sur la pyramide. I
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Let's get acquainfeaf with
Smith's normal forms

n ’J-[omo[ogy

Automatizing the search for loops, holes,
mesh defects, "global” basisfields, ...

Nice, Congrées AMAM, 13 2 2003 I Séoul, CEFC 2004




Im N

VeCtor space X A > Y VeCtor space
select basis | _ | select basis
geot X — 2 5 Y spaeo
m-arrays m columns Nn-arrays

(92)

5 A

-

‘Bases can 66 CHOSQTL So as to ﬁowe



m n

vector space X A > Y VECtor space

select basis | _ | select basis
geot X — 2 5 Y spaeo
Tratays m columns n-arrays

range -







(> ¢ f)=2.(30).¢€



Change of basis can be viewed as chain map.

Find one that makes homology classes stand out:



H.J.S Smith: Collected papers, Chelsea, 1979, pp. 367-seq. S Lang: Algebra, 1974.

o1 o G
ce—C  «— C <«
; % _¢
«—Cp1 «— O «——
§ B f

(p—1)-chal nsf

p-cycles™  Tpchans  p-boundaries



e homology cycles

> ' b

\—V_/
dimension b

[T 0] b Bt
‘@‘ 1921 numbers " 0
[ERYERYEY,

Application: Detect defects (eg., holes) in meshes

- -




Finite element meshes, which may contain millions
of elements, are often built by stitching meshes of
subparts together. This process is prone to
generate defects (spurious holes and/or loops) that
can't easily be detected by inspection.

Putting the complex of incidence matrices in Smith
normal form gives an algebraic way to check such
meshes for defects. (Restrict to unimodular
transforms to avoid rounding errors.)

J. Dumas, B. Saunders, G. Villard: "Integer Smith formsviathe valence: experience with large sparse matrices from homology”,
Proc. ACM Int. Symp. on Symb. & Alg. Computation, August 6-9, 2000.

S. Suuriniemi: Homological Computationsin Electromagnetic M odeling, Tampere U. of Technology (Dr. Techn.), 24 Sept. 2004.

http://www.math.tut.fi/matematiikanpaivat@6/presentation/suuriniemi.pdf

Smith normal also useful to generalize "tree-cotree”
methods:




T he notion cf "tree"

£ tree-edge
N 4 ]
""" v
Q-:C Q':T """""""""""""""""""" \.

™ cotreéedge

"cotree"-facet

- "tree"-facet




new basis 2-chains —p p=3here

cofacets

"tree"-facets

: ...) B

do it again on that one

New basis. "tree" facets + gv (bdries of volumes)



cofacets "tree"-facets

fy y
volume 8—1
boundaries | ® °c

fT.--\

—]
tree facets 0,0

F L cofacets along "tunnel"

facetsin boundary of "chamber" through f
enclosed by cofacet f (aka"cutset” of )



The notion of "cutset"

p=1 D=2

"cotree"-facet

E;Twmx
. of facet f

cotree-edge




top facets transparent for better vi

"chamber" (polyhedral surface) of coedge e

"tunnel” (now more properly called "cutset™)
for tree-edge e



Useful insight on Whitney forms can then be
obtained by duality:



The dual side ("coﬁomofogy")

Cochains. Linear mapsof CHAIN — REAL type

Cochans La) differential forms
Whitney forms

In natural basis. cochain ~ 1 DoF per cell

fe We': If e=¢€ thenl else0



What about the dual basis (and

associated vector fields) in the new system?

"grounded"
2 node 0e 1 potentials

V4
tree edges

(nested trees)




What yf ﬁomofogy cf dual network

is worked out?

"grounded" "
node _V end path 1 W  for n= grounded

Ae path m
olyhedral  cbamber bdry

[surface of coedge

chambers

alternative Smith form and much,
(work from p =0 upwards) much more ...



(Jarovisiona[) Conclusions

very ssimple algebra
profusely complex geometry

only scratched the surface there
(trivial topology)

lots |eft to do!



