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Écoulements dans les milieux poreux

� Dépôt couches géologiques + compaction �
anisotropie

Variabilité de la lithologie dans l’espace
hétérogénéités

Transport-diffusion-dispersion opérateur
hétérogène anisotrope

Modélisation et simulation des écoulements
polyphasiques+transport réaction en milieu poreux :
volumes finis très employés (pétrole, hydrologie, etc)
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Avantages des méthodes de VF

� solutions constantes par maille : forme locale
respecte second principe de la thermodynamique

simples, robustes, convergentes

bien adaptées aux cadres hétérogènes isotropes

cadre anisotrope et hétérogène ? présent exposé.
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Exemple de grille pour VF
très utilisées dans l’ingénierie hydraulique et pétrolière

Rectangles
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Exemple de grille pour VF

Voronoï
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Espace discret

� ��� �� �

espace des fonctions constantes par maille

Poincaré discret diam

Estimation sur les translations
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Propriété de compacité

� opérateur d’interpolation
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VF pour pb. Dirichlet homogène

� Problème continu : trouver � � �� � �� �
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Problème discret : trouver avec

Equation discrète associée à la maille ( ):

Rmq : donne

décembre 2004 – p.13/29



VF pour pb. Dirichlet homogène

� Problème continu : trouver � � �� � �� �

avec

�
� � ��� �
�

� � ��� � �� � �
� ��� � � ��� � �� � � � � �� � �� �

� Problème discret : trouver � � � � �� �
avec

� ��� � � � � �
� �� � � ��� � �� � � � � � � �� �

Equation discrète associée à la maille ( ):

Rmq : donne
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Étude de la convergence

� Estimation:� ��� � � � � � � ��� � � ��� � �� � � � �
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Application du résultat de compacité: existe
sous-suite avec , ,
et tels que dans

pour tout
et

donc solution faible

unicité implique quand

(cv d’un gradient approché...)
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Supposons....
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Alors schéma numérique naturel :
trouver tel que
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Construction de l’opérateur - 1

� Pour chaque " � � 	, problème de Neumann
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décembre 2004 – p.18/29



Construction de l’opérateur - 2

� � � � ��� � �

�
� �� �

�	���
� 
 � �

� �� �� �

� ��� 
 � � � �
� �� � � 
 � �� 
 �� � � 
 �

�
� 
 � ��  ! �

� � " �

� ��� 
 � " �
� � � � 
 � �� � � � 
 �

$	$�$

p.p. � � � ,

�� � , � 
 à définir

propriété : dans quand
vraie quel que soit le choix de

preuve : consistance approx. de et

dans ? pas clair quand
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décembre 2004 – p.21/29



Construction de l’opérateur - 4

� synthèse : pour tout � � � � �� �

,

� � � � � � �� � �
:� � � 	 �

�
� �� �

�	���
� � � �

� �� �� �

� ��� 	 � � �
�

� � � � � 	 � �� 	 � � � � 	 �

�
� � � ��  ! �

� � " �

� �� 	 � " �
� � � � 	 � � � � � � 	 �

$	$�$

� schéma : trouver � � � � �� �
tel que

�
� ��� � � � � ��� �

�
� � � ��� � �� � �

� ��� � � ��� � �� ,

� � � � � �� �

?

non, car ,
. . .
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décembre 2004 – p.23/29



Preuve de

� estimation �
� ��� � � � �

�
� ��� � � ��� � �� donc

� � ����
�

� � �

� compacité : sous suite

� � �
�
� � � convergente vers �

�

�
� � ��� � � � � � � �
�

� �
��� �

�
� �
�

��
�

� �� � �� �

�
� � ��� � � � � � � � ��� �

�
� � ��� � ��

�
� � � � ��
�

� � �
�

� �

�
� � �� �

�
� � ��� � ��

�
� ��� � ��
�

� ��� � �� �
�

� ��� � � ��� � ��

donc solution faible ; unicité cv quand
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décembre 2004 – p.26/29



Cas anisotrope homogène

� � �
�

�

� �
�

�

�
�

� �
�

� (valeurs propres 1 et 2)

� ��� �� � � � � � � � � � �� � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �

0.01 0.1 1 10

1e-05

0.0001

0.001

Erreur en fonction de
grille

VF13 (rect.) : ordre 2 pour , ordre 1.5 pour
VF10 (tri.) : ordre 2 pour , ordre 1 pour
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Cas anisotrope hétérogène
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