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Ecoulements dans les milieux poreux

e Dépot couches géologigues + compaction =
anisotropie
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Ecoulements dans les milieux poreux

Dépot couches géologigues + compaction =
anisotropie

Variabilité de la lithologie dans I'espace =
hétérogeneités
Transport-diffusion-dispersion = opéerateur
hétérogene anisotrope

Modélisation et simulation des écoulements
polyphasiques+transport reaction en milieu poreux :

volumes finis tres employés (pétrole, hydrologie, etc)
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Avantages des méthodes de VF

e solutions constantes par maille : forme locale
respecte second principe de la thermodynamique
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Avantages des méthodes de VF

e solutions constantes par maille : forme locale
respecte second principe de la thermodynamique

e simples, robustes, convergentes
e bien adaptées aux cadres héterogenes isotropes
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Avantages des méthodes de VF

solutions constantes par maille : forme locale
respecte second principe de la thermodynamique

simples, robustes, convergentes
bien adaptées aux cadres hétérogenes isotropes

cadre anisotrope et hétérogene ? présent expose.
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Exemple de grille pour VF

tres utilisees dans I'ingenierie hydraulique et pétroliere

Rectangles
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Exemple de grille pour VF
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Plan

1. Méthodes numériques en milieux poreux

3. Application aux problemes anisotropes
4. Exemples numeriques
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Condition sur les maillages
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Espace discret

e H7(92) espace des fonctions constantes par maille
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Espace discret

e H7(92) espace des fonctions constantes par maille
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Espace discret

e H7(92) espace des fonctions constantes par maille

(de

K|Le&nt

22 g

KETUEgK ext

K|L)

UL — UK
K,$L

xKa

o — o)

UK (054
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Espace discret

H7(2) espace des fonctions constantes par maille

K]L
[ ] ( K|LZ€5 de7xL UL_UK)(UL_UK) \
U, vl = ne
+ U U
\ Kzgvffegext xK’ c )

lullir = ([, u]7)"?

Poincaré discret ||u||2q) < diam(Q) |jul|:.r
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Espace discret

H7(2) espace des fonctions constantes par maille

KyL

(de

K|Le&nt

>

[uv U]T —

lullir = ([, u]7)"?

Uy — Uk
K,$L

2. 3

\ KETO'EgKeXt

xKa

o — o)

UK (054

Poincaré discret ||u||2q) < diam(Q) |jul|:.r

Estimation sur les translations
lu(- + &) — ullfoqy < 1€ (€] + 4T |ullf 7, VE € R
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Propriéte de compacité

o opérateur d’interpolation Pr : C°(Q) — H+(Q),

0 — Pro, Pro(x) = o(zg), pp.x € K,YVK €T

lim [Pre, Prely — / (Vo(a)2dz, Yo € C(Q)
|T|—0 0
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Propriéte de compacité

o opérateur d’interpolation Pr : C°(Q) — H+(Q),
0 — Pro, Pro(x) = o(zg), pp.x € K,YVK €T

lim [Pre, Prely — / (Vo(a)2dz, Yo € C(Q)
T|—0 0O

e pour toute suite (7, um)men avec |Tp,| — 0,
[uml[1,7,, < C,

existe sous-suite et u € H () tels que u,, — u dans
L2(Q)
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Propriéte de compacité

o opérateur d’interpolation Pr : C°(Q) — H+(Q),
0 — Pro, Pro(x) = o(zg), pp.x € K,YVK €T

lim [Pre, Prely — / (Vo(a)2dz, Yo € C(Q)
T|—0 0O

e pour toute suite (7, um)men avec |Tp,| — 0,

lumll1,7,, < C,
existe sous-suite et u € H () tels que u,, — u dans
L*(Q)

e De plus pour toute suite (7, tm)men aVeC |Tm| — 0,
lumll17,, < C, etu € Hy(Q) tels que u,, — u dans

L*(Q) et pour tout ¢ € C°(Q)
im [y, Pr. @l7. = / Vu(z) - Vo(x)dx
Q

m—oQ

lim inf|wy,, Um |7, > /(Vﬂ(x))Qdaﬁ
)
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VF pour pb. Dirichlet homogene

e Probleme continu : trouver @ € HO(Q) avec

/Vu - Vou(x dx—/f ) dz, Vo € Hy(Q)



VF pour pb. Dirichlet homogene

e Probleme continu : trouver @ € HO(Q) avec
/ Vu(z) - Viu(z) doe = / f(2)o(z) dz, Yo € H)(Q)

e Probleme discret : trouver u € Hy(€2) avec

/f ) dz, Yv € Hr(Q)
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VF pour pb. Dirichlet homogene

e Probleme continu : trouver @ € HO(Q) avec
/ Vu(z) - Viu(z) doe = / f(2)o(z) dz, Yo € H)(Q)
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VF pour pb. Dirichlet homogene

e Probleme continu : trouver @ € HO(Q) avec
/ Vu(z) - Viu(z) doe = / f(2)o(z) dz, Yo € H)(Q)
e Probleme discret : trouver u € Hy(€2) avec

/f ) dz, Yv € Hr(Q)

e Equation discrete associée a la mallle K (v — 1g):

m(K|L)
_ZKd( )uL—u + Z dCIfK,

f(z)dx

e Rmq: m(K)(A7u)g = [u, 1g]7 donne —Agu = fr
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Etude de la convergence

e Estimation:
w,ulr = [ f(@)u(z) dz < || fll2@)llullz2@) PUIS
[ullr2(q) < diam(€2) [[ull1,7
donc ||ju|li, 7 < C
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Etude de la convergence

e Estimation:
u,ulr = Jq f(z)u(z) dz < |[[fllr2@)llullz2 () pUls
lull 2y < diam(®) [Jull: 7
donc ||ju|li, 7 < C

e Application du résultat de compacité: existe
Sous-suite (7, Um)meN avec |Tn| = 0, ||upm|l17, < C,
etu € H}(Q) tels que u,, — u dans L*(9)
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Etude de la convergence

e Estimation:
u,ulr = [ f(2)u(z) dz < || f|lz2)llull L2 (@) PUis
[ullr2(q) < diam(€2) [[ull1,7
donc ||ju|li, 7 < C

e Application du résultat de compacité: existe
sSous-suite (7, Um )men avec

etu € H}(Q) tels que u,, — u dans L*(9)

e pour tout ¢ € C°(Q)
[0 Pngo Tm — fQ Vu(zx) - Vgo(x)da: et

Jq f(2)Pr po(x)dz — [, f(x)p(z)dz
donc u solutlon faible
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Etude de la convergence

Estimation:

u,ulr = [ f(2)u(z) dz < || f|lz2)llull L2 (@) PUis
[ullr2(q) < diam(€2) [[ull1,7

donc ||ju|li, 7 < C

Application du résultat de compacité: existe
sous-suite (7, Um )men avec |Tp,

etu € H}(Q) tels que u,, — u dans L*(9)

pour tout ¢ € C'°(Q)
[0 Pngo Tm — fQ Vu(zx) - Vgo(x)da: et

Jq f(2)Pr po(x)dz — [, f(x)p(z)dz
donc u solutlon faible

unicité implique u — w quand |7 — 0
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Etude de la convergence

Estimation:

u,ulr = [ f(2)u(z) dz < || f|lz2)llull L2 (@) PUis
[ullr2(q) < diam(€2) [[ull1,7

donc ||ju|li, 7 < C

Application du résultat de compacité: existe
sous-suite (7, Um )men avec |Tp,

etu € H}(Q) tels que u,, — u dans L*(9)

pour tout ¢ € C'°(Q)
[0 Pngo Tm — fQ Vu(zx) - Vgo(x)da: et

Jq f(2)Pr po(x)dz — [, f(x)p(z)dz
donc u solutlon faible

unicité implique u — w quand |7 — 0
lur|lt,7 = ||Vl p2(q) (cv d’'un gradient approche...)
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Plan

1. Méthodes numériques en milieux poreux
2. Espaces discrets pour volumes finis

4. Exemples numeriques
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e probleme continu

o £-A@)C=C-A@)E VECERT, pp zEQ
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e probleme continu

o £-A@)¢=(-A)E VECER!, pp. e
e reels0 < a < gtels que
alé? <& A@)E < BIEP, VEER, p.p. z € Q
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e probleme continu

o £-A@)¢=(-A)E VECER!, pp. e
e reels0 < a < gtels que
alé? <& A@)E < BIEP, VEER, p.p. z € Q

o trouver u € H3(Q) tel que

/A( Wa(x) - Vo(ax daz—/f z)dz, Vo € Hy(9)
Q
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Supposons....

o il existe un opérateur discret Vo : H7(Q) — L?(Q)?
tel que pour tout ¢ € C°(N2), alors
VrPro — Ve dans L?(Q) quand |[7| — 0
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Supposons....

o il existe un opérateur discret Vo : H7(Q) — L?(Q)?
tel que pour tout ¢ € C°(N2), alors
VrPro — Ve dans L?(Q) quand |[7| — 0

e pour toute suite (7, Um)men avec |T,,| — 0 et
lumll17,, < C, um — u € Hy ()
VT Uy, — Vu dans L2(Q)¢
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Supposons....

il existe un opérateur discret V- : Hy(Q) — L*(Q)?
tel que pour tout ¢ € C°(N2), alors
VrPro — Ve dans L?(Q) quand |[7| — 0

pour toute suite (7, Um)men aVeC [T,| — 0 et
lumll1,7, < C, um — @ € Hy(Q)
VT Uy, — Vu dans L2(Q)¢

Alors schéma numérique naturel :
trouver u € Hr(2) tel que

/A(:L’)Vfru(x).vfrv(x)dx:/f(x)v(x)dx,
Q Q
Vv € HT(Q)
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Construction de I’opérateur - 1

e Pour chaque ¢ € £k, probleme de Neumann

m(o)

( Awg »(x) = (k) PPz €K

{ | 1Ipp.zeo
VWwg () g = { Op.p.z€0 #0

N
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Construction de I’opérateur - 1

e Pour chaque ¢ € £k, probleme de Neumann

( Awg »(x) = II::((;()) p.p. z € K
\ | 1Ipp.zeo
\ VUKo (Z) - Do = { Op.p.z €’ #0o
( Z (L _uK)VwK,mL(fE) \
i d(zgk,zL)
o Vryu(x)=| "
\ +ae§ext domo) V) )

p.p.z € K,VK €T
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Construction de I’operateur - 1

e Pour chaque ¢ € £k, probleme de Neumann

( Awg ,(z) = :nn((;()) p.p. z € K
\ | 1Ipp.zeo
\ VWKo(T) DKo = { Op.p.z €’ #0o
( Z (L _uK)VwK,mL(fE) \
N S d(zk,zr)
- VTU’(I) — SVK 0 — UK
\ +ae§ext d(zx,0) Vel )

p.p.z € K,VK €T

e Rmq: Vwg , généralise fonctions de R-T, difficiles a
exprimer en dehors de triangles et rectangles, mais

on a /K Vug s(z)dz = m(o)(Ty — Tk)
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Construction de I’operateur - 2

e V+u
Tu(w )( KL )
: Z d(zx, zz) (ur — uk)(@K|L — Yk) \
wE) | Lo om0
T ot w

p.p. z € K,VK c T, yx a définir



Construction de I’operateur - 2

e Vru
rula >( . ]
1 Z d(zx, 21) UL—UK)(ZEML—Z/K) \
W) | 4 S M) o
\ +a€§e}{t d(fEK,O') (O K)( o yK) )

p.p. x € K,VK € T, yx a definir

o propriété : V- Pro — Vo dans L?(Q)¢ quand |T| — 0
vraie quel que soit le choix de (yx)xer
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Construction de I’operateur - 2

e V+u
rulz >( .
1 Z d(zx, 21) UL—UK)(ZEML—Z/K) \
a) | N m@)
\ Z Taeo) 0

p.p. z € K,VK € T, yx a définir

o propriété : V- Pro — Vo dans L?(Q)¢ quand |T| — 0
vraie quel que soit le choix de (yx)xer

e preuve : consistance approx. de Vgp -n et

/8:1:‘ dz = 6;;m(K Zm -Ng o
K

o€k
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Construction de I’operateur - 2

Vru(r) =

1 LEVK xK’ xL
m m() — UK )Ty —
\ +a€gZK,eXt d(fEK,O') (O K)( o yK) )

p.p. z € K,VK € T, yx a définir

propriété : V-Pro — Vo dans L*(Q)¢ quand |7T| — 0
vraie quel que soit le choix de (yx)xer

preuve : consistance approx. de Vgp -n et

/8:1:‘ dz = 6;;m(K Zm -Ng o
K

o€k
V. u, = Vu dans L?(Q)¢ ? pas clair quand yx = Tk
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Construction de I’opérateur - 3

o Viyu(zr) = KD
s ( Lg‘;K d(ﬁ()ﬂ() ()UL —ug )Yk — TK) \
w6 (0 — ug)(yo — =
\ +UEgZK’eXt d(il?K,O') (O K)(y(T K) )

p.p. x € K, VK € T, (Ys)sece a deéfinir



Construction de I’opérateur - 3

Vryu(z) = 1L
| ( L§EVK: d($K7 CEL() ()’LLL — UK)(yK|L — QZK) \
m(K) M) 10— 4
L O )

0.p. v € K, VK € T, (Yo )secec @ définir

propriéte : pour toute suite (7, Um )men avec
Tm| = 0¢€t |lup|i7, £C,um = u € Hi ()
V1. un, — Vu dans L?(Q)?

vraie quel que soit le choix de (y,)see
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Construction de I’opérateur - 3

Py = (K|L)
s ( Lg‘; d(ﬂ()ﬂ() ()UL —ug)(Yk|L — TK) \
m(K) ) (0 — ug)(yo —

0.p. v € K, VK € T, (Yo )secec @ définir

e proprieté : pour toute suite (7, Um)meN aAVeC

Tm| = 0 €t |Jum|l1,7, < C, um — @ € Hy(Q)

V1. un, — Vu dans L?(Q)?
vraie quel que soit le choix de (y,)see

e preuve : orthogonalité K|L et (zx,zy) et
regroupement par aréte
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Construction de I’opérateur - 4

o synthese : pour tout v € Hy(Q), Vyu € Hy(Q)¢ :

[y m(K’L)) (ur, — i) @xs, — o)

d(zg, 2L
K




Construction de I’operateur - 4

o synthese : pour tout v € Hy(Q), Vyu € Hy(Q)¢ :

VT’LLK:
m(K|L) _
1 ( L§K d(xK,CEL)(UL — uk)(TK|L — TK) )
m(K) m(o) e
\ —|—UE€ZK’X1: d(ija)(O K)(To K) )

e schéma : trouver u € H(Q) tel que

/ Az)Vyu(z). Vyu(r)de = / f(x)v(x)de,
Q Q
Yv € Hr () ?



Construction de I’operateur - 4

o synthese : pour tout v € Hy(Q), Vyu € Hy(Q)¢ :

VT’LLK:
m(K|L) _
1 ( L§K d(xK,CEL)(UL — uk)(TK|L — TK) )
m(K) m(o) e
\ —|—UE€ZK’X1: d(ija)(O K)(To K) )

e schéma : trouver u € H(Q) tel que
/ Az)Vyu(z). Vyu(r)de = / f(x)v(x)de,
Q Q
Yv € Hr () ?

o , Cal C||u||L2(Q) < ||V7"LL||L2(Q)d, VT, Yu € HT(Q)
= C=0...
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Schéma VF pour op. elliptique
e trouver u € Hy () tel que
/ () — eI - s il =

/ f(x)v(x)dx, Vv € H ()
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Schéma VF pour op. elliptique
e trouver u € Hy () tel que
/ () — eI - s il =

/ f(x)v(x)dx, Vv € H ()

e expression du flux obtenue avec v = 1g

a(ug — ur)+
Fgr = drg;(K'xL)) ( AL(Tgp —zr) - (V7u)r )
A —Ak(Tg|L — k) - (VTu)k

Ag = (K /K(A(x) — al)dz



Schéma VF pour op. elliptique
trouver u € Hr(Q2) tel que
/ () — eI - s il =

/ f(x)v(x)dx, Vv € H ()

expression du flux obtenue avec v = 1

a(ug — ur)+
Frr = m(K|L) Ap(Tgir —zr) - (Vru)L
d(zgk,zL)

—Ak(Tg) —2k) - (VTu)k

Ag = (K /K(A(x) — al)dz

Propriété : ur — u dans L?(Q)) et Vyur — Vu dans
L2(Q)d
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Preuve de ur — w

o estimation afu, u]y < / f(2)u(z)de donc [ull,r < C
Q
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Preuve de ur — w

o estimation afu, u]y < / f(2)u(z)de donc [ull,r < C
Q

e compacité : sous suite (u.,)mnen CONVergente vers u
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Preuve de ur — w

o estimation afu, u]y < / f(2)u(z)de donc [ull,r < C
Q

e compacité : sous suite (u.,)mnen CONVergente vers u
o [ (A@) = aDVr, un(2)- V7, Pr o) -
Q

/Q (A(z) — ol)Vii(z). Vo(z)dz

alum, Pr,, @17, —>a/V’u ).Vo(z)dz

/f \Pr. oz dw—>/f
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Preuve de ur — w

estimation afu, u]y < /Q f(2)u(z)da donc |l 7 < C
compacité : sous suite (u.,)nen CONVergente vers u
/Q (A(@) — D)V 1 (2). V7 Pr o(z)dz —

/Q (A(z) — ol)Vii(z). Vo(z)dz

alum, Pr,, @17, —>a/V’u ).Vo(z)dz

/f \Pr. oz dw—>/f

donc w solution faible ; unicité = cv quand |7| — 0
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Preuve de V1 u,, = Vu

e lim inf/Q(A(a:) — o)V um(x) - Vo, tum(x)de >

m—0o0

/Q(A(a:) — al)Vu(zx) - Vu(z)dx



Preuve de V1 u,, = Vu

e lim inf/Q(A(a:) — o)V um(x) - Vo, tum(x)de >

m—0o0

/Q(A(a:) — al)Vu(zx) - Vu(z)dx

o lim [Um, Um|T, = L(Vﬂ(x))2dx

m—0oQ0



Preuve de V1 u,, = Vu

e lim inf/Q(A(a:) — o)V um(x) - Vo, tum(x)de >

m—0o0

/Q(A(a:) — al)Vu(zx) - Vu(z)dx

o lim [Um, Um|T, = L(Vﬂ(x))2dx

m—0oQ0

o [ (Vruml) = V7, Pr,g()ds <

C (um(z) = Vo, Proolhz)



Preuve de V1 u,, = Vu

e lim inf/Q(A(a:) — o)V um(x) - Vo, tum(x)de >

m—0o0

/Q(A(a:) — al)Vu(zx) - Vu(z)dx

o lim [Um, Um|T, = L(Vﬂ(x))2dx

m—0oQ0

. / (Vo um(z) — V. Pr o)) ’de <
0
2
C (llum(z) = V1., Pr.elh )

e lim sup/ (V. um(z) — V7. Pro(z))*dz <
Q

m—r0o0

U — X 2 X
C /Q (Vii(z) — V(z))d



Preuve de V1 u,, = Vu

lim inf/Q(A(a:) — o)V um(x) - Vo, tum(x)de >

m—0o0

/Q(A(a:) — al)Vu(zx) - Vu(z)dx

m (U, U7, = L(Vﬂ(x))2dx

m—0oQ0

/ (Vo um(z) — V. Pr o)) ’de <
0

2
C (llum(z) = V1., Pr.elh )

lim sup / (V1 um(2) — V7, Pr0(x))*dz <
Q

U — X 2 X
C /Q (Vii(z) — V(z))d

¢ — u (preuve reste valable quand A = al)
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Plan

1. Méthodes numériques en milieux poreux
2. Espaces discrets pour volumes finis
3. Application aux problemes anisotropes
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Cas homogenes Isotropes

e Laplacien, maillage uniforme rectangles
VF4 : ordre 2 sur u, ordre 1 sur Vu (EGH 00)
VF13 : ordre 2.5 sur u, ordre 1.5 sur Vu, (o« = 1.5)
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Cas homogenes Isotropes

e Laplacien, maillage uniforme rectangles
VF4 : ordre 2 sur u, ordre 1 sur Vu (EGH 00)
VF13 : ordre 2.5 sur u, ordre 1.5 sur Vu, (o« = 1.5)

e Laplacien, maillage regulier triangles
VF4 : ordre 2 sur u, ordre 1 sur Vu (EGH 00)
VF10 : ordre 2 sur u, ordre 1 sur Vu

décembre 2004 — p.26/2



Cas anisotrope homogene

L.5 0.5
o A= ( 0F 15 ) (valeurs propres 1 et 2)

w(z(L), x(2)) = z((1 — x(l))x(2)(1 _ 5,;(2))
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Cas anisotrope homogene

L.5 0.5
o A= ( 0F 15 ) (valeurs propres 1 et 2)

w(z(L), x(2)) = z((1 — CI;(l)):,;(2)(1 _ 33(2))

Erreur en fonction de o
grille 25 x 25
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Cas anisotrope homogene

L.5 0.5
o A= ( 0F 15 ) (valeurs propres 1 et 2)

w(z(L), 33(2)) = z((1 — x(l))x(2)(1 _ a;(2))

Erreur en fonction de o
grille 25 x 25

VF13 (rect.) : ordre 2 pour u, ordre 1.5 pour Vu
VF10 (tri.) : ordre 2 pour u, ordre 1 pour Vu
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Cas anisotrope heterogene

o A(z) = ( 13 1% ) dans repere (r(x), 6(x)),

p(x) = In(|x|), origine extérieure au domaine



Cas anisotrope hetérogene

o A(x) = ( 18 1% ) dans repere (r(x), 6(x)),

p(x) = In(|x|), origine extérieure au domaine
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Cas anisotrope hetérogene

2 10
), origine extérieure au domaine

e Alz)= ( 102 ) dans repére (r(z), 0(z)),

p(z) = In(|z

e VF13 (rect.) : ordre 2.07 pour u, ordre 1.65 pour Vu
VF10 (tri.) : ordre 2.02 pour u, ordre 1.3 pour Vu
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Conclusions

e schéma VF pour problemes anisotropes
hétérogenes
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Conclusions

e schéma VF pour problemes anisotropes
hétérogenes

e convergence, estimation d’erreur
e applications aux écoulements en milieu poreux
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