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1-Volumes finis de Petrov-Galerkin

Cette méthode repose sur une formulation en élements finis mixtes de
Petrov-Glerkin et s’appuie sur la construction d’'une base duale de
Raviart-Thomas par minimisation par moindres carrés. On est

ramené a la détermination des flux sur les bords des mailles.
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e Eléments finis mixtes.

Dans un premier lieu on considére le probleme de Dirichlet homogene.

p=Vu dans
< divp+ f =0 dans
u=0 sur 0}

—Au=f dans
u=0 sur 0N

Formulation variationnelle :

(u,p) € L2 (Q) x H (div, Q)
(p, q) + (u,divqg) =0 Vg € H (div, Q)
(divp,v) + (f,v) =0 Vv € L?
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e Discrétisation des éspaces fonctionnels.

On se donne un maillage 7 de  de triangle K (K € T?2), d’arétes a
(a € T1) et de neuds S (S € 7).

Soit L2 (Q) I'espace d’approximation Py de dimension fini de L? (),
soit H, (div, ) I'espace d’approximation RTy de H (div, Q).

e Fonctions de base de Raviart-Thomas.

1
m(m—W), zeK
1
(@)= - (p_
Pa (2) 2|L|(I E), =z€elL

0 atlleurs
e € H (div, Q)
Jy Ya-npds = dap  Va,be Tt
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e Volumes finis de Petrov-Galerkin.

Idée : Construire un espace fonctionnel H? (div, ) généré par des
fonctions vectorielles ¢, a € T' duales des fonctions {apa, a € 7'1}
base de H, (div, ).

Remplacer H(div, Q) par H}(div,) dans la premiere équation de la
formulation variationnelle.

Formulation variationnelle :

(ur,pr) € L2 (Q) x H, (div, Q)
(pr,q) + (ur,divg) = 0 Vg € H} (div, Q)
(divp,,v) + (f,v) =0 Vv € L2
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e Construction d’une base duale représentée dans H (div, 2) des
fonctions de base de Raviart-Thomas pour une aréte intérieure.

(H1) : ¢f € H(div,Q) VbeT!
(H2) : (Pa,p}) =0ap Va,beT!
(H3) : divpy € L7 (Q)  Yoe T
Pour chaque face intérieure a = (SN),
v(S,NCKULUMUPUQUR
(H4) = supp(psy) Cv(S,N)

Mohamed-Mahdi TEKITEK —)




Comme p € H, (div, Q) donc on peut I'exprimer dans la base de
Raviart-Thomas. p =3 .1 Paa-
On écrit faiblement p = Vu :

/p(p,‘;dx:/prde:/ wpy.nds — Z uK/ vy -nds
Q Q Av(S,N) K

Kev(S,N)
d’autre part /pga;,‘dx =pp = /Vu.nbds
Q b
Méthode de volumes finis : /Vu.nbds =— Z uK/ ©vp-nds
b Kev(S,N) 0K
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e Conditions nécessaires sur les fonctions de bases duales.
On pose:

n= / (pgN.TLSNdS,
N
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a= Ysn-neNds, B= / vsn-nNwds,
N NW

fyzf Ysn-nwsds, (55/ Yen-nseds,
WS SE

Flux normal de Vu sur une aréte intérieure b = (SN)
/ Vu.npds = n(ur — ug) + a(upy — ur)
b=SN
+B(up —uk) +y(ug —uk) + d(ur — ur)

Les relations d’orthogonalité impliquent (F, Dubois, FVCA 2002) :

nﬁ—l—am—kﬁﬁ—k'ﬂ@—i—&ﬁ ‘SN|TLSN
WTWLVA + GPB.EB + 7KG.FO + STRIVD = 35N jnsw. (01, + OF)
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e Heristique : méthode de minimisation par moindres carrés.

Idée : minimiser les termes extradiagonaux de la matrice globale de
discrétisation pour tenter d’obtenir des propriétés de positivité de la
matrice.

On cherche 1 qui minimise

10 = (B R+ (3150 (07 + OF) )

Puis on cherche «, 3, v et § qui minimisent

s 3+ (3) () ()

sous contrainte ,  étant fixé par la précédente minimisation.
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e Premier test de I’algorithme (S. Borel, 2002).
Le schéma de volumes finis est bien défini pour les arétes intérieures
(a € T}) du maillage. Pour tester algorithme, on utilise une idée des

mailles fictives proposer par C. Le Potier.

Maillage 7 du domaine 2  Mailles fictives Maillage total

On impose alors les conditions aux limites sur les mailles fictives.

Ainsi toute les arétes du maillage T sont intérieures.
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e Algorithme.

On va remplacer le probleme
615’11,

p
u(t =0)

u

initial par le probleme suivant :

= divp dans

= Vu dans
= wug dans
= 0 sur  0f,

qui calcule la solution u du probléme initiale sans inverser

directement la matrice de discrétisation globale.

On utilise un schéma d’Euler
temps, qui est stable.

explicite pour la discrétisation en
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Expression de 'algorithme :

ut —

meS(K)KTK = Z Vu™.nads = [na(ulq — k)
acAg v’

+aa(ugla - UZa) + ﬂa (U‘T}L’a - uTIL(a) + Ya (u(nga - unKa) + 6“(”%& - u%a)]

Remarque : Le schéma est linéairement exact, c’est a dire que si on
prend une solution w affine alors I’expression du gradient est exact.
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Premiers résultas numériques :
1°" cas test : solution affine
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A gauche, interpolé de la température exacte u(z,y) = 2z + y, & droite, interpolé de la température

calculée & t=1.11.
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2¢™€ cas test : solution polynomiale de degré 4

A gauche, interpolé de la température exacte u(z,y) = z(1 — z)y(1 — y), a droite, interpolé de la

température calculée a t=1.01.
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2-Explicitation des conditions limites :

Si ’aréte n’est pas intérieure.

aréte (S, N) qui touche le bord aréte du bord (S, N) C 092

Un graphe de dépendance (stencil) moins riche.
De l'information en plus sur le bord 99).
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On introduit les notations suivantes :

Condition de Dirichlet : 75 ={a € T!,acTp}
Condition de Neumann : Tt = {a € T',a C 'y}
Aréte semi-bord :Td = {a e THa¢ TAUTAUTL}
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e Conditions limites de Dirichlet 9Q =T'p

p=Vu dans

—Au=f dans
< divp+ f =0 dans

u=g sur I'p
u=g sur

Onape H; (div,Q), donc p =3 .1 PaPa-
On écrit faiblement p = Vu

I'p

/p(p;:dac:/prZda::/ upp.nds — Z uK/ pp-nds
Q Q au(b) oK

Kev(b)
avec b = (S, N)
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On va adapter les fonctions duales ¢;
e Cas d’une aréte b = (S, N) qui touche le bord b € TJ :

15 ¢ [ ginasds=0 a€Th anw0) £ 2,

a

a=(W,S)
approximation affine de u sur le bord :
u(s) =1+ s G(0) + O(s?).
Ug =1 [ g(s)ds
/ wpgy nwsds =
ws

ﬂws/ Psn-nwsds + G(0) / Psn-nws sds = Yuws
ws ws
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/p(p,’;da::/Vugo,’;da::'yHWg— Z uK/ vp-nds
Q Q oK

Kev(b)
= [n(ur —uk)+a(upy —ur)+B(up—uk) +v(Uws —ux)+d(ur —ur)]
or

/pﬂﬁzdif = Z pa/ Yappde =pp = /Vu.nbds
Q Q b

aeT?!
d’on

/qu.nbds =[n(ur —uk) a(uy —ur)+ Bup —uk)

+y(Uws —uk) + d(ur — ur)]
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L’hypothese H5 revient a étudier la limite des relations
d’orthogonalité lorsque le point C tend vers (W, S).

Cela revient a rajouter un degré de liberté sur le milieu des arétes du
bord T'p.
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I reste & déterminer les différents flux de ¢} lorsque b = (SN) € T2.

Dans les cas ol on a un triangle @ en moins, on perd deux relations
d’orthogonalité.
Conditions nécessaires sur les flux de la fonction ¢j.

nKL + LM + BKP +vKQ + 0LE = |SN|nsy

On a perdu la relation scalaire supplémentaire entre les 5 flux.
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e Méthode de minimisation par moindres carrés.

On cherche 1 qui minimise

1= (s )

Puis on cherche «, 3, v et § qui minimisent

vesna=(5) + () + ) < ()

sous contrainte , ) étant fixé par la précédente minimisation.
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e Dirichlet avec deux triangles en moins.

B A

H5 fwscpz‘sm.nwssds:ﬂ, fEscpz‘SN).nEgstZO

/Vu.nbds =[n(ur —uk) +a(um —ur)+ Blup —uk)
b

+y(uws —uk) + 6(ugs — ur)]
avec Tws = 15 Jis 9(5)ds, Ups = g5 [ns 9(s)ds
CN:
nﬁ+am+ﬂﬁ+’y@+6ﬁ: |SN|nsn
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e Cas d’'une aréte b= (S, N) du bord I'p, b€ T} :

H5 : [gn ¢{snynsn sds=0.
Calcul du flux :

/qu.nbds = [n(@sy — uk) + Blup — ux) +v(ug — uk)

avec Uns = w5 [ng 9(8)ds.

C.N:
nﬁ-ﬁ-,@ﬁ—}—’ym = |SN‘TL5N
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Résultats numériques :
e Le domaine € est un carré maillé en triangles quelconques :

'\ '\
VAVAVAVAVAVa
SIS
A A
D VAYAVAVAVAVAVAYANY
2 NMAVAVAVAVAY;
NSSREY
]

Vabar

N

2

NNNNNNNNNNNNT

AN
avav

AVAVAVAVAVAYAY

14>

VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN

/|

%4
ﬁb

KPOER
7
AN
K] N
‘?is
G
%
%
<P
N
ot

ANAVAVAVAVAVAN!

N
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAY

TAY

Ay
g
2

K
A
%
N
N
PR

VAVAVAVAVa)

>
‘ﬁ%%q
SNSRI
N ZANANAVAVAN AN

SVAVAVAVAVAVAVAYAN
VAVAVAVAVAVAVAYA

N
A

N

V)
AVAVAVAVAVA

Va)
V4

%
%
%)
i
%
%
%)

K
Vi

S
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA

INININININININININTN
AYAVAVAVAVAVAVANAN
NNNNNNN

2D
&
<l

VL

V)

vay

VAVAVAVA ‘h
(VaVAVAVAVAVAVAVAVAS
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY(N
BN NNNANNAN VNN
YAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA "S>
SVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAYAN
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA

NNNNNNNNNNNN,
N

S

i
Y

&

Mohamed-Mahdi TEKITEK —)




Err 12 :<

Err (L™)

Kee,

Erreurs calculées :

1/2
Z mes (K) |Num (K) — Ezacte (K) |2>

=mazgee. |Num (K) — Ezacte (K) |
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e 1°" cas test : solution affine u(z,y) = 2z + y.

m—m erreur 12 avec Dirichlet
erreur 12 avec mailles fictives

log(erreur)

e e T

0 1 2 3 4
temps

Comparaison des courbes d’erreurs £2 pour le cas ou on tient compte
des conditions de Dirichlet et le cas ou on utilise les mailles fictives.
Les courbes d’erreurs indiquent une erreur de l'ordre de l'erreur
machine. On retrouve le fait que le schéma est exact pour une

solution affine.
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e 2°™€ cas test : solution polynomiale de degré 4 :
w@,y) = (1 - z)y(1 —y)

In(erreur)

0.0
erreur 12 avec mailles fictives
4—a erreur 12 avec Dirichlet
20 —— droite de regression

In(1/h)

Convergence £2 : ordre 1.7

In(erreur)

erreur Linf avec mailles ficitives
=—a erreur Linf avec Dirichlet
droite de regression

-10.0
0.0 1.0

In(1/h)

Convergence L™ :

20

ordre 1.5
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e 3°™€ cas test : solution en produit de sinus :

u(z,y) = sin(mz) * sin(rz)

In(erreur)

-2.0
erreur 12 avec mailles fictives
+— erreur 12 avec Dirichlet
droite de regression
-4.0

-8.0

0.0 1.0 20
In(1/h)

Convergence ¢2 : ordre 1.8

3.0

In(erreur)

-2.0
erreur Linf avec mailles fictives
e—eerreur Linf avec Dirichlet
-30 droite de regression
-4.0
-5.0
~N
-6.0 ™~
-7.0
-8.0
0.0 1.0 2.0
In(1/h)

Convergence L : ordre 1.7

3.0
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Conditions limites de Neumann 6Q =Ty
(M. Tekitek, 2003).

p=Vu dans
—Au=f dans Q

u o divp+ f=0 dans

—=h sur Ty ou

on — =h sur Ty
on

Silaréte b € T3 avec Th = {a € Tt,a C Ty}

fpom= 5= [r=r
pmy= | 5-= [ h=D
b b On b ’
On a alors la déomposition suivante de p dans H, (div, Q) :

P= Y, Paat Y Doto

aeT!\7x beTy
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e Flux de gradient u & travers une aréte b = (SN) € 7.

tenir compte de p,.
Jopepda = fBu(b) uppnds — 3 ke, ) UK Jox @3 -nds
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e Hypotheses sur les ¢} avec b= (SN) € 7d.

(H1) : ¢} € H (div, Q)

(H'2) : (pa,95) = Jq ¥as Ppdz = dap
donc (¢q, ¢4) = Jq ¥a pyda # 0

(H3) : divy; € L2(Q)

(H4) : idem pour ¢}

(H'5) :9fmg=0

Vb e Tg

Va € TN\7}

a priori poura € T}\,
Ve T!

Vb e T

Va € T
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e Cas d’un triangle manquant :
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/ ppyde
Q

or

/WZdw: § pa/soasodeJr E ﬁa/¢a¢2dw=pb+7ﬁws
Q Q 1 Q
a€Ty

aeTI\7}

Db =Y qert Pa fy Pa-meds = [, Vu.nyds

= [n(ur —ux) + a(uy —ur) + Blup — ux) + 0(ug — ur)]




Le flux est donné par :
/Vu.nbds = [n(ur—ur)+a(up—ur)+B(up—uk)+d(ur—ur)|—7 Pwg
b

avec Piys = [iys M(s)ds
Conditions nécessaires :

@§3+aﬁﬁ+ﬁﬁﬁ+ﬁﬁ)§ﬁ: 2K]|

N SN

SN SN2

iy [0+ T+ 4T+ T) ] o3 (1- TR, 53 ) =1

Idée : on va utiliser la méthode de minimisation par moindres carrés
sous contraintes pour déterminer 7,a, v, J et 3.

Le schéma est linéairement exact.
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e Cas de deux triangles manquants :

avec pyyg = fws h(s)ds, Pes = fEs h(s)ds
Conditions Lé)cessaires Co
(nﬁ +aLM +,Bﬁ) SN _ 2K (5 — 5)

SN

5% [(nﬁ+am+ﬁﬁ) x| +3 (1+(E7\7+W)_ 57\/2)

S
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Conditions limites mixtes
B

fES pp-nessds =0
Joews,ppde =7 #0

wz.nws =0

Le flux est donné par :

=
3|
I
19}

/qu.nbds = np(ur—uk)+a(upy—ur)+B(up—uk )+d(usp—urL)]—

avec

Pws = fws h(s)ds: UES = E% fEs g(s)ds
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Conditions nécessaires :

(nﬁ+aLM+,B?+6L_R>) ?}N _2Axl,

SN

SN2

iy [0+ a0+ 61+ 5T) ] o3 (1- W3, 53 ) =1

Théoréme :

La méthode est linéairement exacte. Ceci siginfie que le calcul du
gradient est exact si les degrés de liberté sont ceux d’une fonction
affine.
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3-Application avec une diffusion anisotrope

On se donne un champ de matrices D(x) symétriques définies

positives (olt z € ), 2 un domaine borné de R? et f € L2(Q).

<
u=20 sur 00

p(z) = D(z)Vu(z) V ze€Q
divp(z) + f(x) =0 V 2€Q
u=0 sur 00

Formulation variationnelle :

{ _div(D(2)Vu(@)) = f(z) ¥ z€Q

(u,p) € L% (Q) x H (div, )
(p,q) + (u,div(Dtq) = 0 VD'q € H (div, Q)
(divp,v) + (f,v) =0 Vv € L?
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e Construction de nouvelles fonctions de base duales.

—=
N

C D
(H1) : ¢f € H(div,Q) Ybe T!
(H2) - (D—%%,D—%g@g) — 6. Vabe T
(H3) : dive; € L2 () Ve Tt

Pour chaque face intérieure a = (SN),
v(S,N)CKULUMUPUQUR
(H4) = supp (psn) Cv (S, N)
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p € H(div,Q) alorson a: p=73 . 1 Pa¥a

DVungyds = / p-nsnds = Psn.

SN SN

/Q]ll)_1¢§pq:: j{: pa.lg‘pal)_1¢gbl

aeT?!

_1 1,
= Zpa/D 2paD" 205y = PsN-
Q

aeT?!

/p.D71<p:§N:/DVu.D71<p*SN
Q Q

- Z UK DDk y.nds
Kev(SN) 0K

=n(ur —ug) + a(uy —ur) + flup — uk)

+v(ug — uk) + 0(ur —ur)
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On a alors la décomposition suivante du flux de gradient u :

DVumngnds = [n(ur, —uk) +a(um —ur) + Blup —uk)
SN

+’Y(ﬂw5 - uK) + 5(UR — uL)]

Il reste a déterminer les différents flux n, a, 3, < et surtout trouver
les conditions nécessaires entres ces flux qui découlent de I’hypothese
(H2) d’othogonalité.
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4-Conclusions et perspectives

e Le schéma proposé pour les conditions limites de type Dirichlet
donne des résultats satisfaisants.

e On a proposé un schéma pour les conditions limites de type

Neumann, mais il reste encore a le tester numériquement.

e Possibilité d’appliquer cette méthode a des problemes de type
elliptique, avec des tenseurs.

e S’intéresser a la limite de stabilité du schéma, et & 'amélioration

de la méhode de minimisation par moindres carrés.
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