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Contexte et objectif

Effets de raréfaction/confinement d'un écoulement de gaz

m Paroi solide en xy de normale n
m Uy et Ty : vitesse tangentielle et température de la paroi

m Vitesse de glissement du gaz a la paroi

&%u
Ox0x

ugip = u(xw) — Uy = G Kqan % + G Knn:

xw xw

m C; et G, sont les coefficients de glissements

m Saut de température 3 la paroi

B  D+2K, OT
7—Jump - T(XW) - TW == TH?,” a

xw

m D : Dimension de I'espace
m P, : Nombre de Prandlt

m Dans la limite hydrodynamique (K, — 0) : usiip — 0 et Tjymp — 0

3/36



Contexte et objectif

Coexistence de plusieurs régimes d'écoulements

Plusieurs régimes d’écoulements peuvent coexister au sein d’'un méme domaine

m Pour des raisons géométriques de confinement : plusieurs tailles caractéristiques L

m Pour des raisons thermodynamiques : variations de A

L,

)\:CteetL1>L2:>K,,1<K,,2
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Contexte et objectif

Coexistence de plusieurs régimes d'écoulements

Plusieurs régimes d’écoulements peuvent coexister au sein d’'un méme domaine

m Pour des raisons géométriques de confinement : plusieurs tailles caractéristiques L
m Pour des raisons thermodynamiques : variations de A

To

Ps = Mg

>
&

h
>

Pe = nekBTO u Ps = nskBTO
Ty
L'>L

1 .
)\—E:>5|n\ alors A 7
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Contexte et objectif

Coexistence de plusieurs régimes d'écoulements

Plusieurs régimes d’écoulements peuvent coexister au sein d’'un méme domaine

m Pour des raisons géométriques de confinement : plusieurs tailles caractéristiques L

m Pour des raisons thermodynamiques : variations de A

Les deux effets peuvent se cumuler
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Présentation de la méthode

Choix de la description et de la méthode

m Equation de Boltzmann, car valide pour tout K,

of

ot

m f(x,v,t) : Fonction de distribution a une particule
m g = F/m : Accélération extérieure ou de champ moyen

of
] (—) : Effets des collisions entre particules sur f
ot coll

m L'opérateur de collision BGK sera retenu pour sa simplicité

of I Y
<a>coﬂ_ T(f )

m (x, v, t) : Fonction de distribution d'équilibre de Maxwell-Boltzmann
m 7 : Temps de relaxation de f vers I'équilibre f¢9. Il dépendra localement de la densité p
et de la température 6 du gaz

90\ 7%
(p,0) = 02 (—0) , p€[05,1]
p \ 6
m Représente un gaz de viscosité cinématique v = 07 et de diffusivité thermique
a = 01 en régime hydrodynamique (K, = L/7cs < 1072)

~
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Présentation de la méthode
Equations résolues

of 1 eq
E‘i’vvxf‘i‘gvvf* T(f f )

m Distribution d'équilibre de Maxwell-Boltzmann

p(x, t) (v —u(x, 1)
(27 6(x, t))0/2 &P (_ 20(x, t) )

m f et £ partagent leurs trois premiers moments :

Densité:p:/fdv:/feqdv
Impulsion:pu:/vfdv:/vfeqdv

Energie Totale:Dp0+pu2:/v2fdv:/v2feqdv

F(x, v, t) =

m Conditions aux bords de Maxwell sur les parois solides

m Conditions aux limites sur les bords ouverts d'un domaines d’intégration
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Présentation de la méthode

Méthode de résolution

Projection sur la base des polynémes d'Hermite

m Développement explicite de £¢7 & un ordre limité (ordre 2 ou 3 en pratique)
m Développement implicite de f selon I'ordre de la quadrature

Quadrature de Gauss-Hermite pour le calcul des moments de f
m Induction de la discrétisation de |'espace des vitesses : discrétisation de f

Splitting en temps des opérateurs de transport et de collision
m Induit un temps de relaxation discret 74 = 7 — dt/2

Discrétisation réguliére de I'espace

Transport
m Splitting d’espace
m Schéma limiteur de flux

m Accélération extérieure g appliquée lors des collisions par modification de
£ (u) — £*(u + gp/7)
m Conditions aux limites (2 types)

m Conditions aux bords de Maxwell avec accommodation totale
m Conditions aux limites pour les frontiéres ouvertes

m Densité (p) constante, température (6) constante, pression (p = pf) constante etc.
m Extrapolation de Richardson pour les champs libres
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Présentation de la méthode

Projection sur la base des polynémes d'Hermite

m Les fonctions de distribution f et £ sont développées sur la base des polynémes
d'Hermite HLG"] a des ordres respectifs N et N/

a,,(x t)

Fx,v, t) = wi®l(v) S 2052 qll(y)

n=0
S (. 1)
eq _ . [60] X, [60]
Fx, v, t) = w (v);0 T ()
m Avec wlfl(v) = 1/y/2700 exp (—v?2/260)

m Les coefficients a, et a3 sont les coefficients d'Hermite des développements
m lIs sont donnés par la relation d’orthogonalité des polynémes d'Hermite généralisés :

an(x, t) = 90/ f(x,v, t)H[9°](v) dv

a%(x, t) = 08 / Fea(x, v, t) HIP (v) dv
— 00

m lls sont essentiellement les moments de f et 9
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Présentation de la méthode

Fonction d’équilibre tronquée

N g
fita e, v, 1) = wel(v) 30 068 g

pr n!
Al =p HE,Q"](V) =1
a’ = pu HY®l(v) = v /6o
a5 = pu® + p (0 — o) HY(v) = v /05 — 1/66
ay =pu®+3p (0 —bo)u Hg0°](v): V30§ —3v /63

ﬁ=wﬁmxﬁ%wwmpﬁ+w
0

W)

£9 — wli%l(y) (1+ﬂ+(uv)2+(6—90) (‘ﬁfl),’i)

90 293 200 90 200

2 0 —6o) (V3 u?

£e9 [60] 1 uv (UV) ( 0 1) - =
s =W I+ 5 00 (% 200

(uv)3_ Q (6 — 6o) uv2_
ez e T 22 \ 6 oYY
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Présentation de la méthode

Quadrature des moments/Discrétisation de f et £

m Une quadrature de Gauss-Hermite a q points permet de calculer exactement les q
premiers coefficients a, de f :

, f Hn "
an:00 [oo [GO]( ) W[eO](( )) dv:(%;f;?[[n%](w)

f(x,vi,t)
wlfol (v;)
m Les v; (i=1...q) sont les q racines du polynéme H£79°]
m Lesw; (i=1...q) sont les q poids de la quadrature
m f; est une fonction de distribution discréte transportée a la vitesse v;

avec fi = w;

m Pour une quadrature a g points, les coefficients a; = a5’ = 0, car les v; sont les

racines de 7!
m Les a, ne serons donc calculables que jusqu’a I'ordre g — 1
m Cela aura pour conséquences de tronquer la hiérarchie des coefficients a, de f, donc de
tronquer la hiérarchie de ses moments

m Les q premiers coefficients a;? de f® serons aussi exactes et t.q.

feI(x, v, t)

[0 ] eq _ ..
=65 Z fi Hy* (vi) avec £ = w; ool (v,)

!
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Présentation de la méthode
Quadrature des moments conservés

m Les moments conservés de f; et de £

q q

q
p:Zf;:ao, pu:Zv,-f,-:a;l7 p9+pu2:Zv;2f;=az—p90
i=1 i=1 i=1
serons exactes pour g > 3

m Mais pour g = 3, a3 = 0 par quadrature, i.e. que le flux de chaleur par conduction
est nul

m Pour g = 3, la fonction d’équilibre discréte admissible sera développée a I'ordre
N =q—1=2

o uvi  (uvi))® (0 —6o) ﬁ_ _Lz
fi _“”p<1+ b T 202 T 20, \do 1) 20

m Si l'on impose 6 = 6y, alors

uvi (u v,-)2 u?
£ = w; 1 -
' “p<+90+ 202 20,
Elle correspond exactement a la fonction de distribution d’équilibre des LBM pour
une quadrature 3 3 points par direction (i.e. D1Q3, D2Q9 et D3Q27)
m Le premier schéma a supporter intrinséquement la thermique sera celui basé sur une
quadrature a 4 points par direction
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Présentation de la méthode
Quadrature des moments/Quadratures 1D

‘ Racines de HLCg] ‘

n
0 [e]
1 0
2 —Co, Co
3 —c0V3,0, V3
4 —coVV6+3, —c0v/3- 6, V3 -6, 0V V6+3
5 —m¢¢7+5-%mh—w[70 V5 —v10, 0V V10+5
l N [ Poids w; ‘
0 1%
1 1
2 1/2,1/2
3 1/6,2/3,1/6
Z T T T T
(o) 1G-ve) ' i) ! (Ve
5

w(¢E+ﬂ2’100ﬁ6—@2’8/15’w(Jﬁ—gz’Jo(Jﬁ+g2
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Présentation de la méthode

Quadratures 2D - Exemple avec q=3 (D2Q9)

Racines || —cov/3 0 V3
Poids 1/6 2/3 | 1/6
m Pour dx = dt = 1, la condition CFL impose cov3 < 1= ¢y =: 1/\/§

m La température de référence sera 6o = c2 = 1/3
m Quadrature 2D a qD = 32 = 9 vitesses v; et poids w;

m Quadrature 1D pour q=3 :

(v [ 1 ] o [ 1 ] [w [1/6[2/3]1/6 |
1 L) | 01D [ (1) 1/6 [[1/36 [ 1/9 [ 1/36
0 || (-1,0) | (0,00 [ (1.0 2/3 ([ 1/9 [ 4/9 | 1/9
1| ((1-1) | (0-1) | (1-1) 1/6 || 1/36 | 1/9 | 1/36

m Fonction d'équilibre compatible (N®9 = g —1=2, 6o = 1/3)
, AT _ 2 2
£9 = wip <1+ =+ (u-v)” (6~ G) ("—'—2) - )
o

262 260 6o 200
Avec
8 138 8
pZZﬁ, u:va,f, et9:—u2+fzv,2f,
i=0 Pz i=0
m Remarque : si 6 = 6y, alors
9 =wip (1+3u~v;+g(u~v,-)2—gu2)
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Présentation de la méthode

Quadratures en 2D

Hsa / Ha
)
x \ |
= LAY
i / \
Uiz [ Vmaz (Ha) Viz/Vmaz(Ma)
\RE
= 0
Cy
=
Vi g/ Vmax (Hi) Vig/Umax (HB)
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Présentation de la méthode

Quadratures composites

m On peut aussi superposer deux quadratures "pures" d'ordres successifs en prenant
comme poids {pw, (1 —1) wf“}, avec p € [0,1]. Le choix naturel étant = 0.5

0.35
0.3
0.25
0.2

%(Hsm)

0.15
0.1
0.05

0.35
0.3
0.25

S 02

wi(Ha

0.15
0.1
0.05

T T T
Maxwell Boltzmann

Hs € Haa
L Ha € Hy w—_|

=
. 12
£
L 4 2
= L L —
-1 -0.5 0 0.5 i
Ui/ Viaz (Ha) Vi /Vmas (Ha)
T T T
Maxwell-Boltzmann
[ Ha € Hajs
L Hs € Hyj5 m—_
F E
=
— i
-1 -0.5 0 0.5 i

Vi Vmaz (Hs)

H3 € Hay —
Hy € Happ —=

Ha € Hyg —>
Hs € Hag —>
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Démo 1D
Du gaz d'Euler au gaz de Knudsen

m K, =0 : gaz d’Euler, i.e. gaz parfait adiabatique
m K, <1072 : gaz parfait de diffusivité thermique o = 67

m K, — oo : gaz de Knudsen, i.e. sans collision
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Résultats et validation de la méthode

Ecoulement de Poiseuille — Force extérieure

Uo O\
/

ug(y)

0_

x

m Up : vitesse maximale du champ de vitesse en régime hydrodynamique
m Ligne continue : champ de vitesse en régime hydrodynamique
m Fléches : champ de vitesse avec glissement

2
Champ de vitesse : ux(y) = 4Uo (% - #) +4Uo (C1Kn +2 CK?)

Glissement
Composante hydrodynamique

Débit : Q =4 U (% + GKy+2 C2K3>
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Résultats et validation de la méthode

Ecoulement de Poiseuille avec glissement

m Le débit normalisé Q/(4 Uo K,,), fonction de K, est indépendant de I'espéce gazeuse
en écoulement.

1000 F— — w — T — T —T 3
E Glissement au premier ordre (C; = 1) —— ]
Glissement au second ordre (C; =1,C, =0.13) —— |
Non-Glissement
100 | Mesures (Ewart, 2007) ©
E s Mesures (Dong, 1956) ©
(=]
?
~
Q
10
0.001 0.01 0.1 1 10 100
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Résultats et validation de la méthode

Ecoulement de Poiseuille — Force extérieure — Débits

m Convergence alternée
m Schémas d'ordres impairs = Surestimation du débit
m Schémas d'ordres pairs = Sous-estimation du débit

100 T T
Qo (Eq. 6.25) =—— Hs
NS non glis. He —=—
Valeurs expérimentales O He —o—
Hy —*— Hs
Ha
<
o 10F
=
<
&7
1k
Il 1 1
0.01 0.1 1
1 o
— Qo = + G +2GK, avec (1 :1, G =0.13

6 K,
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Résultats et validation de la méthode

Ecoulement de Poiseuille — Force extérieure — Débits

m Convergence alternée
m Schémas d'ordres impairs = Surestimation du débit
m Schémas d'ordres pairs = Sous-estimation du débit

m Idée : Compenser la surestimation des schémas d'ordres impairs par la
sous-estimation des schémas d’ordres pairs en combinant des schémas d’ordres
successifs

m Introduction de schémas composites

MascwellBoltzmann
Hy € Hyy —
Ha € Hyy ==

02 1

wi(Haja)

Hy € Hyg —=
Ha € Hyg —=

0.35 —

Maswell-Boltzmann
03r Ha € Hygs ——
0.25 Hs € Hyjp

02

wi(Has)

0.15
0.1
8 Ha e Hyy —
Hy € Hap —
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Résultats et validation de la méthode

Ecoulement de Poiseuille — Force extérieure — Débits

m Schémas "composites"
m 34 surestime encore le débit

m Convergence vers les valeurs expérimentales pour Hyjs, Hsje, --- pour Kn < 2
100 -t —_—— ———— ‘
r Qo (Eq. 6.25) == Has
NS non glis. Hsie
Valeurs expérimentales O Hejr —=—
Hay —

Q/(4Uo Ky)

0.01 0.1 1

L

_Q°:6Kn

+ C1 +2 GK, avec G = 1, G, =0.13
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Résultats et validation de la méthode

Ecoulement de Poiseuille — Force extérieure — Profils de vitesse

2
e = (F-2)  +(GR 2GR
D e ——
—_— Glissement

ux(y)/(4U0)

Profils obtenus par Hys
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Résultats et validation de la méthode

Ecoulement de Poiseuille — Force extérieure — Vitesse de glissement a la paroi

m Schémas "purs" = Convergence alternée
m Schémas d'ordres impairs = Surestimation du glissement
m Schémas d'ordres pairs = Sous-estimation du glissement

100 T y T

Eq. (6.27) —

Hz —+—

Hy ——

Usiip/Uo

K,

— % =4 (Ko +2CK?) avec Gt =1, C; = 0.13
0
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Résultats et validation de la méthode

Ecoulement de Poiseuille — Force extérieure — Vitesse de glissement a la paroi

m Schémas "composites"
m Convergence vers les valeurs théoriques de tous les schémas

100

E T T T T T T T
[ Eq. (6.27) =— Has —— He|7
[ Hag —F Hsjg —*—

Usiip/Uo

K,

_ Lﬁ"f’ =4(CGKy +2 CK?) avec G =1, G =0.13
0
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Résultats et validation de la méthode

Validation de la thermique — Saut de température a la paroi

m Champs de température entre deux parois maintenues aux températures

Ops =140.05

0(y)/6o

= Validation : [0(yw) — 0w] =

1.05
1.04
1.03
1.02
1.01

0.99
0.98
0.97
0.96
0.95

T T
K, = 0,005 —
K, = 0,01
K, =0,02 —
K, =0,04 —
K, =0,08
K, =0,16

EREY

3

[ T

SO = O O

EEEREA

=T O Lo
SR

4, 0|
3 70y,
yYw

49
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Résultats et validation de la méthode

Validation de la thermique — Saut de température a la paroi

= Mesures de [0(§w) — Ow] pour différentes valeurs de K,

0.1 T T

O jump/ 00

/"‘/
0.001 g E
pd Hy —+—
Hy ——
H5 ——
7—[4|5 —8—
Hs|e
0.0001 st e :
0.01 0.1 1
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Résultats et validation de la méthode

Validation de la thermique — Saut de température a la paroi

m Mesures de %K,, %ﬁ pour différentes valeurs de K,
w

= Ligne noire : Mesures de [0(yw) — Ow] obtenues grace au schéma Hs|e

0.1 ot —_—
0.01 4
<
=
0.001 F Hy ——
Hy —*
E Hy —x—
Haps —5—
Hs|s
Hs|6 (Pour comparaison)
0.0001 L !
0.01 0.1 1

K n

L] é(yw) — by = %Kn gg _ est bien respectée par les différents schémas
yw
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Résultats et validation de la méthode

Long canal — Gradient de pression

to
—_—
Pe _— Ps
U, L, —— U
—_—
0, 05
—_—
x
L "
Y
L,> L,
m Entrée m Sortie
B pe > ps constante m ps constante
m u. extrapolée depuis le fluide (champ m us extrapolée depuis le fluide (champ
libre) libre)
m 0. = g constante m Os = 0y constante
u Kne:Kns/Pe<Kns m Kps fixé
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Résultats et validation de la méthode

Long canal — Gradient de pression (K,s = 1,ps = 1,pe = 10,K,e

10 1.1
; P ol 8
1 8 08 09
6 7 0.7 08
5 6 06 0.7
4 5 05 06
3 3 04 05
2 3 03 04
1 2 0.2 03
0 7 0.1 02
0 0.1
5 5
10 10

K"(X7y)

coooooooo
SR TSN

cocooooooo~
R =Ca

uy (X, y)/ ty max
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Résultats et validation de la méthode

Long canal — Champs de pressions

7 T T T T
.- _Glissement au second ordre (Cy = 1.0, C5 = 0.13) ——
0y S .
6k R Boltzmann-BGK (Hyj5) ======
N .
N .
o . Profil lineaire ----
~ N
N~ .. Non-glissement, - - - -
5 few . o .
- N - - O e Kngw =1
§ NI - . t.
S 4r NIt N
—~ ~ s . ~ ~
= L AR .
3 o NS, .
— ~ - So \2~ 5‘
e > SO0 .
—~ " " - ‘\\\ “\ .
2t NN Y
N s . - NN\ \\ N ‘\
N ~ >
Knout =5 N
1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8
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Résultats et validation de la méthode

Long canal — Champs de vitesses

uI(I/L,H/Q)/UI(l,H/Q) H

K’I”LLzl

0.2 0.4 0.6 0.8 1

z/L []
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Résultats et validation de la méthode

Long canal — Champ de température (Po /P, = 7)

-1/2

+1/2
0

0.995
0.99
0.985 -
>
0.98 =
0.975
0.97

0.965
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Résultats et validation de la méthode

Effort numérique

100 F—

Quadratures simples \/

Fit : 0.08 N'1-31
Quadratures composites W
Fit : 0.07 N1-31

He
10 ¢

Temps CPU

H; 10 100
Nombre de faisceaux (V)

Figure — Temps de calcul en fonction du nombre de faisceaux (échelles Log-Log) pour les
schémas basés sur les quadratures pures H, et composites H,|,;1. Ces temps de calculs ont été
normalisés par le temps de calcul du schéma basé sur H3z (i.e. D2Qg).
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Conclusion

m Deux familles de schémas ont été évalués
m Les schémas simples (H,) convergent de facon alternée quand n *
m Les schémas composites (#,,11) accélerent nettement la convergence
m Le schéma le plus simple prenant en compte la thermique et les effets de raréfaction
est H4‘5

m Le glissement et le saut de température a la paroi sont capturés correctement
m L'effort numérique pour ce schéma est environ 10x plus élevé que pour le Dy Qg
standard (limité a I'hydrodynamique)
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Merci de votre attention
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