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L LBM compressible : difféerentes approches

[.a LBM standard est limitée aux écoulements isothermes faiblement
compressibles.

LBM compressible
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d&? »  LBM compressible : différentes approches

[.a LBM standard est limitée aux écoulements isothermes faiblement
compressibles.

LBM compressible
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Principe de 'approche hybride compressible
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Meéthode lattice Boltzmann

At At
7 ZA , A = f1 ) 1 ed ’ _\Ijz
filz + e; At t + At) = f, (:Ct)+< T—l—At/Z)fz (z,t) + 5

| 4= f1(f5) (équilibre)
\\l// = 50 = £ 1) (hors-équilibre)

U, = W,(f;) (correction en Mach)
T ~ VIScosité

D3Q19

PZZfz' pu:zeifi

Reésout les équations de masse et de

quantité de mouvement
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Principe de 'approche hybride compressible
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Méthode lattice Boltzmann Différence finies / Volumes finis

Des choix intelligents d’équation et de discrétisation
doivent étre faits.

A N . At ned At . Une forme discrete de I'équation d’énergie est
filw + et t+ Ab) = [ (@, t) + (1 T+ At /2) fi(wt)+ 50 explicitement résolue. Plusieurs possibilités :
e e 7 12 : fh fh . . .
A/ fit=f"0fT) (equilibre) » Température : %t | ug - (y — l)pT? — Heating + Viscosity
N | ne ne , ey I L L
N~ [0 = fUf;,T)  (hors-équilibre) '
e i | :
______ (f5,T) (correction en Mach) ' ereie totale - OpE)  O(u(pE +pT)) Heatine 4 Viscosit
T ~ viscosité ' 5 ot O - & Y
D3Q19 : 0
: Entropie : 7 -+ u—S = Heating 4+ Viscosity
: ot Ox

Reésout les equations de masse et de
quantité de mouvement
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Résout ’équation d’énergie
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UD\V Principe de ’approche hybride compressible

P, U
Meéthode lattice Boltzmann /:\ Différence finies / Volumes finis
At At
| | _ fed neq Sy,
fila bt A0 = £t + (1= s ) )+ 5w
4/ 9= ff,T) (équilibre) .
""" [0 = fUf;,T)  (hors-équilibre) E Formulation conservative
NN U, = U, (f;. T . TS smmssssmmssssmmssees .
“““ Jio 1) (correction en Mach) ' Energie totale : 2V2) | QWWETPT)) _ yyting 4 Viscosity
T ~ VISCOSité 1 S 9t Or o S Y :
D3Q19 :':-:-:-:-:-:-;3*::-:8::-:-:-::::::::::::"
T Entropie : il + uss = Heating + Viscosity :
', ot Ox :

-------------------------------------------------------

Approche la plus stable [1]

Reésout les equations de masse et de

L4 972 ® 92 ®
quantité de mouvement Résout ’équation d’énergie

[1] F. Renard, G. Wissocq, J.-F. Boussuge, P. Sagaut, A linear stability analysis of compressible hybrid lattice Boltzmann methods. Journal of 6
Computational Physics, 446, 110649 (2021).
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I. Energie totale vs. Entropie

II. Construction de modeles conservatifs stables

ITI. Validation



Plan
LUMR734OCNRSALM/U \—g\“} seille

I. Energie totale vs. Entropie



’%/u@ I. Caracteristiques d'un systeme hyperbolique

Systeme conservatif Caractéristiques

e Décomposition en caractéristiques

e Systeme Euler conservatif : . S1LL \
(diagonalisation du systeme)

oU | OF(U)
ot  Ox

=0

N ={u—c,u,u—+ c}

Variables conservées: U = |p, pu, ,OE]T Simples équations d’advection

Flux:  F(U) = [pu, pu® + p,u(pE +p)|*
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UQQV I. Caracteristiques d'un systeme hyperbolique

Systeme conservatif Caractéristiques

e Décomposition en caractéristiques

e Systeme Euler conservatif : . S1LL \
(diagonalisation du systeme)

Variables conservées: U = |p, pu, ,OE]T Simples équations d’advection

Deux avantages :
1) En linéaire, équations totalement découplées
2) On sait comment les discrétiser

Flux:  F(U) = [pu, pu® + p,u(pE +p)|*

e Schéma de Godunov (+ solveur de Riemann) o Exemple : discrétisation classique upwind
U(x,t+1) = U(x,t) + Fpq/0(x,t) — F_/9(,t) =0 Li(x,t+1)— Li(x,t)+ N (Li(x,t) — Li(x—1,t)) =0
si A; >0
e LBM couplée avec une discretisation de I'énergie e Les caractéristiques ne sont pas bien
totale upwind discrétisées !

Tres instable [1]

[1] F. Renard, G. Wissocq, J.-F. Boussuge, P. Sagaut, A linear stability analysis of compressible hybrid lattice Boltzmann methods. Journal of 10
Computational Physics, 446, 110649 (2021).



LUMR 7340 CNRS - Aix-Marseille Université - Centrale Marseille

FoC | D

e Pour le couplage hybride, I’entropie est une variable particulierement intéressante car c’est une des

caractéristiques L; .

I. Intéret de 'entropie

Equation d’advection
(+ terme dissipatif en NS)

e La discretisation de cette équation n’introduit pas d’instabilités de couplages, puisque les 2 systemes sont

entierement découpleés [2]:
» Les differences finies s’occupent de I'entropie

» La LBM s’occupe des phénomenes isentropiques (acoustique, vorticité)

e Probleme : Formulation non conservative
inadaptée au traitement des discontinuités

¢ Question : Comment construire un schéma hybride
conservatif en gardant les avantages de 'équation de
I'entropie ?
[2] G. Farag, T. Coratger, G. Wissocq, S. Zhao, P. Boivin, P. Sagaut, A unified hybrid lattice-

Boltzmann method for compressible flows: Bridging between pressure-based and density-
based methods. Physics of Fluids, 33(8) (2021).
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II. Construction de modeles conservatifs stables
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’%/u@ I1. Qu'est-ce qu’un systéme conservatif ?

e Ecriture générale d'un systeme discret en volumes finis :
r—Azx . X . x4+ Ax

U(CIZ’,t + At) R U(.CC,t) o F—A:U/Q(xat) R F+A:U/2(a77t) T T

Fnzpe(z)  Fyaze(z)
At A:z:

e Le systeme est conservatif si le flux entrant dans une cellule est égal au flux quittant la cellule voisine :

e Le systeme conservatif peut alors se réécrire comme :

Uz, t+ At) —U(x,t)  Fyage(r — Az t) — Fiag (T, t)
At B Ax

Objectif : Trouver une écriture unique du flux
13



d/ﬁ. I1. Cas du schéma LLBM
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e Le schéma LBM s’écrit de maniere générale comme :

fi(xv ¢+ At) — fz’call(x o CiAt? t)
e Cela permet de calculer les évolutions de masse et de quantité de mouvement comme [3] :

ple,t + At) — px,t) 1

Z (fz.cou(aj — c; At, t) — fz’cou(w7 t))

At T AL
Ua (X, T+ At) — pug(x,t 1 . .
PUZLE 20 ZPUal® D) LS (57— et) — £ (1)

1

e Réécriture sous une formulation flux :

La LBM peut étre réécrite sous forme volumes finis conservative [4]

[3] S. Zhao, G. Farag, P. Boivin, P. Sagaut, Toward fully conservative hybrid lattice Boltzmann methods for compressible flows. Physics of Fluids, 32(12) (2020).

14



QL_) [1. Réécriture du schéma couplé entropie
R

e [.a LBM s’écrit comme :

0¢p + 5foBM — Yy
O¢(pu) + 6. F{ gy = 0.

0t, 04 : opérateurs dérivées discrétes

 On peut la coupler avec une forme de I'’équation de I'entropie :

0ts+uo,s =0 § : opérateur choisi pour discrétiser I'’équation de
I'entropie (upwind, Lax-Wendrotf, MUSCL,...)

qui peut se réécrire comme :

0tS + U0 Frp(s) =0

o Le systeme couplé s’écrit alors comme : 1 0 0

0
0 0 wu

V = p, pu, S]T F" = [FI[J)BM7 FE}%M»F;D(S)]T

N
<
|
-
p—

5tV —|— AvéxFV — O

15



’</Q/LJQ [I. Construction du schéma conservatif 1/2

Schéma hybride sur Uentropie : 6,V +AVS. FY =0

But : construire un systeme conservatif linéairement équivalent a ce systeme

e On multiplie cette équation par la matrice Jacobienne :
] _ non conservatif

97 1 0 O -
M = 57 = 0 1 0 (U = |p, pu, pE|" ) 0.U xFV = 0
h—u?/2 u pT

(h = ¢pT)

L’équation de I’énergie (derniere ligne) devient :

0t (pE) + (h — u®/2)6, FPan + ubp Fay + puT' 6, Fip(s) = 0.

e On peut alors utiliser I'égalité différentielle suivante : pTuqds = d(u(pE + p))
— (h —w?/2)d(pu) — ud(pu® + p)
0t(pE) + 0o Fip (u(pE + p)) + (h — u®/2)d, (F{gy — Frp(pu))
+udy (F{py — Frp(pu® +p)) =0

16



’%/u@ [I. Construction du schéma conservatit 2/2

51(pE) + 8% (u(oE +p)) (Fna — Fin (o)
{5 (Flg — Fip (pu® +p)) = 0

e Les préfacteurs peuvent étre integrés dans les dérivées spatiales sans modifier les propriétés linéaires !

e On obtient alors une eéquation d’eénergie totale conservative lineéairement equivalente a ’equation
d’entropie :

5+(pE) + 0, FP* =0

FP™ = Fip(u(pE + p)) + (h — u?/2) (Flgy — Frp(pw)) +u (Flpy — Frp(pu® +)) .
—_— —-

Flux d’énergie totale Correction permettant de Correction permettant de découpler les
discretisé avec le schéma . découpler les erreurs liées a erreurs liées a la conservation de

initial de '’entropie la conservation de la masse quantité de mouvement
(Upwind, Lax-Wendroff, . + calcul implicite de I’échauffement

MUSCL,...) par effet visqueux

e L’ajout du terme de Fourier se fait de maniere explicite (discrétisation centrée classique) 17
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I. Energie totale vs. Entropie

II. Construction de modeles conservatitfs stables

ITI. Validation
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e Trois types de modeles énergie totale codés dans proLLB : Upwind, Lax-Wendroff et MUSCL.
Dans tous les cas tests, utilisation du modele unifié [2], sigma=1.

e (Castest1: Ecoulement de Couette chauffé a Mach = 1.3, 1.06
100 points, CFL = 0.5.

Theory

1.04

Le bon profil de température valide
I’échauffement par effet visqueux.

T /Ty

1.02

1 Upwind  Lax-Wendroff @ MUSCL PO
z/H
e (Castest2: Spot
entropique a Mach = 2 - 05 [ Entropie
sur 20 tours, L’équivalence lin€aire entre
maillage 200x200 0 les schémas non
CFL =0.2 ! conservatifs/conservatifs
. est validée
Energie
"L J totale

| | |
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

T T T

[2] G. Farag, T. Coratger, G. Wissocq, S. Zhao, P. Boivin, P. Sagaut, A unified hybrid lattice-Boltzmann method for compressible flows: Bridging 19
between pressure-based and density-based methods. Physics of Fluids, 33(8) (2021).
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II1. Vortex isentropique / Sod

o (Cas test 3 : Vortex isentropique a Mach=2 sur 20 tours, maillage 200x200, CFL = 0.2

Upwind  Lax-Wendroff @ MUSCL

= 0.5 F

= 0.5 F

Entropie

Energie
totale

e (Castest 4 : Tube de Sod sur 400 pts
(viscosité nulle, sans senseur de choc)
CFL < 0.45

De bonnes relations de saut sont

retrouvées
0.00

0.50 0.75 :

T

Cas test tres délicat pour la stabilité.
Comportements tres proches entre tous les
modeles.

Seule différence : dispersion sur le LW
conservatif.

MRS I I I I I
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X X




Ref [5] Entropie
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[II. Riemann 2D [5]

e Modele utilisé : MUSCL. Viscosité nulle,
senseur de choc activé.
Maillage : 400x400
CFL < 0.45
Mach max ~ 3

Bonne structure des chocs

0

1
&

—

. —

T E——

2.803

2.124

1.446

0.767

0.089
2.271

1.827

1.384

0.940

0.496
2.004

1.635

1.266

0.897

0.528

Energie totale

[5] P. D. Lax, X.-D. Liu, Solution of Two-Dimensional Riemann Problems of Gas Dynamics by Positive Schemes. SIAM Journal on Scientific

Computing, 19(2), 319—340 (1998).

i i v

r 1.320

0.923

0.526

0.129
2.043

- 1.657

1.272

0.886

0.500
1.822

- 1.498

1.174

0.850

0.527

21
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[II. Interaction choc-vortex [6]

Ref[5] Entropie Energie totale

e Cas G de Inoue & Hattori [6]
Ma_s =1.29, Ma_v=0.39
Re = 800
Modele utilisé : MUSCL
Senseur de choc activé.
Maillage : 1120x960

CFL < 0.6
0.08
s (r = 10.8) .
0.06 | — pE (r=103) . . x
s (r = 8.8)
0.04 | ;]P ---  pE (r =8.8)
i
0.02 F %
: B lati d I’é ' ]
ool . onnes relations de saut avec I'energie totale
| 1] Y Le sillage du vortex est plus fidele a la rétérence [6].
—0.02 | E ;
m E
—0.04 | % 5
—0.06 % :
180 180 [6] O. Inoue, Y. Hattori, Y., Sound generation by shock-vortex interactions. Journal of Fluid 5o

Mechanics, 380, 81—116 (1999).



U@J Conclusions et perspectives

e Un schéma LBM hybride conservatif a été obtenu grace a :
» Une réécriture de la LBM sous forme volumes finis
» La connaissance d'un schéma sur ’entropie (invariant de Riemann)

e Le modele obtenu est linéairement equivalent a son homologue sur I'entropie
» Assure la stabilité linéaire du schéma hybride conservatif...
» ...sans dégrader la tres faible dissipation de la LBM

o Calcul implicite de I'’échauffement par effet visqueux, consistant avec le tenseur des contraintes visqueuses LBM

e Trois schemas validés sur des cas académiques compressibles avec/sans discontinuités :
» Upwind (ordre 1)
» Lax-Wendroft (ordre 2)
» MUSCL (ordre 3)

e Perspectives :
» Validation sur cas plus réalistes
» Etude du surcoiit lié au passage en conservatif

23
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Questions ?

1.50

= 1.25

- 1.00

0.75

0.50

0.25
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Schéma LBM unifié [ 2]

MQ e

t ne At
et = ) + (1= ) £t + 5 FE
pt PVse = (T At) pcs, Ver = S, 'O(aj _ Aaj’t) _ 2,0(:13,75) /0(37 T AZCat) |
. p(x—Ax,t)—l—Zp(a;‘,t) p(ﬁl’} T A{E,t)
e W; — ) i H(l) 7‘[(2) 1
fi =wi{p P PO =D 5 pua + 5 5 puaus 6c6{ M+ HE) ) (puatzuy + puyuzus)

3 3

3 3

[2] G. Farag, T. Coratger, G. Wissocq, S. Zhao, P. Boivin, P. Sagaut, A unified hybrid lattice-Boltzmann method for compressible flows: Bridging o5
between pressure-based and density-based methods. Physics of Fluids, 33(8) (2021).



20 Schéma LLBM unifié [ 2]

MQ [

E F,(2)
I = 264 aﬁaaﬁ )

2
F.(2
Qo = T50apC05ty — Sapcidu(p(1— ) + al,

0S5 = 2 [uads(p(1 — 0)) +ugda(p(l — 0))] — 8, DL

0, D! %) = 60500 (pul) + (1~ 605)y (Pustyus).

[2] G. Farag, T. Coratger, G. Wissocq, S. Zhao, P. Boivin, P. Sagaut, A unified hybrid lattice-Boltzmann method for compressible flows: Bridging 26
between pressure-based and density-based methods. Physics of Fluids, 33(8) (2021).



N2 B2 Schéma LLBM unifié [ 2]

MQ JV

ne HEQO)z neq,(2 L7 3 3
o0 = nd L g [, + M@ + at®)
(3) (3) q €9 3 neq,(3 (3) (3) UL (3 neq,(3
3 3 ne ne 3 3 ne ne
(M. — Hﬁ ) @ ® —anen®) L au® H§ o) gt ® 4 anet @)
(3) (3) neq,(3 neq,(3 _
(7_[ 1YYz Hz :Uajz)( yy,qz (3) axa:g( ))_ )
neq,(2 ~neq,(2 504 ~ne ~neq (2) _ (2) At Ji)
aaBQ( ) — aa[f( ) Dﬁaw‘]’@), Qg = Z i fi—f* > Fim

CLZZC{;(S) _ uaagiq ,(2) 4+ Ug aneq (2) 4 Un G nfgb(z)

[2] G. Farag, T. Coratger, G. Wissocq, S. Zhao, P. Boivin, P. Sagaut, A unified hybrid lattice-Boltzmann method for compressible flows: Bridging o7
between pressure-based and density-based methods. Physics of Fluids, 33(8) (2021).



