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Minimisation sans contrainte a une et deux dimensions

1) Algorithme de dichotomie
Soit a < b deux nombres réels et f : [a, ) — IR une application continue.
En suivant 'ouvrage de J.C. Culioli [Introduction a [’optimisation, Ellipses,
1994], on dit que f est unimodale sur U'intervalle [a, b] si il existe x* €]a, b]
tel que f est strictement décroissante sur ]a, x*[ et strictement croissante
sur |z*, b[.
e On suppose la fonction f unimodale sur [a, b] et on pose
1 1 3

T :a—l—z(b—a), T2 :a+§(b—a), T3 :a—I—Z(b—a).
Montrer que selon la position relative de f(z1), f(xz2) et f(x3), on peut
choisir @’ <V tels que V' —a’ = 1(b—a) et f unimodale sur [d', V'].
e En déduire un algorithme, dit de dichotomie, pour minimiser une fonc-
tion unimodale sur un intervalle de IR. Le mettre en ceuvre avec le logiciel
“Matlab” et tester le programme obtenu avec le polynome f(z) = 1— a2 +x?
pour fixer les idées.

e Déterminer tous les minima de la fonction

(1) f(z) = 2*+5 (1 — cos(27z)) .

dans Uintervalle [—1, +5].

e Au cours d'une itération, combien d’évaluations de la fonction f sont

nécessaires 7

2) Algorithme de la section dorée

1+/5
5

On suppose toujours f unimodale sur U'intervalle [a, b]. On note & =
le nombre d’or. On introduit ¢ et £ de sorte que
b—a b—a
=0b— < £=a :
S T {=at—5
e Apres avoir remarqué que ( = a+ % et £ =0— %, montrer que selon
la position relative de f(¢) et f(£), on peut choisir des nombres o’ < ¥/

de sorte que f soit unimodale sur [d/, V'], avec b —d' = bﬁTa. En déduire




MINIMISATION SANS CONTRAINTE

I’algorithme de la section dorée pour calculer le minimum de la fonction f.
Le tester avec la fonction proposée a la relation (1).

e (Combien d’évaluations de la fonction f sont nécessaires pour une étape
courante de ’algorithme 7 Comparer l'efficacité de 1’algorithme de la section
dorée et ’algorithme de dichotomie.

3) Algorithme du gradient & pas constant
On désigne par u = (z, y) un point de IR? et par f I'une des deux fonctions
suivantes :

(2) flz,y) = (2 - 1)*+10(y - 1)*
(3) flz,y) = 2®+y°+5(1 —cos(2mz)) + 5 (1 — cos(2my)) .
et cette derniere est nommée “fonction de Rastringin”.

La méthode la plus simple (et parfois la plus efficace !) pour chercher la
solution u du probleme de minimisation

f(w) < f(v), VoeR?
consiste a fixer p > 0 fixé, & choisir u¥ dans IR? et itérer I’algorithme du

gradient a pas constant :

(5) uftt =uf —pVf(uF), kelN.

e Mettre en ceuvre cet algorithme pour chacune des deux fonctions pro-
posées ci-dessus. On représentera & chaque étape d’une part le point u* et
d’autre part le segment [u, u**!]. Pourquoi le parametre p ne doit-il pas
étre choisi trop grand ?

4) Gradient a pas optimal

Afin de s’affranchir de la contrainte du choix du parametre p a la relation (5),
I'algorithme du gradient &4 pas optimal consiste, une fois u* et Vf(u¥)
connus, a chercher p* de sorte que la fonction

0,2"] 5 t— f(uF —tVf(u") eR
soit unimodale sur [0, 7], puis & poser
6) uftt =uf—p, Vf(uF), ke,
avec pr choisi de sorte que
() Flub = pe VFF) < FuF —tVF@h), Ve o, 7.
e Mettre en ceuvre ’algorithme du gradient a pas optimal pour les fonctions

introduites aux relations (2) et (3), avec le méme type de visualisation des
itérations.
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