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Résumé — Cet article décrit une approche originale consistant & appliquer la
méthode de la dérivée fractionnaire au calcul en temporel des pertes dues a ’effet
de peau dans les conducteurs cylindriques.
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1 Introduction

e Cette étude concerne le calcul des perturbations conduites dans les cébles
en utilisant un logiciel de résolution de circuit dans le domaine temporel,
Saber®. Le domaine fréquentiel utilisé traditionnellement en CEM pour son
aptitude a traiter les problémes de diffusion et de propagation est un obstacle
en présence de non-linéarités.

e Historiquement, 'effet de peau le long des fils a été calculé dans le
domaine fréquentiel [2]-[3]. Cette approche permet d’exprimer facilement a
’aide des fonctions de Bessel la solution exacte de I'impédance interne du fil.
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Pour revenir au domaine temporel, la réponse impulsionnelle de I'impédance
est donnée par Transformée de Fourier Inverse [2].

e Ici, nous proposons d’appliquer la théorie du calcul fractionnaire a ’ana-
lyse temporelle en partant d’une approximation de ’expression fréquentielle
de I'impédance interne d’un conducteur cylindrique. Cette approximation
préserve la causalité de la réponse temporelle. Le calcul par la méthode de
la dérivée fractionnaire est comparé a la Transformée de Fourier Inverse du
calcul effectué dans le domaine fréquentiel.

2 Modéle physique de I'impédance interne

2.1 Equation de diffusion dans le domaine fréquentiel

Les équations de Maxwell sont écrites pour un milieu bon conducteur (Loi

d’Ohm : 7 = aﬁ) en supposant que le courant de déplacement est négli-
geable devant le courant de conduction et qu’il n’y a pas d’accumulation de
charges.

Pour un conducteur cylindrique de rayon r = a (Fig. 1), la densité de cou-
rant est supposée n’avoir que la seule contribution longitudinale. Le courant
est également supposé indépendant de 6. De plus, on ne considére pas la
propagation le long de ’axe z.

Figure 1.  Section transversale du conducteur cylindrique

Pour décrire I'impédance interne d’un fil, il faut connautre la répartition de
la densité de courant a l'intérieur du conducteur. Celle-ci est décrite par
I’équation de diffusion qui s’écrit :
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En appliquant une Transformée de Fourier (intégration sur le temps t) I’équa-
tion aux dérivées partielles devient une équation différentielle ordinaire :
d2§z(T) 1 d/]\z(T) . -~
dr? + rodr jwopgs(r) =0
L’impédance interne par unité de longueur est alors donnée par [3], [4], |6]:
=~ 5 E.a)  k  Jy(ka)

1 Z = Zm = = =
(1) ! I 2nac  Ji(ka)

=0

ou Jy et J sont les fonctions de Bessel ayant pour argument complexe k =
v —jwou. Cette expression traduit 'effet de la fréquence sur la distribution
du courant dans la section du conducteur: plus la fréquence augmente et
plus le courant ne circule que sur la périphérie. En d’autres termes, pour une
fréquence donnée, tout se passe comme si le courant diffusait vers 'intérieur
du conducteur sur une profondeur égale a 1’épaisseur de peau. L'impédance
interne du conducteur augmente avec la fréquence (Fig. 2).
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Figure 2. Allure du module de I"'mpédance interne d’un cdble.

Habituellement, pour une résolution dans le domaine fréquentiel, seule la
partie réelle de cette impédance interne est utilisée car la partie imaginaire est
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négligeable devant I'inductance externe du cable. Toutefois cette inductance
interne doit étre conservée si I’on souhaite revenir dans le domaine temporel.
En effet, elle permet de conserver les propriétés de causalité au travers de la
Transformée de Fourier Inverse.

2.2 Analyse de I’expression de I'impédance interne

Les développements limités de ’expression exacte sont connus pour la basse
fréquence (éq. (2)) et la haute fréquence (éq. (3)) [2] [3]:

—~ 1 14
2 Zyr = Ry + jwLyr = ]
(2) o/ de T JwWho Talo J s

) Tng = R) + o) = 5o [/ = Aug /5

Nous cherchons a donner une approximation qui soit valable dans tout le
domaine fréquentiel avec une seule expression.
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Figure 3.  Partie réelle de "impédance interne.

Sur la figure 3, la partie réelle de I'impédance interne est représentée. Les
deux domaines, basses fréquences (avec R constante) et hautes fréquences
(avec R(w) augmentant a raison de 10dB/décade), y sont mis en évidence. On
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remarque que dans chaque domaine c’est la résistance la plus importante qui
domine : on associe ce comportement a un “montage série des deux résistances
BF et HF”. On s’attend a ce que cette association soit la moins exacte au
niveau de la transition entre les domaines basse et haute fréquence.

Sur la figure 4, la partie imaginaire de 'impédance interne présente également
deux domaines : basses fréquences (avec Lys et une pente de 20dB/décade) et
hautes fréquences (avec L(w) associée a une pente de 10dB/décade). Cette
fois, dans chaque domaine c’est 'inductance la plus faible qui domine: on

associe ce comportement & un “montage paralléle des deux inductances BF
et HF”.
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Figure 4.  Partie itmaginaire de ['t'mpédance interne.

L’analyse de l’expression de Z;,; montre également que le changement de
pente se fait a la méme fréquence f. pour la partie réelle et pour la partie
imaginaire. Cette fréquence correspondant & la pulsation w,. est définie pour :
Rbf = %G(th)lwc et jwcLbf = %m(th)
Ces égalités meénent au méme résultat :
Ry 8
bf Hnoa

We

Plus le rayon du fil sera faible et plus élevée sera la fréquence f. a partir de
laquelle il montrera un comportement “haute fréquence”.
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Ce calcul que nous venons de mener pour les conducteurs cylindriques peut
étre aussi réalisé pour les conducteurs de section quelconque: le résultat est
identique.

2.3 Schéma équivalent

Grace a ’analyse que nous venons de mener, nous proposons de représenter
pour la totalité du domaine fréquentiel I'impédance interne dans le conduc-
teur a l'aide du schéma équivalent de la figure 5.

. Lér
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u (1)
u(t)

Figure 5.  Schéma équivalent de l'impédance interne d’un fil
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Figure 6.  Erreur par rapport a la fonction exacte
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Avec cette représentation, I'impédance interne est donc approchée par:

~ wLyrZ,
(5) Zschéma éq. — Rdc + ‘]W of }Ef
JwLyy + Zny

Dans le domaine fréquentiel, ses caractéristiques sont représentées sur les
figures 2, 3 et 4. L’erreur relative sur le module associée a cette approximation
est au maximum de 20% par rapport & la fonction exacte (Fig. 6).

Cette derniére permet également de mieux appréhender les domaines pour
lesquelles les approximations HF et BF sont exactes. Toutefois, dans la plu-
part des cas, 'impédance interne du cable est “masquée” par son inductance
externe: cette erreur n’est donc plus visible. Elle ne se sera “vue” que si I’on
se place sur une résonance du cablage.

3 Reéponse dans le domaine temporel

3.1 Calculer l'effet de peau

La difficulté consiste a exprimer la réponse temporelle de I'impédance haute
fréquence Zj; dont les propriétés R et L dépendent de la fréquence. En
utilisant le schéma de la figure 5, la tension au borne de I'impédance interne

s’écrit :
u'(t) = TF! (Ahf\/jwfhf(w))
ol Apy = 5--+/E était défini dans I'équation (3).
Pour effectuer ce calcul, on définit la dérivée fractionnaire comme |[7]:

1 E il (7 T
) DR E/o : dT< ) W(ij —T)

1 [ .
=5 \/jwfhf(w)e]“tdw = TF ! (\/jwfhf(w)> :
T —00

De méme que jw est 'opérateur fréquentiel de la dérivée premiére, /jw

correspond a la dérivée a la puissance un-demi. L’opérateur D2z appliqué
deux fois est la dérivée premiére.

Ainsi la tension u!(t) s’écrit :

(7) ul(t) = Ay DE(iM (t))
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L’expression numérique de la dérivée fractionnaire peut étre développée de
plusieurs maniéres [8]. Nous présenterons 'approche de Griinwald-Letnikov
qui consiste a utiliser la racine d’un opérateur aux différences finies.

Pour un pas de temps AT, le schéma différences finies de la dérivée premiére
est donné & 'aide des échantillons "/ = i"/(nh) :

diM )] (-t 1
{ dt ]nw(i AT ) Az 1 =20 (@)

ou Id et y sont les opérateurs identité et retard tels que Id(i,) = i, et
Xk(z'n) = 1,—%. On peut alors définir 'opérateur dérivée fractionnaire comme :

a1 :
[dté]n (AT(Id X)) (inf)

On utilise le développement limité pour décrire la dérivée fractionnaire comme :
1 1 -
1
D2 = Id — Id+ ) apx”
en notant a; les différentes contributions du développement limité :

o = (—1)F- 2(3 — 1)---}5!5 —k+1)

En appliquant ce résultat dans (7), la tension aux bornes de I'impédance Zj,
s’écrit :

ulehf hf OéZ

3.2 Courant total

L’impédance interne du fil est ’association des composants “basses fréquen-
ces” Ry, et Ly et d’un dipole Zj,¢. Pour connantre le courant total traversant
'impédance interne, nous écrivons les lois de Kirchhoff (loi des noeuds pour
les courants et loi des mailles pour les tensions):
i = %+l
Uy = ub + Rye (zzf + sz)

Les expressions des courants i/ et i"/ en fonction de la tension w, sont
données par :
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1 U A —
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S Ry R ]
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3.3 Limitation du nombre d’échantillons

L’expression (8) de la tension u! sous-entend que 1’on doit tenir compte

de tous les échantillons passés. Ceci implique que la mise en ceuvre du calcul
fractionnaire demande une capacité de mémoire importante et un nombre
élevé d’opérations.

Toutefois, ’analyse de I’expression de 'impédance interne du fil nous a permis
d’établir deux domaines de fonctionnement : le domaine “haute fréquence” et
le domaine “basse fréquence” séparés par la fréquence f..

Le calcul fractionnaire représente le comportement “haute fréquence” du fil,
il ne prend en compte que des variations rapides de courant intervenant dans
des temps inférieurs a T, = f. !, ce temps ne dépendant que des caractéris-
tiques du cable.

Le nombre d’échantillons pris en compte peut donc étre réduit & un nombre
minimum d’échantillons N, de telle maniére que:

27TLbf

10 N,AT > T, soit N, > .
(10) = fe ATRy;

4 Reésultats de simulation

On considére I'impédance interne seule d’un fil attaqué par un générateur de
tension de 1V. La configuration de calcul correspond & celle d’un fil de jauge
AWG22 (de rayon a = 0.36mm) en cuivre (o = 5.210°.S/m) et de longueur
1m. Le temps T, pour ce fil est de 6, 7us, ainsi selon 1’échantillonnage choisi,
le nombre d’échantillons pris en compte pour le calcul temporel variera.

Le courant calculé par la dérivée fractionnnaire sera comparé avec [,y pour
les signaux “basses fréquences” et aux “méthodes classiques” qui consistent a
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faire le calcul dans le domaine fréquentiel puis effectuer une Transformation
de Fourier inverse. Dans le domaine fréquentiel, I'impédance exacte (1) et
celle correspondant au schéma équivalent (5) seront utilisées.

4.1 En basse fréquence, ou R,y domine

Sur la figure 7, le courant pour une tension sinusoidale & 5k H 2z est observé.
On choisit de déphaser cette tension afin de créer un saut de tension a “I’allu-
mage” (temps de montée égal & AT'). A cette fréquence, on peut comparer le
résultat a celui que donnerait la résistance ;¢ seulement. La correspondance
entre les deux courbes est quasi-immédiate : Dans les 6 premiéres us, le cou-
rant ne suit pas la tension, il est d’abord nul: ceci traduit le comportement
“haute fréquence” (Z;,; — o0o) du fil pour le saut de tension.

-1
40 -~ TF (U/Zschémaéq. )
-1
—TF (U/Zint)
301 cal cul tenporel direct
-~ R, seulenent

Courant (A)

0 50 100 150 200 250 300 350 400
temps (us)

Figure 7. Erreur par rapport a la fonction eracte

Pour cette simulation, le pas de temps est de 1us: seulement 7 échantillons
ont été pris en compte pour le calcul fractionnaire.

4.2 Dans le domaine intermédiaire

Sur la figure 8, le courant pour une tension a 300k H z est représenté. Pour
cette simulation, nous nous attendons & un maximum d’erreur par rapport a
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I'impédance interne exacte du fil. En effet ’écart entre les deux courants est
de l'ordre de 20%. La premiére oscillation n’atteint pas le méme niveau que
les autres pour les mémes raisons que précédemment. Aux premiers instants,
la variation est trop rapide et I'impédance vue par le courant est “infinie”
¢’est pourquoi le courant est nul et non pas maximum.

-1
20 - TF (U/Zschémaéq. )
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15+ cal cul tenporel direct
0! 2 % T
< 5
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5 0
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temps (us)

Figure 8.  Générateur sinusoidal & 300kHz (pire cas)

Pour cette premiére simulation, le pas de temps est de 0.1us : 69 échantillons
ont été pris en compte pour le calcul fractionnaire.

De méme sur la figure 9, la tension imposée est une impulsion dont les ca-
ractéristiques sont les suivantes :

— le temps de montée et de descente est de 20ns;

— la durée de I'impulsion est de 1.4us.

Ainsi pour les moments correspondant au temps de montée, la correspon-
dance entre la calcul fractionnaire et celui avec I'impédance exacte est trés
bonne mais pour des temps plus longs, elle est dégradée.
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Figure 9.  Générateur impulsionnel
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Figure 10.  Générateur sinusoidal a 100MHz
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4.3 En haute fréquence, ou Z;; domine

La figure 10 correspond & une excitation a 100M Hz. Dans cette gamme
de fréquence, 'approximation du schéma équivalent est trés bonne. L’allure
donnée par le calcul dans le domaine fréquentiel et par le calcul temporel
direct se correspondent.

Pour ce calcul, le pas de temps est trés faible (0.5ns), tous les échantillons
du signal ont été pris en compte.

Si le signal avait duré un temps supérieur a 7., nous aurions pris en compte
le nombre d’échantillons N, nécessaire pour couvrir le temps 7. (ici avec un
pas de temps de 0.5ns, ceci nécessitait 13398 échantillons): il s’agit 1a du
nombre “maximum” d’échantillons au dela duquel le calcul fractionnaire ne
donne pas de résultats plus précis.

Dans le cas du signal rapide de la figure 10, le nombre d’échantillons & prendre
en compte peut encore peut étre diminué: en effet, sur cette figure, le calcul
fractionnaire donne un résultat correct dés les premiers instants. La limite
minimum du nombre d’échantillons est donc donnée par la fréquence du
signal.

Toutefois, comme on ne connait pas a priori le contenu fréquentiel du si-
7

gnal sur lequel on calcule l'effet de I'impédance interne du céable, le nombre

d’échantillons maximum & conserver ne dépend que des caractéristiques du

cable.

5 Conclusion

Tout d’abord, ’analyse de I'impédance interne d’un conducteur cylindrique
nous a permis de proposer un schéma équivalent. Ce schéma donne une ap-
proximation de cette impédance interne sur tout le domaine fréquentiel.

Pour mettre en oeuvre ce schéma équivalent, il a été nécessaire de trouver
une méthode pour calculer 'effet de peau dans le temporel. Nous avons alors
montré que le calcul fractionnaire est simple & utiliser car tous les coefficients
sont calculés analytiquement.

Comparée a la Transformée de Fourier Inverse du calcul fréquentiel, la mé-
thode fractionnaire permet de conserver ’approche analytique dans le do-
maine temporel sans avoir les contraintes de la Transformée de Fourier qui
nécessite une fenétre d’analyse temporelle suffisamment large (bien plus im-
portante que la durée du signal utile) pour tenir compte de tout le contenu

13
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fréquentiel du signal.

Finalement, le calcul fractionnaire est une méthode numérique intéressante
qui pourrait étre utilisée pour le calcul de propagation dans des modeles
temporels de cables. Cette méthode pourrait étre également appliquée aux
inductances a noyau conducteur.
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