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BREVE INFORMATION

CONCAVITE DE L'ENTROPIE THER-
MOSTATIQUE ET CONVEXITE DE
L'ENTROPIE MATHEMATIQUE AU
SENS DE LAX, par F. DUBOIS (*).

CONCAVITY OF THE THERMOSTATIC ENTROPY
AND CONVEXITY OF THE LAX'S MATHEMA-
TICAL ENTROPY.

I. INTRODUCTION

La dynamique des gaz est fondée sur les lois de
conservation de la physique et une hypothése d’équili-
bre thermostatique local (voir par exemple
Germain [5]) qui conduisent aux équations d’Euler
dans le cas ou la viscosité et la conduction de chaleur
sont négligés. Ces équations entrent dans la catégorie
générale des systémes hyperboliques non linéaires
pour lesquels Lax a proposé dans [4, 10] une notion
générale d’entropie mathématique. Dans le cas du gaz
parfait polytropique, il est bien connu, [7, 8, 11] que
cette notion peut s’interpréter grice a la notion
thermostatique usuelle d’entropie. Dans cette note,
nous montrons que pour un gaz réel quelconque a
I’équilibre chimique, la convexité proposée par Lax
est équivalente 4 la concavité de 'entropie, considérée
comme potentiel thermodynamique. Le plan est le
suivant : dans les deux premiéres parties, nous rappe-
lons les fondements de la thermostatique et de la
dynamique des gaz (afin de fixer le cadre mathémati-
que de notre étude) et nous étudions dans la troisiéme
partie les relations entre Pentropie thermostatique et
celle de Lax.

II. — EQUILIBRE THERMOSTATIQUE

Nous rappelons dans ce paragraphe quelques pro-
priétés essentielles des gaz réels & I’équilibre thermo-
chimique. Ces derniéres sont établies dans les ouvra-
ges classiques de Landau-Lifchitz [9], Callen [1] ou
Germain [5] par exemple.

(*) Aérospatiale, Division Systémes Stratégiques et Spatiaux,
Département de Mathématiques Appliquées, BP2, F-78133,

Les propriétés thermodynamiques d’une masse de
gaz M, enfermée dans un volume V et possédant une
énergie interne E sont entiérement déterminées par
ces trois paramétres (M, V, E). En effet, 'entropie
thermostatique S est une fonction du triplet
(M, V,E):

S=X (M, V, E). ey

Nous supposons £ dérivable; ses dérivées premiéres
(et secondes lorsqu’elles sont définies) permettent de
calculer toutes les propriétés thermodynamiques du

gaz.
Nous rappelons les deux propriétés fondamentales

de 'entropie X :
HyrotHESE 1 : La fonction X est homogéne de
degré 1 (Pentropie est une variable extensive) :
EZAM, AV, \E)=\AZ(M, V, E), VA>0. (2)
HypotHESE 2 : La fonction X est sur-additive :

E(M+M,V+V,E+EY2%(M, V, E)
+X (M, V,E). (3)

Cette derniére propriété exprime le second principe
de la thermodynamique : lorsqu’on mélange deux
masses de gaz, ’entropie du systéme ainsi obtenu est
toujours supérieure ou égale d la somme des entropies
des constituants. Nous en déduisons facilement le
résultat suivant :

Proposition 1 : La fonction

(10, + o) (M, V, E)> X (M, V, E)

est concave.

Nous remarquons que la température T est I'inverse
de la dérivée de Ientropie par rapport i I’énergie
interne :

1 d

}=£(M> vV, E). C))

III. — DYNAMIQUE DES GAZ

Les équations d’Euler de la dynamique des gaz
expriment la conservation de la masse, de 'impulsion

Les Mureaux Cedex. et de I’énergi prennent la forme d’un systéme
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hyperbolique non linéaire de lois de conservation :

OU | giv £ (U)=0. )
ot

Dans la suite, afin d’alléger les notations, nous
nous restreignons au cas d’une seule variable
d’espace x, mais l’extension multidimensionnelle est
immédiate. Les variables conservatives U et le
flux £ (U) ont les expressions suivantes (par exemple
Germain [5]) :

1
U=’<p, g=pu, eEpe+Epu2), (6)

f(U)="(pu, pu*+p, eu+pu). @)

La pression p introduite dans I’expression du flux
(7) est dans le cas d’un gaz parfait 4 chaleurs spécifi-
ques constantes de rapport y (gaz polytropique), défi-
nie grice 4 la relation p=(y—1) pe. Pour un gaz réel,
nous avons le résultat général suivant :

Proposition 2 : La pression p et I'entropie spécifique
s=3/M sont définis comme fonctions des seules varia-
bles conservatives U.

Preuve : La seconde identité de (6) permet de défi-
nir Pénergie interne spécifique e comme fonction
de U:

2
=2-L ®)
p 2p

Par ailleurs, compte tenu de 'homogenéité de X,
Pentropie spécifique s n’est fonction que de la densité
et de I’énergie interne spécifique :
s=o(p, e)= Lkl ! e) Z(M Me} ®

Nous définissons ensuite la pression a P'aide des
propriétés habituelles de thermostatique :

p= Tg—f/(l l, e). (10)

On peut évaluer cette derniére expression 4 l'aide
de la seule fonction o et des variables conservatives
grice a la relation suivante :

do/op(p, e
do/de(p, €)

IV. — ENTROPIE MATHEMATIQUE

Dans [4, 10], P. Lax a proposé une notion d’entro-
pie mathématique pour un systéme hyperbolique de

lois de conservation (5) quelconque. Il s’agit d’une
fonction 1 (U) satisfaisant aux propriétés suivantes :

il existe un flux d’entropie & (U) de sorte que (12)
& (DN =dn(U).df (U), pour tout U.
U - 1 (U) est convexe. 13)

Pour un systéme hyperbolique quelconque de lois
de conservation (1), rien n’assure a priori ’existence
ni l'unicité d’une entropie mathématique n satisfai-
sant aux relations (12) et (13).

Dans le cas de la dynamique des gaz, une fonction
n(U) satisfaisant les conditions (12), (13) et non-
affine est de la forme

n)=-ps) (14)

ainsi qu’il est suggéré par Friedtrichs-Lax dans [4],
ou s(U) a été définie en (8) et (9). Nous I'appelons
dans la suite « entropie de Lax ».

La propriété (12) résulte de la loi de conservation
supplémentaire

Losan+ L puay=0 a9
t ox

satisfaite pour les solutions réguliéres de (5), comme
Godunov I’avait remarqué dans [6).

La convexité de I'entropie de Lax (14) a été large-
ment étudiée (par exemple Harten [7], Hughes-Franca-
Mallet [8] ou Tadmor [11]) dans le cas du gaz parfait
polytropique, pour lequel la fonction X a la forme
particuliére suivante :

S(M, V., E)

=R, Yy X

EM VM
=MC,| lo 2+ (y—Dlo 2). (16
( Y (r—1 gVM) (16)

0 0

Dans le cas d’'un gaz réel quelconque, Wagner a
montré [12] que cette propriété équivaut a celle de la
convexité de I'opposé de lentropie spécifique (—s)
par rapport aux variables (1/p, u, e+ 42/2) de la dyna-
mique des gaz lagrangienne. Mais, & notre
connaissance, la convexité de I'entropie de Lax ne
semble pas avoir été établie en toute généralite a partir
d’hypothéses physiques ad hoc. Lorsqu’on suppose
I’équilibre thermochimique atteint, nous avons la pro-
priété suivante :

Proposition 3 : La convexité de la fonction m(U)
définie en (14) équivaut & la concavité de la fonction
X (M, V, E) et a la positivité de la température.

Preuve de la proposition 3 ; Nous supposons
d’abord T concave et T positive, c’est-a-dire
S(M, V,.) croissante. Nous calculons lentropie de
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Lax (14), en tenant compte de (9) puis (2). Il vient :

n)=-ps(U)= —92(1,-‘1;, e)
n0)=-Z(p, 1, pe). a7

Nous fixons deux états U,, U, et nous €tudions
n({(1—)U,+1tU,), 0<1< 1. Avec les notations intro-
duites en (6), énergie interne pe(?) associée a 'état
(1—-9 U, +1tU, vaut, compte tenu de (8) :

1((1-1q,+19,)°

pe(t)=(1—z)sl+rsz—5m (18)
1 2

et si lon remarque que [lapplication
10, + o [xR3(p, ) > ¢*/peR est convexe, nous en
déduisons

pe(t)g(l—t)sl+t82—%<(1—1)ﬁ+tﬁ>. (19)

1 P2

La fonction X étant croissante par rapport au troi-
siéme argument, nous déduisons de (19) I'inégalite

Tl((l"'t) U1+tU2>§"Z<(l_t)P1+th,

1,(1-0(81—5‘;?_)“(82—525.)) 20)
1 2

qui, compte tenu de la concavité de £ et de (17)
établit la convexité de ’entropie de Lax.

Nous supposons maintenant 1 convexe. Nous mon-
trons d’abord la concavité de X.

Nous choisissons deux états U, et U, d’impulsion
nulle :

9:=9,=0. @0

Les inégalités (19) et (20) sont alors des égalités,
et nous déduisons de la convexité de m l’estimation
suivante :

Z((1-0p1t1tpy 1, (1—De Fiey)
2(1-0Z(py, L g)+1Z(p, 1, 8)) (22)
qui, compte tenu de ’homogénéité de T établit I'inéga-

lité demandée, grice a un calcul élémentaire que nous
détaillons ci-dessous :

T(A-HOM+tM,, 1=V, +tV,,(1—0)E,+tE,)

=((1_,)V1+,V2)z<_(_1;’2£_ﬂ_41
(A= V +1V, V,
v, M,

3

A=)V, +tV, V,
a-nv, 5+ tv, E2>

A=DV,+1V,V, (1= V, +tV,V,

a-9 Vl_...z(ﬁl_l 1 E,
A=)V, +1tV, ’

Vl’ Vl
+_____tV2 ._z(% 1 E }
(A=0V,+tV, \V, 'V,

=(1-0Z(M,, Vy, E)+tZ(M,, V,, E,).

z(-9 V1+IV2)[

Nous montrons maintenant que la température est
positive, c’est-a-dire que £ (M, V, .) est une fonction
croissante. Pour cela, nous introduisons AE>0 et
nous fixons deux états U, et U, de la fagon suivante :

q,.=./8pAE,
q2=0’

g,=E+4AF
g,=E.

p1=pa
p2=p:

L*état (1 —1) U, +t U, a une énergie interne volumi-
que calculée grice a la relation (18), c’est-a-dire :

pe()=E+41t(1—f)AE. (24)

Par ailleurs, compte tenu de (17) et (23), nous
avons :

(1-9nU)+mU)=—-Z(p, 1, E)} (25)
Vielo, 1]

La convexité de n, écrite en prenant t=1/2 entraine
donc I'inégalité :

Z(p, I, E+AE)zX(p, 1, E) (26)

qui, compte de 'homogénéité (2) établit la propriété
demandée.

Remarque : Nous avions démontré dans [2] le résul-
tat moins général suivant : si la température est posi-
tive et si I’énergie interne spécifique e est une fonction
réguliére (de classe C?, ce qui exclut toute transition
de phase) du couple (entropie spécifique s, volume
spécifique t=1/p), la convexitt de la fonction
(s, T) — e(s, T) est équivalente a celle de I’entropie de
Lax. La propriété de positivité de la température pour
les gaz a Péquilibre chimique est classique. Pour un
établissement de cette propriété fondée sur des argu-
ments purement physiques, nous renvoyons par exem-
ple 4 Landau-Lifchitz[9]. Cette derni¢re propriété a
été également utilisée par Friedrichs-Lax dans [4]. La
convexité de entropie de Lax devait étre déja connue
de Godunov, qui a introduit dans [6] les variables
entropiques @, c’est-a-dire le gradient de (14) par
rapport aux variables conservatives (la bijectivite de
l'application U-> ¢ résulte immédiatement de la
stricte convexité de 1). Pour une extension de I’étude
présente au mélange de deux gaz sans interaction
mutuelle, nous renvoyons a [3].

Manuscrit remis le 12 février 1990.
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