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e−r(T−t)IE(g(ST , AT )|Ft).
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2

�
ú.÷Oÿ�÷�����û���ÿ�õ ÿ��:@}��ÿ���ø=�>�cm�÷��6�=� �>��ø�û���ÿ��>�×õ����=�.���

σ = 0.3, I = 100, N = 1000
iU�Gg`�7i�� iU�GV`k`e

σ = 0.3, I = 600, N = 1000
iU�Gg`�7i�� iU�Gg`���g

σ = 0.3, I = 600, N = 500
iU�Gg`�7i�� iU�Gg`���=M

σ = 0.3, I = 1000, N = 200
iU�Gg`�7i�� iU�Gg`�`e`k

σ = 0.05, I = 600, N = 500
M`�	�`k7i�� M`�ji�F`g
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@�ùyÿ�û��=�Ë÷���m7�>��û�öüùyø¯ùyúQ��ÿ�÷Oû�ùyÿR�pl\�=�/ø��3��]Q��ÿ�õ

I
÷Oø=�

N
�3��ø�ùyû���ÿ��uõ�úQ�>��û�ö6m7�.�6<�û��=�/ø��3��]Q��ÿ�ù�@5õ�ú.÷��>�

õ�û���ú�õ�÷Oø=� û��=�Öø��3��]Q��ÿÌù�@Ëû�ö6���Ýõ�û���ú�õR�8��÷��6�=�uõ�ù�@kùyû��=��ÿ�ú.÷Oÿ�÷�����û���ÿ�õRL
S0 = 100

ý
K = 100

ý
r = 0.02

ý
T = 1

�plE÷�]3���%@�ÿ�ù��vE	��H��

Y �.÷Oû'/1�ÝúJÿ�ùyú'ù�õ+�Öû�ù õ�ù��6m7�Ýû��Jöüõ úJÿ�ù�]3���.� öüõ û�ù���õ��Ü÷����.÷Oÿ�÷���û���ÿ�öüõ�û�ö�������û���ù�� CK].÷yõ��>� ùyø
û��=�£õ�ù��6�Jû�öüùyø ù�@ dξ

dt = −1/T
J7ý�û�ù�B7��ûkÿ�ö��Ûù�@bû��=�Bû���ÿ��

1/T
�,l\�Jöüõ����}÷Oø�õËû��.÷Oûo/r�ÓúQ��ÿN@�ùyÿ�� û��=�

���.÷Oø3B7�Óù�@Zm�÷Oÿ�ö�÷�]3���`L
g(t, x) = f(t, x− t/T ).

C i`J
� ø=�c�}÷OøW�}÷yõ�ö6�6<Ýõ���ùO/ û��.÷Oû

g
öüõ�õ�ù��6�Jû�öüùyø×ù�@NL







∂g

∂t
+
σ2(x− t/T )2

2

∂2g

∂x2
− r (x− t/T )

∂g

∂x
= 0,

g(T, x) = φ(x− 1) = (1 − x)+.

C}F7J

�kùyû�ö��>��û��.÷Oûhû��=�bõ�÷����0�>
�.÷Oû�öüùyø��.÷yõ)]Q�>��ø£ù�]Jû�÷Oö�ø=�>�c]�<o�0�>�>��ÿEö�øAE6MR�IH]�<o��õ�ö�ø3BËõ�ù���� ��ø.÷Oø=��ö�÷��
÷Oÿ�B`�3����ø�û�õR� � �JÿÝ÷OúJúJÿ�ùp÷��+� öüõ2�>ö�����ÿ���ø�ûR� 	.ùyÿq�:9�÷���ú3����ý/ö�ûq�}÷Oø ]#��B7��ø=��ÿ�÷���ö6�R�>� ö�ø ùyÿ��3��ÿÖû�ù
�uù���ú3����û��.�6<�B7��ûÌÿ�ö��ßù�@Åû��=�Û÷���m7�>��û�ö6m7�Ûû���ÿ�� ]�< õ�ù��6mwö�ø3B dξ

dt = −rξ − 1/T
÷Oø=�ßû��=��ÿ��:@�ùyÿ��W]<

�uùyø�õ�ö��3��ÿ�ö�ø3B�C@ö�øÜû��=���}÷yõ��
r 6= 0

J:L

h(t, y) = f

(

t,
1

rT

(

yer(T−t) − 1
)

)

.
C}k7J

� ø=�c�}÷OøW�}÷yõ�ö6�6<Ýõ���ùO/ û��.÷Oû
h
öüõ/û��=��ø×õ�ù��6�Jû�öüùyøÛù�@�L







∂h

∂t
+
σ2

2

(

y − e−r(T−t)
)2 ∂2h

∂y2
= 0,

h(T, y) = 1
rT (1 − y)+.
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ÿ��uõ��3��û�õXJ:��Y[�q�.÷>m7���=��ÿ��Öÿ��uõ�û�ÿ�ö���û��>� ù��Jÿ�õ��.�6m7�uõ û�ùÛû��=�Ýõ�ö6��ú3���2���.÷Oø3B7�Üù�@,m�÷Oÿ�ö�÷�]3����C i`JÓõ�ö�ø=�>�Ìö�û
���}÷��Jõ/û�ù�÷Oø��}÷yõ�ö���ÿ�õ��+�=�.���Åû�ù ö6��ú3���.����ø�ûR� �Àùyû�ö��>�Bû��.÷Oû/û��Jöüõ,�}÷OøÛ÷��üõ�ù?]Q�o�:9>û���ø=�3�>�Üû�ù û��=�%�}÷yõ��
/;�=��øÌû��=�/ö�øwû���ÿ��uõ�û�ÿ�÷Oû��Ëöüõ�÷P59ø�ùR//øA@K�Jø=��û�öüùyø¯ù�@�û�ö6���

r(t)
]<�õ�ù��6m9ö�ø3B dξ

dt = −r(t)ξ−1/T
��ö�û��=��ÿ

÷Oø.÷��6<wû�ö��}÷��6�6<[CX÷yõ/ö�øÛû��Jöüõ/ú.÷Oú#��ÿXJ/ùyÿ/ø�3����ÿ�ö��}÷��6�6<7�
l\�=�£þ��o	 C}F7J/õ�÷Oû�öüõ �!�>��]<

g
öüõËõ��=�+�Ûû��.÷Oûn/;�=��ø×û��=�Ó÷���m7�>��û�ö6m7�£û���ÿ��

r (x− t/T )
öüõËõ��Ì÷��6�\ý

û��=���>ö��#��õ�öüùyø û���ÿ�� σ2(x− t/T )2

2

öüõ�÷��üõ�ù2õ��Ì÷��6� ��l\�=���>ÿ�÷>/;].÷���5 ù�@Ëû��Jöüõ?���.÷Oø3B7�Üù�@�my÷Oÿ�ö�÷�]3���
öüõËû��.÷Oûkû��=� ÷���m7�>��û�ö6m7��÷Oø=�u�>ö��Q��õ�öüùyø2û���ÿ���õÀø�ùO/ �3��úQ��ø=�2ùyø×û�ö6���`L/û��Jöüõo���}÷Oø�õkû��.÷Oû}ý�ùyø=�>�£û��=�
úJÿ�ù�]3���.� öüõ;�>öüõ���ÿ���û�ö6�R�>�0ý.û��=�%�Ì÷Oû�ÿ�ö��>�uõÀ÷Oÿ����uù���ú3�Jû��>�Û÷Oø=�Üö�øm7��ÿ�û��>�2÷Oûn�}÷����Ûû�ö6���Bõ�û���ú)�

l\�=�P@\÷���û/û��.÷OûdC�õ��>�hEGF�HKJ
∀ξ ≤ 0

ý

f(t, ξ) =
1

rT
(1 − e−r(T−t)) − ξe−r(T−t) CNM`MOJ

<wö��.���Jõ;@�ùyÿ
g
û��.÷Oû

∀x ≤ t/T
ý

g(t, x) =
1

rT
(1 − e−r(T−t)) − (x− t/T )e−r(T−t).

CNMRV7J

lhù��Jø=�3��ÿ�õ�û�÷Oø=�h@Xùyÿ����3��÷2CNM`MOJZ@�ÿ�ù�� ÷Åþ0�P	�ú'ùyö�øwûrù�@�m9ö��./Býwùyø=�,�}÷OøÖø�ùyû�ö��>��û��.÷Oû
f
B�ö6m7��øq]<WCNM`MOJ

öüõ�õ�ù��6�Jû�öüùyøàû�ùuCNMOJ1//ö�û��
φ(ξ) = −ξ

ý�÷Oø=�àû��.÷Oû}ý!���=�Åû�ù û��=�P@\÷���û�û��.÷Oû�û��=���>ö��#��õ�öüùyøÛû���ÿ�� öüõ/ø�3�6�
@�ùyÿ

ξ = 0
÷Oø=�Lû��.÷Oû!û��=�Ö÷���m7�>��û�ö6m7�Öû���ÿ�� öüõÓø=�.B�÷Oû�ö6m7��ý
û��=�Ìõ�ù��6�Jû�öüùyø�û�ùDCNMOJP@�ùyÿ

φ(ξ) = ξ−
ùyø

ξ ≤ 0
öüõ/û��=�Åõ�÷����£÷yõ/û��=�£õ�ù��6�Jû�öüùyøàû�ù�CNMOJr@Xùyÿ

φ(ξ) = −ξ
ùyø

ξ ≤ 0
�

lhù4�>öüõ���ÿ���û�ö6�R��C}F7J7ý;/1����õ��2÷4brÿ�÷Oø35�f �Ëö��uù��üõ�ùyøêû�ö6���2õ����=�.����ýn//ö�û�� ÷[�JøJö�@Xùyÿ�� û�ö6���×õ�û���ú
δt = T/N

C
N

�3��ø�ùyû��uõàû��=�×ø��3��]Q��ÿÛù�@Óû�ö6���uõ�û���ú�õXJ:� Y[��/-÷Oø�ûàû�ù ��õ��2û��=��@\÷���û¯û��.÷Oû
g
öüõ

÷Oø.÷��6<wû�ö��}÷��6�6<459ø�ùR//ø+ùyø
x ≤ t/T

C�õ��>� 	�ùyÿ����3��÷ CNMRV7J�J:� l\�=��ÿ��:@Xùyÿ���ý�ö�øßùyÿ��3��ÿ�û��.÷OûÌû��=�����uõ��
úJÿ�ùyú#��ÿ��6<��>öüõ���ÿ���û�ö6�R�uõËû��=�%]�ùyÿ��3��ÿ

x = t/T
ý3/r�Ó÷��üõ�ùh��õ��

N
õ�ú.÷��>�Bõ�û���ú�õËû�ùh�>öüõ���ÿ���û�ö6�R�Bû��=�£õ�ú.÷��>�

ö�ø�û���ÿ�m�÷��
(0, 1)

C�õ��>� 	cö6B`�Jÿ���MOJ:��l\�=��õ�ú.÷��>�Ìõ�û���úLöüõBû��=��ÿ��:@Xùyÿ��
δx = 1/N

�AY[�Ìû��=��øD�uù���ú3����û��
û��=�o���uõ���]#��÷��3�>ö�ø3B

J
ö�ø�û���ÿ�m�÷��üõ�ùyøÝû��=�kÿ�ö6B`��û\�.÷Oø=�Üõ�ö��3�kù�@

x = 1
ý9õ�ùÓû��.÷Oû

x ∈ (0, xmax)
//ö�û��

xmax = (N + J) δx
�

�kùyû�ö��>��û��.÷Oû!÷OûÅû�ö6���
tn = nδt

ýhû��=��ø�3�d]#��ÿ ù�@1�Jø359ø�ùR//ø�õÓöüõ
(N + J − n)

�ql\�Jöüõc���}÷Oø�õ
û��.÷Oû-û��=�kõ�ö6�R�uõ/ù�@hû��=�o�Ì÷Oû�ÿ�ö��>�uõ\/r�P]3�Jö6���Ü÷Oø=�¯ö�øm7��ÿ�û,�3��úQ��ø=�Üùyø¯û��=�kû�ö6���uõ�û���ú)��Twö�ø=�>��û��=�o���uõ��

xmax

T

t

1 x

N J

N

	cö6B`�Jÿ���M`Lpl\�=�%@K�Jø=��û�öüùyø
g
÷Oø=�Ýö�û�õn�uù���ú3�Jû�÷Oû�öüùyø.÷����Jù��Ì÷Oö�ø)�

öüõ\�JøJö�@�ùyÿ��àý>ö�û-öüõ-ÿ��}÷��6�6<2�}÷yõ�<Ìû�ù?�>öüõ���ÿ���û�ö6�R��û��=�ÅùyúQ��ÿ�÷Oû�ùyÿ�õ-ö�ømpù��6m9ö�ø3BA�3��ÿ�ö6m�÷Oû�ö6m7�uõ/ù�@
x
�^Y �.÷Oû\/r�

��õ���öüõ/û��=�P@Xù��6�üùR//ö�ø3B2�>
�.÷Oû�öüùyø×ùyø
g
ý=�>
�Jö6m�÷�����ø�ûÀû�ù�C}F7J:L







∂g

∂t
+
σ2

2

∂

∂x

(

(x− t/T )2
∂g

∂x

)

− (r + σ2) (x− t/T )
∂g

∂x
= 0,

g(T, x) = φ(x− 1) = (1 − x)+.

CNMRg7J
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õ�ù û��.÷OûËùyø=�c�}÷Oø���õ+�Åû��=�o@�ù��6�üùO//ö�ø3B¯÷OúJúJÿ�ùR99ö6�Ì÷Oû�öüùyø�õRL
∂

∂x

(

(x− t/T )2
∂g

∂x

)

(t, xi) '

1

δx

(

(xi+1/2 − t/T )2
g(t, xi+1) − g(t, xi)

δx
− (xi−1/2 − t/T )2

g(t, xi) − g(t, xi−1)

δx

)

,

(x− t/T )
∂g

∂x
(t, xi) '

1

2

(

(xi+1/2 − t/T )
g(t, xi+1) − g(t, xi)

δx
+ (xi−1/2 − t/T )

g(t, xi) − g(t, xi−1)

δx

)

,

//ö�û��
xi = i δx

÷Oø=�
xi+1/2 = (i + 1/2) δx

�dl\�=�?�Ì÷Oû�ÿ�ö��>�uõÅù�]Jû�÷Oö�ø=�>�L÷Oÿ�� û�ÿ�ö��>ö�÷�Bpùyø.÷��\ý5õ�ù¯û��.÷Oû
û��=�.<2�}÷OøW]#��ö�ø�m7��ÿ�û��>��//ö�û��W_�� ����û���ùU��//ö�û�����ö�ø=�}÷Oÿn�uù���ú3���:9>ö�û�<7�
ôkõ%@\÷OÿÓ÷yõ%]�ù��Jø=��÷Oÿ�<[�uùyø=�>ö�û�öüùyø�õ!÷Oÿ��q�uùyø=�>��ÿ�ø=�>�0ý�/1����õ��Ö÷��kö�ÿ�ö����3����û']'ù��Jø=��÷Oÿ�<[�uùyø=�>ö�û�öüùyø

ùyø
x = t/T

��õ�ö�ø3BWCNMRV7J/÷Oø=�Û÷��Z÷Oÿ�û�ö��!��ö�÷����c�R��ÿ�ù ���.�3�Ì÷OøJø�]�ù��Jø=��÷Oÿ�<��uùyø=�>ö�û�öüùyøÛùyø
x = xmax

�
	cö�ø.÷��6�6<pýU/r�o��õ���ö�øwû���ÿ�ú'ù���÷Oû�öüùyøàù�@Z�3�.B�ÿ��>�og£ö�ø¯õ�ú.÷��>�Ëû�ù'�uù���ú3�Jû��kû��=�ËúJÿ�ö��>��ýJ÷Oø=�¯ù�@��3�.B�ÿ��>�PV

ö�øàõ�ú.÷��>�Åû�ù��uù���ú3�Jû��Bû��=�c�3�.��û�÷��0l\�=�uõ��c
��.÷Oø�û�ö�û�ö��uõk÷Oÿ��%B�ö6m7��ø�]�<8C�õ��>�%@�ùyÿ��d�3��÷�CK��J�J:L
úJÿ�ö��>�

= S0f

(

0,
K

S0

)

= S0g

(

0,
K

S0

)

,
CNM.��J

�3�.��û�÷
= f

(

0,
K

S0

)

−
K

S0

∂f

∂x

(

0,
K

S0

)

= g

(

0,
K

S0

)

−
K

S0

∂g

∂x

(

0,
K

S0

)

.
CNMRe7J

Y[�%/�ù��3������ö657�Åû�ù��.��ú3�.÷yõ�ö6�R�Bû��.÷OûËù��Jÿ�ø�3����ÿ�ö��}÷��cõ����=�.���`L

•
�}÷Oø �.÷Oø=�����2ø=�.B�÷Oû�ö6m7�2ùyÿ��R��ÿ�ù�ö�ø�û���ÿ��uõ�ûÝÿ�÷Oû��

r
ý;/;�Jö����êöüõ¯ö6��ú�ùyÿ�û�÷Oø�ûÜö�@£ùyø=�2û�÷�57�uõ¯ö�ø�û�ù

÷��>�uù��JøwûËõ�ù����P�>ö6mwö��3��ø=�Ýÿ�÷Oû��
d
C�õ�ö�ø=�>�Àö�øÜû��Jöüõ;�}÷yõ+��ý

r
öüõ�ÿ���ú3��÷��>�>��]<

r− d
÷Oø=�A@Xùyÿ����3��÷yõ

CNM.��J/÷Oø=�DCNMRe7Jr@�ùyÿ/úJÿ�ö��>�Ó÷Oø=���3�.��û�÷�÷Oÿ��P���3��û�ö�ú3��ö��>�u]<
e−dT J7ý

•
�}÷Oø×÷��üõ�ù?�.÷Oø=�����£û��=�%�}÷yõ��Bù�@
û�ö6���:f��3��ú#��ø=�3��øwûËö�øwû���ÿ��uõ�ûËÿ�÷Oû��

r
÷Oø=��mpù���÷Oû�ö6��ö�ûs<

σ
�

_)��û���õÖúJÿ��>��öüõ��2û��Jöüõq��÷yõ�ûÖú�ùyö�ø�ûR� -�@£ùyø=�u�uùyø�õ�ö��3��ÿ�õÜ÷�û�ö6���:f��3��ú#��ø=�3��øwûàö�ø�û���ÿ��uõ�û¯ÿ�÷Oû��
r(t)÷Oø=��mpù���÷Oû�ö6��ö�û�<

σ(t)
ý�ö�û�öüõ��}÷yõ�<�û�ù�õ���ùO/ û��.÷OûÖ÷ õ�ù��6�Jû�öüùyø+û�ù�C}V7Jd//ö�û��

r(t)
÷Oø=�

σ(t)
�}÷Oø�]Q�

ù�]Jû�÷Oö�ø=�>��]<��uùyø�õ�ö��3��ÿ�ö�ø3B ÷�õ�ù��6�Jû�öüùyø û�ù�CNMOJd//ö�û��
r(t)
÷Oø=�

σ(t)
��a×ùyÿ��uùOm7��ÿ}ý�ö�øßû��=���}÷yõ��Üù�@

÷S�}÷��6�\ý;@�ùyÿ2�:9J÷���ú3����ý'C
φ(ξ) = ξ−

J7ý,/r�u�.÷>m7��÷��üõ�ù ÷Oøê÷Oø.÷��6<9û�ö��}÷��kõ�ù��6�Jû�öüùyø @Xùyÿ
ξ ≤ 0

B�ö6m7��ø
]<

f(t, ξ) = 1
T

∫ T
t exp(−

∫ T
s ru du) ds − ξ exp(−

∫ T
t rs ds)

�2l\�Jöüõ£õ���ùR/�õÓû��.÷Oû£û��=��ø��3����ÿ�ö��}÷��
����û���ù����3�uõ+��ÿ�ö6]#�>�à÷�]�ùRm7�c�}÷Oø�]Q�P�}÷yõ�ö6�6<¯÷���÷OúJû��>�àû�ù û��=�%�}÷yõ��Åù�@Eû�ö6���:f��3��úQ��ø=�3��ø�ûÀö�ø�û���ÿ��uõ�û�ÿ�÷Oû��
r
÷Oø=��mpù���÷Oû�ö6��ö�ûs<

σ
�

�kùyû�ö��>�/û��.÷Oû�ù��Jÿ0����û���ùU���}÷OøJø�ùyûr÷OúJú3�6< û�ù
(t, S,A)

f��3��ú#��ø=�3��øwû-ö�ø�û���ÿ��uõ�ûbÿ�÷Oû��À÷Oø=�hmpù���÷Oû�ö6��ö�û�<pý
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J = 50 J = 100 J = 500 J = 1000�3�:@\÷��3��û,my÷��6�=�uõ M`�	�`k7i�V �`�`g�� � M`�	�`k �`F7iUMRk`e`e M`�	�`k �`F7iUMRk`e`e M`�	�`k �`F7iUMRk`e`e
T = 0.25

���ji�� � �`k`g7i��`g ���ji�� � �`k`g7i��`g`F ���ji�� � �`k`g7i��`g`F ���ji�� � �`k`g7i��`g`F
T = 0.25

ý
N = 100

���	� � �`F`g��k`�7i�e ���	� � �`F`g��k`�7i�e ���	� � �`F`g��k`�7i�e ���	� � �`F`g��k`�7i�e
K = 104
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T = 1
ý
σ = 0.05

ý
r = 0.02

ý
S0 = 100

ý
K = 100

ý
N = 1000
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T = 1.
ý
σ = 0.05

ý
r = 0.02

ý
S0 = 100

ý
K = 100

ý
J = N/2
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� �Jÿn����û���ù�� ��m�÷OøW��ûË÷�� � �0���>��� l\��ù���ú�õ�ùyø4CK�üùR/�J l\��ù���ú�õ�ùyø CK�Jú�J

���G�`e k`e M`M`�G�`k���`kWC
N = 300

J M`M`�G�`k�� M`M`�G�`k�� M`M`�G�`k���`k�� M`M`�G�`k���`k �
MR�`� ���ji�k��gWC

N = 1000
J ���ji�k`g ���ji�k`e ���ji�k��g`e�� ���ji�k��`� �`e

MR�`e V��jiI�`�`��C
N = 3000

J V��jiI�F V��jiI�`� V��jiI�`�`�� � V��jiI�`�e`F�M
���Gg`� k`� M ���Ge�MRV�C

N = 300
J M ���Ge�M.� M ���Ge�M � M ���Ge�MRV`�`V�� M ���Ge`V`g7i�V`�

MR�`� MR���GV`�`k�C
N = 300

J MR���GV�MR� MR���GV�MRe MR���GV`�`F7i�V�� MR���GV�M.��`F`e
M`MR� e��ji�g`����C

N = 1000
J e��ji�V`k e��ji�g � e��ji�V`F�M ��M e��ji�g`e��F`F
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ý
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σ = 0.05
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σ = 0.30
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