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Avant-propos

“La mathématique est la reine des Sciences,
mats la théorie des nombres

est la reine des sciences mathématiques.”
CARL-FRIEDRICH GAUSs (1777 — 1855)

L’objectif de ce cours d’arithmétique est d’introduire a divers types de techniques,
provenant notamment de l'analyse complexe et de l'algébre, tout en se limitant a des
résultats allant pour ’essentiel jusqu’a la fin du 19éme siecle.

Ce cours avec de tels objectifs a été congu par Etienne Fouvry, qui I’a enseigné
durant de nombreuses années entre 1987 et 2018. Ce polycopié doit énormément aux
notes manuscrites originales de Fouvry [3].

La préparation de ce polycopié a été grandement facilitée par une précédente version
préparée par Benjamin Schraen, qui a enseigné ce cours de 2019 a 2022. Les notes tapées
en 2018 par I’étudiant Aloys Dufour ont également été utiles.

Enfin, les conseils et encouragements de Stéphane Fischler ont été essentiels pour
garantir la continuité de ce cours tout en lui apportant quelques touches d’originalité.

vii
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Chapitre 1

Divisibilité et congruences

“Dieu fit le nombre entier, le reste est l'ceuvre de ’homme.”
LEopoLD KRONECKER (1823 — 1891)

1.1 Divisibilité dans ’anneau des entiers

On note Z 'anneau des entiers relatifs. Si a € Z et si b € Z~ {0}, on dit que b divise
a et on note b | a 8’1l existe ¢ € Z tel que a = be.

1.1.1 Le PGCD

Proposition 1.1 (Division euclidienne). Soit (a,b) € Z x N*. Il existe un unique couple
(q,7) € Z x N tel que a =bq+r et r <b. En particulier b | a si et seulement si r = 0.

Cette proposition implique que I'anneau Z est euclidien. C’est en particulier un an-
neau principal. Pour la commodité du lecteur nous le redémontrons.

Théoréme 1.2. L’anneau Z est principal. Cela signifie qu’il est intégre et que tous ses
idéauz sont de la forme Zc.

Démonstration. Soit I C 7Z un idéal. Supposons I # 0 et soit b € I le plus petit élément
de I N N*. Si a € I, on effectue la division euclidienne de a par b, on a donc a = bg +
avec 0 < 7 < b. Comme a et b sont dans I, on a également r € I. Par définition de b, on
a nécessairement r = 0 et donc a € Zb. Ceci prouve que I C Zb, l'inclusion réciproque
est immédiate. Ainsi I = Zb. O

Rappelons que deux éléments a et b d’un anneau commutatif et intégre A sont dits
associés s’il existe un élément inversible ¢ € A* tel que a = be. Deux éléments sont

associés si et seulement si ils engendrent le méme idéal.

1



2 CHAPITRE 1. DIVISIBILITE ET CONGRUENCES

Comme le groupe des inversibles de Z est I'ensemble {£1}, on a Za = Zb si et
seulement si a = &b et tout idéal de Z est engendré par un unique élément de N.

Définition 1.3. Soit k > 1 un entier et soient aq,...,ar des entiers relatifs. Le plus
grand commun diviseur, aussi nommé pgcd, de ai,...,ar est unique entier naturel
ai N\ -+ Aay tel que

Z(al/\~~/\ak):Za1+-"+Zak.

Remarque. a) Saufsi a =b =0, l'entier a A b est le plus grand entier divisant a et
b. En effet, si d divise a la fois a et b, on a Za C Zd et Zb C Zd, donc Z(a A b) C Zd et
d divise a A b. On en conclut que

d<|lanb=aAnb.
b) Siay,...,ax sont des entiers et si 1 < ¢ < k, on a
Zay + - -+ + Zay = (Zay + - - - + Zag) + Zagyq + - - - + Zay,

de sorte que

al/\---/\ak:(al/\--~/\ae)/\a£+1/\"‘/\ak-

On peut donc calculer le pged de k entiers par dévissage si I'on sait calculer le pged de
deux entiers quelconques.
c) Si(a,b) €Z*, onalAa=1,0Aa=]|a|et,sikéeZ (ka)A (kb) = |k|(a Ab). Si
(a,b,c) € Z3, on a
aA (be) | (aAb)(anc)

comme il se déduit de I'inclusion

(Za + Zb)(Za + Zc) C Za + Z(bc).

L’algorithme d’Euclide permet de déterminer le pged de deux entiers a et b. Suppo-
sons que a et b sont dans N*. Quitte a échanger les réles de a et b, on peut supposer que
a > b. On définit alors deux suites (an)n>0 €t (bn)n>0 par récurrence en posant ag = a,
bp = b. Si b, = 0, on s’arréte, et si b, # 0, on définit a,1 et b,+1 en effectuant la
division euclidienne de a,, par b, :

ap = qnbp + 10, 0 <1y < by
On pose alors a, 41 = by, et b1 = . Comme ay, A by, = by ATy, la suite (an Aby)n>o est

constante. Comme de plus la suite (b)) est strictement décroissante, on obtient b, = 0
pour une certaine valeur de n. Le pged de a et b est alors le dernier terme b,, non nul.
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Exemple. Pour calculer le pged de 31467 et 2047, on procede comme suit :

apg = 31467 bo = 2047 qo = 15 To = 762
a; = 2047 b1 =762 q1 = 2 r = 523
ag = 762 b2 = 523 q2 = 1 T = 239
as = 523 b3 =239 qs = 2 rsg = 45
ay = 239 by =45 Q=5 nry=14

CL5=45 b5=14 Q5=3 T‘5=3
CL6:14 b6:3 q6:4 T‘6:2
a7:3 b7:2 q7:1 T7:1.

Ainsi 31467 A 2047 = 1.

1.1.2 Coprimalité

Deux entiers a et b sont dit premiers entre euzr si leur pged vaut 1. Des entiers

ai,...,ar sont dits premiers entre eux dans leur ensemble si a1 Aas A--- Nap = 1. Les
entiers ay,--- ,ap sont dits premiers entre euxr deuxr da deux si a; A a;j = 1 pour tous
1<i#j<k

Remarque. a) Une famille d’entiers premiers entre eux deux a deux forme une

famille d’entiers premiers entre eux dans leur ensemble. La réciproque est fausse comme
le montre 'exemple de la famille d’entiers 6, 10, 15.
b) Sid = ai A---Aay est non nul, alors les entiers % ,--- , % sont premiers entre

eux dans leur ensemble.

Lorsque k = 2, le résultat suivant est appelé théoreme de Bézout.

Théoréme 1.4. Les entiers ay,...,a sont premiers entre eux (dans leur ensemble) si
et seulement s’il existe des entiers relatifs x1,...,x tels que x1a1 + ...+ xrpa = 1.

Démonstration. Si ay,...,ax sont premiers entre eux (dans leur ensemble) alors Za; +
...+ Zayp, = 7Z > 1, de sorte qu’il existe x1,...,xr € Z tels que z1a1 + ... + xpar = 1.
Inversement, si x1a1 + ... + xpar = 1 pour certains entiers relatifs xz1,...,zy, alors
a1 A ... A ag divise chaque terme du membre de gauche, donc aussi le membre de droite
1, de sorte que a1 A ... Aag = 1. ]

Théoréme 1.5. Soient a,b, ¢ des entiers. Sia | (bc) et si a et b sont premiers entre eu,
alors a | c.

Démonstration. Par le théoréme 1.4, il existe (A, u) € Z? tel que a\ + by = 1. En
multipliant cette égalité par ¢, on obtient ¢ = (ac)\ + (bc)u. Comme a divise ac et be,
onaalc. O



4 CHAPITRE 1. DIVISIBILITE ET CONGRUENCES

Corollaire 1.6. Sib|a et sic|a et sibANc=1, alors (bc) | a. Plus généralement si
bi,...,by sont des diviseurs de a premiers entre eur deux d deux, alors

k
H bl ‘ a.
i=1

Démonstration. On a a = bd pour un entier d € Z. Comme ¢ | bd et bAc = 1, le
théoréeme 1.5 implique que ¢ divise d, donc bc divise a. Le deuxiéme énoncé s’en déduit
par récurrence sur k. O

1.1.3 Un premier cas d’équation diophantienne

On cherche a résoudre le probleme suivant : on se donne des entiers relatifs aq, ..., ay
et n. On cherche alors a déterminer explicitement les éléments de I’ensemble

{(x1,...,21) € ZF | ayzy + - - - + agy = n}. (1.1)

Existence de solutions. Pour que cet ensemble soit non vide, une condition nécessaire
et suffisante est que

n € Zay+ -+ Zap = Z(ay N --- Nay),

c'est-a-dire que a; A --- Aag | n.

On peut donc supposer que § = aj; A --- A a; divise n et on remarque que, pour
(xla s ,$k) € Zkv

s (§)at (§) =)
ai1xry AT =N 5 T 5 T = 5 .

On sait donc déterminer I'ensemble (1.1) dans le cas général si on sait le déterminer dans
le cas ou 6 = 1.

Réduction a k—1 inconnues par une solution particuliére. Nous allons montrer
que la connaissance d’une solution particuliere de (1.1) permet de ramener la résolution
générale de cette équation a k inconnues au méme type de probleme pour k—1 inconnues.
Lorsqu’on atteint & = 1, le probleme est trivial.

Supposons comme ci-dessus que d = 1. On suppose de plus que tous les entier a; sont
non nuls car dans le cas contraire on est déja ramené au probléme a k£ — 1 inconnues.

Supposons que l’on connaisse une solution particuliere (Aq,...,A\;) de 'ensemble
(1.1). Si (a1, ...,x) est un autre élément de (1.1), alors

al(xl — /\1) + .- +ak(xk — /\k) = 0.
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Posons alors 61 = as A --- Aag # 0. Alors a; A §; = 1, et on peut écrire
ag(wa — A2) + -+ ap(xr — Ap) = 81Xy

pour un entier X; € Z. On a donc a;(x; — A1) + 91 X1 = 0 et on déduit du théoreme 1.5
que 01 | (1 — A1) et donc 21 = A1 + 61\ pour un certain A € Z. On a alors X; = —\ajy.
On s’est donc ramené a la résolution de I’équation asys + --- + aryr = —Aa1d; avec
k — 1 inconnues, pour tout entier A € Z. Comme nous I'avons vu, cela consiste a trouver
I’ensemble des solutions de 1’équation homogeéne correspondante, et a leur ajouter une
solution particuliere de I’équation non homogene. Pour cette derniére partie, il suffit
de trouver une solution particuliere a ’équation (‘g—f) Yo + o+ (‘g—’;) yr = 1, puis de
multiplier la solution obtenue par —Aa;.

Calcul d’une solution particuliére. Il reste donc a déterminer explicitement au
moins une solution de I’équation

a1y + -+ apTp =N

lorsque a; A -+ A ag | n. Comme mentionné ci-dessus, on peut supposer sans perte de
généralité que 6 =n = 1.

On se ramene comme précédemment au probleme avec k — 1 inconnues. Pour cela,
on pose 61 = as A --- A ap et on commence par rechercher une solution a 1’équation
a1x + 01y = 1, puis a ’équation

01y = agxe + -+ - + agTy.

Traitons enfin le cas ou k = 2, c’est-a-dire le probleme de trouver deux entiers z et
y tels que ax + by = 1 si a et b sont deux entiers relatifs fixés vérifiant a A b= 1. On se
ramene au cas ou b > 0 et on applique 'algorithme d’Euclide pour construire des suites

(a;), (b;), (q;) et (r;) telles que
ag = a,bg = b,a; = big; +1;,0 <1 < bj,a;1 = b, biy1 =1

Il existe un indice ¢ tel que r, = 1. On « remonte » alors I’algorithme d’Euclide de la
fagon suivante :

1=ap—beqe="bp—1 —bege = bp—1 —re—1q¢
=bp_1 — (ap—1 — qe—1be—1)qe = —ar—1q¢ + be—1 (1 + qe—14q¢)

= apx + boy.

Cet algorithme est parfois appelé algorithme d’Euclide étendu.
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Exemple. En appliquant ’algorithme d’Euclide a la paire (67,59), on obtient

a0:67 bo=59 Q():l 7“():8
a1:59 b1:8 q1:7 7"1:3
a2:8 52:3 q2:2 7'2:2
a3=3 b3=2 g3=1 r3g=1.

On a donc
1=3-2
=3-(8-3-2)=-8+3-3
=-8+(59—-8-7)-3=59-3—-8-22
=59-3—(67—159)-22=—67-22+59-25

Le couple (—22,25) est donc solution de I’équation 67z + 59y = 1.

1.1.4 Nombres premiers

Rappelons qu’un nombre premier est un entier p > 1 qui admet exactement deux
diviseurs distincts entiers et positifs, a savoir 1 et p.

Proposition 1.7. Si p est premier et si p | ab, alors p | a ou p | b. En particulier si
p|a™, alors p|a.

Démonstration. Si a € Z et si p est un nombre premier, alors a et p sont premiers entre
eux si et seulement si p ne divise pas a. En effet a A p est un diviseur de p, il est donc
égal & 1 ou p.

Par contraposition, sipAa=1et pAb=1alors pA (ab)|(pAa)(pAb) =1, de sorte

que p A (ab) = 1 comme souhaité. O

Corollaire 1.8. Sip et q sont deux nombres premiers distincts, alors pour tous m > 1
etn =1, les entiers p"™ et q" sont premiers entre eut.

L’énoncé suivant est équivalent au fait que Z est un anneau factoriel, ce qui est une
conséquence du fait que c’est un anneau principal. A nouveau, pour la commodité du
lecteur, nous le montrons dans ce cas-ci.

Théoréme 1.9. Tout entier naturel n > 1 s’écrit de facon unique, a l’ordre prés, comme
produit de nombres premiers.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur n > 1.
Si n =1, le résultat est vrai car 1 est égal au produit indexé par I’ensemble vide.

Supposons n > 2 et le théoreme vrai pour tout entier 1 < m < n.
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Si n est premier, alors n est un produit de nombres premiers et ce d’une seule fagon,
par définition méme d’un nombre premier.

Si n n’est pas premier, alors n = ab avec des entiers 1 < a,b < n. Par récurrence, a
et b sont des produits de nombres premiers, donc n également. Montrons 'unicité de la
décomposition de n en produit de nombres premiers. Supposons donc que

n:p?lp?”‘:qllqgs

oup < - <pretq <--- < gqssont des nombres premiers et o; > 1, 3; > 1 des
entiers. On a p; | n. Il existe donc 1 < j < s tel que p; | ¢j. Comme ¢; est premier,

on a p; = ¢;. Ainsi p1 > ¢;. De facon symétrique, on montre que q; > p; et donc que
p1 = ¢1. Comme p; # g; pour j > 1, on a pi* A qjj pour j > 1 et donc, puisque p{* | n,
Pt gyt = p’?l, ce qui implique a1 < 1. De facon symétrique, 51 < aq et donc ay = f1.
On en déduit que

PPl =gy gt < .

Par récurrence, on en déduit que r = s, p; = ¢; et o; = 5; pour 7 > 1. O

1.2 Les anneaux Z/nZ

1.2.1 Rappels sur Z/nZ

Pour n > 1 entier, 'anneau Z/nZ est 'anneau quotient de 'anneau Z par 'idéal Zn.
C’est donc un anneau commutatif. Notons 7 : Z — Z/nZ lapplication quotient et m
pour 7(m) si m € Z. Lorsque l'on veut insister sur la dépendance en n, on utilise aussi
la notation 7, pour 7(m). La division euclidienne permet de remarquer que

Z/nZ ={0,...,n—1} et Card(Z/nZ) = n.

Proposition 1.10. Soit n € N*. Sim € Z, on a m € (Z/nZ)* si et seulement si
mAn=1.

Démonstration. On a en effet

mAn=1<e Ia,b) € Z®, am+bn=1
& JaeZ/nZ, am=1. O

Proposition 1.11. Soit n > 1 un entier. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) n est premier;
(it) Uanneau Z/nZ est intégre ;

(iii) Uanneau Z/nZ est un corps.
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Démonstration. L’anneau Z/nZ est fini. C’est donc un corps si et seulement si il est
integre. Par ailleurs, 'anneau Z/nZ est intégre si et seulement si pour tous z et y dans
Z/nZ, xy = 0 implique 2 = 0 ou y = 0, c’est-a~dire si et seulement si, pour tous a,b € Z,
n | ab implique n | @ ou n | b. Cette derniére assertion est bien équivalente au fait que n
est premier si n # 1. Remarquons au passage que Z/nZ est 'anneau nul si et seulement
si n =1 et que 'anneau nul n’est pas integre. O

On note @ la fonction indicatrice d’Fuler définie sur N* par

(n) {Card(Z/nZ)X =Card{l<m<n|mAn=1} sin>2
n)=
1 sin=1.

Exemple. Si p est un nombre premier, on a p(p) = p—1Let,sik > 1 o(p¥) = p* —pF~1 =
k 1
PPl =)

1.2.2 Le théoréme des restes chinois

Le résultat suivant est appelé théoréeme des restes chinois car il apparait sous forme
de probleme dans le livre Sunzi suanjing de Sun Zi, datant du III¢ siecle, consistant a
déterminer le nombre de soldats d’une armée, si lorsqu’ils sont rangés par 3 colonnes, il
en reste 2, rangé par 5 colonnes, il en reste 3, et rangés par 7 colonnes, il en reste 2. La
forme originale de ce théoréme est contenue dans le livre du mathématicien chinois Qin
Jiushao, publié en 1247.

Théoréme 1.12. Soient m et n deux éléments de N* premiers entre eux. L’application

Z)mnZ % (Z/mZ) x (Z/nZ)
amn — (ama aﬂ)

est un isomorphisme d’anneauz.

Démonstration. L’application 1 est bien définie et c’est un morphisme d’anneaux. Les
ensembles de départ et d’arrivée ayant le méme cardinal, il suffit de prouver que ¥ est
une application injective. Comme v est en particulier un morphisme de groupes additifs,
il suffit de prouver que Ker(1)) = {0, }. On a en effet, pour a € Z,

Umn € Ker() ©m|aetn|as mn|as tny = 0np. O

Remarque. Il peut étre utile de savoir calculer I’application ¢~ explicitement. Si
(a,b) € Z2, déterminer ¥~ (@, b,) revient & déterminer un entier k € Z tel que

k= a[m],
k=b[n].
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On a en effet ¥ ~1((@m, b)) = kmn. On commence par chercher («a, ) € Z? tel que

{azl[m], {ﬁz()[m],
= B =1[n].

On pose alors k = aa+bj3. Pour trouver « et 3 il suffit de déterminer (z,y) € Z2 tel que
mx + ny = 1 en utilisant 'algorithme d’Euclide étendu. On peut alors prendre a = ny
et 8 =mux.

Corollaire 1.13. Soit n € N* tel que n = p{* - - p& avec p1 < --- < p, premiers. On a
alors un isomorphisme d’anneauz

Z/nZ7 ~T7)p{ L x -+ X L) pr .

Corollaire 1.14. Soit n € N* tel que n = p{* -+ p& avec py < -+ < p, premiers. Alors
o(n) = @[P*) - e@r), de sorte que

_ 11

en)=pP '(pr— 1) p2(py — 1).

1.3 Polynoémes

1.3.1 Rappels

Soit A un anneau commutatif. On note A[X] I’anneau des polynémes en une indé-
terminée a coefficients dans A. Si P € A[X] et Q € A[X] ~\ {0}, on dit que Q divise P,
et on note @ | P, s'il existe R € A[X] tel que P = QR.

Proposition 1.15 (Division euclidienne pour les polynémes). Soit P € A[X] et soit
Q € A[X] ~ {0} de coefficient dominant inversible. Alors il existe un unique couple
(R,S) € A[X]? tel que deg S < deg@ et P = QR+ S.

Démonstration. Commengons par prouver U'existence de (R, S). Remarquons déja que
si deg(P) < deg(Q), alors on peut prendre R =0 et S = P.

Raisonnons alors par récurrence généralisée sur le degré de P. Si deg(P) = —o0, on
est dans le cas ou deg(P) < deg(Q) qui a déja été traité.

Supposons donc 'existence de la division euclidienne de P par () prouvée pour tout
polynéme P de degré < N. Soit P un polynéme de degré N + 1. Le cas ou deg(P) <
deg(Q) a déja été vu, on peut donc supposer de plus que deg(P) > deg(Q). Notons
n = deg(Q), pn+1 le coefficient dominant de P et g, le coefficient dominant de Q.
Comme ¢, € A*, on peut poser

Py =P —pnig, XVTTQ.

Le polyndéme pyi1q, ' XN17"Q est de degré N + 1 et de coefficient dominant py 1,
on en conclut que P et pni1q, ' X N+1=n() ont méme degré N + 1 et mémes coefficients
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dominants, donc que leur différence P; est de degré < N. Par récurrence, il existe
(R1,51) € K[X]? tel que P, = R1Q + Sy et deg(S1) < deg(Q). On peut donc écrire

P =P +pyug, ' XVTTQ
=R1Q+ St + pni1g, ' XVTITQ
= (R1 + pn11g, ' XNTIMQ + 5.

On peut donc prendre R = Ry + pyi1q, ' XVt et § = 5.

Montrons a présent I'unicité de la division euclidienne. Supposons qu’il existe des
couples (R1,S1) et (R2,52) tels que

P=RiQ+ 51 =RQ+ 5
et deg(S),deg(52) < deg(®). On a alors
Sl — SQ = (RQ — Rl)Q

Supposons par I'absurde que Ry — R; # 0. On a alors, puisque ) est de coefficient
dominant inversible,

deg(S1 — S2) = deg(Q) + deg(R2 — R1) > deg(Q).

Comme par ailleurs deg(S; — S2) < deg(Q), on aboutit & une contradiction. On en
conclut que Ry = R; et donc que S; = So. ]

Dans le cas particulier ou 'anneau A est un corps K, la condition sur ) est équi-
valente & @ # 0. On en déduit que 'anneau K[X] est euclidien. Il est en particulier
principal et factoriel. On en déduit, comme dans le cas de I’anneau Z,

Théoréme 1.16. Si K est un corps commutatif, tout polynome unitaire P € K[X]
s’écrit de fagon unique a l’ordre prés comme un produit de polynomes irréductibles et
unitaires.

Exemple. Dans R[X], on a
X441 = (X2 4+V2X +1)(X2 —V2X +1).

Dans Q[X], on a
X' 1= (X2 4+ 1)(X - 1)(X +1).

Remarque. Si K est un corps fini et si P € K[X] \ {0}, 'anneau K[X]/(P) est un
anneau fini. Ces anneaux ont des propriétés fort similaires a celles des anneaux Z/nZ. 11
existe effectivement une arithmétique dans K [X] parallele a celle que nous allons étudier
dans ce cours.



1.3. POLYNOMES 11

1.3.2 Polynoémes a coefficients entiers

L’anneau Z[X] n’est pas un anneau principal. On peut en effet montrer que l'idéal
engendré par 2 et X n’est pas principal. En effet supposons qu’il existe un polynéme
P € Z[X] tel que PZ[X]| = 2Z[X] + XZ[X]. Alors P | 2 donc P est de degré 0. Comme
P | X,ona P = +1. Cependant les éléments Q de 2Z[X]+ X Z[X] vérifient tous 2 | Q(0).
L’idéal engendré par 2 et X n’est pas principal.

Le résultat suivant montre que les racines rationnelles d’un polynéme de Z[X] sont

faciles a déterminer.

Théoréme 1.17. Soit P = Z?i%(P) a; X' € Z[X]~{0}. Siz = % € Q est une racine de
P, aveepNq=1, alors p | ap et q | ageg(p)-

Démonstration. On a
'P@>:Oﬁmmmﬁ%”+mm®4fmm*mk~+%fmm=0
deg(P)

et, comme pA g =1, on a pA ¢l =1 donc p | ap. On montre de
deg(P) et donc que ¢ | Adeg(P)- O

Ainsi p | agq
meéme que q | dgeg(p)P

Soit n > 1 un entier. On définit un morphisme surjectif d’anneaux en posant

Z|X] —  Z/nZ[X]

P=yljaX — P=Y{ GX"

Son noyau est I'idéal {3% a; X? | Vi >0, n|a;} qui est aussi idéal principal engendré
par Uentier n (vu comme polynéme constant).

Définition 1.18. Soit P = Z?i%(P) a; X" € Z[X]. On définit le contenu du polynéme P
comme le pged de ses coefficients. On le note ¢(P). On dit que le polynome P est primitif
st c(P) = 1.

Sin e N* et P € Z[X], on a donc n | ¢(P) si et seulement si P = 0[n].

Lemme 1.19. Pour P,Q deux éléments de Z[X], on a ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Démonstration. Si k € Z et P € Z[X], on a ¢(kP) = |k|c(P). On peut donc se ramener
facilement au cas ou ¢(P) = ¢(Q) = 1. Supposons par 'absurde que ¢(PQ) # 1. Ceci
implique qu’il existe un nombre premier p tel que p | ¢(PQ) et donc tel que PQ = 0
dans Z/pZ[X]. Comme PQ = P-Q, on a P-Q = 0 dans Z/pZ[X]. Comme Z/pZ est
un corps, 'anneau des polyndomes Z/pZ[X] est un anneau intégre. On a donc P = 0 ou

Q =0, c’est-a-dire p | ¢(P) ou p | ¢(Q), ce qui est absurde. O

Définition 1.20. Soit A un anneau. Un élément x de A est dit irréductible st x n’est
pas inversible et si x = ab avec a,b € A implique a € A* ou b e A*.
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Proposition 1.21. Soit P € Z[X]. Supposons que P = QR dans U'anneau Q[X]. Il existe
alors des nombres rationnels o, f € Q* tels que af =1 et aQ € Z[X], SR € Z[X].

Démonstration. On peut supposer P # 0. Dans le cas contraire, le résultat est facile.
Comme @ et R sont dans Q[X], il existe dy,d2 € N* tels que d1Q € Z[X]| et daR €
Z[X]. On a alors didoP € Z[X]. On a de plus c¢(did2P) = didac(P) et c(did2P) =

c(d1Q)c(daR). Posons alors a = % et f = f@(;;. On a bien, par définition de ¢(d1Q)

et ¢(d2R), aQ € Z[X] et BR € Z[X]. De plus aff = % =1. O

Théoréme 1.22. Soit P € Z[X] un polynome primitif. Pour que P soit irréductible
dans Z[X], il faut et il suffit que P soit irréductible dans Q[X].

Démonstration. Supposons que P est réductible dans Z[X]. On peut donc écrire P = QR
avec Q ¢ Z[X]|* et R ¢ Z[X]*. Comme ¢(P) =1 et que ¢(P) = ¢(Q)c(R), on en déduit
que ¢(Q) = ¢(R) = 1. Les polynémes @ et R, n’étant pas inversibles, ne peuvent étre
constants. On a donc @ ¢ Q[X]* et R ¢ Q[X]*. Ainsi P est réductible dans Q[X].

Supposons réciproquement que P est réductible dans Q[X]. On peut écrire P = QR
avec @, R € Q[X] et deg(Q) > 1, deg(R) > 1. On peut donc trouver « et [ dans
Q* vérifiant aff = 1, Q1 = a@Q € Z[X] et Ry = R € Z[X]. Ainsi P = Q1R avec
deg(Q1) = deg(Q) > 1 et deg(R1) = deg(R) > 1, de sorte que (1 et Ry ne sont pas
inversibles dans Z[X]*. On en conclut que P est réductible dans Z[X]. O

Corollaire 1.23. Les éléments irréductibles de Z[X]| sont les polynomes constants de
la forme £p ou p est un nombre premier et les polynémes primitifs irréductibles dans

Q[X].

Démonstration. Soit P un polynome irréductible de Z[X]. On peut donc écrire P =
¢(P)Py avec Py primitif. Si ¢(P) ¢ Z*, alors c¢(P) ¢ Z[X]*, donc P; est inversible,
c’est-a-dire P, = £1. Comme ¢(P) doit étre irréductible dans Z, P = +1¢(P) = £p
pour un nombre premier p. Si ¢(P) € Z*, alors P; est primitif et irréductible, donc est
irréductible dans Q[X]. O

Corollaire 1.24. Tout polynéme non nul de Z[X]| s’écrit de fagon unique a [’ordre
prés comme produit d’un élément de Z et de polynomes primitifs irréductibles a terme
dominant positif.

Démonstration. On rappelle que si A est factoriel, Panneau A[X] est factoriel. Comme
Z est factoriel, 'anneau Z[X] l'est aussi. Comme Z[X|* = Z*, le résultat est une consé-
quence de la classification des éléments irréductibles de Z[X]. O

Exemple. La décomposition du polynéme 12X2? — 3 en produit d’irréductibles dans
Z[X] est
12X%2 -3=3-(2X —1)- (2X +1).
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Théoréme 1.25 (Critére d’Eisenstein). Soit P(X) = Y1 ya; X" € Z[X] un polynéme
a coefficients entiers. On suppose qu’il existe un nombre premier p tel que ptan, p | a;
pour 0 <i<n—1etp*tag. Le polynome P(X) est alors irréductible dans Q[X].

Démonstration. Comme p | ap mais p { a,, on a nécessairement n > 1. Comme p { a,,, on
aptc(P). Le polynéme ¢(P)~' P € Z[X] a donc exactement les mémes propriétés que P
mais est de plus primitif. Comme P est irréductible dans Q[X] si et seulement si ¢(P) P
lest, on peut supposer sans perte de généralité que ¢(P) = 1. Supposons donc ¢(P) =1
et supposons par ’absurde que P est réductible dans Q[X]. Alors on peut écrire P = QR
avec deg(@),deg(R) > 1 et @, R € Z[X]. De plus ¢(P) = 1 implique ¢(Q) = ¢(R) = 1. En
réduisant P = QR modulo le nombre premier p, on obtient QR = P # 0 dans Z/pZ[X].
Par ailleurs P = yX" pour un certain v € (Z/pZ)*. Comme X est irréductible dans
Z/pZ|X] et que Z/pZ|X] est principal, on en déduit que @ est de la forme a X" et R
est de la forme SX* avec aff = v et r + s = n. Comme r < deg(Q), s < deg(R) et
deg(Q) + deg(R) = deg(P) =n,on ar =deg(Q) > 1 et s = deg(R) > 1 de sorte que les
termes constants de @) et R sont divisibles par p, ou encore p | Q(0) et p | R(0). On en
conclut que p? | P(0) = Q(0)R(0), ce qui contredit p? { ao. O

Exemple. Soit p un nombre premier. Soit ®,(X) = XP~! + XP~2 4 ... 4 X + 1 de
sorte que X? —1 = ®,(X)(X —1). Le polynoéme ®,(X) est irréductible dans Q[X] si et
seulement si ®,(X + 1) est irréductible dans Q[X]. Par ailleurs

P \yi_ R~ s
X' =Y axt.
(2)e -z

Onaa, 1 =1etp|a;si0<i<p-—2etenfina =p. On en conclut que ®,(X + 1),
et donc ®,(X), est irréductible dans Q[X].

—1
14+XxpP-1 X
Py X +1) =S =
X =0

1.4 FEtude du groupe (Z/nZ)*

Le groupe multiplicatif (Z/nZ)* joue un rdle trés important dans nombre de procédés
cryptographiques.

1.4.1 Le petit théoréme de Fermat

Théoréme 1.26 (Fermat). Soit a € Z et soit p un nombre premier tel que p t a. Alors
aP~1 =1]p].

Démonstration. Comme p est premier, Z/pZ est un corps et le groupe (Z/pZ)* est
de cardinal p — 1. Le théoréme de Lagrange implique alors que @?~! = T pour tout
a € (Z/pZ)*, c’est-a-dire aP~! =1 [p] pour tout p 1 a. O

Remarque. On en déduit que si p est premier, a” = a [p] pour tout a € Z.
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La généralisation suivante du petit théoreme de Fermat est due a Euler, la démons-
tration est identique.

Théoréme 1.27 (Euler). Soit n € N* et soit a € Z tel que aAn = 1, alors a®™ = 1]n].

1.4.2 Nombres de Carmichael

Inversement, on peut se demander si un entier n > 2 vérifiant " ! = 1 [n] pour tout
a premier avec n est toujours premier. La réponse est non. Il existe effectivement de tels
entiers. Un entier m > 2 non premier et tel que a™ ! = [m] pour tout a Am =1 est
appelé nombre de Carmichael. Le plus petit d’entre eux est

561 =3-11-17.
On a en effet

a>=1[3] = a® =13
' =1[11] = a®® = 1[11]
a'® = 1[17] = % = 1[17] car 16 | 560.

On peut montrer que les nombres de Carmichael ont les propriétés suivantes :

— un nombre de Carmichael est sans diviseur carré;
— si m est de Carmichael et p | m est premier, alors p— 1| m — 1;
— un nombre de Carmichael m posséde au moins 3 diviseur premiers ;

— il existe une infinité de nombres de Carmichael (Alford, Granville et Pomerance,

1994).

Exemple. Les entiers suivants sont des nombres de Carmichael :

561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, ..., 101101 . . .

On peut montrer une version beaucoup plus faible du théoreme d’Alford, Granville
et Pomerance.

Proposition 1.28. Soit a > 2 un entier. Il existe une infinité de m € Z mnon premiers
tels que a™~ 1 = 1[m).

Démonstration. Soit p un nombre premier impair tel que p { a(a? — 1). Posons alors

2p_ _
:‘25711 :‘fillajj'll.Commep>3eta>2, a? —1>a—1letaP+1>a-+1, donc

m n’est pas premier.

Par ailleurs, on a

(a>=1)(m—1)=a? —1—(a® —=1) = a?*(@®P™V — 1) = a®(aP ' = 1)(aP" ' +1).
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Le petit théoréme de Fermat implique que p | a?~* — 1. Comme p — 1 est pair, on a
a® -1 | aP~! — 1 et, puisque a® — 1 et p sont premiers entre eux, p(a2 —1) | aP~t — 1.
Comme a ou a?~+1 est pair, on a 2 | a?(a?~1+1) de sorte que 2p(a®—1) | (a®?—1)(m—1).
On en conclut donc que 2p | m — 1.

1

Ainsi, puisque a?? = 1 +m(a? — 1) = 1[m], on a donc a™ ! = 1[m]. O
A titre d’illustration, nous donnons le critére de primalité suivant, mais qui n’est
guere utile car il implique de savoir factoriser m — 1.

Proposition 1.29. Soit a € Z et soit m > 2 un entier vérifiant a™ ' = 1[m] et
a® # 1[m] pour tout diviseur ¢ de m — 1 tel que £ # m — 1. Alors m est un nombre
premier.

Démonstration. Soit d 1'ordre de @ dans le groupe (Z/mZ)*. Par hypothese, d | m — 1.
Comme @’ # T pour tout diviseur strict de m — 1, on a d = m — 1. De plus le théoréme
d’Euler implique que d | p(m) de sorte que m — 1 | p(m). Comme p(m) < m—1, on a
w(m) =m — 1, ce qui implique que m est premier. O

1.4.3 Structure des groupes (Z/nZ)*

Sin > 2, on peut écrire n = pi* - - p&r avec p; < p2 < -+ < p, premiers et o; > 1
entiers. Le théoreme des restes implique que

(@ /nT)* = (BT x -+ x (L T) <,
11 suffit donc d’étudier la structure des groupes (Z/p“Z)* pour p premier et « > 1 entier.

Théoréme 1.30. Sip est un nombre premier, le groupe (Z/pZ)* est cyclique.

Démonstration. Nous allons prouver plus généralement que si K est un corps commutatif
fini, alors K* est cyclique. Soit N le cardinal de K. Le théoréme de structure des groupes
abéliens finis implique que si G est un groupe abélien fini, alors G contient un élément
dont 'ordre est le ppcm de tous les ordres des éléments de G. On applique ce résultat au
groupe K* et on note d le ppem de tous les ordres de K*. On a donc ¢ = 1 pour tout
z € K*. Comme K est un corps commutatif, le polynéme X% — 1 a au plus d racines
dans K. On a donc N — 1 < d. Par ailleurs, K* contient un élément d’ordre d. On a
donc d < N —1, ce qui permet de conclure que d = N —1 et que K* contient un élément
d’ordre N — 1, ce groupe est donc cyclique. O

Exemple. Le groupe (Z/7Z)* est engendré par 3. On a en effet 32 =26t 3 = T,

donc 3 est d’ordre 6.

On peut en profiter pour mentionner la célebre conjecture d’Artin sur les racines
primitives.
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Conjecture 1.31 (Conjecture d’Artin). Soit a € N* un entier qui n’est pas un carré
parfait. Alors il existe une infinité de nombres premiers p tels que a est un générateur

de (Z/pZ)*.

Remarque. On sait (Hooley, 1967) que la conjecture d’Artin est une conséquence de
I'hypothese de Riemann généralisée (GRH) dont nous parlerons plus tard. On sait aussi
qu’il existe une infinité de valeurs de a pour lesquelles la conjecture d’Artin est vraie
(Gupta et Murty, 1984) et méme qu’il existe au plus deux valeurs de a pour lesquels
la conjecture est fausse (Heath-Brown, 1986). On ne connait malheureusement aucune
valeur explicite de a pour laquelle la conjecture est vraie. On peut par exemple juste
dire que parmi 2, 3 et 5 il y a au moins un nombre vérifiant la conjecture.

Théoreme 1.32. Soit p un nombre premier impair et soit « > 1 un entier. Le groupe
(Z/p*Z)* est cyclique d’ordre p*~1(p —1).

Démonstration. Considérons le morphisme d’anneaux Z/p*Z — 7Z/pZ défini par Gpe —
Gp. Sia € Z,onaaAp=1sietseulement si a A p* = 1, ainsi aye € (Z/p*Z)* si et
seulement si @, € (Z/pZ)*. On en déduit un morphisme surjectif de groupes (Z/p*Z)* —
(Z/pZ)*. Notons G, son noyau. Comme (Z/p*Z)* est un groupe de cardinal ¢(p®) =
p®~!(p—1), une comparaison des cardinaux montre que G,, est de cardinal p®~!. Soit a €
Z tel que @, engendre le groupe (Z/pZ)* et posons g = Gpe et h = gpa_l. Puisque 62*1 =
1,, les éléments g et h ont méme image dans (Z/pZ)*. Comme de plus gl = 1
d’apres le théoréme de Lagrange, on a h?~! = 1, ce qui prouve que I’élément h est d’ordre
exactement p — 1. Notons H le sous-groupe de (Z/p®Z)* engendré par h. Comme G,
est un groupe de cardinal p®~!, on a G, N H = {1} et, par cardinalité, (Z/p®~1Z)* est
isomorphe au groupe produit G, x H. Comme H est cyclique d’ordre p — 1, le groupe
(Z/p*~17Z)* est cyclique d’ordre p®~!(p — 1) dés lors que 'on sait que G, est cyclique
d’ordre p*~1.

Nous allons en fait prouver que I’élément 1+ p,. est un générateur de G,. Pour

cela, il suffit de vérifier que (1 + p)pa_2 # 1[p®]. On vérifie en effet par récurrence sur
s> 0que (1+p)? =1+ p*t[p**2], ce qui suffit puisque 1+ p*~! < p®. La congruence
est évidemment vraie pour s = 0. Supposons qu’elle est vraie pour s > 0. On a alors
(14 p)?" =1+ kp**! pour un entier £ = 1[p]. On a donc

P
(1 +p)ps+1 =(1+ kps+1)p =14+ k,ps+2 + Z (f) (k,ps—i-l)z‘
i=2
Sii>3,onas+3<i(s+1),donc p*t3 | (kp*t1)? et, puisque p >3, ona p | (), ce qui

prouve p*™ | (5)(kp**1)%. On a donc (1 + PP =14 kpt2 =1 4 T2 [p*+3]. O

Il reste a s’occuper du cas ou p = 2. Dans ce cas, on peut remarquer que (Z/4Z)* =
{1, —T} est cyclique mais que (Z/8Z)* = {1, £3} ne 'est pas, puisque 32 = 1[8].
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Théoréme 1.33. Soit o > 2. Alors le noyau du morphisme surjectif de groupes

(Z)2°7)" — (Z]AZ)™

défini par réduction modulo 4 est cyclique d’ordre 272 et il existe un isomorphisme de
groupes

(Z)2°7)% ~ ZJ27 x 7.)]2°?7.

Démonstration. Notons G, le noyau de ce morphisme. Montrons que 1’élément 1 + 49a =
Boa est un générateur de Gq. Il suffit de prouver que 52°° # 1[2%] si a > 3. C'est une
conséquence de la congruence 52° = 1 + 252 [25%3] pour tout entier s > 0. On montre
cette congruence par récurrence sur s. Elle est trivialement vraie pour s = 0. Supposons
alors que 52" = 1 + k2°%2 avec k impair. On a alors

2s+1

577 = (14 k2572)2 = 1 4 k2513 4 22214,

Comme 25 +4 > s+4, on a 52" =14 2573 [25+4],

Soit H = {+£12«} le sous-groupe de (Z/2°Z)* engendré par —Iza. Comme HNG, =
{1}, on obtient par cardinalité un isomorphisme de groupes (Z/2°Z)* ~ H x G,. O

Corollaire 1.34. Soit n > 2 un entier. Pour que le groupe (Z/nZ)* soit cyclique, il
faut et il suffit que n soit de la forme p® ou 2p® avec p premier impair et o > 1 entier
ou que n € {2,4}.

Démonstration. Commencons par plusieurs remarques :

— Si G1 et G5 sont deux groupes abéliens finis de cardinaux respectifs ni et no
vérifiant n1 A ne # 1, alors le groupe abélien fini G; x G2 n’est pas cyclique.
— Un sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

Supposons alors (Z/nZ)* cyclique et posons n = pi* -+ - p2r avec p; < - -+ < p, premiers.
Posons également G; = (Z/p;Z)*. 1l suit des deux remarques ci-dessus que les entiers
Card(Gh), ..., Card(G,) sont premiers entre eux deux a deux. Parmi ces entiers, il y en
a au plus un qui est pair et donc, parmi p1,...,p, il y a au plus un nombre impair. On
en conclut que 7 < 2 et que

{2,p} p impair,
{p1,p2} =< {p}  p impair,

{2}

Comme de plus (Z/2%Z)* est cyclique si et seulement si o < 2, on en conclut que n €
{2,4,p%,2p",4p*} pour un nombre premier p impair et un entier a > 1. Comme @ (p®)
est pair, le groupe (Z/4p*Z)* n’est pas cyclique. Ainsi n est de la forme 2,4, p®, 2p~.
Réciproquement on vérifie facilement que pour ces valeurs, le groupe (Z/nZ)* est cy-
clique. O
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Références

L’essentiel de ce chapitre est couvert par le livre tres classique de Hardy et Wright [(] :
chapitre 1 et début des chapitres 5 et 6. Une autre référence classique est le livre de
Hua [1] : chapitre 1, et une partie des chapitres 2 et 4. Les congruences et la structure
du groupe (Z/nZ)* sont étudiées dans le livre de Ireland et Rosen [3] : chapitres 3 et 4
respectivement.



Chapitre 2

Fonctions arithmétiques

“Tout l’univers repose sur l’ensemble des entiers naturels.”
PYTHAGORE DE SAMOS (569 avant JC — vers 500 avant JC)

2.1 Définitions et premiéres propriétés

2.1.1 Définitions

On appelle fonction arithmétique une application de N* dans C. Une fonction arith-
métique f est dite multiplicative si elle vérifie les conditions suivantes :

f) =1,
V(m,n) € (N2 tel que mAn=1, f(mn)= f(m)f(n).

Une fonction arithmétique f est dite complétement multiplicative si

f) =1,
V(m,n) € (N*)%, f(mn) = f(m)f(n).

La notion de fonction arithmétique completement multiplicative peut sembler plus natu-
relle, mais nous rencontrerons en pratique un grand nombre de fonctions arithmétiques
qui sont multiplicatives mais non complétement multiplicatives.

Une fonction arithmétique multiplicative est donc déterminée par ses valeurs sur
I’ensemble des nombres de la forme p¥ ot p est un nombre premier et k£ > 1 un entier.
Une fonction arithmétique compléetement multiplicative est déterminée par ses valeurs
sur ’ensemble des nombres premiers.

Exemple. a) La fonction indicatrice d’Euler ¢ est une fonction arithmétique qui
est multiplicative mais pas complétement multiplicative.

19
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b) La fonction constante 1 est complétement multiplicative.

c¢) La fonction e définie comme 01, la fonction indicatrice du singleton {1} est com-
pletement multiplicative.

d) Considérons la fonction arithmétique « nombre de diviseurs », ¢’est-a-dire la fonc-
tion d : N* — C définie par d(n) = Card{d € N*;d | n}. C’est une fonction multiplicative.
On a en effet, si m An =1 et d | mn, lentier d peut s’écrire de fagon unique sous la
forme dids ot dy | m et dg | n. L'unicité vient du fait que dy = m A d et dy = n Ad.
L’existence vient du fait qu’en posant dy = m A d et do =n Ad, on a d = dids puisque
mAn=1.

e) La fonction Id : N* — N* est également une fonction arithmétique complétement
multiplicative.

2.1.2 Convolution arithmétique

Notons F l’ensemble F(N*,C) de toutes les fonctions arithmétiques. C’est un C-
espace vectoriel. Cet espace est de plus muni d’une loi de composition appelée convolution
arithmétique, ou encore convolution de Dirichlet définie comme suit. Si f et g sont deux
éléments de F, on définit une fonction arithmétique f * g en posant

e, (From=Ys@(5)= X fldga).
i ey

Le nom de cette loi de composition est justifié par le fait que I’équation ci-dessus
est fort similaire (modulo a un passage au logarithme pour transformer un quotient en
différence) au produit de convolution de fonctions d’une variable réelle. Mais au lieu
d’intégrer sur tous les réels, on se contente de sommer sur les diviseurs de n. Ainsi, cette
loi de composition a un contenu arithmétique non trivial.

Théoréme 2.1. Le triplet (F,+,%) est un anneau commutatif d’unité e = 01. Son
groupe des inversibles est donné par F* = {f € F | f(1) # 0}.

Démonstration. 11 faut prouver que la loi de convolution arithmétique est associative,
commutative, distributive par rapport a 4+ et d’élément neutre e.

La commutativité et la distributivité sont immédiates. Prouvons ’associativité. Si
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f,9,h sont dans F, on a, pour n € N*,

(frg)«h)(n) = >  (f*g)(di)h(da)

(d1,d2)e(N*)?

dida=n
- ¥ S 6)90) | i)
(d1,d2)€(N*)2 | (5,6")€(N*)2

dido=n 66’ =dy

= > J(01)g(62)h(d3).
(51,52,53)€(N*)3
010203=n

On montre de méme que

(f*(g*h))(n)= > f(01)g(d2)h(3)
i

et on en déduit I’associativité. La fonction e est neutre pour * car, si f € F et n € N*,
on a
e+ Hm= S eld)f(ds) = f(n).
(d1,d2)e(N*)? £0=dy =1
dido=n

Prouvons enfin que f € F* si et seulement si f(1) #0.Si f € FX,onae= f* f et
donc 1 =e(1) = f(1)f~1(1) de sorte que f(1) # 0.

Supposons réciproquement que f(1) # 0. Il suffit de montrer qu’il existe une fonction

g € F telle que f * g = e. On construit g par récurrence. Plus précisément, montrons
par récurrence sur n, qu’il existe des nombres g(k) € C, 1 < k < n tels que

Vi< m<n, f(d)g mn =e(m).
> ()

Comme f(1) # 0, hypothése est vraie pour n = 1, il suffit de prendre g(1) = f(1)7!.
Supposons le résultat vrai pour n et montrons-le pour n+ 1. Suffit de trouver un nombre
g(n+1) € C tel que

S f(d)g (”;1) —e(n+1)=0.

d>1
dln+1

1l suffit donc de poser

gn+ )= ~f07 X s (M) =
d>1
din+1
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On note M C F* ’ensemble des fonctions multiplicatives et M¢ C M ’ensemble
des fonctions completement multiplicatives.

Théoréme 2.2. L’ensemble M est un sous-groupe de (F*,*). On a de plus, pour f €
ME et (g,h) € M2,

f-(g*h)=(f-g9)*(f-h).

Démonstration. Montrons que M est stable par x. Il faut donc prouver que si f et g sont
deux fonctions multiplicatives, alors f * g est multiplicative. Soit donc (m,n) € (N*)2 tel
que m An = 1. Rappelons que ’on a une bijection

{dy e N*;d; | m} x {dy e N*;dy | n} — {deN*;d|mn}
(di,d>) — dyds.

On a donc

(Feamn = Y fo("F) = X sindyo( )

=1 (d1,d2)6(N*)2
dlmn di|m
da|n

S L5 ) ()

dilm
da|n

| X () | | S rae( )

di>1 d2>1
di|m da|n

= (f*g)(m)(f *g)(n)

de sorte que [ * g € M.

Montrons que M est stable par inverse. Soit f € M. Il faut prouver que f~! € M.
Soit g 'unique fonction multiplicative telle que, pour p premier et k > 1, g(p*) = f~(p*).
Posons h = f * g. Il faut prouver que h = e, on aura alors ¢ = f~! et donc f~! € M.
Comme h est multiplicative, il suffit de prouver que h(pk) = 0 pour tout nombre premier
p et tout entier £ > 1. On a

par définition de g et f~1.
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Vérifions la derniére propriété. Supposons que f € M€ et (g,h) € M2. Si n € N*, on

(f-(g*h)(n) = f(n) Y 9(d) h(Z) =Y f(n)g(d) h(Z)

d>1 d>1

djn dn
- 3 @l (5 0(5) = @ 9)x (7w, m
djn

2.1.3 Construction de fonctions arithmétiques multiplicatives

La fonction de Mdbius. La fonction constante 1 est un élément de F. On note p son
inverse pour la loi x. Comme 1 est multiplicative, la fonction p I'est aussi. La fonction
arithmétique p est appelée fonction de Mdobius. Par définition de p, on a donc 1xpu = e et
w(1) = 1. Déterminons ses autres valeurs. Si p est un nombre premier, la relation 1y = e
implique p(p)+u(1) = 0, c’est-a-dire u(p) = —1. On a également u(p?)+u(p)+u(1) =0,
ce qui implique p(p?) = 0. En raisonnant par récurrence, on vérifie immédiatement que
p(p*) = 0 pour tout entier k& > 2. Comme p est multiplicative, on a donc

—1)% i n est un produit de k nombres premiers distincts;
Vn € N¥, u(n):{< ) P P 7

0 sinon.

La fonction indicatrice d’Euler. Rappelons que la fonction indicatrice d’Euler ¢
est définie, pour ¢ € N*, par la formule

plg)= Y 1= enng= Y (nxl)(nAqg).

1<n<q 1<n<q 1<n<q
nAq=1

Comme un entier d > 1 divise n A ¢ si et seulement il divise n et ¢, on a

plg)=> > pld) = p(d) Y 1=Zu(d)%.

n=1d>1 d>1 1<n<q d>1
dln dlq dln dlq
dlq

Ainsi ¢ = p xId et donc Id = ¢ * 1. On a donc prouvé que, pour n € N*,

n = Z o(d).

d>1
din

Les fonctions diviseurs. Si k € N*, on note dj la fonction arithmétique 1 % ---x 1.
—_—

k fois
Comme la fonction 1 est completement multiplicative, la fonction dj est multiplicative.
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Dans le cas particulier ou k = 2 on retrouve la fonction « nombre de diviseurs » :

=Y " 1(6)1(%) = Card{(d1,d2) € (N*)* | n = dyda}.
6|>1
dln

Cet exemple tres simple illustre parfaitement le fait que la convolution arithmétique a
un contenu arithmétique non trivial : a partir de la fonction constante 1 ne contenant
aucune information, on obtient 1 x 1 = dy qui contient des informations arithmétiques.

Plus généralement, une récurrence sur £ montre que
dp(n) = Card{(dy,...,dy) € (N | n=didy---dp}.

Comme la fonction dj, est multiplicative, elle est complétement déterminée par ses valeurs
sur les entiers de la forme p" ot p est un nombre premier. Calculons directement dg(p™).

Card{(dy,...,dy) € (N*)k | didy - - dy = p™}

= Card{(m1,ma,...,my) € N¥ | m = Zmz}

L’ensemble dont le cardinal apparait sur la droite est en bijection avec 1’ensemble des
fonctions strictement croissantes h: {1,...,k} — {0,1,...,m+k — 1} telles que h(k) =

m+k—1. En effet, on peut associer & un k-uplet d’entiers (myq, ..., my) tel que Zle m; =
m la fonction h définie par h(i) = mj + -+ +m; +1i — 1 et réciproquement, a une telle
fonction h, le k-uplet (my,...,mg) ou m; = h(i) —h(i — 1) — 1. Ces deux fonctions sont

bien réciproques I'une de 'autre. Enfin, on peut remarquer que les fonctions strictement
croissantes b : {1,...,k} — {0,...,m+k—1} vérifiant h(k) = m+k—1 sont uniquement
déterminées par I’ensemble de leurs k£ — 1-iémes premieres valeurs, qui forment une partie
de cardinal £ — 1 de {0,...,m + k — 2}. Ainsi di(p™) est égal au nombre de parties a
k —1 éléments dans {0,...,m + k —2}. On a donc

(™) = (’”Zkl‘l) - (m+n’j‘1>.

Les fonctions sommes de diviseurs. Sik > 1 est un entier, on pose oj, = 1 * (Id)*.
Comme 1 est Id¥ sont complétement multiplicatives, la fonction oy, est multiplicative.
Ses valeurs sont les

n) = Z d*.

d>1
din

La fonction de von Mangoldt. Dans tout ce cours, on note log la fonction logarithme
népérien. La fonction de von Mangoldt est définie comme le produit A = log %, de sorte
que log = Ax1. Sin > 2 est un entier, on peut écrire n = p{'pg? - p2r o py < -+ < py



2.1. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES 25

sont des nombres premiers. Les seuls diviseurs d de n pour lesquels u(d) # 0 sont les
[I;cr pi ot I est une partie de {1,...,7}. On a donc

Am) = ) <—1>Card<”1og< - )

Ic{1,...,r} Hie[pi
— Z (_1)Card(l) log(n) _ Z (_1)Card(l) Zlog(pz)
Ic{1,..r} Ic{1,...,r} iel
= log(n) ()" @ “Ylosl) Y (-1
k=0 i=1 elc{1,...,r}

“ Sl Y ()OO,
=1

JC{1,.. i}

Nous avons donc A(n) =log(p1) sir=1et A(n) =0sir > 1.

2.1.4 Produits eulériens

Si n € N* est un entier, nous utiliserons trés souvent I’abus de notation []

[Iper ou P désigne I’ensemble des nombres premiers.
psn

p<n DOUT

Si (ap) est une suite de nombres complexes indexée par les nombres premiers et si la

suite (Hpgn ap) est une suite convergente, on note [, a, sa limite.

Théoréme 2.3. Soit f une fonction arithmétique telle que la série 3, -, f(n) est ab-
solument convergente. Si f est multiplicative, on a

> fm)=]] (Z f(p’“)) .

n>1 P \k=0

Si de plus f est complétement multiplicative, alors |f(p)| < 1 pour tout nombre premier

p et on a .
> 100 =11 (=75).

n>1 p

Démonstration. Soit N > 1 un entier. Supposons dans un premier temps que la fonc-
tion f est multiplicative. La famille (f(n)),>1 est sommable. En particulier la série
doksof (p*) est absolument convergente. Soient py, ..., p, les nombres premiers plus pe-
tits que N. La formule du produit de Cauchy nous donne donc

H<+°Zf<pk>>: S e - X% f(];[lp>

p<N \k= (n1yee,np)ENT =1 (n1,n2,...,nr)ENT
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Soit Ax I'ensemble des entiers n € N* dont les diviseurs premiers sont compris entre 1
et N. L’anneau Z, étant factoriel, on a

11 (Zf(zﬂ) =Y fn).

p<N \ k>0 n€AN

Comme N est 'union de tous les ensembles Ay et que la famille (f(n)),>0 est sommable,

on en conclut que la suite (HpgN > k>0 f(pk)) converge vers -1 f(n), c’est-a-dire

II (Z f(p’“)) =Y f(n).

P \k>0 n>1

Si f est complétement multiplicative, on a f(p¥) = f(p)” si p est un nombre premier
et k > 1 entier. En particulier pour que la famille (f(n)),>1 soit sommable, il faut que
|f(p)] < 1 pour tout nombre premier p. On a de plus
1
Zf(pk)ZZf(P)kzl_i- O

= = f(p)

Si f e FetsiseC, on appelle série de Dirichlet associée a f la série

définie aux valeurs de s € C pour lesquelles elle est convergente. Si f € M€ et si s € C
est telle que la série D(s) est absolument convergente, on a alors

0011 (=)

(p)p—*

Il s’agit du développement en produit eulérien de la série D¢(s).

Exemple. Dans le cas f = 1, la série de Dirichlet obtenue est la fonction zéta de
Riemann .
(s) =) —
n>1 n

La convergence de cette série est absolue pour Re(s) > 1. Le développement en produit

eulérien est alors )
C(S) = 1;[ (1 _ps> ’

Remarque. On peut penser a la série de Dirichlet associée a une fonction arithmétique
comme a une version discrete de la transformée de Laplace d’une fonction g : R — R,
définie formellement par

—+00

Lighs) = [ glw)e da,

—0o0
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aux valeurs de s € C pour lesquelles cette intégrale converge. La formule ci-dessus est
la version bilatérale de la transformée de Laplace (on intégre sur toute la droite réelle),
plutot que la version unilatérale (o on n’inteégre que sur R>p). La version bilatérale a
Pavantage que sa restriction a ’axe imaginaire {Re(s) = 0}, si elle est définie, n’est autre
que la transformée de Fourier de la fonction g.

2.1.5 Fonctions sommatoires

Soit f € F une fonction arithmétique. Sa fonction sommatoire notée My est la
fonction R — C définie par

My(z) = > f(n)
neN*

pour tout z € R. Dans la suite de ce cours, nous utiliserons la notation ), ., pour

désigner } ,en+. La fonction My est une fonction localement constante sur R ~\ N*.
n<x
Remarquons que si f et g sont deux fonctions arithmétiques, on a, pour = € R,

Mug(z) = 3 Zf(d)g@) =S fD)Y) g@)

n<T dln d<z n<x
djn (2.1)
T
= Zf(d)Mg<d> :
d<z

Théoréme 2.4. Soient [ et g deux fonctions arithmétiques sommables. Alors la fonction
arithmétique f x g est sommable également et on a

Y (fxg)(n) = (Z f(n)) (Z g(n)) :
n>1 n>1 n=1

En particulier, en toute valeur s € C telle que les séries D¢ (s) et Dy(s) sont absolument
convergentes, Dy,q(s) est absolument convergente et Dy,q(s) = Ds(s)Dy(s).

Démonstration. Comme f et g sont sommables, les fonctions M|y et M|, sont croissantes
et ont pour limite en +o0o les sommes Y, ~[f(n)| et 32,~1/g(n)|. On a alors, pour tout
r € R,

Migug(2) < Migpg (@) = S15m)| My (2) < (ann) (ngw) <.

n<e n=1 n>1

On peut écrire
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ot My () — >2,>1 9(n) quand x tend vers +oo. Par convergence dominée, on en conclut
que

n=1 n>1

A M (@) = (Z f(n)) (Z g(n))

et le résultat. O

Nous utiliserons trés souvent le résultat suivant dans I’étude des fonctions somma-
toires.

Lemme 2.5 (Sommation par parties). Soit g € F une fonction arithmétique. Soit
0 < a < b deuz nombres réels et soit f € C1([a,b],C) une fonction de classe C*. On a
alors

b
> fn)g(n) ZMg(b)f(b)*Mg(a)f(a)*/ f'(2)My(z) de.
neN* a
a<n<b

Démonstration. Remarquons tout de suite que, puisque M, est une fonction continue
par morceaux, l'intégrale dans le terme de droite est bien définie.

Remarquons dans un premier temps que 'on peut se ramener au cas ou a et b sont
entiers. On a en effet

o]
Y. fln)gn)= 3 fln)g(n)

neN* n=|a|+1
a<n<b

et, puisque M, est constante sur les intervalles [|a|,a] et [|b], ],
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On peut donc supposer que a € N et b € N*. On a alors

b b
> fmgn)= > f(n)(My(n) — My(n —1))

n=a+1 n=a+1
b b
= Z f(n)My(n) — Z f(n)My(n —1)
n=a-+1 n=a+1
b b—1
= Z f(n)My(n) — Z f(n+1)My(n)
n=a+1 n=a
b—1
= f(b)My(b) — f(a)My(a) — Z My(n)(f(n+1) = f(n))
b—1

n+1
= M)~ F@Mya) = 3 [ @)My(a) da

— FO)M,(b) — f(a)M,(a) — / " Py M, () da. O

Remarque. L’analogie avec diverses opérations pour les fonctions définies sur R est a
nouveau tres parlante. La fonction sommatoire d’une fonction arithmétique est ’analogue
discret de la primitive d’une fonction g : R — R.

La propriété (2.1) correspond (avec des primitives plutét que des dérivées) au fait
que la dérivée de la convolution de deux fonctions de classe C' se calcule en dérivant au
choix I'un des facteurs.

Le théoreme 2.4 correspond au fait que l'intégrale sur R de la convolution de deux
fonctions intégrales est le produit des intégrales de ces fonctions. Dans le cas particulier
des séries de Dirichlet, on retrouve le fait que la transformée de Fourier d’une convolution
est le produit des transformées de Fourier des facteurs.

Enfin, le lemme de sommation par parties est ’analogue discret de la formule d’in-
tégration par parties.

2.2 La suite des nombres premiers

La suite des nombres premiers est la suite (py)n>1 ou p, désigne le n-ieme nombre
premier. On a

pl:2ap2:37p3:57"'7p9:237"'

Siz € R, on pose
m(x) = Card{n € N* | p, <z} =) L
p<T

Théoréme 2.6 (Euclide). La fonction 7 tend vers 400 quand n tend vers +oo.
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Démonstration. Cet énoncé est une facon pompeuse de dire qu’il existe une infinité de
nombres premiers. Rappelons la preuve d’Euclide. Si k € N*, posons Ny = p1---pr + 1.
Si p est un diviseur premier de Ny, on a p ¢ {p1,...,pr}. On en déduit que I'ensemble
des nombres premiers est infini. O

La preuve précédente nous permet d’obtenir une borne inférieure concernant la taille
de 7(x). On en déduit en effet que, pour tout £ € N* on a pry1 < p1---pr+ 1. On en
déduit, par récurrence sur n > 1 que

Vn>1, pp<2¥ .

Si x > 2 est un nombre réel, soit n le plus grand entier tel que p, < z. On a alors
7(x) = n. On vient de voir que z < pp+1 < 22". On en déduit log(z) < 2" log(2) et donc
loglog(z) < nlog(2) + loglog(2) = 7(x)log(2) + loglog(2). On a donc montré que

loglog(z) — loglog(2)

log(2) ‘
I s’agit d’une minoration explicite de 7(x) dont le seul mérite est de montrer que 7 tend
vers +o00. Nous allons voir que cette minoration est tres mauvaise.

m(x) >

En étudiant les tables de nombres premiers, Gauss et Legendre ont conjecturé, vers
la fin du XVIIleme siécle que

x
W(l’) ~r—+00 m-

Cette conjecture a été démontrée indépendamment par Hadamard et de La Vallée-
Poussin en 1896, un siecle plus tard. C’est le célebre Théoreme des nombres premiers,
que nous démontrerons au chapitre 4.

Remarque. On peut montrer que I’équivalent de 7(x) conjecturé par Gauss et Legendre
est équivalent & py, ~pyto0 nlog(n).

2.2.1 Les fonctions de Tchebychev

L’équivalence recherchée x ~ 7(x)log(x) suggere qu’il peut étre intéressant de comp-
ter les nombres premiers en les pondérant par leur logarithme. C’est une bonne raison
pour définir les quantités suivantes, pour = € R :

0(x) =) _ log(p)

psT

P(z) = log(p).
p

n<x

Remarquons que la fonction 6 est la fonction sommatoire de la fonction arithmétique
1p log, alors que la fonction ¢ est la fonction sommatoire de la fonction de von Mangoldt
A.
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Le résultat suivant montre qu’étudier la fonction 7w revient a étudier les fonctions 6

et .

Théoréme 2.7. Soient 0 < A < B deuz nombres réels. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) il existe une fonction € : R — Ry telle que llgéa =0 et
Az — ze(x) < ¢Y(z) < Br + ze(x);

(i) il existe une fonction € : R — Ry telle que Ega =0 et
Az — ze(x) < 0(z) < Bz + xe(x);

(iii) il existe une fonction € : R — Ry telle que Iigée =0 et

o ~ Tog@ " ST S Py T g

e(x).

Démonstration. Commencons par vérifier '’équivalence entre (i) et (ii). On a clairement
0(x) < (z) pour tout = € R. De plus

e =) log(p) < Y log(p) qlog(x)J - 1)

eyl log(p)
n><2 <V
car p" < z < nlog(p) < log(z) & n < Ugig” On en déduit que

0 < (x) —0(x) <log(z) Y 1< Valog(x)
PV
pour x > 0, ce qui implique I’équivalence recherchée.

Supposons (ii) et posons g = 1plog de sorte que §# = M,. Pour x > 1, le lemme de
sommation par parties implique, en choisissant 1 < a < 2,

0(z)  0(a) v 0(y)
Z g(n)log(n) ™" = ~ log(x) B log(«) +/a ylog? dy

_ 9($) T 0(y)
~ log(z) +/2 ylog?(y)

Sous I'hypothese (ii), on peut trouver un réel By > B tel que 6(z) < Bjz pour tout

x > 2. On en conclut que
r 0 Tz d
2 ylog™(y) 2 log(y)
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log(y)—1
log?(y)

[ ot == ([ et ) = (i)

Ceci prouve 'assertion (iii).

), et que l'intégrale de la fonction l‘fg;l diverge, on en

1
Comme o2y o o(
conclut que

Enfin supposons que (iii) est vérifié¢e. On a 6 = Mj1,e ot h = 1p est la fonction
indicatrice de ’ensemble des nombres premiers. Par sommation par parties, on obtient
cette fois, pour 1 < a < 2,

0(a) = m(2) log(w) — m(@)log(a) — [ dy = w(e)tog(e) ~ [P ay,

«a ) Yy

Sous I'hypothese (iii), on peut trouver un réel By > B tel que 7(z) < Blﬁ pour tout

x > 2. Comme log(y) ™! =, 0(1), on en déduit que

0(x) — m(z)log(x) = o0 0(x)

ce qui implique (ii). O

2.2.2 L’encadrement de ()

Théoréme 2.8 (Tchebychev). Pour tout réel x > 2, on a

xlog(2) — 1 —3log(x) < ¢¥(x) < 2xlog(2) + (log )2

3
log(2)
On déduit donc des théoremes 2.7 et 2.8 qu’il existe une fonction € : R — R tendant
vers 0 en +o0o et telle que

105(9;) - ng(x)e(x) < (o) < (210g<2>>10;(x) + log(x)e(x).

Ve > 2, (log2)

Nous utiliserons le lemme suivant qui permet de remplacer une somme par une inté-
grale.

Lemme 2.9. Soit f : [1,+o0o] — Ry une fonction croissante. Alors pour tout réel x > 1,
on a

[t -r@ < rm< [+ s

n<x

Démonstration. Remarquons déja que la fonction f est croissante. Elle est donc mesu-
rable et bornée sur tout intervalle de la forme [1, z]. Elle est donc intégrable sur de tels
intervalles.
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Pour tout entier n > 1, on a f(n) < fg“ f < f(n+1). On en conclut que

n+1
Sim= ¥ smflah< X[ fas@< [,

n<x n<|z]—1 n<|z]—1
Concernant l'autre inégalité, on a

=] =
5 7m =3 10+ 54 / F4 £ /f+f f

n<x LIJ

> [t - f@e - el > [T 1410 - f@). =

Preuve du théoréme 2.8. On part de I'égalité log = A x 1, équivalente a 'égalité A =
log *u. L’idée est de remplacer la fonction p par une fonction v plus simple a utiliser
mais vérifiant I'égalité >, . n) = 0 pour z assez grand (alors que pour la fonction p
cela n’est vrai que pour x — oo, et c’est en fait équivalent au Théoréeme des nombres
premiers). On pose pour cela

1 sin=1
v(in) =4 -2 sin=2
0 sin > 3.

On calcule alors la fonction sommatoire Z de vxlog = v*1x A = w* A ou w est la
fonction arithmétique v * 1. En utilisant la formule (2.1), on obtient

Z(z) =Y v(d) Mlog(‘fl> = Moy (@) — 2 Miog (;) .

d<z

Par ailleurs, on peut calculer explicitement w ce qui nous donne

1 si n est impair
w(n) = : )
1—2=—1 sin est pair

de sorte que

2(@) = L1 (5) = v -0 (5) + 0 (5) +

d<z

Il faut maintenant obtenir un encadrement correct de M. Comme la fonction log est
croissante, le lemme 2.9 nous donne, pour =z > 1,

x
/ log — log( Mlog / log +log(z).
1
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Comme [}"log = zlog(xz) — x + 1, on en déduit

zlog(x) —z + 1 — log(x) —2<§log§—§+l+log§) < Z(x)

r., x x x
< - —2(Z1log= —Z+1—1log> ).
< zlog(x) —z+ 1+ log(x) — 2 (2 log 5 3 +1—1log 2)

Ce qui donne
xlog(2) — 1 —3log(z) + 2log(2) < Z(x) < xlog(2) — 1 + 3log(x) — 2log(2).

Nous pouvons a présent utiliser les bornes obtenues sur Z pour en déduire des bornes
sur la fonction . En effet, par croissance de la fonction 1, on a 9() —9(;57) = 0 pour
tout réel x > 1 et tout entier n > 1. En particulier, pour tout réel xz > 2,

() —(3) < Z(z) < Y().

On en déduit immeédiatement la borne inférieure

P(x) = xlog(2) — 1 — 3log(x) + 21og(2).

Par ailleurs, on a les inégalités suivantes

() —¥(3) < wlog(2) — 1+ 3log(x)
P(5) —(F) < 310g(2) — 1+ 3log(3)

P(E) — P(557) < &log(2) — 1+ 3log(L)

En sommant ces inégalités pour n allant de 0 a £ = max{k [ 2 < 55}, on obtient

Y(z) < (Z 21”) rlog(2) + 3(£ + 1) log(x) — (£ +1).

n=0

Comme /¢ = U‘;ﬁg” — 1, on a finalement

¥(z) < 20log(2) +

2.2.3 Le postulat de Bertrand

L’encadrement de ¢ (z) a permis a Tchebychev de démontrer en 1850 I’énoncé suivant,
conjecturé par Bertrand en 1845.
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Théoréme 2.10 (Postulat de Bertrand). Pour tout réel x > 2, l'intervalle [§, x] contient
un nombre premier.

En guise d’échauffement, il n’est pas difficile de voir que, pour une constante C'
suffisamment grande, & partir d’un certain z, on a 7(Cz) > 7(z). En d’autres termes, il
y a toujours un nombre premier dans Uintervalle [x, Cz]. En effet, par le point (iii) du

théoréme 2.7, on a I'encadrement (A +o0(1)) 557 < m(#) < (B+0(1)) 557 En choisissant

C > %, ceci implique que
Cz
— (B 1
log (B +0(1))

x A+o(1)C
- = (( 11 1£g)c) —(B+o(1)))

7(C) = w(x) 2 (A+o(1))

log

log z

et le facteur entre parentheses devient strictement positif lorsque = est assez grand.
Affinons maintenant ce raisonnement pour remplacer C' par 2 et obtenir le résultat
correspondant des que x > 1.

Démonstration. Supposons que ¥(x) — ¢(§) > /rlog(x). Dans la démonstration du
théoréme 2.7, nous avons montré que 0(x) < ¢(x) < 0(x) + /xlog(x). Par conséquent,
0(x) — 0(3) = ¢(x) — /xlog(x) —1(5) > 0. Par définition de la fonction 6, cela signifie
quil y a un terme log(p) avec p premier entre x et &, et en particulier un nombre premier
dans l'intervalle [3, z].

Supposons maintenant que ¥ (z) — ¥(3) < y/zlog(x). Dans la démonstration du
théoréme 2.8, nous avons montré que

Z(x) = Y (~1)+1y (x) > 210g(2) — 1 — 3log(x) + 2log(2).

d<z d

En utilisant notre hypothése et le fait que o (%) — ¢ (ﬁ) > 0 pour d pair > 4, on

obtient que

Y (g) > zlog(2) — 1 — 3log(x) + 2log(2) — vz log(z).

Par la borne supérieure sur ¢ dans le théoréme 2.8, ceci donne l'inégalité

2 3 2
gmlog(Q) + 102() <log g) > zlog(2) — 1 — 3log(z) + 2log(2) — vz log(z),
qui est clairement fausse lorsque = est suffisamment grand. Plus précisément, on peut
vérifier qu’elle devient fausse dés que x > 10%, en calculant chaque membre et sa dérivée
en z = 10

Pour vérifier le postulat de Bertrand lorsque = < 104, il suffit de considérer la liste de
nombres premiers 2,3,5,7,13,23,43,83,163,317,631, 1259, 2503, 5003 telle que chaque
élément de la liste est inférieur au double du précédent. ]
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Remarque. Le postulat de Bertrand a été redémontré en 1932 par Erdos en utilisant
un argument nettement plus élégant (voir TD).

2.3 Quelques applications des estimées de Tchebychev

2.3.1 La constante d’Euler et la fonction gamma

Le lemme de sommation par parties nous donne la description suivante des sommes
harmoniques. Pour tout nombre réel y, nous noterons par {y} = y — |y| sa partie
fractionnaire. Pour x > 1 réel,

T i v z ‘
21:U_L§J_/l _LyQde:La?JJr/l EJyQde

n<x z 2 2 Y

L P,

zlog(x)—kl—{i}— f{;JQ}dy.

Cette derniére écriture est tres intéressante car la fonction y — % est intégrable sur

[1,4o00[ de sorte que
1
> ~ =too log(z) +v+O(z™ )

n<x

ouy = 1—f1+°° 2”—2} dy. Le réel v est appelé la constante d’Euler. D’apres le comportement
asymptotique ci-dessus, la constante d’Euler est définie de maniere élémentaire par

1
v = lim Z o log(x).

On sait tres peu de choses sur ce nombre réel, pas méme s’il est irrationnel. I1 apparait
souvent dans les formules faisant intervenir la fonction ¢, la suite des nombres premiers,
ainsi que la fonction gamma, définie pour s € C avec Re(s) > 0 par

Cette formule fait intervenir la transformée de Mellin d’une fonction g : R>¢o — R, définie
formellement par

Mighs) = [ 2" g(a)do

aux valeurs de s € C pour lesquelles cette intégrale converge. En effectuant le changement
de variables x = e™Y dans cette intégrale, on retrouve la transformée de Laplace bilatérale
(que nous avons déja rencontrée) pour la fonction y — g(e™Y). En d’autres termes, la

fonction gamma est la transformée de Mellin de la fonction z +— e™*.
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Une intégration par parties nous donne
Vs € Iy, T'(s+1)=sl(s).

Une récurrence immédiate montre que I'(s +n) = (s+n—1)(s+n—2)---(s+ 1)s['(s)
pour tout s € IIp et n > 1. Comme on calcule immédiatement que I'(1) = 1, on en déduit
I'(n) = (n — 1)! pour n € N*. Par ailleurs la formule

1
(s+1)---(s+n—-1)

P(s) = - D(s +n)

pour tout n € N* permet de définir un prolongement analytique de I' en une fonction
holomorphe sur C ~. —N. La méme formule nous donne alors, pour n € N,

(=" 1
n!l s+n

ce qui prouve que I' peut se prolonger, de facon unique, en une fonction méromorphe sur
C dont les pdles sont exactement les points de —N. De plus, le pole en —n est simple et
de résidu =

n!
Théoréme 2.11. La fonction gamma admet les descriptions suivantes pour tout s €
C~—-N:

(i) Formule d’Euler :

1+ 27

1o (1+4
k=1
(i) Produit de Weierstrass :
1 s a S\ _s
@:se7 kl_[l((l—i-k)e k)

Démonstration. Pour démontrer (i), considérons la suite de fonctions (fy,)n>1 de [0, +00]
vers R définie par f,,(z) = 0siz = net fu(x) = (1-7)" siz < n. Cette suite de fonctions
converge vers x — e~ tout en étant dominée par cette fonction. Par conséquent,

+oo —+00 n x\"
I'(s) = / e dr = lim 25 () de = lim 25! (1 — ) dx.
0 0

n—+o0 Jo n—-+o0o n
De plus, en posant y = =, on obtient
"1 z\" L
/ x® (1 - ) dx = ns/ Y’ (1 —y)"dy = n’I(n,s).
0 n 0

En intégrant par parties, on trouve

1 s nl n ! s n—1 n
Ins) = [ =] +2 [y =gy = 21— 1.541),
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En appliquant cette relation inductivement, on en déduit que

n-(n—1)- k
T _ s+n— ld
(n, s) s-(s+1)-- s+n—1 /y V= Hs—i—k

de sorte que, en remplacant le facteur n® par un produit téléscopique,

n® &k 142 (1_"%)

comme annoncé.

Pour montrer (ii), on part de la formule (i) et on fait apparaitre des facteurs e*# :
1 - ]
—— =5 lim n_SH (1—|—7)
F(S) n—00 Pl k
( -
o 7—10gn s -2
snlgrgoe k=1%k H(( ) k>
k=1
oo
= se® H ( Z)
k=1
comme annonceé. O

On voit en particulier la constante d’Euler v apparaitre dans I’expression de 'inverse
de la fonction gamma comme produit de Weierstrass. On peut aussi utiliser cette formule
pour calculer la dérivée logarithmique de la fonction gamma :

I 1 > 1/k 1
e S ()
I'(s) s i \1+s/k &k
En particulier, on voit que

/(1) 1
TT() ‘1”+Z<1+k‘>‘”'

En comparant avec la définition originale de la fonction gamma, on obtient
+0o0
I(s) = / logz x5 e ™" da
0
et puisque I'(1) = 1, on obtient

v = —/ logz e dx. (2.2)
0
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2.3.2 Prolongement analytique de la fonction zéta

Soit s € C tel que Re(s) > 1. En appliquant le lemme de sommation par parties aux
sommes partielles des nombres n™ %, on montre que

L |z T |y e Lyl
C(s) = zkrfoo (1:3 + 5/1 s+l dy) = 5/1 o+l dy
+o0o dy /+oo {y}

=s — — 5 d

/1 ys 1 ys+1

1 +oo
= t1-s / w4

1

s—1 strl

Remarquons que la fonction s — {y}y_(SH) figurant dans la derniere intégrale
est holomorphe sur C. De plus si 0 < a < Re(s), on a |[{yly= Y| < y= (@) et
[iF°y=@t D dy < +oo. Ainsi la fonction s +— [;7°{y}y~+Y dy est holomorphe sur
toute partie de C de la forme {s € C | Re(s) > a} et donc sur {s € C | Re(s) > 0}.

On a donc montré que la fonction ( admet un prolongement en une fonction méro-
morphe sur {s € C | Re(s) > 0} et que ce prolongement a un unique pole, c’est un pole
simple en s = 1 et de résidu 1.

Nous prolongerons analytiquement la fonction zéta sur un plus grand domaine au
chapitre 4, mais pour le moment ce prolongement plus modeste nous suffira.

2.3.3 Les théorémes de Mertens

Les résultats suivants ont été obtenus par Mertens autour de 1874.

Théoréme 2.12. On a les comportements asymptotiques suivants pour x € R :

(4) nz;x — . oo log(z) + O(1); (2.3)
(u);‘; logp(p) — log(x) + O(1); (2.4)
(i) g; — loglog(z) + 7 + zpj [log (1 _ ;) + ﬂ +O(og(x) ) (2.5)
“”pg (1 - ;) ~n 102_(;) (2.6)

La formule (2.4) est également connue sous le nom de premier théoréme de Mertens
et la formule (2.6) sous le nom de formule de Mertens.
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Démonstration. Commencons par comparer les formules (i) et (ii). On utilise ’encadre-
ment

A(n) log(p log
0< <
D R
m=2

1 1
< Xp:log(p) <pg+---) Zglog(p)p(p_l) < o0

qui montre que (i) implique (ii).

Montrons (i). On utilise pour cela la formule log = A *x 1. Ainsi

Z (Ax1)( Z log(n) = Migg(x) = xlog(x) + O(x)

n<x n<x

et par ailleurs

B r| A(d) x
S 1 = ¥ A <d>_ZA(d){dJ_5de—ZA(d){d}.
n<x n<z dln d<z d<z d<x
Or on a ’qu { }] , donc d’apres le théoreme de Tchebychev, ce dernier
terme est en O(z). On en conclut que
A(d)
T —— =zxlog(z) + O(x
> 2g —losle) +0(0)

et le résultat.
Pour montrer que la formule (iii) implique la formule (iv), il suffit de considérer la

fonction 5 [log (1 _ 1) +1 ~ioo {log (1 B 1) " 1]

p<z p p D p p

puis de soustraire (iii) membre & membre, avant de passer a I’exponentielle. Il reste donc
a vérifier (iii). Posons, pour = € R,

5() = 3 5 . tog(a) + O(1)

p<T

ou le comportement asymptotique est donné par (ii). Pour 6 > 0 réel, et x € R, on pose

également
1
Colx) =) —75-

psT p

En utilisant la formule de sommation par parties avec 1 < o < 2, on obtient, pour € R,

= ¥ Lo S, Sk St

wspea P log(@) Jay log*(y) log(x ylog?(y)
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On note alors r la fonction S — log que 'on a prouvé plus haut étre bornée. On a

_ r(z) T dy r r(y)

Co@) =1+ log() - /z ylog(y) " /z ylog*(y) W
_ r(x) “loelo  r(y)
=1+ Tog(x) + loglog(x) — loglog(2) +/2 JToe2(s) o2 (1) dy.

L’intégrale [5 dy converge car r est bornée et

log (y)

xidy = T —log(x)
/2 oty =08 ~logle) .

On peut donc écrire

Co(x) =100 loglog(z) + A+ O(log(z) ") (2.7)
ou A =1-1loglog(2) + f ylog ) dy. Il reste donc essentiellement & prouver que
1 1
A=vy+) [1og<1—> +].
" p/) p

Pour cela nous allons faire varier §. Si 6 > 0, la fonction Cjs a une limite en 400 que
nous notons Cs(00). De plus, par sommation par parties, on obtient, pour z > 2,

Cs(x) = +5/ H&

En utilisant l’estimation (2.7), on voit que 'intégrale apparaissant sur la droite est

convergente et on obtient
too Co(y)

L’idée est a présent de faire apparaitre A en étudiant le comportement de Cj(c0) quand
0 tend vers 0. Pour cela, posons, pour x > 2,

B(z) = Colx) — loglog(z) — A =0 Oflog(z) ).

Il existe donc un réel B > 0 tel que E(z) < Blog(x)~! pour z > 2. On en déduit

oo E(y) ‘ oo dy teo L dz
dy| < BS / _ %W _ s / 0%
/z i+ Y 2 log(y)y'+? sog(2) 2

z2z71 ~p 271, on en déduit

o

ot on a fait le changement de variables y = ¢*/®. Comme e~
que
+o0o d 1 d
o e 2 00 2 —0(log(d) + loglog(2)).
Jlog(2) z dlog(2) <
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Ainsi 0 Jog]
> log log(y
Co(o) =04 | L ) ay +A5/ 1—+5+o 1).
On peut préférer réécrire cette expression en intégrant a partir de 1 pour obtenir
o0 log log(y oo dy
C5(00) =o 6/1 Ty d +A5/ y1+o +o(1)

+oo loglog( )

+o00
:0/ Zlog( )dz+A+o()
0 5
+o00o
:0/ e “log(z)dz + A —log(d) + o(1).
0

Pour x > 2, la somme partielle C5(z) est proche du logarithme d’une somme partielle
harmonique. En effet I'inégalité

1
vy e 5l fog(l—y)+yl <o’

montre que la série de fonctions § +— > [log(1 — p~(1+9)) 4 p=(49] converge uniformé-
ment sur [0, +oo[ de sorte que

> [log <1 — 1) + 1} = %i_r}r(l)(—bg(((l +6)) + Cs(0)).

- p) p

Comme on sait par ailleurs que ((1+68) =¢ d~* +O(1), on en déduit que log({(1+46)) =
—log(d) + O(0) et donc on obtient

1 1 oo
Z[log(l—)+}:/ e “log(z)dz+ A= —vy+ A,
0

- p) p

ou on a conclu au moyen de I'expression (2.2) pour la constante d’Euler. O

Le nombre réel A =+ 3° [log(1 — p~ 1Y) + p~ 1] est appelé constante de Mertens.

2.4 Quelques comportements en moyenne

Pour achever ce chapitre, donnons quelques illustrations du comportement en moyen-
ne des fonctions arithmétiques faisant intervenir la constante d’Euler.

Si n € N*, on pose

w(n) = Card{p € P;p| n}
O(n) = Card{(p,m) € P x N ™ | n}.
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Théoréme 2.13.

(1) Z w(n) =400 zloglog(z) + Az + O (loggc(:z)> ; (2.8)
(i1) Z Q(n) =400 xloglog(x) + Az + x Z p(pl—l) + o(x); (2.9)
(iid) Y d(n) =400 zlog(x) + (27 — 1)z + O(Vx). (2.10)

Démonstration. Commengons par prouver I’équivalent (i). On a
ORI RESIEIEDIEED R EIEEIIEED R Y
n<x n<zT pln p<x p<x p<z p<x p<z

D’apres le théoreme de Tchebychev, on a Zp@{xp_l} < 71(T) =100 O(zlog(x)~1). Ainsi
la formule de Mertens nous donne

Zw(n) :xloglog(:v)+Ax+O< * )

= log(x)

Passons au point (ii). Encore une fois, on utilise le fait que des sommes sur les nombres
premiers ou sur les puissances de nombres de premiers different peu.

ZQ 221—2 w(n)+21

n<x n<e p7 n<x p,k>2
pFln pFln
1 T
—Yew+ ¥ g = Semre ¥ - S 5]
n<T p,k>2 n<T p,k>2 p,k>2
pi<a pr<a pF<a
D’une part

1 1

— =Y — < 4o
p,%g pk Ep: p(p—1)
D’autre part on a

{2l e s ) 006 o

pisa \P iy log(2) log(2)

pF<a pF<a

comme on 'a déja vu. On en déduit le résultat.

Le point (iii) est une application de la méthode de I’hyperbole, voir la figure 2.1.

Z d(n) = Z 1.
n<e (dl,dg)E(N*)2
dido<x

On peut en effet écrire
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da

d1d2 =X

Ve Z

FIGURE 2.1 — Méthode de I'hyperbole

Il s’agit donc de compter le nombre de point a coordonnées entieres et strictement
positives se trouvant dans la zone située sous 'hyperbole d’équation dids = x.

ddn)y= > > 1+ > > 1- > 1

n<T d1<ﬁd2<% dzg\/id&% di1<Vx
d2</z
=2 ) UZJ —WVz)P=2 > §+O(\/a?)—a;
A<z d<vz
= 22(log(vz) + 7+ O(Vz 1)) — 2 + O(Vz)
=zlog(z) + (2v — 1)z + O(v/x). O
Références
L’essentiel de ce chapitre est couvert par le livre d’Apostol [1] : chapitres 1 & 4, ainsi
que par le livre de Hua [1] : chapitres 5 et 6. On trouvera aussi diverses parties de ce

chapitre dans Hardy et Wright [0] : chapitres 16 et 22. Les produits de Weierstrass pour
la fonction Gamma sont discutés dans le livre de Whittaker et Watson [14] : chapitre 12.



Chapitre 3

Caracteres

“Les nombres sont le plus haut degré de la connaissance.
Le nombre est la connaissance méme.”
PLATON (vers 428 avant JC — vers 347 avant JC)

3.1 Le symbole de Legendre

3.1.1 Motivations

Fixons m € N*. On cherche a résoudre des équations algébriques dans ’anneau
Z/mZ. Le cas des équations de degré 1 fait appel a des techniques déja bien rodées dans
ce cours. En effet, soit a,b € Z et cherchons & résoudre 1'équation ax = b dans Z/mZ,
ce qui revient & chercher les entiers x tels qu’il existe k € Z vérifiant ax = b + km. Soit
0 = a Am. On a déja vu que cette équation a des solutions si et seulement si § divise
b. Supposons que c’est le cas et posons a = da’, b = 0b' et m = om’ de sorte que d’
et m’ sont premiers entre eux. Dans ce cas a/ € (Z/m'Z)* et on est ramené & résoudre
I'équation a’x = I/ dans Z/m'Z dont 1'unique solution est 7'y que 'on sait résoudre
explicitement. On a donc montré que I’équation ax = b a exactement § solutions dans
Z/mZ.

Passons & présent aux équations de degré 2 et commencons par le cas 2 = a [m]. Le
théoréme des restes nous invite a factoriser m en produit de facteurs premiers, c’est-a-dire

a écrirem = pi* -+ p&r ol p; < -+ < p, sont des nombres premiers et les «; des éléments

de N*. La congruence 22 = a[m] est donc équivalente au systéme de congruences

Vi<i<r, 2*=alp].
On s’est donc ramené a étudier le cas ott m = pF avec p premier.

45
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Commencons par considérer le cas ot a = 0, alors p* | 22 si et seulement si p(g] | x.
On peut donc supposer a = Ap” avec 0 < v < k et pt A. Alors

1‘2 = Cb[pk] o $2 :pu(/\_i_gpkfu)

pour un ¢ € Z. Si v est impair, il n’y a pas de solution mais si v est pair et v = 2/,
z € 7 vérifie 22 = a[pF] si et seulement si z = p” z; avec 27 = A [p]* . On s’est donc

ramené au cas ou p { a. Ce dernier est cas traité par le résultat suivant.

Théoreme 3.1. Soit p un nombre premier et soient k € N* et a € Z tels que a Ap = 1.

(i) Si p =2, la congruence x> = a[p*] a des solutions si et seulement si k = 1, ou

k=2eta=1[4], ouk >3 eta=1[8|.
(ii) Si p est impair, la congruence ¥? = alp

p—1

az =1[pl.

¥l a des solutions si et seulement si

Démonstration. Commencons par traiter le cas ou p = 2. Le cas ou k = 1 est immédiat.
Si z € Z est impair, alors z? = 1 [4]. La condition est donc nécessaire. Elle est suffisante
car 1 est évidemment solution de 22 = 1[4]. Si k > 3 et 22 = a[2¥], on a en particulier
22 = a[8]. Comme tous les éléments du groupes (Z/8Z)* sont d’ordre 2, on en conclut
que 22 = 1[8] et donc a = 1[8] est une condition nécessaire. Cette condition est suffisante.
En effet, on sait que le noyau du morphisme de réduction (Z/2FZ)* — (Z/AZ)* est
engendré par la classe de 5. Si @ = 1[8], on peut donc écrire @ = 5" pour un certain
m € N dans Z/2¥7Z. Cherchons alors 7 sous la forme 5 pour un certain entier r € Z. On
a alors

57 = 5" 2] & 2r = m [2872).

Comme a = 1[8], entier m est pair et cette congruence a une solution.

2

Supposons désormais p premier impair. Remarquons que si 2° = a[p 2

k] =

, alors x
a[p] et donc T =2l =1 [p] d’apres le petit théoréme de Fermat. La condition est
donc nécessaire. Réciproquement supposons T =1 [p]. On sait que le groupe (Z/p*Z)*
est cyclique, fixons ¢ un générateur de ce groupe et fixons m € N tel que @ = ¢™. La
relation "7 = 1 [p], nous donne %m = 0[p — 1], c’est-a~dire m pair. Il suffit donc de
choisir T = g% pour obtenir une solution. O

Au vu des considérations précédentes, il parait judicieux d’introduire la définition
suivante. Si m € N*, un entier a € Z est dit résidu quadratique modulo m si I’équation

2?2 = a[m] admet une solution dans Z.

Nous avons en particulier prouvé que si p est nombre premier impair, les résidus
. . p—1
quadratiques modulo p sont les entiers a tels que p |a ou a2 =1[p)|.
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3.1.2 Définition et propriétés

Soit p un nombre premier impair et soit a € Z. On appelle symbole de Legendre de a
et p la quantité

0 si p divise a;
a
() =<1 si a est résidu quadratique modulo p et p 1 a;

—1 sinon.
Exemple. Dans Z/5Z, on a

(Z/57)* ={1,2,3,4}

52

avec 2° =3° =T et T° = 4> = T de sorte que

0 sia=0[5];

a

(): 1 sia=1ou4l[5];
-1 sia=2ou3ljl.

Théoreme 3.2. Soit p un nombre premier impair. Soient a et b deux entiers.
(i) sia=blp], alors (%) = (%) ;
(i) on a o' = (%) [p] ;

ab) _ (a b\ .

(iii) on a (;) = (p) (p) ;

(iv) il y a exactement % résidus quadratiques premiers a p modulo p et % non
résidus quadratiques modulo p ;

_ p=1 1 sip=1[4]
(v) ona(%):(—l) ’ :{—1 sip=3[4]

Démonstration. Le point (i) est évident. Prouvons le (ii). Si p | a ou si a est résidu
quadratique modulo p, cette formule a déja été prouvée dans la section précédente.
Supposons donc a non résidu quadratique. En particulier p { a. De plus le petit théoréme
de Fermat implique que @”~! =T dans Z/pZ. Ainsi I'élément a7 est de carré égal & 1
dans Z/pZ. Comme Z/pZ est un corps commutatif, le polynéme X2 — T a au plus deux
solutions dans Z/pZ de sorte que @ € {£1}. Comme a n’est pas résidu quadratique, on

= =)

Le point (iii) est alors une conséquence immédiate de (ii). En effet, on en déduit que

(%’) = (%) (%) [p]. Comme p est impair, on a, pour = et y dans {0,+1}, x =y [p] si et

seulement si x = y. Ainsi (%’) = (%) (g).

_p=1 -
aa 2 = —1 et donc
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Pour le point (iv), on remarque que, puisque Z/pZ est un corps commutatif, le
polynoéme X 7 _1aau plus % solutions dans Z/pZ. Ainsi il y a au plus ;1 résidus
quadratiques modulo p qui sont premlers a p. Par ailleurs le morphisme de groupes
(Z/pZ)* — (Z/pZ)* défini par = — z 2 est un morphisme de groupes dont l’unage est
contenu dans {£1}. Le cardinal de son noyau est donc supérieur ou égal & £5=. Comme
son noyau est par ailleurs l’ensemble des résidus quadratiques modulo p premlers ap,
on en déduit le résultat.

Le point (v) est une conséquence de la congruence (_?1) = (—l)p%1 [p] et du fait

que deux éléments de {+1} sont égaux si et seulement si ils sont congrus modulo p (car
p = 3). ]

3.1.3 Une autre description du symbole de Legendre

Soit p un nombre premier impair. Si a € Z, on appelle résidu minimal absolu de a
modulo p I'unique entier a tel que a = a[p] et —% <a< %. Cet entier existe. En
effet si r désigne le reste de la division euclidienne de a par p, on a @ = r si r < % et
- . 1
a=r—psir= %.

On pose alors

vy(a) = Card({1 < k < 7%1 |k < 0}).

Exemple. Sip=11let a =4, on a

k1] 2 |[3|/4] 5
4k || 4] -3

—
ot
|
[\]

Ainsi v11(4) = 2.

Théoréme 3.3 (Gauss). Sipta, ona (%) = (=1)»(@),

Démonstmtion Soit 1 < k < % un entier. Posons ka = epmy oll &5 € {1} et

1 < my, < BEL. Supposons que 1 < k., ¢ < % vérifient my = my. Alors ka = +/la [p]
et donc, pulsque aANp=1 k= iﬁ[ ] Si k= —L[p|,onap]|k+ cequicontredit
2<k+¢<p—1. Ainsi k = ¢[p] et k = £. On en déduit que 'application k — my est
une permutation de 'ensemble {1,..., %} On peut donc écrire

]
[

T (ha) = (— uﬁa)Lgl _ (Ll (P11
(ha) = 1 T = (1@ (P57 ) )

k=1

p—1 _
Comme Hk 1("5@) =a'7 (pT) et que p 1t (%)' on en conclut que a = (—1)”p(“) [p]
et, puisque p > 3, on a (%) — (_1)l/p(a)_ 0
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Lorsque a = 2 un phénomene intéressant, que nous allons mettre a profit, se produit.
Prenons par exemple p = 13.

k123 456
e[ 1|11 =1]=1]-1

Tous les 1 sont a gauche et tous les —1 a droite. C’est un phénomeéne général que nous

allons utiliser pour calculer (%)

Théoreme 3.4. Soit p un nombre premier impair. On a

(B)- s

ou de fagon équivalente (%) =1 si et seulement si p = £1[8].

Démonstration. Si 1 k < % est un entier, on a 2 < 2k < p — 1. Ainsi 2%k > 0
p

<
<

si et seulement si 2k %, c’est-a-dire si et seulement si k < %1. On en déduit que
vp(2) = % - L%J. Calculons ce nombre selon la congruence de p modulo 4. Sip = 1 [4],
on a 1,(2) = 22 et donc

&)=, 2

Sip=3[4],onauw(2)= % et donc

( g ) 1 sip="7[§]
p) |1 sip=3[8].
On en déduit le résultat. O

3.1.4 La loi de réciprocité quadratique

Nous venons de prouver que la fonction p > (%) est périodique de période 8. On

peut se demander plus généralement si, étant donné un nombre premier ¢, la fonction
P (%) est périodique. La réponse a cette question est fournie par la loi de réciprocité
quadratique. Conjecturée par Euler, elle fut démontrée par Gauss en 1801.

Théoréme 3.5 (Loi de réciprocité quadratique). Si p et q sont deur nombres premiers

mpairs, on a
-0 ()
=] =(=-1)72 2 = .
(P ) q
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Démonstration. Nous allons utiliser les formules (%) = (=1)»(@) et (%) = (=1)va(p),
p—1

Remarquons que, pour 1 < k < 55—, on a

kg<0e ez, —§<kq—€p<0.

Si E(} < 0, un entier ¢ comme ci-dessus est unique. On en déduit que

l/p(q):Card{(:p,y)EZz]O<:L“<]2), —g <qup<0}
1
2" p p 2

Remarquons que si 0 < x < % ety < :C]% + %, alors y < % puisque ¢ est impair. En posant
R=17%n]0,5[x]0, %[, on en déduit

1
vplq) = Card{(w,y) €ER| x% <y< a:]% + 2},

On montre de méme que

ve(p) = Card{(x,y) €ER| 1%(:1: — %) <y< .Z‘Z}

On en déduit que

p—1lqg—1 { q 1} { q 1 }
g _-* - — = - <2z = )Y
73 vp(q)—vy(p) = Card (x,y)ly/ﬂfp+2 + Card (%y)\y\p(:ﬂ )

A B

Les deux ensembles A et B ont le méme cardinal. En effet, on définit une bijection

f:A— Ben posant f(z,y) = (% -z, % —y). Ainsi %qgl — vp(q) — v4(p) est pair

et on en déduit
<q> <p> = (1) T O
p q

Exemple. La loi de réciprocité quadratique permet d’accélérer le calcul du symbole de
Legendre. Considérons les deux nombres premiers 379 et 397. Comme 397 est congru a
1 modulo 4, on a

(390) = () = (s20) = (o) (570) = (320) =

Donc 379 n’est pas un carré modulo 397.

Déterminons a quelle condition sur le nombre premier p # 3 impair, 'entier 3 est
résidu quadratique modulo p. La loi de réciprocité quadratique nous donne

() == ()
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Comme (§) =1 si et seulement si p = 1[3], on en conclut que
(3) _J1 sip=1oull[l2]
P —1 sip=5ouT7[l2].

En particulier la fonction p — (%) est 12-périodique.

De fagon plus générale, si ¢ est un nombre premier, la fonction p — (%) est périodique

sur ’ensemble des nombres premiers impairs et de période 8 si ¢ =2, ¢ si ¢ = 1[4] et 4q
siqg=314].

3.1.5 Le symbole de Jacobi

On aimerait désormais étendre la définition du symbole de Legendre (5) a des dé-
nominateurs plus généraux que les nombres premiers. Soit a € Z un entier et soit b € N*
un entier impair. Le symbole de Jacobi de a et b est la quantité

()-1()

ou b =p;---p, avec les p; premiers.

Remarquons que si a est un résidu quadratique modulo b, alors a est un résidu
quadratique modulo p; pour tout ¢, de sorte que (ﬁ) € {0, 1}. Ainsi, la relation (%) =-1

implique que a n’est pas résidu quadratique modulo b. Cependant la réciproque est fausse.

En effet la relation (%) = 1 n’implique pas nécessairement que a est résidu quadratique

modulo b. Prenons par exemple le cas de (%) = (%) (%) = (-1)?2 = 1. On vérifie

facilement que 2 n’est pas résidu quadratique modulo 15 puisque 2 ne I’est pas modulo
3.

Le symbole de Jacobi a cependant des propriétés calculatoires tres proches de celles
du symbole de Legendre.

Théoreme 3.6. Soient a1,as € Z et soient by, by € N* deux entiers impairs.
(i) On a ay = ag[b1] = (‘g—ll) = (‘g—f) ;

(i) ona (%) = (8) (8)
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Démonstration. Les propriétés (i) a (iii) sont immédiates d’apres la définition du symbole
de Jacobi.

Pour prouver (iv) a (vi), il suffit de prouver les deux assertions suivantes et d’utiliser
les propriétés analogues du symbole de Legendre : si rq, ..., 7, sont des entiers impairs,
alors

rycorym —1

NE
)
Do
—
Il
[\]
S

o
ME [
o
-
3
|
p—
Il
=
-
3
Sw
|
p—
N

oo
co

i=1

Une récurrence immeédiate sur m nous ramene a prouver le cas ou m = 2. Supposons
donc m = 2. Comme r; et ry sont impairs, on a (r; — 1)(r2 — 1) = 0[4] de sorte que
rire + 1 = r1 + r2 [4]. En retranchant 2 de chaque c6té et en divisant par 2, on obtient
nre=l = nl 4 1221 9] Pour la seconde congruence, on utilise le fait que 72 = 1[4] pour
i =1,2 de sorte que (r} — 1)(r3 — 1) = 0[16]. O

L’intérét du symbole de Jacobi est qu’il permet d’accélérer le calcul du symbole de
Legendre en remplacant des factorisations d’entiers par des divisions euclidiennes et des
divisions par 2.

Exemple.

379 161 161 o7 o7
57 o7 ) ) ’
Ainsi 161 n’est pas résidu quadratique modulo 379.

Théoreme 3.7. Soit a € N* un entier qui n’est pas un carré parfait. Alors il existe une
infinité de nombres premiers p tels que a n’est pas un résidu quadratique modulo p.

Démonstration. Remarquons tout de suite que ’on peut choisir a sans facteur carré car,
si @ = bc? et p est un nombre premier ne divisant pas a, alors a est résidu quadratique
modulo p si et seulement si b 'est.

On peut donc supposer que a s’écrit a = 2°q; ---q. o e € {0,1} et les ¢1 < -+ < gy
sont des nombres premiers impairs.

Commencons par traiter le cas ou a = 2. Choisissons £1, ..., f; des nombres premiers
> 3 distincts et posons b = 8¢ ---{; + 3. Soit p un nombre premier divisant b. Alors
p¢{2,3,01,...,0}. Commeb=3[8],ona (%) = —1. Il existe donc un diviseur premier

p de b tel que (%) =—1.
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Supposons a présent que a # 2. On a donc r > 1. Soient ¢1,...,¢; des nombres
premiers distincts de 2 et des ¢;. Soit b € N* tel que

V1l <i <k, bEl[ﬁi]

1<

Vi<j<r—1 b=1]g]
b=1[8]

b=slg]

ai

puisque b = 1[4]. De plus (5) =lpourl<i<<r—1let (q%) = —1. On en déduit que

ou s est non résidu quadratique modulo g,. On en déduit que (%) =1et (%) = (b>

(%) = —1. 1l existe donc un diviseur premier p de b tel que (%) = —1. Par ailleurs, on a
p ¢ {2,(]17---7%,51,--- 7€/€}

On a donc montré que, pour toute liste finie de nombres premiers, il existe un nombre
premier p n’appartenant pas a cette liste et tel que (%) = —1. Il existe donc une infinité
de nombres premiers p tels que a n’est pas résidu quadratique modulo p. ]

3.2 Caracteéres de IE‘;;

3.2.1 Définition

Soit p un nombre premier. L’anneau Z/pZ est alors un corps. Lorsque p est premier,
nous utiliserons la notation [, = Z/pZ.

Un caractére de IF; est un morphisme de groupes
X : (}F;, x) = (C*, x).

Exemple. a) Le caractére trivial, noté €, est défini par e(a) = 1 pour tout a € F; .

b) Le symbole de Legendre (5) est aussi un caractere de ).

Plus généralement, considérons x un caractere quelconque de F,. Comme il s’agit
d’un morphisme de groupes, on a nécessairement x(1) = 1. Soit a € IF;. Comme le
groupe F est fini de cardinal p — 1, on a nécessairement x(a)?~* = x(a?~!) = x(1) = 1.
Ainsi le nombre complexe x(a) est une racine p—1-iéme de 'unité. Désignons par p,_1 le
groupe multiplicatif des racines p— 1-ieémes de I'unité. On a donc en particulier |x(a)| =1

et x(a™) = x(a)~! = x(a) ou I'on note Z le complexe conjugué d’un nombre complexe
2.

Souvent, il peut étre pratique de prolonger x en une fonction définie sur F, = FU{0}.
On choisit la convention suivante

0 sixy#e
X(O):{ .
1 siy=e.
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Remarquons que, avec cette convention, pour tout (a,b) € Fa, on a x(ab) = x(a)x(b).

Le résultat suivant résume quelques-unes des propriétés d'un caractere de .

Théoreme 3.8. Soit x un caractére de F);. Alors

(1) x(1) =1;
(i) sia € Fy, x(a) € pp-1;
(iii) sia € Fy, x(a™") = x(a)~" = x(a);

(iv) Tper, x(t) = {0 Sx e
p Six=¢.

Démonstration. Les propriétés (i) a (iii) ont déja été démontrées. Concentrons-nous sur
(iv). Si x = €, c’est évident étant donné notre convention de prolongement en 0. Suppo-
sons donc x # . Cela signifie qu'il existe a € F)’ tel que x(a) # 1. En remarquant que
I'application ¢ + at est une permutation de F,, on a

> ox(®) = x(at) = x(a) Y x(t).

teF, teF, teF,,

Comme x(a) # 1, on en conclut que > _teF, x(t) = 0. O

3.2.2 Structure du groupe des caracteres

Considérons x1 et x2 deux caracteres de ). L’application x1x2 de F) dans C*
associant le nombre complexe x1(a)xz2(a) a a € F)' est un autre caractere de F. On
vérifie facilement que I'ensemble des caracteres de IF'; est un groupe pour cette loi de
composition interne. Son élément neutre est le caractere trivial € et 'inverse du caractere
X est le caractere y ! = ¥.

Remarque. Il faut prendre garde au prolongement a F, quand on parle du produit de
caracteres, il n’est pas toujours vrai que (x1x2)(0) = x1(0)x2(0). Prenons par exemple
X # €. Alors

(o 1)(0) = £(0) = 1 # 0 = x(0)x™'(0).

On sait que le groupe F)* est cyclique de cardinal p — 1. Soit g un générateur de ce
groupe. Un caractére x de [/, est intégralement déterminé par le nombre complexe x(g).
En effet tout élément de F)’ est de la forme g" et x(g") = x(g)". Réciproquement si
Z € pp—1, on peut construire un caractere x tel que x(g) = z. Il suffit de poser x(g") = 2"
pour n € Z. Il faut juste penser a vérifier que cette définition est cohérente. En effet
sig" =¢™ onap—1|n—m Ainsi 2" = 2™ puisque z € pp—1. On vient donc de
démontrer que lapplication x — x(g) induit une bijection de ’ensemble des caractéres
de ) sur jup—1.
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o~

— X
On note F, le groupe des caractéres de ). L’application Fp = pp est bi-
x = x(9)
jective et c’est visiblement un morphisme de groupes, c’est donc un isomorphisme de

groupes. On a donc prouvé une partie du théoreme suivant.

Théoréme 3.9. Le groupe des caractéres de F}; est un groupe cyclique de cardinal p—1.
De plus, un caractére x de ¥ est un générateur du groupe des caractéres si et seulement
si x est une bijection de F) sur p,—1. On en déduit que si a € Fy ~\ {1}, il eziste au
moins un caractére x tel que x(a) # 1.

Démonstration. La premiére partie du théoreme a déja été démontrée. Démontrons I’as-
sertion concernant les générateurs du groupe des caracteres. Soit g un générateur de F .

Comme l'application x — x(g) est un isomorphisme de IE,% sur fu,—1, x est un générateur
de I@% si et seulement si x(g) est un générateur de pi;,—1. Comme x(F,) = x(g)%, on en
conclut que x est un générateur de I@% si et seulement si x est une surjection de ;' sur
pp—1, C'est-a-dire si et seulement si x est une bijection de F sur p—1.

Il reste & Véﬁi\ﬁer que si a # 1, il existe un caractere y tel que x(a) # 1. On choisit x un

générateur de Fy. Comme x est une bijection de F) sur y, 1, on a x(a) # 1= x(1). O

—~

Remarque. a) Pour construire un générateur de F,', on peut commencer par fixer
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un générateur g de F)’ et considérer I'unique caractere vérifiant x(g) = er-1.

b) Les groupes F, et IF‘; sont tous deux cycliques de cardinal p — 1. Ils sont donc
isomorphes. Cependant il n’existe pas vraiment d’isomorphisme privilégié entre ces deux

groupes. De méme que pour construire un isomorphisme entre Fj et j,_1, il faut com-
mencer par choisir un générateur g de F)’ et il n’y a pas vraiment de choix canonique.

Corollaire 3.10. Soit a € F,. On a alors

1 sta=0
Zx(a): p—1 sia=1
XEFS 0 siacg{0,1}.

Démonstration. Les cas ou a € {0,1} sont immédiat. Concentrons-nous sur le cas a ¢

—~

{0,1}. Soit A un caractere de F)' tel que A(a) # 1. Comme Fjy est un groupe, 'application

X — Ay est une permutation de Fy. On a alors

ZAx(a) = > (MW)(a) = Aa) ZAX(CL)-

x€F, x€Fy x€F,

Comme A(a) # 1, on en conclut que > % x(a) = 0. O
X

P
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3.2.3 Sommes de Gauss

Soit p un nombre premier. Posons ¢, = e & . Il s’agit d’'un générateur du groupe .

Définition 3.11. Soit a € F}, et soit x un caractére de F;. La somme de Gauss associée
a a et x est la quantité
= > x(t)¢

teF,

Remarque. La fonction a — g,(x) est un analogue discret de la transformée de Fourier
de l'application y. En effet, si f est une fonction 1-périodique de R dans C, c’est-a-dire
une application de R/Z dans C, on a f(n) = fol f(t)e= 2™t dt et les fonctions t s 2™t
sont des morphismes du groupe R/Z dans C*. De méme si f est une fonction de R dans
C, sa transformée de Fourier est I'application f(z) = Jg fB)e 2™t dt et t s 2™ est
un morphisme de groupes de (R, +) dans C*.

Toutes ces opérations peuvent se généraliser dans un méme cadre : I'intégration sur
les groupes localement compacts.
Théoréeme 3.12.
(i) Sia €Ty et six# ¢ estun caractére de Fjy, on a go(x) = x(a)”
(i) Szx;és, on a go(x) =0 et |ga(x )|—fpou7’a7é0.
(iii) Sia #0, on a g.(e) = 0.
(iv) On a go(e) = p.

191(X)-

Démonstration. Commengons par prouver le point (i). On a

x(@)ga(x) = > x(@)x(®)¢ = > x(at)8 = > x ()¢ = g1(x)-

teF, teF, teF,
D’ou le résultat.

Le point le plus délicat est sans doute le point (ii). On commence par calculer
g(x) = > x(t)=0.
teF,

D’apres (i), il suffit alors de prouver que |g1(x)| = /p pour x # € car [g.(x)| = |91(x)]
si a # 0 et x # . On utilise cette observation pour calculer de deux fagons la somme

suivante
D 9009000 = Y 9a(x)9a(x) = (0 — D]g1(x)I?
a€lFp a€Fy
=D (Z X(t) ;,”) (Z x(1)¢, ‘”) = > xx(w) Y ¢t
a€F, \t€F, teF, (t,u)eF2 a€lF),
=0 si t#u

=Y Ix()PPp=pp-1).

teF,
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On en conclut que |g1(x)|? = p.

Les cas (iii) et (iv) sont des calculs explicites et sans difficulté. O

Le point (i) montre que seul le nombre g1(x) est intéressant, puisque les quantités
ga(X) avec a € F s’en déduisent. Pour cette raison, on notera g(x) = g1(x)-

Le théoreme précédent implique donc que, si x est un caractére non trivial, on peut
écrire g(x) = \/ﬁew. Les sommes de Gauss sont des objets ayant un réle trés important
en arithmétique, les décrire le plus précisément possible est donc un probleme important.
Malheureusement I’argument 6 est compliqué a appréhender. Nous allons a présent nous
concentrer sur le cas ol le caractére est quadratique, c’est-a-dire vérifie y2 = «.

3.2.4 Sommes de Gauss quadratiques

On dit qu’un caractere x de ]F; est quadratique si x> = ¢ et y # €. Lorsque p est
un nombre premier impair, il existe un unique caractére quadratique de F 5, il s’agit du
symbole de Legendre. La somme de Gauss associée au symbole de Legendre possede une
autre interprétation. Posons

9 pmlo e
6= Y =3
t=0

teF,

Théoréme 3.13. Sip est un nombre premier impair, on a G(p) = ¢1 ((5))
Démonstration. Rappelons que si a € ), le symbole de Legendre encode le fait que
Iéquation X? = a ait ou non des solutions. Il permet plus précisément de préciser
exactement combien cette équation a de solutions. Comme F, est un corps, si a € F,; est
un carré, disons a = b?, alors les solutions de I’équation X? = a sont b et —b et, puisque
p > 3, ces deux solutions sont distinctes. Par contre I’équation X? = 0 a une unique
solution qui est 0. On a donc

1 sia=0
Card{z €F, |2 =a} =42 sia#Oet ») =1
0 sia#0et % =—-1
Ainsi Card{z € F, | 22 = a} =1+ (£). On en déduit
a a
-3 (+@)s-non((-0(()  ©

a€lFy

Nous allons a présent calculer explicitement la quantité G(p). Pour simplifier les
notations, posons xy = (5). Remarquons dans un premier temps que, puisque x est
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1

quadratique, alors x = x~ " = X. Ainsi

=Y X =9-100) = x(-1) " g1 (x) = x(-1)g1(x)-

teF,

On en déduit que
p=9(x)9(x) = x(-1)g(x)*.

—1

Comme y(—1) = (-=1)"Z, on a g(x)? = (—l)p%lp et donc

=P sip=1[4]
g(X)_{ii\/ﬁ si p=3[4].

Le signe précis qui intervient dans cette égalité est un peu plus compliqué a déterminer
précisément.

Théoréme 3.14 (Gauss). Sip est un nombre premier impair et si x = (5), on a

D sip=1[4]
gy ={vP TP

iv/p sip=3[4].
Lemme 3.15. Soit p un nombre premier impair. On a alors

p—1 2

ﬁ <2k 1 (2k 1)) _ (_1)%]&

k=1

Démonstration. De I'égalité entre polynomes de Fp[X] :

p—1
(X-DA+X+-+XPH=XP-1=][(X-¢),
i=0
on tire ’égalité
p—1 )
1+ X+ 4+ XP = [(X = ().
i=1
En évaluant cette égalité en X = 1, on obtient la factorisation p = [[_ (1 — Cp)

Remarquons a présent que tout élément de F s’écrit de fagon unique sous la forme
4k —2ou —4k —2 pour un entier 1 < k < 251, En effet si 4k — 2 = £(4¢ — 2) [p] pour

<k l<E~- onap|k—Coup]|k+¢—1. La deuxiéme possibilité est exclue car
1 < k+£€— 1 < p—2. On en conclut que k = ¢ et que le signe est +. On peut donc écrire

’3
,_.
’3
,_.

2

_ H( 41<; 2) Cp (45-2)) ) )5 1 ﬁ( 2%—1 Cp—(2k—1))2' 0

k=1 k=1
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Lemme 3.16. Soit p un nombre premier impair. On a alors

’ti
,_

(Qk 1 —(2k— 1)) {\/13 sip=1[4]
“ iy/p sip=3[4].

k=1

Démonstration. On commence par calculer

p—1 e

2 27 (2k — —1 p-1 o2 4k — 2

[T (¢21 — ;2= H2zsm< ( )):zpzlipzl Hsin< 7r>.
k=1 P h=1 g

Pour 1 < k < pT, on a %ﬂ' € 10,27 et %ﬂ €10, 7| si et seulement si k < #. Le
-1
=18

prodult 1 T

T facteurs negatlfs sip=1[4] et % facteurs négatifs si p = 3[4]. D’apres le lemme
précédent, on en conclut que

(@) a donc exactement % — LZ%QJ facteurs négatifs, c’est-a-dire

1 p—1

(=)= p sip=1[4]

p—3

(=)= /p sip=3[4].

.P

kli[l (Czk—l _ Cp—(%—n) _ {Zp

7

NN
—_

Ce qui donne le résultat. O

Preuve du théoréme 3.1/. Posons x = (5). On sait déja que g1(x) = EHk, (¢ Zk—1 _

G (%_1)) pour ¢ € {1, —1}. Les lemmes précédents montrent qu’il suffit de prouver que
€ = 1. Posons

P=> x()X -« ﬁ(x%'*l — X~y ¢ 7[X].

Par choix de ¢, on a donc P((,) = 0. Rappelons que le polynéme ®, = 1+ X +-- -+ XP~1
est irréductible dans Q[X] et possede (, comme racine. On en déduit que @, divise P
dans Q[X]. Comme le polynéme ®,, est primitif, on en déduit que cette division a lieu
dans Z[X]. On a de méme ®,(1+ X) | P(1+ X). En réduisant modulo p cette relation,
on en conclut que ®,(1+ X) | P(1+ X) dans F,[X]. Par ailleurs ®,(1+ X) = XP~L.
On en déduit que les coefficients des termes de degré < p—1 de P(1+ X) sont divisibles

par p.

p—1

Par ailleurs le terme non nul de plus petit degré du polynome HZ( (1+X)

(1+ X)P~(=1) est en degré 251, En effet, pour 1 < k < p21, on a

2j—-1 _

(14 X)L — (1 4+ x)P~ k=D = (4 — 2 — p) X [X?).
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p—1
On observe méme que le coefficient du terme de degré pT vaut [[,2, (4k — 2 — p).
Déterminons ensuite le coefficient du terme de degré 2 ;1 de
p—1 -1 j . p—1 [p—1 ] A
> x() 1+ X) :ZZ() =Y Z<i>x(j) X"
j=1 =1i=0 i=0 \ j=i

Il s’agit de Zp r w1 X7 (2 Z 1)

On a donc prouvé que

i ( )Eeﬁ(4k—2)[p]
k=1

w‘|k>

En multipliant cette congruence par ( %)! et en utilisant x(j) = jpTil [p], on obtient

p—1

Z j 5 Hj—ﬁ)za(])Ql)!ﬁ(Zlk—Q)[p].
=0 k=1

Comme Iﬁ‘g est un groupe cyclique de cardinal p — 1, on vérifie facilement que

sip—11k

- p]
2:: { —1[p] sip—1]|k.

p—3
En remarquant que j — [],2,(j — ¢) est un polyndme en j de degré %, on en conclut
que

i ﬁ]_g_g( )lj4k_2

Par ailleurs
-1

p—l p—1
5 5 5 p—1
H4k—2 y=2"% HQk—l)—Z “(p— 1) [Hey| = I] &
Finalement e(p — 1)! = —1 [p] et on déduit du théoréeme de Wilson que € = 1 [p]. Comme
p=3,onac=1. 0

Remarque. Il y a plusieurs autres manieres de démontrer le théoreme 3.14. L’une
d’entre elles consiste a calculer I'intégrale de la fonction méromorphe

27\'1'32

e P

F8) =1 i
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le long du contour C(e, T') limitant le rectangle {0 < Re(s) < &, —T <Im(s) < T} privé
d’un disque de petit rayon € > 0 centré a l'origine, comme illustré par la figure 3.1.
La fonction f a des pdles simples en s = 1,2,...,2 ;1 et la somme de leurs résidus fait
intervenir G(p). D’autre part, on peut calculer I'intégrale de f le long du contour C(e,T)
lorsque T' — oo et ¢ — 0, et la formule des résidus donne alors I’expression recherchée

pour G(p).

Im(s)
T

UV

—iT

FIGURE 3.1 — Contour d’intégration C'(e,T).

3.2.5 Sommes de Jacobi

Soit p un nombre premier. Soient x et A deux caracteres de IF\. La somme de Jacobi
associée a y et A est la quantité

JOGA) = > x(a)A(Db).
(a,b)€F2
a+b=1

Les sommes de Jacobi peuvent s’exprimer en termes de sommes de Gauss.
Théoréme 3.17. (i) Six#e, N\Fecetx\#¢e, ona

_g1(x)g1(N)
T00A) = gi(xN)
(ii) Six #e, onaJ(x,x ') =—x(-1).

(iii) Si x # ¢, on a J(x,e) =J(g,x) =0.
(iv) On a J(e,e) = p.
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Démonstration. Prouvons (i). On a

91X (A) = (Z x(ﬂC}i) (Z A(U)C,"f) = > xOAW)GH
(

tel, u€l, t,u)EF2

=> | X x®AMw |G-

acly | (t,u)eF3?
t+u=a

Sia=0,ona Z(t7u)€F127 XA (w) = Yier, A(=1)(xA)(t) = 0 puisque xA # €. Si a # 0,

B . t+u=a
on a une leeCtIOH

{(tuw) eF|t+u=1} = {(t,u) €Fi|t+u=a}
(t,u) — (at,au)

de sorte que

> xl(t = > x(at)A ) > x(t = (xM)(a)J(x, A).

(t,u)eF?2 (t,u)eF2 (t u)eF2
t+u:a t-l,-u:l t+u:1
Ainsi

g1 ()71 () = Y (M) (@)J(x, M¢E = g1(xA) T (x, ).

a€ly,

Comme g1(x\) # 0, puisque |g1(xA)| = /P, on obtient le résultat.
Passons au (ii). Soit x # €. Alors

=> xtx1-1t)" > ox@a—-6h.

tel, teIF,,\{O,l}

Comme "application ¢ — ¢(1 —¢)~! induit une bijection de F, \ {0, 1} sur F, \ {0, -1},
on a

Joox = Y. x(u)=-x(-1)

ue]FP\{O7_1}
puisque 3 cr, x(u) =0 et x(0) =0.

Les points (iii) et (iv) sont immédiats. O

Corollaire 3.18. Soient x et A deuz caractéres non triviauz de F) tels que xA # €. On
a alors [J(x, )| = /P
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3.2.6 Applications

Valeurs premieres de formes quadratiques. Nous allons étudier les valeurs pre-
mieres prises par certaines formes quadratiques tres particulieres.

Théoréme 3.19.

(i) Soit p un nombre premier impair. Il existe (a,b) € Z? tel que p = a® + b? si et
seulement si p = 1[4].

(ii) Soit p un nombre premier impair et différent de 3. Il existe (a,b) € Z? tel que
p=a?—ab+ b* si et seulement sip=1[3)].

Démonstration. Commengons par prouver le point (i). Supposons p = 1[4]. Le groupe

F, est alors cyclique de cardinal p — 1 donc de cardinal divisible par 4. Il posséde donc
un élément x d’ordre 4. Comme x* = ¢, on a x(Fy) C{1,-1,i,—i}. En conséquence

J(x,x) € Z[i] = {a + bi | (a,b) € Z*}.

Par ailleurs x # ¢ et x? # € puisque x est d’ordre 4. On en conclut que |J(x, x)| = V/Ds
c’est-a-dire |J(x, x)|? = p. Soit (a,b) € Z? tel que J(x,x) = a+ bi. On a donc a? + b* =
|7 (x, x)|* = p. Réciproquement supposons qu’il existe (a,b) € Z? tel que p = a® + b?.
Comme p n’est pas un carré, 0 < |al, |b| < p et donc a et b ne sont pas divisible par p.
On a donc, dans F), (65_1)2 = —1 de sorte que (_71) =1 et donc p =1[4].

Passons au (ii). Supposons p = 1[3]. Cette fois-ci le groupe cyclique F, posséde un
élément x d’ordre 3. On a x # ¢ et x% # e de sorte que |J(x,x)|? = p. Par ailleurs,
x(Fy) C {1,4,7%} avec j = %", Comme j2=—-1—j,ona

J(x.x) € Z[j) = {a +bj | (a,b) € Z%}.
Soit (a,b) € Z? tel que J(x,x) = a + bj. On a alors
p=la+bj|? =a®—ab+ b

Réciproquement supposons qu'il existe (a, b) € Z2 tel que a®> —ab+b> =p. Onapta et
p1b. En effet, supposons un instant que p | a. On en déduit alors p | b et donc p? | p, ce
qui est absurde. Posons & = —ab e Fp. On a alors 22 + 2 + 1 = 0 de sorte que = # 1
(car p # 3) et 2® = 1. Ainsi [F ) possede un élément d’ordre 3 et donc 3 | p — 1. O

Constructions a la régle et au compas. Nous allons maintenant étudier les points
du plan que l'on peut construire a la regle et au compas, a partir de la donnée de
deux points distincts O et A (qui déterminent une origine O pour le plan, ainsi qu’une
direction et une longueur |OA| de référence).

Si B et C sont deux points distincts du plan, alors :
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— a laide de la regle, on peut tracer la droite (BC') passant par B et C,
— a laide du compas, on peut tracer le cercle C(B,C') de centre B et passant par C.

Si S est une collection de points du plan, on dira qu'un point P ¢ S du plan est
immédiatement constructible a partir de S si il existe quatre points distincts B,C, D, E €
S tels que 'une des conditions suivantes est satisfaite :

— (BC)N(DE) = {P},
— Pe(BC)NC(D,E),
— PeC(B,C)NC(D,E).

On dira qu’un point P du plan est constructible a la régle et au compas si il existe
une suite de points Q1,...,Q, tels que P = @, et pour tout i € {1,...,n}, le point Q;
est immédiatement constructible & partir de {O, A, Q1,...,Qi—1}.

Pour étudier les points constructibles par nos méthodes algébriques, on identifie le
plan avec C de sorte que O ait pour affixe 0 et A ait pour affixe 1. On dira qu’un nombre
complexe z € C est constructible si c’est 'affixe d’un point constructible a la regle et au
compas.

Proposition 3.20. Un nombre complexe z € C est constructible si et seulement si il
existe une suite finie de sous-corps de C

Q=KyCK C- CK,

telle que z € Ky, et [K; : K;—1] = 2 pour tout 1 <i < n.

Démonstration. Remarquons que si z et 2’ sont constructibles, alors z + 2’ est également
constructible. En effet, le point d’affixe z + 2’ est obtenu par la loi du parallélogramme
(voir gauche de la figure 3.2), qui ne nécessite que de tracer la paralléle & une droite par
un point, que I'on peut tracer a la regle et au compas. De plus, si I'affixe z du point P
est constructible, alors —z l'est aussi car c’est ’affixe du deuxieme point d’intersection
de (OP) et de C(O, P), comme illustré a droite de la figure 3.2.

F1Gure 3.2 — Construction de la somme et de 'opposé
D’autre part, si z et 2’ sont constructibles, alors zz’ est aussi constructible. On peut
effet additionner des angles dans le plan (donc les arguments de z et de 2’), puisque tout
angle peut étre déplacé parallelement a lui-méme (via la construction de la parallele a une
droite par un point), et tourné autour de son sommet dans une direction donnée. L’angle
A0B peut étre tourné autour de O dans la direction de la droite OC' en construisant
A" =C(0,A) N (0,C), puis B’ tel que ABB’A’ est un parallélogramme, et enfin B” €
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C(O,B)NC(A’, B'), de sorte que les angles AOB et AOB" sont égaux. Ceci est illustré
par la gauche de la figure 3.3.

Par ailleurs, on peut aussi multiplier des longueurs dans le plan (donc les modules
de z et de 2’) a la régle et au compas, en utilisant le théoréme de Thales. Si B € (OA) et
C ¢ (OA) sont donnés et que nous souhaitons construire D tel que |OD| = |OB]-|0C]|,
on trace la droite d parallele a (AC) passant par B, et on définit D = dN(OC), de sorte
que |OD| = |0OC \% avec |OA| = 1 comme souhaité. Ceci est illustré par la droite de
la figure 3.3.

FiGURE 3.3 — Rotation d’un angle et construction du produit
Enfin, pour calculer le quotient de longueurs, on échange le role de A et de B. On
déduit de ces constructions que ’ensemble des nombres complexes constructibles forme
un sous-corps de C, et en particulier contient Q.

Si S désigne un ensemble de points du plan, on notera K (S) le corps engendré par
les affixes complexes de ces points. On dira qu’une droite est déterminée par S si elle
contient 2 points distincts de S et qu’un cercle est déterminé par S si son centre est
dans S et si il contient un point de S. Remarquons que si P est l'intersection de 2
droites déterminées par S, alors l'affixe de P est dans K (S), puisque ses parties réelles
et imaginaires sont solutions d’un systéme linéaire a coefficients dans K (S). D’autre part,
si P est dans l'intersection d’un cercle et d’une droite déterminés par S, alors les parties
réelle et imaginaire de I'affixe de P sont solutions d’une équation de degré 2 a coefficients
dans K (S), de sorte que l'affixe de P appartient & une extension quadratique de K (S).
Enfin, si P est dans l'intersection de 2 cercles déterminés par S, on se ramene au cas
précédent en soustrayant les deux équations de cercles, qui donnent lieu a une équation
linéaire & coefficients dans K (.S). Pour tout point constructible P, on obtient donc la suite
d’extensions quadratiques souhaitée, entre Q et un sous-corps de C contenant I’affixe de
P.

Réciproquement, remarquons que si un point P d’affixe z € C est constructible, alors
le point @ d’affixe 1/z lest aussi. En effet, d’une part la bissectrice d’un angle se construit
aisément a la regle et au compas. D’autre part, la racine carrée d’une longueur peut se
construire a la régle et au compas de la maniére suivante. Etant donné B € (OA), on
suppose que |OB| > |OA| = 1, quitte a inverser cette longueur. On construit le milieu
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M du segment [AB], le milieu N du segment [OM], puis C' € C(M, B)NC(N, M). Alors
(OC) est tangente & C(M, B) de sorte que |OC|?> = |OA| - |OB| avec |OA| = 1, comme
souhaité. Ceci est illustré par la figure 3.4.

- p————

s
’

F1GURE 3.4 — Construction de la racine carrée d’une longueur

Ceci montre que si K et L sont deux sous-corps de C tels que [L : K| = 2 et si
les éléments de K sont constructibles, alors ceux de L le sont aussi. En appliquant ceci
inductivement a une suite d’extensions quadratiques Q = Ko C K1 C --- C K,, on en
déduit que les éléments de K, sont constructibles. O

En conséquence de la proposition 3.20, tout nombre constructible z est algébrique.
De plus [Q(z) : Q] | 2™ de sorte que son degré est nécessairement une puissance de 2. On
montre facilement que I’ensemble des nombres constructibles de C est un sous-corps de

C.

Nous allons a présent déterminer quelles racines p-iémes de 'unité sont constructibles
pour p premier.

Théoréeme 3.21. Soit p un nombre premier. Alors (, est constructible si et seulement
st p=2" 41 pour un certain entier n > 0.

Remarque. Les nombres (3, (5, (17 sont constructibles. De maniere plus générale, un

nombre premier p qui est égal a 2" 4+ 1 pour un certain entier n > 1 est appelé nombre
. . , . k

premier de Fermat, et est en fait nécessairement de la forme 22" + 1 avec k > 0.

Démonstration. On a montré que le polynoéme ®,(X) est irréductible dans Q[X] et de
degré p — 1. C’est donc le polynéme minimal de ¢, sur Q et [Q({y) : Q] = p—1. On
en conclut que si ¢, est constructible, alors p — 1 est une puissance de 2. Montrons la
réciproque.

Commengons par un lemme intermédiaire.

Lemme 3.22. Soit n > 2 un entier et soit p un nombre premier tel que p = 1[n]. Soit
X un caractére d’ordre n de F). On a alors

910" = x(=DpJ (¢, )T (. X2) -+ T X" 72).

Démonstration. Si n = 2, on a x> = ¢ et on a déja montré que g1(x)?> = x(—1)p.
Supposons donc n > 2. Montrons par récurrence sur 2 < kK <n — 1 que

910" = T )T 06 - T XD (F).
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On a x2 # ¢, donc g1(x)? = J(x, X)g1(x?) ce qui donne la formule pour k = 2. Supposons
le résultat démontré pour 2 < k < n — 2. On a alors x*t1 # ¢, de sorte que

= 100 91 (0) = T06X)T06 X)) -+ T X g1 (X g1 (x)

= J0: )T 06X - T XD a1 0T T (0 xF).

g1 (X

On a donc

g1 ()" =J06x) - J06 X" ) (g1 (x).

=X onag(x"") = g-1(x) = x(=Dg1(x) (car x(~1) € R). Ainsi
91(x) = x(=1)p, ce qui donne le résultat. O

Comme Y !

ga(x™ )

Revenons a la démonstration du théoreme. Supposons donc que p = 2" 4+ 1 pour un
certain entier n > 1. On commence par exprimer ¢, en termes de sommes de Gauss. On
a

p—1

p—1
2 l0= 3 Y amG =31 3 xt) |G

< t=0 t=0
x€Fy x€Fy XEF)
Rappelons que >>, x(t) vaut 0 sauf si ¢ = 0, ott la somme vaut 1 ousi t = 1, ot1 la somme

vaut p — 1. On a donc
Y g1l =1+ —1)¢

XEFy

X

On en conclut que si g1(x) est constructible pour tout caractere x de Fy,

constructible.

alors (, est

Soit x un caractere de ;. Alors x est d’ordre 2 pour un certain entier 0 < m < n.
On a donc

g (\)*" =x(=1)pJ(x, x) - T x* 7).

Remarquons que comme Y et x* sont d’ordre un diviseur de 2, ils prennent leur valeurs
dans pgm de sorte que J(x,x') € Q((am). Comme [Q((yit1) : Q((yi)] = 2 pour i > 1
et Q(¢2) = Q, on en conclut que tous les éléments de Q({am ) sont constructibles. Ainsi
toutes les sommes de Jacobi J(x, x") sont constructibles et g;(x)?" est constructible.
Comme g1(x) est obtenu & partir de g1(x)?" par une suite d’extractions de racines
carrées, g1(x) est constructible. C’est ce que 'on cherchait. O

3.2.7 Nombres de solutions d’équations dans les corps finis

Dans un premier temps, nous allons utiliser la théorie des caracteres pour déterminer
le nombre de solutions de 'équation X" = a dans F, ol p est un nombre premier.
Supposons dans un premier temps que a # 0. Rappelons que ]F; est un groupe cyclique.
Fixons g un générateur de ce groupe et posons a = g* pour un certain o € Z. Recherchons
les solutions de X™ = a sous la forme ¢¢ avec £ € Z. On a alors

(F)"=g"enE=alp-1].
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On a déja étudié ce type de congruence. Elle admet des solutions si et seulement si le
pged d de n et p — 1 divise . Supposons que ce soit le cas, on a alors

p—1

n{=alp-1 < 5 [T]'

Cette congruence a alors une unique solution modulo pT_l, c’est-a-dire § solutions modulo
p — 1. Par ailleurs remarquons que la condition ¢ | a est équivalente a

1 _
P n=0 [p—1] |
)
Théoréme 3.23. Soit a € F),. Soit n > 1 un entier et soit N(X" = a) = Card{x € F,, |
" =a}. Posonsd=mnA(p—1). On a alors
N(X"=a)= ) x(a)
xEF)
x4=¢

—~

Démonstration. Remarquons que comme le groupe F) est cyclique et que d |p—1, il y
a exactement d caracteres de F)' tels que x?® = e. Décomposons la preuve en trois cas.

Cas 1. Si a = 0, comme I, est un corps, on a N(X" = 0) = 1. Par ailleurs 3, o x(0) =
£(0) = 1.

Cas 2. Supposons a # 0 et N(X™ = a) > 0. Alors I"équation X" = a a des solutions.
Comme d | n, il existe donc b € F, tel que a = b?. On en déduit que, si x¢ = 1, on a
alors x(a) = x(b)? = 1. Ainsi

> x(a

x%=e
Par ailleurs, on a déja remarqué que, dans ce cas, N(X" =a) = d.

Cas 3. Supposons a présent N(X” = ) 0. On sait alors que otT # 1. Soit A
p—1

un élément de IF'; tel que A(a'7 ) = \T ( ) # 1. Ainsi le caractére ¢ = A"@ est
un caractére tel que ¢ = ¢ et 1)(a) # 1. La multiplication par v induit donc une

permutation du sous-groupe de F, constitué des éléments d’ordre divisant d. On en

conclut que
Z x(a) =Y (Wx)(a Z x(a
Xd_
Comme 9 (a) # 1, on en conclut que

ZX =N(X" =a).

xd=¢

On a donc démontré I’égalité dans tous les cas. O
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Théoréme 3.24. Soit p > 5 un nombre premier tel que p = 1[3]. Soit d € Z. Notons
N, le nombre de couples (z,y) € IF]% vérifiant I’équation Y2 = X3 +d. Siptd, on a

|Np — p| < 24/p.

Démonstration. Comme p = 1[3], il existe un caractére y de FX qui est d’ordre 3.

L’ensemble des caracteres 6 de F) tels que 63 = ¢ est donc {e, X, Xf} Posons également

1 = (=) l'unique caractére d’ordre 2 de FX. On peut alors décrire N, en utilisant la
p P p
formule suivante

Ny= Y NY?’=a)N(X?’=-b)= > NY*=a)N(X*=b)

(a,b)EF? (a,b)EF?
a+b=d a+b=d
= > (1+9(a)(1+x(b) +x*(0)
(a,b)elﬁ‘f7
a+b=d
= D (1+9(a) +x(b) + x*(b) + ¢(a)x(b) + ¥ (a)x* (b))
el
=p+ > Y@x®+ Y @)X’
(a,b)EF% (a,b)EIFf7
a+b=d a+b=d

= p+ (d)x(d)J (¥, x) + Y (d)x(d)* T (¥, x*).
Remarquons que, puisque xu # ¢ et x> # €, on a |J (¥, x)| = |J (¥, x2?)| = /P, on a
[Ny = p| < [T (@, )| + [T (9, x%)| = 2v/p.
L’inégalité est en fait stricte puisque 2,/p n’est pas un entier. ]

Remarque. Si p = 2[3], 'application x — 22 est une permutation de Fp, on en déduit
que, dans ce cas, on a toujours N, = p.

3.3 Caracteres de Dirichlet

Nous allons a présent généraliser la notion de caractére aux groupes (Z/nZ)* pour
tout entier n > 2. Plus généralement, nous allons définir la notion de caracteére pour tout
groupe abélien fini.

Soit G un groupe abélien fini. On appelle caractére de G un morphisme de groupes
G — C*. On note G l'ensemble de tous les caracteres de G. Si x est un caractere de G
et g € G, le nombre complexe x(g) est d’ordre fini et vérifie donc |x(g)] = 1. On peut
également munir G d’une structure de groupe en posant, pour xi,x2 € G et g € G,
(x1x2)(9) = x1(9)x2(g). Nous avons déja rencontré ces définitions dans le cas particulier
de G = ;' pour p premier. Dans le cas de F, la situation était simplifiée par le fait
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que le groupe }F; est cyclique. Ce n’est pas vrai pour un groupe abélien fini quelconque.
Dans cette optique, le résultat suivant pourra étre utile.

Théoréeme 3.25. Soient G1,...,G, des groupes abéliens finis et G = G| X ... X G,.
L’application G — Gy x --- x G, définie par x — (X|cy,---,X|a,) est un isomorphisme
de groupes.

Démonstration. Il suffit de vérifier que I’application qui associe a la donnée de caracteres
X1,---5Xr de G1, ..., G, le caractére de G défini par (aq,...,a,) — x1(a1) - xr(a,) est
réciproque du morphisme de 1’énoncé. ]

On peut désormais considérer le cas particulier ou G = (Z/nZ)* avec n > 2 entier.
On peut alors décomposer n = p{' -+ p&r ot p; < - -+ < p, sont premiers. L’isomorphisme
(Z/nZ)* ~ (Z)p{*Z)* x -+ x (Z/pSrZ)* montre alors que se donner un caractére de
(Z/nZ)* revient & se donner un caractére du groupe (Z/p;"Z)* pour tout 1 <i < 7.

Théoréme 3.26. Si G est un groupe abélien fini, les deux groupes G et G sont iso-
morphes. Si de plus g € G est différent de [’élément neutre, il existe x € G tel que

x(g) # L.

Démonstration. Commengons par traiter le cas ou G est cyclique, ce qui se fait comme
pour le groupe F’. On choisit un générateur g de G et on remarque que I'application

X — x(g) induit un isomorphisme de G sur le groupe des racines m-iemes de 'unité
ou m = Card(G). Le cas général se déduit alors du théoréme de structure des groupes
abéliens finis qui implique que tout groupe abélien fini est isomorphe a un produit de
groupes cycliques. On utilise alors le résultat sur le groupe dual d’'un groupe produit. [

Corollaire 3.27. Soit G un groupe abélien fini. Si x € é, on a

S

et Card(G) sinon.

Sige G, ona

ST R

p Card(G) sinon.
x€G

Soit n > 2. Si x est un caractere de (Z/nZ)*, on peut prolonger y en une fonction
de Z dans C en posant

X(a):{() siaAn#1

x(amodn) siaAn=1.

La fonction y est alors périodique de période n et vérifie la propriété x(mn) = x(m)x(n)
pour tous m,n € Z. En particulier, restreinte & N* on obtient une fonction arithmétique
complétement multiplicative.

Tout ceci nous ameéne a introduire la notion de caractére de Dirichlet.
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Définition 3.28. Soit n > 2 un entier. Un caractere de Dirichlet de module n est une
application x : Z — C vérifiant

(i) pour tout a € Z, x(a+n) = x(a) ;

(ii) un entier a est premier da n si et seulement si x(a) # 0;

(iii) pour tout (a,b) € Z2, on a x(ab) = x(a)x(b).

Il est évident que les caracteres de Dirichlet de module n sont en bijection naturelle
avec les caracteres du groupe (Z/nZ)*.

Les résultats concernant les caracteéres de (Z/nZ)* impliquent alors le résultat sui-
vant.

Théoreme 3.29. Soit n > 2 un entier. Pour la loi de multiplication, l’ensemble des
caractéres de Dirichlet de module n est un groupe abélien fini de cardinal o(n). Son
élément neutre est le caractére xo défini par xo(a) =1 siaAn =1 et xo(a) = 0 sinon.
De plus, on a

1 _J1 sia=1[n]
Va € Z, 0] > X(a)_{o

X mod n stnon,
v d nz_:l (a) I six=Xo
modn, —— a) =
X (n) a0 X 0 sinon,

ot ’'on a utilisé l’abréviation x mod n pour « x est un caractére de Dirichlet modulo n ».

Références

La réciprocité quadratique est couverte par Hardy et Wright [0] : chapitre 6. Les
caractéres sont traités dans le livre d’Apostol [1] : chapitre 6. Les résidus quadratiques
et les caracteres sont abordés dans le livre de Hua [1] : chapitres 3 et 7 respectivement.
Les sommes quadratiques de Gauss et les sommes de Jacobi sont couvertes par le livre
de Ireland et Rosen [¢] : chapitres 6 et 8 respectivement.



Chapitre 4

Méthodes analytiques

“Le plus court chemin entre deux vérités
dans le domaine réel passe par le domaine complexe.”
JACQUES HADAMARD (1865-1963)

4.1 Le théoréme des nombres premiers

4.1.1 Séries de Dirichlet

Soit f une fonction arithmétique. Nous avons rencontré dans la section 2.1.4 la série
de Dirichlet associée a f, qui est la série de fonctions

f(n)

n

s Dy(s) = Z

n>1
définie sur ’ensemble des s € C ot elle converge.

Théoréme 4.1. Soit f une fonction arithmétique. Supposons que la série D¢(s) converge
en sg = og + itg, avec og,tg € R.

(i) Soit 0 < 0 < 5. La série Dy converge uniformément sur l’ensemble {s € C |

Re(s) = o¢ et |Arg(s — so)| < 0}.
(it) La fonction Dy est holomorphe sur {s € C | Re(s) > oo}.
(iii) La série Dy converge absolument pour Re(s) > og + 1.
(iv) Si la fonction arithmétique f est non nulle, il existe un réel o1 > oq tel que

Vs € {se€ C|Re(s) =201}, Dy(s)#0.

(v) Sila série Dy converge absolument en sg, alors elle converge normalement sur
{s € C| Re(s) = 09p}.

72
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Démonstration. Prouvons (i). Quitte a remplacer f par la fonction arithmétique n +—
f(n)n=°°, on peut supposer que so = 0 et donc que la série _, -, f(n) est convergente.
Posons Dy n(s) = S0, f(n)n™° pour N > 1 et Do = 0. Pour M > 1 entier et > M
réel, posons également Ans(x) = >3/ n<y f(n). On applique le procédé de sommation
par parties a la fonction arithmétique f1jps o[ €t on obtient I'égalité

N
f 14A4(]V) N f4A4(y)
D D + s —=dy.
f,N() fM nz+1 Ns M ys—i—l Y

Comme la série Y f(n) est convergente, on peut poser ey = supyr|Aa (V)| qui tend
vers 0 quand M tend vers +o0o0. En posant 0 = Re(s), on en déduit

IDyv(s) = Dpar(s)] < St +ewls] [ L

Comme o = |s| cos(Arg(s)), on a |s| < de sorte que

cos 9

|Dg N (s) — Dya(s)] < Nij\/{' + CZZH(M_U —N7)<ey(l+ (0059)_1).

On en déduit la convergence uniforme.

Le (ii) est alors une conséquence immédiate du (i) et du fait qu’une limite uniforme
de fonctions holomorphes est holomorphe.

Prouvons le (iii). Supposons que o = Re(s) > o¢ + 1. La suite (f(n)n=%0),>1 est
bornée, on a donc

< (suplf(n)n=")

n>1 no =90

5 1

Comme o — gg > 1, on en déduit la convergence absolue de la série par comparaison
avec une série de Riemann.

Prouvons (iv). Posons ng = min{n € N* | f(n ) # 0}. Posons alors Df(s) = anso) (1+
0

(Ek>1 nZiZ§)) Soit s € C tel que

g(s)) ou g est la fonction définie par g(s) =
o = Res(s) > 09 + 2. On a alors

ng | f(no + k)|
l9(s)] < ,f(no),(n0+ = kZ (o 1 F)o 2

Le (iii) montre que la série définissant g(s) converge absolument. De plus on a

ng \7T70% gt |f (no + k)|
s)| < o400 0.
< (%5) T 2 Tng +hyor? 7t
Il existe donc o1 > 09 + 2 tel que [g(s)| < 3 dés que Re(s) > o1, et donc Dy(s) # 0.

Le point (v) est immédiat car \f )\ |f (n)‘ des que Re(s) = oy. O
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On déduit en particulier de ce résultat que la fonction arithmétique f est entierement
déterminée par la fonction holomorphe Dy des lors que son domaine de convergence est
non vide. On voit aussi qu’il existe un ¢ € R U {—o00, +00} tel que

I, = {s € C|Re(s) > ¢} C {s € C| Dy(s) converge} C II. = {s € C | Re(s) > c}.

Ce nombre c est appelé abscisse de convergence de la série de Dirichlet Dy. On le note
aussi o.. Plus explicitement, on a

0. = inf{oc € R| D¢(o) converge}.
On peut également considérer ’abscisse de convergence absolue définie par

0, =1inf{oc € R | Z|f(n)|n*" converge}.

n>1
On déduit du théoreme 4.1 que
0c <0 <o+ 1L
De plus, la fonction Dy est holomorphe sur 'ouvert II,..

Théoréme 4.2. Soient f et g deux fonctions arithmétiques. Alors la série Dy g4(s)
converge en les valeurs de s ot les deux séries Dy(s) et Dgy(s) convergent. On a alors

Dyig(s) = Dg(s) + Dy(s). On a donc o.(f + g) < max(oc(f),00(9)). Si D¢(s) et Dy(s)
convergent absolument, Dy.q(s) converge absolument et Dy.q(s) = Dy(s)Dy(s). Ainsi

oa(f * g) < max(o4(f),0a(9))-

Démonstration. L’assertion concernant la somme est évidente et celle concernant le pro-
duit de convolution arithmétique est une conséquence du théoréme 2.4. O

4.1.2 Exemples

Si f=1,ona D¢(s) = ((s). Son abscisse de convergence absolue et son abscisse de
convergence sont égales a 1.

Sin > 1, on a |u(n)| < 1. Ainsi la série de Dirichlet D,(s) a une abscisse de
convergence absolue o,(1) < 1. De plus, si Re(s) > 1, on a alors

D, (s)((s) = De(s) = 1

de sorte que ((s) # 0 pour Re(s) > 1 et

1 e
CRE T

Rappelons que d(n) désigne le nombre de diviseurs de n dans N*. On a d = 1 % 1,
de sorte que o,(d) < 1. Par ailleurs, d(n) > 1 = 1(n) pour tout n > 1, donc o,(d) >
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04(1) = 1. Enfin, la fonction d est positive donc o.(d) = o,(d) = 1. De plus, pour
Re(s) > 1, on a

n=1

Théoreme 4.3. Soit f une fonction arithmétique. L’abscisse de convergence de la fonc-
tion arithmétique flog est < oc(f). De plus, si s € Il, 5y, on a

Dys) ==% w = —Dy1og(s).

n>1 n

Démonstration. On sait que si (hy)n>1 est une suite de fonctions holomorphes conver-
geant uniformément vers f sur un ouvert 2 de C, alors la suite (h],),>1 converge unifor-
mément sur tout compact de  vers la fonction f’. On obtient le théoréme en appliquant
ce résultat & h,(s) = >7_; f(k)k~® & tous les ouverts de la forme {s € C | Re(s) >
o, |Arg(s)| < 0} pour o > o (f) et 6 < 7. O

On en déduit par exemple une expression pour la dérivée de la fonction ( :

logn

Vvselly, ('(s)=-)_

Pt
n}ln

Comme log > 0, sur N*, on a o.(log) = o,(log) = 1. On en déduit que la fonction
A = p*log a une abscisse de convergence absolue qui est < 1 et, pour s € Iy,

2w T )

An (s
T (n) _ {(s)

4.1.3 Produits eulériens

On rappelle que si f est une fonction arithmétique multiplicative, on a

<1+f(p) f(%) f(p”)er)

ps + p2$ Tt pns

Vs € Il (5), Dy(s) = H
p

Si f est de plus complétement multiplicative, alors

-1
VSEHUa(f), Df(S)ZH(l— f]gf)) .

On en déduit par exemple, si x est un caractére de Dirichlet modulo N, que

_ v x(n) _x(p)\~
Vs € 11y, DX(S) = Z A 1;[ (1 e )
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4.1.4 La fonction I

Rappelons que la fonction gamma a été définie en section 2.3.1 par

+oo
I['(s) = / ¥ e dx
0

pour tout s € Iy et qu’elle se prolonge de maniére unique en une fonction méromorphe
sur C.

Montrons maintenant que ce prolongement analytique de la fonction I' vérifie une
équation fonctionnelle.
Théoréme 4.4 (Formule des compléments). Pour s € C\Z, on a

s

I(s)I'(1—s) =

sin(rs)’

Démonstration. Pour s € C\Z, on a

s+ 1)I'(1—(s+1)) =sI'(s)I'(—s) = —T'(s)['(1 — s).
Ainsi la fonction s — F(s) = I'(s)['(1 — s) — @ est 2-périodique. Remarquons de
plus que la fonction s — I'(s)I'(1 — s) a un pole en n € Z qui est simple de résidu (—1)",

puisque I'(s) a un pole simple et de résidu % en s = —n et que I'(n + 1) = nl, pour

tout n € N. Comme il en est de méme de la fonction s — %, ceci implique que la
fonction F' est en fait holomorphe sur C.

Pour 0 < Res <1,o0na

+o0o
IT(s)| = |s7 T (s +1)| < |s|_1/ 2o e gy
0

1 00 1 3
< -1 Re(s) / —T ) < -1 ( 2) g —.
|s] (/0 x dx + . ze Tdx [s] Ro(s) + 1 + 5]

Par ailleurs, en utilisant l'inégalité |1 — z| > |1 — |z|],
—7 Im(s)

2

ms _ ,—Tis —7m Im(s) )
|sin(rrs)| = L 26 [_e 51— e >

e

‘1 - 627r1m(s) ‘

On en conclut que

—7 Im(s) .
F(s)] < 9 E g (6 - eZwIm(S)O

= Im(s 2

et donc que F'(s) — 0 quand |Im(s)| — +o0o uniformément en Re(s). La fonction F', étant
continue, est donc bornée sur la bande {0 < Re(s) < 1}. Par 2-périodicité et imparité,
elle est bornée sur C. Comme elle est de plus holomorphe, le théoréme du maximum
local montre qu’elle est constante sur C. Comme elle tend vers 0 quand Im(s) tend vers
400, on en déduit que F' = 0. On a donc prouvé ’égalité recherchée. ]
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En évaluant cette formule en s = 3, on obtient I'(3)? = 7 et donc I'(3) = /7 qui est
équivalente a 'égalité

/ e~ dr = /7.
R

Par ailleurs on en déduit que I'(s) # 0 si s ¢ Z. De plus, on a vu dans la section 2.3.1
que I" a un poéle aux points de —N et I'(n) = (n — 1)! # 0 si n € N*. On a donc prouvé
que

Vs e C, TI'(s)#0.

De fagon équivalente, la fonction % est holomorphe sur C et ses zéros sont simples, ce
sont les points de —N.

La formule suivante, attribuée a Legendre, peut également étre utile.

Théoréme 4.5 (Formule de duplication). Pour s € C, on a
1 1-2s
L)' s+ 3)= 21725 /7(2s).
Démonstration. Par la formule d’Euler du Théoréme 2.11 (i), on a

r(s)—g;HgOS(SJrl)...(ern—l

)ns.

Par conséquent,

12.92...(n—1)2p25+ %
s(s+%)(s+1)---(s+nfl)(s+nf%)
li 1-2-+-(2n—1)(2n)2s
MMn—00 55251 1)-(25+2n—1)
_ 1222 (n—1)2p222n
im
n—00 1-2---(2n—-1)

25 1+
228F(8)F(8—|— ) 2 Shmnﬁoo

I'(2s)

1
2

qui est clairement indépendant de s. On peut donc calculer la valeur de cette expression

1
ce qui donne %)11;(1) = 2y/7. On obtient donc la formule souhaitée.

O]

en prenant s = %,

4.1.5 La fonction zéta de Riemann

Rappelons qu’il s’agit de la série de Dirichlet associée a la fonction arithmétique
1. Ses abscisses de convergence et de convergence absolue valent 1. Pour étudier son
prolongement analytique, nous commencons par établir une propriété générale de la
transformée de Mellin.

Lemme 4.6. Soit f : [0,4+00[ — C une fonction de classe C* vérifiant de plus f(z) =40
O(x™™) pour tout n > 1. Alors sa transformée de Mellin définie par

M) = [ ooy e
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pour s € Ilg admet un prolongement méromorphe d (C dont les seules singularités sont

des poles simples en s = —n, pour n € N, de résidu L (0) , lorsque f™ ( ) #0.

Démonstration. Commengons par remarquer que sous nos hypotheses, la fonction s +—
J5° 2 f ()42 est holomorphe sur Iy.

Supposons dans un premier temps que le support de la fonction f est inclus dans

10, +00[. Alors la fonction s — [ xsf(x)% est bien définie et holomorphe sur C.

Supposons maintenant que f est a support compact. Supposons que son support est
contenu dans [0, A] pour un certain A > 0. On a alors, pour Res > 0,

A 00
A T LT S e ke
0 0

o S x s T

[ e @S = [t

x S

En d’autres termes, M{f}(s) = —2M{f'}(s + 1) et donc

(_1)n+1
s(s+1)---(s+mn)

M{f}(s) = MY} (s +n+1)

pour tout s € IIp et n € N. On en déduit que M{f}(s) se prolonge en une fonction

méromorphe sur C n’ayant que des podles simples en s = —n, pour n € N, ayant pour
résidu )
n
n+1 n+1 f (0)
M s .

Pour traiter le cas général, on choisit une fonction ¢ : [0, +oo[ — R de classe C*°
telle que p(z) =1 pour z < 1 et ¢(x) = 0 pour = > 2. On décompose alors M{f}(s) =
M{fp}(s)+ M{f(1—p)}(s). La fonction f(1— ) vérifie les hypotheéses du premier cas
et fo les hypotheses du second cas. O

Considérons alors la fonction définie sur [0, +oo[ par f(z) = Z%5. Il s’agit d’une

fonction développable en série entiére sur [0, +-00[. On note B, = f(™(0) pour n € N de

sorte que
— -_n.n
n=0

pour x € [0, 4+00][. De plus, on a B,, € Q. Le nombre rationnel est appelé n-iéme nombre
de Bernoulli.

_1 By =

2 7B4:

Exemple. On a By = Bg = —2... On a Bg,11 =0 pour n > 1.

30’

Théoreme 4.7. La fonction  se prolonge en une fonction méromorphe sur C ayant un
unique pole simple en s =1 de résidu 1. De plus, sin € N, on a

By
((=n) = ()" 2 € Q
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Démonstration. Pour s € 111, on considere

=3 [ [ () &

n>1 n=1

= [T - M- )

et —1=x

ot f(z) = z=7. On en déduit que ((s) = ﬁ/\/l{f}(s —1). Comme I'(s) a des poles
simples en s = —n pour tout n € N, par le lemme 4.6 la fonction zéta n’a qu’un podle en

s = 1. Le résidu de ce pdle est donné par % =1et, pour n € —N, on a

¢(=n) = Res(ﬁii(";}”_g Y _ L1y

frto) 1yn Bt
(n+1)! = (=1 n+1

Nous allons & présent en dire un peu plus sur le prolongement de la fonction ¢ a C.
Nous allons prouver que ce dernier possede une équation fonctionnelle.

Pour s € C, on pose £(s) = ﬂfgf(g)g“(s).

Théoréme 4.8. La fonction méromorphe £ vérifie l’équation fonctionnelle
§(1 —s) = &(s).

La preuve de ce théoreme repose sur ’équation fonctionnelle d’'une « série theta »
reposant elle-méme sur la célebre formule de Poisson.

Soit f : R — C une fonction intégrable. La transformée de Fourier de f est la fonction
f R — C définie par

VieR, f(t)= /Rf(a:)e*%ixt dx.

Lemme 4.9 (Formule de Poisson). Soit f : R — C une fonction de classe C? telle que
f, et f" sont toutes les trois intégrables sur R. On a alors

> ) =3 fn).

nez neL

Démonstration. Remarquons que puisque f” est intégrable, la fonction f’ est bornée.
Le caractere intégrable de f implique en particulier que, pour tout x € R, la famille
f(z + n)nez est sommable et la fonction g : R — C définie par

Vz €R, g(z) = > flz+n)

nel
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est bornée. Elle est de plus continue et 1-périodique. Calculons les coefficients de Fourier
de la fonction g. Pour n € Z, on a

1
:/ g(x —27minT dr = Z/ (L‘—i—k) —2minx dr
0

kEZ

k41 , ~
-y /k 7 @) de = Fn).

keZ

Comme f est de classe C2 et que f' et f” sont intégrables, on a f(z) =100 O(x~2). Ainsi
la famille des coefficients de Fourier de g est sommable. On en conclut que g est égale a
la somme de sa série de Fourier, c’est-a-dire

Ve eR, g(x)= Z G(n)e?™ne,
nez

En évaluant cette égalité en = = 0, on obtient la formule de Poisson. O

Pour « > 0, on pose 0(x) = >_,,c7 e~ ™’ Cette série est appelée série theta.

Lemme 4.10. Pour z >0, on a §(z) = aféﬁ(a:_l).

Démonstration. Soit A > 0. Nous allons appliquer la formule de Poisson a la fonction
fa définie, pour x € R, par fy(z) = e ™A ] s’agit d’une fonction C*° dont toutes les
dérivées successives sont intégrables. Il faut donc calculer la transformée de Fourier de
/. Remarquons que fi(z) = —2mzAfy\(z) et que

f/\ / —2mize ™ Mo~ 2t /271')\ Lo ™ et gy — _2m ATV L (1),

Les fonctions fy-1 et f>\ sont donc solutions de la méme équation différentielle ordinaire
de degré 1, il existe donc un nombre réel C) tel que f = C) fy-1. On peut évaluer cette
égalité en 0 pour déterminer C'. On obtient

G =h0) = [ e ar=xt [ et ar= 2t
R R

La formule recherchée est alors une conséquence de la formule de Poisson :

)= fon) =Y o) =272 foi(n) = 27 20(z ). O

nez ne”L neL

=

Preuve de ’équation fonctionnelle de la fonction £. Soit s € II;. On a alors

5(8)—7T2F( ) 7;1/4-00 ~2 %e*x%

_Z/+OO ;—andx:/ ;(Ze—ﬂnz)d‘x
n>1 x
)— 1) d$

+oo (1
= [, wh5ee@ -3

t\.’)\:n
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Remarquons que
1 _
5(9(95) — 1)~y e ”
de sorte que la fonction

+oo gl dw
s—>/1 vi(0() - 1)

est définie et holomorphe sur C. Nous allons donc couper l'intégrale en 1 et utiliser
I’équation fonctionnelle de @ :

too .1 1 dx oo .1 dx
= [Ta e -0 [ e e -0
too _s1, 1 dx oo 51 dx
=/ = 2§($29(m)—1)7+ x27(9($)—1)?
Too 151 d oo L1 d Tool 1o s d
= 2T 0@ -)T 4 [ ai b)) [ ST )
1 2 1 x 1 2
oo 51 dx oo 151 dx 1 1
= 52 1= = — D= —(=
[ a0 -0 [T 0w -0 - ()
A B

Comme nous ’avons dit plus haut, le terme A est holomorphe sur C et reste invariant si
I’on remplace s par 1 —s. Le terme B est méromorphe sur C et vérifie la méme condition
d’invariance. La fonction £ se prolonge donc a C en une fonction méromorphe vérifiant
€(s) = &(1 — s). Notons au passage que la fonction £ a exactement deux poles : en 0 et
en 1. O

Donnons quelques conséquences remarquables de cette équation fonctionnelle.

Corollaire 4.11. La fonction & ne s’annule pas en dehors de la bande {s € C | 0
Re(s) < 1}. De plus, les seuls zéros de la fonction ¢ hors de la bande {s € C | 0
Re(s) < 1} sont les éléments de —2N*.

<
<

Démonstration. Comme les fonctions s — I'(s/2) et ¢ ne s’annulent pas sur l'ouvert
14, la fonction £ ne s’y annule pas non plus. En utilisant ’équation fonctionnelle, on en
conclut qu’elle ne s’annule pas pour Re(s) < 0. On en déduit le résultat pour la fonction
¢ en remarquant que les seuls zéros de la fonction s — I'(s/2) ! de partie réelle < 0 sont
les éléments de —2N*. O

Corollaire 4.12. Sin € N*, on a

¢(2n) = —%(zm)% (]232’;!.
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Démonstration. L’équation fonctionnelle de & nous donne £(2n) = (1 — 2n). Ainsi en
utilisant successivement la formule des compléments (Théoréme 4.4), la formule de du-
plication (Théoréme 4.5) et la formule (Théoréme 4.7) donnant la valeur de ¢(1 — 2n),
on obtient

¢(2n) = 7"T'(n)~'T (; — n) T

= WQ”_%F(n)_IF (n + ;) B T <sin (;T - wn))l ¢(1—2n)

= 72 (—1)"2%" 10 (2n) 71¢(1 — 2n)

1 Bon
= ——(2mi)*" :
@i G

2
Remarque. 1) Les zéros de ¢ hors de la bande {s € C | 0 < Re(s) < 1} sont appelés
zéros triviaux de la fonction (.

2) 11 est conjecturé que les seuls zéros de ¢ dans la bande {s € C | 0 < Re(s) < 1}
ont une partie réelle égale a 1/2, autrement dit sont situés sur l'axe de symétrie de
I’équation fonctionnelle. Cette conjecture, connue sous le nom d’Hypothése de Riemann
reste non démontrée ou infirmée a ce jour. On sait cependant que la droite critique porte
une infinité de zéros de la fonction zéta, et on a calculé la position des premiers milliards
d’entre eux.

2n—1

z ((1-2n)

O]

3) On sait tres peu de choses sur les valeurs de ((n) lorsque n est un entier impair
supérieur & 3. On sait que ((3) est irrationnel (Apéry, 1978) et qu’il existe une infinité
d’entiers positifs impairs n tels que ((n) est irrationnel (Rivoal, 2000).

La figure 4.1 illustre le pdle et les zéros de la fonction zéta, avec la bande critique
{0 < Re(s) < 1} en gris dans laquelle seules des informations partielles sont connues
quant a la localisation des zéros.

4.1.6 La fonction zéta sur la droite Re(s) =1

Le but de cette partie est de prouver le résultat suivant, dii & Hadamard et de La
Vallée-Poussin.

Théoréme 4.13. Sit € R*, on a {(1+it) # 0.

Démonstration. Pour (o,t) € |1,+00[ x R, on pose
flo+it) = C(0)3¢(o + it) ¢ (o + 2it).
Rappelons que si |z| < 1, on a
-1 n—1
log(l+z)=>_ Lz".

n=1 n
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20 +
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zéros triviaux 10 +

/N

—@ t @ t
-6 -5 —4 -3 -2 -1
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—925 1

.
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.

FIGURE 4.1 — Pdle et zéros de la fonction zéta.

pole
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D’autre part, on a log|l 4+ z| = Re(log(1 + z)). Si p est premier, et (0,t) € |1,4+00[ X R,

on a [p~?T| < 1 de sorte que

1
log|f(a+it)|=—3§ logl—o‘—élg log|1 —
p
P P

p0'+it

— Zlog
P

1 1 ; 1 .
=3 Z Z Ep—ka' +4 Z Z E Re(p—k(0+zt)) + z Z % Re(p—k(o'—‘ert))

P k=1 P k=1

=3 %p*k"(S + 4 cos(ktlog(p)) + cos(2kt log(p))).

P k21

Remarquons alors que, pour 0 € R,

3+ 4cos(f) + cos(20) = 3+ 4 cos(f) + 2cos’(f) — 1

= 2(1 + 2cos(0) + cos®(0)) = 2(1 4 cos§)* > 0.

On en conclut que

Vo> 1, VteR, |f(oc+it)]>1.

Soit t € R* et supposons par 'absurde que (1 +it) = 0. Soit 7 > 1 'ordre du zéro de ¢
en 1+it. On a donc ((o +it) ~,—1 ¢(oc —1)" pour un certain ¢ # 0. Comme par ailleurs

(4.1)
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(o) ~o1 (0 — 1)_1, on a

C(0)*¢(o +it)* ~oosy e(o — 1) 72
et donc, puisque ¢ n’a pas de péle en 1 + 2it,

lim C(0)3¢(o 4+ it)*¢ (o + 2it) = 0

ce qui contredit I'inégalité (4.1). O

4.1.7 Le théoréme taubérien d’Ikehara

Commencgons par expliquer ce que sont les théoremes taubériens. Si une série de
terme général a,,, qui n’est pas forcément convergente, permet de définir une série entiére
f(z) = Y0l ganz" qui converge lorsque |z| < 1, et que lim,_,; f(2) existe, on dit que
cette limite est la somme d’Abel de Y a,,. Par exemple, les séries de terme général (—1)"
et (—1)"*n sont divergentes mais ont pour somme d’Abel % et i respectivement. Abel
a démontré que si la série Y a, est convergente, alors sa somme d’Abel existe et coincide
avec sa somme usuelle. C’est ainsi qu’'un théoréme montrant que deux méthodes de

sommation aboutissent au méme résultat est appelé théoréme abélien.

Réciproquement, Tauber a montré que si la série Y a, admet une somme d’Abel et
satisfait a, = o(1), alors elle est en fait convergente (vers sa somme d’Abel). De maniére
plus générale, un théoreme taubérien donne des conditions sur une série qui est sommable
par une méthode donnée, pour que celle-ci soit convergente (vers la méme somme) au

sens usuel du terme.

Dans la situation qui nous occupe, on ne travaille pas avec des séries mais avec
des intégrales impropres permettant de définir des transformées de Laplace. Soit g :
[0,00[— R une fonction mesurable et bornée, de sorte que sa transformée de Laplace
L{g}(s) = J5° g(x)e™ " dx est bien définie pour tout s € IIp. On peut penser au facteur
exponentiel e™** comme permettant a l'intégrale de converger, méme si g n’est pas
forcément intégrable sur Rq. Supposons que £{g}(s) admette une limite lorsque s — 0.
Sous quelles conditions ceci implique-t-il que [;° g(x) dz existe et est égal & L£{g}(0)? Il
s’avere qu'une condition suffisante est que £{g} se prolonge continument sur tout Ilj.
Au vu de la discussion ci-dessus, un tel résultat est un théoreéme taubérien. Une variante
de ce résultat va nous permettre d’achever la preuve du théoréme des nombres premiers.

Théoréme 4.14 (Théoreme d’Ikehara). Soit h : [0, +oo[ — [0, +o0] une fonction crois-
sante et continue par morceaux. On suppose qu’il existe un nombre réel og > 0 tel que,
pour s € I, la fonction y — e *Yh(y) est intégrable sur [0, +o0[ et qu’il existe un réel
A > 0 tel que la fonction

“+oo
s / e h(y)dy —
0

S — 0y
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se prolonge une fonction continue sur ll,,. Alors

lim e 7%Yh(y) = A.

Yy—r+00

Avant de démontrer ce théoreme, nous allons en déduire une version adaptée aux
séries de Dirichlet.

Théoréme 4.15. Soit f une fonction arithmétique d valeurs dans [0, 4o00[ d’abscisse de
convergence oy = o.(f) = oa(f). On suppose qu’il existe un nombre réel A > 0 tel que
la fonction holomorphe

A

S — 0y

s Dy(s) —
se prolonge en une fonction continue sur Il,,. Alors

My(@) = 3 F(0) ~amsioo Acy 2.

nx

Démonstration. Pour y > 0, posons h(y) = >, <.v f(n) = My(e¥). La fonction h est a
valeurs positives, croissante et continue par morceaux sur [0, 4+o0o[. Pour tout € > 0, on
a
Z f(n) < 200t Z M — xUO+EDf(O'[) +¢) = O(x707%).
n00+€

n<x n<x

On en déduit que la fonction y — h(y)e Y est intégrable pour tout s € II,,. Calculons

+oo +oo
/ h(y)e ¥ dy = / JJ_(1+S)Mf(:L‘) dz
0 1

N
= lim x*(Hs)Mf(a:) dx
N—+o0o Jq

. 1
= lim -
N—+o00 S

Z nSf(n) — s 'N"*M;(N)

n<N

=5 'Dy(s),

le passage de la deuxiéme ligne a la troisieme ligne découlant d’une sommation par
parties. On a alors, pour s € II,,

1
op A .|

=5 (Df(S) -

A )_aolA

S

+oo
[ ey -
0

s — 0p s — 0g

et cette fonction se prolonge donc en une fonction continue sur II,,. On déduit du
théoréme 4.14 que M(e¥) ~ Aoy 'e”¥ en +oo et donc que My(z) ~ Aoy'z?0 en
—+o00. O

On peut finalement en déduire le théoréme des nombres premiers.
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Théoréme 4.16 (Théoreme des nombres premiers). On a

x
xT) ~ r et w(x)~ —

7!)() +o00 () +Oolog$

Démonstration. D’apres le théoreme 2.7, il suffit de prouver que ¥ (x) ~4o . On ap-

plique alors le théoréme 4.15 & la fonction arithmétique A. On a déja remarqué que, pour

sell

¢'(s)
Dp(s) = — :
¢(s)
Comme la fonction ¢ est méromorphe sur C, ne posseéde pas de zéro sur la droite Re(s) =

1 et possede un unique péle simple en s = 1, on en conclut que la fonction —% possede un

unique pdle sur IIy, il s’agit d’un poéle en s = 1, qui est simple et de résidu 1. Autrement

dit la fonction holomorphe s — Dy (s) — 8%1 se prolonge en une fonction continue sur

II;. En appliquant le théoréme 4.15, on en conclut que
Mp(z) = Y(2) ~yoo T O

Remarquons que, d’apres le Théoréme 2.7, ceci montre également que 6(x) ~oo .

4.1.8 Démonstration du théoréme d’Tkehara

Nous allons & présent démontrer le théoréme 4.14. Commencons par choisir une
fonction K de R dans [0, +00| intégrable et dont la transformée de Fourier est & support
compact. Pour montrer qu'une telle fonction K existe, partons de k définie par

L sité[—1,1]
) = 1—|t| site[-1,1]

La fonction k est alors continue et a support compact. Calculons sa transformée de
Fourier. Si z € R~ {0}, on a

k(a;) = / k(t)e*%”xt dt:/ (1_t>672mxt dt—i—/ (l—l—t)e*%m dt
R 0
= 2/ (1 —t) cos(2mat) dt
- 2/ sin(2met) gy [_%OS@M@T
C 2mx 2rz)? |,

sin?(7x)

(1 — cos(2mx)) = (72)?

27r2x2
Par continuité de k, on a alors E(O) = 1. Comme k est intégrable, la formule d’inversion

de Fourier et la parité de k impliquent que k = E, on peut donc choisir K = k. Pour
A > 0, on pose alors
Ky = AK(\).
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Remarquons que, pour = € R,
Talt) = A / K ()™ dy — RO 1)
R

et donc que K est a support dans [—A, Al.

Lemme 4.17. Soit g : [0,400[ — [0,400[ une fonction continue telle que l’intégrale
G(s) = OJFOO g(z)e " dx converge pour tout s € Il et telle qu’il existe A > 0 pour lequel

la fonction

A

+oo
s+— H(s) = / g(x)e *Fdx — —
0 s

se prolonge par continuité sur Ily. Alors, pour tout X > 0, le produit de convolution gx Ky
est défini et
YA>0, lim (g% K)y)(z)=A.
T——+00

Démonstration. Remarquons que H (s) est la transformée de Laplace de la fonction x €
[0, +o0[ — g(x) — A. Posons s = o + it avec t = 277. Pour o > 0, la convolution des
fonctions K)(z) et (g(x) — A)e 7% a pour transformée de Fourier T(\)\(T)H(O' + i277).
Par la formule d’inversion de Fourier, on a

A —_— .
/ K)\($ - y) (g(y) - A) e 7Y dy = / K)\(T)H(O' 4 27T’L'T)627r”x dr.
R -
Par compacité de [—A, A], on en conclut que

A ‘
VeeR, lim | Ki(z—y)(g(y) —A)e " dy= / K(7)H(2mir)e?™" dr,
o— R Y
ou on a noté H(2mit) le prolongement continu de la fonction H(s) a l’axe imaginaire.

Par ailleurs, pour x € R, on a

+oo +oo

lim i Ka(z —1y) (g(y) — A) e " dy = ; K\(z —y)(9(y) — A) dy

d’apres le théoréme de convergence monotone. Comme pour les mémes raisons,

+o00 +oo
lim K,\(a;—y)efaydy:/ K,\(x—y)dy:/
0

oc—0 Jo

T

Ky\(y)dy < 40

on déduit des équations ci-dessus que la convolution g * K est bien définie et que
VA >0, Vx eR, (g * K}\)({L’) = A/ K)\(y) dy +/ KA(T)H(27”'7_)€27M$T dr.

On applique alors au dernier terme le lemme de Riemann-Lebesgue, qui affirme que la
transformée de Fourier d’une fonction L' tend vers zéro & 'infini. On en déduit que

VA >0, Er}rl (g*K)\)(x):A/K)\(y)dy:A/K(y)dy:A?(O):A. O
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Preuve du théoréme 4.14. Soit h une fonction vérifiant les hypotheses du théoreme 4.14.
La fonction g définie par g(x) = h(x)e™ 0" vérifie alors les hypotheéses du lemme 4.17.
On en déduit que, pour tout A > 0,

+o0
A= lim gy)Kx(x —y)dy = lim / Ky(y —y)dy.

r—+00 Jo T—>+00

Par ailleurs, pour tous x < y, on a
9(y) = h(y)e 7 > h(z)e " = g(z)e”*" V).
Ainsi

VA >0,Va >0, A> limsup/ Kx(y)g(z —y)dy

r—+o0 J—a

> lim sup / Ex(y)g(x — a)e™¥™ dy

r—+o00 J—a

a
> limsup g(z — a)e 270¢ Kx(y) dy.

T—+400 —a

On en déduit

20’00, 6200a

limsup g(z) < =A .
a—+00 f K (y)dy MK (y)dy

En prenant a = A% et faisant tendre \ vers 400, on obtient

limsup g(z) < A.

T——+00
Comme h, et donc g est continue par morceaux, cette inégalité implique g est bornée
sur [0, 4o00[. Soit C' > 0 tel que g(z) < C pour tout z > 0. De méme, on a

a

VA >0, Va > 0, / Kx(y)g(z —y) dy < / g(z + a)e™ TV K, (y) dy

—a

a
< gz +a)e* [ Ki(y)dy
—a

< g(m+a)€200a

et donc VA > 0, Va > 0,

liminf g(x) > liminf e 27°% [ g(z —y)Kx(y) dy

r—r—+00 r—r-+00 —a
x
> lim 6_2‘70“/ gz —y)Kx(y)dy — 06_200“/ Ky(y)dy
T—+00 —00 R\ [—a,q]

> Ae=200 _ Q2000 / K(y)dy.
R~ [—Aa,\a]
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En faisant tendre A\ vers +oo, on en déduit

Va >0, liminfg(z) > Ae 2%

T—+00

et donc liminf, , . g(z) > A. Finalement on a

A< lim}_nfg(:z:) < limsupg(z) < A

T—00 z—400

et donc lim,_, 1~ g(z) = A d’ou le résultat. ]

4.2 Le théoréme de Dirichlet

4.2.1 Fonctions L de Dirichlet

Soit x un caracteére de Dirichlet de module N € N*. On appelle fonction L de Dirichlet
associée a y la série de Dirichlet

Lo =Y X s
n=1

Comme |x(n)| < 1 pour tout n € Z, on a 04(x) < 1. Comme la fonction y est comple-
tement multiplicative, et que x(p) =0sip| N, on a

Vs € I, L(X,s):H<1—X(p)>_1:H <1—X(p)>_1.

. ps DN ps

Considérons le cas particulier ou x = xo est le caractére trivial modulo N. On a alors

o) =T (1- 1) =T (1- ).

S S
I v P
En particulier on en déduit que la fonction L(xg, —) se prolonge méromorphiquement &
. ~ ~ . , . 1 N
C avec un unique pole en s = 1, ce pole est simple de résidu [] (1= 1;) = % Comme

par ailleurs,
Xo(n)

S

D

n>1

= L(X07 RG(S)),

on en déduit que Iabscisse de convergence absolue d’une telle fonction L de Dirichlet
est en fait égale a 1.

Supposons désormais que y # xo- Pour tout n > 1, on a

n q—l (k+1)N r
My(n) =) x(k) =) ( > X(i)) +>_x(0)
=1

k=1 k=0 \i=kN+1

=0
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oun=qN +r avec 0 <r < N. On en déduit en particulier que
Vn>1, |My(n)] <N.
Le procédé de sommation par parties nous donne alors

A A G,
1

ks - ns r5+1

k=1
Comme la fonction M, est bornée, on en conclut que cette série converge pour Re(s) > 0.

Ainsi o.(x) < 0. Cependant la suite (x(n)n™*),>1 ne converge pas pour Re(s) < 0, on a
donc o.(x) = 0. On a donc prouvé le résultat suivant.

Théoréme 4.18. Soit x un caractére de Dirichlet de module N .

(i) Si x = xo, la fonction L associé a xo se prolonge en une fonction méromorphe
sur C ayant un unique pole, simple, en s = 1.

(i) Si x # xo, la fonction L associée a x se prolonge en une fonction holomorphe
sur 1lg.

Remarque. On peut en fait montrer que la fonction L d’un caractere x # xo se prolonge
en une fonction holomorphe sur C tout entier et que cette fonction admet une équation
fonctionnelle similaire a celle de la fonction ¢ mais nous n’utiliserons pas ce résultat dans
la suite.

4.2.2 FEnoncé du théoréme

Soit N € N* et soit a € Z un entier. On peut se demander s’il existe une infinité
de nombres premiers p tels que p = a [N]. Une condition nécessaire pour cela est que
a AN = 1. Il est remarquable que cette condition est en fait suffisante.

Nous fixons désormais a € Z tel que a A N = 1 et posons, pour z € R,
m(x; N,a) = Card{p < = | p=a[N]}.
Théoréme 4.19. (i) lim m(x;N,a) =400 (Dirichlet, 1830).
r—r+00
(ii) On a

1 T
7T(:13, 7a) +oo QO(N) logx

4.2.3 Démonstration

Nous allons suivre une stratégie proche de la stratégie de démonstration du théoréme
des nombres premiers. Nous commengcons donc par introduire un analogue de la fonction
1) de Tchebychev. Pour x € R, on pose

¢(z;N,a) = > An).
nggﬁV]
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Un raisonnement analogue a celui du théoréme 2.7 montre qu’il est équivalent de prouver

1
Y(x; Nya) ~oo Wm (4.2)

Par ailleurs, comme la fonction y est complétement multiplicative, on a
e=xe=x(1xp)=(x)*(xn

de sorte que l'inverse de x pour la composition arithmétique est la fonction arithmétique
xu. De plus xA = (xlog) * (xu), on en déduit

L/(Xv S) B B - A(n)X(n)
“Tles) ~ Pres()Dus) = Daals) = 3 TR

Vs € 11,

Rappelons que, d’aprés le théoréme 3.29, on a, puisque a AN =1,

1 — _J1 sin=alN]
W Z}X(G)X(”) = {0

sinon.
x [NV

Posons alors
A(n) sin=al[N
f(m) ={ ) = el
0 sinon.

On en déduit que

Vs eIly, Dg(s) = _(1N) Z x(a) 7

Comme la fonction sommatoire de la fonction arithmétique f est exactement la fonction
(—; N,a), le théoréeme d’Tkehara 4.15 suggere qu’il devrait étre utile d’étudier le com-
portement des fonctions L de Dirichlet sur la droite d’équation Re(s) = 1. Posons, pour
s e 1l

1 1

g(s) = Df(s) - Ws—il

_ 1 <_L’(X0,s)_ 1
@(N)

L'(x, s)
> x(a) 7 :

)% |
Liws)  s—1) o) 2= XV (xs)

On sait déja que la fonction L(xo,—) a un pdle simple en Re(s) = 1. De plus, si une
fonction méromorphe a un pole d’ordre 1, sa dérivée logarithmique y a toujours un résidu
égal & —1. D’autre part, pour Re(s) =1, on a

L(x0,5) = ¢(s) ]| (1 - ) ,

S
p|N p
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On déduit donc du théoréme 4.13 que la fonction L(xo, —) ne s’annule pas sur la droite

d’équation Re(s) = 1. On en déduit que la fonction s +— —% — ﬁ se prolonge en

une fonction continue sur II;.

Si I’on prouve que chaque fonction L(x, —) avec x # xo ne s’annule pas sur Iy, on en
conclut que la fonction g se prolonge en une fonction continue sur II;. On déduit alors
léquivalent (4.2) du théoreme d’Tkehara.

On sait déja que e = x * (xu) et donc, si Re(s) > 1, on a L(x,s)L(xu,s) = 1, de
sorte que L(x, s) # 0. L’équivalent (4.2), et le théoreme 4.19, sont alors conséquences du
résultat suivant, qu’il nous reste a démontrer.

Théoréeme 4.20. Soit x # xo un caractére de Dirichlet modulo N. Alors

VteR, L(x,1+it) #0.

4.2.4 Non annulation des fonctions L sur la droite Re(s) =1

Nous allons, dans un premier temps, suivre la méme stratégie que pour la fonction
zéta. Soit x un caractere de Dirichlet non trivial de module N. Posons, pour o > 1 et
teR,

h(o,t) = L(x0,0)2L(x, 0 + it)*L(x?, o + 2it).

On a alors

X*(p)
pa+27,t

x(p)

pa-‘rzt

log|h(ao,t)| ——BZlogl—XO( )‘—4Zlog1— Zlogl—

jud

On a xo(p) = x(p) =0sip| N, et, pour pf N, xo(p) = 1 et x(p) = € pour un certain
0, € R. On obtient

log\hat\—zz

ptN n=>1 p

(n(8 — t1ogp)) + cos(2n(6, — tlogp))) > 0.

On en déduit que |h(o,t)| > 1 pour tous o > 1 et t € R.

Supposons par Iabsurde que L(x, 1+ it) = 0. Soit r 'ordre d’annulation de L(y, —)
en 1+ ¢t. On a alors

L(X0> U)SL(Xv o+ Zt)4 ~o—1 C(U - 1)4T_3

pour un certain ¢ # 0. Si ¢ # 0 ou si x? # xo, on sait que la fonction L(x?, —) n’a pas
de pdle en 1 + it et on en déduit lim,_,1 h(o,t) = 0, ce qui est absurde.

Ce raisonnement ne nous permet malheureusement pas de conclure lorsque ¢ = 0 et
x? = xo. 1l faut donc traiter a part le cas des caracteéres de Dirichlet quadratiques.
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Fixons donc y un caractére de Dirichlet modulo N tel que x% = xo et x # xo. Pour
s € 111, on pose
¢(s)L(x, 5) a(n)
F(s)=>1-"5—+= Z —.
¢(2s) =

11 s’agit d’une série de Dirichlet dont on note a(n) le n-iéme coefficient. On peut écrire

_ —2s —s
F(s):H 1—p :H 1+p

S (L=p*) A —x(p~®) 1-x(pp*

=11 (Z(l +p_S)X(fgk) =11 (1 +3 X+ X(p)k) ‘

ks
p \k>0 p P k=1 p

Ainsi F est la série de Dirichlet associée a la fonction arithmétique multiplicative a

définie par
1 si pk =1
a(p") = { k-1 .
x(p)" (1 + x(p)) sinon.

Comme x(p) € {0,1,—1} pour tout p, on en conclut que a(p*) > 0 et donc a(n) > 0
pour tout n > 1. Remarquons de plus que la fonction F' est méromophe sur Iy et que
((2s) # 0 pour Re(s) > %. Ainsi le seul péle éventuel de F sur H% est le pole de ¢ en
s =1. On en déduit que L(x, 1) = 0 si et seulement si la fonction F' est holomorphe sur
II;.

2

Lemme 4.21 (Lemme de Landau). Soit a une fonction arithmétique a valeurs positives.
Alors oc(a) = o4(a) et la fonction D, ne se prolonge pas en une fonction holomorphe
sur un voisinage de o = o¢(a).

Utilisons ce lemme pour conclure. Si L(x, 1) = 0, alors la fonction F' est holomorphe
sur IT1. Comme il s’agit d’une série de Dirichlet d'une fonction arithmétique positive,
2

on déduit du lemme de Landau que son abscisse de convergence o.(a) est < % En
particulier,

ag
n>1 n

Vo 6];,1{, Fo) =Y " > oy =1,

Cependant ni ¢ ni L(x, —) n’ont de pole en %, contrairement & s — ((2s). On en conclut

que F(1) =0, ce qui est absurde. On a donc L(x, 1) # 0.

Prewve du lemme de Landau. Posons o, = o.(a) = 04(a). Supposons par ’absurde qu’il
existe un voisinage U de o, sur lequel F' = D, se prolonge en une fonction holomorphe.
Soient o1 > 0. et R > 01 — o, tels que la boule ouverte B(o1, R) de centre o et de rayon
R soit contenue dans U et contienne o. (on peut choisir une boule B(o.,r) contenue
dans U et poser 01 = 0.+ 7, R =  comme sur la Figure 4.2).
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FIGURE 4.2 — Domaines de prolongement pour F'

£ s F®) N
La série entiere » ;- kggl)X k¥ posséde donc un rayon de convergence > R. Par

ailleurs, comme o1 > o, on a

F® (1) = 3 (~ Tognp 22,

g1
n=1 n

On obtient donc, pour 01 — R < 09 < 0,

F(og) = Z T(U2 — o)k = Z Z(—l)k(logn)k:IEZT)1 (o9 —01)F

a(n a(n 01— 09)"
=33 g 5 (0, - 0 = 37 2 S gy 217

k>0n>1 . n>1 k>0

Ainsi la série 3, - % est convergente de sorte que 0. < 09, ce qui est absurde. O
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Chapitre 5

Fractions continues et rationalité

“Five out of four people have trouble with fractions.”
STEVEN WRIGHT (1955- ), humoriste américain

5.1 Fractions continues

Dans cette section, on s’intéressera au procédé d’approximation suivant. Soit x € R.
On peut décomposer z en = = |z |+ {z}, avec |z] € Z et 0 < {z} < 1. Posons a9 = |z].
Si {z} # 0, on considére y = {71} > 1 et on fait de méme : y = a; + {y} avec a; € N* et
0 < {y} < 1. Si{y} # 0, on continue en posant z = {71} de sorte que z = ag + {z} avec

az € N* et 0 < {2} < 1, et ainsi de suite.

On obtient ainsi une expression de la forme

Tr >~ ag+

ay +

1
as + ...
ou l'on s’est arrétés apres un nombre fini d’itérations. De quelle qualité est I’approxima-
tion de z ainsi obtenue ?

5.1.1 Généralités

Soit n € N* et (ag,a1,...,a,) € R xRZ;. On note [ag, a1, ..., ay| le nombre réel
. 1
a
0 N 1
a
! 1
az +
_i_i
an

95
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appelé fraction continue de longueur n. Plus précisément, [ag, a1, ..., a,] est défini récur-
sivement & partir de l'initialisation [ag] = ag par la regle [ag, a1, ..., a,] = ap + ﬁ
Pour toute fraction continue [ag, a1, ...,a,] et 1 < k < n, on appelle reste d’ordre k
la fraction continue [ag, ..., a,]. On vérifie alors aisément la formule
[ag, a1, ... a,] = [ag,a1,. .. ,ak_1,[ak, ..., ap]]

Théoréme 5.1. Il existe des polynomes P,,Q, € N[Xo,...,X,] tels que pour tout
(ag,...,an) € R x RY,

lap, a1 an] = Py (ag,...,an)
T Qulao, - an)
Démonstration. Définissons les polyndémes P, et (), par les relations récursives suivantes
pour k > 1:

Py = X Pr-1+ Pr—2, Qr = XpQr-1 + Qr—2, (5.1)
avec P_1 =1, Q-1 =0, Py(Xo) = Xo et Qo(Xp) = 1. De cette maniere, on obtient bien
des polynémes a coefficients naturels. Pour 0 < k < n, posons pr = Py(ao,...,ax) et
a = Qk(ao, - .., ax).

Montrons par récurrence sur k que [ag, a1, ...,ax] = p—’“ Pour £ = 0, pgp = ag et

go = 1 de sorte que l'on a bien [ag] = ap = po Pour k=1, on calcule que P;(Xp, X1) =
XoX1+1et Ql(XO,Xl) X1, de sorte que p1 = apay + 1 et g1 = a;. Ainsi, on a bien

[ag, a1] = a0+ = pl . Supposons maintenant que [bg, b1, ..., bx] = W pour tout
(bo,...,bg) € R X R>0, et calculons [ag,a1,...,ak, ag+1] = [ao,a1,...,ar + P~ 1] Par

notre hypothese de récurrence, cette derniére fraction continue de longueur k est donnée
par

)

ak+1>

[ n 1 ] f%(ag,.. y Qfe— 1,ak'+
ao, a1, ..., 0 =
B ag+1 Qk(GOw- ,Ak—1, Ay +

ap +

ak+1

ak+1

( )Pk—1 + Dr—2

- (a + ak“ )A—1 + Q2

~ (agagy1 + 1)pr—1 + apr10k—2
 (ap@rgr + 1)gr—1 + ak1qr—2
ap41(akPE—1 + Dr—2) + Dr—1
ap+1(akqr—1 + qu—2) + qu—1
Qk+1Pk + Pk—1

Ok+19k + qk—1
_ PEk+1

qdk+1

Pr+1

gy comme souhaité. O

Nous obtenons donc [ag, ai, ..., ag, agr1] =
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Pour 0 < k < n, on appelle Z—: = [ag, a1, ...,ax] la réduite d’ordre k de la fraction
continue [ag, . . ., ay). On s’intéresse maintenant a la situation relative des réduites d’ordre
k=0,....n

Théoreme 5.2. Les réduites % d’une fraction continue [ag,...,a,| satisfont les rela-
tions

QPr—1 — D1 = (—1)F, vk

GPr—2 — Prr—2 = (—1)" ay, vk

7

(5.2)

\\/ \\/

7

de sorte que les réduites d’ordre pair forment une suite croissante dominée par les réduites
d’ordre impair, qui elles forment une suite décroissante.

Démonstration. Pour la premiere relation, on multiplie les relations récursives (5.1) pour
les polynoémes Py, et Q) par Qr_1 et par P;_1 respectivement et on les soustrait membre
a membre, pour obtenir

PrQr—1 — QuPr—1 = Xip(Peo1Qp—1 — Qp—1Pk—1) + Pr—2Qp—1 — Qr—2P4—1
*(Pk:—le—Q - Qk_1Pk_2).

Par conséquent, PyQp_1 —QrPr_1 = (—1)*(PyQ_1—QoP_1) = (—1)*. En évaluant cette
identité en (ay, . . ak) on obtient bien la premiére relation. De cette relation, on déduit

que k= e ’; k= ﬁ de sorte que la suite des réduites d’ordres impairs domine la suite

ay
des réduites d’ordres pairs.

Pour la deuxiéme relation, on multiplie les relations récursives (5.1) pour les po-
lynémes Py et Q) par QQip_o et par Pr_o respectivement et on les soustrait membre &
membre, pour obtenir

PQr—2 — QrPr—2 = Xp(Pro1Qr—2 — Qr—1Pr—2) + Pr—2Qr—2 — Qr—2FPi—2
= Xi(Pr—1Qk—2 — Qi—1Pr—2)

= (1)1 X.
En évaluant cette identité en (ay, ..., ar) on obtient bien la deuxiéme relation. De cette
_1\k—1
relation, on déduit que 2£=2 — P& — U™ ak e sorte que la suite des réduites d’ordres

k—2 k qk—
impairs est décroissante tandis que la suite des réduites d’ordres pairs est croissante. [

Corollaire 5.3. Soit (an)n>0 une suite réelle telle que a, > 0 sin > 1. Alors la suite
([ag, ..., an])n=0 converge si et seulement si Y, oy an = +00.

Démonstration. La suite des réduites (2’2’“)100 d’ordres pairs étant croissante, elle con-
P2k+1

verge vers a € R. La suite des réduites ( k>0 d’ordres impairs étant décroissante,

fI2k+
elle converge vers 8 € R. De plus, a < S puisque la premiere suite est dominée par la

deuxiéme.
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1\E
En divisant la premiére relation de (5.2) par gx_1qx, on obtient Z’;—j - f]’—: = q(k—ll)(Ik’
de sorte que
_ 1
Phot PR . (5.3)
k-1 dk Qk—14k
D’autre part, la deuxieéme relation récursive de (5.1) évaluée en (ayo, ..., ay) montre que

Qr = QpQr—1 + Qu—2 > Qr_9 puisque ar > 0 des que k£ > 1. Ainsi, au moins 'une des
inégalités qr > qr_1 ou qp_1 > qr_o est satisfaite.

Supposons que la série ) -y a, converge, de sorte qu’il existe ky € N tel que a, < 1
pour k > kg. Si la premieére inégalité est satisfaite, on a qx = apqr—1+qr—2 < apqr + qr—2
de sorte que qr < f"_’;i si k > ko. Si la deuxieme inégalité est satisfaite, on a g =
akqp—1 + qg—2 < (ar + D)gr—1 < fi’a; si k > ko. En utilisant ces inégalités, on en
déduit que ¢ < (1_%)(1_‘{1‘92)_“(1_%) avec k > £ > ... > r > kg et s < ko. Puisque
> neN n converge, le produit infini [[2, (1 — a,) converge vers A > 0, de sorte que

(I—ag)(l—ag)...(1—a,) = A SiQ > 1 est une borne supérieure pour g5 avec s < ko,

2
alors ¢ < %, de sorte que qip_1qr < % et (5.3) implique que |a — 3| > 22—22 > 0. Dans ce
cas, la suite des réduites (%:)k?() est divergente.

Supposons maintenant que ), ya, = +o0o. Par la deuxiéme relation récursive
de (5.1), on a g > qx—2 si k > 1, de sorte que g > ¢ = min(qp, q1) > 0 pour tout k& > 0.
La deuxiéme relation récursive de (5.1) donne alors gy = arqr—1 + qr—2 > qx—2 + cag.
On en déduit par récurrence sur k que

k k
G2k = qo+C Y aon, Qok+1 2 q1+C Y Aong

n=1 n=1
pour tout k£ > 1. En particulier, gox + qor+1 = ¢ + @1 + 62721’“;{1 an, — +oo lorsque
k — oo. Comme ¢ > ¢, cela implique que — 0 lorsque £ — oco. De méme, on a

1
q2k92k—1
la suite des réduites (2—:) k>0 converge vers a = [3. O

92k 92k+1
— 0 lorsque k — oo. En utilisant ces informations dans (5.3), on en déduit que

Dans la suite, on s’intéressera aux fractions continues associées a des coefficients a,,
entiers, de sorte que a9 € Z et a, € N* si n > 1. Si la collection des coefficients a,
est finie, nous aurons une fraction continue finie [ag, a1, ..., a,|, dont la valeur est un
nombre rationnel. Si la collection des coefficients forme une suite (ay, )nen, comme a,, > 1
si m > 1, on aura toujours y .-, a, = 400, de sorte que la suite ([ap,...,an])n>0 est
convergente. On dira alors que lim,_[ag,...,a,] est une fraction continue (infinie),
notée [ag, ay,az,...] ou encore [a]. D’autre part, le nombre rationnel [ay,...,a,] sera
appelé fraction continue réduite d’ordre n.

Dans le cas des fractions continues infinies [ag, a1, as,...] = a, la deuxiéme relation
récursive de (5.1) donne g = axqr—1 + qxk—2 = qx—1 + qr—2 si k > 1. Par récurrence sur

k, on a donc q; > 9"5". (Pest en effet vérifié pour go = 1 et g1 = a1 = 1. D’autre part,
£—1 k—2 k—3 k=3 k—1
sigr=>27 pour 0</<k—1,alorsqy > qp_1+qro>22 +22 =272 Tt=9273,
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L’équation (5.3), en conjonction avec le fait que a est situé entre 2’“—‘1 et Z—:, donne alors

<L ¥
Qe+1qx 2

‘a _ P (5.4)

qk

5.1.2 Représentation d’un réel par une fraction continue

Tout comme la représentation décimale des nombres réels, on espere que les fractions
continues permettent de représenter de maniere unique les nombres réels. L’unicité de la
représentation décimale n’est cependant pas parfaite, puisque 1 = 1,000...=10,999...:
on doit interdire les représentations décimales se terminant par une infinité de chiffres 9
afin d’avoir I'unicité.

Dans notre situation, lorsque nous avons une fraction continue d’ordre fini, nous
interdirons qu’elle se termine par l'entier 1, car |ag,...,ar, 1] = [ag,...,ar + 1]. Avec
cette convention, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 5.4. Tout nombre réel o est représenté par une unique fraction continue.
Celle-ci est finie st et seulement st a est rationnel.

Démonstration. Commencons par montrer I'unicité. Remarquons d’abord que pour tout

n > 1, [an, ant1,...] > 1. Cest certainement le cas si a,, > 1, puisque tous les coefficients
suivants sont > 0. Si a,, = 1, par convention a,1 # 0 donc [ay, Gpy1,-..] > 1 également.
Supposons que « = [ag, a1, as, .. .| = [ag, @}, aj, . . .], ol les fractions continues peuvent

étre finies ou infinies. Montrons par récurrence sur n que a; = a; pour 0 < @ < n. Le
cas n = 0 se montre comme le pas inductif. Si a; = a; pour 0 < ¢ < n — 1, alors
[an, antt,-..] = lan, a5, 4,...] = 7. On a a, < 7, < ap + 1 car soit a, est le dernier
coefficient et alors v, = a, < a, + 1, soit il y a d’autres coefficients et alors a,, < a =

]_ . . _ A !/ _ /
an + Gy < @n 1. Ainsi, ap = |7n] et de méme a}, = |7, | donc a,, = a,.

Montrons maintenant 'existence. Posons rg = «. Pour n > 0, on définit récur-
sivement a, = |rn] € Z et, si vy, ¢ Z, rpy1 = rnian > 1. Sir, € Z, le coef-
ficient a, est le dernier. Si les coefficients aq,...,an sont définis, ceci implique que
a = [ro] = lao,m1] = ... =[ao,...,an—1,7n]. Siseuls les coefficients ay,...,an sont dé-
finis alors a = [ag,...,any—1,an] est un nombre rationnel. Si les coefficients forment
une suite (an)nen, montrons que « = [ag,a,az,...] comme souhaité. Posons p|, =
Pu(ag,...,an-1,mn), 4, = Qnlao,...,an-1,7,), et rappelons que p, = Py,(ag,...,an)
et ¢, = Qnlap,...,a,). Ona a = % pour tout n > 0 et nous souhaitons montrer que

7;—" — « lorsque n — co. En utilisant les relations récursives (5.1), calculons donc
n

Pn _ TnPn—1 1 Pn—2 _ GnPn—1 + Pn—2

qn Tndn—1 + qn—2 Gndn—1 + Gn—2
_ (Pn-19n—2 — Pn—2Gn-1)(rn — an)
B (THanl + an2)(anf_7n71 + Qn72) ’
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Puisque |, — an| < 1 et par la premiere égalité de (5.2), on en déduit que

law — Pn) o !
dn (TnQn—l + Qn—2)(an(Zn—l + Qn—2)

1
<72—>0,

n

car r, > an, comme annoncé.

Inversement, si « est rationnel, montrons qu’il existe N € Ntel que ry € Z. Sia = ¢

avec a,b € Z, alors r| = g_ltg T~ as [’g T Ainsi, le dénominateur de rq est le reste de la
b b b

division euclidienne de a par b, et est donc strictement inférieur & b en valeur absolue. De
méme, le dénominateur de r;41 est strictement inférieur a celui de r; en valeur absolue.
Ceci garantit qu’au bout d’un nombre fini N d’itérations, on obtient ry € Z. O

Exemple. Calculons la fraction continue représentant V2.0nav2=1+ (ﬂ —1), ou
v2 -1 < 1. Donc

—_
—_
—_

V2=1+ =1+ =1+
V2 -1

En itérant le calcul effectué pour /2 — 1, on obtient v/2 = [1,2,2,2,...].

H
5
_|_
-
[\
+
S
=

5.1.3 Action de GLy(Z) sur la droite projective réelle

Nous allons maintenant adopter un point de vue différent sur les fractions continues,
et qui est basé sur l’action homographique du groupe GLy(Z) sur la droite projective

réelle R U {oo}. Soit
a b
A= (C d) S GLQ(Z),

de sorte que ad — bc = £1. Pour tout x € R, on définit A-x = Z:fis Lorsque cx +d = 0,
cette fraction est interprétée comme oo, et on définit A -oco = 2. En d’autres termes,
cette action consiste & multiplier & gauche par la matrice A le vecteur colonne contenant

les coordonnées homogenes [z : 1] d'un élément de la droite projective réelle.

Pour faire apparaitre le lien entre cette action et les fractions continues, nous allons
considérer des générateurs bien choisis pour le groupe G'Lo(Z).

Lemme 5.5. Le groupe SLo(Z) est engendré par les matrices

0 -1 1 1
S—(l 0) et T_<0 1).
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Démonstration. Soit A = <Ccl Z
et ¢ sont premiers entre eux. En se concentrant sur la premiére colonne de A, on voit que
la multiplication de A a gauche par T™ a pour effet de remplacer a par a + nc, tandis
que la multiplication de A a gauche par S a pour effet de remplacer a par —c et ¢ par a.
Par de telles multiplications, on peut donc faire subir au couple (a, c) toutes les étapes
de l'algorithme d’Euclide jusqu’a obtenir le couple (1,0). Or, toute matrice de SLa(Z)

) € SLy(Z). En particulier ad — bc = 1, de sorte que a

ayant ces coeflicients dans sa premiere colonne est de la forme avec n € Z, c’est

n
1
donc une puissance de 1. On a donc montré que A peut s’obtenir comme produit de
puissances appropriées des matrices S et T'. 0

Corollaire 5.6. Le groupe GLy(7Z) est engendré par les matrices

0 -1 11 1 0
() () e )
Démonstration. Le sous-groupe SLs(Z) est d’indice 2 dans G Ly(Z) puisque c’est le noyau
du morphisme det : GLo(Z) — {£1}. Pour obtenir des générateurs de GLa(Z), il suffit

donc d’ajouter aux générateurs S et T' de SL2(Z) un élément dans GLy(Z) \ SL2(Z),
ce qui est le cas de P. ]

Remarquons que 'action de T™ avec n € Z sur x € R est donnée par T" - x = x + n,
tandis que l'action de SP sur z € R est donnée par SP -z = % Comme il s’agit des
opérations élémentaires permettant de construire une fraction continue finie, on obtient

le résultat suivant.

Proposition 5.7. Pour toute fraction continue [ag,a1,az,...], on a

[ag, a1, a2,...] = M(ap,ai1,...an) - [Gnt1, Gnt2, - -],

1 1 n 1
M(ao,al,...an):(alo 0) <a11 0><a1 0)

=TSPT"SP... T*"SP.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que pour tout nombre réel o, on a SP -« = i
et TESP - a =k + é En itérant cette relation N + 1 fois pour o = [ap+1,an42,- - ]
avec k = ap,an_1,...,a0, on obtient la relation souhaitée pour M (ag,a1,...a,) =
TOSPTMSP... T*SP. Lautre expression pour cette matrice s’obtient en remarquant

que
ron (1 kY (0 =1\ (1 0\ (k1
rse= (5 1) (1) 6 %)= (0 6) .



102 CHAPITRE 5. FRACTIONS CONTINUES ET RATIONALITE

Corollaire 5.8. Les réduites 7;—;“ d’une fraction continue [ag, a1, as,...] sont données par
M(ag,ay,. .. a5) = (P& PE-1)
k. qk—1

Démonstration. En remarquant que ag = ag + é, on voit pour la fraction continue [ag]

avec pg = ag et gg = 1 que
ap 1 pPo P-1
Mag) = = ,
(a0) (1 0) (% q1>

ou l'on a posé p_1 = 1 et g_1 = 0 comme dans les relations récursives (5.1). Supposons
par récurrence que la relation souhaitée est vraie pour M (ag,aq,...,ax) et montrons-la
pour M(ag,ai,...,ak,ag+1). On a

Pk Pk—1)\ [Gk+1 1 af41Pk + Pk—1 Pk
M(ag,a1,...,a;,a = = ,
(a0, a1 ks @it1) (% %—1) < 1 0) (ak+1Qk+Qk—1 %)

et les relations récursives (5.1) montrent que les coefficients de la premiére colonne sont
Dik+1 €t gr+1 comme souhaité. ]

En particulier, on voit que la premiére relation récursive (5.2) est équivalente au
fait que le déterminant de la matrice M(ag,a1,...,a;) est (—1)FT1. D’autre part, le
théoréme 5.4 montre que Q U {oo} est I'une des orbites de l'action homographique de
GL3(Z) sur la droite projective réelle. On peut alors se demander comment décrire les
autres orbites de cette action. A cette fin, on dira que deux suites ag, a1, ... et by, b1, ...
(ou les fractions continues correspondantes) ont la méme queue si il existe N1, No € N
tels que an, +n = bn,+n pour tout n > 0.

Théoréme 5.9 (Serret). Soient o et B deux irrationnels. Alors les fractions continues
représentant o et B ont la méme queue si et seulement si o et B sont dans la méme
orbite de ’action homographique de GLy(Z) sur la droite projective réelle.

Démonstration. Si a = [ag,a1,...] et 5 = [by,b1,...] ont la méme queue, il existe
N1, Ny € N tels que an,+n = bn,+n pour tout n > 0. Par la proposition 5.7, a =
M(CLO, ce ,aNl_l) . [aNl,aN1+1, .. ] et 6 = M(bo, ey sz_l) . [bNQ, bN2+1, .. ] Par hypO—
these, on a alors

o= M(ao, - ,alel)M(bo, cee bNQ,l)_l - 5.

Réciproquement, si « = [ag, a1, ...] est un irrationnel alors on vérifie aisément que

Pooao=—a— [—(ao+1),1,a1—1,a2,a3,...] siay > 1,
[—(ap+1),a1 +1,a2,as,...] sia; =1.
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D’autre part, si a > 0, on vérifie aussi que

1
SP.-a=— =

[0,a0,a1,...] siag>0,
o

[al,ag,...] si CLO:O.

Lorsque o < 0, on calcule la fraction continue de é en ’obtenant comme celle de —_%1
avec les formules ci-dessus. Enfin, on a toujours T+ a = [ag + 1, a1, ag, . ..]. On déduit de
ces relations que les fractions continues pour «, S-a, T -« et P -« ont toutes les mémes
queues. Comme S, T' et P engendrent GLy(Z), ceci montre que tout 5 dans la méme
orbite que o a la méme queue que . ]

5.1.4 Fractions continues périodiques

On dit qu’une fraction continue infinie [ag, a1, as, .. .| est ultimement périodique si il
existe des entiers kg > 1 et h > 1 tels que pour tout k > kg, on a apyp = a. Cette
fraction continue est alors notée

[a07 ceey Qg—15 Ak y - - - ,ak0+h,1}.
L’exemple précédent montre que /2 = [1,2]. Etudions maintenant le cas général.

Théoréme 5.10. Un nombre irrationnel o admet un développement en fraction continue
ultimement périodique si et seulement si c¢’est un nombre quadratique (c’est-a-dire une
racine d’un polynome du second degré a coefficients rationnels).

Démonstration. Supposons que o € R\ Q soit représenté par la fraction continue ul-
timement périodique [ag, ..., aky—1, gy - - -5 Akgth_1)- Alors pour k > ko, on a aussi
Thah = [Qk+h, Qktht2,-- -] = [k, aki1,...] = rg. En utilisant les relations récursives (5.1),
on obtient donc

o — "EPE=1 +Dk—2 _ Tk+hPk+h—1 T Pk+h—2 _ TkPk+h—1 T Dk+h—2

Tkqk—1 + qr—2 Tk+hqQk+h—1 T Qk+h—2 TkQk+h—1 T Qk+h—2

En développant 1’égalité entre les fractions de gauche et de droite, on voit que 7 est

solution d’une équation du second degré a coefficients entiers, et telle que le coefficient de
2 _ ; Pr—1 Pkth—1 _ TkPk—1+Pk—2

Tj; €St Qhh—1Pk—1 — Phh—1qk—1 7 0, puisque =" # P Comme o = 72 ==

Q(rk), le réel av est lui aussi quadratique.

Inversement, supposons que « satisfait aa® + ba + ¢ = 0 avec a,b,c € Z. Comme

TePho1HPh=2 hour tout k > 1, le reste ry, satisfait Péquation Akri 4+ Biry +C, =0

o=
Tkqk—11+qk—2

avec

Ay = api_y + bpr—1qk-1 + cqj_1,
By, = 2apg_1pk—2 + b(Dr—1qk—2 + Pr—2qk—1) + 2¢qr—1qK—2,
Cr = api_o + bpr_oqr_2 + cqi_s.



104 CHAPITRE 5. FRACTIONS CONTINUES ET RATIONALITE

En particulier, on voit que Ay = Ci_1 et que
2 _ 12 2 _ 32
Bj, — 4A,Cy, = (b° — 4ac) (Pr—1qk—2 — Pr—2qre—1)" = b° — dac,

en vertu de la premiére équation dans (5.2). D’autre part, le polynéme aX? + bX +c a
pour racines « et un autre réel que nous noterons @, de sorte que

A 1\ 2 _
\Qk:a(pk 1) +b(pk 1>+c
Qi1 qk—1 qk—1

Pkt ‘ DPk—1 ‘
=la||— —a| |/ — @
qk—1 qk—1
M
~ )
qrk—19k

en vertu de (5.4), et ot M > 0 est une constante indépendante de k. Par consé-
quent, |Ag| < Mq’;—;l < M. Comme Cy_1 = Ay, on a aussi |Cx| < M. Enfin, puisque
B,? — 4A,Cy, = b? — dac, |By| est également borné supérieurement par une constante
indépendante de k. On en déduit qu’il n’y a qu'un nombre fini de triplets (A, B, C) € Z3
qui peuvent convenir comme coefficients d’une équation du second degré satisfaite par
ri. Au bout d’un certain nombre d’étapes, on retombera donc sur le méme reste, et on
aura rg,+n = 'y, pour certains kg € N et h € N*. On en déduit que la suite (a,)nen sera
elle-méme ultimement périodique. ]

Exemple. Pour déterminer le développement en fraction continue d’un réel o quadra-
tique, il suffit d’appliquer la méthode de la section précédente pour calculer a; et 7,
jusqu’a retrouver une valeur de r; déja obtenue précédemment.

— Sia:%, on obtient g = a, puis ap = || :1etr1:ﬁ: \/5271 = \/52+1 —
a = rg. Par conséquent, 1+T\/5 = [1].

— Si a = /3, on obtient 1y = ¢, puis ag = la] =1etr = ﬁ — \/3171 — \/32+17
puis ap = [ri] =1 et r; = rl%l = \/5271 =3+ 1, puis ag = |2 = 2 et
r3 = —5 = —4— = ry. Par conséquent, v/3 = [1,T,2].

ro—2

&

-1

5.1.5 Meilleure approximation

Soit a € R. On dit que le nombre rationnel 7 avec a € Z et b € N* est une meilleure
approximation de « si pour tout ¢,d € Zavec0 <d <bet §# ¢, ona |da—c| > [ba—al.
En particulier, on a aussi 'inégalité

d = b

’_c
d

|ba — a| _ |ba — a ’ a
> = |a—

lorsque 0 < d < b.
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Théoréme 5.11. Toute meilleure approrimation de a € R\ Q est une réduite de la
fraction continue représentant o.

Démonstration. Soit [ag, a1, as,...] la fraction continue infinie représentant o € R \ Q.

Notons comme précédemment g—: les réduites de cette fraction continue. Soit 7 une

meilleure approximation de «.

Commencons par montrer que 22 < ¢ < 2L Par I’absurde, si ¢ < p 0 comme gy = 1,
cons p que 2 < 3 g q

q
on aurait [goa — po| = |a — B[ <'[a — ¢| < |ba — a]. Comme 0 < qo =1 < b, cela
contredirait le fait que § est une meilleure approximation de «. De maniére similaire, si

7> %, on aurait o — ¢| > |% -7l = b en redulsant au méme dénominateur, de sorte

que [ba —al > q% = a—ll Mais d’autre part, |a — ag| < E de sorte que |bav —a| > |a — ag].
Comme 0 < 1 < b, cela contredirait aussi le fait que 3 est une meilleure approximation
de a.

Supposons par I'absurde que ¢ n’est pas une réduite de [ag, a1, ag, . ..]. Alors il existe
k € N tel que { est strictement compris entre Zq) k=1 et p’“—“ deux réduites de méme parité,

Pk+1
qk+1

dénominateur, de sorte que |ba — a| > —— g En combinant ceci avec (5.4), on obtient

toutes deux du méme coté de a. Alors |a— 5] - ¢ \ > b en réduisant au méme

|ba — a| > |qroe — py|. Pour obtenir une contradiction avec le fait que ¢ est une meilleure
approximation de «, nous devons encore montrer que gqr < b. Pour cela, remarquons

que notre hypothese sur la position de § implique que |§ — Z :’i Z—: — Z:—’i . Or

g — Phoi) > L en réduisant au méme dénominateur, et [2& — Z=1| = L par ]a
qk—1 qrk—1 qk qk—1 qkqK—1

premiere équation de (5.1), ce qui donne l'inégalité g < b souhaitée. O

Ce théoreme admet presque une réciproque, mais il y a une exception : lorsque
o> |a + 3, alors £ = [ n’est pas une meilleure approximation de « car | — [a]| >

o = ([a] +1)].

Théoréme 5.12. Toute fraction continue réduite de o € R\ Q est une meilleure ap-

_ 1
prozimation de o, sauf % = |a] lorsque a > o] + 3.

Démonstration. Par la discussion qui précéde nous pouvons considérer une réduite E&

de a avec k > 1. Considérons la fonction Y : Z x {1,..., ¢t} = Rso: (z,y) — |ya — :cq|
Celle-ci admet une valeur minimale Yy > 0 puisque Y (z,y) — oo lorsque |z| — oo.
Soit (x9,%0) € Y 1(Yp) tel que yo soit minimal pour cette propriété. Montrons qu’un
tel couple (xo,y0) est unique : si Y(xp,y0) = Yo alors z(, = x¢. En effet, si |[yoa — o] =
lyoar — x| alors yoor — xp = x5 — Yoo et donc o = mo;yr;% € Q. Remarquons que, de par
sa définition, % est une meilleure approximation de «. Par le théoreme 5.11, il existe
s € N tel que zg = ps et yg = ¢s. Comme yg < g, on a s < k.

Montrons qu’en fait s = k. Supposons par I'absurde que s < k. On a |gsa — ps| <
lga — p| < ﬁ en vertu de (5.4). Donc en réduisant au méme dénominateur et par les
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inégalités ci-dessus, on obtient

1 1
+ .
qsqk+1 qrdk+1

1
qs Qk

DPs Pk

qs gk

Ps
qs

Pr
Tk

—a‘—l—’a—

On en déduit que gx11 < g + ¢s, mais par la deuxiéme équation de (5.1), qxy1 =
arqr + qr—1 = qr + gs, on a la contradiction souhaitée. ]

5.1.6 Théorémes d’Hurwitz

Nous allons maintenant établir d’autres propriétés d’approximation par les réduites,
et qui vont également permettre de les caractériser.
Théoréme 5.13. Soit @ € R\ Q. Pour tout k > 1, l'une des réduites % parmi les 3

réduites consécutives Z :‘i , Z—:, Z:ﬁ satisfait 'inégalité

Pi _ o < 1
qi a‘\\/gq?’

Démonstration. Supposons par I'absurde qu’il existe k& > 3 tel que

1
B —a’ >
V5q?

pour tout ¢ € {k — 1,k,k + 1}. Pour chacune de ces valeurs de i, on peut écrire a =

[ag,...,a;,Ti+1] avec ag € Z, ay, .. .,a; € N* et r; 1 est le reste d’ordre ¢ + 1. En posant
o
Piy1 = Piv1(ao, ... a5,m41) et ¢ = Qit1(ao, - .., a4, 7i41), on a a = ﬁ de sorte que
. / . | . _ 4 ‘ 1
‘a _bi| _ |Piy1 _ Pi| _ |9Piy1 — i1 Pil _
- / - / - ’
i TGyl U Qg4+ | ¢i(qiris1 + qi-1)

ou la derniere égalité utilise la premiere égalité de (5.2) au numérateur et la deuxiéme
égalité de (5.1) au dénominateur. On en déduit que ;41 + qiq:,l <Vhpourk—1<i<
k+ 1.

, et montrons que si r,—1 + b1 < \/5 et 7, + b, <56

Posons b,, = g"’2

alors b,, > f . Par construction des fractions continues, r, = . D’autre part,

Tn—1—0n
par la deux1eme égalité de (5.1), = = gz:; = a”_lq;n_f;rq” = a, 1 + by 1. Ainsi,
L4 i =1rp_1+by,_1 < V5. En combinant les deux inégalités liant 7, et b,, on obtient
1::—:<(\/5—b)(f—l)—5—fb +1 Par conséquent b, "‘b < V5.

L’égalité étant exclue puisque b, € Q, ceci equlvaut a ‘[ L <, < ‘[H . En particulier,

b, > % comme annoncé.

Nos inégalités pour k—1 < i < k+1 impliquent donc que by > f Lot by > \[ L
Mais alors legahte 7. = Gn—1+ bn_l pour n = k + 1 donne a; < \/5271 — ‘/52_1 = 1, ce
qui contredit a; € N*. O

On obtient en particulier le résultat suivant, dt & Hurwitz [5].
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Corollaire 5.14 (Hurwitz, 1891). Si a € R\ Q, il existe une infinité de nombres
P 1
q o) S 5q2 "

rationnels % tels que ‘

1
V5
son résultat est optimale : si C' < %, alors il existe @ € R~ Q pour lequel il n’y a qu’un

C
q*"

Hurwitz a également démontré que la constante apparaissant dans 'inégalité de

nombre fini de rationnels g satisfaisant ‘% — a‘ <

Exemple. Il s’avere que pour les approximations par des rationnels, les nombres (ir-
rationnels) les plus “simples” sont les pires. Reprenons donc la toute simple fraction

continue o = [1] = @ que nous avons déja rencontrée.
On vérifie aisément que ses réduites sont données par g—: = % pour k > 0, ou

(Fr)ken est la suite de Fibonacci, définie récursivement par Fyyq1 = Fj + Fyp_1 pour
tout £ > 1, et I} = Fy = 1. En déterminant une base de I'espace vectoriel des suites
satisfaisant cette relation récursive formée de suites géométriques, on en trouve I'unique
combinaison linéaire ayant les valeurs initiales prescrites : Fj, = %qﬁkﬂ — %( Lyk+1

¢

)

ou ¢ = @ est le nombre d’or.
. F, 1
On voit alors que g} (z—: — a) = Fk(FkJr; — OF) = —7’%(—5)’”2(1 + ¢?). Lorsque
k — oo, cette expression converge vers %% = % Il n’y a donc qu'un nombre fini de
valeurs de k pour lesquelles 'expression ci-dessus ne dépasse pas une constante C' < %

En guise de réciproque, on va montrer qu'une version un peu plus faible de I’estima-
tion du théoreme 5.13 suffit & caractériser les réduites d’un nombre irrationnel.

Théoréme 5.15. Soit o € R\ Q. Toute fraction irréductible § avec a € Z et b € N*
satisfaisant |% —al < ﬁ est une réduite de .

Démonstration. En vertu du théoréme 5.11, il suffit de vérifier que 7 est une meilleure
approximation de a. Soit § # ¢ avec ¢ € Z et d € N*, tel que d < b et |da — ¢| <
|ba — al < %. Alors en réduisant au méme dénominateur et par les inégalités ci-dessus,
on obtient

1 c_al_ ‘ c . ' a < 1 . 1
— < |==-= a— = a— | < —+ —.
bd ~|d b| d b 2bd 202
Mais ceci implique que d > b, une contradiction. O
5.1.7 Approximations d’ordre supérieur
Apres avoir optimisé la constante C telle que I'inéquation ‘% — a’ < q% admet une
infinité de solutions p,q € Z avec ¢ # 0, lorsque a € R . Q, on peut se demander pour

quelles valeurs de m > 3 'inéquation )g — 04‘ < ﬁ admet une infinité de solutions.
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Théoréme 5.16 (Liouville, 1844). Soit « € R\ Q un nombre algébrique de degré d > 2.

P

Alors, pour tout € > 0, l’inéquation ‘E — oz’ < qd% admet un nombre fini de solutions.

Démonstration. Remarquons que les rationnels g satisfaisant ‘% - a‘ < qd% sont dans
lintervalle I = [ — 1, + 1].

Soit f € Z[X] un polynéme de degré d tel que f(a) = 0. Posons M = sup,¢; |f'(z)].
Par le théoréeme des accroissements finis, on a

rr=1(@) =l (D) < el

En réduisant au méme dénominateur, on a ‘ f (%)‘ > q%, et donc ’oz — %‘ > ﬁ, de sorte
. . 1 . .

que si % est une solution, alors ¢ < M=. Il ne peut donc y avoir qu'un nombre fini de

solutions. 0

Remarque. Thue, Siegel et Roth ont successivement amélioré la borne d + £ dans le
théoréme de Liouville ci-dessus. Roth a démontré en 1955 que 'on pouvait remplacer
d+ € par 2 + ¢, indépendamment du degré du nombre irrationnel algébrique a.

Le théoreme de Liouville ci-dessus a été historiquement le premier critéere de trans-
cendance connu. Rappelons qu'un nombre réel est transcendant si il n’est pas algébrique.
L’existence des nombres transcendants est une conséquence du fait que ’ensemble des
nombres algébriques est dénombrable. En effet, si « est algébrique, notons P, € Z[X]
son polynéme minimal (son degré est minimal, ses coefficients sont premiers entre eux,
et le coefficient du terme de plus haut degré est > 0). Si Py (X) = S.I;a;X*, notons
llaf] = n+ Y it |ai| € N*. La conclusion suit alors du fait que {« algébrique, ||a| = m}
est fini pour tout m € N*. Il est plus difficile de construire des nombres transcendants.

Théoréeme 5.17. Pour tout entier a > 1, le nombre £ = Y 72, ﬁ est transcendant.
Démonstration. Remarquons d’abord que la série définissant £ est clairement conver-

gente. D’autre part, comme cette série donne le développement de £ en base a et que
celui-ci n’est pas périodique, le nombre £ est irrationnel.

Pour tout k > 1, prenons g = a*' et p, = f=1 A= Alors
oo 00
Pk 1 1 1 2 2 1
ke izk;rl att = alkD)! Pl N

En particulier, I'inéquation ‘g —¢£ ‘ < qik admet une infinité de solutions, pour tout k& > 1.
Par le théoréeme 5.16, le nombre ¢ est transcendant. O

Remarque. Il est encore plus difficile de montrer qu’un nombre réel donné est trans-
cendant. Mais Hermite a montré en 1873 que e est transcendant, et Lindemann a montré
en 1882 que 7 est transcendant.
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5.2 Equation de Pell-Fermat

Nous allons maintenant appliquer 1’étude des fractions continues a la résolution de
I’équation diophantienne suivante, appelée équation de Pell-Fermat :

z? — dy? = +1, (z,y) € 72, (5.5)

ol d > 2 est un entier. On suppose également que d n’est pas un carré, car si d = §2
Iéquation devient (x — dy)(z + dy) = £1, ce qui équivaut & z — Jy = £1 et =+ oy = +1,
de sorte que 2z € {0, £2} et 20y € {0, £2} et donc y =0 et = +1.

D’un point de vue géométrique, résoudre cette équation diophantienne revient a
chercher les points entiers sur une hyperbole. En plus du point trivial (+1,0), y a-t-il
d’autres points ?

5.2.1 Structure de groupe

Avant de déterminer 'ensemble G11 = {(z,y) € Z*|2% — dy?> = 41} des solutions
de (5.5), nous allons montrer que G4 est muni d’une structure de groupe abélien.

A tout (x,y) € G41, on associe & = = + yv/d € Z[/d]. Remarquons que 1’'endomor-
phisme Z-linéaire Z[Vd] — Z[Vd] : a + bvd — (a + bv/d)* = a — by/d est un automor-
phisme de ’anneau Z[\/&] En d’autres termes, pour tout &, = a14+b1Vd, &2 = ag+bav/d €
ZIVd], on a (£1&)F = &&. En effet, &6 = (ajag + dbibs) + (a1bz + azb1)V/d, donc
165 = (ara2+d(=b1)(=b2)) + (a1(=b2) +a2(~b1))Vd = (&1€2)*. De plus, si (2,y) € G
et & = z + y\/d est I'élément de Z[v/d] qui lui est associé, alors £€* = x2 — dy? = +1.
Inversement, si & = x + y/d satisfait £6* = £1, alors (z,y) € G41.

On peut donc penser a I’ensemble des solutions de G4 comme & un sous-ensemble
de Z[\/ﬁ]x. Ainsi, si & = z1 + y1Vd et & = 29 + y2v/d sont associés & des solutions
(z1,y1) et (z2,92) € G41, alors (§1€2)(&162)" = (&1€7)(&65) = *1, de sorte que (z122 +
dy1y2, x1y2+xoy1) € G41. Il s’agit d’une loi de composition dont le neutre est (1,0). Pour
I'équation x2 — dy? = +1, l'inverse de (x,y) € Gx1 est (v, —y) € Gx1. Pour I'équation
2?2 — dy? = —1, linverse de (x,y) € G4 est (—z,y) € G41. Enfin, les solutions de
I'équation 22 — dy? = +1 forment un sous-groupe G4 de G4, d’indice 1 ou 2.

5.2.2 Solution minimale

Remarquons que si ¢ € Guy = {€ € Z[Vd]|£€* = £1}, alors &%, —€ et —€* € Gy
également. Considérons maintenant G, = {£ € G41|¢ > 0}. C’est un sous-groupe de

G41 d’indice 2, puisque G+ = GL; U (—GL).

Soit € € G41 tel que € > 1. Alors € = z+yv/d avec z et y > 0. En effet, il faut qu’au
moins 1'un des entiers z ou y soit > 0, et d’autre part (z +yv/d)(z —yv/d) = +1 de sorte
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que |£*| < 1, mais si z et —y étaient de méme signe, on aurait [£*| > 1. Par conséquent,
{6 € G+1|€ > 1} a un plus petit élément & = z1 +y1V/d (si cet ensemble est non vide).

Remarquons que log GL C R est un groupe additif et discret, puisque ses éléments
positifs sont minorés par log&;. C’est donc ’ensemble des multiples entiers de log &y, et
G, est ensemble des puissances entieres de & . En d’autres termes,

Gy = {:l:($n + yn\/g) = +(z1 + yl\/g)”,n € Z} . (5.6)

si & existe, et G411 = {(£1,0)} sinon.

5.2.3 Lien avec les fractions continues

Soit £ = x + yvd € G4 avec x,y > 0. Alors 22 — dy? = +1, de sorte que z =

Vdy2+£1>\/(d-—1)y2=yV/d—1etona
o —yvd| =

1 1 1
< < —.
r+yvd  yJd—1+yV/d 2y

Par le théoreme 5.15, la fraction % est une réduite du réel v/d.

5.2.4 Construction d’une solution

Exploitons notre étude des fractions continues pour trouver une solution non triviale
a ’équation de Pell-Fermat. Par le théoréme 5.13, il existe une infinité d’entiers positifs p

et ¢ premiers entre eux tels que |[p—gvd| < \[%q' On a alors |p+¢Vd| = [p—qVd+2¢V/d| <

1 1 2 2 s .
V5 + 2¢V/d de sorte que Ip? — dq?| < 52 T ﬁ\/g <1+ ﬁ\/g Ainsi, I'entier p? — dg?
ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. Par conséquent, il existe k € Z* tel que
I'équation p? — dg? = k ait une infinité de solutions (p, q) € Z2. De plus, il existe aussi
ki, ko € Z tels que le systeme d’équations

P’ —di* =k p=kk], q=kolk]

ait une infinité de solutions (p,q) € Z2.

Soient (p1,q1) et (p2,q2) deux solutions de ce systeme telles que (p1,q1) # (p2,q2).
Alors

(pT — dg})((—p2)* — dg3) = (—p1p2 + dq1g2)* — d(p1ge — qip2)* = k>, (5.7)

Comme p; = pz et ¢1 = q2[k], on a —p1p2 + dg1ga = —p? + dg? = 0[k], de sorte que
—p1p2 + dqi1qo = kx avec x € Z. De méme, on montre que p1gs — 1p2 = ky avec y € Z.
Alors (5.7) dit que 22 — dy? = 1, et la propriété (p1,q1) # (p2, g2) garantit que y # 0, de
sorte que (z,y) est un élément de G4 distinct de (£1,0).
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5.2.5 Construction de toutes les solutions

Notre étude de I’équation de Pell-Fermat montre que I’ensemble de ses solutions
est donné par (5.6). Nous voulons maintenant avoir une description plus agréable des
solutions non triviales.

Théoréme 5.18. Soit d > 2 un entier qui n’est pas un carré. Soit s € N* la période
du développement de \/d en fraction continue. Alors \/d = lap, a1, .-, as]. De plus, si
k>1, st Z—: désigne la k-iéme réduite, alors (px,qr) est solution de x* — dy* = 41 si et
seulement si k + 1 est un multiple entier de s.

Démonstration. Supposons que la k-ieme réduite 5—: de v/d donne lieu & une solution :
pi —dy} = £1. On a Vd = [ag,...,ak,Tei1] avec ag,...,ar € N* et 111 > 1. Par les
équations (5.1),
Vi = Tk+1Pk + Pk—1
Tk+14qk + Qk—1

de sorte que 11 (pr — grVd) = —(pr—1 — qr—1Vd) et donc rpq1(p} — dg}) = dgrgr—1 —
pePi—1 + (—1)*1/d. Par ailleurs, si pi — dy,% = +1 alors Z—]’z > /d et donc k est impair.
Et si pi — dy? = —1 alors ’;—: < V/d et donc k est pair. Si on pose ¢ = (—1)*(dgpqr_1 —
PkPk—1) € Z, alors Vid = ¢+ Thk+l = C+ Qpy1 + ﬁ, avec rg4o > 1. En comparant
avec Vd = ag + % ou ag € N* et r1 > 1, on voit que ¢+ a1 = ag et que r1 = rgyo.
En particulier, le développement en fraction continue de v/d est périodique & partir de
I'indice 1, et sa période s divise k + 1.

Réciproquement, si k = ns — 1 avec n > 1, les équations (5.1) donnent

r + r +
Vd = k+2Pk+1 T Pk T1Pk+1 T Pk

Tk+2qk+1 + qk T1qk+1 + QG

avec r|y = % et ag = |V/d|. Par conséquent, (qpy1 — aoqr)Vd + dqy = prs1 — aopy +

d—ag

prvVd. Comme Vd ¢ Q, on doit avoir pgi1 — aopr = dqx et qx+1 — aoqr = pg. On vérifie
alors que p? — dg? = prqr+1 — GPk+1 = (—1)F+1 comme souhaité. O
Ps—1
gs—1
désigne la (s — 1)-iéme réduite, alors (ps—1,qs—1) est la solution minimale de I’équation
de Pell-Fermat x? — dy* = (—1)*. De plus, I’équation x> — dy? = —1 n’a de solution que
st s est impaair.

Corollaire 5.19. Soit s la période du développement de \/d en fraction continue. Si

Références

Les fractions continues et 'approximation des irrationnels sont traités dans Hardy
et Wright [6] : chapitres 10 et 11 respectivement. Ces thémes ainsi que ’équation de
Pell-Fermat sont abordés dans le livre de Hua [4] : chapitre 10. Les théorémes d"Hurwitz
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ont été publiés dans l'article [5]. Une approche élémentaire a I’action homographique de
GL2(Z) sur la droite réelle projective est disponible dans I'article [13].



Chapitre 6

Théorie algébrique des nombres

“L’algébre est généreuse :
elle donne souvent plus que ce qu’on lui demande.”
JEAN LE ROND D’ALEMBERT (1717-1783)

6.1 Entiers algébriques

6.1.1 Rappels de théorie des corps (sous-corps de C)

Soit K un sous-corps de C. Un élément a € C est dit algébrique sur K s’il existe
un polynéme P € K[X] non nul tel que P(«) = 0. Il existe alors un unique polynéme
unitaire P de degré minimal vérifiant P(a) = 0. On l'appelle le polynome minimal de «
sur K et on le note 7, k. Le degré de m, k est alors appelé le degré de a sur K et est
noté degy . On a de plus la propriété suivante : si P € K[X], pour que P(a) = 0 il
faut et il suffit que 7, x divise P. On en déduit que 7, i est I'unique polynéme unitaire
irréductible de K[X] annulant «.

Lorsque « est algébrique sur Q, on dit parfois simplement que « est un nombre
algébrique. On note alors 7, = 7, et dega = degg a.

Si L est un sous-corps de C contenant K et de dimension finie sur K, on note [L : K]
I'entier dimg L. Rappelons que si K C L C M sont des sous-corps de C tels que M est
de dimension finie sur L et L de dimension finie sur K, alors [M : K] = [M : L|[L : K].

Plus précisément, si (eq,...,e,) est une base de L sur K et (fi,..., fs) est une base de
M sur L, alors la famille (e;fj)1<i<r est une base de M sur K.
1<5<s

Soit a € C et soit K un sous-corps de C. Le nombre o € C est algébrique sur K si
et seulement si il existe un sous-corps L de C contenant « et K, et qui est de dimension
finie sur K. On note K(«a) le plus petit sous-corps de C contenant K et «. Ainsi «
est algébrique sur K si et seulement si K(«) est de dimension finie sur K. Si « est

113
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algébrique sur K, alors la famille (1,a,02,...,a% ) est une base de K(a) sur K et
d = degj o = deg o k. On en déduit que ’ensemble des nombres algébriques sur K est
un sous-corps de C. On note Q I'ensemble des nombres algébriques (sous-entendu sur
Q). C’est donc un sous-corps de C.

Soit K un sous-corps de C. Un sous-corps L de C contenant K est dit algébrique sur
K si tous ses éléments sont algébriques sur K. Un sous-corps de C est dit algébrique s’il
est algébrique sur Q. Un sous-corps algébrique de C n’est pas toujours de dimension finie
sur Q. Par exemple le sous-corps Q est algébrique, mais est de dimension infinie sur Q.

6.1.2 Définition des entiers algébriques

Soit @ € C. On dit que « est un entier algébrique s’il existe P € Z[X], unitaire, tel
que P(a) = 0.

Exemple. Le nombre v/2 est un entier algébrique car il est annulé par le polynéme
unitaire X2 — 2 € Z[X]. Nous démontrerons un peu plus loin que le nombre a = %\ﬁ
est algébrique mais n’est pas un entier algébrique. En effet il est annulé par le polynéme
4X? —7 € Z[X]. Comme ce polynéme n’est pas unitaire, on ne peut pas en conclure que
« est un entier algébrique.

Nous pouvons parler d’éléments entiers dans une situation bien plus générale. Soit
A un anneau commutatif et soir R un anneau contenant A. On dit qu’un élément = € R
est entier sur A s'il existe un polynéme P € A[X], unitaire, tel que P(x) = 0. Un entier
algébrique correspond a la situation ou A = Z et R = C : c’est un élément de C qui est
entier sur 'anneau Z.

Théoréme 6.1. Soit © € R. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Uélément x est entier sur A ;

(7i) la sous-A-algébre Alx] de R engendrée par x est un A-module de type fini;

(iii) il existe une sous-A-algébre B C R telle que x € B et qui est un A-module de
type find.

Démonstration. Prouvons I'assertion (i) = (i7). Supposons donc que z est entier sur A.
Il existe alors un polynoéme unitaire P(X) = X% + ag_1 X' + -+ 4 a9 € A[X] tel que
P(z) = 0. Soit M le sous-A-module de R engendré par les éléments 1,z, ... 2971 Clest-
a-dire M = Zf;& Az'. C’est un sous-A-module de type fini de R puisqu’il est engendré
comme A-module par une famille finie. On sait de plus que

d—1
z¢ = —Zaizz e M.
i=0
On prouve alors par récurrence sur n > d que z" € M pour tout entier n > d. Ainsi

Alzr] € M. L’inclusion réciproque M C Afz]| est immédiate. Ainsi A[z] est bien un
A-module de type fini.
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L’implication (i) = (4i7) est immédiate, il suffit de choisir B = A[x].

Prouvons l'implication (i4i) = (). On suppose qu'il existe B C R une sous-A-

algebre contenant x qui est de plus un A-module de type fini. Soit (ey,...,e,) une
famille génératrice de B comme A-module. Comme B est en particulier un sous-anneau
de R, on a B C B. Ainsi, pour tout 1 < ¢ < n, il existe des éléments m; 1,...,m;, € A
tels que
n
xTre; = meej. (61)
j=1
Soit M la matrice M = (m;;)1<i<n- La relation (6.1) implique que la matrice x1, — M
1<jsn

annule le vecteur de B"™ de coordonnées (eq,...,e,), c’est-a-dire :

el

(eI, — M) | : ] =0
€n

Rappelons que la formule de Cramer, valable dans 'anneau M,,(B), nous donne
det(xI, — M)I, =" Com(xI, — M)(zI, — M).

On en déduit que, pour tout 1 < i < n, on a det(zl, — M)e; = 0. Comme les éléments
e1,...,e, engendrent B comme A-module, il existe des éléments a1, ..., a, dans A tels
que 1 =aje; + -+ + anen. On en déduit que

det(zI, — M) = det(xI, — M)1 = 0.

Ainsi le polynéme caractéristique de M annule z. C’est un polynéme unitaire de A[X],
on en déduit que x est entier sur A. O

Corollaire 6.2. L’ensemble des éléments de R qui sont entiers sur A forment un sous-
anneau de R.

Démonstration. Soient « et § deux éléments de R qui sont entiers sur A. Il suffit de
prouver que o+ 3, o — [ et a8 sont entiers sur A. Comme « est entier sur A, on déduit
du théoréme 6.1 que Afa] C R est un A-module de type fini. De plus [ est entier sur A,
il est donc en particulier entier sur 'anneau A[a]. Ainsi le sous-anneau Ala, 8] = Ala][S]
de R est un AlaJ-module de type fini. Comme A[a] est un A-module de type fini, on
en déduit que Ala, 5] est un A-module de type fini. Finalement B = A|q, 5] est une
sous-algebre de R, qui est un A-module de type fini et qui contient o + 5, a — (3 et af.
Le théoréme 6.1 implique alors que ces trois éléments sont entiers sur A. O

Exemple. Les nombres complexes V2 + \/g, iv/5 + /7 sont des exemples d’entiers
algébriques.
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Un sous-corps de C qui est de dimension finie sur QQ est appelé un corps de nombres.
L’ensemble des éléments d’un corps de nombres K qui sont entiers sur Z est un sous-
anneau de K que I'on note Ok et que 'on appelle anneau des entiers de K.

Exemple. L’anneau des entiers de Q est 'anneau Z. En effet, on a démontré au cours
du chapitre 1 que si € Q est annulé par un polynéme unitaire P € Z[X], alors z € Z.

On dispose également d’une caractérisation des entiers algébriques en terme de po-
lynéme minimal.

Théoréme 6.3. Soit a € Q un nombre algébrique. Soit 7o, € Q[X] son polynome
minimal. Pour que o soit un entier algébrique, il faut et il suffit que 7, € Z[X].

Démonstration. Si m, € Z[X], alors « est un entier algébrique puisque 7, est unitaire
et annule a. Réciproquement supposons que « est un entier algébrique. Il existe alors
un polynéme unitaire P € Z[X] annulant «. Ceci implique que le polynéme 7, divise le
polynéme P dans Q[X]. Par la Proposition 1.21, comme P € Z[X], il existe un entier
m € N* tel que mm, € Z[X] et mm, divise P dans Z[X]. En particulier le coefficient
dominant de mm, divise le coefficient dominant de P. Or le coefficient dominant de mm,
est m puisque 7, est unitaire et celui de P est 1. On en conclut que m = 1 et donc que
Ta € Z[X]. O

Corollaire 6.4. Soit o € Q un nombre algébrique. Si o est un entier algébrique, alors
les conjugués de o sont des entiers algébriques.

Démonstration. En effet, si « est un entier algébrique, son polynéme minimal 7, est un
polynéme unitaire de Z[X]. Les conjugués de « sont alors par définition les racines de
Ta, qui sont évidemment des entiers algébriques. O

Plus généralement, on peut démontrer le résultat suivant.

Théoréme 6.5. Soient K C L deux corps de nombres. Soit x € L. Alors x € O, si et
seulement st m, gk € Ok [X].

Démonstration. Par le Théoreme 6.1, si m, g € Ok|[X] alors les coefficients de T, K
appartiennent & un Z-module de type fini B. Mais alors B[z, qui est un B-module de
type fini, est aussi un Z-module de type fini qui contient x, de sorte que € O,

Réciproquement si z € O, il existe un polynéme unitaire P € Og[X] annulant x.
En particulier 7, g divise P dans K[X]. On en conclut que les racines de 7, g sont
des racines de P, tous les conjugués de x sur K sont donc des entiers algébriques. Les
relations coefficients-racines montrent alors que les coefficients de 7, x sont des entiers
algébriques, donc des éléments de Ok . Ainsi 7, x € O [X]. d
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6.1.3 Entiers algébriques quadratiques

Un corps de nombres K est dit quadratique si [K : Q] = 2. Soit K un corps de
nombres quadratique et soit @ € K ~\ Q. La famille (1,«) est alors libre sur Q et
est donc une Q-base de K. On en déduit que K = Q(«) et donc que degaw = 2. Le
polynéme minimal 7, de o sur Q est donc de la forme X2 + a1 X + as € Q[X]. En
multipliant ce polyndéme par le ppcm des dénominateurs de a; et as on obtient un
polynéme aX? 4+ bX + ¢ € Z[X] annulant o. On en déduit que o = =bEVb-—dac V;;L‘l“c, de sorte
que Q(a) = Q(/d) ot d = b> — 4ac € Z. On peut encore écrire d = m2d; ott m € N*
et dy € Z est un entier sans diviseur carré. On a alors K = Q(v/d;). Remarquons que,
puisque Q C K, on ad; ¢ {0,1}. Ainsi un corps de nombres quadratique est de la forme
Q(Vd) ot d € Z ~ {0,1} est sans diviseur carré, c’est-a-dire tel que v,(d) € {0,1} pour
tout nombre premier p.

Théoréme 6.6. Soit d € 7 ~ {0,1} sans diviseur carré et soit K = Q(v/d). Alors
Uanneau des entiers de K est de la forme

Ok = Z[a] = {a + ba | (a,b) € Z°}

avec
Vd  sid=2 ou3[4],
o =
1+T\/E sid=1[4].

Démonstration. Soit x = a + bv/d € K ou (a,b) € Q?. Déterminons une condition
nécessaire pour que z € Ok. Posons T = a — by/d. Comme T est un conjugué de z,
le corollaire 6.4 implique qu’il s’agit d’'un entier algébrique. Par ailleurs le polynéme
P(X)= (X —2)(X —7%) = X%~ (2 +7)X + 27 est & coefficients dans Q. De plus ses
coefficients  + T et «T sont également des entiers algébriques. Comme les seuls entiers
algébriques de Q sont les éléments de Z, on en déduit donc que

r+TEL, xxT€E€L.

On a donc 2a € Z et a®> — db? € Z. Posons a; = 2a € Z de sorte que a? — 4db? € 4Z.
On en déduit que 4db®> € Z. Soit p un nombre premier. On déduit de cette relation la
relation

0p(4) + 0(d) + 20,(b) > 0

Comme d est sans diviseur carré, on a v,(d) € {0,1} de sorte que, si p # 2, on a
vp(b) = 0 et, si p=2, v2(b) > —1. On en déduit la relation 2b € Z. Posons donc by = 2b.
La relation a? — db? € 47 et le fait que d est sans diviseur carré implique que 2 divise a1
si et seulement si 2 divise by.

On en déduit que si 2 ne divise pas a1, alors 2 ne divise pas b; et on obtient donc
d = (Tl2af2 dans Z/47Z. En particulier d est un carré modulo 4. Comme d est sans
diviseur carré, on a d # 0 et donc d = 1[4]. Ainsi si d est congru a 2 ou 3, modulo 4,
les entiers a; et by sont tous deux pairs et donc (a,b) € Z2. En particulier 2 € Z[v/d]. Si



118 CHAPITRE 6. THEORIE ALGEBRIQUE DES NOMBRES

d = 14], alors a; et by ne sont pas nécessairement pairs mais ont nécessairement la méme
parité. On en déduit que (a,b) € (271Z)? avec a — b € Z. En particulier z € Z[H—Q‘/E].

Réciproquement, posons o = 1+T\/E sid=1[4], et a = V/d dans le cas contraire. Il
nous reste a vérifier que les éléments de Z[a] sont bien des entiers algébriques. D’apres
le corollaire au théoreme 6.1, il est suffisant de vérifier que a est un entier algébrique.
Le nombre v/d est toujours un entier algébrique puisqu’il est annulé par le polynome

1+Vd
2

unitaire X2 — d € Z[X]. Le polynéme minimal du nombre est le polynome

(X—H‘/g) (X—l_‘/g> :XZ—X+ﬂ.
2 2 4

Ce polynome est dans Z[X] si et seulement si d = 1 [4], donc # est un entier algébrique

si et seulement si d = 1[4]. O
Exemple. Les nombres 1+—2‘/5 et H%ﬁ
1+v/3

22

sont des entiers algébriques, mais ce n’est pas le

cas de

6.1.4 Discriminant d’un corps de nombres

Soient K C L deux corps de nombres. Si « € L, on note m, I'application K-linéaire

L — L

Mg - .
T — QT

On définit alors des éléments de K par les formules
Trp k() = Tr(ma), Np/k(a):=det(mq).

Ce sont des éléments de K que 'on appelle respectivement trace et norme de « relative-
ment & L/K. Si a et B sont des éléments de L, on a mq43 = mq+mg et mag = maomg.
Ainsi

Trp k(o + B) = Trp k(o) + Trpr(B),  Npjg(aB) = Npjg(a)Npk(B).

De plus si o € K et 3 € L, on a myg = amg de sorte que

Try i (eB) = aTrp x(B), Nijx(aB) = ol“KINp ke (B).

De facon plus générale, on peut définir x /i o (X) = Xm, (X) le polynéme caractéristique
de mg. On a alors

Xe/xa(X) = XEE a0 XERITL L4 a1 X+ ag

avec ar.g)-1 = —Trp k() et ag = (—1)[L:K}NL/K(O().
Si (a1,...,0p) € L™ est une famille de n = [L : K] éléments de L, on appelle
discriminant de la famille (aq,. .., a,) I'élément
AL/K(alv ce ) = det((TrL/K(aiaj))Kign ).
1<j<n
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Exemple. Considérons le cas ou K = Q et L = Q(\/g) avec d € Z non carré. Si
a=a+bvd e Q(+d) avec (a,b) € Q?, alors la matrice de I’endomorphisme m,, dans la
base (1,v/d) de Q(V/d) est (¢ %). Ainsi on a

_ o,
Tro(vayola+bVd) =2a, Ny qla+bVd) =a® — db.

De plus,

2 0
Apx(1,Vd) = det (o 2d> = 4d.

Théoréme 6.7. Soient K C L deux corps de nombres. Posons n = [L : K] et fixons
(a1,...,an) € L™. Pour que la famille (aq, ..., a,) soit une base de L comme K -espace
vectoriel, il faut et il suffit que Ap /g (ai,...,an) # 0.

Démonstration. Soit M la matrice (Trr, /g (viaj))i<i<cn € Mn(K). Si (a1,. .., a,) n'est
1<j<n
pas une base de L sur K, il existe un nm-uplet (A1,...,A,) € K" non nul tel que

>ic1 Aip = 0. En particulier, pour 1 < j < n, on a Trp g (ay 271 i) = 0. On
en déduit que le vecteur de K™ de coordonnées (i, ..., A,) est dans le noyau de M. On
en déduit que det(M) = 0 et donc que Ay /g (ag,...,a,) = 0.

Réciproquement supposons que det(M) = 0. En raisonnant par I'absurde, supposons
que (aq,...,ay) est une base de L sur K. Comme det(M) = 0, il existe un n-uplet non
nul (A1,...,\,) € K™ tel que

A1
M| ] =0.

An
Ainsi, si x = 71" Aoy, on a Tr(ajz) = 0 pour tout 1 < j < n. Comme (o, ..., ap) est
une base de L sur K, on en déduit que pour tout y € L, on a TrL/K(y:U) = 0. Comme
le n-uplet (A1,...,A,) est non nul, on a z # 0. Comme de plus L est un sous-corps de
C,onaz' € L et donc Tr(z~'x) = 0. Or Try g (x7'2) = Try (1) = [L : K]. Clest
absurde. Ainsi la famille (aq,...,a,) n’est pas une base de L sur K. ]

Supposons que a = (a1,...,0,) est une base de L sur K et que § = (f1,...,5n)
en est une autre. Soit P € GL,(K) la matrice de passage de a a 3, c’est-a-dire P =

(pi,j) 1<i<n avec
1<isn

n
Bi = > pijoi.
=1

La matrice M = (Trp g (i) 1<i<n est la matrice de la forme bilinéaire symétrique
1<j<n
(z,y) = Trp k (zy) dans la base a. On a donc une égalité de matrices de M,,(K) :

(Trr/k (BiBi)) 1<i<n = "P(Trp k(i) 1<i<n P
1<j<n

1<j<n
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de sorte que
AL/K(Bl? e ,Bn) = det(P)2AL/K(a1, .. .,Oén).

Théoréme 6.8. Soient K C L deuz corps de nombres. Six € O, alors Trp i (v) € Ok
et Npji(x) € Ok. Plus généralement X1k (X) € Ok[X]. De plus, si (ai,...,an) est
une base du K -espace vectoriel L incluse dans Oy, alors AL/K(al, coap) € Ok.

Démonstration. Tous les énoncés sont directement conséquences de ’observation sui-
vante : si x € O, alors X1, /k .(X) € Ox[X]. Prouvons-la. Soit K(x) C L le sous-corps
de L engendré par K et x. On a donc une inclusion de corps de nombres K C K(z) C L.
Soit r = [L : K(x)] et soit (ey,...,e,) une base de L vu comme K (x)-espace vectoriel.
Posons d = degg(x). On a alors n = dr. Chaque K (z)-droite K(x)e; est stable par
multiplication par z, donc par I’endomorphisme K-linéaire m,.

Notons 7, ¢ (X) € K[X] le polynéme minimal de  sur K. On a m, x(X) = X9 +
ag—1 X% 4. +ag. Le sous-espace K (z) de L est stable par m, et la matrice de M| K (2)

dans la base (1,z,22,...,297!) est alors la matrice

o 0 --- 0 —ag

1 0 .. 0 —aq

My=1fo 1 0 . —a

0O -+ 0 1 —aq
On en conclut que la matrice de m, dans la base (e1, zer, ..., 2% teq, ez, zes, . .. ,xdiler)
est la matrice par blocs

M, 04 - 04

0g M, 0g

00 -+ 0g M,

Ainsi x7,/k,2(X) = XK (2)/K,2(X)" = T2,k (X)". Siz € Of, ses conjugués sur K sont aussi
des entiers algébriques. Ainsi les racines de 7, i sont des entiers algébriques. Les relations
entre coefficients et racines d'un polyndme montrent que les coefficients de 7, x sont
également des entiers algébriques. Comme par ailleurs ce sont des éléments de K, on en
conclut que 7, x € Ok [X]. Ainsi on a également xr,/x (X) = 7,k (X)" € Og[X]. O

Théoreme 6.9. Soit K un corps de nombres. L’anneau des entiers O est alors un
Z-module libre de rang [K : Q). De plus, si (aq,...,an) est une base du Z-module libre
Ok, le discriminant Ay jg(ai, ..., an) est indépendant du choiz de la base (ay,. .., o).
On le note Ao, /7.

Démonstration. Montrons dans un premier temps que Ok contient une base de K vu
comme Q-espace vectoriel. Posons n = [K : Q] et fixons (aq,...,a,) une base de K vu
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comme Q-espace vectoriel. Remarquons que si a € K, il existe d € Q* tel que da € O
En effet soit P € Q[X] unitaire tel que P(a) = 0. Posons P(X) = X™ + a,, 1 X™ ! +
-+ + ag et choisissons d € Z non nul tel que da; € Z pour tout 0 < ¢ < d — 1. Alors da
est racine du polynéme

d"P(drX) = X" + 4y 1dX™ 7 4 4 a d™TX 4 apd™ € Z[X].

Ainsi da est annulé par un polynéme unitaire de Z[X]| et est donc un élément de O. 1l
existe donc d € Z non nul et suffisamment grand pour que da; € O pour tout 1 < ¢ < n,
ce qui implique que Ok contient une base de K sur Q.

Fixons donc (a1, ..., a,) une base de K sur Q dont les éléments appartiennent & O .
Posons M = Y"1 | Za;. Comme la famille (a1, ..., a,) est Q-libre, on a M = @} Za,.
De plus, la forme (Q-)bilinéaire (z,y) — Trg/g(zy) est non dégénérée. Il existe donc
une famille (B1,...,3,) de K™ telle que

V1 < 7 < n, V1 g] < n, TYK/Q(Ckiﬁj) = 5i,j- (62)

On en déduit en particulier que la famille (51,...,[,) est aussi une base du Q-espace
vectoriel K. Si xz € Ok, on peut donc écrire

n
=Y A
i=1
avec (A1,...,A,) € Q™. La relation (6.2) implique alors que

Vi<ig<n, \= TrK/@(:Uoci).

Comme x € Ok et o € Ok, on a za; € Ok et donc TrK/Q(asozi) € 7 de sorte que
Ai € Z. Ainsi

n

i=1
On en déduit que Ok est un sous-groupe d’un groupe abélien libre de rang fini n. Le
théoréme de structure des groupes abéliens de type fini implique que O est aussi un
groupe abélien libre de rang fini n’ < n. Cependant Ok contient le groupe abélien libre

? 1 Zay qui est de rang n. Ainsi n < n’ < n et donc n = n/, ¢’est-a-dire que Ok est de

rang n = [K : Q).

Soit maintenant o = (ov,...,ay) et B = (B1,...,B,) deux bases du Z-module libre
Ok. On a donc

Agjolar, ... an) €Z, Ag(Bi,...,0n) € Z.

De plus soit P € My, (Z) la matrice de passage de a a 3. Comme a et 5 sont deux bases du
méme Z-module, on a P! € M, (Z) et donc P € GL,(Z). Ainsi det(P) € Z* = {£1},
donc det(P)? = 1. On a donc une égalité Ay g(a, ..., an) = Agg(B1, ..., Bn)- O
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Remarque. Au cours de la démonstration du théoréme 6.9, on a montré que si x € K,
il existe d € N* tel que dxr € Ok. Ceci montre en particulier que K est le corps des
fractions de I'anneau intégre O . Ceci généralise le fait que Q est le corps des fractions
de ’anneau Z.

Exemple. Soit € C une racine du polynéme X3 — X + 1. Il s’agit d'un polynéme
irréductible de Q[X] car il est de degré 3 et n’a pas de racine dans Q (on peut vérifier
par exemple que 1 ne sont pas des racines). Ainsi X? — X +1 est le polynome minimal
de m; de x sur Q. Posons K = Q(z). On a donc degz = 3 et [K : Q] = 3. On en déduit
également que

Xrc/ga(X) = T (X) = X7 = X +1

et donc Trgg(z) = 0. On a également Try q(2?) = Trg/g(z — 1) = —3 et

TrK/Q(x4) = Trg/g(x(r —1)) = TI‘K/@(.Z‘Q).

Ainsi
3 0 Trg jg(a?)
AK/Q(l,x,xQ) = det 0 Trg g(a?) -3
TI'K/@(ZL‘2) -3 TI'K/Q(I‘Q)

= 3(TrK/@(a:2)2 -9) — TrK/Q(a:2)3.
Il faut donc pouvoir calculer Tr K/@(acQ). Posons y = 2. On a alors

P ==l =@-1) =y+1-2z;

2 4

y =x"=z(zx—-1)=y—uz.

8

L’élément y vérifie donc la relation
v -2 +y—1=0.

Ce polynéme est encore irréductible dans Q[X], c’est donc le polynéme minimal de y
sur Q, on en déduit que xg/g, = Ty = X3 —2X?2+ X — 1 et donc que TrK/Q(wZ) =
Trg/q(y) = 2. Au final

Agg(l,z,2”) = —15 - 8 = —23.

On peut mettre a profit ce calcul de discriminant pour déterminer I’anneau des entiers
de K. En effet, comme x est un entier algébrique, on a Z[z] C Ok. De plus a = (1,z, 2?)
est une base du Z-module Z[z]. Soit 5 = (f1, 52, 3) une base du Z-module Ok et soit
P = Pg , la matrice de passage de 3 a a. On a alors

Aggla) = det(P)zAK/@(ﬁ)-

Mais Ag/g(e) = —23 et Ag,p(B) € Z. Comme P € Ms(Z), le nombre det(P)? est
un carré de Z. Comme 23 est premier, on a nécessairement det(P) € {£1}, c’est-a-dire
Ok = Z[z]. Ainsi Panneau des entiers de K = Q(z) est anneau Zx].



6.2. IDEAUX ET ANNEAUX DE DEDEKIND 123
6.2 Idéaux et anneaux de Dedekind

6.2.1 Exemple

Considérons le corps de nombres quadratique K = Q(v/—2) = Q(iv/2). D’aprés le
théoréme 6.6, son anneau d’entiers est le sous-anneau A = O = Z[iv/2].

Proposition 6.10. L’anneau A est principal. De plus A* = {£1}.

Démonstration. Commencons par déterminer le groupe des inversibles A*. Il est clair
que 1 et —1 sont des éléments inversibles. Réciproquement soit € A*. On peut écrire
x = a+biv/2 avec (a,b) € Z?. D’apres le théoréme 6.8, on a N g(x) € Z. Deméme 27! €
A, donc N g(z~!) € Z. Comme par ailleurs N g(2)Ng/g(z™') = Ngjg(zz™") =1,
on a N g(x) € Z* = {£1}. Comme Nk q(z) = (a+biv2)(a—biv2) = a® 426 > 0, on
en déduit que a? + 2b> = 1. Comme (a,b) € Z?, on a nécessairement b = 0 et a € {£1}
donc z € {£1}.

Démontrons maintenant que A est principal. L’anneau A est en fait un cas particulier
d’anneau euclidien. Soit I un idéal non nul de A. L’ensemble {Ng q(x) | z € I \ {0}}
est une partie non vide de N*. Il existe donc = € I tel que

Ngg(x) = min{Ng,q(y) | y € I ~ {0}}.

Soit y € I et considérons I’élément £ € K. On peut écrire ¥ = r + siy/2 avec (r,s) € Q2.
Soient (a/,b') € Z? tels que |’ — 7| < 1 et [/ — s| < 5. Alors
-1 ! / 1 1
Niolyz™ —(a +1'iv2)) < 1 + 5 < 1.
On en conclut que Ny /q(y — z(a’ +b'iv/2)) < N g(x). Par minimalité de Ny g(z), et
puisque y — z(a’ + b'iv/2) € I, on en conclut que y = z(a’ + b'iy/2), c’est-a-dire y € (z).
Donc I = (z) et A est bien un anneau principal. O

Voici une application de ce résultat. On recherche ’ensemble des couples d’entiers
(z,y) € Z? satisfaisant '’équation de Bachet

2’ +k =y

dans le cas ou l'entier k est égal & 2. Supposons que (z,y) est une telle solution. On peut
réécrire cette équation sous la forme

(z 4+ iV2)(z —iv2) = .

Comme A est un anneau principal, si on arrive & prouver que les éléments = + iv/2 et
x—1+/2 sont premiers entre eux, ils doivent tous deux étre des cubes de A, éventuellement
multipliés par un élément inversible. Soit donc d = (x +iv/2) A (z — iv/2) leur pged. On
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a en particulier d|2iv/2 et d|2x. Le nombre p = iv/2 est un élément irréductible de A.
Admettons le pour le moment et démontrons le plus tard. On a donc d|2iv/2 = —p3. Donc
si d n’est pas inversible dans A, on doit avoir p|d. Mais comme d divise = + iV2=ax+p,
on doit avoir p|z. Ainsi p? = —2 divise 2 dans A. Ceci implique que ‘%2 e ANQ =7,
donc 2 divise 22 dans Z. Comme 2 est un nombre premier, on en conclut que 2 divise x
dans Z, c’est-a-dire que x est pair. Ainsi y? doit étre pair et donc y également. On peut
en conclure que 23|y3 et 22|22, et donc que 222 = y® — 22, ce qui est absurde. Ainsi d

est inversible dans A : z + iv/2 et © — iv/2 sont premiers entre eux dans A.

Comme A est principal, il est factoriel, on en conclut qu’il existe z € A et v € A~
tels que = + iv/2 = v2z3. 1l existe donc (a,b) € Z? tels que

z+ivV2 = +(a + biv2)>.
En développant cette relation on obtient

r = +(a® — 6ab?)
1 = +(3a%b — 2b%)

ce qui implique b = +1 et 3a® — 2 = +1. Ainsi on a nécessairement a = +1 et donc
x € {£5}. Les seules solutions de I’équation sont donc (z,y) = (5,3) et (z,y) = (—5,3)
(on vérifie facilement que ce sont bien des solutions).

Il nous reste & démontrer I'irréductibilité de iv/2 dans A. Supposons que iv/2 = of3
avec a et 3 dans A. En appliquant la norme, on obtient 2 = Ny /g(a)Ng/g(8) qui
est une relation entre éléments de Z. Ainsi N /(o) € {1,2}. Si Nk g(a) = 2, alors
Ngp(B) =1et B € AX. Si Ng/g(a) =1, alors a € A*, ce qui prouve bien que o € A*
ou B € AX donc que iv/2 est irréductible dans A.

Le point essentiel de cette étude repose sur la factorialité de ’anneau d’entiers Z[iy/2].
On est bien siir tenté d’appliquer cette méthode a d’autres équations diophantiennes,
par exemple

27i

L=ty = (@t y) @t y) (@t yPh), (=
Malheureusement, les anneaux cyclotomiques Z[(] ne sont pas factoriels pour tout nom-
bre premier p, comme I’a constaté Kummer, et c’est ce qui 'amené a définir la notion
de “nombre idéal” (ou d’idéal, comme on dit & présent), pour surmonter cette difficulté.

De maniere plus générale, les anneaux d’entiers de corps de nombres ne sont pas
factoriels en général. En voici un exemple.

Proposition 6.11. Soit K = Q(i\/5). L’anneau Ok n’est pas factoriel.

Démonstration. D’apres le théoréme 6.6, on a Ok = Z[iv/5] puisque —5 = 3 [4]. Mon-
trons dans un premier temps que le nombre 2 est irréducible dans Og. Si 2 = af avec
Oé,,B S OK, alors 4 = NK/Q(a)NK/Q(ﬂ) Or

2 ¢ Ngo(Ok) = {a* +5b” | (a,b) € Z°}.
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On a donc Ng/g(a) € {1,4}. Si Ng/g(a) = 1, alors a est inversible dans O. Sinon
Nk g(a) =4 et Nigg(B) =1, donc 3 est inversible dans O . Ceci implique que 2 est
un élément irréductible de 'anneau Ok . Le méme raisonnement permet de montrer que
les éléments 3, 1 + iv/5 et 1 — iv/5 sont irréductibles dans Og. Or on peut écrire

6=2-3=(1+iV5)(1—iV5).

Si anneau O était factoriel, I'unicité de la décomposition en produit d’irréductibles
devrait impliquer que 2 est égal & 14 iv/5 ou 1 — i\/5 & un élément inversible prés. On
vérifie, comme pour 'anneau Z[iv/2], que Z[iv/5]* = {£1} de sorte que I'on devrait avoir
2 = +(1+1iv/5) ou 2 = (1 —i+/5). Aucune de ces inégalités n’est vérifiée, donc I’anneau
Ok n’est pas factoriel. O

Cette proposition montre en particulier que le raisonnement effectué ci-dessus pour
résoudre 'équation de Bachet x2 + k = 33 lorsque k = 2 ne peut pas étre réutilisé dans
le cas ou k = 5. Nous allons voir dans les sections suivantes comment remédier au fait
que I'anneau Z[iv/5] n’est pas factoriel.

6.2.2 Anneaux de Dedekind

Soit K un corps de nombres. Commencons par collecter quelques propriétés des
idéaux de son anneau d’entiers O.

Lemme 6.12. Soit I un idéal non nul de Ok . Alors I NZ # {0}.

Démonstration. Soit x € I un élément non nul. Comme x est un entier algébrique, soit
P(X) = m,(X) € Z[X] le polynéme minimal de z (c’est a priori un élément de Q[X] mais
il est dans Z[X] puisque z est un entier algébrique). Posons P(X) = X%+ --+ag € Z[X].
Comme P(X) est irréductible dans Q[X], on a nécessairement ag # 0. Par ailleurs

d—1
agz—xd—ZaixiGIﬂZ. ]
i=1

Proposition 6.13. Soit I C Ok un idéal non nul de Ok . Alors, pour la loi d’addition,
I est un groupe abélien libre de rang [K : Q] et l'anneau quotient Ok /I est fini.

Démonstration. Le groupe additif I est un sous-groupe de O . D’apres le théoréme 6.9,
le groupe Ok est libre de rang [K : Q]. Ainsi I est un groupe abélien libre de rang
inférieur a [K : Q]. Par ailleurs le théoreme de structure des groupes abéliens de type
fini nous donne l'existence d’une Z-base (eq,...,e,) de Ok et d’entiers dy|da] - - - |d,, tels
que

n n
OK :@Zei, I:@Zdiei.
i=1 i=1
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Soit d € I NZ avec d # 0 dont I'existence est assurée par le lemme ci-dessus. On a alors
dOg C I et dOg est isomorphe a Ok en tant que groupe abélien. C’est donc un groupe
abélien libre de rang [K : Q]. Ainsi le rang de I est supérieur ou égal a [K : Q] donc [
est un groupe abélien libre de rang [K : Q]. On en déduit que d; # 0 pour 1 < i < n et
donc que

O/l ~Z/d\Z X - X L]d,Z.

En particulier O /I est un anneau fini. O

On rappelle qu'un anneau A est dit noethérien si tout idéal de A est de type fini.
On vient de montrer dans la proposition 6.13 ci-dessus que tout idéal de I'anneau des
entiers d’'un corps de nombres est de type fini. Ainsi les anneaux d’entiers de corps de
nombres sont des anneaux noethériens.

Nous allons maintenant établir une propriété importante des idéaux premiers de
I'anneau Ok.

Théoréme 6.14. Soit K un corps de nombres. Tout idéal premier non nul de Ok est
un idéal mazximal de Ok .

Démonstration. Soit p un idéal premier non nul de Og. La proposition 6.13 montre que
Ok /p est un anneau fini. Comme de plus p est un idéal premier, c¢’est un anneau integre.
Or tout anneau intégre et fini est nécessairement un corps. En effet soit a € Ok /p~ {0}.
On peut considérer le morphisme de groupes (pour la loi d’addition)

Or/p — Ok/p
xT — axr

Comme Ok /p est integre, ce morphisme de groupes abéliens est injectif. Mais comme
Ox /p est fini, ce morphisme est aussi bijectif. Il existe donc b € O /p tel que ab = 1.
Ainsi Ok /p est un corps et donc p est un idéal maximal. O

Un anneau A est dit intégralement clos si A est intégre et si tout élément de son
corps des fractions Frac A qui est entier sur A est un élément de A.

Exemple. L’anneau Z est intégralement clos : tout élément de Q qui est racine d’un
polynéme unitaire de Z[X] est déja dans Z. Plus généralement, le méme raisonnement
montre que tout anneau factoriel est intégralement clos.

Exemple. Soit d € Z tel que d = 1 [4] qui n’est pas un carré. L’anneau Z[/d] n’est pas
intégralement clos. En effet Q(v/d) est le corps des fractions de ’anneau Z[v/d]. De plus,

1+Vd
2

on a vu au cours de la démonstration du théoréme 6.6 que est entier sur Z, donc

sur Z[/d], mais 1+T\/E ¢ Z[V/d).

Proposition 6.15. Soit K un corps de nombres. L’anneau de ses entiers O est inté-
gralement clos.
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Démonstration. On a déja vu que K est le corps des fractions de Og. Soit x € K un
élément qui est entier sur Ok. D’apres le théoreme 6.1, 'anneau Ok|[z] est un Og-
module de type fini. Comme Ok est un Z-module de type fini, on en conclut que O[]
est un Z-module de type fini. Comme Z[x] C Ok|[z], Panneau Z[z] est un Z-module de
type fini, donc = est entier sur Z et donc x € O. O

Exemple. L’anneau Z[iy/5] est un exemple d’anneau intégralement clos mais qui n’est
pas factoriel.

Définition 6.16. Un anneau commutatif A est un anneau de Dedekind s’il est noethé-
rien, intégralement clos et si tout idéal premier non nul de A est mazximal.

Le théoréme suivant résume une partie des résultats démontrés dans cette section.

Théoréme 6.17. Soit K un corps de nombres. L’anneau de ses entiers Ok est un
anneau de Dedekind.

Dans la suite, nous montrerons que les anneaux de Dedekind ont des propriétés
tres semblables a celles des anneaux factoriels, & condition de remplacer les éléments de
I’anneau par ses idéaux, et les éléments irréductibles par les idéaux premiers non nuls
(donc maximaux).

6.2.3 1déaux fractionnaires

Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps de fractions. Un idéal fractionnaire
de A est un sous-A-module I C K tel qu'il existe z € A~ {0} tel que 2/ C A. En
particulier un idéal de A est un idéal fractionnaire (on peut prendre x = 1).

Exemple. Soit A = Z. C’est un anneau de Dedekind puisque c’est 'anneau des entiers
du corps de nombres Q. Si 7 € Q ~\ {0} le sous-Z-module I := Zr = {ar | a € Z} est un
idéal fractionnaire de Z. En effet, en écrivant r = % avec p et g entier, on a g = Zp qui
est bien inclus dans Z.

Remarquons que si I est un idéal fractionnaire de A et si x € A est tel que I C A,
alors oI est un idéal de A.

Si I et J sont deux idéaux fractionnaires de A, on peut définir leur somme en posant
I+J={z+y|(z,y) el xJ}

On vérifie facilement que c’est encore un idéal fractionnaire de A. On peut également
définir le produit de I et J en posant

n
1J = {ZavlyZ |neN" z;el, y; € J}.
i=1
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On vérifie facilement que c’est également un idéal fractionnaire de A.

Un idéal fractionnaire I est dit principal s’il existe x € K tel que
I=(x):={ax|a€ A}.

Pour tout élément z € K ~\ {0}, 'ensemble (z) est un idéal fractionnaire de A. De plus
si x et y sont deux éléments de K, on a (z) = (y) si et seulement si il existe u € A tel
que y = ux.

Un idéal fractionnaire I de A est dit inversible s’il existe un idéal fractionnaire J tel
que IJ = A (A est I'idéal trivial de A, engendré par 1).

6.2.4 Quelques résultats généraux sur les idéaux premiers

Cette partie contient quelques résultats techniques concernant les idéaux premiers
qui nous serviront plus tard.

Rappelons que, dans Z, un entier b divise un entier a si et seulement si I'idéal (b)
contient l'idéal (a). C’est-a-dire

bla < (a) C (b).

De fagon plus générale, dans un anneau quelconque, si I et J sont deux idéaux, il faut
penser a la relation I C J comme « J divise I ».

Dans ce contexte, le lemme ci-dessous doit étre pensé comme une version tres générale
du Lemme de Gauss sur la divisibilité dans Z.

Lemme 6.18. Soit A un anneau. Soit p un idéal premier de A. Si p contient un produit
P1-pr, alors il existe 1 <@ < r tel que p; C p.

Démonstration. Supposons par l'absurde que pour tout 1 < ¢ < r, il existe x; € p; \ p.
Comme p est un idéal premier, on a [[;_; z; ¢ p. Cependant [[;_; z; € p1---p,. Ceci
contredit l'inclusion p;---p, C p. On en déduit bien qu’il existe 1 < i < 7 tel que
pi Cp. ]

Lemme 6.19. Soit A un anneau noethérien. Tout idéal de A contient un produit fini
d’idéaux premiers. St de plus A est intégre, tout idéal non nul de A contient un produit
fini d’idéaux premiers non nuls de A.

Démonstration. Notons E ’ensemble des idéaux de A qui ne contiennent aucun produit
fini d’idéaux premiers de A. On veut montrer que E = (). Supposons par I’absurde que
E # (). Soit I € E. En particulier I n’est pas premier. Il existe donc deux éléments x
et y dans A \ I tels que zy € I. Posons Iy = I + (z) et Iy = I + (y). Alors soit I; soit
I5 est un élément de F. En effet, dans le cas contraire, il existerait des idéaux premiers
Plye s Pryq1,---,0s tels que py---p. C Iy et q1---qs C Iz. Alors, comme zy € I,

pro-prgrerqs CLHila C I
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ce qui contredit I € E. Ainsi Iy € E ou I, € E. On peut donc construire une suite
strictement croissante d’idéaux (I,)n>0 telle que I, € E, strictement croissante signifie
I, € I, 41 pour tout n > 0. Or un anneau noethérien ne peut contenir de suite strictement
croissante d’idéaux. En effet si (I,),>0 est une telle suite, 'ensemble J,,~q I, est un idéal
de A et, puisque A est noethérien, est donc de type fini. Soient x1, ..., z; des générateurs
de cet idéal. Il existe N > 0 tel que zy,..., 2y € Iy, c’est-a-dire Iy = U,,>0 In, donc
I, = Iy pour n > N. Ceci contredit la croissance stricte de la suite. Finalement E # ()
contredit le caractére noethérien de A, donc F = 0.

Le méme raisonnement montre que si A est intégre et noethérien, un idéal non nul
contient un produit fini d’idéaux premiers non nuls. ]

Lemme 6.20 (Lemme de Krull). Soit A un anneau commutatif et soit I C A un idéal
non trivial (I # A). Alors il existe un idéal mazximal m contenant I.

Démonstration. Donnons la preuve dans le cas particulier ou A est noethérien, seul
cas dans lequel nous utiliserons ce résultat. Supposons par I’absurde qu’il n’existe pas
d’idéal maximal contenant I. On peut alors construire par récurrence une suite (Ip,),>0
telle que In = I et I, C I,4+1 © A. L’existence d’une telle suite contredit alors le
caractere noethérien de A. La démonstration du cas général nécessite 1'usage de ’axiome
du choix. O

6.2.5 Décomposition des idéaux dans un anneau de Dedekind

Nous allons démontrer ici que les anneaux de Dedekind ont des propriétés similaires
a certaines propriétés des anneaux factoriels, a condition de remplacer les éléments de
I’anneau par ses idéaux.

Commencons par prouver que tout idéal premier non nul p (ou idéal maximal) d’un
anneau de Dedekind A est inversible. Rappelons que cela signifie qu’il existe un idéal
fractionnaire q tel que pq = A.

Théoréme 6.21. Soit A un anneau de Dedekind. Tout idéal premier non nul p de A
est inversible.

Démonstration. Soit K le corps des fractions de A. On cherche donc & construire un
idéal fractionnaire p~! C K tel que pp~! = A. Remarquons déja que si p~! existe alors
p~! est contenu dans {x € K | zp C A}. Commencons donc par considérer cet ensemble,
que nous notons p’ :

p'={z e K |xzpC A}

Il est facile de vérifier que p’ est un sous-A-module de K. Montrons que c’est en réalité
un idéal fractionnaire de A. En effet, comme p est non nul, on peut choisir d € p \ {0}.
Alors, par définition de p’, on a dp’ C A. Ceci montre que p’ est un idéal fractionnaire
de A.
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Montrons & présent que pp’ = A. Ce qui est clair, c’est que pp’ C A par définition
de p’. De plus pp’ est un idéal fractionnaire de A qui est contenu dans A, c’est donc un
idéal de A. De plus, il est clair que A C p’. On en déduit donc que pA =p C pp’. On a
donc une inclusion d’idéaux de A :

p Cpp’ C A

Utilisons a présent le fait que A est un anneau de Dedekind : on sait que p est premier
non nul, donc un idéal maximal de A. Ceci implique que pp’ = p ou pp’ = A. Dans le
deuxieme cas, on a gagné. Il faut donc exclure le premier cas. Nous aurons besoin d’un
lemme qui sera réutilisé plus tard.

Lemme 6.22. Soit a un idéal fractionnaire non nul d’un anneau de Dedekind A. Si
x € K, ou K désigne le corps des fractions de A, est tel que xa C a, alors x € A.

Démonstration. Soit d € A~ {0} tel que da C A. Alors x(da) C da et da est un idéal
non nul de A. Quitte & remplacer a par da, on peut donc supposer que a est un idéal de
A, ce que l'on fait. On a za C a et donc, par une récurrence immédiate, z™a C a pour
tout entier n > 0. On en conclut que si P € Z[X], alors P(x)a C a. Ainsi, pour tout
y € Alz], on a ya C a. Rappelons de plus que a est non nul, il existe donc b € a ~ {0}.
Ainsi pour tout y € Afz], on a

y(b) Cya CaC A.

Ainsi bA[z] C A et on vérifie facilement que bA[z] est un idéal de A. Comme A est un
anneau de Dedekind, il est en particulier noethérien et bA[z] est donc un A-module de
type fini. Ceci implique que A[z] = b~1(bA[x]) est également un A-module de type fini.
On déduit alors du théoréme 6.1 que x est entier sur A. L’élément x est donc un élément
de K qui est entier sur A. Comme A est un anneau de Dedekind, il est intégralement
clos, on a donc z € A. O

Supposons donc, par ’absurde, que pp’ = p. Soit z € p’. Comme pp’ = p,ona xp C p
et donc, d’apres le lemme ci-dessus, © € A. Ainsi on a prouvé que p’ C A. Comme par
ailleurs on a déja vu que A C p’, on en conclut que p’ = A. En d’autres termes, on
a « simplifié par p » dans I’égalité pp’ = p, mais comme on vient de le voir, c’est une
opération qui est loin d’étre automatique!

Nous ne sommes pas encore arrivés a une contradiction. Continuons. Soit a € p~{0}.
Comme I'anneau A est noethérien et integre, I'idéal non nul (@) contient un produit fini
d’idéaux premiers non nuls pi - - - p,.. Supposons que r est minimal parmi I’ensemble des
entiers n tels que (a) contient un produit de n idéaux premiers non nuls. On a des
inclusions

pr---pr C(a) Cp.

Comme p1, ..., P, et p sont des idéaux premiers, il existe 1 < ¢ < r tel que p; C p. Mais A
est un anneau de Dedekind, donc p; est un idéal maximal! Comme p # A (puisque p est
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premier), on a p = p;. Quitte & réordonner les indices 1 < i < r, et par commutativité
de A, on peut supposer que i = 1. Posons I = pg---p,. On a donc pI C (a) et, par
minimalité de r, I ¢ (a). Soit donc b € I ~\ (a). Alors, puisque pI C (a), on a bp C (a).
Ainsi 2p C A. Par définition de p’, on en déduit que 2 € p’ = A et donc alb dans A, ou
encore b € (a). C’est une contradiction. O

Remarque. Soit p un idéal premier non nul d’'un anneau de Dedekind A. Si p’ est un
idéal fractionnaire tel que pp’ = A, alors p’ est unique. On le note donc p~! et on I'appelle
inverse de A. En effet si pp’ = pp”, on a alors

/ !/ / n !/

pPpp =ppp =p=p.
—
=A =A
Sin € Z, on pose donc
p" sin > 0;
pt =X (pH™ sin<0;
A sin=20.

Voici le théoréme fondamental concernant la multiplication dans les anneaux de
Dedekind.

Théoreéme 6.23. Soit A un anneau de Dedekind. Notons P l’ensemble des idéaux pre-
miers non nuls de A. Si I est un idéal fractionnaire non nul de A, il existe une unique
famille presque nulle (ny)pep d’éléments de Z (c’est-a-dire ny, = 0 sauf pour un nombre
fini de p) telle que

I=T]wp"=pr--pipzpopropr.
peP Ny np Ny
1 2 T

De plus, si I C A, alors tous les ny, sont dans N.
Démonstration. Commencons par démontrer 'existence de la décomposition. Soit a un
idéal fractionnaire non nul de A. On peut supposer que a est un idéal de A. En effet,

dans le cas général on peut trouver d € A \ {0} tel que da C A. Alors, si da et (d) se
décomposent en produits d’idéaux premiers

do=T[v* @=TI™

peP peP

il en est de méme de a puisque

a=(d"")(da) = ] p™ .
peP

On est donc ramené a prouver que si a est un idéal non nul de A, il existe des idéaux
premiers non nuls pi,...,p, tels que a = p1...p,. Notons E 'ensemble des idéaux non
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nuls de A qui ne vérifient pas cette propriété. On veut montrer que E = (). Supposons
donc E non vide. Soit a € E. En particulier a n’est pas un idéal maximal de A. D’apres
le Lemme de Krull, il existe un idéal maximal m, donc premier, tel que a C m. D’apres le
théoreme 6.21, on am~'a C A. Donc m™'a est un idéal de A. On a également I’inclusion
ma C a. En multipliant les deux cotés de cette inclusion par 'idéal fractionnaire m~1,

on obtient a C m~!a. Montrons que cette inclusion est stricte.

Supposons par 'absurde que a = am™'. Le lemme utilisé dans la preuve du théoréme
6.21 montre alors que m~! C A. Comme, clairement, A C m™, on a A = m™~! et donc
A = m en utilisant encore une fois le théoréme 6.21. C’est absurde. On a donc

aCmlac A

Montrons enfin que b := m~'a est un élément de E. Si on peut écrire b = py - - - p, avec
p; premiers non nuls, alors, par définition de m~!, on a a = mpy - - - p,., ce qui contredit a €
FE. En continuant ce processus, on peut créer une suite strictement croissante d’éléments
de F, ce qui contredit le caractere noethérien de A.

Prouvons a présent 'unicité de la décomposition. Supposons que ’on ait une égalité

de la forme
H pnp — H pmp
peP peP

avec des entiers relatifs ny et my presque tous nuls. On déduit du théoreme 6.21 une

égalité

I = A

peP
Supposons par I’absurde qu’il existe au moins un idéal premier p tel que n, —my # 0.
Quitte a multiplier cette égalité par une puissance convenable des idéaux p tels que
np —myp < 0, on est ramené & une situation

R A R
ou P1,...,Pr €t q1,...,qs sont des idéaux premiers non nuls deuz d deux distincts et
N1,...,Np, M,..., Mg des entiers > 0. Alors
ni Ny __ M1 m
P1oPp P = s

Il existe donc 1 < j < s tel que p1 O q;. Comme gq; est un idéal premier non nul et
que A est un anneau de Dedekind, I'idéal q; est maximal et donc p; = q;, c’est une
contradiction. O

Exemple. Nous avons déja remarqué que I'anneau A = Z[i/5] est un anneau de Dede-
kind qui n’est pas factoriel. Appliquons le théoréme 6.23 a la factorisation de certains
idéaux. Prenons 'exemple de l'idéal principal a = (2) engendré par I’élément 2. On
cherche une décomposition (2) = py - - - p, ou les p; sont des idéaux premiers non nuls de
A. Remarquons que I'on a alors (2) C p; pour tout 1 < ¢ < 7. Il faut donc commencer par
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déterminer quels idéaux premiers de A contiennent (2). Or, dans un anneau quelconque
A, les idéaux de A contenant un idéal I sont en bijection avec les idéaux de A/I. 1l faut
donc, dans notre cas, déterminer 'anneau A/a = Z[iv/5]/(2).

Pour cela, on peut commencer par remarquer que Z[i1/5] est isomorphe & 'anneau
Z[X]/(X? + 5). En effet, par définition de Z[iv/5], il existe un (unique) morphisme
d’anneaux surjectif Z[X| — Z[iv/5] envoyant X sur iy/5. L’utilisation de la division
euclidienne dans Z[X|] par X2 +5 (possible car X2 +5 est unitaire) montre assez facile-
ment que le noyau de ce morphisme est 1'idéal principal (X2 + 5). Dot I'isomorphisme
recherché.

On peut & présent décrire plus facilement le quotient Z[iv/5]/(2) :
ZIiVE)/(2) = ZIX)/((X? +5) + (2)) = ZIX]/(X? + 5,2) = B[ X] /(X2 + 5)
ott X2 +5 est 'image de X2 + 5 dans Fy[X]. Or, dans Fy[X], on a
X?+5=X"+1=(X+1)>2

Ainsi, Z[iv/5]/(2) ~ F3[X]/(X + 1)2. On remarque premiérement que Z[iv/5]/(2) n’est
pas intégre, donc que 1'idéal (2) n’est pas premier dans Z[i1/5]. Par ailleurs, I'anneau
Fo[X]/(X +1)? posséde un unique idéal premier : 'idéal engendré par (X +1) (en effet,
comme Fo[X] est principal, les idéaux premiers de Fo[X]/(X + 1)? sont en bijection
avec les idéaux premiers de Fo[X] contenant (X + 1)2, c’est-a-dire avec les élément
irréductibles de Fo[X] divisant (X +1)2). Il y a donc un unique idéal premier de Z[iv/5]
contenant (2), c’est I'image inverse p dans Z[iv/5] de I'idéal (X +1) de Fo[X]/(X +1)2 ~
Z[iv/5]/(2). Cette image inverse est donc p = (2,1 +4+/5). Il existe donc n > 1 tel que
(2) = p". Comme (X +1)? = 0 dans F3[X]/(X +1)2, on a p? C (2). Comme par ailleurs
(2) C p (puisque (2) n’est pas premier), on a finalement (2) = p2. On peut aussi vérifier
directement que (2,1 + iv/5)? = (2) (exercice).

Décomposons & présent I'idéal (3) dans Z[iv/5]. Le méme raisonnement que ci-dessus
montre que

Z[iV5]/(3) ~ F3[X]/(X —1)(X +1).

Ainsi (3) n’est pas premier et (3) est contenu dans exactement deux idéaux maximaux
de Z[iv/5] : p1 = (3,1 +iV/5) et pa = (3, —1 +i1/5). On vérifie alors que (3) = p1po.

On peut maintenant revenir sur le contre-exemple dans la démonstration de la Pro-
position 6.11 pour montrer que Z[iv/5] n’est pas factoriel : 6 = 2-3 = (1+14v/5)(1—1iv/5).
Du point de vue des idéaux, (6) se décompose en (2)(3) qui se décompose en (2,1 +
iv5)2(3,1 +iv/5)(3, —1 +/5). D’autre part, les idéaux (1 +iv/5) et (1 —iy/5) ne sont
pas premiers mais se décomposent respectivement en (14iv/5) = (2,1+14v/5)(3,1+14v/5)
et (1 —14v5) = (2,14+14v5)(3,1 —i/5). Les deux décompositions ci-dessus de I’élément
6 donnent donc bien lieu & la méme décomposition de 'idéal (6) correspondant.

Décomposons maintenant a = (11) dans Z[iv/5]. Cette fois-ci, on a

Z[iv5]/(11) ~ F11[X] /(X% + 5).
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Il faut donc décomposer I'idéal (X2+5) en produit d’irréductibles dans I’anneau principal
F11[X]. Le polynéme X2 +5 étant de degré 2, il est réductible dans F11[X] si et seulement
si il posséde une racine dans Fy;. Il posseéde une racine dans Fq1[X] si et seulement si
—5 est un carré dans ;. On peut utiliser la loi de réciprocité quadratique pour tester
ceci (ou faire directement la liste des carrés de Fyy) :

(7)--() - (5)-—-() -~
/) \11/) 5)  \5)
Donc X2 + 5 est irréductible dans Fq1, ceci implique que Z[iv/5]/(11) est un anneau

intégre et que Iidéal (11) est déja premier dans Z[iv/5)].

Remarque. Soit A un anneau de Dedekind et soit a un idéal fractionnaire non nul de
A. On peut décomposer a en produit d’idéaux premier non nuls :

a:Hp”p.
p

I1 découle du théoréme 6.23 que a C A si et seulement si, pour tout p, on a ny > 0.

De facon générale, si a est un idéal fractionnaire non nul de A et p un idéal premier
non nul de A, on note vy(a) € Z la puissance de I'idéal p dans la décomposition de a.

On a donc
a= H pvp(a)
peP
etaCAsVpeP, v(a) > 0.

Si a et b sont deux idéaux non nuls d’un anneau de Dedekind. On dit que b divise a
s’il existe un idéal ¢ tel que a = bec.

Corollaire 6.24. Soient a et b deux idéauz non nuls d’un anneau de Dedekind A. Alors
b divise a si et seulement si b D a.

Démonstration. Le sens a = bc = b D a est immédiat. Il faut prouver 'autre implication.
Supposons donc que b D a. On a alors

a= H pvp(a)’ b= H pvp(b)‘

peP peP
En multipliant Iinclusion b O a par b~!, on obtient

AD H pvp(“)*vp(b)
peP

ce qui implique bien vy(a) > v,y(b) pour tout idéal premier non nul p. On peut alors
poser
¢ = H pvp(a)*vp(b)_ =
peP
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6.2.6 Retour a I’équation de Bachet

Revenons a I’équation de Bachet 22 4+ k = 3% que nous avions résolue dans la sec-
tion 6.2.1 lorsque k£ = 2, avant de constater que la situation est plus compliquée dans le
cas ou k = 5, puisque I’anneau Z[Z\/g] n’est pas factoriel.

Munis du théoreme 6.23 de décomposition des idéaux d’un anneau de Dedekind en
produit d’idéaux premiers, reprenons le raisonnement permettant de résoudre 1’équation
de Bachet 2% + k = y3, avec cette fois k = 5. Supposons que (z,y) € Z? est une solution
de cette équation. On peut la réécrire sous la forme

(z +iV5)(z — iv5) = (y)°
oil cette fois il s’agit d'une relation satisfaite par trois idéaux (x4 iv/5), (x —iv/5) et (y)
de I'anneau Ok = Z[i\/5] des entiers algébriques de K = Q(i1/5). Par le théoréme 6.23,
on peut écrire
(@+ivs) = [[p>,  @-iv5)=[]p* @ =]]».
peP peP peP
ou les ay, 3, et v, sont dans N.

Montrons que les idéaux (x +1iv/5) et (z — i1/5) ne possédent aucun facteur premier
commun, c’est-a-dire a8y, = 0 pour tout p € P. Par le corollaire 6.24, si p divise (z4iv/5)
et (z —iy/5) alors il contient aussi I'idéal (x 4 iv/5, 2 — i1/5). En particulier, p contient
(2i1/5), donc aussi (10). D’autre part, p et (z+iv/5, z—iv/5) contiennent (y)3, et puisque
p est premier, il contient aussi (y). Mais les entiers 10 et y sont forcément premiers entre
eux : d'une part, si y est pair, ’équation de Bachet implique que 22 = 3 8], alors que
3 n’est pas un carré modulo 8. D’autre part, si 5|y alors I’équation de Bachet montre
que 5|x et Iéquation de Bachet divisée par 5 donne une contradiction modulo 5. Par
Iidentité de Bézout, il existe (), u) € Z2 tel que Ay + 110 = 1. Mais alors 1 € p de sorte
que p = Z[iv/5], une contradiction.

Puisque (x + iv/5) et (z — iv/5) ne possédent aucun facteur premier commun, on a
ap + By = 37 ol au moins I'un des naturels ap ou B, est nul, de sorte que tous les
naturels oy et 8, sont multiples de 3, pour tout p € P. Il existe donc des idéaux I et J
de Ok = Z[iv/5] tels que I? = (z +i/5) et J? = (x —iV/5).

Supposons pour le moment que I'on puisse montrer que 1’idéal I est principal. Dans
ce cas, il existe a,b € Z tels que I = (a + ib\/5), et donc I® = (z + iv/5) est engendré
par (a + iby/5)3, de sorte qu'il existe v € Z[iv/5]* tel que (a + ibv/5)® = y(x + iV/5).
En raisonnant avec la norme comme dans la preuve de la proposition 6.10, on voit que
~v = +1. En séparant parties réelle et imaginaire, I’équation précédente devient

r = +(a3 — 15ab?)
1 = 4(3a?b — 5b°)
ce qui implique b = 41 et 3a%? — 5 = +1. Cette derniére équation n’ayant pas de solution

entiere a, on en déduit que ’équation de Bachet avec k = 5 ne posseéde aucune solution
(z,y) € Z2.
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Il reste & montrer que si le cube d’un idéal de Z[Z\/g] est principal, alors cet idéal est
également principal. Ceci motive I’étude des idéaux d’un anneau de Dedekind, modulo les
idéaux principaux, que nous allons effectuer dans la section 6.3. Mais le calcul nécessaire
que pour conclure dans le cas de Z[iv/5] ne pourra étre effectué que dans le chapitre 7,
et plus précisément a la fin de la section 7.2.

6.3 Groupe des classes d’idéaux

6.3.1 Définitions

Soit A un anneau de Dedekind. On note I(A) I’ensemble des idéaux fractionnaires non
nuls de A. Il s’agit d’un groupe abélien pour la multiplication des idéaux fractionnaires.
Son élément neutre est I'idéal trivial A. Pour vérifier que I(A) est bien un groupe, le point
délicat est de vérifier que tout élément possede un inverse. L’existence de cet inverse est
assurée par les théorémes 6.21 et 6.23.

Plus précisément, le théoréme 6.23 montre que I(A) est un groupe abélien libre dont
une base est donnée par I’ensemble P des idéaux premiers non nuls de A. Autrement dit
I’application suivante est un isomorphisme de groupes :

I(A) — @perZ
a +—  vp(a).

On note P(A) le sous-groupe de I(A) constitué des idéaux principaux (vérifier que c’est
bien un sous-groupe) et on note Cl(A) := I(A)/P(A) le groupe quotient. On appelle
Cl(A) le groupe des classes d’idéaux de A.

On peut encore décrire le groupe Cl(A) comme le quotient de 'ensemble I(A) par la
relation d’équivalence suivante :

I~J&dac K, J=al.

Les éléments de CI(A) sont appelés les classes d’idéaux de A, ce sont en effet les
classes d’équivalence pour la relation ci-dessus. Le lemme ci-dessous montre que toute
classe d’équivalence contient un idéal de A (et pas uniquement un idéal fractionnaire).

Lemme 6.25. Soit ¢ € Cl(A). Alors il existe un idéal a C A tel que a € c.

Démonstration. Soit b € ¢ un idéal fractionnaire de la classe c. Alors il existe d € AN {0}
tel que db C A. On peut donc choisir a = db puisque a et b sont clairement dans la méme
classe. O

Remarque. Soit A un anneau de Dedekind. L’anneau A est principal si et seulement
si tous ses idéaux sont principaux, c’est-a-dire si et seulement si tous ses idéaux sont
dans la méme classe. Ainsi le groupe CI1(A) est trivial, i.e. CI(A) = {e}, si et seulement
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si Panneau A est principal. Le groupe Cl(A) mesure donc le défaut de principalité de
I’anneau A.

Exemple. D’apres la remarque ci-dessus, on a donc
Cl(Z) = CUZ[i]) = CUZ[iV2]) = {e}.

En revanche C1(Z[iv/5]) est un groupe non trivial. Nous le calculerons plus tard, dans la
section 7.2.

6.3.2 Le cas particulier des corps de nombres

Théoréme 6.26. Soit K un corps de nombres. Alors le groupe C1(Ok) est un groupe
abélien fini.

Le cardinal hx du groupe Cl(Of) est appelé nombre de classes du corps K. En
général, c’est un nombre assez délicat a calculer.
Remarque. 1l existe des anneaux de Dedekind dont le groupe de classes est infini. Le
théoreme 6.26 est donc particulier aux anneaux d’entiers de corps de nombres.

Afin de démontrer le théoréme 6.26, nous aurons besoin du lemme suivant qui est
une variation sur le theme du principe des tiroirs de Dirichlet.

Lemme 6.27. [l existe un entier M > 1, ne dépendant que de K, tel que pour tout
a € Ok et tout B € O {0}, il existe 1 <t < M entier et w € Ok tels que

|Nijg(ta —wB)| < [Ngo(B)l-

Démonstration. Posons v = & € K. On recherche donc un entier ¢ et un élément w € O
tels que | Nk q(ty —w)| < 1. Rappelons que d’apres le théoréme 6.9, I'anneau O est un

Z-module libre de rang n = [K : Q]. On peut donc trouver une famille (wy, ... ,w,) € O%
telle que O = Zw1 & - - - @ Zw,. Comme K est le corps des fractions de Ok, la famille
(w1, ...,wy) est également une base du Q-espace vectoriel K. Posons alors v = " ; yiw;,
v; € Q. Considérons 'application
Iy Q" — Q
' (:L‘l, . ,:Un) — NK/@(:Elwl +---+ xnwn).

Rappelons que
N jg(riwr + - + Tpwn) = det(Mayw, +-tapw,) = det(T1mey, + -+ + Tpmy, ).

Comme det : M, (Q) — Q est un polynéme homogene de degré n, on en conclut que

I’application f est un polynéme homogéene de degré n en les variables 1, . .., x,. Il existe
donc des éléments a(;, . ;,) € Q tels que
V(zi,...,xn) € Q" flx1,...,2pn) = Z a(il’m,in)x’f coegin,
(41,eeyin )ENT
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En posant C' = max |a(;, . ;)| Card{(i1,...,in) € N* | iy +--- + i, = n}, on obtient
V(z1,...,zn) € Q" |f(x1,...,2,)] < C(max |z;])".

Rappelons que l'on est parti de I’élément v = >~ ; v,w; € K. Posons alors, pour 1 <
i<n,y = 7]+ {7} avec || € Net 0 < {v;} < 1. On définit

7] = ZL%’J%’ €Ok, {7}:= Z{%}Wi € K.
1=1 i=1

Enfin, plongeons K dans R™ au moyen du morphisme, injectif, de groupes suivant :

K — R™
n
i=1 Liwi —— (xlv"'axn)'

¢ :

On a alors ¢({~}) € [0,1]". Fixons un entier m > Cw et posons M = m™". On peut
découper le cube [0,1[" en m™ « petits » cubes de coté % :

01— ] ﬁ[jnaﬂ[

0<a;<mi=1 m

Considérons les M + 1 points ¢({kv}) € [0,1[" pour 1 < k < M + 1. Ils se répartissent
dans la partition de [0,1[" en M petits cubes. Au moins deux d’entre eux doivent donc
appartenir au méme petit cube. Il existe donc 1 < ky < £y, < M + 1 tels que ¢({k,7})
et ¢({¢,7}) appartiennent au méme petit cube. Posons ¢t = £, — k., et ty = w + ¢ avec
w = [Lyy] = [kyv], 6 = {€{yy} — {kyv}. On a donc w € Ok et § = Y }L; diw; avec
0;] < L d’ou INk /()] < Cm™ < 1. Remarquons que ¢ est un entier 1 <t < M et
que M ne dépend pas des éléments « et 8 choisis au départ. O

Nous pouvons a présent démontrer le théoréme 6.26. Le début de la preuve ressemble
beaucoup a la démonstration de la proposition de la partie 6.2.1. Sauf qu’ici le raisonne-
ment n’aboutit pas au caractére principal de 'anneau O mais a la finitude du groupe
de classes. C’est assez logique si on pense a la finitude du groupe de classes comme un
énoncé nous disant que Ok n’est pas principal mais presque...

Démonstration du théoréme 6.26. Soit I un idéal non nul de O . On choisit un élément
B € I~ {0} tel que |Ng ()| soit minimal. Soit a € I. D’apres le lemme, il existe
un entier M (indépendant de a) un entier et 1 < to < M tel que [Nk g(taa — wf)| <
|Ni/g(B)] ot w € Ok. Or taa—wf € I. Ainsi par minimalité de [Ng/q(5)| on doit avoir
taav—wp = 0, c’est-a-dire t,a € (). Comme t, divise M!, on a M!a € (3). On en déduit
que, pour tout a € I, on a M!a € (3). Ainsi M!T C (B). Posons donc J = (8)I~1. C’est
un idéal fractionnaire de O et J ~ I~! par définition. De plus, on a (8) C I donc
J C Ok et on vient de montrer que M! € J. Notons J I'image de J dans 'anneau
quotient O /(M!) par I'application quotient 7 : Ox — Ok /(M!). Comme (M!) C J,
on a J = 7~ (J). Comme I'anneau O /(M!) est fini, on en déduit qu’il n’y a qu’un
nombre fini de possibilités pour J : le nombre d’idéaux de Ok contenant M! est fini. Or
toute classe ¢ € Cl(Of) posséde un élément de la forme J~! ot J est un idéal de O
contenant M!. On en conclut que Cl(Ok) est un ensemble fini. O
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6.3.3 Norme d’un idéal dans un corps de nombres

Soit K un corps de nombres et soit I C Ok un idéal non nul. Alors I'ensemble O /I
est fini. On pose alors N(I) := Card Ok /I. C’est un entier appelé norme de 'idéal I.

On veut prouver que la norme est multiplicative.

Commencgons par une caractérisation de la norme en fonction du discriminant. On
rappelle qu'un idéal non nul I C Ok est un Z-module libre de rang n = [K : Q].

Lemme 6.28. Soit I un idéal non nul de Ok et soit (w1, ...,wy) une base du Z-module
I. On a alors

Aggwi, - wn) = N(I)* Ao, jz-

Démonstration. On a déja vu que Ag, /7 est le discriminant d’une Z-base de Ok et ne
dépend pas du choix de cette Z-base. Pour la méme raison, le nombre A K/Q(wl, ey Wn)
ne dépend que de I et pas du choix de la base (w1, ...,wy). Le théoréme de structure
des Z-modules libres de type fini nous assure donc l'existence d’une Z-base (e, ..., ey,)
de Ok et d’entiers dy|dz|- - - |dy, tels que (dyeq,...,dpey) est une base de I. On a alors

AK/Q(Wla s 7wn) = AK/Q(dlelv ceey dnen) = AOK/Z det(D)Q

ou D est la matrice diagonale de diagonale (dj,ds, . ..,dy,). Ainsi det(D) =[]}~ d;. Par
ailleurs
O/l ~7Z/dZ % --- x L]d,Z

donc det(D) = N(I). O

Vérifions maintenant que cette définition est compatible avec la définition de la norme
d’un élément de Ok-.

Lemme 6.29. Si I = (a), a € Ok, est un idéal principal, alors N(I) = [Nk qg(a)|.

Démonstration. Fixons (wi,...,w,) une Z-base de Ok. Cest en particulier une base
du Q-espace vectoriel K. Soit M, la matrice de ’endomorphisme m, dans cette base.
Remarquons que la famille (aws, ..., aw,) est alors une Z-base de I = (a) et que M, est
la matrice de passage de la base (wi,...,w,) a la base (awy,...,awy). Attention : M,
n’est pas une matrice diagonale si a ¢ Z! On en déduit une égalité de matrices

(Tr(aw;aw;)) 1<i<n = "Ma(Tr(wiw;)) 1<i<n Ma.

1<jsn 1<jsn
Ainsi Agjglawy, ... awy) = (det My)*Ao,. /7 et donc, d’apres le lemme précédent,
N(I)? = (det M,)* = Nk g(a)?. On en déduit que N(I) = [N /q(a)|. O

On peut enfin prouver la propriété de multiplicativité de la norme.

Théoréme 6.30. Soient I et J deux idéaur de O . On a alors N(IJ) = N(I)N(J).
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Démonstration. Sil'un des deux idéaux est nul, I’égalité est évidente. On suppose donc
I # 0 et J # 0. En utilisant le théoréme 6.23, on voit qu’il suffit de prouver que
N(Ip) = N(I)N(p) pour tout idéal I non nul et tout idéal premier non nul p. Comme
Ip C I C Ok et que le groupe quotient Ok /Ip est fini le groupe quotient I/Ip est fini.
On a donc une égalité

N(Ip) = Card Oy /Tp = (Card O /I)(Card I/Ip).

Il faut donc prouver que Card I/Ip = Card Ok /p. Par unicité de la décomposition d’un
idéal en produit d’idéaux premiers, on a Ip C I. On peut donc choisir, et fixer, un
élément a € I \ Ip. Considérons I'application suivante

0 :
r — ax+1Ip

Il s’agit d’un morphisme de Og-modules.

L’application 6 est surjective. En effet son image est un sous-Ox-module de I/Ip.
L’image réciproque J de ce sous-module par l'application quotient I — I/Ip est donc
un sous-Ox-module de I, c’est-a-dire un idéal de Ok contenu dans I et contenant Ip.
On a donc une inclusion d’idéaux

IpcJcCl

Comme a ¢ Ip, on a (1) = a+ Ip # Ip dans I/Ip. Ainsi Ip € J. On en déduit que
pC JI7' C Og. Comme p est un idéal maximal de O, on a JI1 = O et donc I = J.
Ceci prouve la surjectivité de 6.

Calculons Ker 6. C’est un sous-Og-module de O c’est-a-dire un idéal de Og. De
plus les éléments de p sont dans le noyau de Ker #. On a donc p C Ker . Comme de plus
p est un idéal maximal de Ok, on a Ker§ = Ok ou Ker = p. Or on a vu plus haut que
1 ¢ Ker 6, donc Ker § = p. Ainsi Papplication § induit un isomorphisme de Op-modules
finis

Ox/p~1/Ip.
On en conclut que Card Ok /p = Card I /Ip. O

Corollaire 6.31. Soit I un idéal de O tel que N(I) est premier. Alors l'idéal I est un
idéal premier non nul de Ok.

Démonstration. Soit I = I115 une décomposition de I en produit de deux idéaux. Alors
N(I) = N(I;)N(I3) et N(I) est un nombre premier. On a donc N(I;) =1 ou N(Iy) =1,
c’est-a-dire I1 = Ok ou Iy = Ok. O]

Corollaire 6.32. Soient I; C Iy deuz idéauz de Ox. On a N(I;) = N(I2) si et seule-
ment st I = I5.
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Démonstration. En effet, comme I1 C Iy, on a I; = Iy13 ou I3 et un idéal de O . Alors
N(I;) = N(I2) implique N(I3) =1 et donc I3 = Ok, d’ou I} = Is. O

Corollaire 6.33. Soit a € Og. Alors a € O si et seulement si [N g(a)| = 1.

Références

Les entiers algébriques et les anneaux de Dedekind sont traités dans le livre de
Samuel [12] : chapitres 2 et 3 respectivement. Ces thémes sont également abordés dans le
livre de Hua [4] : chapitre 16, ainsi que dans celui de Hecke [7] : chapitre 5. Une approche
élémentaire a ’équation de Bachet est disponible dans des exposés de Perrin [11].



Chapitre 7

Formes quadratiques binaires

“I think I’ll stop here.”
ANDREW WILES (1953- ),
apres avoir exposé sa preuve
du Grand Théoréme de Fermat

7.1 Classes de formes quadratiques

7.1.1 Définition

Une forme quadratique binaire est un polynéme homogene de degré 2 a coefficients
dans Z : ¢(X,Y) € Z[X,Y]. On peut donc écrire de fagon unique

¢(X,Y) =aX?+bXY +¢c¥Y?  (a,b,c) € Z3.

On adoptera la notation [a, b, ¢] pour désigner la forme ci-dessus.

Une forme quadratique binaire [a,b, ] est dite primitive si PGCD(a,b,¢) = 1 ou
encore si [a, b, ¢] n’est pas de la forme ng pour un entier n > 2 et une forme quadratique
binaire gq.

Soit n € Z un entier et soit ¢ une forme quadratique binaire. On dit que la forme ¢
représente n 'l existe (z,y) € Z2 ~ {(0,0)} tel que ¢(z,y) = n. On dit que q représente
primitivement n si on peut choisir (z,y) € Z? tel que ¢(x,y) = n et PGCD(z,y) = 1.

Exemple. La forme [1,0, 5] ne représente pas 2 mais représente primitivement 6.

Le discriminant d’une forme quadratique [a, b, ] est 'entier Disc(q) := b? — 4ac. Un
entier ne peut étre un discriminant que s’il est congru a 0 ou 1 modulo 4.

Théoréme 7.1. Soit [a,b,c|] une forme quadratique binaire de discriminant D. Alors
pour que [a, b, c] représente 0 il faut et il suffit que D soit un carré dans Z ou encore que

142
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[a, b, c] soit le produit de deux formes linéaires. Si de plus D < 0, les entiers représentés
par [a,b,c|] sont tous de méme signe.

Démonstration. Commengons par étudier le cas ou a = 0. Dans ce cas la forme ¢ =
[a, b, c] sécrit q(X,Y) =Y (bX + cY). Il est clair qu’elle représente 0 et que son discri-
minant D = b? est un carré. Enfin D < 0 si et seulement si b = 0 si et seulement si ¢ est
de signe constant sur Z2.

On peut donc supposer que a # 0. On peut alors écrire, pour (z,y) € Z2,
b\ ¥, ¢,
q(x,y)—a<<x+2ay> ~1a2Y —l—;y .

V(z,y) € Z*, daq(z,y) = (2azx + by)* — Dy*. (7.1)

On en déduit que si g représente 0, alors D est un carré dans QQ, donc est un carré dans
7 puisque D € Z. Si tel est le cas posons D = §2 avec § € Z. On peut donc écrire

daq(z,y) = (2az + (b —0)y)(2azx + (b+ d)y)

De sorte que

Ainsi 4aq se factorise comme le produit de deux polyndémes homogenes de degré 1 de
Z]X,Y]. De plus 4a divise (b—9)(b+ 0) = 4ac. Ainsi b— 0 et b+ ¢ sont tous deux pairs
et on peut écrire a = af avec (a, B) € Z2, alb— 6 et B|b+  de sorte que

( )(Qa +b—5)<2a +b+5)
B8 = 90" 20 V) \258"° " 25 Y)-

Par ailleurs si g se factorise comme produit de deux polynémes homogenes de degré 1 de
Z|X,Y], q représente 0 puisqu'un polynéme homogene de degré 1 de Z[X,Y] s’annule
sur des éléments non nuls de Z2. Toutes les équivalences sont donc démontrées.

Il reste a vérifier que D < 0 si et seulement si les entiers représentés par [a, b, ¢] sont
tous de méme signe. On peut encore supposer a # 0. Si D < 0, on déduit de 1’égalité

(7.1) que agq(z,y) = 0 pour tout (x,y) € Z2. Ainsi le signe de ¢(z, y) est constant lorsque
(z,y) parcourt Z2. Si D > 0, il suffit d’observer que 4aq(1,0) > 0 et 4aq(—b,2a) < 0. O

Soit D le discriminant d’une forme quadratique binaire q. Supposons que D < 0. On
dit que q est définie positive si elle prend des valeurs positives et définie négative dans
le cas inverse.

7.1.2 Relation d’équivalence

Soit ¢ une forme quadratique binaire. Soit u et v deux éléments de Z?2. L’application
(xz,y) — gq(xu + yv) est alors une autre forme quadratique binaire. Plus précisément si
u =

(5)etv= (%), alors

V(z,y) € 2%, qlau+yv) = q(ax + By, vz + 5y).
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Cette égalité peut encore se reformuler en utilisant la matrice P de passage de la base

(u,v) dans la base canonique de Z2. On a alors P = ( 2 g) et g(zu+ yv) = q (P (y)).

On note ¢ - P la forme quadratique binaire ainsi obtenue.

La matrice de la forme quadratique binaire ¢ = [a, b, c] est définie comme la matrice

)

¢(X,Y) = (X,Y) Mat(q) <§f ) .

vl
O Nlor

Mat(q) := (

de sorte que

On en déduit la formule Mat(q - P) = *P Mat(q)P.

Remarquons que Disc(q) = —4 det Mat(g). On en déduit immédiatement la formule

Disc(q - P) = det(P)? Disc(q).

On dit que deux formes quadratiques ¢ et ¢’ sont équivalentes, et on note ¢ ~ ¢, si
il existe P € GL2(Z) tel que ¢’ = ¢ - P. On dit que q et ¢’ sont proprement équivalentes,

et on note ¢ Z q,siq¢ =q- P avec P € SLy(Z).
Remarquons que si ¢ ~ ¢/, alors Disc(q) = Disc(¢').

Laloi (g, P) — q- P définit une action (a droite) du groupe GL2(Z) sur I’ensemble des
formes quadratiques binaires. Deux formes sont équivalentes si et seulement si elles sont
dans une méme orbite pour cette action. On en déduit que la relation ~ est une relation
d’équivalence. De méme deux formes sont proprement équivalentes si et seulement si
elles sont dans une méme orbite de SLy(Z) pour cette action, ce qui prouve que L est
aussi une relation d’équivalence, plus fine que ~.

Le principal intérét de la notion de formes équivalentes est que deux formes équiva-
lentes représentent les mémes entiers. Ainsi, si on s’intéresse aux entiers représentés par
une forme, on peut la remplacer par n’importe quel autre forme qui lui est équivalente.

En utilisant la matrice P = ({ % ), on obtient

Y(a,b,¢c) € Z3, [a,b,c] ~ [a,—b,c].

La proposition suivante montre comment certaines opérations élémentaires permettent
de bouger dans une classe d’équivalence propre.

Proposition 7.2. En utilisant les matrices (9 '), (§1) et (§ '), on obtient
Y(a,b,c) € Z3, [a,b, (] Z [e, —b, al

L la,b+2a,¢+b+a (7.2)

< la,b—2a,c—b+al
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Exemple. Par exemple, on peut facilement trouver une forme quadratique proprement
équivalente & ¢(X,Y) = 5X2 +6XY 4 2Y? au moyen de ces opérations élémentaires :

[5,6,2] £ [2,-6,5] <[2,—2,1] £ [1,2,2] L [1,0,1].

Remarque. Si g ~ ¢/, alors ¢ est primitive si et seulement si ¢’ est primitive. En effet,
comme ~ est une relation d’équivalence il suffit de montrer que si P € GLy(Z) et si
q - P est primitive alors ¢ est primitive. En effet si ¢ = ng” avec un entier n > 2 et ¢”
quadratique binaire, alors ¢ = ¢- P = n(q" - P).

Si n € Z est représenté par une forme quadratique binaire ¢, on recherche désormais
des formes proprement équivalentes a ¢ d’une forme particulierement simple.

Théoréme 7.3. Soit n € Z ~. {0}. Alors n est primitivement représenté par une forme
quadratique binaire q si et seulement si q est proprement équivalente a une forme n,b, c|
avec —|n| <b < |n|.

Démonstration. Si ¢ = [n,b,c], alors ¢(1,0) = n. Ainsi n est primitivement représenté
par g et par toute forme qui lui est proprement équivalente.

Réciproquement supposons qu’il existe ¢ et (z,y) € Z? tels que zAy = 1 et q(z,y) =
n. D’apres le théoréme de Bézout, il existe (v,w) € Z? tel que zw — yv = 1. Posons
P=(yw)€SLy(Z). On a alors q - P = [n,b, ] avec V/, € Z puisque ¢ - P(1,0) = n.
Effectuons la division euclidienne de b’ par 2|n|. On a alors i = b+ k|n| avec —|n| < b <

In|. En appliquant successivement les relations élémentaires (7.2), on obtient [n, ¥, ¢] <
[n, b, ¢] pour un certain entier ¢ € Z. O

Corollaire 7.4. Soit p un nombre premier et soit D € Z. Alors p est représenté par au
plus une classe d’équivalence de discriminant D.

Démonstration. L’entier p est premier, donc si p = q(x,y) avec (z,y) € Z?, on a néces-
sairement Ay = 1. Si p est représenté par deux formes ¢ et ¢/, on déduit du théoréme 7.3
quil existe des entiers b, ', ¢, avec —p < b, b < p tels que g ~ [p,b,c] et ¢ oy [p, b, .
En utilisant les relations (7.2), on voit que, quitte & remplacer L par ~, on peut méme
supposer 0 < b, < p. On a de plus b2 —4pc = D = (V)2 — 4pc’. On en déduit que
b2 = (b')? [4p] et donc que b = £ [p]. Comme 0 < b,b’ <p,onab="V oub' =p—b. Ce
dernier cas est exclus si p est impair car b et b’ doivent avoir la méme parité. Si p = 2,
on a également b’ # 2 — b car les carrés de 0, 1 et 2 sont distincts modulo 8 = 4p. Ainsi
b=10 et c=c puisque b? — 4c = (¥')? — 4¢/. On en déduit que ¢ ~ ¢'. O

7.1.3 Classes d’équivalence

Théoréme 7.5. Soit D € Z un entier qui n’est pas un carré. Il n’existe qu’un nombre
fini de classes d’équivalence propre (et donc de classes d’équivalence) de discriminant D.
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Pour démontrer ce théoréeme, nous allons utiliser un procédé de réduction appelé
réduction de Lagrange. C’est 'objet du lemme suivant.

Lemme 7.6. Soit D € Z un entier qui n’est pas un carré. Toute forme quadratique
binaire de discriminant D est proprement équivalente d une forme [a,b,c] avec —|a| <

b<lal <|e|l. On a alors 1 < |a| < \/%.

Démonstration. Soit ¢ une forme quadratique binaire de discriminant D. Choisissons
(z,y) € Z? tel que

la(z,y)| = min{lq(z’,y")| | (2,3) € Z* ~ {(0,0)}}.

Posons a = ¢(z,y). Remarquons dans un premier temps que x Ay = 1. En effet si
d= 1z ANy > 1, on peut écrire x = dz’, y = dy’ et |q(z,y)| = dlq(«',y)| > |q(2', )], ce
qui est absurde. Le théoreme 7.3 montre alors que g est proprement équivalente a une
forme [a, b, c] avec —|a| < b < |a|. Comme D n’est pas un carré, on doit avoir ¢ # 0.
Comme c est représenté par [a, b, |, on a donc |a| < |¢| par définition de (z,y).

La derniére inégalité se prouve en remarquant que

4la* < 4lalle| = [V = D| < [o* + |D| < |af® + [DI.

Ainsi |a| < \/%. O

On peut a présent prouver le théoreme 7.5.

Démonstration du théoréme 7.5. D’apres le lemme, toute classe d’équivalence propre de
discriminant D contient une forme [a,b,c] telle que |b] < |a| < || et |a| < |3£|. 1
y a donc un nombre fini de possibilités pour a, b et ¢ donc un nombre fini de classes
d’équivalence propre. O

Soit D € Z un entier non carré. On note Cl(D) ’ensemble des classes d’équivalence
propre de formes quadratiques binaires de discriminant D et P(D) C C1(D) I’ensemble
des classes d’équivalence propre de discriminant D qui sont primitives.

Théoréme 7.7. Soit D un entier non carré. Alors

Card CI(D) = Z Card P (D2> .
g=1 9
9°|D

Démonstration. Si [a,b, c] Y [a', b, ], alors PGCD(a,b,c) = PGCD(d, ¥, ). En effet,
si ¢ = [a,b,c] et d = PGCD(a,b,c), alors d est le plus grand entier n tel que ¢ = ng’
pour une forme quadratique binaire ¢'.
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On peut donc partitioner ’ensemble CI(D) en parties constituées de classes ayant le
méme pged. Remarquons par ailleurs que si PGCD(a, b, ¢) = g, alors [a, b, ¢] = gq pour
une forme quadratique binaire primitive ¢. Dans ce cas le discriminant de q est g%. On
en déduit une bijection

D
P <g2) ~ {[a:b,d] € CUD) | PGCD(a, b, c) = g}

donnée par g — gq. O

7.1.4 Nombre de classes d’équivalence dans le cas défini

On fixe désormais un entier D qui n’est pas un carré et tel que D < 0. On note
Cli (D) C CID) (resp. P+(D) C P(D)) l'ensemble des classes d’équivalence propre
(resp. primitives) qui sont de plus définies positives. On pose alors

h(D) = Card P4+ (D).

Remarquons qu’une forme quadratique binaire|a, b, ¢] de discriminant D < 0 est définie
positive si et seulement si a > 0.

On peut déterminer l'entier h(D) en dénombrant les formes quadratiques binaires
dites réduites. Une forme quadratique binaire [a, b, | de discriminant D est dite réduite
si

—a<b<a<c etsib>0lorsque a=c.

Théoréme 7.8. Toute forme quadratique binaire définie positive de discriminant D est
proprement équivalente a une unique forme réduite.

L’entier h(D) est donc égal au nombre de formes quadratiques primitives réduites
définies positives de discriminant D.

Démonstration. Montrons dans un premier temps ’existence d’une telle forme. D’apres
le théoreme 7.3, une forme quadratique binaire ¢ de discriminant D est proprement
équivalente a une forme [a, b, c] avec —|a| < b < |a] < |¢|. Comme ¢ est définie positive,
on a nécessairement a > 0 et ¢ > 0. Si a < ¢, [a,b,c] est réduite. Sinon, a = ¢ et
[a, b, c] Z [a, —b, a], donc on peut supposer b > 0, c’est-a-dire [a, b, a] réduite.

Montrons a présent I'unicité. Nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 7.9. Soit ¢ = [a, b, c] une forme réduite de discriminant D avec D < 0. Alors a
est le plus petit entier naturel non nul représenté par q. De plus si a < c, ¢ est le plus petit
entier non nul représenté primitivement par q et différent de a. L’équation a = q(z,y) a
exactement deux solutions si et seulement si a < c. Enfin, si a < ¢, l’équation ¢ = q(z,y)
a exactement deux solutions primitives, sauf si b = a.
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Démonstration. Rappelons 'égalité (7.1)
4aq(z,y) = (2az + by)* — Dy*.

Si |ly| > 2, on en déduit agq(x,y) > —D = 4ac — b>. Comme b*> < a? < ac, on a
4ac — b*> > 3ac et donc q(x,y) = 3¢ > ¢ puisque ¢ > 0. On en déduit que si ¢(z,y) = a
ou ¢(z,y) = ¢, on a nécessairement |y| < 1.

Siy =0, onaq(z,0) = ar?.

Par ailleurs ¢(z, —1) = q(—=x, 1), il suffit donc d’étudier le cas y = 1. De plus |2ax +

b| > |b| avec égalité si x =0 ou b= a et x = —1. Ainsi
v —D
VeeZ, q(x,1)> P
avec égalité si et seulement six =0oub=aet z =—1.

Pour conclure :

— a est bien le plus entier non nul représenté par ¢. Si ¢ > a, (£1,0) sont les seules
solutions de I’équation a = q(z,y);

— les seuls entiers entiers a < m < ¢ représentés par ¢ sont de la forme n2a et les
seules solutions de n?a = q(z,y) sont alors (£n,0). Ces entiers m ne sont donc pas
représentés primitivement par ¢. Ainsi, si ¢ > a 'entier ¢ est le plus petit entier
> a représenté primitivement par q.

— Sig(z,y) = ¢, avec y # 0, on a y = £1. Si ¢ > a, "équation a exactement deux
solutions (0,+1), sauf si b = a. O

On peut achever la preuve du théoréme. Supposons que [a, b, (] Z [a, b, /] sont
deux formes réduites proprement équivalentes de discriminant D. Le lemme donne une
caractérisation de a qui est indépendante de la forme choisie dans une classe d’équivalence
propre. On en déduit que a = @’. Comme ¢ = a si et seulement si a = ¢(z, y) a strictement
plus de deux solutions, on en conclut que

a<ceda <.

De plus, si a < ¢, le lemme nous donne une caractérisation de ¢ en terme des entiers
représentés primitivement par [a, b, c]. On en conclut que ¢ = ¢’. On a donc

b —dac=D = (V)* — 4d'd

donc b’ = +b.

Sia=c, et donc a’ = ¢, on doit avoir b > 0 et ¥ > 0, donc b = b'. Supposons donc
a < ¢ (et donc a' < ).

Posons ¢ = [a,b,c| et ¢ = [/, V,(]. Le lemme implique que b = a si et seulement
si ’équation ¢ = ¢(z,y) strictement plus de deux solutions primitives. Donc b = a si et
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seulement si I’équation ¢ = ¢/(z,y) strictement plus de deux solutions primitives. Ainsi
b = a si et seulement si ¥ = a’. Si b = a, on a donc b = a = a’ = V. On peut donc
supposer que b # a, et donc que b’ # a'.

On a alors ¢ = ¢ - P pour une matrice P € SLy(Z) et on peut écrire ¢'(z,y) =
q(ru+yv) olt u et v sont les deux vecteurs colonnes de P. Or q(u) = a’ = a. Donc d’apres
le lemme, u = £ (}). De méme ¢(v) = ¢ = ¢ donc v = £ (). Ainsi P = (361 iol)' Mais
comme de plus det P = 1, on a P = 415 et donc ¢ = ¢. Ceci achéve la preuve de
I"unicité. ]
Exemple. Utilisons ce résultat pour calculer h(—20). Il s’agit de faire la liste des formes
quadratiques q = [a, b, ¢], primitives et réduites, telles que b? — 4ac = —20. On sait que,
d’apres le lemme de la partie 7.1.3,

la| < D
al <\ — .
3

Ainsi a € {1,2}. De plus b* — 4ac = —20 donc b est pair.
— Sia=1,onabe{0,1}. Comme b est pair b=0 et c = 5.
— Sia=2,onabe {-1,0,1,2}. Comme b est pair, b € {0,2}. On a donc b =0 et
—8¢c = —20 qui n’a pas de solution ou b = 2 et 4 — 8¢ = —20 c’est-a-dire ¢ = 3. Les
deux formes [1,0,5] et [2,2, 3] sont réduites et primitives, on a donc h(—20) = 2.

On montre de méme que h(—4) = h(—3) = 1 (exercice).

7.2 Lien avec les groupes de classes des corps quadratiques

Soit d € Z un entier sans diviseur carré et différent de 1. On pose K = Q(+/d). On
rappelle que K est un corps quadratique et que Ok = Z[a] ou

Vd  sid=2ou3[4]
o =
L i g =114].

On a calculé que
A _ J4d sid=2ou3[4]
OB sid=14).

On appelle donc discriminant fondamental un entier D € Z ~ {1,4} tel que D = 1[4]
et D est sans diviseur carré ou D = 4d ou d est un entier congru a 2 ou 3 modulo
4 sans diviseur carré. Les discriminants fondamentaux sont donc tres exactement les
discriminants des extensions quadratiques de Q.

Théoréme 7.10. Soit D < 0 un discriminant fondamental. Posons K = Q(v/'D).
Alors h(D) = hg. Autrement dit le nombre de classes d’équivalence propre de formes

quadratiques binaires primitives définies positives de discriminant D est égal au nombre
de classes du corps Q(v D).
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Avant de prouver ce théoréme, effectuons quelques constructions. On fixe un discri-
minant fondamental D < 0.

On choisit v/D de sorte que Im v/D > 0, c’est-a-dire tel que v'D = iv/—D. Soit I un
idéal non nul de Ok. Alors I est un Z-module libre de rang 2, on peut donc I’écrire sous
la forme I = Zay @ Zas ou (aq,as) est une Q-base de K sur Q. Comme K ¢ R, une
base de K sur QQ est en particulier une base de C sur R. On a donc Ray # Ras dans C.
On en conclut que

a1 — agag ¢ R.

On dit que la base (a1, a9) est directe si Im(ajaz — agaq) > 0. Remarquons que si la
base (a1, az) n'est pas directe, alors la base (ag, ;) est directe.

Notons
S = {(a1,a) € K? | Zay ® Zay est un idéal non nul de Ok et (aq, az) est directe}.
Si a = (a1,a2) €S, on note I, I'idéal Zay @ Zas et on pose, pour (z,y) € Z2,

Ngjo(zar +yaz)  |zayg + yas|?
N(la) N(Ia)

o (a:, y) =

Nous allons en fait prouver le résultat suivant :

Proposition 7.11. (i) Pour tout o € S, la fonction q, est une forme quadratique
binaire primitive définie positive de discriminant D.

(ii) Pour « et 5 dans S, on a qq < qp si et seulement si les idéaux 1, et Ig sont
dans la méme classe.

(iii) L’application o q, induilt une bijection entre les ensembles C1(Ok) et P+ (D).

(iv) Soit a € S et soit ¢ € Cl(Ok). L’ensemble des entiers représentés par qo est

Iensemble des normes d’idéaux appartenant a la classe ¢ 1.

Démonstration. Commengons par prouver (i). Un calcul direct montre que

2* Ny jg(on) + y*Ng jg(az) + zy(onas + azan)
N(la) ‘

Y(z,y) € Z*, qa(z,y) =

Comme I, est un idéal de Ok, les nombres a; et gy sont des entiers de K, on a donc
Nk jgla1), Ngjglaz) € Z et araz + azar € QN Ok = Z. Pour montrer que g, est une
forme quadratique binaire, il suffit de vérifier :

4a(1,0) €Z, 4a(0,1) €Z, qa(1,1) € Z.

On aura en effet go = [ga(1,0), ga(1,1) — ga(1,0) — ga(0. 1), 4a(0, 1)]. Comme a < L,
on a (ay) C I et donc N(I,) | N((a1)) = Ng/g(a1). Donc

NK/Q(al)

N <%

th(l’ 0) =
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De méme, ¢,(0,1) € Z. Comme de plus a1 + ag € I,, on a de méme g, (1,1) € Z. Ainsi
da est bien une forme quadratique binaire. Comme ’extension K/Q est quadratique
imaginaire, on a N K/Q(x) = 2% 2 0 pour tout z € K avec égalité si et seulement si
x = 0. Ainsi ¢, est définie positive (voir I'exercice 3 du TD5 pour la premiere égalité).

Calculons le discriminant de ¢,. On a

Disc(qa) = N(1a) *((010z + a20)® — 4Nk (1) Nicjgor2))

= N(I,) *(az — asan)?
ap a ?

= N(I,)? o w

= N(Ia)_2AK/Q(OZ1, OZQ).

Or on a déja vu que
AK/Q(alv a2) = N(ICX)ZAOK/Z

de sorte que Disc(ga) = Ao, sz = D. Il reste a vérifier que la forme g, est primitive. Sup-
posons que ¢, = ng avec ¢ une forme quadratique binaire. Alors Disc(gq) = n? Disc(q’),
ainsi n? divise Disc(go) = D. Or D est sans facteur carré sauf si D = 4d avec d sans
facteur carré et d congru a 2 ou 3 modulo 4. Ainsi n = 1 ou n = 2 et Disc(¢') = d.
Le deuxieme cas est impossible car un discriminant de forme quadratique est toujours
congru & 0 ou 1 modulo 4. On en conclut que n = 1 et donc que g, est primitive.

Prouvons (ii). Soient a = (a1, a2) et f = (B1, f2) deux éléments de S. Supposons
dans un premier temps que I, = Ig. Alors il existe une matrice P € GLy(Z) telle que

()= ().

Comme P est a coefficients entiers, on en déduit que

Bi Bi\ _ ap ai
(52 52>_P<042 a2>'

En considérant les déterminants, on obtient
Im(ﬁlg — ﬁgE) = det(P) Im(ayag — agay).

Ainsi det(P) > 0 et P € SLy(Z). Il est clair que gg - P = g, et donc g3 Z Qo
Supposons désormais que I, ~ Ig. Il existe alors ¢; et ca dans O \ {0} tels que

c1lo = c2lg. On en déduit que ge,q L (e, - Par ailleurs

N jg(reion + ycraz)
N(cily)
B NK/Q(Cl) NK/@(JL'Oél + yaz)
~ Nggler) N(I,)

V([E, y) € ZZ’ qcla(l"y) =

= QOz(x7 y)
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. o +
et donc Geia = Qo d’olt go ~ ag-

Réciproquement supposons que g ~ qp. Soit P € SLy(Z) telle que g3 = qo - P.
D’autre part, on peut écrire

Nk jglaz)

72 = ———N “ )
V(x,y) € ) th(mvy) N(Ia) K/Q (a2x+y

Posons P = (7. 7). On a alors

43(z,y) = qa(px + qy, rz + sy)

et donc
N o(B2) By _ Ngjglaz) o
WNK/Q (,62:[: + ) = WNK/Q (2(]7«'17 + qy) + (’T’IIZ‘ + Sy))
— ]\WNK/Q (a}(pz; +7r)+ (qj—; + 5)y>
_ Ngjglaz) a; (P2 + 1)
=S o v+ ) e (o v

Pour exploiter cette proportionnalité entre formes quadratiques, nous allons utiliser
le lemme suivant.

Lemme 7.12. Soient 7 et 7/ deux éléments de C tels que Im7 > 0 et Im 7" > 0. Si les
deuz formes quadratiques q et ¢’ définies par (z,y) — |am +y|? et (z,y) — |z’ + y|?
sont proportionnelles sur Z2, alors T = 1.

Démonstration. 1’évaluation de ces deux formes en (0, 1) montrent qu’elles sont égales.
En développant les deux formes, on remarque que |7| = |7’| et ReT = Re7’. Ainsi
Im7=4Im7 donc Im7 =Im7’. O

Comme det(P) = 1, un calcul simple montre que

2
mpa1+qa2 _ |z m ™ < o.

I =
ra; + sag  |rag + sasl? Qa9

s . & _ pa1+ra2 . .
On en déduit que B = gonfsos Ainsi

Zﬁl -+ Z/BQ = lBQ(Zg; + Z)
I
=——= (Z 7
pr sag( (pa1 + rag) + Z(goq + sag))
B2
=—"  (Z 7
qoy + sag( oLt a2)
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car (2 ¢) € SLa(Z). On a donc I, ~ Ig.

Prouvons (iii). Le (ii) montre que I'application « — g, induit une application injec-
tive de Cl(Ok) vers P, (D). Il reste a prouver que cette application est surjective. Soit
donc ¢ = [a, b, c] une forme quadratique binaire primitive de discriminant D. On a

Y(z,y) € Z%, 4daq(z,y) = (2az + by)* — Dy? = N jg(2az + by + iy /~—Dy).
Posons alors a1 = 2a et ag = b — iy/=D. On a alors
a0 — azoq € 10, +o0]

donc « = (a1, a9) est une base directe de K sur Q. Supposons pour le moment que
1, = Zoq ® Zay est un idéal de Ok . On a alors

2a 2a =
AK/@(a17a2) = b—’l\/j b+l\/j = (4CZZ _D)2 :D(4a)2

Comme Ap, /7 = D, on a bien N(I,) = 4a et donc ¢ = qq.

Il reste & vérifier que I, est bien un idéal de Ok . Commencons par le cas ou D = 0 [4],
c’est-a-dire D = 4d avec d congru & 2 ou 3 modulo 4. On a alors O = Z[v/d]. 1 faut
prouver que [, est stable par multiplication par les éléments de Ok. Comme I, est déja
un sous-groupe additif de O, il suffit de prouver que vdI, C I, c’est-a-dire montrer
que Vday € I, et Vdasy € I,,. On a alors

vD vD, D b b D
0= VP =g =Vl g -y

b
:5(\/5—b)+2ac€Z2a@Z(\/5—b):[a

En effet, D est pair, donc b est pair. De méme

?2@2@\/52@(\/5b)+ab=a(\/§b)+2a2€]a.

Considérons le cas ot D = 1[4] et O = Z[l%@]. On a

LD - vp) - D+(b—1)\/5=b;1<\/5—b)+b(b_1)+b_D

2 2 2 2 2
b

VD —b) + bQ;D:bgl(\/ﬁ—b)—i—Qac.

b_
2
_b-

2

On a gagné car b est impair cette fois-ci. Enfin :

1 D b+1
+2\/>2a:a(1+\/5):a—i—a(\/ﬁ—b)—l—ab:a(\/ﬁ—b)—l— —g 2a € I,.
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Il reste & prouver (iv). Soit (x,y) € Z% et posons £ = za; + yas. On a (£) C I,.
Posons alors Jg = (£)I;! qui est un idéal de Of. Alors Je € ¢t et N(J¢) = qu(z,y).
Réciproquement supposons que J € ¢~ 1. Alors, il existe a et b dans O ~ {0} tels que

aJ = bI;1 et donc JI, = (€) ott € = ba~!. Ainsi & € I,J C I, et N(J) = %}@jf) _

da(z,y) ol § = za1 + yas. O

Remarque. Ce résultat nous donne un procédé tres efficace pour vérifier si deux idéaux
de Ok sont équivalents. Il suffit de calculer les formes quadratiques associées, de déter-
miner les formes réduites qui leur sont proprement équivalentes et de vérifier que ces
formes sont égales.

Corollaire 7.13. Toute classe d’idéal de Ok contient un idéal de norme < \/@.
Exemple. Donnons I’exemple du corps K = Q(iv/5). Son anneau d’entiers est O =
Z[iv/5] et son discriminant est D = —20. On a déja calculé que h(—20) = 2. Ainsi le
groupe des classes de 'anneau Ok est de cardinal 2 et donc isomorphe a Z/2Z. En
particulier, ce groupe ne contient pas d’élément d’ordre 3, ce qui acheéve (finalement!)
notre résolution de ’équation de Bachet 22 + 5 = y3 dans la section 6.2.6.

Donnons maintenant un exemple d’idéal non principal de 'anneau O . Rappelons qu’il
existe deux formes quadratiques primitives réduites de discriminant —20 : ¢; = [1,0, 5]
et g2 = [2,2,3]. Remarquons que I'idéal trivial est 1'idéal I, avec o = (i1/5,1). Ainsi

qa(z,y) = Nijg(ivs +y) = y* + 5z°

donc g4 = [5,0, 1] < q1. Ainsi la classe d’équivalence propre de ¢ = [1,0,5] est la classe
des idéaux principaux. Il suffit donc de donner un idéal I tel que gg soit proprement
équivalente a [2,2,3]. Considérons par exemple l'idéal T = (2,1 + z\/g) Remarquons
que I = 72 + Z(1 + i1/5) (attention ce n’est pas complétement évident, un petit calcul
s"impose). On a donc I = I avec 8 = (1 +iv/5,2) et N(I) = 2. Alors

1 ) 1
qs(x,y) = §|x + 2y + ziV/5]? = 5((30 + 2y)? + 522) = 322 4 2zy + 2°.

Alors
a5 =13,2,2] £ [2,-2,3] £ [2,2,3].

Ainsi I'idéal I n’est pas principal.

7.3 Formule du nombre de classes

7.3.1 Le symbole de Kronecker

Soit D < 0 un entier tel que D est congru a 0 ou 1 modulo 4. Nous allons définir un
caractere de Dirichlet qui étend le symbole de Legendre au cas ou le dénominateur peut
étre pair.
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Théoréme 7.14. Il existe un unique caractére de Dirichlet xp d’ordre 2 modulo |D)|
vérifiant la propriété suivante : si p est premier et si p t D, alors xp(p) = 1 si et
seulement si D est un carré modulo 4p. On a de plus xp(—1) = —1.

Démonstration. Commencons par prouver I'unicité. Comme x p est un caractere de Diri-
chlet modulo | D], il est déterminé par ses valeurs sur les nombres premiers p ne divisant
pas D. L’unicité en découle facilement.

Prouvons donc 'existence de xp. Commencgons par le cas ou D est pair. Alors D =
—2¢D" avec e > 2 et D' > 1 impair. Pour n > 1 premier & D, donc impair, posons

Xp(n) = <D>

n

le symbole de Jacobi modulo n. Si pt D, on a xp(p) = (%). Ainsi

Xp(p) = 1< D est un carré modulo p < D est un carré modulo 4p

en conséquence du théoreme des restes et du fait que p # 2. Vérifions que ’on a défini une
fonction | D|-périodique sur les nombres premiers & D. La loi de réciprocité quadratique
pour le symbole de Jacobi nous donne en effet (puisque n est impair si n est premier a

@O

— () ) (1),

Les trois premiers facteurs sont 8-périodiques et le dernier est D’-périodique. La fonction
XD est donc 8D'-périodique sur I’ensemble des entiers n > 1 premiers & D. Remarquons
que dans le cas particulier ou e = 2, on a

n

xoln) = (- (-5 (1),

Comme les deux premiers facteurs sont 4-périodiques, la fonction yp est cette fois-ci
4D'-périodique. Ainsi, quelque soit la valeur de e > 2, la fonction yp est 2¢D’' = |D|-
périodique sur ’ensemble N*. Elle se prolonge donc de facon unique en un caractere de
Dirichlet modulo |D|. De plus

w0 = -0 (5) =07 (5) =

Considérons maintenant le cas ou D est impair. Posons, pour n € Z,

xp(n) = (|g|) .
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11 s’agit, clairement cette fois, d’une fonction | D|-périodique. Vérifions qu’elle a les pro-
priétés voulues. Si pt D est premier et impair, on a, en utilisant le fait que |[D| = —D =

3[4],
w=(5) = () ()= (7)
xo@) =) =—)|—)=(-)-
D] p/\p p
Donc xp(p) =1 si et seulement si D est un carré modulo p, c’est-a-dire si et seulement

si D est un carré modulo 4p.

De plus, on a xp(2) = 1 si et seulement si |D| est congru & 1 ou —1 modulo 8. Comme
on sait de plus que |D| = 3[4], on a xp(2) = 1 si et seulement si |D| = —18], c’est-a-
dire D = 1[8]. Donc xp(2) =1 si et seulement si D est un carré modulo 8 (toujours en
utilisant que D = 1[4]). De plus

xp(—1) = (‘_Dl|> = (—I)W‘Tfl = —1. O

Le caractere xp s’appelle le symbole de Kronecker modulo D.

Remarque. Au cours de la preuve du théoréme 7.14, on a vu la formule suivante pour
le symbole de Kronecker : pour n > 1 et PGCD(n, D) =1,

Le symbole de Kronecker intervient dans la formule analytique du nombre de classes :

Théoreme 7.15. Soit D < 0 un discriminant fondamental. On a

w+/|D
n(o) = P L )
i
avec
6 siD=-3
w=<4 siD=—-4
2 sinon.
Corollaire 7.16. On a L(xp,1) > 0.
Exemple. Considérons le cas ou D = —4. Alors
1 sin=1[4]
X-4(n)=4q—-1 sin=3[4]
0 sinon.

On a par ailleurs déja calculé h(—4) = 1. On en déduit que

1 1 1 T
Lixul)=1_+, 1 Lo ™
(x-4,1) str—c T 1
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7.3.2 La fonction zéta de Dedekind

Soit D < 0 un discriminant fondamental. On note K le corps de nombres Q(v/D).
Pour tout n € N*, on note a(n) le nombre d’idéaux de Ok qui sont de norme n. Nous
allons prouver un peu plus loin que a(n) est fini pour tout n € N* de sorte que a est une
fonction arithmétique. La fonction zéta du corps K est la série de Dirichlet de a. Pour
tout s € C dans le domaine de convergence, on pose

(k(5) = Dals) =Y a(CL) S

nx1 n ICOk N(I)S

Lemme 7.17. Le groupe O est un groupe fini.

Démonstration. On commence par remarquer que x € O est inversible si et seulement
si Ngjg(r) = 1. En effet, on a x € O si et seulement si 20 = Og qui est encore
équivalent & N(zOk) = 1. Comme N (xOk) = |Ng/g(z)|, on déduit la remarque du fait
que Nk /g 2 0 et donc N, K/Q(x) = 1 puisque K est quadratique imaginaire.

Comme K est quadratique imaginaire, le groupe additif Ok est un réseau de C et
donc une partie discrete de C. On en déduit que

w=0gnN{zeCl|z|=1}

est fini. ]

On note wg le cardinal du groupe Oj.

Proposition 7.18. On a wg = 2 sauf st D = —3 auquel cas wig =6 ou D = —4 auquel
cas wig = —4.

Démonstration. Comme {£1} C O, on a toujours 2 | wk.

Le groupe Oj est fini, ses éléments sont donc de torsion, c’est-a-dire des racines
de I'unité. Comme les racines de I'unités de K sont des entiers algériques et méme des
inversibles de Ok, on en conclut que O est exactement le sous-groupe des racines
de l'unité incluses dans K. Soit ¢ une racine de 'unité d’ordre n. Le sous-corps de C
engendré par (¢ est de degré p(n) sur Q (cf TD). On en déduit que ¢ est contenue dans
un corps quadratique si et seulement si n € {1,2,3,4,6}. On en conclut que si wx > 2,
alors K = Q(¢3) =Q(¢), D= -3 et wg =6 ou K =Q(i), D = —4 et wx = 4. O

Nous allons admettre temporairement le résultat suivant.

Théoréme 7.19. Lorsque x tend vers +00, on a

2mh g

_ > — 7@0;{\/@35 + O(Vx).
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On en déduit un certain nombre de résultats.

Théoreme 7.20. La fonction arithmétique a a une abscisse de convergence égale a 1 et

2rhi

/= _(s—1)"%L
- |D‘( )

Cre(8) ~ss1
Démonstration. Le procédé de sommation par parties nous donne, pour n > 1 et s € C,

3~ all) Ml | [ Ml
k=1 1

k s t5+1

On en conclut que ’on peut écrire, pour s € 111,
2

2mh 1
=+
W)= e yDls—1 I
ol ¢ est holomorphe. On en déduit le résultat. O

7.3.3 Un résultat sur les réseaux de R"

Dans tout ce qui suit, pour un réel A > 0, on note B(0,\) la boule fermée de centre
0 et de rayon A de R™ muni de la distance euclidienne :

BO,A) = {x € B" | [lz] < A}.

On appelle réseau de R™ un sous-groupe additif de R™ engendré par une base de R".

Un réseau A est donc un sous-groupe A = Ze; @ - - - @ Ze,, de R" ou (ey,...,e,) est une
base de R™. Une maille élémentaire d'un réseau A est une partie de R™ de la forme
n
M =]] [0,1]e;.
i=1

On a alors une partition de R” donnée par

R" = [] (= + M).
TzEA

Il y a beaucoup de choix possibles de base (eq,...,e,) donnant lieu au méme réseau.
Cependant le volume de la maille M ne dépend pas du choix de la base (e1,...,e,). En

/

effet si (e, ..., e},) est une autre base du Z-module A, il existe une matrice P € GL,(Z)

telle que Pe; = ¢} pour tout 1 < i < n. Posons M' =[] [0,1]e;. On a alors
Vol(M') = |det(e], ..., el)| = |det(P)||det(eq,. .., en)| = Vol(M).
Le nombre réel Vol(M), qui ne dépend donc que de A, est appelé volume du réseau A et
noté Vol(A).
Soit zg € R™. Si A > 0, on pose

N(X) = Card((xo + A) N B(0,\)).
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Lemme 7.21. On a un équivalent, lorsque A — 400,

» Vol(B(0,1))

Ny =2 Vol(A)

+o(m .

Démonstration. Soit M une maille élémentaire du réseau A. Soit
d = sup{llz —y| | v,y € M}
le diametre de la partie M. Posons

AN) ={x € (o +A)N B0, —d)}
B\) ={z € (xo+A)NB(0,\+d)}.

Remarquons que si z € A(A), on a x + M C B(0,\). Réciproquement si y € B(0, A), il
existe x € B(\) tel que y € x + M. Ainsi

[I @G+mcBONC [ (=+M).
ze AN z€B(N)

On en déduit que, pour tout A > 0,

Card(A(\)) Vol(M) < Vol(B(0, \)) < Card(B(X)) Vol(M).

Par ailleurs, on a Vol(B(0,\)) = A" Vol(B(0,1)). Ainsi, en remarquant que N(\) =
Card A(A + d) = Card B(A — d), on a

(A= d)" Vol(B(0, 1)) < N(A) Vol (M) < (A + d)" Vol(B(0, 1)).

On en déduit le développement asymptotique recherché. ]

Nous n’utiliserons en fait que le cas particulier ou n = 2.

Proposition 7.22. Soit K un corps quadratique imaginaire de discriminant D. Soit I
un idéal non nul de Ok . On a alors, lorsque n tend vers +oo,

Card{a € I | Ngg(a) <nN(I)} = n+ O(v/n).

™
DI

Démonstration. Comme N (I) est le cardinal de Ok /I, on a Vol(I) = N(I) Vol(Ok). Le
résultat est alors une conséquence du lemme 7.21 en tenant du fait que Ny g(a) = |of?
pour o € K.

On peut désormais démontrer le théoreme 7.19.
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Démonstration du théoréme 7.19. Le groupe Cl(Of) est fini. Soit h = hx et soient
I, ..., I des idéaux de Ok représentant les classes de Cl(O). Remarquons que leurs
inverses I; L b ! forment aussi une famille de représentants des éléments de Cl(Ok).
Soit I un idéal de Ok. Pour 1 < ¢ < h,ona I ~ Ifl si et seulement II; = («) avec
a € Ok. De plus N(I) < n si et seulement si Ng g(a) = [Ng/g(a)| < nN(I;). Comme
le groupe fini O agit librement sur O ~ {0}, on en déduit que

Card{I C O | I ~I; ' et N(I) < n} = Card{a € I; | Ng/g(a) < nN(I)}.

1
Card O

On déduit donc le résultat de la proposition 7.22. O

7.3.4 Factorisation de la fonction zéta de Dedekind

Soit P 'ensemble des idéaux premiers non nuls de Ok

Théoréme 7.23. Pour tout s € {Res > 1}, on a
) = 11

K(s) = oS

1= N(p)=

pPEPK

Démonstration. Soit N > 1 un entier. La famille (N(I)™%);co, est sommable d’apres le
théoreme 7.20. En particulier, pour p € P, la série Y50 N (pF) ™ = (1= N(p)~*) "' est
absolument convergente. Soient p1, ..., p, les idéaux premiers non nuls de O de norme
plus petite que N. La formule du produit de Cauchy nous donne donc

IERCRRED vl | USRI I 1 CO I
N(p)<N (n1,...,nr)ENT =1 (n1,n2,...,ny)ENT 1=1

Soit Ax l'ensemble des idéaux non nuls I C Og dont les diviseurs premiers sont de
norme plus petite que N. L’anneau Ok étant de Dedekind, on a

I[[ A-NE™)"=> Na)™

N(p)gN Ie AN

Comme la famille (N(I)™®);co, est sommable, on en conclut que la suite

( I1 (1—N(p)‘s)‘1)
N(p)<N NeN

converge vers ) o, N(I)™%, c’est-a-dire

[T @=N@p)™)" =Cxls). -

PEPK
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Le résultat suivant a été vu en TD.

Proposition 7.24. Soit p un nombre premier. On est alors dans une des trois situations
suivantes :

— xp(p) =1 et pOg = p1p2 0u Py et po sont deuz idéaux premier distincts de O et
de norme p.

— xp(p) = —1 et pOg est un idéal premier de Ok, de norme p*.

— xp(p) =0 et pOx = p? ou p est un idéal premier de O de norme p.

Théoréme 7.25. Pour tout Res > 1, on a
Cx(s) = C(s)L(xD, 5)-

Démonstration. On déduit de la proposition, ainsi que des factorisations de (g, ¢ et
L(xp,—) en produits eulériens qu’il suffit de prouver que, pour tout p premier, on a

[T @=Nm)™)=0-p*)0—-xpPp®).
pEPK
plpOK

On fait alors une étude au cas par cas.

— Siyp(p) =1, on a pOx = pips et donc
(1=Np) ™)1 =N(p2)™*) = (1=p*)? = (1=p~*)(1 — xpP)p™).
— Sixp(p)=—1,0ona
(1=N@OK)™*)=1-p ) =1-p*)1+p") =1 -p*)(1 = xp@)p™°).
— Sixp(p) =0, 0ona

(1-=NpE) ™) =0Q-p°)=Q10-p°)A—xpP)p ). O

Le théoréeme 7.15 est alors une conséquence des théoremes 7.20 et 7.25.

Références

Les formes quadratiques binaires sont abordées dans le livre de Hua [4] : chapitre 12.
Le lien entre les groupes de classes des corps quadratiques et les formes quadratiques
binaires est traité dans le livre de Hecke [7] : section 53 du chapitre 7, tandis que la
fonction zéta de Dedekind est discutée dans la section 42 du chapitre 6.



Quelques mathématiciens

Abel, Niels Henrik (1802-1829).
f?,} Mathématicien norvégien connu en particulier pour ses travaux en ana-
- lyse mathématique sur la notion de convergence de divers types de séries,
m et pour sa démonstration de la non-résolubilité par radicaux d’un poly-
noéme quelconque de degré au moins 5.

Alford, William Robert (1937-2003).

Mathématicien américain qui s’est intéressé a la topologie et a la théo-
rie des nombres. Il a démontré en 1994 avec Granville et Pomerance
I'existence d’une infinité de nombres de Carmichael.

Mathématicien francais qui s’est intéressé a la géométrie algébrique puis
aux équations diophantiennes. En 1977, il a démontré que ((3) est irra-
tionnel. Sur sa pierre tombale au cimetiere du Pere-Lachaise est gravée
Dinscription 1+ § + 5= + g5 + -+ # g.

Artin, Emil (1898-1962).

Mathématicien autrichien principalement connu pour ses travaux sur les
anneaux non commutatifs, ainsi que sur les anneaux désormais qualifiés
d’artiniens. Ses conjectures sur la fonction zéta pour une courbe sur un
corps fini, et sur les racines primitives, ont suscité de nombreux travaux
en géométrie arithmétique et en théorie des nombres.

€

Bachet de Méziriac, Claude Gaspard (1581-1638).

Mathématicien, poete et traducteur francais connu pour avoir écrit un
recueil de récréations mathématiques, contenant en particulier la pre-
miere démonstration connue de l'identité de Bézout. Il s’est notamment
intéressé aux équations diophantiennes, aux fractions continues et aux
carrés magiques.
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Bernoulli, Jacques (1654-1705).

Mathématicien et physicien suisse (& ne pas confondre avec son frere
Jean ou ses neveux Daniel et Nicolas) qui s’est intéressé au calcul dif-
férentiel (utilisant pour la premiere fois le mot d’intégrale), aux séries
infinies (montrant la convergence de > >, #), a diverses courbes remar-
quables (telles que la spirale logarithmique, la cycloide, la lemniscate) et
a la résolution de certaines équations différentielles. Son ouvrage sur les
probabilités discute d’une suite de nombres apparaissant dans une série
exponentielle et qui porte désormais son nom.

Bertrand, Joseph (1822-1900).

Mathématicien, économiste et historien des sciences francais, il est connu
pour ses nombreux traités en arithmétique, algebre, calcul différentiel et
intégral, géométrie différentielle et probabilités. Il a conjecturé en 1845
I’existence d’un nombre premier entre n et 2n — 2 pour tout entier n > 3.

Bézout, Etienne (1730-1783).

Mathématicien francais, principalement connu pour ses travaux sur les
équations algébriques. Il observe que 'identité qui porte son nom, mais
avait été démontrée par Bachet pour des entiers, reste vraie pour des
polynémes. Le théoreme de Bézout étudie le nombre de points d’inter-
sections de deux courbes algébriques planes.

Carmichael, Robert Daniel (1879-1967).

Mathématicien américain qui s’est intéressé aux équations différentielles,
a la théorie des nombres, & I'analyse diophantienne et a la théorie des
groupes. En particulier, il a étudié les nombres absolument pseudo-
premiers, qui portent désormais son nom. Il a conjecturé que le nombre
d’antécédents d’un entier naturel par la fonction indicatrice d’Euler n’est
jamais égal a 1. La conjecture de Carmichael est encore ouverte a ce jour,
méme si on sait qu'un contre-exemple devrait dépasser 1010%°

Cauchy, Augustin Louis (1789-1857).

Mathématicien frangais extrémement prolifique, dont les recherches ont
couvert ’ensemble des domaines mathématiques de 1’époque. Ses tra-
vaux précurseurs concernent ’analyse réelle et complexe, les groupes de
permutation, I’étude des séries, les équations différentielles, les détermi-
nants, les probabilités et la physique mathématique.

Cramer, Gabriel (1704-1752).

Mathématicien genevois, principalement connu pour sa méthode de ré-
solution des systemes d’équations linéaires au moyen de déterminants.
Ses travaux ont porté essentiellement sur I'algebre et la géométrie, en
particulier les courbes planes et la géométrie analytique.
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de La Vallee-Poussm, Charles-Jean (1866-1962).

Mathématicien belge, principalement connu pour avoir démontré le théo-
reme des nombres premiers, en utilisant des méthodes de I’analyse com-
plexe. Ses travaux ont également touché a ’analyse et aux équations
différentielles, et plus tard a la théorie du potentiel et a la représenta-
tion conforme en analyse complexe.

Dedekmd Richard (1831-1916).

Mathématicien allemand, pionnier de 'axiomatisation de 1’ar1thmet1que
connu pour sa construction des nombres réels au moyen des “coupures”

qui portent son nom. Il a également introduit la notion d’idéal et dé-
veloppé la théorie des entiers algébriques. L’application de ses idéaux
aux surfaces de Riemann lui a permis de donner une démonstration al-
gébrique du théoreme de Riemann-Roch.

Diophante d’Alexandrie (2éme ou 3éme siécle).
DIOPHANT ’ . . 7’ N . . .
Siesy) Mathématicien de langue grecque ayant vécu a Alexandrie, principale-
ment connu pour son traité d’arithmétique, dans lequel il traite de cer-
taines équations en nombres entiers, qui portent désormais son nom. Ce

traité a notamment été traduit par Bachet et annoté par Fermat.

Dirichlet, Johann Peter Gustav Lejeune (1805-1859).

Mathématicien prussien qui a contribué a larithmétique par la théorie
analytique des nombres, ainsi qu’a ’analyse mathématique par la théorie
des séries de Fourier. Lors de ses études en France sous la supervision
de Poisson et Fourier, il démontre le cas de I’exposant 5 pour le Grand
Théoreme de Fermat. Il a également démontré que toute progression
arithmétique, de premier terme premier avec la raison, contient une in-
finité de nombres premiers.

Eisenstein, Ferdinand Gotthold Max (1823-1852).

; Mathématicien prussien spécialisé en théorie des nombres et en analyse,
il a notamment obtenu des théoremes de réciprocité pour des résidus
cubiques, et travaillé sur les formes quadratiques et cubiques, ainsi que
la partition de nombres premiers en sommes de carrés.

Erdos, Paul (1913-1996).

i Mathématicien hongrois particulierement prolifique dans de nombreux
domaines, en particulier en combinatoire, théorie des graphes et théorie
des nombres, ayant travaillé avec énormément de collaborateurs, au point
qu’est devenu célebre le nombre d’Erdés, qui mesure la distance de col-
laboration entre un mathématicien donné et Erdds. Ses démonstrations
sont tres réputées pour leur ingéniosité et pour leur élégance.
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Euclide d’Alexandrie (325 avant JC-265 avant JC).

Mathématicien grec, connu principalement pour son traité de géométrie
qui a influencé le développement des mathématiques occidentales durant
plus de 2000 ans. Son traité aborde également les constructions a la regle
et au compas, ainsi que les nombres premiers et le plus grand diviseur
commun.

Euler, Leonhard (1707-1783).

Mathématicien et physicien suisse, qui a apporté de grandes avancées
dans des domaines tres variés incluant le calcul infinitésimal, la théorie
des nombres, la géométrie du triangle, la théorie des graphes, la méca-
nique et la dynamique des fluides. En arithmétique, il a notamment défini
la fonction indicatrice qui porte son nom, généralisé le petit théoréme de
Fermat, conjecturé la loi de réciprocité quadratique et démontré que la
somme des inverses des nombres premiers diverge, en découvrant le lien
entre la fonction zéta de Riemann et les nombres premiers.

Fermat, Pierre de (1601-1665).

Magistrat et mathématicien amateur francais, principalement connu
pour ses contributions liées aux équations diophantiennes. Par une an-
notation dans la marge d’une traduction par Bachet du traité de Dio-
phante, il affirme savoir démontrer que la généralisation de I’équation de
Pythagore aux exposants supérieurs a 2 n’admet pas de solution entiere
non triviale. Le Grand Théoreme de Fermat fut finalement démontré par
Wiles en 1994, apres avoir entrainé d’importantes découvertes mathéma-
tiques durant 3 siecles.

Fibonacci, Leonardo (1170-1250).

Mathématicien italien qui a popularisé 1'utilisation des chiffres arabes
en Europe, par son livre Liber abaci. Ce livre contient des problemes,
dont un concernant la reproduction des lapins, faisant intervenir une
suite qui porte désormais son nom et pour laquelle il est principalement
connu de nos jours. Dans ses recherches en arithmétique, il introduit les
congruences et trouve des triplets pythagoriciens.

Fourler, Joseph (1768-1830).

Mathématicien et physicien francais principalement connu pour sa dé-
composition de fonctions en séries trigonométriques portant désormais
son nom. Sa transformée lui permet d’étudier I’équation de la chaleur.
Les difficultés techniques liée a ces outils ont accompagné toute I'histoire
de la théorie de I'intégration.
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Gauss, Carl Friedrich (1777-1855).

Mathématicien, astronome et physicien allemand, surnommé “prince des
mathématiciens” et considéré comme l'un des plus grands mathémati-
ciens de tous les temps. Sa these contient la premiere démonstration
du théoreme fondamental de 'algebre, et il développe ensuite de nou-
velles méthodes en théorie des nombres, telles que la réciprocité qua-
dratique. Chargé de travaux de triangulation, il rédige des traités de
géodésie et de géométrie différentielle. Ses travaux les plus célebres en
physique concernent ’électromagnétisme.

Granville, Andrew (1962-).

Mathématicien britannique, spécialisé en théorie analytique des nombres.
Avec Alford et Pomerance, il démontre en 1994 'existence d’une infinité
de nombres de Carmichael. Il a également travaillé sur la conjecture de
Goldbach, la conjecture abc, la conjecture de Cramér et les nombres

premiers jumeaux.

Hadamard, Jacques (1865-1963).
Mathématicien frangais, connu pour ses travaux dans de nombreux do-

::f i maines des mathématiques. Ses résultats célebres incluent le théoreme
‘ des nombres premiers en théorie des nombres, le théoreme de Cauchy-
Hadamard et le théoréme des lacunes d’Hadamard en analyse complexe,

le théoreme de Cartan-Hadamard en géométrie différentielle ainsi que le
théoreme d’Hadamard-Levy. Il a également défini la notion de probleme
bien posé en théorie des équations aux dérivées partielles.

Heath-Brown, Roger (1952-).
74 ‘? Mathématicien britannique, spécialisé en théorie analytique des nombres.
T Parmi ses nombreuses contributions a ’arithmétique, il a démontré I'exis-
tence d’une infinité de nombres premiers de la forme z® + 2y3. Il a éga-
lement travaillé sur la conjecture d’Artin et démontré que parmi trois
entiers sans carré multiplicativement indépendants, I'un au moins est
une racine primitive modulo une infinité de nombres premiers.

Hermlte, Charles (1822-1901).

¥ Mathématicien francais, principalement connu pour sa méthode d’inter-
polation qui perfectionne celle de Lagrange ainsi que pour sa démons-
tration de la transcendance de e. Il a également utilisé les fonctions
elliptiques pour résoudre les équations de degré 5, qui ne peuvent étre
résolues par radicaux.
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Hooley, Christopher (1928-2018).

8 Mathématicien britannique, spécialisé en théorie analytique des nombres.
Il a démontré que ’hypothese de Riemann généralisée implique la conjec-
ture d’Artin. Il est également connu pour sa preuve de la validité du
principe de Hasse pour les formes cubiques non-singulieres d’au moins 9
variables, ainsi que pour ses nombreuses publications sur le théoreme de
Barban-Davenport-Halberstam.

Hurwitz, Adolf (1859-1919).
r

Mathématicien allemand, principalement connu pour ses résultats en
analyse complexe, ainsi que pour le théoreme des automorphismes por-
tant son nom, bornant ’ordre du groupe des automorphismes d’une sur-
face de Riemann de genre g > 1. Il s’est également intéressé a I’approxi-
mation diophantienne, aux quaternions dont les composantes sont toutes
entieres ou semi-entieres, et a la stabilité des systémes de controle.

Ikehara, Shikao (1904-1984).

Mathématicien japonais, qui a utilisé en 1931 la théorie taubérienne de
son maitre Wiener pour donner une nouvelle preuve du théoreme des
nombres premiers. Les démonstrations antérieures utilisaient plus d’in-
formations sur le comportement de la fonction zéta, comme leur com-
portement asymptotique sur la droite Re(s) = 1.

Jacobi, Carl Gustav Jakob (1804-1851).

Mathématicien allemand, surtout connu pour ses travaux sur les inté-
g grales elliptiques, les équations aux dérivées partielles et leur applica-
¥ tion a la mécanique analytique. En théorie des nombres, il démontre le
théoréme des nombres polygonaux annoncé sans preuve par Fermat; il
redémontre et généralise la loi de réciprocité quadratique, au moyen de
sommes qui portent désormais son nom.

Kronecker, Leopold (1823-1891).

&

Mathématicien et logicien allemand, principalement connu pour ses
contributions sur les fonctions elliptiques, sur la théorie des équations
algébriques, sur les nombres algébriques, ainsi que sur I’approximation
diophantienne. Partisan du finitisme, il s’oppose aux travaux de Can-
tor sur l'infini, répugne a utiliser les nombres irrationnels et soutient
fermement que les nombres transcendants n’existent pas.
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Krull, Wolfgang (1899-1971).

Mathématicien allemand, spécialiste de ’algebre commutative, princi-
palement connu pour sa notion de dimension d’un anneau et pour le
théoreme de Krull-Schmidt sur la décomposition de certains groupes en
sous-groupes indécomposables. Il a également étendu la théorie de Galois
aux extensions de corps infinies.

Kummer, Ernst (1810-1893).
! § Mathématicien allemand, principalement connu pour sa théorie des

nombres idéaux, développée pour tenter de corriger sa preuve erronée
du dernier théoreme de Fermat. Il a aussi introduit la notion de groupe
des classes et a démontré le dernier théoreme de Fermat pour les ex-
posants premiers réguliers. Ses contributions portent également sur les
séries hypergéométriques, sur les corps cyclotomiques, et sur une surface
singuliere qui porte désormais son nom.

Landau, Edmund (1877-1938).

Mathématicien allemand, principalement connu pour la diffusion et
I'usage des notations portant désormais son nom pour le comportement
asymptotique de fonctions. Il a donné en 1903 une preuve du théoreme
des nombres premiers bien plus simple que celle de Hadamard et de La
Vallée-Poussin. Ses nombreuses publications en théorie des nombres ont
profondément influencé ce domaine.

Laplace, Pierre-Simon de (1749-1827).

Mathématicien, astronome, physicien et homme politique francais, qui
a apporté des contributions fondamentales dans divers scientifiques, tels
que la mécanique céleste, les probabilités, I'analyse et les équations dif-
férentielles. Il est notamment 'auteur de la méthode de variation des
constantes, et développe des méthodes pour le calcul d’intégrales, qu’il
utilise dans son étude des probabilités. Il y utilise également la transfor-
mée qui porte désormais son nom, méme si celle-ci fut découverte par
Euler.

Lebesgue, Henri (1875-1941).

Mathématicien francais, trés réputé pour sa théorie de l'intégration, gé-
néralisant 'intégrale de Riemann, et basée sur sa théorie de la mesure et
des fonctions mesurables, prolongeant les travaux de son ancien maitre
Borel sur les tribus boréliennes. Il a également établi les fondements
rigoureux de la transformée de Fourier.
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Legendre, Adrien-Marie (1752-1833).
Mathématicien francais, ayant contribué a de nombreux domaines dif-
1.2 férents. En physique, sa transformation permet de passer de la méca-
% nique lagrangienne a la mécanique hamiltonienne. En arithmétique, il
démontre l'irrationalité de 7, conjecture le théoreme des nombres pre-
miers et pense avoir démontré la loi de réciprocité quadratique. Il mo-
dernise les Elements d’Euclide en un livre qui fera référence pendant un
siecle pour 'apprentissage de la géométrie.

Lindemann, Ferdinand von (1852-1939).

Mathématicien allemand, célebre pour sa démonstration de la transcen-
| dance de 7, par des méthodes similaires a celle utilisées par Hermite
_ pour le nombre e. Sa theése de doctorat avait porté sur la géométrie non
euclidienne.

Liouville, Joseph (1809-1882).
(—‘ Mathématicien frangais, principalement célebre pour son théoreme d’a-
-\”,) nalyse complexe sur les fonctions entieres. Il a contribué a de nombreux
autres domaines, notamment la mécanique hamiltonienne et les inté-
grales elliptiques. En théorie des nombres, il démontre 'existence des
nombres transcendants en utilisant les fractions continues et son théo-
reme d’approximation diophantienne montre que les nombres irrationnels
algébriques sont “mal” approchés par les rationnels. Avec Sturm, il met

au point une méthode de résolution pour certaines équations intégrales.

Mellln, Robert Hjalmar (1854-1933).

Mathématicien finlandais, principalement connu pour avoir développé la
transformation intégrale qui porte son nom. Il a également étudié les
fonctions gamma associées, les fonctions hypergéométriques, les séries
de Dirichlet et la fonction zéta de Riemann.

Mertens, Franz (1840-1927).

Mathématicien allemand d’origine autrichienne, connu pour ’améliora-
tion qu’il a apportée a la démonstration du théoréme de Dirichlet sur les
nombres premiers dans une progression arithmétique. Il a également dé-
montré trois théorémes qui portent son nom sur la densité des nombres
premiers, a partir du théoreme de Tchebychev. Il a formulé une conjec-
ture, réfutée un siecle plus tard, qui aurait impliqué ’hypothese de Rie-
mann.
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Moblus, August Ferdinand (1790-1868).

q Mathématicien et astronome théoricien allemand, principalement célébre
pour sa découverte du ruban qui porte son nom, surface non orientable
a une seule face. En géométrie projective, il introduit les coordonnées
homogenes et des transformations qui portent son nom. En théorie des
nombres, il définit une toute autre transformée, en lien avec la fonction
et la formule d’inversion qui portent son nom.

Noether, Emmy (1882-1935).

Mathématicienne allemande, spécialiste d’algebre abstraite et de phy-
sique théorique, principalement connue pour avoir révolutionné les théo-
ries des anneaux, des corps et des algebres. Les anneaux satisfaisant a
la condition de chaine ascendante sont nommés en son honneur, pour
l'usage élégant qu’elle a fait de cette condition. En physique, le théo-
reme qui porte son nom établit le lien entre la symétrie et les lois de
conservation.

Pell, John (1611-1685).

; Diplomate et mathématicien anglais, principalement connu pour I’équa-
tion diophantienne nommée apres lui et Fermat par Euler. Son nom a
également été donné par Euler & une suite d’entiers satisfaisant une re-
lation de récurrence similaire a la suite de Fibonacci.

Poisson, Siméon Denis (1781-1840).

Mathématicien, géometre et physicien francais, principalement connu
pour la loi de probabilités qui porte son nom ainsi que pour ses travaux
sur les séries et les intégrales de Fourier. En physique, ses contributions
principales concernent 1’électromagnétisme et les mouvements des pla-
netes. Une constante en théorie de 1’élasticité porte également son nom.

Pomerance, Carl (1944-).

Mathématicien américain, spécialisé en théorie des nombres. Il a démon-
tré que tout nombre parfait impair contient au moins 7 diviseurs premiers
distincts. Avec Alford et Granville, il a montré I'existence d’une infinité
de nombres de Carmichael. Il a également découvert une méthode de
factorisation, dite du crible quadratique.

an Jiushao (1202-1261).

. Mathématicien chinois, connu pour avoir publié un traité de mathéma-
tiques, contenant une version du théoreme des restes chinois. Il a déve-
loppé des techniques permettant de résoudre certaines équations algé-
briques, similaires a la méthode de Ruffini-Horner tres postérieure, et a
introduit I'utilisation du symbole zéro dans les mathématiques chinoises
écrites.
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Riemann, Bernhard (1826-1866).

- 3 Mathématicien allemand, célebre pour ses nombreuses contributions im-
portantes a la topologie, 'analyse, la géométrie différentielle et la théorie
des nombres. Il développe la théorie des fonctions d’une variable com-
plexe, en introduisant les surfaces qui portent désormais son nom. Ses
travaux sur les intégrales menent a celles portant désormais son nom. Il
modifie profondément la conception de la notion de géométrie, ouvrant
la voie aux géométries non euclidiennes. Il étend la fonction zéta étu-
diée par Euler aux nombres complexes afin d’étudier la répartition des
nombres premiers, et formule sa célebre hypotheése.

Roth, Klaus (1925-2015).

Mathématicien britannique d’origine allemande, qui a remporté la mé-
daille Fields pour avoir démontré que tout nombre algébrique irrationnel
a un exposant d’approximation égal a 2, en théorie de I'approximation
diophantienne. Il a également démontré que les sous-ensembles des en-
tiers de densité positive doivent contenir un nombre infini de progressions
arithmétiques de longueur trois.

Siegel, Carl (1896-1981).

| Mathématicien allemand, spécialiste de la théorie des nombres, connu
9{ pour ses travaux en approximation diophantienne. Il a également dé-
: montré un important théoreme de finitude pour les points entiers des
courbes de genre > 1. Il a obtenu beaucoup d’autres résultats sur des
sujets variés incluant les formes quadratiques, les formes modulaires, et
des questions de transcendance. Il a également apporté de nombreuses
contributions en mécanique céleste.

Sun Zi (entre le 3éme et le 5éme siécle).

Mathématicien et astronome chinois, connu comme 'auteur d’un traité
de mathématiques qui décrit les regles d’utilisation des baguettes & cal-
culer, et qui traite de nombreux problémes autour des nombres entiers.
En particulier, on y trouve un probléme qui est résolu au moyen du
théoréme des restes chinois.

Tauber, Alfred (1866-1942).

Wb, Mathématicien autrichien, connu pour la dénomination “théoremes tau-
bériens” imaginée par Hardy et Littlewood, suite a ses résultats impor-
tants sur les séries divergentes. Il a également travaillé en théorie des
fonctions, en théorie du potentiel, sur les équations différentielles et sur
la fonction gamma.
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Tchebychev, Pafnouti (1821-1894).

Mathématicien russe, connu pour ses travaux en probabilités, en statis-
tiques et en théorie des nombres. Il établit une loi des grands nombres
trés générale, dont la démonstration est basée sur une inégalité portant
désormais son nom ainsi que celui de Bienaymé. En théorie des nombres,
ses travaux visent a démontrer le théoreme des nombres premiers, dont
il s’approche sans toutefois ’atteindre; il démontre néanmoins la conjec-
ture de Bertrand.

Thue, Axel (1863-1922).

Mathématicien norvégien, connu pour ses travaux en combinatoire et en
théorie des nombres. En combinatoire des mots et grammaire formelle,
il étudie notamment les mots sans répétition, ce qui aura plus tard de
I'influence en informatique théorique. En théorie des nombres, ses contri-
butions en approximation diophantienne sont le précurseur des travaux
de Siegel puis de Roth.

von Mangoldt, Hans Carl Friedrich (1854-1925).

Mathématicien allemand, qui a contribué a la démonstration du théo-
reme des nombres premiers, en donnant des preuves rigoureuses d’énon-
cés montrés partiellement par Riemann sur le comptage des nombres
premiers en-dessous d’une certaine valeur. L’une des fonctions jouant un
role dans ce comptage fut nommeée en son honneur.

Weierstrass, Karl (1815-1897).

| Mathématicien allemand, connu comme “le pére de l’analyse moder-
ne”, dont il propose une construction logique rigoureuse, ce qui lui per-
mit de démontrer véritablement divers théorémes jusque la intuitifs,
comme le théoreme des valeurs intermédiaires et le théoréme de Bolzano-
Weierstrass. Ses autres contributions a ’analyse portent notamment sur
le calcul des variations, les fonctions elliptiques et la factorisation des
fonctions entiéres en un produit qui porte désormais son nom.
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