Orsay 2008-2009 IFIPS S2 Mathématiques (M160).
Corrigé du controle numéro 2.

Exercice 1 : Systémes linéaires.
Dans chaque cas on n’utilise que des opérations élémentaires (qui conservent ’ensemble des
solutions), donc on travaille bien par “équivalence ” :

)

r—2y+3z =2 r—2y+3z =2 r—2y+3z =2
20 —y— z =3 = y—7z =-1 (Ly—2Ly) <= y—2z =0
r— y+ z =2 y—2z =0 (Ls—Ly) y—7z =-1
T—2y+3z =2 r =3
= y—2z =0 < {y =2
—Z =-1 (L3—3L2) z =1
2)
rT+y+=z =1 r+y+z =1 r+y+z =1
3r—y+z =3 &< { —4dy—2z =0 (La—3L) < 0 =2 (La+2L3)
r+3y+2z =2 2y + z =1 (L3 —Ly) 2u+2z =1
Donc (S2) n’a pas de solutions.
3)
rT4+2y—z—t =1 r+2y—z—t =1 r+2y—z—t =1
3 Ty—2z—t = 2t =0 (Ly— 3L 2t =
x+ Ty —2z 3 o Jytet 0 (L2 —3L1) o Jutet
br4+12y—3z—t =5 2y + 2z + 4t =0 (L3 —5Ly) 0=0 (L3 —2L9)
r+3y+t =1 y+z+2t :0(L4—L1) 0= (L4—2L2)

Donc Sol(S3) = {(1 + 32+ 5t, —z — 2t,2,t),2,t € R}

Exercice 2 : Un sous-espace vectoriel déterminé par un systeme d’équation cartésiennes.

(a) Pour vérifier si les vecteurs proposés appartiennent ou non a E on reportent leurs composantes
dans les deux équations qui définissent E :

e1-04+0—-0=1+#0,donce; ¢ FE.

el —-14+0-0=0,mais14+1—-0—-0=2=£0donc uy ¢ E.

e0—-14+1—-0=0et0+1—-—1—-—0=0doncu; € FE.

e]l1-04+0—-1=0et1+0—-0—1=0doncuy € FE.

el—(—1)+(-1)—1=0et1+4(—1)—(—1)—1=0 donc uz € E.

(b) E est un sous-espace vectoriel comme ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene.
Rappelons 'argument.

D’abord (0,0,0,0) € E car ses composantes vérifient évidemment les équations (homogenes).

Ensuite pour u = (z,y,2,t) € E, ' = (2/,y/,2',t') € E et \, A\ € R quelconques, vérifions que
A+ Nu' € E. Or du+ Nu' = (Ao + N/, \y + Ny, Az + N2/, A\t + Nt'). Vérifions la premiere
équation sur les composantes de Au + N’ :

Az +N2') = My +XNY)+ Dz + N2 ) =M+ N) =Nz —y+z—t)+ N (@' =y +2' —t')=0+0=0
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Pour la deuxieme équation :
A+ N2 ) + Ay +NyY)— Az + N2 = (M+N) = ANa+y—z2—t)+ N(@ +y —2' =) =0+0=0
( y+ Xy y y

Ainsi \u + M € E, donc E est stable par combinaisons linéaires et c’est bien un sous-espace
vectoriel de R*.

(c) On a vu en (a) que u; et ug sont dans E. D’autre part (ui,ug) est libre, puisque u; # 0
et ug n’est pas multiple de uy. Enfin si u = (x,y, 2,t) € E alors en ajoutant les deux équations
définissant E on trouve 2x — 2t = 0, d’ou x = t. Et en soustrayant ces deux équations on obtient
2z — 2y =0, soit z =y. Ainsi u = (x,y,y, ) = xus + yuy, donc (u1,us) engendre E.

Finalement (u,u2) est une base de E et dim (F) = 2.

(d) Comme dim (F) = 2 toutes les suites libres de F ont au plus 2 éléments : donc (uq, ug, us3)
est liée (en fait on peut voir tout de suite que uz = ug — ug, d’ott u3 — ug + ug = 0, ce qui donne
une autre preuve que la suite est liée).

La suite (ug,u1,u2) a trois éléments, mais ug ¢ E donc 'argument précédent ne s’applique pas.
En fait (uj,u2) est libre, engendre E, et on a vérifi¢ au (a) que ug ¢ E. Ainsi ug ¢ Vect(u1, uz)
donc (uq,ug,ug) est libre. Enfin “libre” ne dépend pas de l'ordre donc pour finir (ug,u1,us) est
bien libre.

Exercice 3 : Un sous-espace vectoriel déterminé par une partie génératrice.

(a) La suite (u1, u2, u, u4, us) est liée puisque c’est une suite de cinq vecteurs de R*, de dimension
4.

Pour étre plus précis nous allons appliquer I'algorithme du rang a la suite (u1, ug, us, uq, us).

e D’abord u; # 0, donc on conserve u;.

e Puis ug ¢ Vect(uy), puisque les multiples de u; ont leur quatre coordonnées égales.

e Ensuite on résout 1’équation vectorielle ug = Aju1 + Aoue, autrement dit le systeme :

A+ Ao =2
A3 =1 A4 =2 Mt A =2 A =2
1+ 32 — 1+ A2 — 1+ A2 — 1 21
A +3N =1 A +3N =1 29 = -1 (LQ — Ll) Ay = -3
AM+3x =1

Ainsi ug = gul - %uz, donc ug € Vect(ug, uz) et on rejette ug.

e Clairement ug = ug + uz. Or on vient de voir que ug € Vect(uy,usz), donc on a également
ug € Vect(uy,uz), et on rejette ug. (On peut bien str aussi résoudre, comme ci-dessus, le systéme
linéaire traduisant 1’équation vectorielle ug = A\ju; + Agusz.)

e Comme ci-dessus on obtient us = *>5*1, donc on rejette us.

Conclusion : B = (uj,u2) est une base de E, qui est donc de dimension 2.

(b) Pour compléter (u1, uz) en une base de R* on considere la suite de vecteurs (u1, ug, e1, €2, €3, €4),
oil (e1,ea,e3,64) est la base canonique de R*. Comme la suite (u1,us,e1, e, e3,e4) contient une
base de R* elle engendre R* (sans étre libre puisqu’elle a six éléments). Donc si on lui applique
'algorithme du rang on obtiendra une base de R

e Comme (u1,uz) est libre l'algorithme conserve u; et us.

e Le vecteur qu'i faut traiter ensuite, e; = (1,0,0,0), est clairement dans E = Vect(uj,uz). En
effet on a e; = u; — us, or on a déja vérifié en (a) que us € E. Donc on rejette e;.

e En revanche ni eg, ni ez (ni e4 d’ailleurs) ne sont dans E, car les combinaisons linéaire de u;
et ug ont leurs trois dernieres composantes égales.

La base extraite de (u1,ug, €1, es,e3,e4) est donc B = (uq, ug, €2, e3), et nous avons complété B
en une base de R%.
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. On en déduit que

(c) On a vu en (b) que e; = u; —us. Et en (a) on a vu que us = “25*

el = %ul — %ug. Les coordonnées de e; dans B’ sont donc (%, —%, 0,0).
Le vecteur ey est le troisieme vecteur de la base B’ : donc ses coordonnées sont (0,0, 1,0).
De méme les coordonnées de eg dans B’ sont (0,0,0,1).
Enfin w1 = e; + e3 + e3 + e4, donc

1 1
64:U1—(€1+€2+€3):—§U1+§U2—62—€3

donc les coordonnées de e4 dans B’ sont (—%, %, -1,-1).
Ceci permet de trouver les coordonnées de u = (x,y, z,t) dans la base B’. En effet on a

3x T t t
u = xej + yes + zez + teg = (?ul — 51@) + yeq + zeg + (—§u1 + U2~ teg — tes) =
3 t t
(5 = 5+ (5 = Sz + (5 = ez + (2 — tea.

Les coordonnées de (z,y, z,t) dans B’ sont donc (3% — %, % -5,y —tz—1t).

(d) Utilisons d’abord les coordonnées dans la base B’ = (u1,us,e2,e3) qui complete la base
(u1,uz) de E. Nous remarquons que u € E si et seulement si les coordonnées de u selon ey et e3
sont nulles. Or si u = (x,y, z,t) nous avons vu en (c) que la coordonnée selon ey est y — ¢ et la
coordonnée selon ez est z — t.

y—t =0
z2—t =0

(e) Utilisons & nouveau la base B’ = (uy, ug, €2, e3) de R%. Alors nous savons que Vect(u1,us) et
Vect(ea, e3) sont supplémentaires. Nous en déduisons que F' = Vect(ez, e3) = {(0,y, 2,0),y,z € R}
est un supplémentaire de FE.

Finalement (z,y, 2,t) € E <= (x,y, 2,t) est solution du systeme (S) : {

Exercice 4 : Deux sous-espaces vectoriels.
(a) On résout le systéme (S) définissant E par la méthode du pivot :

z+2y—z—t =0 x4+2y—z—t =0 z+2y—z—t =0
(S) = B L
r—y—2z+2t =0 -3y +3t =0 (Ly— L) Yy —t =0(%)

Donc F = {(z — t,t,2,t), z,t € R}. Alors E = {2(1,0,1,0) + ¢(—1,1,0,1) z,t € R}. Donc E est
engendré par u; = (1,0,1,0) et ug = (—1,1,0,1). Or u; # 0 et ug n’est pas proportionnel a u;. En
conclusion (ug,us2) est une base de E.

(b) F est engendré par (vi,vs), or v1 # 0 et vo n’est pas proportionnel & vy, donc (vi,v2) est
libre et c’est une base de F'. D’ou dim (F') = 2.

On vérifie immédiatement que les composantes de v1 ne vérifient aucune des deux équations du
systeme (.S) définissant E, donc v; ¢ E. De méme vy & E.

Comme ENF C Fonadim(ENF) <dim (F) = 2. Et s'il y a avait égalité des dimensions alors
on aurait £ N F = F', soit encore F' C E. Mais ceci n’est pas possible puisque v; € F et v1 € E.

Ce raisonnement par ’absurde montre que nécessairement dim (E N F) < dim (F') = 2.

(c) Pour (y1,y2) € R? on a yiv1 + y2v2 = (y1 + Y2, Y2, —y1,y2). Alors le vecteur yiv1 + yovo
appartient & E si et seulement si ses composantes vérifient (S), autrement dit ssi (y1,y2) est
solution de :

(Y1 +y2) +2y2 — (—y1) —y2 =0 — 21 +2y2 =0 PN {y1+y2 _0
(1+y2) —y2—(-y1) +2y2 =0 2y1+2y2 =0
Ainsi y1v1 +yov2 € E < 1o = —y1.
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Maintenant u € EN F si et seulement si u € F' = Vect(vy,v2) et u € E, donc si et seulement si
u peut s’écrire u = y1v1 + yov2, de sorte qu’en plus u € E. Or on vient de déterminer les couples
(y1,y2) qui conviennent.

On en déduit que les vecteurs de N F sont les vecteurs de la forme y; (v — v2). Autrement dit
ENF est la droite vectorielle engendrée par le vecteur vy —vy = (0,—1,—1,—1), et dim (EMF) = 1.

(d) D’apres la formule de la dimension dim (E + F') = dim (E) + dim (F) — dim (E N F) =
2+2-1=3.

Comme on 'a vu en (b) le vecteur v; n’est pas dans F = Vect(uy,ug), donc (uy, uz,v1) est une
suite libre de F + F. Mais comme dim (E + F') = 3 la suite (u1,u2,v1) est une base de E + F'.

Pour trouver un supplémentaire de E + F on compléte cette base en une base de R,

En fait le premier vecteur de base canonique e; est dans E + F', puisque u; + v; = 2e;.

Mais (u1,ua,v1,e2) est bien une base de R*. En effet c’est une suite de quatre vecteurs et c’est
une suite génératrice. Pour vérifier que (u1,us,v1,e2) engendre R?, il suffit de remarquer que le
sous-espace vectoriel engendré par cette suite contient tous les vecteurs de la base canonique :

oelz%ul—i-%vl;

® ¢9 est clairement dans le sous-espace vectoriel engendré ;

063:11,1—61:%1“—%1)1 N

ey =1Uxt+e —ey= %U1+u2+%v1 — e2.

Comme (u1,uz, vy, e2) est une base de R* les sous-espaces Vect(u1, us,v1) et Vect(ez) sont supplé-
mentaires. Autrement dit un supplémentaire de E + F dans R* est la droite {(0,y,0,0), y € R}.



