Orsay 2008-2009 IFIPS S2 Mathématiques (M160).
Corrigé devoir numéro 1.

Exercice 1 : Intégrale double.
(a) (b) On considere le domaine D = {(x,y) € R2,0< 2 <1,0<y < 1,22 +y? > 1}.
On peut exprimer [ a l'aide de deux intégrales sur des domaines

Dy ={(z,y) ER®,0<2<1,0<y <1}

et
Dy = {(z,y) €e R0 < 2,0 <y, 2> +¢* > 1},

Ty xy
I= — 7 _dxdy — — 7 _dxd
/Dll+a:2+y2 Y /,321+a:2+y2 Y

1 1 2y
I = —2  _dx)d
! /0(/0 14 22 + 92 z)dy

Changement de variable t = 22 alors dt = 2xdz

11 1 y 1 /L ) .
1 /0(2/0 1+t+y2dt)dy 2/0 (y[In(1 + y* + t)]g)dy,
1

I = ;/0 y(In(2 + y?) — In(1 + 32))dy.

Changement de variable t = y? alors dt = 2ydy

donc

Calcul de I :

L= i/ol(ln@ +4) — In(1 + £))dt.

Intégration de In(y) :
(yIn(y))' =In(y) + 1
alors

—

In(y)dy = yIn(y) —y + C.

[(241) In(2+t) — (241t) — (1+t) In(14+1) +(1+1)]}) = Zln3—ln2.

=

L= i/ol(ln(2+t)ln(1+t))dt _

Calcul de I, : Coordonnées polaires

T = rcosb
y =rsinfd
dxdy = rdrdf
1_2_/ TQCOSHS;nerdeH—/g(/ITQCOSGS;nerdr)dH,
Do ].+T 0 0 1+T

bl 1 2 .
12:/2(/ r cloSGSQmHTdT)d&
0 0 +r

1



Changement de variable ¢ = 2 alors dt = 2rdr
1 kg 1 .
I — /2(/ tcos@sm@dt)da
2Jo Jo 1+t
))db,

1———dt

I 1 %'26 1
2—4/0 sin (/0( T+t

1 us
I= /2 sin 20[t — In(1 + t)]3d6,
0

I = 1/2 sin 20(1 — In 2)d9,
0

1 ™
I = —=(1—-1n2)[cos 20]5 = Z(l —1n2),
3 3.3 1
I—Il—Ig—Zln3—ln2—1(1—ln2)_Zlng_l

est invariante par échange de x et y. Donc

(c) Notons que la fonction 5>
xy 1 Ty
— 7 _dxdy== | ————dzdy,
/Tl—i—x2—i—y2xy 2/[)1+x2+y2xy
et on en déduit que
3 1
/wydxdy:ln—
1+ 22 + 42 g2 7R

Exercice 2 On passe en coordonnées cylindriques en posant
T =rcosb,
y=rsinf,

dxdydz = rdrdfdz.

Dans ces coordonnées le domaine D correspond au domaine :
S={(r0,z) e R,r > 0,72 4+ 22 < 4a®,r < 2asinh,0 < 0 < T},
T 2asin 6 V4a2—r2
ldzxdydz = / rdrdfdz :/ (/ (/ 1dz)rdr)df
S 0 0 —v/4a?—r2
™ 2asin 0
/ (/ 2v/4a? — r2rdr)de.
0 0

alors
volume(D) = /
D

Changement de variable t = 2, dt = 2rdr

™ 4a? sin2 0 i
2 .

/0 (/0 Mdt)cw = —3/0 ([(4a2 o t)3/2]3a2 szg)d@

203 [2

32a /2(1_C0539)d9.

0

volume(D) =
/ (1 —|cosf)dh =
0 3

_ 16a>
3

= 3/ (8a3(1 — sin® 0)%/2 — 8a®)d
0
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On linéarise cos® 6, en utilisant la formule de trigonométrie cos(a + b) = cosacosb — sinasinb.

On a cos®f = (cos?f)cos = 2+ cos0 et cos20cosf = L[cos(20 + ) + cos(20 — §)]. Donc

cos? 0 = % cos 30 + 3 cosf. Alors :
_ 32a®

21 2a° 1 x
volume(D) = 3 [g—/02(4 COS39+ZCOS€)d9] = 33a (g_[ﬁ sin30+%sin0]§) = (=—2).

Exercice 3 : Comparaison d’intégrales.
(a) L’intégrale est croissante. Donc pour majorer I(R) il suffit d’intégrer I'inégalité f(z,y) <
aexp(—b|z|) sur le domaine rectangulaire [—R, R] x [—1,1] :

I(R) :/ f(x,y)dxdy </ aexp(—b|z|)dzdy.
[-R,R]x[—1,1] [-R,R]x[—1,1]

Calculons l'intégrale de droite :

R 1
/ aexp(—blz|)dxdy = 2/ (/ aexp(—blx|)dy)dx
[—R,R]x[-1,1] o J-1

4a

4a
= [ exp(=bla I = 5 (1 - exp(=bR]).
Nous obtenons donc finalement :

1(R) < 01— expl(- ).

(b) Soit Re > Ry > 0 des constantes réelles. Alors [—Ra, Ra] x [—1, 1] se découpe en trois rectangles
dont I'un est [—R1, Ry} x [—1,1] et donc :

I(Ry) = / f(x,y)dedy + I(Ry) + / f(2,y)dady
[ R2,—R1]x[-1,1] [R1,R2]x[—1,1]

Donc
I(F2) - 1(Ry) = [ fawdody + (e, y)dady
[—R2,—Ri1]x[-1,1] [R1,R2]x[—1,1]
Comme f est positive sur R? les deux intégrales précédentes sont positives donc I(Ry) — I(Ry) est
positive. Nous avons donc montré que R +— I(R) est croissante.
D’apres (a) on a aussi I(R) < 42(1 — exp(—b|R|)) et comme une exponentielle est toujours > 0
on en déduit I(R) < 42. Ainsi la fonction R+ I(R) est majorée sur RT.
Croissante et majorée sur R la fonction R +— I(R) admet donc une limite en +oo.
() Reprenons 'expression de I(R2) — I(R;) :

I(Ry) — I(Ry) :/

fmmmw+/ [z, y)dxdy
[—RQ,—Rl]X[—l,l]

[RLRQ] X [—171]

En utilisant la majoration f(z,y) < aexp(—b|x|), on peut, comme au (a), majorer ces deux
intégrales, ce qui donne :

0 (R~ 1R < [ aexp(~bla|)dzdy + | aexp(~bla])
[=R2,—R1]x[-1,1] [R1,R2]x[—1,1]
4a R 4a
= [—? exp(—blz|)|z? = ?(exp(—le) —exp(—bR2)) — 0 quand Ry, R; — R.

Donc R — I(R) est continue en tout nombre réel R.
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D’apres le théoreme de Fubini, la fonction F' : R — R définie par F'(x f f(z,y)dy, est continue

sur R, et de plus :
+R R R
I(R) = / F(z)dr = / F(z)dz —|—/ G(z)dx
-R 0 0

ou on a posé G(z) = F(—z). Alors d’apres le théoreme fondamental de I’analyse I(R) est dérivable
en tout R > 0 et de plus

dl

1 1
TR0 = F(Ro) + G(Ro) = [ F(Ro)dy+ [ f(=Ro.u)iy

Exercice 4 : Equations différentielles.

(a)
Le polynome caractéristique est t* + 2at + (a? + b?) = (t + a)? — (ib)*> = (t + a + ib)(t + a — ib).
Alors la solution générale de (1) est de la forme :

y : x +— exp(—ax)(Acos(bzr) + psin(bx))

avec \, 4 € R quelconques.
(b) L’équation homogene associée a (2) est de la forme (1) avec a = 0 et de plus b # 2 puisque
b(b? — 4) # 0. Notons que sin?(z) = (1 — cos(2z)), donc on peut chercher une solution particuliere

de (2) sous la forme yp = avcos(2z) + 4. On a :

Yl (x) + b?yo(x) = —4a cos(2x) + b2 cos(2z) + b2
donc on doit ajuster « et 3 pour que :

1

—4acos(2z) + b*acos(2x) + b2 3 = 5(1 — cos(2z)),

Il suffit de prendre
1
o= et =

2(4 - 1?)
(possible vu les hypotheses sur b). Finalement une solution particuliere est yo(x) = g?j(jﬁ)) + ﬁ.

(c) On en déduit que la solution générale de (2) sur R est de la forme

2 1
y(x) = ;&S(_;)) + 02 + Acos(bx) + psin(bx)
(A, u réels quelconques.) On cherche la solution qui vérifie les contraintes y(0) = ¢/(0) =0
oy —sin(z)
y'(0) = - Absin(bx) + pb cos(bx),
donc on veut résoudre
1 1
0) = /—F—~ A=0, 0 b=0.
y(0) A=) topt y'(0) = n
Ce qui donne
1 1
A= — — =0.
sa—p) w2 M0

On a obtenu que y(z,b) = CE)Z@;;)) + % - (ﬁ + ﬁ) cos(bx)




(d) Pour tout x fixé on pose

, cos(2x) —1 .. 1—cos(bx)
i(a) = limy(e,b) = 2L 4l ()
on utilise le regle de L’Hopital pour obtenir
1 — cos(bx) x sin(bx) z?

I TR R
cos(2x) —1 22

i) = ==+

(e) Pour tout z fixé on pose
cos(2x) — cos(bx) n 1 — cos(2x)
2(4 - b?) 8 ‘

y2(2) = limy(z,b) = lim

On utilise le regle de L’Hopital

rsin(br) 1—cos(2r) 1 - cos(2z) — xsin(2x)

ya(w) = — lim —5 == + 8 - 8



