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TD 2 : Flot géodésique, flot horocyclique

Exercice 1 Soit I" un sous-groupe discret de PSLy(R).

(1) Montrer la proprieté de commutation suivante des flots géodésique et horocyclique sur

[\T'HZ : pour tous les ¢, s € R, nous avons
(1) gt o hs o gft _ hse_t .
ontrer que la famille (h°),cr est un groupe & un parametre de C°-difféomorphismes de

2) Mont la famill tung 3 etre de C'*°-diffé hi d
T'HZ, appelé le flot horocyclique instable sur le plan hyperbolique réel H%, qui commute
avec laction de G sur T'HZ2, qui préserve la mesure de Liouville sur T HZ, et vérifie,
pour tous les g € G et s,t € R,

g0 ogt=0"" et 5°(®(g)) = D(gu;)

ou u, = [1 0}
s s 1]

(3) Soit I' un réseau de PSLy(R). On va montrer que le flot géodésique sur Y = T'\T'HZ
est ergodique pour my .. Pour cela, on pourra considérer une fonction f € L*(Y, myion)
invariante par le flot géodésique (c’est-a-dire telle que fog' = f dans L?(Y, myie,) pour
tout t € R), montrer que |[fobh® — flliz=0et |foh” — f|l2 = 0 pour tout s € R en
utilisant la formule (1), et en en déduire que f est invariante par ’action par translations
a droite de G sur Y identifi¢ & T'\G par 1.

Exercice 2 Notons I' = PSLy(Z) le groupe modulaire, M = T\HZ la courbe modulaire et
T'M = I'\T'H3. Notons .# = {z € C : |z| > 1, |Re z| < 3} le domaine (faiblement)

fondamental usuel du groupe modulaire I' sur H%. Notons S = [2 _01} et T'= [(1) ﬂ .
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(1) Montrer que si deux points distincts z et 2’ dans % sont dans la méme orbite par T,
alors ou bien Re z = £5 et z = 2/ £ 1, ou bien |z| = 1 et 2/ = —1. Montrer que le
stabilisateur I', = {y € ' : ~v-2z = z} d’'un point z € .# dans I est trivial (réduit a
{id}) sauf dans les trois cas suivants :

e 2z =1, auquel cas I', = {id, S},

24T

e z=w=¢c¢3,auquel cas ', = {id, ST, (ST)?},
e z=—W=e% =w+1, auquel cas I, = {id, T'S, (T'S)?}.

(2) On s’intéresse maintenant aux orbites périodiques du flot géodésique sur T M.
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(a) Expliquer pourquoi une telle orbite périodique est déterminée par un vecteur v €
T'HZ tel qu’il existe t € R,y € T tels que g,v = yv. On fixe un tel v et on note ¢
la géodésique de H associée & v, et 21, 29 € RU {oo} les points a l'infini de £.

(b) Expliquer pourquoi on ne peut pas avoir z; = 00 ou 23 € Q. Vérifier que z; et 2,
sont quadratiques conjugués (ce sont les deux solutions d’un méme polynéme de
degré 2 a coefficient entiers).

(¢) Réciproquement, on suppose z; et z; quadratiques conjugués, et soit £ la géodésique
de HZ entre z; et zp. En utilisant le développement en fraction continue de 2y,
démontrer que 'image de ¢ est une géodésique périodique de M. On rappelle que
le développement en fraction continue d’un irrationnel quadratique est périodique a
partir d’un certain rang.

(3) Déterminer les orbites périodiques du flot horocyclique sur T M.

(4) Montrer que la réunion des orbites périodiques du flot géodésique est dense dans T M.
On rappelle que si o = [ag, a1, -~ -, Gm_1, Gm | €st un irrationnel quadratique dans R dont
le développement en fraction continue est purement périodique de période ag, aq, . .., Am_1, Um
(donc de premier coefficient ag = o] > 1), si a? est le conjugué de Galois de a (I’autre
racine d’un polynome quadratique a coefficients entiers dont « est une racine), alors
le développement en fraction continue de —a%, est @, Gm_1,---,01,0Gg |, périodique de

période l'image miroir Qp,, Gpym_1, - .., a1, ao de la période de .

(5) Montrer que pour tout v € T'HZ, I'ensemble limite w(I'v) de T'v € T*M par le flot
géodésique est non vide si et seulement si le point & I'infini du rayon géodésique de HZ
défini par v n’appartient pas a Q U {oco}.




