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TD 3 : Mélange

Exercice 1 Soient (X, B, u,¢) et (X', B, 1/, ¢") deux systémes dynamiques mesurés a temps
discret, avec p et u' des mesures de probabilité. Soit h : X — X’ une semi-conjugaison entre
(X, ¢) et (X', ¢'). Parmi les propriétés suivantes, quelles sont celles qui sont vérifiées par (X', ¢')
si elles le sont par (X, ¢), éventuellement quitte a rajouter des hypotheses sur h ?

e ¢tre ergodique,

e ¢tre mélangeant,

e &tre mélangeant d’ordre k pour un £ € N — {0,1} donné (cf. exercice ci-dessous pour la
définition),

e c&tre Y-mélangeant sur un sous-espace vectoriel dense.

Exercice 2 Soit (X, .o/, u, ¢) un systéme dynamique mesuré a temps discret, avec p une mesure
de probabilité. Pour k£ dans N — {0, 1}, nous dirons que (X, 7, u, ¢) est mélangeant d’ordre k
si pour toutes les parties mesurables Ay, ..., A, de X, et toutes les applications 71, ..., 7, de N
dans N telles que nh_)rlgo Tiv1(n) — 1i(n) = +oo0 pour ¢ = 1,..., k — 1, nous avons

I (O ¢_Ti(n)(Ai)> — HN(Ai) ~

n—oo

Nous dirons que (X, &7, u, ¢) vérifie la propriété de mélange multiple s’il est mélangeant d’ordre
k pour tout k dans N — {0, 1}.

(1) Montrer que (X, .o/, u,¢) est mélangeant d’ordre k si et seulement si pour tous les
fi,---, fr € LE(X, ) et toutes les applications 74, ..., 7, comme ci-dessus, nous avons

/){(ﬁfz‘o¢n(t)> dp — lfll/XfidM-

(2) Soit 7 un alphabet fini de cardinal au moins 2, muni d’une mesure probabilité pu.
Montrer que le systéme de Bernoulli sur .7, muni de la mesure produit p dans le cas
unilatere et de la mesure produit ;i dans le cas bilatére, vérifie la propriété de mélange
multiple.

(3) Soit p dans N — {0,1}. Montrer que l'application ¢, : * — p = du cercle R/Z dans
lui-méme vérifie la propriété de mélange multiple pour la mesure de Lebesgue du cercle.

(4) Soient N dans N — {0} et M une matrice inversible N x N & coefficients entiers,
dont toutes les valeurs propres ont un module >1. Montrer que l'application ¢,; :
x mod ZY — Mz mod Z" du tore RY /ZN dans lui-méme vérifie la propriété de mé-
lange multiple pour la mesure de Haar du tore.

Exercice 3 Soient N € N — {0} et M € My(Z) une matrice entiere N x N qui n’admette
pas de valeur propre complexe de module inférieur ou égal a 1. Notons 7 : y — g la projection
canonique de RY sur le tore TV. Notons ¢, : TV — TV Papplication lisse 8 = (6;)1<i<n +
(Zlgjg N miij)l <N définie par passage au quotient modulo Z" de I’application linéaire M :
RY — RV,

Notons C°(TY) T'espace de Banach des applications continues réelles sur TV, muni de la
norme uniforme || ||oo. Notons Ly : CO(TV) — C°TY) TI'application linéaire continue (de

norme au plus 1), appelée opérateur de transfert, définie, pour tous les f € C°(TV) et z € TV,
1
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par
1

@) = 1@

2€¢ ) (x)

Lyf: oz

(1) Montrer que MZ" est un sous-groupe de Z" d’indice |det(M)|. Quel est le cardinal de
Ont (2)?
(2) Pour tous les f € C°(TY) et y € TV, montrer que
1
Lf(y) = M~ (y+1i)) .
0= Taean] [ 2 LoD

i€ZN /JMZN

(3) Montrer qu'en notant A = df la mesure de Haar de TV, nous avons, pour tous les
f.g € CO(TY),

[ oo gar=[ f(Lag)dr.

(4) Nous munissons £(RY) de la norme d’opérateur usuelle. Montrer qu’il existe ¢ > 0 et
A > 1 tel que pour tous les f € CY(TV) et n € N, nous avons

" c
L@ = [ f ] << s IS
™ A zeTN
(5) En déduire une nouvelle démonstration de la propriété du mélange de ¢, pour la mesure
de Haar du tore.

(6) En déduire que la transformation ¢, est exponentiellement mélangeante pour la mesure
de Haar du tore, sur I'espace vectoriel C*(T") muni la norme de Sobolev W1 définie

par || fllco = max{[|flloo l|dfloc}, ot [|df [loc = sup,ern [|daf]-

Exercice 4 Soit & un alphabet fini, de cardinal au moins 2, muni d’une mesure de probabilité
v,et (X =% p=v" ¢) le décalage de Bernoulli (bilatére) associé.

(1) Pour a € & on note [a] le cylidre des suites (x,)nez telles que xyp = a. Soit f =
Ly — p([a]) (de sorte que f € Lg(x)). Démontrer que la mesure spectrale de la fonction
f est un multiple de la mesure de Haar du cercle.

(2) Pour b # a € <7, soit C' = [a, b] le cylindre des suites (z,),ez telles que zg = a et 1 = b.
Soit f = 1¢ — p(C'). Démontrer qu’il existe des réels «, 5 tels que la mesure spectrale
de la fonction f est de la forme (« cos(27w0) + 3)df. Les déterminer.



