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1 Introduction

On peut considérer un objet géométrique selon plusieurs échelles, et les outils d’études
difféerent alors :

infinitésimal ~ <— algébre linéaire et multilinéaire
+— calcul différentiel

global +— géométrie/topologie différentielle
—

asymptotique géométrie asymptotique a la Gromov.

local

Une grande partie de ce cours sera consacré au passage de l'infinitésimal et du local au
global. Nous supposerons acquis les deux premiers points (voir par exemple [Boul, Ave,
CarH, Diel]), et nous ne parlerons pas du dernier (voir par exemple |Grol, Gro2|).

Dans cet ouvrage élémentaire, nous ne traiterons pas de géométrie riemannienne, ni de
géométrie symplectique, ni de géométrie de contact, qui sont traditionnellement des cours
de seconde année de masteére (voir par exemple [GHL, McDS|). Nous n’aborderons pas non
plus certains points plus avancés de géométrie différentielle, comme les fibrés principaux et
les classes caractéristiques, la transversalité et ses applications, ainsi que quelques points sur
les formes différentielles, comme la formule de Kunneth (voir par exemple [BT, Hir, God]).
Nous ne parlerons pas des variétés différentielles & bord, pourtant si utiles en topologie
différentielle (et en particulier, nous n’aborderons pas la suite exacte d’une paire en coho-
mologie de de Rham, voir par exemple [God|).

Nous mettrons 'accent d’une part sur les exemples de variétés différentielles, qu’elles
viennent en familles ou en points remarquables, d’autre part sur leurs groupes de transfor-
mations, chers aux physiciens. En ce qui concerne les champs de tenseurs, nous restrein-
drons notre étude aux champs de vecteurs et aux formes différentielles. Nous n’aborderons
quasiment pas les spécificités de la géométrie différentielle complexe, pourtant si riche (voir
par exemple [Voi, Laz, BPV]). Pour les aspects de théorie de jauge et d’analyse sur les va-
riétés, qui ont eu un impact important sur la topologie des variétés, avec les travaux par
exemple de Donaldson et de Perelman, nous renvoyons aux textes [Aub, Don, Bes| par
exemple.

Nous espérons que le plaisir du lecteur dans la découverte de ces espaces (les variétés
différentielles), ces groupes (les groupes de Lie), ces champs (champs de vecteurs et formes
différentielles) sera renforcé par les trés nombreux exercices et problémes de ce recueil, issus
de trois années d’enseignements a I'Ecole Normale Supérieure. Une partie d’entre eux est
accompagnée d'un schéme ! de démonstration ou d’indications de résolution, pas forcément
rédigées de maniére optimales ni complétes.

Souhaitant revenir aux Eléments d’Euclide, nous dirons porisme (mépiopc) au lieu de
corollaire.

Remerciements. Une partie des 196 exercices et problémes, avec leurs solutions, et de nombreuses
corrections, ont été fournis par Sébastien Gouézel. Je I'en remercie chaleureusement. Je remercie
tous les éléves de P'ENS m’ayant signalé des incorrections dans les premiéres versions de ce texte.
Je remercie aussi les étudiants de 1’Université Paris-Sud, dont Frangois Delgove en 2014, pour leurs
corrections.

1. n.m. (gr. oxnua). Structure d’ensemble d’un processus.
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2 Variétés différentielles

Pour des explications historiques sur l'invention de la notion de variété et ses moti-
vations, nous renvoyons aux textes originaux de Riemann [Rie, Spi|, H. Poincaré |Poi],
E. Cartan [Car|, ainsi qu’aux ouvrages d’histoire des mathématiques comme 1’excellent
[Died].

2.1 Variétés topologiques

Avant de définir les variétés topologiques, donnons deux résultats de topologie générale.
Pour tout n dans N, ’ensemble R™ est muni de sa topologie usuelle.

Théoréme 2.1 (Théoréme d’invariance du domaine de Brouwer) Soient U un
ouvert de R™ et f : U — R™ une application continue et injective. Alors f(U) est ouvert,
et f:U — f(U) est un homéomorphisme. O

En particulier, un ouvert non vide de R" n’est pas homéomorphe a un ouvert non vide
de R™ si n et m sont distincts. Notons que si ’'on remplace « homéomorphe » par « C'-
difféeomorphe », alors cette derniére assertion est évidente. Dans le cadre différentiel de ce
cours, le théoréme d’inversion locale (voir 'appendice A.3) est en général un outil suffisant
pour remplacer le théoréme d’invariance du domaine de Brouwer.

Nous admettrons le théoréme 2.1. Les démonstrations les plus naturelles utilisent des
outils élémentaires de topologie algébrique, ce qui constituerait une diversion un peu longue
(voir [God, Spa, Hat, Paul]). 1l existe aussi des démonstrations plus directes, mais moins
éclairantes (voir avec précautions la démonstration originelle |Brou]).

La proposition suivante servira a comprendre les propriétés topologiques globales (qui
sont minimes) que nous demanderons aux variétés topologiques. Nous renvoyons a ’ap-
pendice A.1 pour les définitions des notions topologiques utilisées.

Proposition 2.2 Soit X un espace topologique, dont tout point admet un voisinage ouvert
homéomorphe a un ouvert d’un espace R™. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) X est séparé et a base dénombrable,

(2) X est o-compact,

(3) X est dénombrable a linfini,

(4) X est métrisable séparable,

(5) il existe un plongement topologique de X dans (*(R).

Démonstration. Un espace topologique séparé dans lequel tout point admet un voisinage
ouvert homéomorphe & un ouvert d’un R™ est localement compact. En particulier, tout
point d’un tel espace admet un systéme fondamental de voisinages fermés métrisables
(pour la topologie induite).

Il est immeédiat qu’un espace localement compact & base dénombrable admet une base
dénombrable d’ouverts d’adhérences compactes, donc est o-compact, et qu'un espace o-
compact, dans lequel tout point admet un voisinage ouvert qui est a base dénombrable
(pour la topologie induite), est & base dénombrable. Donc (1) et (2) sont équivalents.



Il est immédiat qu’'un espace dénombrable & l'infini est o-compact, et qu'un espace
localement compact et o-compact est dénombrable & l'infini. Donc (2) et (3) sont équiva-
lents.

L’espace de Hilbert £2(R) est métrisable et & base dénombrable (I’ensemble des boules
ouvertes de rayons rationnels centrées aux suites presque nulles de rationnels est une base
dénombrable d’ouverts). Tout sous-espace d’un espace métrisable et & base dénombrable
'est encore. Un espace topologique & base dénombrable est séparable, car si (U;);cn est une
base d’ouverts non vides, et x; un point de U;, alors (z;);en est dense. Donc (5) implique
(4).

Un espace métrique séparable est séparé et a base dénombrable (en prenant les boules
ouvertes de rayons rationnels centrées aux points d’une partie dénombrable dense). Donc
(4) implique (1).

Un espace topologique X, séparé, & base dénombrable, et dont tout point admet un
systéme fondamental de voisinages fermés métrisables, se plonge dans ¢?(R). En effet,
soit (U;)sen une base dénombrable d’ouverts de X. Nous pouvons supposer que U; est
métrisable (pour la topologie induite), car si .J est I'ensemble des i tels que U; est mé-
trisable, alors (Uj)jes est encore une base d’ouverts. Notons d; une distance sur l'es-
pace U; compatible avec sa topologie. Considérons la fonction ¢; : X — [0, 1] définie par
wi(z) = min{1, d;(z, dU;)} si x est dans U; et p;(z) = 0 sinon. Il est facile de vérifier que ¢;
est continue et non nulle exactement sur U;. Alors 'application f: z — (H%lgpi(:c))ieN est
un homéomorphisme de X sur son image dans ¢?(R). En effet, I'injectivité découle du fait
que X soit séparé et que (U;);en soit une base d’ouverts. La continuité vient du fait que les
©; soient continues et bornées en valeur absolue par 1. Enfin, Papplication f : X — f(X)
est fermée, car si F' est un fermé de X et si x n’est pas dans F', alors il existe i tel que
x CU; CX—F,etdoncd(f(x), f(F)) > ¢i(x)/(i+1) > 0. Donc (1) implique (5). O

Une variété topologique (ou par abus variété) est un espace topologique M tel que
e l'espace M soit séparé et & base dénombrable,
e tout point de M admette un voisinage ouvert homéomorphe a un ouvert d’un espace
R™.

En particulier, par la proposition 2.2, une variété topologique est un espace locale-
ment compact, métrisable, séparable, dénombrable & l'infini. Au lieu de demander que M
soit séparé a base dénombrable, nous pourrions demander, de maniére équivalente par la
proposition 2.2, que M soit métrisable séparable. Il est souvent plus facile de vérifier les
conditions séparé a base dénombrable que les conditions métrisable séparable (lorsque I'on
veut montrer qu’un objet est une variété¢), et c’est pour cela que nous mettons en avant les
premiéres. Par contre, les secondes sont souvent plus utiles lorsque 1’on travaille sur une
variété donnée.

Mais ces propriétés globales des variétés topologiques sont minimes, et en pratique
faciles a vérifier (cette vérification étant parfois omise). Ce qui est important est qu'une
variété topologique admette les mémes propriétés topologiques locales qu’un espace R™.
Par exemple, elle est, entre autres, (voir les appendices A.1 et A.4 pour des définitions)

— localement compacte (ce qui n’est pas uniquement une condition locale a cause de

I’hypotheése de séparation),
— localement connexe par arcs (donc elle est connexe par arcs si elle est connexe),
— localement contractile.

Soit M une variété topologique. Pour tout x dans M, lentier n tel qu’il existe un
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voisinage ouvert de x homéomorphe & un ouvert de R" est uniquement défini, par le
théoréme d’invariance du domaine de Brouwer 2.1, et il est localement constant (donc
constant sur toute composante connexe de M ). Pour tout n dans N, une variété topologique
est dite de dimension n si tout point admet un voisinage ouvert homéomorphe & un ouvert
de R™. Toute composante connexe de M posséde donc une dimension bien définie. Dans la
littérature comme dans ce cours, on ne considére en général que des variétés topologiques
dont les dimensions des composantes connexes sont égales. On appelle souvent courbe une
variété topologique de dimension 1, et surface une variété topologique de dimension 2.
Par exemple, les variétés topologiques de dimension 0 sont les espaces discrets dénom-

brables.

Exercice E.1 Montrer qu’une variété topologique compacte connexe de dimension 1 est
homéomorphe au cercle S1. Montrer qu’une variété topologique connexe non compacte de
dimension 1 est homéomorphe a R. En déduire qu’une variété topologique de dimension 1
est somme disjointe d’un ensemble dénombrable d’espaces homéomorphes 4 R ou a Sy.

La collection des variétés topologiques forme une sous-catégorie de la catégorie des
espaces topologiques, notée TOP, et de méme pour les variétés topologiques de dimension
n, dont la collection est notée TOP,,. Voir 'appendice A.6 pour la définition d’une catégorie.

L’outil principal qui permet le passage du local au global dans les variétés topologiques
est celui de partition de 'unité, que nous introduisons maintenant. Nous renvoyons a
I’appendice A.1 pour les définitions de topologie générale utilisées, en particulier celle de
famille localement finie de parties.

Soit X un espace topologique. Si f : X — R est une fonction continue, on appelle
support de f 'adhérence de {z € X : f(x) # 0}, et on le note Supp(f). C’est le plus petit
fermé en dehors duquel f est nulle.

Une partition de l'unité de X est une famille (¢4)aca de fonctions continues de X
dans [0,1], dont la famille des supports est localement finie, et qui vérifie >, p; = 1
(remarquer qu’alors (¢4 1(]0, 1]))ae.4 est un recouvrement ouvert, et que la somme Y, ¢; ()
ne posséde qu'un nombre fini de termes non nuls pour tout x dans X). Soit U = (U;)er
un recouvrement ouvert de X. Une partition de l'unité subordonnée a U est une partition
de l'unité (¢;)icr de X, telle que, pour tout ¢ € I, le support de ¢; soit contenu dans Uj.

Remarque. Supposons que 'on ait une partition de 'unité (¢/,)aeca de X, telle que, pour
tout a € A, il existe un élément de U contenant le support de .. Il est alors facile de
modifier cette partition de I'unité pour la rendre subordonnée & /. En effet, si f : A — [
est n’importe quelle application telle que le support de ¢/, soit contenu dans U f(a) DOUL
tout o, posons
wi X = Z Pa(),
agf~1(i)

avec la convention usuelle ) 5 = 0. Alors (;)ies est une partition de I'unité subordonnée
a U. En effet,

(1) lapplication ¢; est bien définie et continue, car sur un voisinage de tout point, ¢;
est somme d’un nombre fini de ¢/, ;

(2) 220 =200 =1;

(3) la famille de fermés (Supp ¢;);es est localement finie, car pour tout ouvert U de X,

{fiel: (Suppwi)NU#0}C f({a€A: (Suppyl,)NU #0}),
8



et I'image d’un ensemble fini par une application est finie;
(4) nous avons

(Swpp i) | Swpeh= |J Suppyl, CUi,
aEf=1() acf~1(i)

car une union localement finie de fermés est fermée.

Proposition 2.3 Une variété topologique M est paracompacte, et tout recouvrement ou-
vert de M admet une partition de l'unité qui lui est subordonnée. Si de plus M est compacte,
alors tout recouvrement ouvert admet un sous-recouvrement fini et une partition de [’'unité
finie qui est subordonnée & ce sous-recouvrement.

En fait, tout recouvrement ouvert d’'un espace topologique paracompact admet une
partition de I'unité subordonnée (voir [Dug, page 170]), mais nous ne montrerons ce résultat
que dans les cas des variétés, et nous aurons besoin de sa version différentiable (i.e. de la
proposition 2.9) au chapitre 6.

Lemme 2.4 Pour tout g dans R™ et tout voisinage U de xg, il existe une fonction C>
de R™ dans R, de support contenu dans U, constante égale a 1 sur un voisinage de xq, et
a valeurs dans [0, 1].

Démonstration. Rappelons que lim; o+ t%e_% =0
pour tout n dans R. Il est alors facile de vérifier que, A
pour tous a < b, application de R dans R 1
2t—(a+b) -1
(1 + e(bt)ﬂa)) sia<t<b
Jap:tr 1 sit<a 0
0 sit>b I B
a b

est C*°. Alors, pour € > 0 suffisamment petit, I'ap-
plication z — fc/o (||[z — wo||) convient, pour || - [| la
norme usuelle. (I

Démonstration de la proposition 2.3. Comme M est dénombrable & I'infini, il existe

par définition une suite exhaustive de compacts (K;);en (voir Pappendice A.1). Posons
o

K 1=0,et K| = K,11— K, qui est un sous-espace compact de M.
Soit U = (Uy)aea un recouvrement ouvert. Posons

Vn,a = Ua N <Kn+2 _Kn1> .

Alors (Vj, a)aca est un recouvrement ouvert de KJ,, donc admet un sous-recouvrement fini
(Vh,a)aca, - Alors (Vi a)nen,aca, est un recouvrement ouvert de M, plus fin que U, et
localement fini. Donc M est paracompacte.

Pour tout z dans K}, soit W, un voisinage ouvert de z, contenu dans V}, , pour un «
dans A, et homéomorphe & un ouvert d’un espace R¥. Par le lemme précédent, il existe
donc (en prolongeant par 0 en dehors de W) une application continue ¢, de M dans

9



[0, 1], de support contenu dans W,,, constante égale & 1 sur un voisinage W, de 2. Comme
(W1)zek: recouvre K, il existe une partie finie B, de KJ, telle que (W}).cp, recouvre
K. Posons

qui est une somme n’ayant qu'un nombre fini de termes non nuls (car pour x dans B,
I'application ¢, est nulle sur K,,_1, donc sur y si n est assez grand), et qui est strictement
positive (en fait supérieure ou égale & 1) pour tout y dans M. Posons ¢, = ¢, /¢. Alors
(¢ )neN, zeB, est une partition de I'unité que 'on peut rendre subordonnée a I en utilisant
la remarque précédant la proposition 2.3.

La derniére assertion découle immédiatement de la premiére. [l

Exercice E.2 Soit M un espace topologique paracompact, dont tout point admet un voi-
sinage homéomorphe a un ouvert de R™. Alors M est métrisable.

Il découle de la proposition 2.3 et de l'exercice ci-dessus que l'on peut rajouter la
condition « X est paracompact séparable » dans la liste des conditions équivalentes de la
proposition 2.2.

Il existe des espaces topologiques localement homéomorphes & R™, mais non séparés,
que nous appellerons variétés topologiques non séparées (de dimension n). De tels exemples
apparaissent assez naturellement quand on considére des quotients de variétés topologiques
(il est donc important de ne pas oublier d’étudier la propriété de séparation des quotients,
lorsque l'on veut construire des variétés topologiques comme espaces quotients d’espaces
topologiques!), voir les exemples en exercice ci-dessous. Il existe des espaces topologiques
localement homéomorphes & R™, mais non paracompacts, que nous appellerons variétés
topologiques non paracompactes (de dimension n). Mais de tels exemples sont la plupart
du temps trés artificiels, voir les exemples en exercice ci-dessous.

Exercice E.3 (1) Soit X ’ensemble (R—{0})11{0_,0,}. Montrer qu’il existe une unique
structure d’espace topologique sur X telle que les deux applications o1+ : R — X définies
par pi(t) =t sit # 0, et p£(0) = 0L soient des homéomorphismes sur leurs images.
Montrer que X est une variété topologique non séparée (voir ci-dessous).

..J\g
R |/

X 0 =R2— {0} Q0 =R?

(2) On considére un champ de vecteurs de classe C ne s’annulant pas sur un ouvert
Q de R2, dont toute courbe intégrale est fermée dans Q. Soit ~ la relation d’équivalence
sur Q définie par x ~ y si et seulement s’il existe une courbe intégrale de X passant par
x et y. Montrer que [’espace topologique quotient 2/~ est localement homéomorphe a R.
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Plus généralement (voir le paragraphe 4.8 pour les définitions), si F est un feuilletage C!
de codimension k a feuilles fermées dans une variété différentielle Q de classe Ct, alors
Uespace des feuilles de (Q, F) (c’est-a-dire ’espace topologique quotient de Q par la relation
d’équivalence « étre dans la méme feuille ») est localement homéomorphe a R*. Dans les
deuz exemples de la figure ci-dessus, montrer que 2/~ est une variété topologique non
séparée de dimension 1 (mais séparable).

Exercice E.4 (Voir l'appendice A.1 pour des rappels sur les ordres.) Soit B un ordinal,
et B_ l’ensemble ordonné des ordinaux strictement inférieurs a 5. On considére [’ensemble
X = (= x[0,1]) — {(0,0)} muni de la topologie de l’ordre induite par l’ordre lexicogra-
phique. Montrer que st B est Uordinal de l'ordre usuel sur N, alors X est homéomorphe
a 10,400 [. Montrer que si 3 est le plus petit ordinal non dénombrable, alors X est une
variété topologique non paracompacte (mais séparée), appelée la longue (demi-)droite.

2.2 Sous-variétés de R"

Nous renvoyons par exemple a [Ave, CarH, Diel] pour des rappels de calcul différentiel,
ainsi qu’a 'appendice A.3. Sauf mention explicite du contraire, on identifie R et RP x R"~P
de maniére usuelle par (z1,...,2,) — ((x1,...,2p), (Tpt1,...,2,)) pour 0 < p < n (avec
convention immédiate pour p = 0 ou p = n).

Le premier exemple, et celui qu’il faut garder en téte, de sous-variété d’un espace vecto-
riel de dimension finie est un sous-espace vectoriel, par exemple RP x {0} contenu dans R™.
Nous allons définir une sous-variété générale comme obtenue par difféomorphismes locaux
ambiants & partir un tel exemple, et donner des caractérisations équivalentes. Rappelons
que le graphe d’une application f : A — B est la partie de A x B formée des couples
(x, f(x)) pour x dans A.

Théoréme 2.5 Soit n > p dans N et k dans (N—{0}) U{oo,w}. Les propriétés suivantes
d’une partie M de R™ sont équivalentes :

e (Définition locale par redressement) U....
Pour tout x dans M, il existe un voisinage U :
de x dans R™, un voisinage V de 0 dans R"
et un CF-difféomorphisme f : U — V tels que
fFUNM)=Vn(RPx{0}).

¢ (Définition locale par fonction implicite)
Pour tout x dans M, il existe un voisinage U de
x dans R™ et une application f: U — R"P de
classe CF qui est une submersion en x, tels que

UnM = f~1(0).

e (Définition locale par graphe)

Pour tout x dans M, il existe un voisinage U
de x dans R™, une identification par un auto-
morphisme linéaire R™ = RP x R™"™P, un ouvert
V de RP et une application f : V. — R"7P de
classe CF tels que U N M = graphe(f).
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e (Définition locale par paramétrage) UNM
Pour tout x dans M, il existe un voisinage U
de x dans R™, un voisinage V de 0 dans RP et f %
une application f : V. — R" de classe CF tels

que f(0) = x, f soit une immersion en 0, et f
soit un homéomorphisme de V sur U N M. Vv R™

'

Démonstration. Numérotons de (1) & (4) ces assertions dans cet ordre.

Montrons que (1) implique (2). Si z, U, f sont comme dans (1), alors on peut supposer
que f(x) =0, et en notant fi,..., f, les composantes de f, et g : U — R" P Papplication de
composantes fpi1, ..., fn, alors g est une submersion de classe CF telle que g 10)=UnM.

Montrons que (1) implique (4). Siz, U, V, f sont comme dans (1), alors on peut supposer
que f(x) = 0, et la restriction de f~! a l'ouvert W = V N (RP x {0}) de R? x {0} est
une application de classe C* envoyant 0 sur z, qui est une immersion en 0, et qui est un
homéomorphisme de W sur U N M.

Montrons que (4) implique (1) (cette implication est parfois utilisée sous le nom de
théoréme des immersions dans les exercices). Si z, U, V, f sont comme dans (4), alors par
le théoréme A.5 de forme normale locale des immersions, quitte & restreindre U et V, il
existe un CF-diffeomorphisme ¢ de U sur un voisinage ouvert W de 0 dans R™ tel que,
sur V, on ait I'égalité ¢ o f (z1,...,2p) = (21,...,2p,0...,0), et donc en particulier
H(U N M) = o f(V) = W N (RP x {0}).

Le fait que (2) implique (1) (cette implication est parfois utilisée sous le nom de théo-
réme des submersions dans les exercices) se montre de méme, en utilisant le théoréme A.6
de forme normale locale des submersions.

Le fait que (3) implique (4) est immédiat, car si z,U, V, f sont comme dans (3), alors
on peut supposer que z = 0 et que f(0) = 0, et 'application F' : y — (y, f(y)) est alors un
homéomorphisme de V' sur U N M, qui est une immersion C* en 0 avec F(0) = 0.

Montrons pour terminer que (2) implique (3). Soient x,U, f comme dans (2), et no-
tons fi,..., fn—p les composantes de f. On peut supposer que z = 0. Quitte a permuter
les coordonnées, comme f est une submersion en z, on peut supposer que la matrice

( 8§fi (J:)) (extraite de la matrice jacobienne de f en x) soit inversible. Notons
itp 1<i,j<n—p

pr1 la projection sur le premier facteur de RP x R™™P. La différentielle en = de I’application
F :yw— (pri(y), f(y)) est inversible. Donc par le théoréme A.2 d’inversion locale, F' est un
difféeomorphisme local en 0. L’inverse de F' est de la forme y — (pri(y), G(y)) avec G une
application d’un voisinage W de 0 dans R" a valeurs dans R""P. Donc, quitte a restreindre
U, la partie UN M = f~1(0) = F~Y(RP x {0}) est le graphe de la fonction G restreinte a
W N (RP x {0}). O

On dit qu'une partie M de R™ est une sous-variété de R"™ de dimension p et de classe
CF (et tout simplement sous-variété par abus, par exemple quand k est sous-entendu) si
elle vérifie 'une des propriétés du théoréeme 2.5. On dit alors que la codimension de M
dans R® est n —p. Sip =1,2,n — 1, on dit que M est une courbe, surface, hypersurface
(différentielle) de R™ respectivement.

Si x € M, un paramétrage local de classe C¥ de M en x est une application f : V — M,
ot V est un voisinage de 0 dans R?, telle que f(0) = z, f soit une immersion C* sur V, et
f soit un homéomorphisme de V sur un voisinage ouvert de x dans M (voir la définition
locale par paramétrage (4)).
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Exercice E.5 Soient U un ouvert de R™ et f : U — R? une application de classe CF et de
rang constant r. Montrer que pour tout yo dans f(U), l’ensemble des solutions de I’équation
f(x) = yo est une sous-variété de R"™ de classe C* de dimension n —r.

Remarques. (i) La définition locale par redressement (1) fait encore sens lorsque k = 0.
On parle alors de sous-variété topologique (ou de classe C°). La définition (3) fait encore
sens aussi, mais elle est strictement plus forte que la premiére, car I’exemple ci-dessous est
une sous-variété topologique de R? (c’est-a-dire qu’elle vérifie la définition (1)), mais ne
peut pas s’écrire localement comme le graphe d’une fonction continue (c¢’est-a-dire elle ne
vérifie pas la définition (3)).

W/ P me a o aa AN N\

(ii) En remplacant R par C, et « de classe C* » par « analytique complexe », ces
définitions sont encore équivalentes, on parle alors de sous-variété complere de dimension
(complexe) p et de codimension (complexe) n — p dans C".

Nous donnerons des exemples de sous-variétés dans le paragraphe 2.4, car ce seront
aussi des exemples de variétés différentielles, que nous définissons maintenant.

2.3 La catégorie des variétés différentielles

Soient k dans l’ensemble NU {oco,w} (muni de 'ordre p < co < w pour tout p dans N),
et n dans N.

e Objets.

Un atlas de cartes CF a valeurs dans R™ sur un espace topologique M est un ensemble
A de couples (U, p) ot ¢ : U =V = ¢(U) est un homéomorphisme d’un ouvert U de M
sur un ouvert V de R™, tel que les ouverts U recouvrent M, et que pour tous les couples
(U, p) et (U',¢") dans A, Papplication

gp’oap*1 co(UNU) = (UNU)

soit un C*-difféomorphisme d'un ouvert de (U) sur un ouvert de ¢'(U").
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Nous ferons souvent ’abus de noter de la méme maniére une application et sa restriction
4 une partie de son domaine de définition. Nous utiliserons souvent par abus des familles
indexées {(U;, p;) @ @ € I}, quitte & indexer les atlas par eux-mémes.

Un tel couple (U;, ;) (et Papplication ¢;) est appelé une carte (ou carte locale) de A
(ou de M par abus), et une carte (locale) en x si x € Uy ; Pouvert U; est appelé le domaine
de cette carte. L’application gpiOgoj_l 1 (UiNU;) = ¢i(U;NU;) est appelée une application
de transition, ou un changement de carte, de A (ou de M par abus).

Remarque 2.6 Sidans la définition ci-dessus, nous demandons seulement que les U; soient
des sous-ensembles de M et que les p; soient des bijections, alors 'existence d’un tel atlas
de cartes permet de munir M d’une unique topologie, pour laquelle les U; sont des ouverts,
et les ; : U; — V; des homéomorphismes. Cette topologie est la topologie la moins fine
(voir 'appendice A.1) rendant continues les cartes, c¢’est-a-dire qu’'une partie V de M est
décrétée ouverte si et seulement si pour toute carte (U, ) de M, la partie o(U NV) est
un ouvert de ¢(U). Pour tout espace topologique X, une application f : X — M est alors
continue si et seulement si pour toute carte (U, ¢) de M, 'application ¢ o f est continue.
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les U; sont ouverts, que les ¢; : U; — V; sont
des homéomorphismes, et que cette topologie est la seule qui convienne. Voir 1’exercice
E.180 de 'appendice A.1.

Lemme 2.7 Soit M un espace topologique. Tout atlas de cartes C* de M est contenu dans
un unique atlas de cartes C* mazimal (pour linclusion,).

Démonstration. Deux atlas de cartes CF sont dit CF-compatibles si leur réunion est
encore un atlas de cartes C* (ou de maniére équivalente si I'application de transition entre
toute carte de I'un et toute carte de 'autre est un C*-diffeomorphisme). La relation « étre
CF-compatible » est une relation d’équivalence sur I'ensemble des atlas de cartes C*. La
réunion de tous les atlas de cartes C* qui sont CF-compatibles & un atlas de cartes CF
donné est alors 'unique atlas maximal cherché contenant ce dernier. O

On appelle variété différentielle de classe C* et de dimension n tout espace topologique
e séparé & base dénombrable,
e muni d’un atlas maximal de cartes C¥ (ou de maniére équivalente, d'une classe
d’équivalence d’atlas de cartes Ck), a valeurs dans R".

Lorsque k et n sont sous-entendus, on parlera de variété différentielle, voire méme par
abus de wvariété. On dit une wvariété lisse lorsque k = oo, et une variété analytique réelle
lorsque k = w. Lorsque n = 1 (respectivement n = 2), on parle de courbe (respectivement
surface), différentielle (lisse si k = oo, analytique réelle si k& = w), et par abus lorsque
le contexte est clair, de courbe (respectivement surface) tout court, mais il vaut mieux
préciser.

Une variété topologique M de dimension n admet un unique atlas de cartes C° maximal,
I’ensemble de tous les homéomorphismes entre un ouvert de M et un ouvert de R™. Munie
de cet atlas, M est alors une variété différentielle de classe C°. Réciproquement, une variété
différentielle de classe C°, privée de son atlas maximal, est une variété topologique. Nous
identifierons ainsi dans la suite de ce texte les variétés différentielles de classe C° et les
variétés topologiques.
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La définition fait sens lorsque ’on remplace R™ par un espace de Banach H, et 'on
parle de variété modelée sur H, ou wvariété banachique lorsque H est sous-entendu. Par
exemple, si H est un espace vectoriel réel de dimension n muni d’une norme quelconque
(elles sont toutes équivalentes), alors en composant un atlas de cartes (maximal) & valeurs
dans H par n’importe quel isomorphisme linéaire de H sur R”, on obtient un atlas de
cartes (maximal) & valeurs dans R". Le choix de l'isomorphisme linéaire est indifférent,
car tout automorphisme linéaire de R™ est analytique réel. Donc une variété de classe C*
modelée sur un espace vectoriel réel de dimension n est naturellement muni d’une structure
de variété de classe CF de dimension n, et nous nous autoriserons parfois a définir des atlas
de cartes & valeurs dans d’autres espaces vectoriels réels de dimension n que R".

Lorsque k = w, on peut remplacer R™ par C" (ou par n’importe quel espace vectoriel
complexe de dimension n, car tout automorphisme linéaire de C™ est analytique complexe),
et demander que les changements de cartes soient analytiques complexes. On parle alors
de wvariété analytique complexe (ou wvariété holomorphe) de dimension complexe n. Une
variété analytique complexe M de dimension complexe n admet, aprés oubli de son atlas
de cartes holomorphes maximal A, une structure de variété analytique réelle (dite obtenue
par appauvrisement de structure et encore notée M) de dimension réelle 2n, en la munissant
de l'atlas de cartes C¥ maximal contenant A.

Soit K un corps local (c’est-a-dire une extension finie du corps Q, des nombres p-
adiques, ou le corps Fy((X)) des séries formelles de Laurent en une indéterminée sur le
corps fini F, & ¢ éléments, munis de leur valeur absolue, voir [Serl|). Lorsque k = w, on
peut remplacer R™ par K™ dans la définition ci-dessus, en demandant que les changements
de cartes soient analytiques sur K. On parle alors de variété analytique rigide, voir |Sch,
Rob, FP| pour plus d’informations.

Une variété différentielle, si 'on oublie qu’elle est munie d’un atlas maximal, est en
particulier une variété topologique. On peut remplacer « séparé a base dénombrable » par
« métrisable séparable », ou « dénombrable a I'infini », ou « paracompact séparable » dans
la définition de variété différentielle, par la proposition 2.2 et I'alinéa suivant l’exercice E.2.

Tout atlas de cartes CF d’un espace topologique est aussi un atlas de cartes CF" pour
k' < k. Si M est une variété différentielle C*, d’atlas maximal A, alors 'espace topologique
M peut étre, et sera, muni d’une structure de variété différentielle C* (dite obtenue par
appavvrissement de structure, et notée par abus de la méme maniére), en munissant M de
I’atlas maximal de cartes C¥" contenant A.
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e Fléches.

Soient k € N et M, M’ deux variétés CF (par exemple obtenues par appauvrissement
des structures de deux variétés M, M’ de classe C¥',CF" avec k', k" > k) et f: M — M’
une application.

Soient (U, ¢) et (U',¢’) des cartes de M et M’ respectivement ; application

¢ ofoplipUNfHU)) = ¢ U)

s’appelle Uapplication f lue dans les cartes (U, ) et (U',¢).

L’application f est dite de classe C* en un point = de M s'il existe des cartes (U, ¢) et
(U',¢") de M et M’ en x et f(z) respectivement, telles que f(U) C U’ et que 'application
f lue dans les cartes (U, ¢) et (U’, ') soit de classe C* en ().

Y(V)

Par le théoréme de composition des applications différentiables, 'application f est de
classe C¥ en un point = de M si et seulement si elle est continue en z et si pour toutes les
cartes (U, @) et (U',¢') de M et M’ en x et f(z) respectivement, I'application f lue dans
ces cartes est de classe C* en ¢().

Notons que si k > 0, le rang (voir 'appendice A.3) de l'application lue dans des cartes
en I'image de x ne dépend pas de ces cartes, et sera donc appelé le rang de f en x.

On dit qu'une application f : M — M’ est de classe CF si elle est de classe CF
en tout point de M. Une application de classe C* est en particulier continue. On note
Ck(M, M') I'ensemble des applications de classe C¥ de M dans M’. Si 0 < k' < k, alors
CF(M, M') c C¥ (M, M)

Le théoréme de composition des applications différentiables s’étend aux variétés diffé-
rentielles : si M, M’, M" sont trois variétés C*, et si f : M — M’ et g : M’ — M" sont
des applications de classe C¥ en x et en f(z) respectivement, alors go f : M — M" est
de classe C¥ en z; doncsi f: M — M’ g : M’ — M" sont des applications de classe CF,
alors go f : M — M" est de classe C*. Ceci découle immédiatement du cas des ouverts
des espaces R” en considérant des applications lues dans des cartes.
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Pour K = R ou K = C (munis de leur structure de variété C* évidente, voir paragraphe
2.4.1), ensemble C*(M, K) est une sous-algébre de la K-algébre de toutes les applications
de M dans K (munie des opérations d’addition et de multiplications points par points).

La collection des variétés CF, la collection des ensembles d’applications C* entre deux
variétés CF| les applications identités des variétés CF et la composition des applications CF
forment donc une catégorie (voir 'appendice A.6).

Soit f : M — M’ une application de classe C*. Nous renvoyons a I’appendice A.3 pour
des rappels de terminologie du calcul différentiel.

On dit que f est un CF-difféomorphisme (ou diffcomorphisme tout court lorsque k est
sous-entendu — dans les exercices et en pratique, k = oo est souvent sous-entendu—) si f est
bijective et si son inverse est aussi de classe C*. Remarquons que f est de classe CO si et
seulement si elle est continue, et que f est un CP-diffeomorphisme si et seulement si f est
un homéomorphisme. Deux variétés différentielles de classe C* sont dites CF-difféomorphes
(ou isomorphes lorsque k est sous-entendu) s'il existe un CF-diffeomorphisme de 'une dans
Iautre.

Sixz € M, on dit que f est une immersion en = si k > 0 et g’il existe des cartes
locales en = et en f(x) telles que l'application f lue dans ces cartes soit une immersion
en l'image de z. Ceci ne dépend pas des cartes locales choisies en z et f(x). On dit que f
est une immersion si f est une immersion en tout point de M. On définit de méme une
submersion en un point, une submersion, une application de rang constant au voisinage d’un
point, et une application de rang constant (aussi appelée subimmersion). Remarquons que
la composée de deux immersions est une immersion, que la composée de deux submersions
est une submersion, mais que la composée de deux applications de rang constant n’est pas
forcément de rang constant (voir les exercices E.29 et E.30).

Les définitions précédentes s’étendent aussi au cas ot M et M’ sont des variétés analy-
tiques complexes. En particulier, une application continue f : M — M’ est dite analytique
complexe ou holomorphe si les applications lues dans les cartes le sont.

Les corollaires A.5, A.6 et A.7 de 'appendice, donnant des formes normales locales des
immersions, submersions et applications de rang constant, sont des résultats locaux, donc
on obtient immédiatement leur extension pour les variétés :

Théoréme 2.8 Soient M, N deuz variétés de classe C* de dimensions p, q, soit © un point
de M et f: M — N une application de classe CF.

(Forme normale locale des immersions) Si f est une immersion en x, alors pour
toute carte locale ¢ en x telle que p(x) = 0, il existe une carte locale ¢ en f(x) avec
P(f(x)) =0 telle que, au voisinage de 0, on ait

Yofop t(z,...,1p) = (21,...,2,0,...,0) .

(Forme normale locale des submersions) Si f est une submersion en x, alors pour
toute carte locale 1 en f(x) telle que ¥(f(x)) = 0, il existe une carte locale ¢ en x avec
o(x) =0, telle que, au voisinage de 0, on ait

Yofop (... 1p) = (21,...,24) -

(Forme normale locale des applications de rang constant) Si f est une applica-
tion de rang constant r < min{p, g} sur un voisinage de x, alors il existe une carte locale 1
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en f(x) avec (f(x)) = 0 et une carte locale p en x avec p(x) = 0, telles que, au voisinage
de 0, on ait

Yofopt(xr,...,xp) = (21,...,2,,0,...,0). O

Comme tout recouvrement ouvert d’une variété différentielle admet un recouvrement
plus fin formé de domaines de cartes, et par une démonstration analogue, la proposition 2.3
d’existence de partition de 'unité s’étend pour donner des partitions de 'unité de classe
CF (c’est-a-dire dont chaque application est de classe C¥), pour k dans NU{co}. Attention
ce résultat n’est pas vala ble en analytique réel (ni complexe), le lemme clef 2.4 n’étant
plus vérifié.

Proposition 2.9 Soient k dans N U {oo}, et M une variété de classe C*. Tout recouvre-
ment ouvert de M admet une partition de U'unité de classe C* qui lui est subordonnée. Si
de plus M est compacte, alors tout recouvrement ouvert admet un sous-recouvrement fini
et une partition de l'unité finie de classe C* qui est subordonnée a ce sous-recouvrement.
O

e Le point de vue des faisceaux

Le point de vue des faisceaux, ou point de vue fonctionnel, défend 1l'idée que bien
comprendre un objet, c¢’est bien comprendre les fonctions qui sont définies sur cet objet.
Ainsi Platon dans sa caverne aurait-il pu penser a faire varier les sources d’éclairages pour
étudier un objet par ses ombres projetées.

Soit X un espace topologique. Un faisceau d’espaces vectoriels de fonctions réelles sur
X (ou par abus faisceau dans ce qui suit) est la donnée, notée F, pour tout ouvert U de X
d’un sous-espace vectoriel F(U) de l'espace vectoriel RY des fonctions réelles sur U, telle
que

(1) pour tous les ouverts U C V, 'application de restriction ¢ — ¢ de RY dans RY
envoie F (V') dans F(U),

(2) pour toute famille d’ouverts (U;);cr de X de réunion U = J;c; Ui, si (fi)ier €
[Lic; F(Us) vérifie la condition de compatibilité

V’L,] € I? fi‘UiﬂUj = fj|UiﬂUj ’

alors 'unique f dans RY tel que fiu, = fi appartient a F(U).

La premiére condition s’appelle la stabilité par restriction. La seconde condition s’ap-
pelle la condition de localité. Elle est présente pour donner du sens au fait que les fonctions
qui vont nous intéresser sont celles dont la définition est « locale ». Par exemple, si, pour
tout ouvert U, on note C% (U) = CO(U, R) I'espace vectoriel des fonctions réelles continues
sur U, alors C% est un faisceau. Si X est une variété différentielle de classe C*, si Ck (U)
est I'espace vectoriel des applications réelles de classe C*, de U (muni de sa structure de
variété CF évidente, voir le paragraphe 2.4.2) dans R, pour tout ouvert U de X, alors
C’)“( est un faisceau. Si X est une variété holomorphe, si Cx (U) est I'espace vectoriel des
applications holomorphes de U dans C, alors Cx est un faisceau d’espaces vectoriels de
fonctions complexes (pour la définition évidente analogue au cas réel).

C’est parce que le fait d’étre continu ou d’étre de classe C* est une propriété locale que
ces exemples sont bien des faisceaux. Par contre, si X = R et si A est la mesure de Lebesgue
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sur R, alors U + L'(U, Aj) n'est pas un faisceau d’espaces vectoriels de fonctions réelles
sur X, car l'intégrabilité n’est pas une notion locale. Nous renvoyons par exemple a [Godel]
pour une étude plus approfondie des faisceaux.

Soient F, F’ deux faisceaux sur des espaces topologiques X, X’. Un isomorphisme de F
sur F’ est un homéomorphisme 1) : X — X’ tel que, pour tout ouvert U de X', Papplication
f = f o1 soit un isomorphisme d’espaces vectoriels de F/(U) sur F(1p~1(U)). Si 1 est un
isomorphisme de F sur F', alors ¢~ est un isomorphisme de F’ sur F. Les faisceaux F
et F' sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme de I'un dans I'autre.

Si Q est un ouvert de X, et si F est un faisceau, alors en posant Fio(U) = F(U) pour
tout ouvert U de €2, on obtient un faisceau F|q d’espaces vectoriels de fonctions réelles sur
Q.

Par exemple, si M est une variété différentielle de classe C* et de dimension n, et (U, ¢)
une carte de M, alors ¢ est un isomorphisme de CIXMU dans Cf@"ls@(U)' Ainsi, (M, Cﬁ/[) est

localement isomorphe (en un sens évident que nous n’expliciterons pas ici) & (R, CE,).

Remarque 2.10 Soient M, N deux variétés différentielles de classe CF, et f : M — N
une application continue. Alors f est de classe CF si et seulement si, pour tout owvert U
de N et pour tout o dans CX.(U), Uapplication f*o = o o f appartient a CX (f=1(U)).

En effet, le sens direct découle de la composition des applications C*. Le sens réciproque
découle, en prenant des cartes locales, du fait qu’une application d’un ouvert de RP dans
R est CF si ses composantes le sont.

Ainsi, les CF-diffeomorphismes de M vers N sont exactement les isomorphismes de
(M, Ck ) sur (N, CK), et deux variétés C* sont CF-difféomorphes si et seulement si leurs
faisceaux de fonctions C¥ sont isomorphes. En particulier, si M est de dimension n, alors les
cartes C¥ de M sont exactement les isomorphismes entre des couples (U, Cﬁle) et (V,CF)
pour U un ouvert de M et V un ouvert de R™.

Remarque 2.11 57 X est un espace topologique séparé a base dénombrable et si F est un
faisceau sur X tel que (X, F) soit localement isomorphe a (R™ CE,), alors il eviste une
unique structure de variété CF sur X telle que F = C’)“(.

En effet, ’ensemble des couples (U, ¢), avec U un ouvert de X et ¢ un isomorphisme
de (U, Fiy) sur (V, Cﬂké"\v) pour V un certain ouvert de R™, forme un atlas de cartes C*

sur X, et la structure de variété C* sur X définie par cet atlas convient.

On peut donc définir une variété C* de dimension n comme un espace topologique X
séparé a base dénombrable muni d’un faisceau F tel que (X, F) soit localement isomorphe
a (R™,CE,).

Par exemple, si N est une partie localement fermée d’une variété M de classe C*, alors
on peut définir un faisceau Fy sur l'espace topologique N, oti, pour tout ouvert €2 de N,
I'espace vectoriel Fx(§2) est I'espace des applications de 2 dans R, qui sont localement sur
N restriction d’une application C* réelle sur un ouvert de M.

Exercice E.6 Avec les notations ci-dessus, et la définition de sous-variété du paragraphe

2.4.2 suwivant, montrer que le couple (N, Fy) est une variété CF si et seulement si N est
une sous-variété C* de M. De plus, si ces conditions sont réalisées, montrer que Fy = C]fv,
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2.4 Exemples de variétés différentielles
2.4.1 Exemples triviaux, contre-exemples et culture

Commengons par donner des exemples d’espaces topologiques qui ne sont pas des
(sous)-variétés différentielles.

La démonstration du fait que chacun des exemples ci-dessous n’est pas une sous-variété
différentielle C! est laissée au lecteur. (Par contre, le dessin de droite est une sous-variété
topologique du plan.)

¢ —y* =0 22 +y? —22=0 r=t%y=1

Alors que la préimage d’un point par une submersion est une sous-variété (voir le
corollaire 2.22), il n’est pas vrai que I'image d’une immersion (méme injective) est une sous-
variété. Chaque dessin ci-dessous représente une sous-variété immergée, c’est-a-dire 'image
d’une variété par une immersion injective dans une variété (attention a la terminologie,
une sous-variété immergée n’est pas toujours une sous-variété). La démonstration du fait
qu’aucune d’entre elles n’est une sous-variété différentielle C! est laissée au lecteur. Mais
notons que la raison pour laquelle 'exemple de gauche ci-dessous n’est pas une variété
est la méme que celle pour laquelle 'exemple de gauche ci-dessus ne 'est pas, et qu’une
sous-variété différentielle est en particulier localement fermée (voir la remarque 2.15).

Z2

L

{(Zl,ZQ> € Sllx Sl : Ht € ]R,
2 = et 2y = eV20}

Passons aux exemples triviaux. Tout espace topologique discret dénombrable M admet
une unique structure de variété C* (qui est de dimension 0) : I'atlas maximal (indépendant
de k) est I'ensemble des (uniques) applications des singletons de M & valeurs dans R = {0}.
Dans ce texte, tout espace topologique discret dénombrable sera muni de cette structure
de variété différentielle.

Tout ouvert U de R™ admet une structure de variété différentielle de classe C*, pour
I'atlas C¥ maximal contenant 'application identité de I'espace topologique U dans 'ouvert
U de R™. Bien siir cet exemple est trivial, mais on peut remplacer R™ par n’importe quel
espace vectoriel réel E de dimension n, celui-ci étant (sauf mention contraire) muni dans
ce texte de la topologie définie par n’importe laquelle de ses normes. Ainsi, tout ouvert V'
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de E admet une structure naturelle de variété C* modelée sur F. La structure de variété
C“ obtenue sur V est celle dont I'atlas est I'atlas maximal contenant la restriction a V'
de n’importe quel isomorphisme linéaire de £ dans R™. De méme, tout ouvert de C", ou
de n’importe quel espace vectoriel complexe de dimension finie, admet une structure de
variété analytique complexe. Sauf mention explicite du contraire, un ouvert dans un tel
espace vectoriel sera muni de cette structure de variété différentielle, dite standard.

Par exemple, les ouverts GL,(R) et GL,(C) des espaces vectoriels réels de matrices
M, (R) et M,,(C) respectivement sont des variétés différentielles de classe C¥ (et GL,,(C)
est aussi une variété analytique complexe en tant qu’ouvert de ’espace vectoriel complexe

M, (C)).

Soit M un espace topologique séparé et a base dénombrable. Le groupe Homeo(M)
des homéomorphismes f de M agit sur I’ensemble des structures de variétés différentielles
de classe C* sur M, en associant a 'atlas de cartes (U;, @;)ier Uatlas (f~1(U;), @i o flier
(qui vérifie clairement les conditions voulues). Par définition d’un isomorphisme de variété
CF, deux structures de variétés CF sur M sont isomorphes si et seulement si elles sont
dans la méme orbite de Homeo(M) pour cette action. En terme de faisceaux, c’est un cas
particulier du fait que le groupe des homéomorphismes d’un espace topologique, qui agit
de maniére évidente sur la collection des faisceaux d’espaces vectoriels de fonctions réelles
sur X, préserve les faisceaux localement isomorphes au faisceau (R™, Ckn).

Une orbite de cette action de Homeo(M) est souvent non dénombrable. Par exemple,
considérons la variété différentielle C! standard R. L’homéomorphisme t — t3 de R envoie
la structure usuelle sur une structure différentielle C! différente sur R. Une variation sur
cet exemple montre qu’il existe un ensemble non dénombrable de structures (deux a deux
distinctes) de variété analytique réelle sur R. Par contre pour tout k& € N U {oco,w}, le
groupe Homeo(R) agit transitivement sur 'ensemble des structures de variété différentielle
C* sur R (voir I'exercice E.7 et le théoréme 2.12 suivants).

Exercice E.7 Montrer qu’il n’existe, a difféomorphisme analytique réel pres, qu’une et une
seule structure analytique réelle sur une variété topologique de dimension 1.

Enfin, concluons ce paragraphe en donnant quelques résultats de culture générale, dont
nous n’aurons pas besoin dans ce cours, mais qu’il est utile de connaitre pour éviter les
pieges.

Le premier résultat, pour lequel nous renvoyons a [Hir, Chap. 2|, dit que le probléeme
de classification des variétés C! ou analytiques réelles est le méme.

Théoréme 2.12 (Voir par exemple [Hir|) Soient k < k' dans (N — {0}) U {oo,w}. Toute
variété de classe CF est CE-difféomorphe & une variété de classe C¥'. Si deux variétés de
classe C¥' sont Ck-difféomorphes, alors elles sont Ck/—diﬁéomorphes. O

Ceci justifie a priori que nous nous intéressions dans ce cours surtout aux variétés
lisses. Mais cela ne veut pas dire que la notion d’application CF avec k < oo n’a pas
d’intérét ! Certains problémes de systémes dynamiques, par exemple concernant l'itération
d’applications C¥, ou de feuilletages C* (au sens du paragraphe 4.8), ont des comportements
tres différents suivant leur degré k de différentiabilité (voir par exemple [Arn, page 105]
[KH]). La démonstration du théoréme 2.12 est trés différente suivant que l'on regarde le
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cas analytique réel ou pas. En particulier elle est beaucoup plus difficile si k' = w, par
I’absence de partitions de 'unité en analytique réel.

Comme le montre le résultat ci-dessous, en petite dimension (voir par exemple [Moi),
il n’y a pas de différence entre la classification des variétés topologiques et celle des variétés
lisses.

Mais le tore (c’est-a-dire I’espace topologique produit S; x S; de deux copies du cercle),
qui n’admet & isomorphisme prés qu’une seule structure de variété analytique réelle de
dimension (réelle) 2, posséde une infinité non dénombrable de structures de variété analy-
tique complexe de dimension (complexe) 1 deux a deux non isomorphes, voir par exemple
[Rey]| : par exemple les variétés analytiques complexes quotients (au sens de la partie 2.4.2)
C/Z|r] et C/Z[7'] pour Im 7,Im 7" > 0 sont isomorphes si et seulement si 7 = 7’ pour
v € SLa(Z), ot SLa(Z) agit par homographies

( a b ) o az+b
c d)’ cz+d
sur le demi-plan supérieur de C.

Théoréme 2.13 (Voir par ezemple [Moi]) Toute variété topologique de dimension 2 ou
3 admet une structure de variété analytique réelle. Deux variétés analytiques réelles de
dimension 2 ou 3, qui sont homéomorphes, sont C¥-difféomorphes. 0

Par contre, il existe des variétés topologiques qui n’admettent pas de structure de
variété C! (voir par exemple [Kerv]). Il existe aussi de nombreuses variétés topologiques
qui admettent des structures C' (donc des structures analytiques réelles) non isomorphes.

Par exemple, voici pour n < 18 le nombre k(n) de classes d’isomorphisme de structures
différentiables C! (donc de classes d’isomorphisme de structures analytiques réelles) sur
I’espace topologique S,, (la sphére unité de R"*1), voir [KM] :

n [ <6|7[8]9]10]11 [12]13]14] 15 [16]17|18
k(n)| 1 [28]2]9]6[992] 1 ]3| 216256 2 |16]16

Dés la dimension 4, la classification des variétés topologiques et celle des variétés lisses
difféerent. Voir par exemple |Fre| et [Gom|, cette derniére référence construisant des struc-
tures différentielles sur R* non isomorphes a la structure différentielle standard de R*.

En dimension 1, une classification des variétés topologiques (& homéomorphisme prés)
est un exercice (voir 'exercice E.1).

En dimension 2, une classification des surfaces topologiques (& homéomorphisme prés)
est bien connue (voir par exemple [Gra| [Hir, Chap. 9] [Moi] et surtout [Rey| pour le cas
compact, et |[Kere, Ric| pour le cas général ; voir aussi l'exercice E.23 pour avoir une idée
des problémes pour les surfaces non compactes). Nous donnons ci-dessous la classification
(topologique, donc différentiable d’aprés le théoréme 2.13) des surfaces compactes connexes,
aprés une définition.

Soient M, M’ deux variétés topologiques connexes de dimension n > 1. Notons B
la boule unité ouverte de R”, et B:1 la boule ouverte concentrique de rayon moitié, de

2
bord Si. Soient ¢ : B — M,¢' : B — M’ deux homéomorphismes sur leur image, et
2
fie(S1) = ¢'(S

1) la restriction de ¢’ o p~. On appelle somme connere de M et M’
2
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'espace topologique obtenu par recollement de M — ¢(B1) et de M’ — p(B%) par f (voir

1
2 2

I'appendice A.1 pour une définition) :

M#M' = (M = ¢(By)) 1y (M' = ¢(BY)) -

1
2
Il est facile de voir que M# M’ est une variété topologique de dimension n. On montre qu’a
homéomorphisme prés, elle ne dépend pas du choix de ¢, ¢, et que la somme connexe de
M avec la sphére S,, est homéomorphe a M. Donc sur 'ensemble des classes d’homéomor-
phisme de variétés topologiques de dimension n, la somme connexe induit une opération
associative et commutative, admettant la classe de la sphére S,, comme élément neutre.
Par convention, la somme connexe de k copies de M est M si k =1, et S, si k = 0. Nous
renvoyons au paragraphe 2.4.3 pour la définition du tore T2 et du plan projectif réel Po(R),
et leurs représentations graphiques.

Théoréme 2.14 (Voir par exemple [Rey|) Toute surface topologique compacte conneze est
homéomorphe & la somme connexe de g > 0 copies du tore T2 ou & la somme connexe de

g > 1 copies du plan projectif réel Po(R), et deux telles surfaces ne sont pas homéomorphes.
O

T? T24T? T24T24 .. #T?
sphére tore surface orientable de genre ¢

Py (R) Ky = Po(R)#P5(R) Po(R)#P2(R)# . . . #P2(R)
plan projectif bouteille de Klein surface non orientable de genre g

En dimension 3, une classification des variétés topologiques (& homéomorphisme preés)
est toujours ouverte. Nous renvoyons a l’excellent article de survol de J. Milnor [Mil2]
pour un état de I'art concernant cette classification, des travaux de Poincaré aux annonces
de Perelman, en passant par les résultats de Thurston. Nous renvoyons par exemple a
[KIL, BBBMP10, MorTial4| pour des démonstrations de la conjecture de géométrisation
de Thurston permettant de décrire les variétés topologiques compactes de dimension 3.

2.4.2 Exemples familiaux

Nous donnons dans ce paragraphe quelques grandes méthodes pour construire des va-
riétés différentielles, qui produisent souvent des familles intéressantes de tels objets. Nous
étudierons les grandes classes ensemblistes des sous-ensembles, images directes, images
réciproques, somme, produit, quotient.
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e Sous-variétés. Soient k < k' dans N U {oco,w}, p dans N et M une variété (oL
Une partie N de M est une sous-variété C¥ de dimension p de M si pour tout z dans
N et pour toute carte locale (U, ¢) de classe C¥ de M en x, le sous-espace p(U N N) est
une sous-variété (au sens du paragraphe 2.2) de classe C* et de dimension p de p(U) au
voisinage de (). Il suffit en fait de demander l'existence d’au moins une telle carte locale.
Si M est de dimension n, on dit alors que la sous-variété N est de codimension n — p.

Par exemple, les ouverts d’une variété sont des sous-variétés, et les sous-variétés de R"
(au sens du paragraphe 2.2) sont des sous-variétés de la variété R™.

Exercice E.8 Quelles sont les sous-variétés de dimension n de R™ ?

Remarque 2.15 Une sous-variété N d’une variété M est localement fermée dans M
(c¢’est-a-dire tout point de N admet un voisinage U dans M tel que N NU soit fermé
dans U, voir 'appendice A.1 et l'exercice E.179).

En effet, RP x {0} est (localement) fermé dans R™, et la propriété est invariante par
homéomorphismes (locaux), donc cette remarque est immédiate avec la définition par re-
dressement des sous-variétés (si k > 0, c’est encore plus évident en utilisant la définition
par fonctions implicites.) Par contre, une sous-variété n’est en général pas fermée (penser
a un intervalle ouvert borné non vide dans R).

Les couples (U N N, PN ~), avec U un ouvert de M et ¢ une carte de classe C* de
M telle que (U N N) soit contenu dans RP x {0}, forment alors (par le théoréme 2.5)
un atlas de cartes C* de N a valeurs dans RP (aprés identification évidente de RP et de
RP x {0}). Notons qu’un sous-espace topologique d’un espace topologique séparé et a base
dénombrable 'est encore. Si k > 0, si M = R" et si {(Uy, pa)}aca est Uensemble des
paramétrages locaux C* de N, alors ((¢a(Us), 92'))aca est un atlas de cartes sur N, qui
est CF-compatible au précédent, donc définit la méme structure de variété CF sur N.

Nous munirons toujours une sous-variété C¥ de cette structure de variété différentielle
de classe CF, dite standard. Cette structure de variété différentielle de classe CF est uni-
quement caractérisée par la propriété universelle suivante (voir aussi l’exercice E.6).

Proposition 2.16 Soient k dans N U {co,w}, M une variét¢ C*¥, N une sous-varié¢té C*
de M eti: N — M Uinclusion. Alors i est une immersion injective de classe CF, et
la structure de variété différentielle CF sur N ci-dessus est l'unique structure de variété
différentielle sur N vérifiant la propriété suivante :

pour toute variété P de classe C*, une application f : P — N est de classe CF si et
seulement siio f: P — M lest.

Démonstration. Pour toute telle structure de variété différentielle sur NV, cette propriété
universelle, appliquée a I’application identité de N dans N, implique que i est C*. L’unicité
se montre, comme souvent pour les propriétés universelles, en considérant I'application
identité de N dans N, et en munissant la source d’une telle structure et le but d’une autre
telle structure, la propriété universelle disant qu’elle est de classe CF car i : N — M Dest,
et donc par symétrie, un CF-difféomorphisme, donc les structures coincident.

Le fait que la structure construite vérifie cette propriété universelle, ainsi que le fait
que 7 soit une immersion, est évident, en prenant des cartes locales. O
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Exercice E.9 Montrer que si N est une sous-variété C* de M, si P est une variété CF,
et si f: N — P est la restriction d’une application CF d’un voisinage ouvert de N dans
M, alors f est Ck. Voir Uexercice E.38 pour le probléme de la réciproque.

Il est immédiat que toute sous-variété d’une sous-variété de M est une sous-variété de
M (voir I'exercice E.31 et sa solution). Comme cas particulier du fait que toute sous-variété
C* d’une variété CF est une variété CF, toute sous-variété C* d’un espace R™ est une variété
différentielle de classe CF. En fait, la réciproque de ce résultat est vraie, voir ci-dessous
aprés quelques définitions.

e Plongements. Soient k& dans NU{oo,w} et M, N deux varié¢tés C*¥. Une application
f de M dans N est un CF-plongement (ou plongement tout court quand le degré de
différentiabilité est sous-entendu) si
e f: M — f(M) est un homéomorphisme (ot f(M) est muni de la topologie induite)
et,
e lorsque k > 0, Papplication f est une immersion CF.

Attention, il y a bien deux conditions dans cette définition, et les exemples 2.4.1 montrent
qu’une immersion injective n’est en général pas un plongement, la demande que f soit un
homéomorphisme sur son image est cruciale. Attention, 'image d’un plongement n’est pas
toujours fermée. Par exemple, 'application d’inclusion d’un intervalle ouvert borné non
vide dans R est un plongement d’image non fermée.

Nous renvoyons a 'appendice A.1 pour la définition d’une application propre et ses
propriétés, dont le résultat suivant découle immédiatement.

Proposition 2.17 Soient M et N deux variétés de classe CF. Toute immersion C* (ap-
plication continue si k = 0) injective et propre de M dans N est un homéomorphisme
sur son image, donc un CF-plongement, d’image fermée. En particulier, si M est com-
pacte, toute immersion C* (application continue si k = 0) injective de M dans N est un
CF-plongement. O

La proposition suivante dit en particulier que I'image d’une variété par un plongement
CF avec k > 0 est une sous-variété, donc une variété.

Proposition 2.18 Soient M, N deux variétés C*, avec k > 1. Une application f de M
dans N est un CF-plongement si et seulement si

(1) f(M) est une sous-variété C* de N, et
(2) f: M — f(M) est un Ck-difféomorphisme.

Démonstration. Comme I'injection d'une sous-variété C* de N dans N est une immersion
CF, il est immeédiat que si ces deux conditions sont vérifiées, alors f est un CF-plongement.
Réciproquement, soit f : M — N un CF-plongement.

Comme f est un homéomorphisme sur son image, il suffit de vérifier que f(M) est
une sous-variété CF de N, et que, pour tout point = de M, Papplication f est un CF-
difféeomorphisme d’un voisinage ouvert de x dans M sur un voisinage ouvert de f(z) dans
f(M). Mais ces deux propriétés sont des propriétés locales, et il suffit donc de les vérifier au
voisinage de tout point f(z) et = respectivement. Soient U un voisinage ouvert de = dans
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M, et V un voisinage ouvert de f(z) dans N, qui sont des domaines de cartes. Comme
f est un homéomorphisme sur son image, on peut supposer que f(U) C f(M)NV. En
remplagant f par une application lue dans les cartes, on se raméne au cas ou M, N sont des
ouverts de R, R" respectivement. Le résultat découle alors du théoréme 2.5 (qui nécessite
kE>1). O

Comme le montre le neud sauvage suivant, image d’un plongement topologique du
cercle S dans R?, 'image d’une variété topologique par un plongement topologique n’est
pas toujours une sous-variété.

®\_9\ 99 ... L@p@p@

Comme énoncé dans la remarque (1) ci-dessous, toute variété différentielle est difféo-
morphe a une sous-variété d’un espace R™. Mais ce résultat ne justifie pas de n’étudier que
les sous-variétés de R™. En effet, de nombreux objets mathématiques ont une structure
différentielle « naturelle » qui n’est pas une structure de sous-variété « naturelle », voir par
exemple ci-dessous les espaces projectifs et les variétés grassmanniennes, ainsi que les ob-
jets construits par quotients comme dans le paragraphe ci-dessous intitulé Revétements,
ou comme les espaces homogeénes dans le paragraphe 5.8. En pratique en mathématiques,
il y a plus d’objets qui sont construits par quotients d’objets que par sous-objets.

Dans ces notes, nous ne démontrerons que le résultat suivant.

Théoréme 2.19 Pour tout k dans NU {oc} et toute variété compacte M de classe CF, il
existe m dans N et un C*-plongement de M dans R™.

Démonstration. Soit n la dimension de M. Par compacité, M admet un atlas de cartes
fini (Uj, ¢i)1<i<p. Par la proposition 2.9 et sa démonstration, il existe une partition de
I'unité (f;)1<j<q de classe CF, avec fj constante non nulle sur un ouvert Vj, et de support
contenu dans U;;, de sorte que (V;)1<j<q recouvre M. L’application f;;., prolongée par
0 en dehors de U;;, est de classe CF. Lapplication v = (f14,, ..., faigs f1,-- -5 fq) de M
dans R TD4 est une immersion C* (car tout point = appartient a I'un des ouvert V; sur
lequel f; est constant et ¢;; est une immersion). Elle est injective (car si ¢ (z) = ¥(y), et
siz € V; CUjy, alors fi(y) = fj(z) >0, donc y € Uj,, et p;; étant injective sur Uy, on a
donc z = y). Donc 9 est un C*-plongement par la proposition 2.17. ]

Encore une fois, 'utilisation de partitions de 'unité empéche la démonstration de mar-
cher pour le cas analytique réel. Voici quelques remarques de nature culturelle, pour laquelle
nous renvoyons aux livres de [Hir, Ada].

Remarque. (1) Pour tout & dans N U {oco,w}, un résultat de Whitney [Whi| montre que
toute variété C* de dimension n > 0 admet un CF-plongement dans R?", et que toute
variété CF de dimension n > 1 admet une immersion C* dans R?*~!. Comme tout sous-
espace d’un espace séparé et a base dénombrable l'est aussi, la condition imposée aux
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variétés différentielles d’étre séparées et & base dénombrable est donc nécessaire pour la
validité du théoréme de Whitney.

(2) Ce résultat de Whitney est optimal, car le plan projectif réel Po(R) (qui est de
dimension 2, voir ci-dessous) ne se plonge pas dans R? (et I'espace projectif Py, (R) ne se
plonge pas dans R?"*! pour n > 1), voir par exemple [Hir, page 108|. De plus, comme il
est facile & montrer (voir I'exercice E.27), la sphére Sy n’admet pas d’immersion C! dans
R2.

e Images réciproques. Fixons un élément k£ dans (N —{0}) U {oo,w}, deux variétés
M et N de classe C* et de dimension m et n respectivement, et une application f : M — N
de classe CF.

Proposition 2.20 Soity € f(M). Si f est de rang constant r sur un voisinage de f~1(y),
alors f~(y) est une sous-variété C* de M, de dimension m —r, qui est fermée.

Démonstration. Comme le fait d’étre une sous-variété est un probléme local, par le
théoréeme 2.8 de forme normale des applications de rang constant, en prenant des cartes
locales, on se raméne au cas ou M et N sont des ouverts de R™,R™ respectivement
contenant 0, ou f(0) = 0 et y = 0 et ou f est une restriction de 'application linéaire
(X1, @) — (21,...,2.,0,...,0). Le résultat en découle. O

Un point z de M est un point critique de f si f n’est pas une submersion en z. Un point
y de N est une valeur critique s’il existe un point critique x tel que f(z) =y. Un point de
N qui n’est pas une valeur critique est une valeur réguliére. (Attention, une valeur réguliére
n’est pas forcément une valeur, en fait tout point de N n’appartenant pas a 'image de f
est une valeur réguliére!)

Soit M une variété de classe C! et de dimension n. Une partie A de M est dite de
mesure nulle si pour toute carte locale (U, ) de M, la partie p(ANU) de R™ est de
mesure nulle pour la mesure de Lebesgue de R™. Tout C!-difféomorphisme entre ouverts
de R™ préserve les ensembles de mesure nulle, par le théoréme de changement de variable
pour la mesure de Lebesgue. Donc une partie A de M est de mesure nulle si et seulement si
pour tout z dans A, il existe une carte locale (U, ¢) de M en z telle que la partie p(ANTU)
de R" soit de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue de R™.

Notons qu'une sous-variété de classe au moins C! et de codimension au moins 1 d'une
variété M est de mesure nulle dans M, par redressement.

L’abondance des valeurs réguliéres vient du résultat suivant, dont nous n’aurons pas
besoin dans ces notes sous cette forme générale, mais que nous énongons pour la culture
générale (voir par exemple [Hir, page 69|, ainsi que le trés joli petit livre [Mil]).

Théoréme 2.21 (Théoréme de Sard) Soient M et N deux variétés de dimensions m et
n, et f: M — N une application de classe C*. Si k > max{0,m —n}, alors I’ensemble des
valeurs critiques de f est de mesure nulle, et en particulier ’ensemble des valeurs réguliéres
est dense. O

Les valeurs réguliéres permettent de construire des sous-variétés par image réciproque,
comme indiqué dans le résultat suivant.

Porisme 2.22 Siy est une valeur régulicre de f et siy € f(M), alors f~(y) est une sous-
variété CF de M, de dimension m — n. En particulier, si f : M — N est une submersion
Ck, alors f~1(y) est une sous-variété C* de M pour tout y dans N.
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Démonstration. Comme ’ensemble des points de M en lesquels f est une submersion
est un ouvert, et qu’'une submersion & valeurs dans N est une application de rang constant
n, le résultat découle de la proposition 2.20. O

Une telle sous-variété f~1(y) est appelée une surface de niveau réguli¢re (ou ligne de
niveau réguliere si m —n = 1). Plus généralement, on a le résultat suivant (voir aussi
I'exercice E.72).

Proposition 2.23 Si f: M — N est une submersion

Ck, si S est une sous-variété C* de N de dimension
p, alors f~1(S) est une sous-variété C* de M, de di- f_l(S)
mension m — n -+ p.
e
9

Démonstration. Soit z dans f~1(S) et y = f(x).
Soit U un voisinage ouvert de y et g : U — R"7P
une submersion C* telle que SNU = g~ (g(y)). Alors

g o f est une submersion en z, et si z = g o f(x), N
alors f~1(S) N f~1(U) = (go f)~'(2), ce qui montre
le résultat. O

e Sommes disjointes. Soient (M, )ac4 une famille au plus dénombrable de variétés
différentielles de classe CF et de dimension n, et (Uwsis Pai)icr, un atlas de cartes de M,
pour tout a. Notons X Despace topologique somme disjointe des M, (voir I’appendice
A.1), qui est séparé et a base dénombrable. Identifions M, avec son image dans X. Alors
il est facile de vérifier que (Uq.i, Pa,i)aca,icr, €st un atlas de cartes CF sur X, donc définit
une structure de variété différentielle de classe CF et de dimension n sur X. Sauf men-
tion explicite du contraire, une somme disjointe de variétés sera toujours munie de cette
structure, dite de variété somme disjointe.

Il est immédiat de voir que cette structure sur X est I'unique structure de variété CF
telle que pour toute variété P de classe C*, une application de X dans P est de classe CF si
et seulement si sa restriction & chaque M, est C¥. En particulier, les inclusions canoniques
des M, dans X sont des C*-plongements.

e Produits. Si M, N sont deux variétés différentielles de classe CF, et si (U, ¢s)icr,
(Vi, 1) jes sont deux choix d’atlas définissant leur structure différentielle, posons ¢;; : U; x
Vi = i(Us) x1pj(V;) Papplication définie par (x,y) — (pi(x),¥;(y)). Alors il est immédiat
de vérifier que (U; X ‘/j,¢ij)(i7j)€[XJ est un atlas de cartes C* sur I’espace topologique
produit M x N, dont la classe d’équivalence ne dépend pas des choix. Un produit de deux
espaces topologiques séparés et a base dénombrable 'est encore. Sauf mention explicite du
contraire, le produit de deux variétés sera toujours muni de cette structure de variété, dite
de variété produit.

Remarquons que si M et N sont de dimension m et n respectivement, alors la dimension
de la variété produit M x N est m+n. Il est immeédiat que les projections pry : M x N — M
et pro : M x N — N sont des submersions surjectives de classe C*. Notons que par
I'identification usuelle d’une fonction a valeurs dans un produit avec le couple de ses deux
composantes, on a

CF(M, Ny x Ny) = CF(M, Ny) x CE(M, Ny)

pour toutes les variétés M, N1, Ny de classe C* : une application d’une variété a valeurs
dans une variété produit est C* si et seulement si ses composantes le sont.
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Exercice E.10 Montrer que la structure de variété produit est ['unique structure de variété
CF sur lespace topologique produit telle que ceci soit vérifié.

Dans la fin de ce paragraphe, nous montrons comment utiliser les revétements (voir
I'appendice A.4) pour construire des variétés différentielles, soit en « tirant en arriére » des
structures de variété différentielle, soit en « passant au quotient » des structures de variété
différentielle.

Le bon outil pour transférer des propriétés locales dans les deux sens est celui des
morphismes étales, au sens suivant. Soient M, N deux variétés de classe C¥. Une application
f: M — N est un morphisme étale de classe C* (ou un Ck-difféomorphisme local) si pour
tout x dans M, il existe un voisinage ouvert U de x dans M et un voisinage ouvert V de f(z)
dans N tel que f: U — V soit un C*-diffeomorphisme. Par le théoréme d’inversion locale
A2, si M, N sont de dimension m,n respectivement, alors une application f : M — N
est un CF-difféeomorphisme local si et seulement si f est une immersion C* et m = n. On
définit de méme une application étale holomorphe entre deux variétés holomorphes.

e Homéomorphismes locaux. Les homéomorphismes locaux permettent de « tirer
en arriére » des structures de variété différentielle. Plus précisément, soient X et B deux
espaces topologiques séparés & base dénombrable, et p : X — B un homéomorphisme local.
Si B est muni d’une structure de variété CF, alors X admet une unique structure de variété
CF telle que p soit un CF-diffeomorphisme local.

En effet, 'ensemble des couples (V, ¢) tels que V' soit un ouvert de X, la partie p(V)
soit un ouvert de B, I'application pjy : V' — p(V) soit un homéomorphisme et le couple
(p(V),¢) soit une carte locale de B, forme un atlas de cartes C* sur X. La structure de
variété CF définie par cet atlas sur X convient.

Localement, 'application p induit un isomorphisme entre les faisceaux C];( et C% (cest-
a-dire pour tout point x de X, il existe des ouverts U dans X et V dans B, tels que x € U
et p soit un isomorphisme de CI)“(‘U sur C%lv).

e Revétements. Nous renvoyons a 'appendice A.2 pour le vocabulaire des actions
de groupes, et & 'appendice A.4 pour les notions de base sur les revétements.

Soient X, B deux variétés C¥, et f : X — B une application C*. On dit que f est un
revétement CF si pour tout y € B, il existe un voisinage ouvert V de y, un espace discret
dénombrable D non vide et h: V x D — f~1(V') un C*-difféomorphisme (pour la structure
produit a la source) tel que le diagramme suivant commute :

VxD o)

i N b f
Vv

Si X, B sont des variétés analytiques complexes, on définit de méme la notion de revétement
holomorphe en demandant que h soit un difféfomorphisme analytique complexe.

Deux revétements C¥, f : X — B et f' : X' — B, sont isomorphes sl existe un
CF-diffeomorphisme ¢ : X — X' tel que le diagramme suivant commute

x 4 x

F o\ < fr
B

29



Une propriété fondamentale des revétements C* est celle de relévement unique d’ap-
plications C*, que nous énoncons ci-dessous. Comme un revétement CF est en particulier
un CF-diffeomorphisme local, la proposition suivante est une conséquence immédiate de la
proposition A.10 de 'appendice A.4.

Proposition 2.24 (Théoréme du relévement) Si p : X — B est un revétement C*
et Y est une variété C* simplement connexe, pour tous x dans X et y dans Y tels que
p(z) = f(y), pour toute application f : Y — B de classe CF, il existe un et un seul

relevement f:Y — X de classe CF de f tel que f(y) = x. O

Sip: X — B est un revétement holomorphe, et si f : Y — B est analytique complexe,
alors un théoréme du relévement analogue fournit un relévement f : Y — X analytique
complexe.

La construction principale de revétements CF est la suivante. Soit G' un groupe discret
agissant, par CF-diffeomorphismes, librement et proprement sur une variété différentielle
X de classe CF.

Proposition 2.25 L’espace topologique quotient G\X admet une unique structure de va-
riété différentielle de classe CF, telle que la projection canonique m : X — G\X soit un
CF-difféomorphisme local.

Sauf mention explicite du contraire, tout tel quotient G\ X sera muni de cette structure
de variété CF, dite de variété quotient. La projection canonique 7 est alors un revétement
CFk.

Démonstration. On sait (voir le théoréme A.8 de 'appendice A.4) que espace topolo-
gique G\ X est séparé. Il est immédiat que G\ X est & base dénombrable, car X 'est et la
projection canonique 7 est continue, ouverte (voir la proposition A.1 de I'appendice A.2)
et surjective. Considérons l'ensemble A des couples (m(V), ¢ o (m)~!) avec (V, ) une
carte locale de X, telle que I'application my : V' — m(V') soit un homéomorphisme, et que
gV NV =, pour tout g dans G — {e}. Montrons que A est un atlas de cartes C* sur G\ X.

o) AP gogtov D D)

En effet, d’une part, les domaines de cartes recouvrent bien G\ X, par le théoréme A.8
de I'appendice A.4. D’autre part, si (w(U), o (W‘U)_l) est un autre tel couple, alors pour
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tout x dans V N7~ (x(U)), il existe un (unique) élément g dans G tel que, pour tout y
suffisamment proche de z, on ait gy = (my) "' o my(y). L'application de transition entre
(m(V), o (my)~") et (m(U),¢ o (myy)~") est donc, au voisinage de ¢(x),

(Yogo 9071)|30(Vﬂ7r—1(7r(U))) )

qui est de classe CF.
La structure de variété C* définie par cet atlas sur G\ X convient. 4

De méme, si un groupe discret G agit proprement et librement par difféomorphismes
analytiques complexes sur une variété holomorphe M, alors I’espace topologique quotient
G\ M admet une unique structure de variété holomorphe, telle que la projection canonique
m: X — G\M soit une application étale holomorphe.

Du point de vue des faisceaux, pour tout ouvert U de G\ X, 'espace C’é\ (U) s’identifie
a l'espace des fonctions f dans C% (7=1(U)) qui sont invariantes par le groupe G (c’est-a-
dire telles que f(vyx) = f(x) pour tout v dans G et x dans X), par 'isomorphisme d’espaces
vectoriels qui, & une application G-invariante de 7~!(U) dans R, associe I'application de
U dans R induite par passage au quotient.

Exemples. (1) En particulier, si G est un groupe fini (discret) agissant librement par
Ck-diffeomorphismes sur une variété M compacte de classe CF, alors G\ M est une variété
quotient C¥ compacte.

(2) Le groupe topologique SLy(R) agit continiment sur le demi-plan supérieur H =
{z € C : Im z > 0}, par homographies

a b az +b
r=—.
c d cz+d
Soit SLa(Z) le sous-groupe de SLa(R) des éléments a coefficients entiers. Pour tout n €
N — {0}, soit

F[n]—{(i Z)eSLg(Z) : (i Z>z<é ?)[modn]}

Exercice E.11 Montrer que pour n > 2, le groupe T'[n] agit proprement et librement sur
H, et donc que T'[n|]\'H est une variété quotient analytique réelle. Montrer que l’espace topo-
logique quotient T\'H est homéomorphe & un disque ouvert, mais n’admet pas de structure
de variété C! telle que la projection canonique H — T\H soit un C'-difféomorphisme local.




Montrer que la variété quotient T'[2]\'H est C¥-difféomorphe a la sphére Sy privée de
trois points. Si [I',T] est le sous-groupe dérivé de T' (i.e. le sous-groupe engendré par les
commutateurs [a,b] = aba~'b~! d’éléments de T'), montrer que [U,T] agit proprement et
librement sur H et que la variété quotient [I',T|\H est C¥-difféomorphe au tore T? privé
d’un point.

Une autre grande famille de variétés est celle des espaces homogénes (voir le paragraphe
5.8), mais nous aurons besoin des groupes de Lie et de quelques résultats de géométrie
différentielle avant de pouvoir les étudier. Nous renvoyons donc le lecteur au chapitre 5.

2.4.3 Exemples cruciaux

e Les sphéres. Soit n dans N. La sphére de dimension n est le sous-espace topologique
compact S,, de R**! défini par

Sp = {z = (g, 21,...,2,) ER"™ : 22 4. ... 422 —1=0}.

Certains ouvrages, voire la plupart, notent S™ la sphére de dimension n, mais nous préférons
la notation en indice plutdt qu’en exposant, pour ne pas confondre avec les produits (que
penser de (S')" # S"?). Comme l'application (xg,...,2n) — 28 + -+ + 22 — 1 est une
submersion analytique réelle en tout point de S,,, la sphére est une sous-variété analytique
réelle de R"*!, de codimension 1 et de dimension n.

Soient N = (1,0,...,0) et S = (=1,0,...,0), appelés respectivement le péle Nord et
le pole Sud de S,,. Notons py : S, — {N} — R" et pg : S;, — {S} — R" les applications,
appelées projection stéréographique de pdle Nord et Sud respectivement, qui & un point x
de la sphére, différent du pole concerné, associent le point d’intersection, avec ’hyperplan
d’équation xg = 0 (identifié¢ avec R™), de la droite passant par le pole concerné et z. Il
est immédiat géométriquement que ces applications sont continues, bijectives, et d’inverses

continus.
Les projections stéréographiques sont donc des homéomorphismes d’un ouvert de S, sur
R™. 11 est facile de voir géométriquement (avec les notations de la figure, ||py(z)|| = tan«

et ||ps(z)|| = tan(§ — «), donc |[pn(z)|| = 1/|[ps(x)|| et 0, ps(x), pn(z) sont alignés) que
I’application de transition est

psopy + R"—{0} — R"—{0}
T

x|?
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(qui est l'inversion par rapport a la sphére S,,_1), donc est un difféomorphisme (involutif)
analytique réel. Les ouverts S, —{ N} et S;,—{S} recouvrent S,,. Donc {(S,,—{i}, pi) }icfs,m
est un atlas de cartes analytique réel sur S,,.

Exercice E.12 Vérifier que la structure de variété analytique réelle définie par cet atlas
et celle définie par la structure de sous-variété ci-dessus sont égales.

Soient n € N et p € N — {0}. Le groupe
Uy={AeC : N=1}

des racines p-émes de 'unité agit par difféomorphismes analytiques réels sur la sphére de
dimension impaire So,11 = {(20, -, 2n) € C* ¢ |20 +... 4 |20|? = 1} par A+ (20, ..., 2n) =
(Azo, ..., Azp). Donc 'espace lenticulaire Ly, = Up\San41 (voir Pappendice A.4) est une
variété quotient analytique réelle, et la projection canonique Sg,+1 — Ly est un revéte-
ment analytique réel a p feuillets.

Considérons C = CU {oo} le compactifi¢ d’Alexandrov de C (qui est C U {o0} muni de
I'unique topologie dont une base d’ouverts est I’ensemble formé des U pour U ouvert de C et
des K U{oo} pour K compact de C, voir 'exercice E.178 de I’appendice A.1). Considérons
les homéomorphismes ¢; = id : Uy = C — C et g : Uy = (C — {0}) U {c0} — C défini
par ¢2(2) = L si 2 # 0o et pa(00) = 0. Alors o 07" : C — {0} — C — {0} vaut z — 1,
qui est holomorphe. Donc (U;, ¢;)i=1,2 est un atlas de cartes holomorphe sur C. L’espace
(A:, muni de I'atlas de cartes holomorphe maximal contenant (Uj, ¢;)i=12, est donc une
variété analytique complexe de dimension 1, que l'on appelle la sphére de Riemann. Elle
est clairement C“-difféomorphe a la variété S,.

e Les tores. Le tore de dimension n est le sous-espace topologique compact de C"
défini par
T"={z=(21,...,20) €C" : |z1| == |z =1} .

Comme lapplication (21, ..., 2,) — (|z1]—1,..., |zn|—1) de C™ dans R™ est une submersion
analytique réelle en tout point de T", celui-ci est une sous-variété analytique réelle de C",
de codimension n et de dimension n.

A |

O

x = (2+cost)coss
y = (2+cost)sins (R x S1)/(Z x {0})
z = sint
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Exercice E.13 (voir aussi les exercices E.24 et E.42 et leur solutions) Montrer que T"
est C¥-difféomorphe a la variété produit de n copies du cercle Sy.

Montrer que le sous-groupe Z" agit librement et proprement sur R™ par translations, et
que la variété différentielle quotient R™/Z™ est C¥-difféomorphe a T™. (En particulier les
fonctions C* sur T s’identifient auzx fonctions C* périodiques sur R™.)

Montrer que Uapplication R™ — R?™ définie par

(t1,...,tn) — (cos2mty,sin 27ty, . . ., cos 27ty sin 27t,)

induit par passage au quotient un difféomorphisme analytique réel de R™/Z"™ sur une sous-
variété de R?".

On considére R3 muni de ses coordonnées usuelles .y, z. On appelle tore de révolution
le sous-espace de R? obtenu en faisant tourner autour de l'axze des z le cercle d’équations
y=0,(x—2)2+22 =1 (ou plus généralement n’importe quel cercle vertical disjoint de
laxe vertical). Montrer que le tore de révolution est une sous-variété analytique réelle de
R3, qui est C*-difféomorphe a T2.

Soit A un réseau de C, c’est-a-dire un sous-groupe discret tel que I'espace topologique
quotient C/A soit compact. Alors A agit librement et proprement (par translations) sur C,
et la variété holomorphe quotient C/A, de dimension (complexe) 1, est appelée une courbe
elliptique. Elle est bien stir C¥-diffeomorphe a T?. La sphére de Riemann et les courbes
elliptiques sont des exemples de surfaces de Riemann, c¢’est-a-dire de variétés holomorphes
de dimension (complexe) 1, nous renvoyons par exemple a [Rey, FK]| pour références.

Exercice E.14 Soient 7,7 deux nombres complexes de partie imaginaire strictement posi-
tive. Montrer que les courbes elliptiques C/(Z+71Z) et C/(Z+71'Z) sont isomorphes (en tant

. . . . b
que variétés analytiques complezes) si et seulement si 7/ = Z:ig ot CCL d > € SLy(Z).

e Les espaces projectifs. Rappelons que si K est un corps (commutatif), et V' un
K-espace vectoriel, on appelle espace projectif de V, et on note P(V'), 'ensemble quotient
K*\(V—{0}) de V—{0} par I’action par homothéties du groupe multiplicatif des scalaires
non nuls, ¢’est-a-dire 'ensemble quotient (V' —{0})/~ de I’ensemble V' — {0} des vecteurs
non nuls par la relation d’équivalence « étre colinéaire »

r~y <= INeEK' z=)\y.

L’ensemble P(V') s’identifie avec I’ensemble des droites vectorielles de V. Toute application
linéaire injective f : V' — V' entre deux espaces vectoriels sur K induit par passage au
quotient une application P(f) : P(V) — P(V’), appelée application projective.

Si K =R ou K =C, et si V est de dimension finie (muni de la topologie définie par
n’'importe quelle norme), nous munirons P(V') de la topologie quotient, qui est séparée
(car deux droites distinctes (privées de 'origine) sont contenues dans des cones ouverts
disjoints (privés de l'origine)), donc compacte (car P(V) est I'image d’un compact, par
exemple la boule unité fermée d’une norme). Plus généralement, si V' est un espace vectoriel
topologique sur un corps topologique K (par exemple V' = K™), nous munirons P(V') de
la topologie quotient.

Si A:V — K est une forme linéaire non nulle, de noyau un hyperplan noté H =
H,, alors A™1({1}) est un hyperplan affine de V', et 'application iy : A™1({1}) — P(V),
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restriction de la projection canonique 7 : V' — {0} — P(V), est injective, d’image P(V') —
P(H), d’'inverse I’application qui & une droite vectorielle non contenue dans H associe son
unique point d’intersection avec A='({1}). Une application de la forme

in'  P(V)=P(H) — AT'({1})

est appelée une carte affine de P(V'), d’hyperplan a Uinfini P(H). Si A\, p sont deux formes
linéaires, alors ’application

itoiy s AT{1) — Hy = pTH({1)) - Ha

est donnée par v — ﬁ’u. Donc si K =R ou K = C et si V est de dimension finie, cette
application (apreés identification linéaire, donc K-analytique, des hyperplans affines avec
un espace K%) est K-analytique. Ainsi (P(V) — IP(HA),Z'Xl)AEV_{O} (pour V' le dual de
V') est un atlas de cartes, analytique réel si K = R et analytique complexe si K = C, sur
P(V'). Sauf mention explicite du contraire, nous munirons alors P(V) de la structure K-
analytique définie par cet atlas. Les fonctions C* sur un ouvert U de P(V) s’identifient aux
fonctions C¥ sur 771 (U) qui sont invariantes par homothéties (c’est-a-dire f(tx) = f(x)
pour tout t dans K* et x dans 7 1(U)).

Supposons maintenant que V = K"!. Alors on note P,,(K) (ou parfois KP,,) I'espace
P(V), et on l'appelle I'espace projectif de dimension n, réel si K = R, compleze si K = C.

Siz = (20,71,...,2,) € K" — {0}, on note [zg : x1 : ... : 2, I'image de x dans P, (K),
et on appelle g, z1,...,2, les coordonnées homogénes de x. En particulier, pour tout ¢
dans K*, on a [txg : taxy @ ... tay| = [xo: 21 ...t xy]. ST K =R ou K = C, il suffit de

n + 1 formes linéaires pour définir un atlas de cartes de la variété P, (K), celles qui sont
les applications coordonnées. En effet, posons

Ui={[ro:z1:...:2p) €Pp(K) : x; #0}.
Les ouverts U; sont bien définis, et recouvrent P, (K). L’application ¢; : U; — K™ définie
par
i) Li—1 Tj+1 X
[Xo @y .. i xp] — <,..., S ,n>
est un homéomorphisme, d’inverse (¢, ... i o) = fto oot timr s Lt sty

ot la notation ¢; signifie que 1'on omet ¢;. Pour i = j, lapplication de transition

@i 0@t {(toy s tiy o stn) € K™ty £ 0} = {(ug, ..., T, un) € K™ 1wy # 0}
est définie par uy = i—’; sik #£1,7, et u; = % Il s’agit d’une application rationnelle, de
dénominateur ne s’annulant pas, donc d’'une application K-analytique. Par conséquent,
(Ui, vi)o<i<n est un atlas de cartes K-analytique sur P,,(K), en fait contenu dans le pré-
cédent atlas de cartes.

Nous renvoyons au trés beau livre [Apé| pour de trés beaux dessins du plan projectif
réel. Le dessin de droite ci-dessous ne représente pas I'image d’une immersion de Po(R) dans
R? (qui existe pourtant, d’aprés la remarque (2) de la fin du paragraphe Plongements,
voir la surface de Boy dans [Apé| pour un exemple explicite), mais il y a un seul point en
lequel 'application n’est pas une immersion. Ce dessin donne une image de ce qui se passe
quand on identifie les points opposés de I’équateur bord de I’hémisphére nord.
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S, 1 ‘! Py(R)

Exercice E.15 (1) On rappelle que le groupe {£1} agit sur S, par x — *x. Montrer
que la restriction a S, de la projection canonique sur P,(R) induit un difféomorphisme
analytique réel de la variété quotient {£1}\S, sur P,(R), et que Uapplication canonique
S = Pp(R) est un revétement analytique réel a deuz feuillets.

(2) Montrer que P1(R) est C¥-difféomorphe a Sy, et que P1(C) est C¥-difféomorphe a
Ss.

e Les variétés grassmanniennes. Soient k,n € N, K le corps R ou C, et V un K-
espace vectoriel de dimension finie n. On note G (V') 'ensemble des sous-espaces vectoriels
de V de dimension k. Remarquons que Go(V') et G, (V') sont réduits & un point, que G (V)
est vide si k > n, et que G1(V'), 'ensemble des droites vectorielles de V', s’identifie a P(V).

On munit Gx(V) de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts : si
B est la boule unité fermée d’une norme fixée sur V, pour tout ¢ > 0, deux éléments
A, A" de G (V) sont dits e-proches si BN A est contenu dans le e-voisinage de BN A’ et
réciproquement ; si V¢ (A) est 'ensemble des A" dans G (V') tels que A et A’ soient e-proches,
alors {V.(A) : € >0,A € Gp(V)} est une base d’ouvert d’une topologie sur G (V') (voir le
critére (*) en tout début de I'appendice A.1); cette topologie ne dépend pas du choix de
la norme. Cette topologie est clairement métrisable (pour la distance entre A, A’ qui est la
borne inférieure des € ci-dessus), et compacte (munir V' d’un produit scalaire, prendre une
suite de sous-espaces vectoriels A; de dimension k, prendre une base orthonormée de Aj;,
et extraire une sous-suite convergente de ces bases, le sous-espace engendré par la limite
est une valeur d’adhérence des A; dans Gi(V)).

Soient A et B deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de V', avec A de dimension
k. On note L(A, B) 'espace vectoriel de dimension k(n — k) des applications linéaires de A
dans B. Soit Up l'ouvert de Gi (V') des sous-espaces vectoriels supplémentaires a B. Tout
élément C' de Up est le graphe, dans la décomposition V' = A® B, d’une unique application
linéaire f de A dans B. Notons pa p : Up — L(A, B) I'application définie par C' — f.
I1 est immédiat de voir que ¢4 p est un homéomorphisme, d’inverse I'application qui a f
dans L(A, B) associe le sous-espace vectoriel (Id + f)(A) dans Up, ou Id est 'application
identité de V.

B (Id + f)(A)
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Soient A’ et B’ deux sous-espaces vectoriels supplémentaires, avec A’ de dimension k.
L’application de transition ¢4/ p o (¢4 p)~t, définie sur louvert de £(A, B) des f tels
que (Id + f)(A) soit supplémentaire & B’ est application f +— f’ avec f’ dans L(A’, B')
telle que, pour tout z’ dans A’, le point f’(x’) soit la projection sur B’ parallélement a
A" de I'unique point y de V, intersection des sous-espaces affines 2’ + B’ et (Id + f)(A).
Par le fait que les formules de Cramer d’un systéme linéaire donnent une solution qui
dépend de maniére analytique réelle des coefficients (tant que le déterminant principal ne
s’annule pas), et le fait qu'une application linéaire est analytique réelle, cette application
de transition est analytique réelle. Donc (Up, 9 a,B) Acg, (v, BeG, (V), AnB={0} €st un atlas
de cartes analytique réel. Nous munirons G (V') de la structure de variété analytique réelle
correspondante. Cette variété s’appelle la variété grassmannienne de V' de rang k. Elle est
de dimension k(n — k) si k < n.

Exercice E.16 Montrer que G1(V) et P(V') sont C¥-difféomorphes.

Soient V, V' deux espaces vectoriels de dimension finie sur K, et f : V — V/ un
isomorphisme linéaire. Alors I'application G f : Gp(V) — Gr(V’) définie par Gy f(A) =
f(A) (qui est bien un sous-espace vectoriel de dimension k de V') est évidemment un
C¥-difféeomorphisme.

e Les groupes classiques. Nous renvoyons a [MT| pour tout complément sur ce
paragraphe.

Soit n € N — {0}. On note GL,,(C) le groupe linéaire compleze des matrices complexes
n x n inversibles et GL,(R) le sous-groupe des matrices a coefficients réels, appelé le
groupe linéaire réel, muni de leur structure de variété différentielle analytique réelle en tant
qu’ouverts de M,,(C) et M, (R). Une matrice A de M,,(C) est dite hermitienne si A* = A
ot A* ='A est la matrice adjointe de A
Soit
SL,(C) = {z € GL,,(C) : det x = 1}

le groupe spécial linéaire complexe,
U(n) = {z € GL,(C) : =~ ' =2*}
le groupe unitaire, et SU(n) = U(n) N SL,(C) le groupe spécial unitaire. Soit
SL,(R) = {z € GL,(R) : det z =1}
le groupe spécial linéaire réel,
O(n) = {z € GL,(R) : 27! =z}
le groupe orthogonal, et SO(n) = O(n) N SL,(R) le groupe spécial orthogonal.

Exercice E.17 (1) Montrer que SL,,(C),U(n),SU(n), GL,(R), SL,,(R), O(n) ainsi que
SO(n) sont des sous-groupes fermés de GL,(C), et des sous-variétés analytiques

réelles de GLy,(C).

(2) Montrer que les variétés analytiques réelles SO(2) et U(1) sont C¥-difféomorphes a
Sy.
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(3)
(4)

(5)

Montrer que U(n),SU(n),O(n),SO(n) sont compacts.

Montrer que U(n),SU(n),SO(n) sont connexes par arcs, et que O(n) posséde deux
composantes connexes.

Soit H (respectivement HY') le sous-espace topologique de l’espace vectoriel de di-
mension finie M,,(C) formé des matrices hermitiennes (respectivement hermitiennes
définies positives). Montrer que H et H' sont des sous-variétés analytiques réelles
de M,,(C), et que l'application exponentielle

oo Xn
exp: X — Z o
n=0 ’

est un C¥-difféomorphisme de H sur HT. Montrer qu’il existe un C¥-difféomorphisme
T — T et un seul de HT dans lui-méme tel que (v/x)? = x pour tout x dans
HT. Montrer que lapplication H™ x U(n) — GL,(C) définie par (z,y) — xy
est un C¥-difféomorphisme (appelé décomposition polaire de GL,(C)), d’inverse
x> (Vorz, rrx _lm). En déduire que GLy,(C) est C¥-difféomorphe o U(n) x R™,
que SLy, (C) est C¥-difféomorphe o SU(n)x R™ =1 que GLy,(R) est C¥-difféomorphe

n(n+1 n(n+1
(nt1) ST

a O(n) x R7 =z, que SL,(R) est C¥-difféomorphe a SO(n) x R

On fera attention que U(n) et SU(n) ne sont pas des sous-variétés analytiques complexes

de GL,(C).

2.5 Autres exercices

Exercice E.18 Soient M une variété topologique connexe de dimension n et [N une sous-
variété topologique de M de dimension au plus n — 2. Montrer que M — N est connexe.

Exercice E.19 Les dessins suivants représentent des parties de R? ou R?. Lesquelles sont
des sous-variétés 7 On discutera de la régularité éventuelle. Plusieurs réponses sont parfois
possibles, en fonction des ambiguités des dessins.

Ce)
oo
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Exercice E.20 Soit M une variété topologique de dimension n et M=MU {o0} son
compactifié¢ d’Alexandrov (voir 'appendice A.1). Donner une condition nécessaire et suf-
fisante pour que 'espace topologique M soit une variété topologique. Donner un exemple
(avec M connexe) ol M nlest pas une variété topologique.

Exercice E.21 On considére a,b dans R, et X I'ensemble des points (x,7) de R? tels que

v =2 +ar+b.

Au voisinage de quels points X est-il une sous-variété topologique ou une sous-variété C>°
de R27?

Exercice E.22 On considére a dans QQ, et X ’ensemble des points
(acosf + cos(af),asinf — sin(ab))

de R?, o1 § € R. Quand X est-il une sous-variété topologique de R? ? Dans ce cas, en quels
points X est-il une sous-variété C> de R?? Si a = p/q — 1 avec p > ¢ premiers entre eux,
alors X est appelé un hypocycloide & p points de rebroussement.

Exercice E.23 Les quatre espaces ci-dessous sont des sous-variétés topologiques de R? de
dimension 2. Montrer que deux d’entre eux sont homéomorphes et que les deux autres ne
leur sont pas homéomorphes, ni ne sont homéomorphes entre eux.
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Exercice E.24 On considére R3 muni de ses coordonnées usuelles z,y, z. On appelle tore
de révolution le sous-espace T' de R? obtenu en faisant tourner autour de I'axe des z le
cercle d’équations y = 0, (v —2)2 + 22 = 1.
(1) Montrer (voir aussi 'exercice E.13) que T' est une sous-variété analytique réelle de
R3. Donner un atlas de cartes de sa structure de variété analytique réelle.
(2) Soit f:T — R définie par f(x,y,z) = x. Quels sont ses points critiques 7

(3) Décrire les courbes de niveau de f. Lesquelles sont des sous-variétés de R3 ?

Exercice E.25 Soient r,m,n dans N tels que r» < min{n,m}.

(1) Soit V. C My, m(R) ensemble des matrices de taille n x m & coefficients réels de
rang 7. Montrer que V. est une sous-variété analytique réelle de M,, ,,,(R) et calculer
sa codimension.

(2) Montrer que l’ensemble des matrices symétriques de rang r est une sous-variété
analytique réelle de I'espace vectoriel des matrices symétriques. Calculer sa codi-
mension.

(3) Montrer que ’ensemble des matrices de projecteurs orthogonaux de rang r dans
I’espace euclidien usuel R” est une sous-variété analytique réelle de 1’espace vectoriel
des matrices symétriques, de dimension 7(n — r).
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Exercice E.26 Notons (e;)o<i<, la base canonique de R"*1 U; 1 ’hémisphére ouvert de
S, de centre £e;, et ; + : U; + — R" I'application définie par

(20, 1,y Tp) > (TOy e oy Tiy ey )

Montrer que (Uj 4, ¢i +)+ef+,—}, 0<i<n €St un atlas de la structure analytique réelle stan-
dard sur S,,.

Exercice E.27 Montrer qu’il n’existe pas d’immersion de S; dans R. Plus généralement,
montrer qu’il n’existe pas d’immersion de S,, dans R™.

Exercice E.28 Soient M et P deux variétés C*°, N une sous-variété C>* de M, et f :
M — P une application C*°.

Si f est une immersion, est-ce que la restriction de f a N est aussi?

Si f est une submersion, est-ce que la restriction de f a N l'est aussi?

Exercice E.29 Soient M, N, P trois variétés de classe C¥ avec k € (N — {0}) U {oo,w},
et f: M — N une application de classe C¥.

(1) Montrer que si f est une immersion injective, alors une application g : P — M est
de classe CF si et seulement si f o g Iest.

(2) Montrer que si f est une immersion en un point = de M, alors il existe un voisinage
ouvert U de x dans M et un voisinage ouvert V de f(x) dans N et une submersion
g:V — M de classe CF telle que g o Jiv = idy.

(3) Montrer que si f est une submersion surjective, alors une application g : N — P
est de classe CF si et seulement si g o f Dest.

(4) Montrer que si f est une submersion en un point x de M, alors il existe un voisinage
ouvert U de x dans M, un voisinage ouvert V de f(z) dans N et une immersion g : V- — M
de classe CF telle que f o g = idy.

Exercice E.30 Soient k dans N — {0} U {co,w}, M, N deux variétés C¥, f: M — N une
application C*, et z un point de M.

(1) Montrer que f est de rang constant au voisinage de x si et seulement si 'application
f s’écrit ios au voisinage de x, ol s est une submersion C* en z et i une immersion
CF en s(z). Montrer que si f est de rang constant au voisinage de z, alors f s’écrit
s 01 au voisinage de z, ol i une immersion C* en z et s est une submersion C* en

(2) Montrer que si f est de rang constant, et si g est une immersion et ¢’ une submersion,
alors g o f o g’ est de rang constant.

(3) La composée de deux applications de rang constant est-elle de rang constant ?

Exercice E.31 Soient F' une sous-variété d’une variété FE, et G une sous-variété de F.
Montrer que G est une sous-variété de E.
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Exercice E.32 Soient F, G deux variétés C*°, F' une sous-variété C*° de G, et f : F — F
une application C>*. Que pensez-vous de 'affirmation suivante : 'application f est une
immersion en tant qu’application de E dans G si et seulement si c¢’est une immersion en
tant qu’application de E dans F'?

Exercice E.33 Soient ¢ : ]0,1[— R? un plongement de classe C¥, et ¥, la surface de
révolution obtenue en faisant tourner ¢ autour de 'axe vertical. Quand est-ce que X, est
une sous-variété de R3?

Exercice E.34 Soient M et N deux variétés C* et f: M — N une application C*°.

Si f est une immersion injective propre, les propositions 2.17 et 2.18 assurent que f est
un plongement C* et que f(M) est une sous-variété C> de N.

(1) Donner des contre-exemples a 'assertion précédente si 'on supprime une des trois

propriétés “immersion”, “injective”, “propre”.

(2) On suppose que f est une immersion propre et que le cardinal de f~1(f(z)) est

constant et fini. Montrer que f(M) est une sous-variété C> de N et que f: M —
f(M) est un revétement C.

(3) On suppose que f est propre, de rang constant, et que le nombre de composantes
connexes de f~1(f(x)) est constant et fini. Montrer que f(M) est une sous-variété
C> de N.

Exercice E.35 Soit ¢ une forme quadratique sur R™. Montrer que pour tout ¢t € R*,
I'ensemble des x dans R"™ tels que ¢(z) = t est une sous-variété analytique réelle de R
(voir figure ci-dessous). Lorsque ¢t = 0, en quels points cet ensemble est-il une sous-variété
analytique réelle de R™?
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Exercice E.36 Soit P un polynéme homogéne réel (resp. complexe) non constant en n
variables, et a une valeur non nulle de P. Montrer que P~!(a) est une sous-variété analy-
tique réelle (resp. complexe) de dimension n — 1 de R™ (resp. C"), et que les hypersurfaces
P~Y(a) pour @ > 0 (resp. a # 0) lorsque les coefficients sont réels (resp. complexes) sont
isomorphes.

Exercice E.37 Soient k dans N U {oc}, et M une variété de classe CF.

(1) Si A et B sont deux fermés disjoints de M, montrer qu’il existe une application
f: M — R de classe C¥, nulle sur A, valant 1 sur B, a valeurs dans [0, 1].

(2) Si U est un ouvert de M et f: U — R une application de classe C*, montrer que
pour tout ouvert V de M tel que V' C U, il existe une application g : M — R de
classe C*, qui coincide avec f sur V.

Exercice E.38 Soient k dans N U {oo}, M une variété de classe C¥, N une sous-variété
de classe CF de M et f: N — R une application de classe CF.

(1) Montrer que pour tout x dans N, il existe un voisinage U de z et une application
g: U — R de classe C* prolongeant la restriction de f a U N N.

(2) Montrer que si N est fermée dans M, alors il existe une application g : M — R de
classe C* prolongeant f.

(3) Peut-on enlever I'hypothése « fermée » dans la question précédente ?

(4) Montrer qu'il existe un voisinage ouvert U de N dans M et une application f : U —
R de classe C* prolongeant f.

Exercice E.39 Soient k dans NU{co} et M une sous-variété de classe C¥ de R”. Montrer
qu’il existe un plongement C* de M dans R**! d’image fermée.

Exercice E.40 Soient k dans NU{oo} et M une variété de classe C*. Montrer qu’il existe
une application f : M — R propre de classe CF.

Exercice E.41 Dans tout cet exercice, on identifie R? avec C par I'application (z,y)
z =z +4y. On note Sy le cercle unité S; ={z € C : |z| = 1}.

Pour tout n dans N — {0}, on considére I’application 7, : C — C définie par z — 2" et
I'application f :R? — R définie par

flay) =y~ (@ -2~ (x-1)%).
On note C; l'ensemble des éléments (x,7) de R? tels que f(z,y) =0, et C,, = 7, 1 (C1).

(1) Quelles sont les valeurs réguliéres de f 7 Si € est une valeur réguliére, quel est le nombre
de composantes connexes de la courbe de niveau f~!(e)?
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éterminer les points (z, e ), admettant un voisinage U tel que ' Soit une
2) Déterminer 1 int y) de C,, admettant isinage U tel U N, soit
sous-variété de R?.

(3) Montrer qu’il existe une immersion non injective F' : S; — R? de classe C*° dont
I'image est C),.

(4) Pour tout € > 0, on note ¥, le sous-espace de C x R constitué des points (z,t) tels que
(f(z"))2+t2—2=0.

Montrer qu’il existe €9 > 0 tel que si € < €, alors 3, est une sous-variété compacte,
connexe, de classe C*° et de dimension 2 de C x R.

(5) Montrer qu’il existe un revétement a n feuillets de classe C* de ¥, sur X;.

Exercice E.42 (1) Considérons l'action de Z sur |0, +oo[ engendrée par 'homothétie
de rapport 2. Montrer que la variété différentiable quotient est difféomorphe au
cercle Sy.

(2) Considérons l'action de Z sur R engendrée par la translation de 1. Montrer que la
variété différentiable quotient est difféomorphe au cercle Sy.

(3) Considérons I'action de Z sur R? — {(0,0)} engendrée par 'homothétie de rapport
2. Montrer que la variété différentiable quotient est difféomorphe au tore S; x S;.

(4) Considérons l'action de Z sur R™ — {(0,0)} engendrée par I'homothétie de rap-
port 2. Montrer que la variété différentiable quotient est difféomorphe a la variété
différentiable produit S; x S,,_1.

Exercice E.43 On part de la réunion des deux rectangles ci-dessous et on identifie par
translation les morceaux de cotés opposés de méme longueur, comme indiqué sur le dessin.

b‘a‘

Montrer que la surface obtenue est homéomorphe au tore S; x S;. Montrer qu’elle
est naturellement munie d’une structure de variété analytique réelle, et qu’on peut méme
trouver un atlas (non maximal) dans lequel les changements de cartes sont donnés par des
translations du plan.

Exercice E.44 Soit ® : R3 — R® donnée par

(a’:? y’ Z) H ($2’y2’z2’ 2:Ey7 ﬁzw7\/§yz) *
14



(1) Montrer que M = ®(R3 — {0}) est une sous-variété de R® (on pourra utiliser les
résultats de I'exercice E.34).
(2) Montrer que M N Sy est une sous-variété de Ss, difféomorphe a Po(R) (appelée la
surface de Veronese).
(3) On identifie R™ avec 'espace des polynomes en T' de degré au plus n—1. En utilisant
I’application
R3 — RS
X - 2 2\2
x4+ yT +2T° — (z+yT+2T7)

construire un plongement de Po(R) dans Sy.

Exercice E.45 Soient n et m des entiers > 1. Notons ¢ I'application de P, (R) x P,,(R)
dans I'espace projectif P, 1)(m+1)—1(R) qui, au couple ([zo : ... : @n), [yo : - - : Ym]), asso-
cie le point de coordonnées homogeénes [z;y;]o<i<n, 0<j<m. Montrer que o est un plongement
analytique réel.

Exercice E.46 Soient K = R ou K = C, et V un K-espace vectoriel de dimension finie,
de dual noté V. Montrer que le sous-espace

{(6,z) e P(V) x P(V) : {(z) = 0}

est une sous-variété K-analytique de P(V) x P(V).

Exercice E.47 (1) Montrer que SU(2) est C¥-difféeomorphe a Ss.
(2) Montrer que SO(3) est C¥-difféeomorphe a P3(R).
(3) Montrer que la variété grassmannienne Go(R3) est C*-diffeomorphe a Po(RR).

Exercice E.48 On note G;(R") la variété grasmmanienne des k-plans de R”. On munit R”
de sa structure euclidienne standard. La régularité sous-entendue est C* (mais tout reste
vrai en régularité K-analytique si on remplace R"™ par un K-espace vectoriel de dimension
finie, pour K = R ou K = C, muni d’'un produit scalaire euclidien ou hermitien).

(1) Montrer qu’il existe une bijection naturelle I' entre Gi(R™) et I'ensemble S des
symétries orthogonales par rapport aux k-plans de R".
Le but des trois questions qui suivent est de montrer que S est une sous-variété de 'espace
vectoriel réel de dimension finie E des endomorphismes symétriques de R".
(2) Soit s un point de S, montrer que E = EL @ E_, ou Fy = {t : ts = +st}. Si v est
un élément de E, on notera v, les composantes de sa décomposition sur F.
(3) Montrer que I'application ¢ de E dans E, définie par ¢(v) = (v?); est une sub-

mersion en s.

(4) Montrer qu’il existe un voisinage U de s tel que SNU = ¢~ 1({1}) N U et conclure.
Quelle est la dimension de S'7
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Dans les questions qui suivent, on va démontrer que la bijection T' entre Gi(R™) et S est
un difféomorphisme. On va tout d’abord le vérifier au voisinage du sous-espace vectoriel V'
engendré par les k premiers vecteurs de base.

(5) Montrer que le sous-ensemble A de M,, (R), constitué des matrices dont les co-

lonnes sont de norme 1 et deux & deux orthogonales, est une sous-variété de M,, ,(R).
(6) Soit A une matrice dans M, ,(R). On peut lui associer une matrice ®(A) €
Iy,

M, (R) en orthonormalisant les colonnes de I(A) = < A

). Montrer que ® est

0

A

(7) Soit ¥ : M,, ,(R) = M, (R) définie de la fagon suivante : si M € M,, ,(R), notons
My, ..., My ses colonnes et posons W(M) = Zle M; ' M;. Montrer que ¥ est C*
au voisinage de 1(0) et décrire le noyau de d¥ ().

(8) Montrer que, si A € M,,_j, x(R), alors ¥ o ®(A) est la matrice du projecteur ortho-
gonal sur I'image de I(A).

C* au voisinage de 0. Soit J(A) = < > Montrer que d®g(A) = J(A).

(9) Montrer que I' est C* au voisinage de V' et que c’est une immersion en V.
(10) Conclure que I' est un C*-difféomorphisme entre Gi(R"™) et S.

Exercice E.49 Soient V, V' deux espaces vectoriels normés de dimension finie m et n
respectivement sur le corps K = R ou K = C, et k£ un entier tel que 0 < k < min{m,n}.
On note Ry(V, V') le sous-ensemble de £(V, V") formé des applications linéaires de rang k.

(1) Montrer que Ry(V, V') est une sous-variété C> et méme K-analytique de L(V, V")
de dimension k(m +n — k).

(2) Considérons les décompositions vectorielles V.= A @ B et V! = A" ® B’ telles
que A et A’ soient de dimension k. Pour tout f dans L(V,V’), on note fas, fp les
composantes de f dans la décomposition V' = A’ @ B’. Soit U = Ua g, p le sous-
ensemble de Ry (V,V’) formé des éléments f tels que (far)ja : A — A’ soit une bijec-
tion. Notons ¢ = papap : Uapa,p — L(AA") x L(A,B") x L(B,A’) 'application
f= ((fa)ja, (fBr)ja; (far)|B)- Montrer que les (U, A, B/, pa,B,ar,pr) forment un atlas de
cartes C* et méme K-analytique pour la structure de variété ci-dessus sur Ry (V,V').

(3) On rappelle que G;(V') est la variété grassmannienne de rang ¢ de V. Montrer que
lapplication Ry (V, V') = G,,_x(V) définie par f — Ker f et 'application Ry (V, V') —
Gr(V') définie par f — Im f sont C*™ et méme K-analytiques.

(4) Soit £ un entier tel que 0 < £ < m. Notons V(V') 'ensemble des (-uplets linéairement
indépendants de vecteurs de V. Pour 1 <1 < /¢, on note p; 'application de Vy(V') dans V/
qui & un ¢-uplet associe son i-éme vecteur. On note m : Vy(V) — G,(V) 'application qui
a un f-uplet associe le sous-espace vectoriel de V' qu’il engendre. Montrer qu’il existe une
unique structure de variété C* et méme K-analytique sur Vy(V) telle que pi,...,ps et 7
soient des submersions. Cette variété s’appelle la variété de Stiefel de V' de rang £.

Exercice E.50 (1) Soit C le compactifié d’Alexandrov de C obtenu en rajoutant un

point & 'infini. Montrer qu’il est muni d’une structure de variété analytique réelle

R2 — C { R2 — C
et (
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(2) On identifie S3 avec la sphére unité de C2. On définit alors une action de S; sur

Sz par 6 - (21, 22) = (€221, €2 2,) pour § € S;. Pour tout z = (21, 29) dans Ss,

montrer que 0 — 0 - z est un plongement analytique réel de S; dans S3.

(3) On définit une application 7 : S3 — C par m(z1,22) = z1/z2. Montrer que cette
application est analytique réelle et submersive.

(4) Montrer que, pour tout z € C, il existe un voisinage U de z et un difféomorphisme
Y entre 771 (U) et U x Sy tel que ot~ ! : U x S; — U soit la premiére projection.
On dit que 7 est un fibré localement trivial de fibre Sy (voir le paragraphe 3.6).

2.6 Indications pour la résolution des exercices

Schéme E.2 Voir par exemple [Bou3, chap. 9, exer. 24 (c)|.

Schéme E.3 Ensemblistement, les espaces topologiques sont ceux ci-dessous.

-
\\/\01/\//(7572)
04@ ® 0y
° t
v (t.3)
(64 3

De plus, dans le dessin de gauche, les points (¢,7) convergent vers 0; et vers 0,41 quand
t tends vers 0, pour tout ¢ entier modulo 4. Dans le dessin de droite, les points ¢ convergent
vers 01 et vers Oy quand ¢ tends vers 0. Tout point admet un voisinage homéomorphe a R.

02

U 2

Schéme E.7 Voir par exemple [Mil, Appendix|, [Laf, IIL.G] pour la classe de différentia-
bilité C*°, et appliquer le théoréme 2.12.

Schéme E.9 Si U est un voisinage ouvert de N, et g : U — P une application CF telle
que f = gy alors si i : N — U est l'inclusion, qui est de classe C* par la proposition 2.16,
ona f=goi, donc f est C¥ comme composée de fonctions C¥.

Schéme E.10 Il suffit de vérifier que les applications ¢;; introduites avant 1’énoncé de cet
exercice sont nécessairement des CF-diffeomorphismes. Comme id : Ny x Ny — N; x N»
est CF, les application pr; et pry le sont, donc ¢;; est CF, car pry o ¢;j = @; o pry et
Pry 0 ¢jj = 1; o pry le sont. Et QS;jl est aussi CF, de maniére analogue.

Schéme E.11 Voir par exemple [Kat|.

Schéme E.12 Pour vérifier qu'un nouvel atlas de cartes, sur une variété différentielle M
de classe C¥, définit la structure différentielle originelle, il suffit de montrer que chaque
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nouvelle carte est un CF-difféomorphisme sur son image (le domaine de cette carte étant
muni de la structure induite par la structure différentielle originelle). On a

1 1 1 )

T) = Ty Tp), = — —1,2y1,...,2 ,
pN () 1 on( 1 n) Py (y) ly[12 1(||y\| Y Yn)
()— ! ( ) 1() 71 (1_H ||22 2 )

x) = T1y...,Tn), r) = , e .
ps 1 0 1 n pS HyH2 1 Yy n Un

Par 'exercice E.9, les cartes pg, py définies sur la sous-variété S,, sont donc C¥. Le résultat
en découle.

Schéme E.14 Utiliser le théoréme de relévement des applications holomorphes (voir la
proposition 2.24).

Schéme E.15 La variété P;(C) est par construction isomorphe a la sphére de Riemann
en tant que variété holomorphe, donc & So en tant que variété analytique réelle.

Schéme E.17 Nous noterons K = R ou K = C, et 2* = 'z si K = R. Rappelons que
GL,,(K) est un ouvert de l'espace vectoriel réel de dimension finie M,,(K).

(1) Comme M, (R) est un sous-espace vectoriel (fermé) de M, (C), le sous-groupe
GL,(R) = M, (R) N GL,(C) est un fermé de GL,,(C).

Comme les applications det : GL,(K) — (K*,+) et  — 27!, x — 2* de GL,(K)
dans lui-méme sont des morphismes ou anti-morphismes de groupes et sont continus, les
ensembles SL,,(C), U(n),SU(n), SL,(R),O(n),SO(n) sont, comme lieux d’égalité de deux
applications continues & valeurs dans un espace séparé, des sous-groupes fermés de GL,, (K)
pour K = C,C,C,R,R,R, donc de GL,(C). [On peut aussi dire que les applications
x> det x, x v x712* et 2 + 2712 étant continues (car polynomiales), les sous-groupes
SL,(C),U(n),SL,(R),O(n) sont fermés, comme image réciproque d’'un singleton (de R
donc fermé) par une application continue, et SU(n),SO(n) comme intersection de deux
fermés. |

Puisque la propriété d’étre une sous-variété est locale, et puisque pour tout g dans le
sous-groupe G considéré, 'application Ly : M, (C) — M, (C) définie par h — gh est un
difféomorphisme analytique réel (car polynomial), d’inverse L, -1, qui induit une bijection
de G dans G, il suffit de montrer que G est une sous-variété dans un voisinage de la matrice
identité id dans l'ouvert GL,(C).

Comme GL,(C) est ouvert et M,,(R) est un sous-espace vectoriel réel, ceci implique
que GL,,(R) est une sous-variété analytique réelle.

Les applications x — det z, x — z*z, r — det z et x — 'z x respectivement de
GL,,(C) dans C, de GL,,(C) dans I'espace vectoriel réel Herm,, des matrices nxn complexes
hermitiennes, de GL,(R) (vu comme un ouvert de M,,(R) ) dans R, de GL,,(R) dans l'es-
pace vectoriel réel Sym,, des matrices nxn réelles symétriques, sont analytiques réelles (car
polynomiales), et leur différentielle en 1’élément neutre est respectivement x — trace(x),
T — x* +x, x — trace(z) et x — 'z +x, qui sont des applications linéaires respectivement
de M,,(C) dans R, de M,,(C) dans Herm,,, de M,,(R) dans R, de M,,(R) dans Sym,,. Ces
applications linéaires sont surjectives, car la trace est non nulle, et si x € Herm,,, alors
z = (3z) + (2)* et si x € Sym,,, alors z = (3z) + !(32). Donc, par le théoréme des sub-
mersions, au voisinage de I'identité, SL,,(C), U(n), SL,(R), O(n) sont des sous-variétés ana-
lytiques réelles respectivement de GL,,(C), GL,,(C), GL,(R) et GL,(R), donc de GL,,(C),

de dimensions respectivement 2(n? — 1),n%,n? — 1, @
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Si x € O(n) est proche de l'identité, comme det x = +1, nous avons z € SO(n), donc
SO(n) est une sous-variété.

L’application ¢ de GL,(C) dans Herm,, x R définie par 2 — (z* z,Im det x) est analy-
tique réelle, de différentielle en la matrice identité égale a I'application linéaire de M,,(C)
dans Herm,, x R définie par x +— (z* + z,Im trace x), qui est surjective (car ajouter a
une matrice z de M,,(C) une matrice diagonale de coefficients diagonaux imaginaires purs
ne change pas la valeur de z* + x, tout en permettant d’obtenir n’importe quelle partie
imaginaire de trace). Comme |det x| = 1 si @ € U(n), U'intersection avec un voisinage V'
de l'identité de la préimage par ¢ du point (id, 1) est contenue dans SU(n), donc égale a
V' N SU(n). Donc par le théoréme des submersions, SU(n) est une sous-variété analytique
réelle au voisinage de la matrice identité (donc partout).

(2) Notons que U(1) = {x € C : 27! = 2z} coincide avec le cercle S; des nombres
complexes de module 1. L’application de R dans SO(2) définie par ¢ — :?I?I _Czlsr;t )

induit par passage au quotient une application C¥ de R/27Z dans SO(2), qui est une
immersion locale. Par compacité, cette application est donc un C*-difféomorphisme.

(3) Les fermés U(n), SU(n),O(n), SO(n) sont bornés dans des espaces vectoriels (com-
plexes ou réels) de dimension finie, car leur vecteurs colonnes sont de norme (hermitienne
ou euclidienne standard) égale & 1. Ils sont donc compacts.

(4) Par continuité de la conjugaison, et puisque le seul conjugué de l'identité est elle-
méme, si, dans un sous-groupe G de GL,,(C), on peut joindre un élément g a 'identité par
un chemin continu dans G, alors on peut joindre le conjugué de g par tout élément G a
Iidentité par un chemin dans G.

Par le théoréme de réduction des matrices orthogonales, et puisque SO(2), qui est C“-
difféeomorphe au cercle Sy, est connexe (par arcs), le sous-groupe SO(n) de O(n) est connexe
(par arcs). Comme det : O(n) — {—1,1} est un morphisme de groupes continu surjectif,
_01 id,?_l > envoie SO(n) = det™1(1) sur
det™!(—1), O(n) a exactement deux composantes connexes, et SO(n) est la composante
connexe de 'élément neutre dans O(n). La connexité de U(n), SU(n) découle du théoréme
de réduction des matrices unitaires.

(5) Voir aussi les exercices E.113 et E.190.

et puisque la multiplication par la matrice <

Schéme E.18 Supposons que M — N soit la réunion de deux ouverts fermés non vides U
et V. Soit x € N. Il existe au moins un voisinage connexe W, de x dans M — N (puisque
c’est le cas pour un sous-espace vectoriel de dimension < n — 2 dans R™), donc W, est
contenu soit dans U soit dans V.

Notons U' =UU{z e N : WpoCcU}letV =VU{z e N : W, C V}:clest une
partition de M. Montrons que ces ensembles sont fermés.

Soit x,, une suite de U’ qui tend vers z € M. Si z,, € N, on le remplace par un point
trés proche de U, et on peut donc supposer x, € U. Si x € M — N, comme U est fermé
dans M — N,onax € U. Si x € N, alors U rencontre des voisinages arbitrairement petits
de x, donc W, C U, puis z € U'.

Ainsi, U’ est fermé, de méme que V. Cela contredit la connexité de M.

Schéme E.23 Dans le premier exemple (rayon de tores), il y a toujours une unique
composante non compacte dans le complémentaire d’'un ouvert d’adhérence compacte.
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Au contraire, dans le deuxiéme exemple (droite de tores), il y a deux composantes non
compacte dans le complémentaire d’un certain ouvert bien choisi (par exemple un petit
tore au milieu). Cela montre que ces deux sous-variétés de R? ne sont pas homéomorphes.

De la méme maniére, I’arbre binaire de tores n’est homéomorphe & aucun autre, car le
nombre de composantes connexes non bornées du complémentaire d’un ouvert d’adhérence
compacte peut étre arbitrairement grand.

En revanche, le rayon de tores et le plan de tores sont homéomorphes, comme on va le
montrer maintenant. Comme on raisonne a homéomorphisme prés, on peut supposer que le
plan de tores est formé de deux plans horizontaux paralléles, percés de disques de maniére
invariante par un réseau horizontal, notés PT et P~, et joints par des cylindres verticaux,
que l'on note cg, ¢1, ca, ... en spirale & partir d’'un cylindre vertical fixé.

Choisissons sur chacun des deux plans percés P+ et P~ deux courbes 7, et 7; n’entou-
rant que les bord des cylindres ¢g et ¢ sur ces deux plans. On a alors un homéomorphisme

On continue ainsi en choisissant successivement des courbes entourantes de plus en plus
grandes, qui permettent d’englober de plus en plus de trous. Pour ne pas avoir de probléme
lié a la compacité, il faut qu’il y ait un nombre fini de courbes entourantes qui passent a
coté d'un trou fixé. Cela peut par exemple s’assurer en prenant des courbes entourantes
qui croissent aussi en spirale en partant du trou central.
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Schéme E.24 (1) Soit a : R? — R3 donnée par
a(f,¢) = ((2+ cos ¢) cos b, (2 + cos @) sin 0, sin ¢).

C’est une immersion analytique réelle, dont I'image est exactement 7". De plus, pour (6, ¢) €
R?, un voisinage de (f,¢) dans R? est envoyé de maniére homéomorphe par a sur un
voisinage de «(f,¢) dans T. Le théoréme des immersions (dans sa version analytique
réelle) assure donc que T est une sous-variété analytique réelle de R3.

(2) Par définition des submersions sur les variétés, f admet un point critique en (6, ¢)
si et seulement si foa admet un point critique en (6, ¢). Mais foa(f, ¢) = (2+cos ¢) cos 6.
Ainsi, (0,¢) est un point critique de f o « si et seulement si sinf = 0 et sing = 0.
On obtient donc 4 points critiques de f sur 7', en (3,0,0), (1,0,0), (=1,0,0), (—=3,0,0).
Géomeétriquement, ce sont les points ot le plan {x = ¢} est tangent a 7T

(3) Soit ¢ € {—3,—1,1,3}. Alors f est une submersion en tout point de f~!(c), donc
f71(c) est une sous-variété de T par le théoréme des submersions, et donc de R3. Les
préimages f~1(—3) et f~1(3) sont des points de T, donc des sous-variétés de dimension
0. Les préimages f~1(—1) et f~!(1) sont homéomorphes & des 8, donc ne sont pas des
sous-variétés. Géométriquement, les courbes de niveau sont de la forme suivante :

y

Schéme E.25 (1) Soit X € V. Il existe des matrices inversibles P et ) telles que

L 0Y
PXQ_<O 0)_7‘,0'
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Si on savait que V,. était une sous-variété au voisinage de I, g, on en déduirait donc le méme

résultat au voisinage de X puisque le difféomorphisme ® : Y +— PY @ laisse V,. invariant.
A

Il suffit donc de travailler au voisinage de I, . Si < B D

> est une matrice assez

proche de 0 pour que I, + A soit inversible, on a

( IL.+A C ) < (I, + A~ —(I.+A)~C ) B I, 0

B D 0 - - ( B(I, + A)™' D - B(I, + A)~C > '

Alinsi, < L g A lC') ) est de rang r si et seulement si D = B(I, + A)~'C. Soit

(L+A C
@.( A

> — D — B(I, + A)~'C

définie au voisinage de I, o dans M, ,,(R) & valeurs dans M,,_, n,—,(R). Sa différentielle

A C oy PN
B D > = D. Ainsi, le théoréme des

submersions s’applique et montre que ®~1(0) est une sous-variété au voisinage de I0. Sa
codimension est dim M,,_, p,—(R) = (n —7)(m — ), donc sa dimension est r(n +m —r).

est surjective en I car elle est donnée par d®;, , <

(2) Lorsque p + g = r, notons

I 0 I 0
Iz>¢1r:<(];J _[q> et Ip,q,0:< 16,(1 0>-

Par diagonalisation, toute matrice symétrique de rang r s’écrit sous la forme * PI,, , o P pour
une certaine matrice inversible P et des p, g tels que p+ ¢ = r. Il suffit donc comme dans le
cas précédent de montrer que les matrices symétriques de rang r forment une sous-variété
au voisinage de I, 4 0.
I,,+A 'B
B D
rang 7 si et seulement si D = B(I,, + A)~! '‘B. On considére donc une application ®
comme ci-dessus. Sa différentielle est encore surjective (cette fois sur I'espace vectoriel
des matrices symétriques de taille (n — ) x (n — 7)), donc on conclut comme plus haut.

Ici, la codimension est la dimension des matrices symétriques de taille n — r, c’est-a-dire
(n—r)(n—r+1)
R

Comme plus haut, une matrice symétrique < > proche de I, 40 est de

(3) Comme plus haut, on se raméne au voisinage de I, 9. En effet, I, est la matrice
de la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel des r premiéres coordonnées dans
R™, et par transitivité de l'action de O(n) sur ’ensemble des sous-espaces vectoriels de
dimension r de R”, toute autre matrice de projection orthogonale de rang r s’écrit P~'I,. P
avec P € O(n). Comme P~! = P, la matrice d'une projection orthogonale est bien
symétrique. Réciproquement, toute matrice M symétrique vérifiant M? = M est la matrice
d’un projecteur orthogonal, car Ker u est orthogonal & Im wu si u est un endomorphisme
symétrique de R™.

I, +A B
B D
elle est de rang r si et seulement si D = B(I, + A)~! !B. En ce cas, la matrice M? — M

> proche de I,o. Par (1),

On considére une matrice symétrique M = <
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est égale a

A+ A%+ 'BB A'B+ 'BB(I, + A)~''B
BA+ B(I,+ A)~''BB B'B+B(I, + A)"''"BB(I, + A)"''B—B(I, + A)~''B ]

La matrice M est un projecteur si et seulement si cette matrice est nulle, ce qui équivaut a
A+ A%+ BB =0, c’est-a-dire ‘BB = —A(I, + A) : on vérifie en effet que cette condition
implique que les quatre ccefficients de la matrice écrite ci-dessus sont nuls.

On définit donc une application & valeurs dans le produit de l'espace vectoriel des
matrices symétriques de taille (n — r) X (n — r) et de lespace vectoriel des matrices de
taille r x 7

([ L.+A B
q>.< A

> — (D —B(I, + A)"''B, A+ A? + 'BB).

Une matrice symétrique M proche de I, est un projecteur orthogonal de rang r si et
A 'B

seulement si ®(M) = 0. De plus, d®y, , : < B D

) — (D, A) est surjective. On conclut

donc comme plus haut. La dimension est

nn+1) m-r)n—r+1) r(r+1) =)
2 2 2 ’

Schéme E.26 L’image de ¢; 4+ est la boule ouverte unité de R", et I'inverse de ¢; 4 est

= 2
(T0y v oy Tiy ooy Tp) = (T ooy o1, £ 1 — E xj,xi+1,...,xn).
J#1

Schéme E.27 Soit f : S, — R™ une immersion. Son image est alors ouverte (par le
théoréme d’inversion locale) et fermée (par compacité), c’est donc tout R™ par connexité,
ce qui est absurde par compacité.

Schéme E.29 (1) et (3) Dans les deux cas, le sens direct est immeédiat, car la composée
de deux applications C* ’est encore.
Pour le sens réciproque, on se raméne, par le théoréme 2.8 de forme normale des im-

mersions et des submersions, au cas ot f est respectivement l'application (z1,...,z,) —
(1,...,2p,0,...,0) et (z1,...,2p) — (z1,...,24) avec ¢ < p et respectivement M = RP
et N = RY, auquel cas le résultat est clair, car I'application z — (g1(z),...,gp(x))

est CF si z = (91(2),...,9p(2),0,...,0) Vest, et (v1,...,24) — g(z1,...,74) est CF si
(1,...,2p) = g(x1,...,24) Vest.

Schéme E.30 (1) Soit P une variété C* de dimension r, U un voisinage de z dans M,
5 : U — P une submersion C* en z, V un voisinage ouvert de s(z) dans P et i : V — N une
immersion C* en s(x). Montrons que ios est une application de rang constant r au voisinage
de z. Soient (W, ), (W', ¢'), (W" ¢") des cartes locales de M, P,N en x,s(z),i o s(x)
respectivement. Alors le rang de

dy(a) (9" 005007 = dy(ay (¢ 000 ) 0 dyiy (9l 050 07")
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vaut r car la premiére application linéaire est surjective et la seconde injective.

L’application g : (z1,...,2,) — (21,...,2,0,...,0) de R” dans R"P est la composée
de la submersion s : (x1,...,2,) — (x1,...,2,) et de immersion i : (y1,...,y,) —
(y1,---,Yr,0,...,0), ainsi que de I'immersion

i (z1, o) = (1, e, 0,00 0,20, o )
de R™ dans R™P et de la submersion s : (y1,...,Untp) = (Y1s--,Yrip), de R*P dans

R”*P. Par le théoréme 2.8 de forme normale locale des applications de rang constant, et
puisque la composée de deux submersions est une submersion, et la composée de deux
immersions est une immersion, le résultat en découle.

(2) Localement, on écrit f =ios, donc go fog = (goi)o(sog’), donc go fog,
comme composé d’une submersion, puis d’une immersion (attention & l'ordre!), est de rang
constant, par la question (1).

(3) Nom, s : (x,9) = 22 + y est une submersion de R? dans R et i : 2 — (x,0) est une
immersion de R dans R?, mais so4 : 2 — z2 n’est pas une application de rang constant de
R dans R.

Schéme E.31 En prenant une carte locale, on se raméne au cas ou F' = RP x {0} C
E = R"™ Dire que G est une sous-variété de F' signifie qu'il existe un difféomorphisme local
¢ de RP tel que ¢(G) coincide localement avec R? x {0} C RP. On prolonge ¢ a un petit
ouvert de R" en posant ¢(xz,y) = (¢(z),y). Cest encore un difféomorphisme local, et il
vérifie que ¢(G) coincide localement avec R? x {0} x {0} ¢ R™. Cela montre que G est une
sous-variété de E.

Une autres solution est la suivante. Notons i : FF — FE, j: G — F et k: G — E les
inclusions. Cmme i o j = k, le résultat découle immédiatement de la propriété universelle
de la structure de variété standard d’une sous-variété (voir la proposition 2.16).

Schéme E.32 En prenant des cartes locales, on se raméne au cas ot F' = RP x {0} C
G =R" et £ =R®. Notons ¢ 'injection canonique de F' dans G. Alors la différentielle de
io f:R% — R"™ s’obtient en rajoutant n — p lignes remplies de zéros a la différentielle de f.
Cela ne change pas le rang de la matrice, ni son injectivité. Ainsi, ¢ o f est une immersion
si et seulement si f est une immersion.

Schéme E.34 (1) Les trois dessins qui suivent donnent trois contre-exemples :

O (0

(2) Soit k > 1 le cardinal des fibres de f. Soient y € f(M) et x1,...,x} ses préimages
dans M. Pour chaque 1, il existe un voisinage ouvert B; de x; sur lequel f est un plongement,
d’aprés le théoréme des immersions. Quitte a réduire les B;, on peut supposer que leurs
adhérences sont disjointes.

On va démontrer le fait suivant : pour tout voisinage V de y dans N assez petit,
fFY(V)YC BiU...UB;.
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Si ce fait n’était pas vrai, il existerait une suite x,, de M — |J B; telle que f(z,) — y.
Comme f est propre, la suite x,, appartient & un compact, et on peut donc supposer qu’elle
converge quitte & extraire. Sa limite x est alors un antécédent de y différent des x;, ce qui
est absurde.

Soit V' assez petit pour que les conclusions du fait soient satisfaites. Montrons alors que
f(B;) NV est indépendant de i. Soit ¥’ € f(B;) NV. Alors ¢ a exactement k antécédents.
Mais il en a au plus un dans chaque Bj, et il ne peut en avoir a 'extérieur des B;. Ainsi, il
en a exactement un dans chaque Bj. En particulier, f(B;) NV C f(B;) NV. La situation
étant symétrique, on obtient 1’égalité recherchée.

Finalement, f(M)NV = f(B1)NV est bien une sous-variété au voisinage de y, puisque
f est un plongement sur Bj.

(3) On note n la dimension de N, p le rang de f et p + ¢ la dimension de M.

Soit k > 1 le nombre de composantes connexes des fibres non vides de f. Soient
y € f(M) et X1,..., Xy les composantes connexes de f~!(y). Quitte & prendre une carte
au voisinage de y, on peut supposer que N = R" et que y = 0. Soit X I'un des X;, on va
étudier le comportement de f au voisinage de X.

Fixons un point de référence xyp € X. En appliquant le théoréme du rang constant au
voisinage de g, on obtient que I'image par f d’un voisinage de x( est une sous-variété de
R"™ de dimension p. Quitte & composer par un difféomorphisme local de R™ en 0, on peut
supposer que l'image d’un voisinage de ¢ est incluse dans RP x {0}.

Premiére étape : il existe un voisinage U de X tel que f(U) C RP x {0}.

On définit une relation d’équivalence sur X, par x ~ y si, pour tout voisinage U de =,
il existe un voisinage V' de y tel que f(V) C f(U), et inversement. D’aprés le théoréme du
rang constant, les classes d’équivalence sont ouvertes. Comme X est connexe, il y a donc
une seule classe d’équivalence, c’est-a-dire celle de xg.

Ainsi, tout point x de X a un voisinage U, tel que f(U,) C RP x {0}. On prend
U=UU,.

Deuzieme étape : pour tout a € RP x {0} assez petit, f~1(a) NU est connexe non vide.

Pour tout = € X, il existe un difféomorphisme ¢, entre un voisinage U, de x (inclus
dans U) et un ouvert | — ez, €,[Px] — 7y, 7:[ 9 tel que f o ¢, ' soit la projection sur les p
premiéres variables, d’aprés le théoréme du rang constant. Par compacité, on peut recouvrir
X par un nombre fini de tels ouverts Uy, ..., U,.

On notera ¢ — j si U;NU; N X est non vide. Montrons qu’il existe alors ¢;; > 0 tel que,
pour tout a € RP avec ||a|| < €5, f~1(a) N (U;UU;) est connexe. Les “tranches” f~1(a) NU;
et f~1(a)N Uj sont toutes deux connexes non vides si a est assez petit, par définition de U;
et Uj. Soit x € U; NU; N X. Alors I'image de tout voisinage de = contient un voisinage de
0 dans RP, par le théoréme du rang constant appliqué en x. En particulier, si a est assez
petit, f~*(a) N U; N U; est non vide. Cela implique que f~1(a) N (U; U U;) est connexe
comme réunion de deux connexes qui s’intersectent.

Pour tous 1 < 4,57 < n, il existe une suite 71,...,7, telle que ¢« — i1, i; — 741,
ip — j : cela provient de la connexité de X. On en déduit que, pour tout a € RP avec
lla|| < min(e;;), le sous-espace f~'(a) N U est connexe.

Troisieme étape : conclusion

On peut ensuite procéder exactement comme dans la question précédente, en rempla-
¢ant les arguments portant sur des points par des arguments portant sur des composantes
connexes.
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Schéme E.35 C’est un cas particulier de I'exercice E.36.

Schéme E.36 Si P est homogeéne de degré k (avec k # 0 car P est non constant), en
dérivant par rapport a t la relation P(tx) = t*P(x) et en prenant la valeur en t = 1, on
obtient, pour tout z tel que P(z) = a, que

—~ P
;xiaxi(:v)—ka#().

Donc a est une valeur réguliére de P (c’est-a-dire P est une submersion en tout point de
P~Y(a)), qui est atteinte par hypothése, donc le premier résultat découle du corollaire 2.22.
Comme x — tz induit un difféomorphisme analytique réel (resp. complexe) pour t > 0
(resp. t € C — {0}) de P~!(a) sur P~!(t*a), la derniére assertion en découle.

Schéme E.37 (1) Si {f, g} est une partition de I'unité de classe C* subordonnée au
recouvrement ouvert {¢A, B}, alors f convient.

(2) Puisque les fermés V et U sont disjoints, soit ¢ : M — R une application de classe
CF, nulle sur U, valant 1 sur V. Alors I'application g : M — R, qui coincide avec ¢f sur
U, prolongée par 0 hors de U, convient.

Schéme E.38 (1) Puisque la question est locale, on peut se ramener par cartes locales a
N =RP x {0} et M =R", alors g(z1,...,2,) = f(z1,...,2p) convient.

(2) Par la question précédente, pour tout x dans N, il existe un voisinage ouvert U,
de x dans M et g, : U, — R une application C¥ prolongeant fiu.nn- Soit (o, Yu)zen
une partition de l'unité C¥ subordonnée au recouvrement ouvert (°N,Uy)zen de M, et
prolongeons par 0 hors de U, I'application g,p,. Alors g = >\ gz, convient.

(3) Non, l'application z +— log x sur la sous-variété |0, oo[ de la variété R ne se prolonge
pas a R!

(4) Comme une sous-variété est localement fermée, N est fermée dans un de ses voisi-
nages ouverts U (voir I'exercice 2.15, et I'exercice E.179 de 'appendice A.1), et on applique

(2).

Schéme E.39 Comme M est localement fermée, M — M est un fermé de R"™. Construisons
tout d’abord une application ¢ de classe CF sur M, strictement positive, qui se prolonge
continfiment par 0 sur M — M. Si M est fermée, c’est évident, il suffit de prendre ¢ = 1. Pour
x € M, soit V,, un voisinage ouvert de x dans R™ sur lequel d(y, M — M) > d(z, M — M) /2.
L'ouvert V' = (J,cps Ve admet une partition de I'unité CF : il existe des fonctions ¢, de
classe C* supportées par V,, positives ou nulles, dont les supports forment une famille
localement finie et avec - _,; ¢, = 1. On définit alors une fonction ¢ sur M par ¢(y) =
Y werm @x(y)d(x, M — M)/2. Notons que cette somme est en fait localement finie, si bien
que ¢ est bien définie, strictement positive sur M et C*. De plus, pour tout y € M,
P(y) < d(y, M — M).

On définit finalement une application ¥ de M dans R" ™! par ¥(x) = (z,1/¢(x)). C'est
manifestement un plongement C¥, il faut vérifier que son image est fermée pour conclure.
Soit x € M une suite telle que U(xzy) converge. En particulier, x; converge dans R™, vers
un point & € M. Si z n’appartenait pas & M, alors 1/¢(xy) tendrait vers I'infini, ce qui est
absurde. Par conséquent, x € M, puis ¥(xy) tend vers ¥(x), qui appartient bien a W(M).
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Schéme E.40 Soit (¢;)ien une partition de 1'unité (dénombrable) de classe C* de M a
supports compacts (qui existe, car M est localement compact a base dénombrable). Alors

J = ien itpi convient.
Schéme E.41 (1) On calcule

of _
or

of

dr(x —1)(x—2) et M =2y .

Donc les points critiques de f (qui sont les points u de R? ou la différentielle df, est
I’application nulle) sont (0,0), (1,0), (2,0). Les valeurs critiques de f sont donc f(1,0) =0
et f(0,0) = f(2,0) = —1. L’ensemble des valeurs réguliéres (qui est le sous-ensemble
des points de ’ensemble d’arrivée qui ne sont pas des valeurs critiques, et ’on fera donc
attention au fait qu’une valeur réguliére n’est pas forcément une valeur) de f est donc
R — {0, —1}.

YA

On remarque que le maximum de la fonction x +— g(z) = (x — 1)?(2 — (z — 1)?) est 1,
donc I'image de f est [—1,4+o00[. En particulier, pour € < —1, la courbe de niveau f~!(e) est
vide, et son nombre de composantes connexes est 0. Un petit calcul montre que ’ensemble
{r € R : g(x) > —e} posséde exactement deux composantes connexes si —1 < e < 0, et
une composante connexe si € > 0, et contient un point z tel que g(z) = —e. Donc f (), qui
est la réunion des graphes des fonctions x — ++/g(z) + € sur leurs domaines de définition,
posséde deux composantes connexes si —1 < € < 0, et une composante connexe si € > 0.
Les graphes des applications g et f sont les suivants.
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(2) Par (1), I'application f : R?> — R est une submersion au voisinage de tout point
différent de (0,0), (1,0), (2,0). Comme seul le point (1,0) est sur C1, on en déduit que Cy
est une sous-variété de dimension 2 — 1 = 1 au voisinage de tout point différent de (1,0).
Au voisinage du point (1,0), la courbe de niveau Cy est réunion des graphes des fonctions
y = +(z —1)\/2 — (z — 1)? sur lintervalle ]0, 2], qui sont de classe C*°. Comme le point
(1,0) sépare en quatre composantes connexes C au voisinage de (1,0), on en déduit que
(' n’est pas une variété au voisinage de (1,0).

Comme n > 1, l'application m, : z — 2™ de
C — {0} dans C — {0} est un revétement C* a
n feuillets (car c’est un C*>°-difféomorphisme lo-
cal tel que tout point posséde exactement n pré-
images). Comme (0, 0) n’est pas sur la courbe de
niveau C1, la préimage C,, par m, de C] est une
sous-variété de C — {0} exactement au voisinage
des préimages des points de ('] au voisinage des-
quels C7 est une sous-variété. Donc C), est une
sous-variété au voisinage de chacun de ses points
qui n’est pas une racine n-éme de l'unité.

(3) On considére I’application F : S; — R? bien définie par
e s (z=1+V2sinb,y =sin(26)) .

Comme il n’existe pas d’angle 6 tel que simultanément cosd = 0 et cos(20) = 0, cette
application est une immersion C* du cercle dans R?. Un calcul immédiat montre que
cette application est contenue dans C7. Comme I est de classe C>, et qu'une immersion
entre deux variétés de méme dimension est ouverte (par le théoréme d’inversion locale), et
que l'image de F' contient les points (14+/2,0), I'image de F est tout Cy. Par revétement,
le méme résultat est valable pour C),.

(4,5) Supposons que 0 < € < e = 1. On identifie R? et C x R de maniére usuelle.
L’application (z,t) + (2",t) est un revétement C> a n feuillets de R? privé de I’axe des t
(d’équation z = 0) sur lui-méme (car c¢’est un C*-difféomorphisme local tel que tout point
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posséde exactement n préimages). Comme Y1 ne rencontre pas cet axe car € < 1, si I'on
montre que X est une sous-variété compacte, connexe, de classe C*> et de dimension 2 de
C x R, alors il en sera de méme pour 3.

Considérons I'application ¢ : (z,t) + f(2)? + 12 — €2, de sorte que X1 = »~(0). On a

% a0 g w o
x ox y oy ot

Donc ¢ est une submersion en dehors du plan d’équation ¢ = 0. En tout point (z,t¢) de
I'intersection de ce plan et de ¥, on a f(z) = +e # 0, donc les seuls points critiques
possibles seraient (0,0,0),(1,0,0) et (2,0,0), mais comme 0 < € < 1, aucun de ces points
n’est sur 1. Donc ¢ est une submersion C* en tout point de X1, et 31 est une sous-variété
C> de R3, de dimension 3 — 1 = 2. Elle est compacte car ¢ est propre. Elle est connexe car
la courbe d’équations f~1(e) et t = € (contenue dans le plan d’équation ¢ = €) est connexe
par la question (1), et contenue dans ¥; et que tout point peut étre ramené a un tel point
par un chemin continu sur .

Schéme E.42 (1) Pour des raisons pédagogiques, absolument tous les arguments sont
donnés (en général, on peut se permettre d’aller beaucoup plus vite). La régularité est
analytique réelle.

Comme l'action de Z est propre et libre, le quotient est une variété X. Soit f :
10, +00[ — S; définie par f(z) = e*7lo8(®)/108(2)  Alors f(2z) = f(z), si bien que f
induit par passage au quotient une application g : X — S;. Elle est continue (car f est
continue), surjective (puisque f lest) et injective : si f(z) = f(y), alors il existe n dans Z
tel que x = 2™y, donc les projections de x et y dans X sont égales. Enfin, comme f est
une immersion, g est aussi une immersion. En particulier, ¢’est un difféomorphisme local.

Il reste a vérifier que g est un homéomorphisme. Il suffit pour cela de montrer que X
est compact, puisqu’une bijection continue entre un espace compact et un espace séparé
est automatiquement un homéomorphisme. Soit 7 : |0, +oco[— X la projection canonique.
Tout point de X a (au moins) un représentant dans [1,2]. Ainsi, X = 7([1,2]). Comme
image continue (& valeurs dans un espace séparé) d’un compact, il est compact.

(2) L’application f : R — S; donnée par f(x) = €™ induit clairement un difféomor-
phisme entre le quotient de R par la translation et S;.

(3) On remarque que I'application v : (z,y) — (r,¢) est un difféomorphisme entre
R? — {(0,0)} et ]0,+oo[xS;. L'application f : (z,y) + (2z,2y) vérifie alors ¥ o f o
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Y (r,e?) = (2r,¢?). Ainsi, le passage au quotient concerne seulement la variable dans
10, +00[. On conclut donc en utilisant la premiére question.

(4) L’argument est le méme que dans la question précédente, en remarquant que ’appli-
cation de S,,—1 x]0, 400[ dans R"™ —{(0,0)} donnée par (u,r) — ru est un difféomorphisme.

Schéme E.43 En découpant un morceau du polygone et en le recollant de 'autre cété de
I'identification correspondante, on ne change pas la surface quotient. Les deux découpages
qui suivent montrent donc qu’on obtient une surface homéomorphe & un tore.

L

Soient M la surface quotient, P le polygone et m : P — M la projection canonique.
Soit x € M, on va construire une “bonne” carte autour de x. Si x provient d’un point y a
I'intérieur du polygone, on prend un petit voisinage U autour de ce point, a l'intérieur du
polygone. La projection canonique 7 : U — 7(U) donne une carte au voisinage de z.

Si x provient de 'intérieur d’un des cotés, il a deux préimages y; et y2, qui s’obtiennent
par translation de v = yo — y;. Soient U; un voisinage de y; dans le polygone, et Us un
voisinage de y» dans le polygone. On définit une application ¢ : 7(U; U Us) — R? par
d(m(z)) =zsiz €Uy, et ¢p(n(z)) = z—wvsi z € Us. Elle est bien définie car, par définition
de v, elle ne dépend que de 7(z).

Finalement, si x provient de I'un des sommets, on fait la méme construction en recollant
de la méme maniére plusieurs morceaux du polygodne, par des translations, et on vérifie
que tous les choix sont cohérents.

Finalement, par construction, les changements de cartes sont donnés par des transla-
tions. En particulier, ces cartes munissent donc M d’une structure de variété analytique
réelle.

Schéme E.44 (1) L’application ® est C™ et sa différentielle est manifestement injec-
tive en tout point de R® — {0}. Si ®(z,y,2) = ®(2’,y/, 2’), on vérifie en utilisant les trois
premiéres coordonnées que z’ = +x, vy = 4y, 2/ = 2. Les trois derniéres coordonnées
permettent de vérifier que les trois signes coincident. Ainsi, (x,y,2) = +(2/,y/, 2'). Réci-
proquement, ces deux points ont méme image. Le cardinal des fibres non vides de ® est
donc constant égal a 2.

Finalement, en utilisant les trois premiéres coordonnées, on vérifie que ® est propre
comme application de R? — {0} dans R® — {0}. Ainsi, la seconde question de I'exercice E.34
montre que ®(R? — {0}) est une sous-variété de RE.

(2) On a

|B(xz,y, 2)||2 = 2t + oy + 2 + 22y + 2222 + %22 = (2% + 2 + 22)%.
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Ainsi, ®71(M N'S5) = Sy. L’application ® : Sy — RS est une immersion comme composée
de @ : R?® — {0} — RS et de I'injection canonique de Sy dans R? — {0}, qui sont toutes deux
des immersions. Mais la restriction ® de & a Sy prend ses valeurs dans Sy. L'exercice E.32
montre donc que ® : So — S5 est une immersion.

L’application P est également propre (car continue et définie sur un compact) et ses
fibres non vides sont de cardinal 2. Ainsi, son image est une sous-variété de S5, par I’exercice
E.34. N N

Comme ®(z,y,z) = ®(—z, —y, —z), Papplication ® induit une application ¥ définie
sur le quotient de So obtenu en identifiant deux points diamétralement opposés, c’est-a-dire
le plan projectif Py(R). Ainsi, l'application ¥ : Po(R) — S5 est une immersion injective
propre, donc un plongement.

(3) L’application x est polynomiale, donc analytique réelle. La différentielle de y sur
R3 s’écrit

dX(z,y,2) (@, b,¢) = 2(x +yT + 2T%)(a + bT + T?).

En particulier, dx (s, .y(a,b,¢) = 0 si et seulement si # =y =2 =0o0ua =>b=c=0.
Ainsi, x est une immersion sur R? — {0}.
Si x(z,y,2) = x(a',y, 2’), alors

0 = (z+yT+2T%)?2— (' +y'T + 2'T?)?
=((x+yT +2T?) — (@' + o + 2T*))(x +yT + 2T?) + (' + ¢/ + 2'T?)).

Ainsi, (2,y/,2) = £(z,y, 2).
|

Soit F(z,y,2) = |[x(z,y,2)||?

. Elle est analytique réelle et vérifie
F(Az, \y, \z) = N F(z,y, 2).

En particulier, lorsque F(z,y,z) # 0, la dérivée radiale de F' est non nulle (voir aussi
I'exercice E.36 et sa solution). Cela montre d'une part que la surface V. = {(x,y,2) €
R? : F(x,y,z) = 1} est une sous-variété C* comme surface de niveau d’une submersion,
et d’autre part que la projection radiale w : V' — Sy est une immersion C¥. De plus, il
existe sur chaque demi-droite issue de lorigine dans R? un unique point en lequel F = 1
(puisque F' ne s’annule qu’en 0 et puisque F'(A\z, Ay, A\z) = M F (2,9, 2)). Ainsi, 7 est une
immersion bijective, c¢’est donc un C¥-difféomorphisme.

Considérons y o 7! : S — S;. C’est une immersion comme composée d’immersions.
Elle attribue la méme image exactement aux points diamétralement opposés, et induit
donc un plongement de P2(R) dans Sy.

Schéme E.45 1l est facile de vérifier que o est une immersion analytique réelle injective.
Comme P, (R) x P,,,(R) est compact, le résultat en découle.

Schéme E.48 (1) L’application qui & un sous-espace vectoriel de dimension k de R"
associe la symétrie orthogonale par rapport a ce plan est manifestement une bijection entre
Gr(R™) et S.

(2) Quitte a faire un changement de base orthonormée, on peut sans perte de généralité
I 0

>. Une matrice symétrique ¢t =
0 —lhk

travailler uniquement au voisinage de s = <
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B D
seulement si A = D = 0. Cela montre que £ = ET & E~.

A 'B
( ) vérifie alors ts = st si et seulement si B = 0, et elle vérifie ts = —st si et

(3) Matriciellement, ¢ s’écrit
I+ A ‘B n (I + A)* + 'BB 0
B I, .+D 0 (~I,_r+D)?+B'B )’

En particulier, la différentielle de ¢ en s est donnée par
A 'B 2A 0
w5 5)=(% 20)
Cette application est une surjection sur E*.

(4) Rappelons que toute matrice symétrique définie positive M admet une unique racine
carrée symétrique définie positive, que 'on notera /M. De plus, si M = I, — H avec H
symétrique assez petite, alors VM = Z;io a,HP pour certains réels a, (c’est-a-dire la
racine carrée est développable en série entiére au voisinage de 'identité).

B D
implique que v € S. L’hypothése donne A2 + ‘BB = I, et D?> + B'B = I,,_}, et il faut
montrer que BA + DB = 0. Comme A est proche de [, elle est définie positive, donc

A=+/I; = 'BB=Y a,('BB)".

De méme, D est proche de —1I,,_j, elle est donc définie négative, puis

D=—-\/I,_,—B'B= —Zap(B tByP .

. A 'B .
Soit v = ( ) proche de s avec (v?)* = I,, montrons que v?> = I, ce qui

Par conséquent,
BA+DB=BY ay,('BB)’—> a,(B'B’B=0.

On a démontré que, si U est un voisinage assez petit de s, alors ¢~ 1(I,,)NU C SNU.
L’autre inclusion étant triviale, on a égalité. Comme ¢ est une submersion en s, le théoréme
des submersions assure donc que S est une sous-variété au voisinage de s. De plus, la
codimension de S est la dimension de I'espace d’arrivée de ¢, c’est-a-dire k(k+1)/2+ (n —
k)(n — k4 1)/2. Par conséquent,

n+1) k(k+1) (n—k)(n—-—k+1)

oo n( _
dim S = 5T 5 =k(n—k). (%

(5) On va essayer d’écrire A comme surface de niveau d’une submersion. Soit Ej
I'ensemble des matrices symétriques de taille k. Soit x : My ;(R) — Ej définie par
x(M) = M M. Une matrice M a des colonnes orthonormales si et seulement si (M) = Ij.
La différentielle de y est donnée par dxps(H) = ‘M H~+ "HM. Soit M telle que x (M) = I,
on va montrer que dx s est surjective, ce qui conclura. Soit S € Ey, on cherche une matrice
H telle que "M H + *HM = S. 1l suffit de prendre H = M S/2. En effet, ce choix donne

"MH+ "HM = x(M)S/2+ 'S'x(M)/2=S/2+ 'S/2= 9.
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(6) Notons Ay, ..., A les colonnes de la matrice A, et I(A)1,...,I(A)x les colonnes de
I(A). On a I(A); = e; + J(A);, ol e; est la matrice colonne du i®™¢ vecteur de base. La
matrice M = ®(A) est donnée par

I(A); = 325 My ' MGI(A);

M; = :
1(A): = 22 j<s M T MGI(A)]

Au voisinage de A = 0, 'application ® est donc C*°. Estimons sa différentielle. On va
montrer par récurrence sur i que

M; = e+ J(A); + O(|A|*) - ; (+)

Supposons le résultat montré pour j < i. Ona‘(e;)e; =0, ‘(e;)J(A); = 0et {(J(A);)e; = 0.
On obtient
I(A); — Zj<z' M; thI(A)i
= e+ J(A)s = 2. (e + J(A); + O(||A]]?)) * (e + J(A); + O([|A][*)) (ei + T(A):)
=ei+J(A)i + O(|Al]?).
Par conséquent,
e+ J(A)i + O(|JA]?)
Y e+ J(A) +O(JJAI)]]

En développant la norme au dénominateur, il reste 1+ O(||A]|?). Cela conclut la démons-
tration de (**). Cette équation implique que la différentielle de @ s’écrit d®o(A) = J(A).

(7) Lapplication ¥ est C* car polynomiale. Soit C' une matrice proche de 0, estimons
U(e; +Cq,... e+ Ck). On a

k
\I/(el+01,...,ek+0k Zej—i—C ej—i—Cj)
7=1

k k
= ejt(e))+ > _e;((C)+ > Citey) +O(IC|P).
j=1 j=

Ainsi, la différentielle de ¥ est donnée par

k k
d\I/[(O)(Cl, ceey Ck) = Zej(tC)j + Z Cj t(ej).
Jj=1 j=1

Cette matrice est obtenue en ajoutant C; dans la colonne j, et sa transposée dans la ligne
J- On en déduit qu'une matrice C' est dans le noyau de dW¥y () si et seulement si elle est de

la forme C' = < g > ou D est antisymétrique.
(8) La matrice M = ®(A) est une matrice dont les colonnes Mj, ..., M} forment
une base orthonormée de 'image de I(A). Montrons alors que W(M) est le projecteur

orthogonal sur I'image de I(A). Il suffit de vérifier que W(M)M; = M;, ce qui est évident,
et que W(M)u = 0 si u est orthogonal a tous les vecteurs M;, ce qui est encore évident.
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(9) Pour A proche de 0, notons s(A) la symétrie orthogonale par rapport a I'image de
I(A). On a
S(A) =Vo®(A)— (I, —Vod(A) =20 o d(A) - I, .

Ainsi, s est C* au voisinage de 0, et dsg = 2dV(p)0d®. Les questions 6 et 7 montrent donc
que cette différentielle est injective. Comme s est a valeurs dans S, ¢’est une immersion en
0 de M,,_j x(R) dans S. Mais ces deux espaces sont de méme dimension, par (*). Ainsi, s
est un difféeomorphisme local au voisinage de 0.

Une carte de Gx(R™) au voisinage de V est donnée par l'application ¢ qui a A €
M, —1 ik (R) associe I'image de I(A). Dire que I' est C*° sur un voisinage de V' dans G (R")
signifie par définition que I' o ¢ est C*° au voisinage de 0. De méme, dire que I' est un
difféomorphisme local en V signifie que I' o ¢ est un difféomorphisme local en 0. Mais
I o ¢ = s, nous avons donc déja tout démontré!

(10) En composant par un changement de variables linéaire, on déduit de la question
précédente que I' est un difféomorphisme local en tout point de G (R™). C’est une bijection
entre G, (R™) et S. Pour montrer que c’est un difféomorphisme, il reste juste a vérifier que
c’est un homéomorphisme, ce qui résulte de la compacité de Gi(R™) et de la séparation de

S.

Schéme E.49 Voir 'exercice E.25 (1) et 'exercice E.185 (3) de 'appendice A.3 pour la
premiére question, et sinon [Pos, Legon 11| par exemple.
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3 Fibrés vectoriels

3.1 Sous-espaces tangents d’une sous-variété de R”

La notion de vecteur tangent (et, si ce vecteur tangent est non nul, de droite tangente)
en un point d'une courbe de classe C' dans R” est bien connue. Elle permet de définir, de
maniére élémentaire, la notion de vecteur tangent, et partant de sous-espace tangent, en
un point d’une sous-variété de R™.

Soient p < n dans N, M une sous-variété de R” de classe C!' et de dimension p, et x
un point de M.

Un vecteur v de R" est dit tangent ¢ M en x s’il existe un intervalle ouvert I contenant
0 et une courbe ¢ : I — R™ de classe C!, a valeurs dans M, telle que

c(0)=z et ¢é¢0)=wv.

On note T, M D'ensemble des vecteurs tangents & M en x.
Le résultat suivant donne le calcul de T, M, en fonction des différentes caractérisations
locales des sous-variétés de R™ (voir théoréme 2.5).

Proposition 3.1

e (Définition par redressement)

Si U est un voisinage ouvert de x dans R™, si V
est un voisinage ouvert de 0 dans R™ et f : U —
V un Cl-difféomorphisme tels que f(z) = 0 et
fFUNM)=Vn(RP x{0}), alors

T.M = df, ' (RP x {0}) .

e (Définition par fonction implicite) A ;

Si U est un voisinage ouvert de x dans R™, et . M
si f U — R"7P est une application de classe : T
Cl qui est une submersion en x avec f(x) =0, U T M
tels que UN M = f~1(0), alors e SR
f+0 Rn—p
T, M = Ker df, . ————»

e (Définition par graphe)

Si U est un voisinage ouvert de x dans R" =
RP x R*™P  s1 V' est un voisinage ouvert de 0
dans RP et f : V. — R"P une application de
classe Ct, tels que U N M = graphe(f) et x =
(0, £(0)), alors

TpM =TIm {v— (v,dfo(v))} .

e (Définition par paramétrage)

Si U est un voisinage ouvert de x dans R", si V'
est un voisinage ouvert de O dans RP et f: V —
R"™, avec f(0) = x, est un paramétrage local C*
de UNM en x, alors

T,M = Tm df . 4 R*
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Démonstration. (1) Puisque f est un difféomorphisme C! tel que f(x) = 0, une courbe
c est tracée sur U N M avec ¢(0) = x et ¢(0) = v si et seulement si la courbe f o c est
tracée sur f(UNM) =V N (RP x {0}) avec foc(0) =0et (foc)(0)=dfy(v). Puisque
I'ensemble des vecteurs tangents en 0 & V N (RP x {0}) est RP x {0}, le résultat en découle.
En particulier, T, M est un sous-espace vectoriel de dimension p de R™.

(2) Si ¢ est une courbe tracée sur M telle que ¢(0) = x, alors f o ¢(t) = 0 pour tout
t assez petit, donc en dérivant df;(¢(0)) = 0 et le sous-espace vectoriel T, M est contenu
dans Ker df,. Comme df, est surjective, les dimensions de T, M et de Ker df, sont toutes
les deux égales a p, et le résultat en découle.

(4) Pour tout v dans RP, soit ¢ une courbe dans V telle que ¢(0) = 0 et ¢(0) = v. Alors
foc est une courbe C! tracée sur f(V) = UNM telle que foc(0) = x et (foc) (0) = df.(v),
donc le sous-espace vectoriel T, M contient Im df,. Par injectivité de df,, les dimensions
de T, M et de Im df, sont toutes les deux égales & p, et le résultat en découle. L’assertion
(3) découle immeédiatement de (4). O

Comme montré dans la démonstration, I’ensemble T, M est un sous-espace vectoriel de
R™ de dimension p, appelé le sous-espace vectoriel tangent & M en x. On appelle x + T, M
le sous-espace affine tangent & M en x. Lorsque 'on remplace R™ par C" et la régularité
C! par la régularité analytique complexe, alors T, M est un sous-espace vectoriel complexe

de C™.

Exemples. (1) La sphére S,, est définie comme la préimage de 1 par la submersion
x> ||z||? de R® — {0} dans R (ot || || est la norme euclidienne usuelle de R™). Donc le
sous-espace tangent a S, en z est le noyau de l'application linéaire v — (v, x), c’est-a-dire
T,S, est 'orthogonal de x (pour le produit scalaire usuel de R™).

Tz SQ = Qfl

Sa

(2) Plus généralement, si f : U — R? est une submersion C!, avec U un ouvert de R?,

pour tout y € f(U) et x € f~1(y), avec (g—g(x))l .-, lamatrice jacobienne de f en z,
1<j<gq

il découle du deuxiéme point de la proposition 3.1 que le sous-espace vectoriel T ( f *l(y))

tangent en z & la sous-variété f~1(y) admet le systéme d’équations suivant :

i

K3

(l’))(z =0.
i=1

(3) Par l'assertion (3) ci-dessus, si M est localement défini comme le graphe d’une
application f : RP — R™ P dans une décomposition R” = RP x R" P de coordonnées
(x,y), alors 'équation du sous-espace affine tangent en (zo,yo = f(z0)) est

Y — Yo = dfzy(x — x0) -
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Donc si (%(l‘o)) . est la matrice jacobienne de f en x(, un systéme d’équations
1<

du sous-espace affine tangent est

‘ 4 " 0f
Vi, 1<j<n-—p, Y;—(y);= Z - (20)(X; — (20)i) -

L’exercice suivant montre que toute variété différentielle s’écrit, au voisinage de chacun
de ses points, comme le graphe d’une application au-dessus de son espace tangent en ce
point.

Exercice E.51 Soient k € (N —{0}) U {oo,w} et M une sous-variété de R" de classe C*
passant par 0. Montrer que pour tout sous-espace vectoriel E supplémentaire de ToM , il
existe un voisinage U de 0 dans R" et un voisinage V' de 0 dans ToM tels que U N M soit

le graphe, dans la décomposition R™ = ToM & E, d’une application f :V — E de classe
C*k.

La réunion disjointe des sous-espaces affines tangents aux points d’une sous-variété de
R™ est naturellement munie d’une structure de (sous-)variété.

Proposition 3.2 Soit M une sous-variété de classe C™1 de R™. Soit F = Fy; le sous-
ensemble de R™ x R™ formé des couples (z,v) de M x R™ tels que v € T, M. Alors F est
une sous-variété de classe C" de R™ x R™.

Démonstration. Soient (zo,v9) dans F, et (W,¢) un paramétrage local C"* de M
au voisinage de xg, d'image U N M, ou U est un voisinage de zg dans R™. Montrons que
(WXRP, (z,v) — (¢(x),dps(v)) est un paramétrage local C" de F' au voisinage de (xg, vp).
Comme T, M = Im dg,, cette application paramétre un voisinage de (xg,vo) dans F. Elle
est de classe C"; c’est une immersion en tout point de son domaine, car ¢ l'est et dp, est
linéaire et injective, et la matrice jacobienne est triangulaire supérieure par blocs n X p dans
les décompositions RP x RP de 'espace de départ et R™ x R" de 'espace d’arrivée ; c’est
une application propre et bijective de W x RP sur (U x R™)N F', donc un homéomorphisme
entre ces espaces. O

Considérons la projection p : F' — M définie par p(z,v) = x, qui est de classe C".
Chaque fibre F,, = p~!(z) est égale a {x} x T,,M, donc est munie d'une structure d’espace
vectoriel. On a envie de dire que cette structure d’espace vectoriel « dépend de maniére
C" » de x, car les applications ¢ : (z,v) — (¢(x), dp,(v)) de la démonstration précédente
sont des C’-difféomorphismes sur leur image, et chaque fibre {z} x RP de la premiére
projection U x RP — U est naturellement munie d’une structure d’espace vectoriel, et
¥ {x} x RP — F, est un isomorphisme linéaire.

Nous formalisons cette intuition dans le paragraphe suivant.

3.2 Fibrés vectoriels

Ce paragraphe est essentiellement constitué de définitions, les principaux exemples et
résultats viendront dans les paragraphes suivants.

Soit r € NU{oo,w}. Un fibré vectoriel réel (resp. complexe) ¢ de classe C” est la donnée
d’une application p : £ — B de classe C" entre deux variétés de classe C" et, pour tout b
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dans B, d’une structure d’espace vectoriel réel (resp. complexe) sur B, = p~1(b), de sorte
que, pour tout b dans B, il existe un voisinage ouvert U de b, un espace vectoriel réel
(resp. complexe) F' de dimension finie, et un C"-difféomorphisme ¢ : p~1(U) — U x F, tels
que pri © ¢ = p,-1(y), ¢’est-a~dire tels que le diagramme suivant commute

p Y (U) — UxF
P N < pr1

et tels que pryo @y, : By — F soit un isomorphisme R-linéaire (resp. C-linéaire) pour tout
y dans U.

On dit que B est la base, E 1'espace total, E, = p~'(b) la fibre au-dessus de b, U un
ouvert distingué ou voisinage distingué de b, ¢ une trivialisation locale de p au-dessus de U.
Si toutes les fibres Fj, sont de dimension n sur R (resp. C), on dit que le fibré vectoriel est
de rang réel (resp. complexe) n. Si n = 1, on dit aussi fibré en droites vectorielles. Notons
que si B est de dimension p, alors E est de dimension p 4+ n (resp. p + 2n). Par abus, on
désignera souvent le fibré vectoriel £ par son espace total E, I’application p et la structure
d’espace vectoriel des fibres étant sous-entendus, ou par son application p.

Soient ¢ et & des fibrés vectoriels réels (resp. complexes) de classe C", d’applications
p: E — Betp : E' — B respectivement. Un morphisme C" (de fibrés vectoriels) de
¢ dans & est un couple d’applications (f, f) de classe C” tel que le diagramme suivant

commute :
f

E — F
P i} P’
B L B
et tel que, pour tout x dans B, 'application f induise un morphisme d’espaces vectoriels
réels (resp. complexes) de E, = p~!(z) dans E’?(x) = (p)"Y(f(x)). Sip: E — B est un

fibré vectoriel, alors le couple (id,id) est un morphisme du fibré vectoriel p dans lui-méme,
appelé le morphisme identité. Si (f, f) et (g,g) sont deux morphismes de p : E — B sur
p i E' — B'etdep : E' — B'surp” : E” — B” respectivement, alors le couple (go f, go f)
est un morphisme de fibrés vectoriels, appelé composition de (f, f) et (g,g). Ainsi (voir
I'appendice A.6) la collection des fibrés vectoriels C" et des morphismes de fibrés vectoriels
C" est une catégorie.

Un isomorphisme C" (de fibrés vectoriels) de £ dans &’ est (comme dans toute catégorie,
donc) un morphisme (f, f) de & dans £’ tel qu'il existe un morphisme (g, ) de & dans & qui
vérifie go f =1id, fog=1id, fog =id, go f = id. Deux fibrés vectoriels sont isomorphes
§’il existe un isomorphisme entre eux.

Lorsque B = B’, un morphisme sur la base B est un morphisme tel que f = id, et de
méme pour les isomorphismes. Le contexte indique en général clairement si I'on parle de
morphisme ou de morphisme sur la base.
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Sauf mention explicite du contraire, tous les fibrés vectoriels seront réels dans ce texte.

Pour v/ < r, une section (resp. section de classe C™) d’un fibré vectoriel p : B — B
de classe C" est une application s (resp. application s de classe C’”/) de B dans FE telle
que p o s = idg. Par exemple, ’application qui & un point b de B associe le vecteur nul
de la fibre Ej est une section de classe C", appelée section nulle. La section nulle est un
plongement de B dans E. Par contre, méme si c’est localement vrai, il n’existe pas toujours
(et c’est méme peu fréquent) de section continue globale d’un fibré vectoriel qui ne s’annule
en aucun point de la base (voir par exemple la partie 6.6.2).

Par exemple, si M est une variété C", la premiére projection pri : M x R™ — M de la
variété produit M x R™ dans M (avec la structure évidente d’espace vectoriel sur les fibres
{z} x R™) est un fibré vectoriel (réel), de base M, de rang n, appelé fibré vectoriel (réel)
trivial sur M. La premiére projection pry : M x C" — M de la variété produit M x C"
dans M (avec la structure évidente d’espace vectoriel complexe sur les fibres {z} x C™) est
un fibré vectoriel complexe, de base M, de rang complexe n, appelé fibré vectoriel complexe
trivial sur M.

Tout fibré vectoriel isomorphe & un fibré vectoriel trivial est dit trivialisable. Par
exemple, si p: E — B est un fibré vectoriel, et si U est un ouvert distingué de B, alors la
restriction de p & p~!(U) est un fibré vectoriel trivialisable.

Si M est une variété analytique complexe, on définit un fibré vectoriel holomorphe
sur M comme la donnée d’une application p : F — M analytique complexe, ott E est
une variété analytique complexe, et, pour tout b dans B, d’'une structure d’espace vectoriel
complexe sur Ej, = p~1(b), de sorte que, pour tout b dans B, il existe un voisinage ouvert U
de b, un espace vectoriel complexe F' de dimension finie, et un difféomorphisme analytique
complexe ¢ : p~1(U) — U x F, tels que prio ¢ = Plp-1(v)- On définit de maniere analogue
un morphisme de fibrés vectoriels holomorphes, un fibré vectoriel holomorphe trivial et un
fibré vectoriel holomorphe trivialisable.

Exercice E.52 (1) Montrer qu’un fibré vectoriel de rang n est trivialisable si et seulement
sl admet n sections linéairement indépendantes en tout point.

(2) En déduire qu’un fibré vectoriel de rang 1 est trivialisable si et seulement s’il admet
une section ne s’annulant pas.

Exercice E.53 Soient V' un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K = R ou
K =C, et G,(V) la variété grassmanienne de rang k de V.. Montrer que

TG (V) ={(z,v) € Gx(V) XV : v ez}

est une sous-variété K-analytique de la variété produit Gp(V') x V', et que Uapplication
(x,v) = x de 7GL(V') dans Gp(V') est un fibré vectoriel K -analytique sur Gp(V') de rang k,
en munissant la fibre {x} X x au-dessus de x de la structure évidente d’espace vectoriel sur

K.

Le fibré vectoriel 7G, (V) — Gr(V) de cet exercice est appelé le fibré tautologique sur
Gr(V). En particulier,

TP(V) ={(z,v) e P(V) xV : v eEux}

est une sous-variété K-analytique de la variété produit P(V') x V, et I'application (z,v) — x
de 7P(V') dans P(V) est, en munissant la fibre {x } xx au-dessus de x de la structure évidente
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de droite vectorielle sur K, un fibré K-analytique en droites vectorielles sur P(V'), appelé
fibré tautologique sur P(V).

L’exemple crucial de fibré vectoriel au-dessus d’une variété M est le fibré tangent T'M
de M, construit dans le paragraphe ci-dessous. L’exemple crucial correspondant de section
est celui des champs de vecteurs, dont nous traiterons dans le chapitre 4.

3.3 Fibré tangent

Soit M une variété C"t! de dimension n, avec 0 < r <w, co+1 =00, w+1=w, et n
dans N.

De la méme maniére que nous avons utilisé les courbes tracées sur une sous-variété
pour définir les vecteurs tangents & une sous-variété, nous pouvons utiliser les courbes
pour définir les vecteurs tangents & une variété générale.

Un 1-jet de courbe sur M est une classe d’équivalence de courbes ¢ : I — M, avec I un
intervalle ouvert contenant 0, de classe C! en 0, pour la relation d’équivalence « coincider
au premier ordre », définie par ¢; ~ c2 si ¢1(0) = ¢2(0) et pour toute (ou de maniére
équivalente, pour une) carte locale (U, ) de M en ¢1(0), les vecteurs tangents en 0 des
courbes @ o c1 et o ¢y sont égaux :

goc (0)=goa (0).

Nous notons T'M I’ensemble des 1-jets de courbes sur M, et p : TM — M l'application
(bien définie) qui au 1-jet de la courbe ¢ associe le point ¢(0).

Nous allons montrer, de maniére analogue au cas du sous-ensemble F' de la proposition
3.2, que T'M posséde une structure naturelle de variété, et en plus que p : TM — M
posséde une structure naturelle de fibré vectoriel.

Pour cela, nous serons guidés par le fait que la notion de vecteur tangent en un point
x d’un ouvert U d’un espace R™ est claire : ’espace tangent en = est naturellement R" lui-
méme. Comme une variété est localement difféeomorphe a R™ par ses cartes, il est naturel
d’utiliser les cartes pour définir les vecteurs tangents. Le meilleur moyen pour rendre les
vecteurs ainsi définis indépendants de cartes est d’utiliser une relation d’équivalence pour
faire des identifications.

o(U)
U
©
/
v
<)0/ o 9071
(R P ()
U’ T
©

©'(U")
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Un wvecteur tangent & M est une classe d’équivalence de quadruplets (U, ¢, x,v), ol
x est un point de M, (U, ) une carte locale en x et v un point de R™, pour la relation
d’équivalence (U, ¢, x,v) ~ (U, ¢/, 2/, v') si et seulement si 2’ = 2 et d(¢ o@™) ) (v) = 0.

On note encore T'M D’ensemble des vecteurs tangents a M, p : T'M — M 'application
induite par passage au quotient de

(U7SO7:E?/U) HCL’?

et T, M T’ensemble p~!(z). On note souvent v un élément de TM, ou (z,v) avec p(v) =
x quand on veut préciser le point base de v, et on l'identifie souvent avec 'un de ses
représentants.

I1 est immeédiat que Papplication qui a la classe d’'un quadruplet (U, p,z,v) associe
le 1-jet de la courbe t + ¢~ !(¢(x) + tv) est une bijection de l’ensemble des vecteurs
tangents & M sur I’ensemble des 1-jets de courbe sur M, par laquelle nous identifions ces
ensembles. Les deux projections p : TM — M coincident alors bien. La bijection réciproque
est I'application qui au 1-jet d’une courbe ¢ associe la classe d’équivalence du quadruplet
(U, p,x,v) ot (U, ) est une carte locale en ¢(0), et z = ¢(0),v = poec (0).

Si (U, ) est une carte locale de M, I'application de ¢(U) x R™ dans p~}(U), qui a
(z,v) associe la classe d’équivalence de (U, ¢, (), v) est une bijection. On note T :
p~H(U) — p(U) x R™ son inverse, dont I'image est un ouvert de R™ x R,

Si (U, ¢') est une autre carte locale de M, I'application T o(Tp) ™! : p(UNU") xR"™ —
S (UNU") x R™ est le diffecomorphisme de classe C”

(z,0) = (¢ 0o (x),d(¢/ 0 p")a(v)) .

Donc si (U;, ¢;)icr est atlas maximal de cartes de M, la famille (p~'(U;), Tw;)icr est
un atlas de cartes C" de T'M. Ceci permet (voir la remarque 2.6) de munir 7'M d’une
topologie (I'unique topologie faisant de chaque Ty; un homéomorphisme). Il est immédiat
de vérifier que cette topologie est, comme celle de M, séparée et & base dénombrable. Nous
munirons 7'M de la structure de variété différentielle C” si r > 0, et de variété topologique
sir = 0, définie par cet atlas. Il est important de remarquer cette perte de différentiabilité,
lors du passage d’une variété & son fibré tangent, sauf bien stir quand r = oo ou r = w.

Si x est un point de M, et (U,¢) est une carte locale de M en x avec p(x) = 0,
application T¢ induit une bijection de la partie T, M de p~'(U) sur la partie {0} x R"
de o(U) x R™, ce qui permet de munir 7,,M d’une structure d’espace vectoriel réel. Cette
structure ne dépend pas de la carte en x choisie, car si (U, ¢') est une autre telle carte
en x, alors Ty o (Tp)~! : {0} x R® — {0} x R™ s’identifie avec d(¢’ o ¢~ 1)g, qui est un
automorphisme linéaire de R"™. On appelle espace tangent de M en x 'ensemble T, M muni
de cette structure d’espace vectoriel réel. On appelle p : TM — M, et par abus T'M, ot
T, M = p~!(z) est muni de cette structure d’espace vectoriel réel pour tout x dans M, le
fibré tangent de M. Par construction, le fibré tangent de M est un fibré vectoriel réel de
classe C" sur M, de rang égal a la dimension de M : pour toute carte locale (U, ) de M,
application (¢! xid) o T : p~}(U) — U x R™ définie par

U, ¢, x,v] — (z,v)

est une trivialisation locale C" du fibré vectoriel p au-dessus de U.
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Si I'on remplace le corps R par le corps C et la régularité C* par la régularité analytique
complexe dans ce qui précéde, comme la dérivée d’une application analytique complexe
est un automorphisme linéaire complexe, I'espace tangent de M en z est cette fois muni
d’une structure d’espace vectoriel complexe, et le fibré tangent de M est un fibré vectoriel
holomorphe.

Exemple. Si U est un ouvert de R", muni de sa structure standard de variété, si ¢ est
'inclusion, alors I'application de U x R™ dans T'U, qui a un couple (x,v) associe la classe
d’équivalence de (U, ¢, x,v), est un isomorphisme du fibré vectoriel trivial pry : U xR"™ — U
sur le fibré vecoriel p : TU — U. Nous identifierons dans la suite ces deux fibrés vectoriels
par cette application. En particulier, pour tout = dans U, ceci identifie T,,U avec {x} x R",
que l'on identifie encore avec R™ par (z,v) — v.

La variété M est dite parallélisable si son fibré tangent est trivialisable. Une variété
analytique complexe est dite parallélisable si son fibré tangent est trivialisable (au sens des
fibrés vectoriels holomorphes).

Exemples. (1) Les ouverts de R", munis de leur structure standard de variété, sont
parallélisables, par ce qui précéde.

(2) Le cercle Sy est parallélisable (voir I'exercice E.54), ainsi que, plus généralement,
tout groupe de Lie (voir la proposition 5.15).

3.4 Application tangente

Soient M, N deux variétés C!, et f: M — N une application.
Si f est C! en un point o de M, on note

Txof : TxoM — Tf(xg)N

I’application qui au 1-jet d’une courbe c associe le 1-jet de la courbe foc. Cette application
est bien définie, le 1-jet de f o ¢ ne dépendant que du 1-jet de ¢ (regarder dans des cartes
locales). Elle est appelée l'application tangente (ou la différentielle ou la dérivée) de f en x
(et est aussi notée dfy, (voir le paragraphe 6.1 pour la définition de la 1-forme différentielle
df lorsque f est a valeurs réelles, et ’'on ne confondra pas df avec 'application tangente) ou
f'(z0) ou Dy, f). Si f est C! sur M, nous appelons application tangente de f 'application
Tf:TM — TN, définie par T f(v) = T, f(v) pour tout v dans T, M.

Proposition 3.3 (1) Si f est C! en un point xo de M, alors Ty, f est lincaire.
(2) Si M et N sont C™F1 et si f est C""1, alors Tf : TM — TN est de classe C".

Démonstration. (1) L’application
Tzof : TxoM — Tf(mo)N

définie par
[Ua @Y, X, U] = [Vv 1/)7 f($0)a d(w o f © 80_1)90(550)(’[1)]

ne dépend pas du choix des cartes locales (U, ¢) et (V,1) de M et N en xg et f(xo) respec-
tivement, telles que f(U) C V, par le théoréme de dérivation des applications composées.
Elle est linéaire par définition des structures d’espaces vectoriels sur les espaces tangents, et
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la linéarité des différentielles d’applications entre ouverts d’espaces euclidiens. Elle coincide
avec 'application définie en début de partie, par l'identification entre vecteurs tangents et
1-jets de courbes.

(2) Nous allons montrer que 'application tangente & f est 'application de TM dans
TN, qui, lue dans les cartes locales de T'"M et T'N correspondant a des cartes locales de
M et N, est donnée par la différentielle de 'application f lue dans ces derniéres cartes.

En effet, si (U, ¢) et (V, 1)) sont des cartes locales de M et N en xq et f(xg) respective-
ment telles que f(U) C V, alors application T'f lue dans les cartes (TU,Ty) et (T'V,T%)
de TM et TN est lapplication de Tp(TU) = ¢(U) x R™ dans (V) x R* = Ty(TV)
définie par

(z,v) — (w ofo ¢*1(x), d(po fo gp*1)$(v))
dont la premiére composante est I’application f lue dans les cartes, et la seconde compo-
sante sa différentielle. L’assertion (2) en découle. O

I est immédiat que le couple (T'f, f) est alors un morphisme de fibrés vectoriels de
TM — M sur TN — N, et en particulier que le diagramme suivant est commutatif :

™ X TN
{ {

M LN

Propriétés. (1) Si M et N sont des ouverts de R™ et RP respectivement, si f : M — N est
une application C!, alors avec l'identification TM = M xR™ et TN = N xR", I'application
tangente T'f : TM — TN est

(z,v) = (f(2), dfz(v)) -

(2) 11 est immeédiat que le théoréme de dérivation des applications composées s’étend :
si L, M, N sont trois variétés C!, et si f: L — M, g: M — N sont deux applications C!,
alors

T(gof)=(Tg)o(Tf),

c’est-a-dire, pour tout x dans L,

Comme il est aussi immédiat que T'(id) = id, ceci signifie (voir 'appendice A.6) que la
correspondance M +— TM et f — Tf est un foncteur de la catégorie des variétés C7 11
dans la catégorie des variétés C". De plus, la correspondance qui & une variété M de classe
Cr*1! associe son fibré tangent TM — M et a une application f : M — N de classe C"+!
associe le couple (T'f, f), est un foncteur de la catégorie des variétés C™*! dans la catégorie
des fibrés vectoriels C".

(3) En particulier, si f : M — N est un C"t!-difféomorphisme, alors T'f : TM — TN
est un C"-diffeomorphisme, et (T'f, f) est un isomorphisme de fibrés vectoriels.

(4) Soient N un espace vectoriel réel (resp. complexe) de dimension finie, et f,g: M —
N deux applications C! en zg. Si a, 3 € R (resp. «, 8 € C) alors

T:Jco(af + Bg) = aTzof + ﬁTxog .
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Si B est une forme bilinéaire sur IV, alors

Try(B(f,9)) = B(Txo f, 9(z0)) + B(f(0), T 9) -

En particulier, si f,g: M — R sont C!, alors
Txo (fg) = g(xU)Txof + f(xO)Tazog )

et T(fg) = g(Tf) + f(Tg).

(5) Soit f : M — N une application C* avec k > 1. Alors f est une immersion
(resp. submersion) en un point & de M si et seulement si son application tangente en
z, c’est-a-dire I'application linéaire Ty f : T, M — Ty, N, est injective (resp. surjective).
De méme, f est une application de rang constant au voisinage d’'un point z de M si et
seulement si le rang de l’application linéaire T}, f : T, M — Ty, N est constant pour y dans
un voisinage de z. Par définition (voir paragraphe 2.3), ceci découle, en prenant des cartes
locales, du cas ot M et N sont des ouverts de R".

(6) Si M et N sont des variétés analytiques complexes et si f : M — N est holomorphe,
alors pour tout z dans M, lapplication Ty f : TpM — Tp)N est linéaire sur C, par
construction. La correspondance, qui & une variété analytique complexe M associe son
fibré tangent TM — M et a une application holomorphe f : M — N associe le couple
(T'f, f), est un foncteur de la catégorie des variétés analytiques complexes dans la catégorie
des fibrés vectoriels holomorphes.

Si M est un intervalle ouvert de R, alors f est appelée une courbe dans M (attention,
le mot courbe posséde plusieurs sens possibles en mathématiques, le contexte indiquant en
général celui utilisé). En utilisant l'identification de TM avec M x R (voir le paragraphe
suivant), et donc de T, M avec R, pour tout ¢y dans R, I'application linéaire T}, f : R —
Ty(4,)N est déterminée par I'image de 1, et on pose

_df

f(to) = At =10

= Ttof(l) .

On note aussi f = ?T]; la courbe M — T'N définie par

df df
%.CL"—) dt |t=x '

Remarques. (1) Un moyen bien pratique pour calculer les espaces tangents est d’utiliser
que ce sont les ensembles de vecteurs tangents de courbes, et d’écrire avec les notations
o]
précédentes : T,M = {¢(0) |¢: I - M CL, ¢(0) =2, 0€ T} et TM ={¢(0) | c: I —
o
MCHoer}

(2) Un moyen bien pratique pour calculer les applications tangentes est parfois d’utiliser
la définition de I’application tangente par les 1-jets de courbes : si f : M — N est une
application C! et 2 € M, alors T, f est I'unique application (linéaire) T, f : T, M — TN
telle que, pour toute courbe ¢ :] — €, +¢[ — M de classe C! sur M telle que ¢(0) = z, on
ait

——

T:f(e(0)) = foc(0).
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(3) I n’y a que trés rarement besoin de revenir a la construction méme de Iespace
tangent, qui sert surtout & mettre une structure de variété différentielle sur la réunion
disjointe des espaces tangents & chaque point. La construction et sa naturalité permettent
dans la plupart des cas de problémes locaux, de « se ramener » au cas des ouverts des
espaces euclidiens aussi en ce qui concerne 'espace tangent et les applications tangentes.
Nous allons illustrer ceci dans les exemples suivant.

3.5 Exemples

Pour chacun des exemples familiaux du paragraphe 3.5, nous explicitons son espace
tangent. Une bonne connaissance de ces exemples permet aussi de ne pas revenir a la
construction générale.

e Sous-variétés. Explicitons le fibré tangent des sous-variétés d’un espace R™.

Soit M une sous-variété C"T1 de dimension p de R™. Considérons le sous-ensemble
F = F)y des couples (z,v) de M x R™ tels qu’il existe une courbe ¢ : | — €, +e[ — R"
de classe C!, d’image contenue dans M, et telle que c¢(0) = z et ¢(0) = v. Nous avons vu
(dans la proposition 3.2) que cet ensemble est une sous-variété de R™ x R™.

Considérons la projection p : F' — M définie par p(z,v) = x, qui est de classe C".
Chaque fibre F, = p~1(x) est égale a {x} x T,M ou T, M est le sous-espace vectoriel
tangent a la sous-variété M de R™ (voir le paragraphe 3.1), donc est munie d’une structure
d’espace vectoriel.

Proposition 3.4 Awvec ces notations, p: F'— M est un fibré vectoriel isomorphe au fibré
tangent w: TM — M.

Démonstration. Soit {(U;, ¢;)) }ier U'ensemble des paramétrages locaux de la sous-variété
M. Alors {(¢i(Us), 07 ")) }ier est un atlas de cartes de la variété M. Pour 2 dans M, pour
tout i tel que = € ¢;(U;), 'application d(gpi)@;1($) est un isomorphisme linéaire de RP
sur le sous-espace vectoriel F,, = {v € R" : (x,v) € F'}, comme vu au paragraphe 3.1.
Considérons 'application © de T'M dans F définie par

[Soi(Ui)aﬁpi_lvx7v] = (chd(spi)@i—l(z)(v)) .

Par définition des structures différentielles de F' et de T'M, 'application © est un C’-
difféomorphisme, qui rend le diagramme suivant commutatif

TM o, F

TN < p
M

En restriction aux fibres, ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En précomposant
par ©~! une trivialisation locale de TM au dessus d’un ouvert U, on obtient donc une
trivialisation locale de p : F' — M au-dessus de U. Donc p : F' — M est un fibré vectoriel
isomorphe au fibré tangent T'M au-dessus de la base M. O

Nous identifierons dans la suite le fibré tangent T'M d’une sous-variété M de R™ avec
ce fibré F' = F);, par I'isomorphisme © donné par la démonstration ci-dessus. On retrouve
ainsi I'identification du fibré tangent d’un ouvert U de R™ avec U x R"™.
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L’espace tangent T, M en un point de la variété M (au sens du paragraphe 3.3) s’iden-
tifie alors au sous-espace tangent T, M en x de la sous-variété M (au sens du paragraphe
3.1), par application Oz, 5s : TxM — F, composée avec I'identification (z,v) = v de Fj
avec le sous-espace tangent en z a la sous-variété M, ce qui explique que nous les ayons
notés de la méme maniére.

Si M et N sont deux sous-variétés C' de R™ et R, si f : M — N est une application C*
en un point x de M, alors avec l'identification de T'M et Fys, et de TN et Fy, 'application
Tyf : ToM — Ty, N entre les sous-espaces tangents T, M et Ty(,) N aux sous-variétés M
et IV est I'application

vis foe(0),

ot ¢ : I — M est une courbe C! tracée sur M telle que c¢(0) = = et ¢(0) = v (ce qui
ne dépend pas des choix). Si f : M — N est C!, alors Tf : TM — TN est 'applica-
tion (z,v) = (f(z), T f(v)). Si f est la restriction d'une application C!, encore notée f,
d’un voisinage de M dans R" & valeurs dans un voisinage de N dans R", alors T'f est

lapplication (z,y) — (f(z),df(y)).

Par exemple, pour n € N — {0}, si la sous-variété M est la sphére de dimension n dans
R™ ! notée
Sn = {z = (z0,...,%n) c R . x%—i-"'-l-:ci: 1},

alors T'S,, est isomorphe au fibré vectoriel

{(z,v) € Sp xR 1 v e zt}

muni de la projection évidente sur S,, ot z+ désigne orthogonal de z pour le produit
scalaire usuel sur R”.

Exercice E.54 Montrer que le cercle Sy est parallélisable, ¢’est-a-dire que son fibré tangent
TSy est isomorphe au fibré trivial S1 X R (voir la figure ci-dessus).
e Plongements.

Exercice E.55 Soient M, N deuz variétés C"1, ou 0 < r < w et f : M — N une
application C"™t1. Si f est un plongement C™*1, alors Uapplication tangente Tf : TM —
TN est un plongement C".
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Si M’ est une sous-variété C" ! de M, alors on identifie T M’ avec son image dans T M
par l'application tangente de I'inclusion de M’ dans M. En particulier, si U est un ouvert
de M, alors on identifie le fibré tangent a U avec la restriction a p~!(U) de la projection
p:TM — M. Si M est une sous-variété de R™, alors TM se plonge dans R?".

e Images réciproques. Fixons un élément k£ dans (N—{0})U{oo,w}, deux variétés M
et N de classe CF1 et de dimension m et n respectivement, et une application f : M — N
de classe CF*1,

Exercice E.56 (1) Si f : M — N est une application de classe C', de rang constant r,
siz € M ety = f(z) alors l’espace tangent en x a la sous-variété f~1(y) est

To(f~(y)) = Ker (To.f) -

(2) Si f: M — N est une submersion C!, si S est une sous-variété C' de N, alors,
pour tout x dans f~1(S), on a

To(f71(9) = (Tof) " (Tw)S) -

En particulier, si y est une valeur réguliére de f alors pour tout x dans f~!(y), on a
Ty (f_l(y)) = Ker(T, ).

e Sommes disjointes. Soit (My)aeca une famille au plus dénombrable de variétés
différentielles de classe C* et de dimension n. Si M est la variété somme disjointe des M,
alors T'M est le fibré vectoriel somme disjointe des fibrés vectoriels T M,,.

e Produits. Soit £ un élément de N U {oo, w}.

Exercice E.57 Montrer que si N est une variété produit N1 x N de classe CFt1, alors
il existe un CF-difféomorphisme

TN ~ TN1 X TNQ

(par lequel on identifie TN et TNy x TNay), tel que, pour toute variété M de classe Ck+l
pour toute application f : M — N de classe CF*1, si f = (f1, f2), alors avec Uidentification
ci-dessus, lapplication tangente T'f coincide avec (T f1,T f2).

En déduire que les tores sont parallélisables.

e Revétements.

Exercice E.58 Soit 7 : E — B un revétement C"t!, et pgp : TB — B la projection
canonique. Montrer que l’ensemble 7 TB = {(z,y) € E X TB : 7n(x) = pp(y)}, muni de
la projection pry : (x,y) — x sur E admet une unique structure de fibré vectoriel C" de
base E tel que (pro,m) soit un morphisme de fibrés vectoriels C".

Montrer que les fibrés m*T'B et T'E sur E sont isomorphes par un isomorphisme rendant
le diagramme sutvant commutatif :
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TR TR

<

ET’B

PE

Soit G un groupe discret agissant librement et proprement par C™T1-difféomorphismes
sur une variété X de classe C"1. Montrer que Uapplication (g,v) + Tg(v) de G x TX
dans T X est une action libre et propre de G par CT-difféomorphismes, que la projection
canonique px : TX — X est G-équivariante, et que Uapplication p : G\(TX) — G\X,
induite de px par passage au quotient, est un fibré vectoriel de classe C".

Montrer que les fibrés T(G\X) et G\(TX) sur G\X sont isomorphes par un isomor-
phisme rendant le diagramme suivant commutatif :

En particulier, en notant (- | - ) le produit scalaire usuel sur R™, montrer que TP, (R)
est C¥-difféomorphe a la variété quotient

{(z,0) e R™I X R™™ 2 [lz| = 1, (zfo) = 0} / ((z,v) ~ (~z,~v)) .

Pour l'autre grande famille de variétés qui est celle des espaces homogénes (voir le
paragraphe 5.8), nous renvoyons au chapitre 5 pour le calcul de leur espace tangent.

3.6 Fibrations

Soit 7 € N U {oo,w}. Une fibration (ou fibré localement trivial) de classe C" est une
application p : ¥ — B de classe C" entre deux variétés de classe C”, de sorte que pour
tout b dans B, il existe une variété F' de classe C", un voisinage ouvert U de b, et un
Cr-difféomorphisme ¢ : p~1(U) — U x F, tels que pri o ¢ = Plp-1(U)s Cest-a-dire tels que
le diagramme suivant commute

I U) % UxF

PN pr1
U

On dit que B est la base, E 'espace total, p~1(b) la fibre au-dessus de b, U un ouvert
distingué ou voisinage ouvert distingué de b, ¢ une trivialisation locale de p au-dessus de
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U. Lorsque F est fixé, et ne dépend pas de b, on parle de fibration de fibre F'. Par abus, on
désignera souvent par son espace total F la fibration p, 'application p étant sous-entendue.

Soient p : E — B et p : E — B’ des fibrations de classe C". Un morphisme C" de
p dans p’ est un couple d’applications (g, f) de classe C" tel que le diagramme suivant
commute :

E 4 F
P 17
B L B

Un isomorphisme C" (de fibrations) de p dans p’ est un morphisme (g, f) de p dans p’ tel
qu’il existe un morphisme (¢’, f') de p’ dans p qui vérifie go ¢’ = id, g’ og =id, fo f' =
id, f' o f = id. Deux fibrations sont isomorphes s'il existe un isomorphisme entre eux.

Lorsque B = B’, un morphisme sur la base B est un morphisme tel que f = id, et de
méme pour les isomorphismes. Le contexte indique en général clairement si I'on parle de
morphisme ou de morphisme sur la base.

Pour 7/ < 7, une section C™ d’une fibration p : E — B de classe C” est une application
s de classe ¢ de B dans E telle que pos = idg. Une telle section continue globale
(c’est-a-dire définie sur tout B) n’existe en général pas.

Exemples et remarques. (1) Si M et F sont deux variétés C”, la premiére projection
pry : M x F — M de la variété produit M x F dans M est une fibration de fibre F, de
base M, dite triviale. Toute fibration isomorphe & une fibration triviale est dite trivialisable.
Une fibration trivialisable admet beaucoup de sections globales C” : pour tout y dans F
lapplication x — (x,y) est une section globale C" de pr; : M x F — M. Par exemple,
sip: E — B est une fibration, et U un ouvert distingué de B, alors la restriction de p a
p~H(U) est une fibration trivialisable. Donc une fibration (localement triviale) admet de
nombreuses sections locales (c’est-a-dire définies sur un voisinage suffisamment petit de
tout point).
Par exemple, 'application R**! — {0} —]0, +-00 [ définie par

(xo,...,xn)»—>x8+~-'+:cq2l

est une fibration analytique réelle, de fibre S,,, qui est trivialisable.

(2) Les revétements sont les fibrations de fibres discrétes.

(3) Les fibrés vectoriels C" de rang n sont des fibrations C” (de fibre la variété R™).
Mais une fibration de fibre la variété R™ n’admet peut-étre pas de maniére évidente une
structure de fibré vectoriel (compatible avec celle de fibration). Par exemple, le groupe
7 agit librement et proprement par difféomorphismes analytiques réels sur R?, I’action
de 1 étant (z,y) — (x + 1,sinhy). Soit M la variété quotient analytique réelle Z\R2.
L’application analytique réelle (z,y) + = de R? dans R induit par passage au quotient
une fibration analytique réelle M — R/Z ~ S;, de fibre R. Mais cette fibration n’admet
pas de structure de fibré vectoriel, compatible avec sa structure de fibration, telle que la
projection canonique R? — M soit un isomorphisme linéaire en restriction a chaque droite
verticale.

(4) Soit p: E — B un fibré vectoriel C" de rang n, et k un élément de {1,...,n}. On
note G, E I'ensemble somme disjointe [, 5 Gr(Ep) des variétés grassmanniennes de rang
k des fibres de p, et Gip : Gy E — B lapplication qui & un élément de Gy (F}) associe b.
Cette application admet alors une unique structure de fibration C” telle que, pour toute
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(inverse de) trivialisation locale h : U x R™ — p~}(U) au dessus d'un ouvert U de B,
application U x G(R"™) — (Gxp) 1 (U) définie par (z, A) — h(x, A) soit (I'inverse d’)une
trivialisation locale de Ggp : Gy E — B au dessus de U. Cette fibration (ou par abus la
variété GpF) s’appelle la fibration grassmannienne de rang k de E ou fibré des k-plans
de E. En particulier, si kK = 1, alors la fibration grassmanienne de rang 1 de E est notée
P(p) : P(F) — B, et appelée la fibration projective de E.

Si le couple (f, f) est un morphisme de fibrés vectoriels de p : E — B sur p' : E' — B/,
avec f injective en restriction & chaque fibre de E, alors le couple (Gipf : A — f(A), f)
est un morphisme de fibrations de Gpp : Gy E — B sur Gyp' : G, ' — B. Ainsi, avec des
vérifications immédiates, nous venons de définir un foncteur (voir 'appendice A.6) de la
catégorie des fibrés vectoriels et des morphismes de fibrés vectoriels injectifs sur les fibres
dans celle des fibrations.

Si M est une variété C™1 alors on appelle fibration grassmannienne de rang k de
M ou fibré des k-plans de M, la fibration grassmannienne de rang k du fibré tangent
w:TM — M de M.

Par exemple, si F est le fibré vectoriel trivial B x R™ alors la fibration grassmannienne
de rang k de E est isomorphe a la fibration triviale prq : B x Gx(R™) — B. En particulier,
si M est un ouvert de R"™, comme le fibré tangent TM de M s’identifie avec M x R™,
alors la fibration grassmannienne de rang k de T'M est isomorphe & la fibration triviale
pr1: M x G(R™) — M.

(5) 11 est immédiat qu’une fibration est une submersion surjective. En particulier, toute
fibre est une sous-variété C" de ’espace total. Toute submersion est localement une fibra-
tion, par le théoréme 2.8 de forme normale locale. Mais il existe des submersions qui ne
sont pas des fibrations. Par exemple, I'application z — 23 — 3z de R — {£1} dans R est
une submersion surjective, qui n’est pas une fibration (car le cardinal des fibres est fini et
non localement constant). Mais nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.5 (Théoréme de fibration d’Ehresmann) Soit r € (N — {0}) U {oco}.
Une submersion surjective propre de classe C" est une fibration de classe C". O

Pour la démonstration, nous renvoyons a 'exercice E.88. En particulier, une submersion
surjective de classe C" d’une variété compacte M de classe C" sur une variété N de classe
C" est une fibration de classe C".

3.7 Le fibré des formes alternées

Soit M une variété C™t! de dimension n, avec 0 < r < w et n dans N. Dans cette
partie, p désigne un élément de N. Nous renvoyons a I'appendice A.5 pour des rappels sur
les formes multilinéaires alternées sur un espace vectoriel de dimension finie.

Notons w : T'M — M le fibré tangent de M. Notons

NT*M = [ A (T M)
zeM

I’ensemble réunion disjointe des espaces vectoriels de dimension finie des formes multili-
néaires alternées sur les espaces tangents aux points x de M, ainsi que

APT*M = ] AP(T. M)
reM
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et
T*M = A'T*M = [ (T.M)" .
zeM

Soit Ay : A*T*M — M (resp. A\, : APT*M — M) Papplication qui & un élément de
N (T, M)* (resp. AP(T,M)*) associe x (les notations A, et A, ne sont pas standard). Notons
que AOT*M s’identifie avec M x R, et \g avec la premiére projection. Les inclusions de
AP(T,M)* dans A*(T,M)* pour tout « dans M induisent une inclusion de APT*M dans
A*T*M, et X\ est la restriction de A\, & APT*M.

Nous allons munir 'application A, : A*T*M — M d’une structure de fibré vectoriel,
de maniére complétement analogue a la construction du fibré tangent (voir la partie 3.3).
Si (U, ¢) est une carte locale de M & valeurs dans R", notons

Mg A HU) = U x A*(R™)*
la bijection telle que, pour tout = dans U et w, dans A*(T,M)*,
Asp(wz) = (z, (T )_1)*"%) .

Proposition 3.6 Il existe une et une seule structure de fibré vectoriel de classe C" sur
A : M*T*M — M telle que, pour toute carte locale (U, @) de classe C"1 de M, la partie
A\ HU) soit un ouvert de A*T*M et Uapplication Ay soit une trivialisation locale C" du
fibré vectoriel A au-dessus de U.

On construit de méme une unique structure de fibré vectoriel C" sur A, : APT*M — M
telle que, pour toute carte locale (U, ) de classe C"*! de M, la partie )\;I(U) soit un ouvert
de APT*M et 'application A\, qui associe & w, € AP(T,,M)* le couple (z, ((Tpp) ) *ws),
soit une trivialisation locale C" du fibré vectoriel )\, au-dessus de U. Le fibré vectoriel
Ap : APT*M — M est un sous-fibré vectoriel du fibré vectoriel A, : A*T*M — M.

Démonstration. Si (U, p) et (U',¢') sont deux cartes locales de M a valeurs dans R™,
notons

2o = (pxid) o hp s ATH(U) = o(U) x A*(R")"

Iapplication définie par w, ~ (@o(z), (Tpe!)*w,. L’application A\’ o (X))t : (U N
U') x A*(R")* = ¢ (UNU") x A*(R™)* est le C"-difféeomorphisme

(z,w) = (¢ 0™ (@), (d(¢" oo™ ) ) () -

Donc I'ensemble des couples (A;1(U), \s¢), lorsque (U, ) parcourt I'ensemble des cartes
locales C"™*1 de M, est un atlas de cartes C" sur A*T*M. Ceci permet (voir la remarque
2.6) de munir A*T*M d’une topologie, et d’une structure de variété C". Il est immédiat
de vérifier que cette topologie est, comme celle de M, séparée et & base dénombrable, que
I’application A, est C", et que A, est une trivialisation locale C" au-dessus de U pour une
structure de fibré vectoriel C" sur \.. L’'unicité est claire. O

Exercice E.59 Montrer que la structure de fibré vectoriel C™ sur A\, : APT*M — M
construite ci-dessus est l'unique structure de fibré vectoriel C" telle que, pour tout ouvert U
de M, pour toute section s : U — APT*M de A, sur U de classe C", pour tous les champs
de vecteurs (voir la partie 4) Xi,...,X, de classe C" sur U, Uapplication de U dans R
définie par

= 55(Xi(z), ..., Xp(x))
est de classe C".
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Le fibré vectoriel A\, : APT*M — M s’appelle le fibré des p-formes alternées sur M.
Le fibré vectoriel A\, : A*T*M — M s’appelle le fibré des formes alternées sur M. Le fibré
vectoriel A1 : T*M — M, dont la fibre au-dessus de chaque point x de M est ’espace dual
a lespace tangent & M en x, s’appelle le fibré cotangent de M.

Une section du fibré A, s’appelle une forme différentielle. Nous reviendrons longuement
sur cette notion au chapitre 6.

3.8 Opérations sur les fibrés vectoriels
Soit r € NU {oo,w}.

e Image réciproque.

Soit £ un fibré vectoriel de classe C", d’application p : £ — B. Soit f : M — B une
application C". Le fibré vectoriel image réciproque de € par f est le fibré vectoriel, noté
f*&, défini de la maniére suivante. Posons

[PE={(r,y) e M x E : f(x)=p(y)},

notons p : f*E — M la premiére projection (z,y) — x, et f: f*E — E la seconde
projection (z,y) — y, de sorte que le diagramme suivant commute

f

fE — F
pl lp
M s B

Il existe alors une unique structure de fibré vectoriel C" sur p : f*E — M telle que le
couple (f, f) soit un morphisme de fibrés vectoriels C" de p: f*E — M sur p: E — B.

FU) < F fxid

fHU) ——B
f
En effet, 'application finduit la bijection évidente de p~!(z) = {x} x Ef(z) sur Efyy,
qui permet donc de munir les fibres p~!(x) d’une structure d’espace vectoriel. Munissons

f*E de Patlas maximal de cartes contenant les couples (p~1(f~1(U)), ) ot ¢ : p~H(U) —
U x F est une trivialisation locale du fibré vectoriel ¢ au-dessus de 'ouvert U de B, et

PP () = (FHU) x F)
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est 'application définie par (z,y) — (x,pry o ¢(y)). Il est immeédiat de vérifier que les
applications de transition de ces cartes sont C", que p : f*E — M est un fibré vectoriel,
et que (f, f) est un morphisme de fibrés vectoriels. L’unicité est immédiate.

Le fibré image réciproque vérifie la propriété universelle suivante, laissée en exercice.

Exercice E.60 Pour tout fibré vectoriel n de classe C", d’application w : E' — M, et pour
tout morphisme (F, f) de fibrés vectoriels C" de n sur §, il existe une unique application
0:FE — f*E de classe C", qui rende le diagramme suivant commutatif

M— B

f

et qui soit un morphisme de fibrés vectoriels de n sur f*¢ au-dessus de M.

e Produit.

Soient & et £ deux fibrés vectoriels de classe C", d’applications p: E — Bet p' : B/ —
B’ respectivement.

Le fibré vectoriel produit de € et de & est le fibré vectoriel, noté € x £, de base la variété
produit B x B’, d’espace total la variété produit E x E’, de projection I'application produit
pxp : Ex E — Bx B définie par (z,2') — (p(x),p(2')), de structure vectorielle sur la
fibre au-dessus de (b,b’) la structure d’espace vectoriel produit sur E, x Ej,.

Pour vérifier qu’il s’agit bien d’un fibré vectoriel, il suffit de remarquer que si @ :
p Y (U) — U x F est une trivialisation locale du fibré vectoriel & au-dessus de I'ouvert U de
B, ctsi ¢ :p H(U') = U’ x F' est une trivialisation locale du fibré vectoriel & au-dessus
de Pouvert U’ de B, alors Papplication de (p x p')"H(U x U’) = p~1(U) x p' ' (U’) dans
(U x U') x (F x F') définie par

(z,2") — (pr1o@(x),pry o ¢ (z'),pra o p(x),pra o ' (z'))

est une trivialisation locale du fibré vectoriel £ x £ au-dessus de 'ouvert U x U’ de B x B'.

e Somme directe.

Soient £ et & deux fibrés vectoriels de classe C", d’applicationsp : E — Betp : B — B
respectivement, ayant les mémes bases.

Sid: B — B x B est 'application diagonale = — (x,x), alors on appelle fibré vectoriel
somme directe de £ et de &, et on note £ ® &' le fibré vectoriel image réciproque par § du
fibré vectoriel produit de £ et &. En particulier, son espace total est

{(byz, 2"y e BxExFE : b=p(x)=7p(2)},
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qui s’identifie avec la sous-variété

{(z,2") e ExE" : p(z) =p'(2)}

de la variété produit E x E’. La projection est alors 'application (z,z) — p(x), et la fibre
au-dessus de b est Ey, x Ej.

Exercice E.61 Soit M une variété C"T! avec 0 < r < w. Montrer que le fibré vecto-
riel A*T*M est canoniquement isomorphe a la somme directe des sous-fibrés vectoriels
APT*M : les inclusions APT*M — A*T*M induisent un isomorphisme

NT*M ~ P ANT*M
peN

par lequel on identifie A*T* M et cette somme directe.

3.9 Autres exercices

Exercice E.62 Soit M une hypersurface compacte de classe C* de R"T!. On définit une
application ¢ de M dans P,,(R) en associant & un point x de M la droite orthogonale a
T, M. Montrer que ¥ est de classe C* et surjective.

Exercice E.63 (1) Calculer I’équation de la droite affine réelle (resp. complexe) tangente
en un point non singulier de la courbe réelle (resp. complexe) d’équation y?> = 23 + ax + b
dans le plan R? (resp. C?).

(2) Dans I'espace R® muni des coordonnées (x,v,z), on considére un plongement c
de classe C! d’un intervalle ]0, 1[ dans le plan des z, 2 ne rencontrant pas I'axe des z, et
la surface de révolution S obtenue en faisant tourner la courbe c autour de l'axe des z.
Calculer les sous-espaces tangents aux points de S.

(3) On note (z,t) avec z = x + iy un point de C x R. On pose f(z) = y*> — (z —1)%(2 —
(x — 1)?). Calculer, pour tout n dans N — {0}, les sous-espaces tangents aux points de la
sous-variété de C x R d’équation f(2")? +t* = 5.

(4) Soit @ : R? — RS définie par (x,y, 2) — (22, y%, 2%, vV/2 2y, V2 22,v/2 y2) (voir I'exer-
cice E.44). Calculer les sous-espaces tangents aux points des sous-variétés M = ®(R3—{0})
et M NS5 de RY.

(5) Calculer les sous-espaces tangents aux points des sous-variétés (voir 'exercice E.17)

SLn(C),U(n), SU(n), GLn(R), SL,(R),0(n), SO(n) de My(C).

Exercice E.64 Pour chacun des trois dessins suivants, dire s’il est possible de faire tourner
la droite affine orientée de maniére & la ramener sur elle-méme en ayant fait un demi-tour,
sans qu’elle soit jamais tangente a la courbe.

y
y
y
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Exercice E.65 Soit n un élément de N — {0}. On note (-,-) le produit scalaire euclidien
usuel sur R"! et S, = {z € R*™! . [|z|| = 1} sa sphére unité. On note P, (R) Pespace
projectif réel de dimension n (que I'on identifie aussi a 'espace des droites de R"*1) et []
I'image dans P, (R) d’un vecteur  non nul de R**1,

(1) Montrer que 'application f : S, x S,, — R définie par (x,y) — (x,y) est de classe C*.
En quels points est-elle une submersion ?

(2) On note M le sous-ensemble de S, x S,, formé des couples (x,z’) de vecteurs unitaires
orthogonaux. Montrer que M est une sous-variété C> de la variété produit S, x S,.

(3) On note M’ le sous-ensemble de P, (R) x P,,(R) formé des couples (D, D) de droites
vectorielles orthogonales de R™*1. Montrer que M’ est une sous-variété C> de la variété
produit P, (R) x P, (R).

(4) On note E I'ensemble des triplets (x,z’,y) de S,, x S, x R"*! tels que (z,2) = (z,y) =
(',y) =0, et m: E — M Dapplication définie par (x,2’,y) — (x,2’). Montrer que 7 est
un fibré vectoriel C*° sur M.

(5) On note E' I'ensemble des couples ([z],y) de P, (R) x R™™! tels que (z,y) = 0, et
7' E' — P,(R) lapplication ([z],y) — [z]. Montrer que 7" est un fibré vectoriel C*,
isomorphe au fibré tangent de P, (R).

(6) On note E” 'ensemble des couples (([x],y), ([2'],y')) de E' x E’ tels que (x,2') =0 et
y=1vy, et «” : B — M' Papplication définie par (([z],y), ([z],¥')) — ([z], [2]). Montrer
que 7" est un fibré vectoriel C*.

Exercice E.66 (1) Montrer que (TS,) x R est C¥-difféomorphe & S, x R* 1,
(2) En déduire que S,, x S; est parallélisable.

Exercice E.67 Montrer que la variété T'S,, est C¥-difféomorphe a la sous-variété réelle de
C™ d’équation

Exercice E.68 Montrer qu’il existe exactement deux classes d’isomorphisme de fibrés en
droites vectorielles de base S;.

Exercice E.69 Soit M une variété compacte. Montrer que tout fibré vectoriel sur M peut
se plonger comme sous-fibré d’un fibré trivial.

Exercice E.70 Soit n > 1. On note E, = {(z,X) e R" xP,,_1(R) : z € X}.

(1) Montrer que E, est une sous-variété de classe C*° de dimension n de R x P,,_; (R).
Montrer que Fs est difféomorphe & un ruban de Mdébius.
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(2) Montrer que la seconde projection E, — P,,_1(R) est un fibré vectoriel en droites
au-dessus de P,,_;(R).

(3) Soit 7 la premiére projection de R” x P,,_1(R) dans R™. Montrer que E,, — 7~ 1(0)
est diffeomorphe a R™ — {0} et que 7~1(0) est difféomorphe & P,,_;(R).

(4) Soient I un intervalle de R et v : I — R™ une courbe lisse dont le vecteur dérivé
ne s’annule jamais. Supposons que la restriction de v & I'ensemble I — y~1(0) soit
injective et que, pour s # t dans I avec y(s) = y(t) = 0, les vecteurs 7/(s) et v/(¢) ne
soient pas colinéaires. Montrer qu’il existe une unique courbe continue 4 : I — E,
telle que m o4 = v et que 7 est simple.

Exercice E.71 Soient M une sous-variété C! de R™, muni de son produit scalaire euclidien
standard, et z € M. On note ¥ : M — T,.M la projection orthogonale de M sur T,M.
Calculer I'application tangente de ¥ en .

Exercice E.72 Par variété, on entend variété C*°. Soient /N une sous-variété d’'une variété
M, et ¢ une application C* d’une variété P dans M. On suppose que ¢ est transverse a
N, c’est-a-dire que, pour tout = dans P tel que ¢(z) € N, on ait

To¢(To P) + TyuyN = Ty M

(la somme n’étant pas nécessairement directe). Montrer alors que ¢~'(IN) est une sous-
variété de P. Quelle est sa dimension ?

Exercice E.73 Soient M une variété C* et f : M — R une application C*. Si x € M,
on voudrait définir D?f(x), qui serait une forme bilinéaire symétrique sur 7, M.

L’approche naive : soient U un ouvert de R" et ¢ : U — M un paramétrage local
envoyant 0 sur x. Si u,v € T, M, on pose alors

D? f(x).(u,v) = D*(f 0 ¢)(0).(dy " (), ddy (v)).

Montrer que cette définition n’est en général pas indépendante de la carte! Autrement
dit, on ne peut pas définir ainsi une différentielle seconde.

Cependant, vérifier que, quand df, = 0, la définition ci-dessus est indépendante de la
carte.

Exercice E.74 Par variété, on entend variété C>. Soient M une variété de dimension n
et f: M — RP une application C*> telle que, dés que f(z) = 0, Papplication T, f soit
surjective. Ainsi, N = f~1(0) est une sous-variété de M de codimension p.

Soit g : M — R une application C*. Si z € N est un extrémum local de g, montrer
qu’il existe une application linéaire A de RP dans R telle que T,g = Ao T, f.

Notons f1,..., fp les composantes de f. Retrouver I’énoncé classique sur les multipli-
cateurs de Lagrange : il existe A1,..., A, tels que
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Exercice E.75 Tous les fibrés sont de classe CF dans ce qui suit. Montrer que pour tous
les fibrés vectoriels £ et &', d’applications p : E — B et p' : E/ — B au-dessus de la
méme base, il existe un, et un seul a isomorphisme prés, fibré vectoriel £ ® £’ sur la base B,
d’espace total noté E® E’, dont la fibre au-dessus d’un point b de B est le produit tensoriel
Ey @ E; des fibres de £ et ¢ au-dessus de b, vérifiant la propriété universelle suivante :

pour tout fibré vectoriel 7w : F' — B, pour toute application f : E® E' — F de classe
CF telle que o f = p et dont la restriction a Ej & Ej est bilinéaire pour tous les b dans B,
il existe un unique morphisme de fibrés vectoriels g : E ® E' — F tel que, pour tous les b
dans B, pour tous les v dans Ej et v' dans E}, on ait

gv®v) = flv,0).

Ce fibré £ ® &' s’appelle le fibré vectoriel produit tensoriel de £ et &'.

Exercice E.76 On reprend les notations de I'exercice E.41.
Soient I, J les segments de R? définis par

IT={(z,y) €R* : 2=1,-2<y<2} et J={(z,9)€R? : 0<x<2,y=0}.

Montrer que ’ensemble des (z,t) dans %, tels que 2" ¢ I U J est une sous-variété de 3,
qui est une fibration en cercles, de classe C*°, donc on calculera le nombre de composantes
connexes.

Exercice E.77 Soit M une variété C"+1. Montrer que I'application du fibré somme directe
T*M @ TM dans R, qui a (§,v) dans T M x T, M associe {(x) est une application C”.

3.10 Indications pour la résolution des exercices

Schéme E.56 (1) Utiliser le théoréme de forme normale.
(2) Soit y = f(x), U un voisinage ouvert de y et g : U — R™ une submersion C!
telle que SNU = g 1(g(y)). Alors f=HS) N f~YU) = (go f)"(go f(x) et go f est une

submersion C!, donc par (1)

To(f7(8)) = KerTu(g o f) = (Tof) " (KerTug) = (Tof) ™ (Tr()S) -

Schéme E.62 Soit v € S,,. La fonction x — (x,v) est continue sur M, elle y atteint donc
son maximum en un point xg. Montrons que v est orthogonal a 7,,M, ce qui conclura.
Soit u € Ty, M. 1l existe une courbe lisse v : | — 1, 1[ — R™"*! & valeurs dans M telle que
v(0) = z¢ et 7/(0) = u. Soit alors f : ¢ — (y(t),v). Cette application admet un maximum
local en 0, par définition de zg. En particulier, f/(0) = 0. Mais f/(0) = (u,v), donc v est
bien orthogonal a tout vecteur de 77, M.
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Schéme E.63 (1) Soit K =R ou K = C. L’applica-
tion f : K? — K définie par (z,y) — y?> — 23 —ax —b

est K-analytique, de dérivées partielles % = 322—a

Co,0
et % = 2y, donc est une submersion K-analytique en

tout point différent de (44/5*,0) N K2 Si C = Cyup
est la courbe d’équation f(x,y) = 0, alors C' est K-

analytique au moins en tout point (x,y) différent de
(£4/5%,0) si 27b% 4+ 16a3 = 0, et K-analytique en tout \
\\\
\

C_1p

)

Y

point (z,y) sinon. En un tel point (z, y), le sous-espace
tangent est d’équation

(=322 —a)X +2yY =0.

Schéme E.64 L’espace £ des droites (affines) orientées de R? est homéomorphe au cylindre
S1 x R : une droite orientée est paramétrée par sa direction (appartenant a S;) et par sa
distance (algébrique) a l'origine.

Dans chacun des cas, il s’agit de voir si I’ensemble des droites tangentes & la courbe
forme une courbe C telle que la droite orientée D et la droite orientée D’ obtenue en
changeant I'orientation de D ne soient pas dans la méme composante connexe de £ — C.

Dans le premier cas, C est formé de deux courbes simples, chacune correspondant au
parcours de la courbe dans I'un des deux sens. Ces deux courbes ne se rencontrent pas (car
il n’y a pas de droite tangente a la courbe en deux points différents). La direction le long
de chacune des courbes évite au moins une valeur de S, donc aucune courbe ne sépare
I’anneau £ en deux composantes non bornées. Par le théoréme de Jordan, £ —C a donc une
unique composante connexe non bornée. Les droites D et D’ appartiennent toutes deux
a cette composante non bornée (puisqu’on peut les faire descendre jusqu’a l'infini). Cela
montre qu’on peut passer de D a D’ sans étre tangent a la courbe.

Dans les deux autres cas, C est obtenue en reliant le point (0,0) au point (7,0) (en
parcourant la courbe dans un sens) puis en reliant (7,0) & (0,0) par une courbe obtenue
a partir de la premiére par (6,z) — (6 + m,—x) (en parcourant la courbe dans 'autre
sens). Il y a donc deux composantes non bornées dans le complémentaire de C, et D et D’
appartiennent & ces deux composantes. Ainsi, on ne peut pas passer de D a D’ sans étre
tangent a la courbe.

Schéme E.65 (1) L’application f est la restriction, a la sous-variété S,, x S,, de classe
C* de R™"! x R™*! de l'application bilinéaire (x,y) ~— (x,y), qui est C*. Donc f est
C®. Son application tangente T(,,)f en un point (z,y) de S, x S, est I'application de
T:Sn x TSy = a2+ x y* dans R définie par (h, k) — (h,y) + (z,k). Cette application est
I’application nulle si et seulement si z = y. Donc f est une submersion exactement en tout
point non diagonal du produit S,, X S,,.

(2) Ceci découle par le corollaire 2.22 du cours du fait que application f de la question
(1) est une submersion en dehors de la diagonale.

(3) Le groupe fini {£1} x {£1} agit librement par C*>°-difféomorphismes sur la variété
produit S,, x S,, (par les antipodies sur chaque facteur), et la variété quotient ({1} x
{£1P\(Sn x Sy,) est C>*-difféeomorphe a la variété produit P, (R) x P,,(R). La sous-variété
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M de S, x S, est préservée par 'action du groupe fini {£1} x {£1}, donc son image dans
le quotient de S,, X S,, par ce groupe est une sous-variété C*°. Par invariance de la propriété
de sous-variété C*° par C*°-difféomorphisme, le résultat en découle.

(5) Commengons par une remarque préliminaire. Sment 7 : F — B un fibré vectoriel de
rang n, et G un groupe discret. On suppose que E et B sont munis d'une action libre et
propre de G, de sorte que le diagramme suivant commute

GxE — E
id><7~r¢ i/%

G><§—>B,

et que l'action de g € G sur E induise un isomorphisme linéaire de 71(b) sur 7 *(gb)
pour tout b dans B. Si on note E = G\E et B = G\B les variétés quotients, alors par la
commutativité du diagramme, 'application 7 induit une application 7 : £ — B de classe
C®°, et pour tout x dans B, si U est un ouvert suffisamment petit de B contenant x, alors
il existe un ouvert U de B tel que

e la projection canonique pp : B — B induise un C*°-difféeomorphisme entre UetU )
e il existe une trivialisation locale 6 : #1(U) — U x R" du fibré 7 au-dessus de U.

e la projection canonique pg : E — E induise un C®-difféomorphisme entre 7 1(U)
et 7 H(U),

Alors Papplication 6 : 7=}(U) — U x R" rendant le diagramme suivant commutatif est
une trivialisation locale du fibré 7 au-dessus de U :

7 10) £, 7 HU)
N s
Tl UxR" — UxR" 17
\/Pr1 pry \l
U L5, U

Maintenant, on a vu au paragraphe 3.5 que le fibré tangent de S,, est isomorphe a
I’ensemble E des couples (z,y) de S, x R*"! tels que (z,y) = 0, muni de I'application
7 : E — S, définie par (z,y) — z. Le groupe fini {1} agit librement sur S,, par antipodie,
ainsi que sur S,, x R*! en laissant fixe le second facteur. On applique alors la remarque
préliminaire.

(6) Notons
" ={((z,y), (@, y)) € (Su x R™)? : (2,2) = (z,9) = (,y) =0,y =¥/},

M =S, xS, et @ : E” — M lapplication ((z,y), (2',y")) — (x,2’). Par la remarque
préliminaire de la question (5), il suffit de montrer que 7 est un fibré vectoriel C*. Tout
d’abord, I'application de S,, x S,, x R**! (dans lequel s’injecte de maniére évidente E”, par
un homéomorphisme sur son image) dans R? définie par (z,2’,y) — ((z,2'), (z,y), («/,y))
est une submersion au voisinage de E", de la méme maniére que pour la question (1).
Donc E" est une sous-variété C® de S, x S, x R"*1. Comme restriction de projections,
I'application 7 est C*°. La fibre au-dessus de (x,2’) est le sous-espace vectoriel de R+
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orthogonal a x et & 2/. Celui-ci dépend de maniére C* de (z, "), donc 7 est bien un fibré
vectoriel C*° de rang n — 1.

Schéme E.66 Pour tout z dans S,,, on a un isomorphisme d’espaces vectoriels de (T,S,,) X
R dans R"*! donné par (v,t) — v + tz.

Schéme E.68 Il existe au moins deux fibrés en droite sur S;. Le premier est le fibré trivial
X =871 x R. Le second est le ruban de Mébius, qu’on peut construire comme suit.

D’une part, le groupe Z agit librement et proprement sur Iespace R?, son élément 1
agissant par la transformation (z,%) — (z + 6, —y), et soit 7 : R? — Z\R? la projection
canonique. La variété quotient Y = Z\R?, munie de 'application py : Y — R/Z induite
par passage au quotient par l'application (z,y) — x, et de la structure évidente d’espace
vectoriel sur la fibre py!(z) = m({z} x R), est un fibré vectoriel sur le cercle. En effet,
explicitons des trivialisations locales de Y. Pour obtenir Y, on part des deux ouverts
10, 3[xR et ]4,7[xR, et on les recolle en identifiant (x,t) & (x + 2,t) si x € ]2,3[, et (x,t)
a (x+6,—t) si x € ]0,1[. L’espace Y est muni de deux cartes évidentes a valeurs dans
10,3[xR et ]4,7[xR. Les changements de cartes sont C*°, donc Y est une variété (non
compacte). De plus, Y est un fibré vectoriel au-dessus de S; puisque, dans les fibres, les
changements de cartes sont des isomorphismes linéaires. De plus, Y n’est pas isomorphe a
X puisque toute section continue de Y s’annule en au moins un point.

Soit maintenant p : Z — S; un fibré en droites de base S;. Montrons qu’il est iso-
morphe a X ou Y. Pour tout x € Sy, il existe un intervalle ouvert I, autour de x et un
isomorphisme de fibrés vectoriels ¢, entre p~!(I,) et le fibré trivial I, x R. Par compacité,
on peut recouvrir S; par un nombre fini de ces intervalles I, ..., I,,. Quitte a supprimer les
intervalles déja inclus dans d’autres, & les raccourcir et & les réordonner, on peut supposer
que Iy rencontre exactement I et Iy (pour k € Z/nZ).

Sin > 2, on va « recoller » les intervalles I7 et Is. Sur U'intervalle Iy N I, application
$1 0 ¢y ! est de la forme (z,t) — (z, f(x)t), ot f est une fonction qui ne s’annule pas.
Quitte a remplacer ¢ par —¢@o, on peut supposer que f est partout positive. On notera
7 la projection de S; x R dans R. Soit alors x1, x2 une partition de I'unité subordonnée a
I1, I>. On définit une application ¢ : p~([; U Iy) — (I; U I3) x R par

¢(e) = (pe), xa(p(e))7(d1(e)) + xa(p(e))T(¢2(e))) -

La positivité de f assure que ¢ est un isomorphisme linéaire dans chaque fibre, ¢’est donc
un isomorphisme de fibrés vectoriels.

On peut ensuite recoller I3 a 11 U I3, et continuer jusqu’a I,_1. Finalement, on a obtenu
deux intervalles I et J de S1, dont 'intersection est deux petits intervalles K7 et Ko, et des
isomorphismes entre p~1(I) et I x R, et entre p~1(J) et J x R. Le changement de cartes le
long de Kj est donné dans les fibres par la multiplication par fi(z), qui ne s’annule pas,
et le changement de cartes le long de K5 est donné par la multiplication par une fonction
fa. Les fonctions f; et fo sont de signe constant le long de K et Ks. Si le signe est le
méme, on construit en utilisant une partition de I'unité un isomorphisme entre Z et X.
Si les signes sont opposés, on obtient un isomorphisme entre Z et Y. Dans les deux cas,
pour construire explicitement cet isomorphisme, on utilise des partitions de I'unité comme
ci-dessus.

Schéme E.69 Tours les variétéss et applications sont lisses dans ce qui suit. Soit p : £ —
M un fibré vectoriel sur M. Pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert U, de = et un
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isomorphisme ¢, de fibrés vectoriels entre p~'(U,) — U, et (U, x R¥) — U,. Soit 7 la
projection de M x R¥ dans R¥. Par compacité, nous pouvons recouvrir M par un nombre
fini d’ouverts Uy, , ..., Uy, . Soit (x1,...,x1) une partition de I'unité associée a ces ouverts.
Définissons une application ® de E dans M x R™ par

®(e) = (p(e), x1(P(€))T (D1 (€)); - -, Xn(P(€))T (¢, (€)))-

Cette fonction est bien définie puisque y; s’annule hors de U;. C’est un morphisme de fibrés
vectoriels, et il est injectif puisque, en chaque point, 'un des y; est non nul. C’est donc un
plongement.

Schéme E.70

(1) Soit (x, X ) € E,,. Si z est non nul, on définit un paramétrage de F,, au voisinage de
(x, X) de la fagon suivante : soit U un voisinage ouvert de x ne contenant pas 0, on définit
@ sur U par p(y) = (y,[y]) ou [y] désigne la classe de y dans P,,_1(R). L’application ¢
est un paramétrage local de E,, au voisinage de (z, X), donc E,, est bien une sous-variété
autour de (z, X).

Supposons maintenant que z = 0. Soit Y un supplémentaire de la droite X dans R",
ce qui permet d’identifier R” & X @Y. On définit une application 1) de X x L(X,Y") dans
E, par ¢¥(z, A) = ((z, Ax), graphe(A)). L’application ¢ paramétre un voisinage de (0, X)
dans E,, il reste & vérifier que c’est une immersion C* pour conclure. Lue dans la carte
standard de P,,_1(R) = G1(R") associée a la décomposition R" = X @Y, Papplication 1
s'écrit (z, A) — ((z, Az), A) et est donc bien immersive.

Pour montrer que Fo est C°°-difféomorphe & une bande de Mobius, on définit une
application ® : S; x R — Ey par ®(e t) = (te?, [¢?]). C'est une immersion C*, et
chaque point de Fs a exactement deux préimages (¢, €?) et (—t, e'(?+™)). Ainsi, ® induit, par
passage au quotient par 1’action libre de Z/2Z sur S; x R définie par (¢, ) — (—t, e!@+7)),
un difféomorphisme de la variété quotient (Z/2Z)\(S; x R) sur Es, c’est-a-dire entre le
ruban de Mobius et Es.

(2) Chaque fibre de E,, au-dessus d’un élément X de P,,_;(R) est canoniquement iden-
tifiée avec X, et est donc munie d’une structure d’espace vectoriel de dimension 1. Pour
montrer que F,, est un fibré vectoriel en droites, il reste & montrer que ce fibré est locale-
ment trivial.

Soit X € P,,_1(R). Soit ¥ un supplémentaire de la droite X dans R™. L’application
1) construite a la fin de la question précédente donne alors la trivialisation recherchée du
fibré F, au-dessus d’un voisinage de X.

(3) L’application de E,, — 7~1(0) dans R™ — {0} donnée par (z, X) + x est un difféo-
morphisme, d’inverse x — (z, [z]).

La premiére projection est un difféomorphisme entre 7=1(0) et P,,_;(R), d’inverse X
0, X).

(4) Comme la projection 7 est une bijection entre E,, — 7~ 1(0) et R" — {0}, il y a une
unique maniére de relever v(t) € R™ — {0} en F(t) € E, tel que w(%(t)) = ~v(t). Comme
la dérivée de v ne s’annule pas, 'ensemble v~1(0) est discret, et donc d’intérieur vide. II
existe donc au plus une maniére de prolonger 4 en une application continue.

Pour ¢ dans v~1(0), posons 7(t) = (0, [7/()]). Ainsi, on a bien 7 0§ = 7. L’hypothése
Ry (s) # R~'(t), si s # t et s,t dans y~1(0), assure que la courbe 7 est simple. Il reste &
vérifier qu’elle est continue. C’est trivial hors de 4 ~1(0). Soit donc tg tel que ¥(to) = 0. Soit
pro : Ep, — P,_1(R) la deuxiéme projection, il suffit de vérifier que proo# est continue en tg
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pour conclure. Pour ¢ proche de ty, il existe & € [to, t] tel que () = y(to) + (t —t0)Y (&) =
(t — to)y'(&). Par conséquent, pri o J(t) = [y (&)]. Comme 4" est continue en tg, cela
conclut.

Schéme E.71 Quitte a faire un changement de coordonnées isométrique, on peut supposer
que z = 0 et que T, M = RP x {0}. Au voisinage de 0, il existe un paramétrage local de
M par graphe, de la forme M = {(x, #(x))} ot la fonction ¢ est C!, et vérifie dgg = 0.

Soit @ : x +— (z, ¢(z)) définie sur un voisiange de 0 dans T, M. On a ¥ o &(x) = x par
construction, donc ToW o Ty® = id. Il reste donc a identifier THP : ToRP = RP — T, M =
RP x {0}. Mais cette application est égale & = — (x,0), par définition. Finalement, 7, ¥
est l'identité de T, M (modulo 'identification entre T, M et To(T,M)).

Schéme E.72 Comme le résultat est local, quitte a prendre des cartes locales, on peut se
restreindre au voisinage de z¢ € P avec ¢(zg) € N, et supposer que N = R" x {0} C R™ =
M et P = RP. Soit w : R™ — R™™"™ la projection sur les m — n derniéres coordonnées.
Alors ¢~ 1(N) = (70 ¢)~1(0).

La condition d¢,,(RP) +R"™ = R assure que la différentielle de 7o ¢ est surjective en
xo. Le corollaire 2.22 montre donc que (7o ¢)~1(0) est une sous-variété au voisinage de zo,
ce qui conclut la démonstration.

La codimension de ¢~!(N) dans P est égale & la codimension de N dans M.

Schéme E.73 Soit g : R™ — R une application C* et 1) un difféomorphisme de R™. Alors
d(g o) = dgy(y) © dipz, puis

d*(g 0 9)a(u,v) = d*gy(e) (doa (w), dips (v)) + dgy(e) (d*ta(u, v)) -

Il y a donc une différence dgy,) o d*1, entre la différentielle seconde de ¢ lue dans la carte
Id et dans la carte 1. Ce terme n’est pas nul en général, mais il le devient si dgy,) = 0.
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4 Champs de vecteurs et feuilletages

On introduit un nouveau symbole we pour 'exposant de la classe de régularité ana-
lytique complexe des applications et des variétés. On notera parfois w = wgr. On munit
N U {oo,wg,wc} de 'ordre étendant 1'ordre de N tel que n < oo < wgp < we pour tout n
dans N. Par convention, z + 1 = x si x = 00, wr, we.-

Soient k& € N U {oo,wr,wc} et soit M une variété différentielle de classe CFT! (par
exemple obtenue par appauvrissement de structure a partir d’une variété de classe C7 1!
avec r > k).

4.1 Champs de vecteurs

Un champ de vecteurs (respectivement champ de vecteurs de classe CF) sur M est une
section (respectivement section de classe C*) du fibré tangent de M. Intuitivement, c’est
donc une application X qui a tout point x de M associe un vecteur X (x) dans l’espace
tangent T, M, qui « dépend de maniére C* de = ». On note I'y,(T'M) 'ensemble des champs
de vecteurs de classe C¥ (ou par abus T'(T'M) quand la différentiabilité est sous-entendue,
par exemple quand k = 00). En particulier, si M est une variété analytique complexe,
on note I'y,.(T'M) I'ensemble des champs de vecteurs holomorphes sur M, c’est-a-dire des
sections analytiques complexes du fibré tangent de M.

Exemples. (1) Si k # wc et si U est un ouvert d'un espace R", comme TU s’identifie
avec U x R”, un champ de vecteurs C* sur U, qui est une application z +— (z, X (x)) de
classe C* s’identifie donc & l'application  +— X (x) de classe C¥ de U dans R™. De méme,
si U est un ouvert de C™, un champ de vecteurs holomorphes sur U est une application
x — X (z) analytique complexe de U dans C".

(2) (Champ de vecteurs sur une sous-variété de R™) Si M est une sous-variété
de classe CF*1 de R™ avec k # wc, alors le fibré tangent a M s’identifie au fibré vectoriel
pri : F'— M ou F est la sous-variété C” de R™ x R™ formée des couples (x,v) ot  est un
point de M et v un vecteur de R™ tangent & M en x (voir la proposition 3.4). Un champ
de vecteurs sur M, qui est une application z — (z, X (x)) de M dans F, s’identifie donc a
I'application x — X (x) de M dans R telle que X (x) appartienne au sous-espace vectoriel
T, M de R™. Par la caractérisation des applications C* a valeurs dans une sous-variété (voir
la proposition 2.16), il est de classe C* si et seulement si I'application x — X (z) de M
dans R” est de classe CF (ou, de maniére équivalente, si toutes ses coordonnées le sont).
Donc

To(TM)={X:M—R" C*: VoeM, X(z)ecT,M}.

De méme, si M est une sous-variété analytique complexe de C", alors I',,.(T'M) est
I'ensemble des applications x — X (x) analytiques complexes de M dans C™ telles que
X(x) € T, M pour tout = dans M.

(3) En identifiant T'Sg,—1 au fibré vectoriel
{(z,v) € Sgn_1 X C" : vezt}

muni de la projection évidente sur Sa,_1, ot 2~ désigne l'orthogonal de z pour le produit
scalaire usuel sur C™, alors 'application z — (z,iz) est un champ de vecteurs analytique
réel sur So,—1. Ce champ de vecteurs ne s’annule en aucun point. Au contraire, sur une
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sphére de dimension paire non nulle, il n’existe pas de champ de vecteurs continu qui ne
s’annule en aucun point (voir 'exercice E.81).

(4) Plus généralement, si M admet une action de classe Ck*1 du cercle S; (par exemple
si M est une surface de révolution), alors 'application

est un champ de vecteurs CF sur M. Le cas précédent correspond au cas de Iaction du

cercle Sy sur So, 1 définie par e - (z1,...,2,) = (e21,...,e2,). L’action du cercle S;
sur
n . .2 2 2 _
Son = {(z0,21,--.,2n) ERXC" : a5+ |21]° + -+ + |zn|” =1}
définie par e - (zq, 21, ..., 2,) = (w0, €21, ..., e"2,) fournit un champ de vecteurs sur Sa,

n’ayant que deux zéros, aux poles Nord et Sud de So,. Voir aussi I'exercice E.80.

4.2 Opérations sur les champs de vecteurs
4.2.1 Addition.

La structure d’espace vectoriel réel de 'espace tangent en tout point permet de munir
'y (T'M) de la structure d’espace vectoriel réel pour I’addition point par point (X +Y)(x) =
X (x)+Y(x) et la multiplication externe point par point (AX)(x) = AX (x). En particulier,
on note 0 le champ de vecteurs nul sur M. Si M est une variété analytique complexe, alors
'y (TM) est aussi muni d’une structure d’espace vectoriel complexe.

4.2.2 Multiplication par une fonction.

L’ensemble 'y (T M) est aussi muni d'une structure de module sur 'anneau C*(M,R)
si k # wc et sur C*¢(M,C) si k = wc, pour I'addition point par point précédente et la
multiplication point par point par une fonction (fX)(z) = f(z)X (x).

Par exemple, si k # we et M = U est un ouvert de R" et si (e1,...,e,) est la base
canonique de R", alors les champs de vecteurs constants X, ,---, X, avec X, : z —
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e; forment une base du C¥(U,R)-module I'y(TU). (Cette notation est provisoire, nous
noterons trées vite % le champ de vecteurs X, quand nous montrerons la correspondance
entre champs de vecteurs et dérivations.) Tout champ de vecteurs sur U s’écrit alors, de
maniére unique,

n
X =) fiXe,
=1

ot f; € C*(U,R). De plus, soit Xx; l'application j-éme coordonnée, définie sur U par
(x1,...,2,) = xj, qui est linéaire, donc de classe C¥. Alors, en appliquant I’application
linéaire T} x; = x; aux deux membres de I’équation précédente évaluée en x, on obtient

fi(@) = Tox;(X(x))
car x;(e;) vaut 1 si j =1, et 0 sinon.

Exercice E.78 Si k € NU{oo} et si M est une variété de classe C**1 et de dimension n,
montrer que M est trivialisable si et seulement si T'y(TM) est un C¥(M,R)-module libre
de rang n.

4.2.3 Restriction.

Rappelons que si U est un ouvert de M, avec ¢ : U — M l’inclusion, alors on identifie
TU avec son image dans T'M par T'. Les champs de vecteurs se restreignent aux ouverts :
si U est un ouvert de M, et X un champ de vecteurs sur M, alors la restriction X;; de
'application X : M — TM & U est un champ de vecteurs sur U, qui est de classe CF si
X lest (et que 'on note quelquefois encore X par abus). De plus, les champs de vecteurs
vérifient la propriété de localité des faisceaux : si U est un ouvert, réunion d’ouverts U;,
si X; est un champ de vecteurs C* sur Uj, tels que X; = X sur U; N Uj, alors I'unique
application X : U — TU telle que Xy, = X; est un champ de vecteurs CF sur U.

4.2.4 Image réciproque.

Les champs de vecteurs se tirent en arriére par les morphismes étales, par la formule
suivante. Soient N une variété C¥t1 et f: M — N un CFrl-difféomorphisme local. Pour
tout champ de vecteurs Y sur N, on définit un champ de vecteurs f*Y sur M, de classe
CF si Y Dest, appelé image réciproque de Y par f, par

Y ta = (T))"H Y (f(2)))

en utilisant le fait que Ty f : Ty M — Tp(,) N est un isomorphisme linéaire.

Par exemple, si k # wc, si U,V sont des ouverts de R”, si f : U — V est un CFFL
diffeomorphisme local, et si Y : V — R™ est un champ de vecteurs C¥ sur V, alors f*Y est
le champ de vecteurs @ — (dfz) (Y (f(z))) sur U.

Cette opération d’image réciproque sur les vecteurs vérifie les propriétés suivantes.

(1) L’application de I'y(T'N) dans I'y(T'M) définie par Y +— f*Y est R-linéaire (et
C-linéaire si M est une variété analytique complexe), et pour toute fonction g de
classe C* sur N, on a

[ gY)=(go H)fY.
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Autrement dit, application f* : g + go f de CF¥(N,R) dans C¥(M,R) est un
morphisme d’anneaux, et I'application Y + f*Y est un morphisme du C*(N,R)-
module T'(TN) dans le C*(M,R)-module I'y(T'M) au-dessus de ce morphisme
d’anneaux (en remplacant R par C si k = wc).

(2) Les images réciproques se comportent de maniére contravariante pour la composi-
tion. Plus précisément, si g : N — P est un CF+1-difféomorphisme local, et si Z est
un champ de vecteurs C* sur P, alors

(9o f)'Z=1"(g"2).

I1 est immédiat que id*X = X pour tout X dans I'y(TM).
(3) Si U est un ouvert de M et i: U — M est I'inclusion, alors

VXe Fk(TM), "X = X|U .

Il découle donc de la propriété précédente que les images réciproques et les restric-
tions de champs de vecteurs sont compatibles. Plus précisément, si U est un ouvert
de N, et si Y est un champ de vecteurs sur IV, alors on a clairement

(fig—r @) Yo) = (FY) 1wy -

(4) Lorsque f est un diffécomorphisme global, alors on peut aussi pousser en avant
les champs de vecteurs. Mais c’est vraiment 'opération de tirer en arriére qui est
conceptuellement la plus importante. Soient N une variété CF*1 f: M — N un
Cktl_difféeomorphisme, et X un champ de vecteurs C*¥ sur M. On note f, X =
(f~H*X, qui est le champ de vecteurs C¥ sur N, défini par

Fo Xy T f (X)) -

Bien sir, f*(f.X) = fo(f*X) = X. Autrement dit, si f : M — N est un CF+1-
difféeomorphisme, alors f* : Tp(TN) — T'y(T'M) est un isomorphisme d’espaces
vectoriels, d’inverse fi.

Soient U et V deux ouverts de R”, f : U — V un CFtl-diffeomorphisme, et
X : U = R” un champ de vecteurs C*¥ sur U, de composantes X;. Alors Y = f, X :
V. — R" est le champs de vecteurs y — dfy-1(,) (X(fYy))) sur V. Par calcul
matriciel, Y a donc pour i-éme composante

(O Y
E_;ﬂ(@l‘k Xk) ;e

4.2.5 Expression d’un champ de vecteurs dans une carte.

Soit (U, ) une carte locale de M & valeurs dans R™ muni de sa base canonique
(é1,...,en), et X un champ de vecteurs sur M. Alors ¢, (X ‘U) est un champ de vecteurs
sur I'ouvert ¢(U) de R™, donc s’écrit, de maniére unique, Y1, f/ X, ot f/ € C*(p(U),R).
Si fi = fl o, alors

n
Xy=> fig*Xe, .
=1
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Cette écriture s’appelle I'expression de X dans la carte locale (U, ¢). Notons qu’il est
immeédiat que le champ de vecteurs X est C* sur U si et seulement si les applications fi
le sont : la suite (p*Xe,)1<i<n est une base du C¥(U, R)-module libre T'y(TU).

De méme, si M est une variété analytique complexe, si (U, ) est une carte locale
analytique complexe de M a valeurs dans C™ muni de sa base canonique (eq, ..., e,), alors
(p*Xe,)1<i<n est une base du module libre des champs de vecteurs holomorphes sur U, sur
I’anneau des fonctions analytiques complexes de U dans R.

Soit (V,4) une autre carte locale, avec X v = 2?21 gj ¥*Xe; Dexpression de X dans
cette carte locale.

Proposition 4.1 Soit

Y= yn) = ot (W) = @Y1, Yn) - Tn(YLs - Yn))

Uapplication de changement de cartes de (U NV') dans o(UNV). Alors sur UNV, on a

- ox;
fi= gj ~—o1.
; 7 oy,

Démonstration. Sur U NV,

P Xe, = (oo o) Xe, =" (Yo ) Xe, = 0 (o)X,
ox;

=" ((dpoy™))o(pov ™)™ (Xe,)) =¢" (D 8y: oo Xe,)
i=1 J
= > ayj Y X, .

Cette formule de changement de bases donne, de maniére usuelle, ’expression des coordon-
nées de X|yny dans la base (¢* Xe,)1<i<n en fonction de celles dans la base (" Xe, )1<j<n :
puisque sur U NV

n n

n n n .
X =Yg v, =YY gov ek =Y (Yu
j=1 j=1 =1

J i=1 \j=1

or.
xl o @b (}O*Xez Y
y;

on a donc, sur U NV, la formule f; = Z?zl 9j g—;? o1 cherchée. Voir I'exercice E.84 pour
J
une autre maniére de montrer cette formule de changement de coordonnées. U

4.3 Flot local d’un champ de vecteurs

Soit X un champ de vecteurs C* sur M, avec k > 1.

Théoréme 4.2 Pour tout xo dans M, il existe un triplet (U, I, ) formé d’un voisinage
ouvert U de xg, d’un intervalle ouvert I contenant 0, et d’une application ¢ : I x U — M
de classe CF, notée (t,z) — ¢¢(x), vérifiant, pour tous s dans I et x dans U,
d
o Dy = X(@s(@)),
b gbO('I) =z,
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Si (U, I',¢") est un autre tel triplet, alors ¢ et ¢' coincident sur (I x U) N (I' x U’). De
plus, pour tous t,s dans I et x dans U,
o sips(x) €U ett+s €, alors ¢y o ¢ps(x) = Prys(x),
o ¢, est un CF-difféomorphisme local,
o ce CF-difféomorphisme local préserve le champ de vecteurs X, au sens que pour tout
t dans I et x dans U,

Ter(X (x)) = X(01()) -

X(x)

s N (60) = LA (X (@)

xT

Démonstration. Cet énoncé est un énoncé local. En prenant des cartes locales, on se
raméne donc au cas ou M est un ouvert d'un espace R™, pour lequel le résultat est bien
connu (voir cours de calcul différentiel [Ave, Diel, CarH]). O

L’application (ou par abus son image) ¢t — ¢(z) de I dans M est appelée la courbe
intégrale (locale) de X passant par x définie sur I. L’application (t,z) +— ¢y (z) de I x U
dans M (ou la famille (¢¢)icr) est appelée le flot local de X en xo défini sur I x U. Plus
exactement, c’est le germe en (0, zg) de cette application qui mérite le nom de flot local,
au sens suivant.

Si X est un espace topologique, x un point de X et Y un ensemble, un germe en
x d’applications de X dans Y est une classe d’équivalence d’applications, définies sur des
voisinages ouverts de x dans X, a valeurs dans Y, pour la relation d’équivalence « coincider
sur un voisinage ouvert de z ». On note souvent par abus de la méme maniére un germe
et un de ses représentants.

Proposition 4.3 (1) Supposons qu’il existe € > 0 tel que pour tout x dans M, il existe
un voisinage ouvert U, de x tel que le flot local de X soit défini sur | — 2¢,2¢e [ xU,. Alors
le champ de vecteurs X est complet c’est-a-dire le flot local de X est défini sur R x M,
et (¢¢)ier est un groupe 4 un parameétre CF de CF-difféomorphismes de M préservant X,
i.e. :
o ¢q est l'identité de M et pour tous t,s dans R, on a ¢, 0 ps = dyys,
e lapplication (t,z) — ¢¢(x) de R x M dans M est C*, et donc ¢y : M — M est un
Ck-difféomorphisme,
o pour tout t dans R, le CF-difféomorphisme ¢y préserve le champ de vecteurs X,
c’est-a-dire (¢1)* X = X.
(2) Si M est compacte, alors tout champ de vecteurs X sur M est complet.

Démonstration. (1) Posons ¢; = ¢2F o ¢ 1 oit k est la partie entiére de t/e et ¢°F
est la composée k-éme de ¢.. Comme le flot local de X préserve X, il est immédiat que

dwcthgx) . X (1s(x)), et ¥o(x) = x pour tout s dans R et x dans M. Par unicité, 1 est le

flot local de X défini sur R x M. Il est immédiat que (¢;)¢cr est un groupe a un paramétre
CF de Ck-difféeomorphismes de M préservant X.

(2) Pour tout x dans M, il existe un voisinage ouvert U, de = et €, > 0 tel que le flot
local de X soit défini sur | — 2€,, 2¢,, [ XU,. Par compacité, il existe x1, ...,z dans M tels
que M =Uy, U---UU,,. Soit € = minj<;<j €5,. Alors 'hypothése de (1) est vérifice. O
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Exercice E.79 Soient X un champ de vecteurs C* sur une variété N de classe CF, de
flot local (¢¢) en un point y de N, et f: M — N un CF1-difféomorphisme local. Montrer
que, pour tout point x de M tel que f(x) =y, si g est inverse du CF+1-difféomorphisme
qui est la restriction de f d’un voisinage ouvert de x dans un voisinage ouvert de y, alors
le flot local de f*X en x est go ¢ o f.

Nous terminons ce paragraphe en donnant un théoréme de forme normale locale pour
un champ de vecteurs ne s’annulant pas en un point. Dans R", le champ de vecteurs
constant X¢, : x — e, oll e est le premier vecteur de la base canonique de R", est un
exemple de tel champ. Le théoréme suivant dit que, localement et & difféomorphisme prés,
c’est le seul.

S i

/ A 2 4 o T

/’x A e
X‘U Xel

Théoréme 4.4 (Théoréme de redressement des champs de vecteurs)

Soit X un champ de vecteurs C* sur une variété M de classe Ctl avec1 <k <r < w.
Pour tout point xo de M tel que X (xq) # 0, il existe une carte locale (U, @) de classe C*
en xg, telle que

90*(X\U) = (X81)|<p(U) .

Démonstration. Comme le probléme est local, et par les propriétés des champs de vec-
teurs vis & vis des restrictions et des images réciproques, nous pouvons supposer que M
est un ouvert de R”, que g = 0 et que X (xg) = e;. Notons (¢;) le flot local de X en 0.
Considérons 'application

0: (t,xa,...,xn) — ¢(0,29,...,2y) ,

qui est de classe C* et définie sur un voisinage de 0. Comme ¢g = id et d‘ithgo) =0 = X(0) =
e1, la différentielle de 0 en 0 est I'identité. Donc par le théoréme d’inversion locale, 6 est
un CF-difféomorphisme local en 0. Pour tout # = (z1,...,x,) suffissmment proche de 0,

on a

df,(e1) = O(t,xe,...,xn) = X(¢gy (0,29,...,2y,)) = X (0(x)) .

dt‘t xr1
Donc 6,(X,,) = X sur un voisinage de 0, ce qui montre le résultat. g

Ce résultat est un résultat de forme normale locale des champs de vecteurs au voisinage
d’un point non singulier (c’est-a-dire ou le champ de vecteurs ne s’annule pas). L’unicité
est remarquable : il découle du théoréme précédent que deux champs de vecteurs non nuls
en un point sont I'image I'un de I'autre par un difféomorphisme local au voisinage de ce
point. Ce résultat n’est plus vrai au voisinage de points singuliers, par exemple, les champs
de vecteurs singuliers suivants ne sont pas localement difféomorphes (on peut les distinguer
par leur indice, voir par exemple [Hir|) et le paragraphe 6.6.2.
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4.4 Deérivations
Dans ce paragraphe, nous supposons que k # wgr,we.-

Une dérivation (il faudrait dire k-dérivation) de M est une application linéaire § :
CF1(M,R) — CF(M,R) telle que, pour tous les f, g dans C*+1(M,R),

5(fg) = fo(g) +gd(f) -

L’ensemble Dy (M) (aussi noté par abus D(M) lorsque k est sous-entendu, par exemple
pour k = o0) des dérivations de M est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel
L(CFL(M,R), C*(M,R)). C’est aussi un C*(M,R)-module, pour la multiplication externe
par f € CK(M,R) de 6 € Dy(M) définie par

(f0)(g) : @ = f(x)d(g)(x) -

Notons que toute dérivation est nulle sur les fonctions constantes, par linéarité et le fait
que 6(1) =4d(1-1) =4d(1) 4+ 0(1).

Par exemple, si U est un ouvert de R", alors I’application 8%1, : CHY(U,R) — CH(U,R)
définie par B%i fix— %(w) est une dérivation sur U. Plus généralement, si (U, ¢) est une
carte locale C¥*1 de M, & valeurs dans R” muni de sa base canonique, alors I’application
6%1' : CH1(U,R) — CF(U,R) définie par

Afop™)

frox— Bz,

— x

i (b@) @)
est une dérivation sur U. Cette notation est abusive, car elle ne fait pas apparaitre claire-
ment la dépendance en la carte locale. Elle est par contre bien pratique pour les calculs.

Bien que cela ne soit pas immédiat a premiére vue, les dérivations sont des objets de
nature locale (voir le point (1) de la proposition ci-dessous). Elles auront en fait les mémes
propriétés que les champs de vecteurs par le théoréme 4.6, mais nous aurons besoin de
connaitre les propriétés suivantes auparavant.

Les dérivations se tirent en arriére par les morphismes étales, de la maniére suivante.
Soient ¢ : M — N un CFtl-diffeomorphisme local, ott N est une variété C™*1 et § une
dérivation sur N. Pour tout x dans M, soient V, et U, des voisinages ouverts de z et
©(z) respectivement tels que ¢ : V, — U, soit un C¥Tl-diffeomorphisme, et soit y, une
fonction C**1 & support contenu dans U,, et valant 1 sur un voisinage de ¢(z), qui existe
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(par partition de 1'unité) parce que k # wg,wc. Pour tout f dans C¥T1(M,R), notons ¢*d
I’application de CF¥*'(M,R) dans C*(M,R) définie par

(@*0)(f) (@) =d(xa foe™ ") (v(2)) ,

en prolongeant par 0 sur N — U, 'application x, f o ¢~ 1.

Proposition 4.5 Soit 6 une dérivation de M et U un ouvert de M.

(1) Soient f et g deux éléments de CF*1(M,R) qui coincident sur U. Alors 6f et §g
coincident sur U.

(2) Pour tout C*+1-difféomorphisme local p : M — N, ot N est une variété C'+1, la
formule définissant ©*§ ne dépend pas du choix de x.. L’application § — p*0 est
un morphisme d’espaces vectoriels réels de D(N) dans Dy(M), tel que

@ (f0) = (fop)p™d .
De plus,
ido=9 et (Yoyp) o= ().

3) Sii:U — M est linclusion, notons 6§y = i*0. Alors dy; est Uunique dérivation de
U |U
U telle que, pour tout f dans C**1(M,R),

So(fiv) = 6w -

De plus, si V est un ouvert contenu dans U, alors
(G)v = -

(4) Si M est réunion d’ouverts Uy, si &' est une dérivation de M telle que 0|y, = 5|,Uo<

pour tout o, alors 6 = 0.

Démonstration. (1) Pour tout  dans U, soit ¢, une fonction CF+1 sur M, a support
compact contenu dans U, valant 1 sur un voisinage ouvert V, de x, qui existe parce que

k 7& WR, WC.

Par linéarité, il suffit de montrer que si un élément f de C*+1(M,R) s’annule sur U,
alors il en est de méme pour df. Or, pour tout f dans C**1(M,R) qui s’annule sur U,
pour tout z dans U, on a f = (1 — ¢,)f, donc

0f(x) = (1= pa(x))df(x) + f(2)0(1 — pz)(x) = 0.

(2) La premiére affirmation de (2) découle de (1). L’application ¢*§ : CF+1(M,R) —
Ck(M,R) est clairement linéaire, et, pour tous f, g dans C*¥T1(M,R), puisque x2 a méme
g Xz
support que x; et vaut 1 sur un voisinage de ¢(z),

(¢"0)(fg)(z)

= (X3 (fg)w ) (p(x))

=6((xa oo Nxagoe ™) (p(x))
(xmfoso 1)(80(95)) (Xzgo@™h) (0(2) + (e g0 @ N(@(@)d(xa fo ™) (0(x))
= f(2) (¢"0)(9)(z) + g(z) (") (f)(z) .
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La linéarité de § — ¢*d est immédiate. Nous avons

e (f0)(9)(x) = (f&) (xa g0 @ ) (p(x)) = f o p(x) ¢*(5)(g)(x) .

Pour tout C¥*!-difféomorphisme local 1) : N — P, ot P est une variété C"1, pour tout f
dans C**1(M,R) et pour tout z dans M,

e () (f) (@) =" 5(xa fo o) (o(x)
= 0(Xp(a) (Xx o ) ot
5((><@(x> Xz ot ') f O(wow) Y (ww(l‘))
= (Y o) (f)(z),

Car Xy(z) Xa © ¥~ vaut 1 au voisinage de v o ().

‘g\_/
=
6

O

(3) Soit ¢ une autre dérivation de U vérifiant la méme propriété. Alors pour tous g
dans C*1(U,R) et x dans U, en utilisant 1’assertion (1) et ses notations,

0'g (x) = 0'((pxg)jv)(x) = 6(ag)(x) = dg(z) .
Donc ¢’ = d|y. Les autres propriétés découle de (2) (car foi = fy, et si V est un ouvert

contenu dans U, si j : V — U est 'inclusion, alors I'inclusion de V' dans M est i o j).

(4) Pour tout f dans C¥*1(M,R), et tout «, on a 6. = o, (flu.) = 1w, (fu.) =
(o' [, donc les fonctions df et 0" f, qui coincident sur U, pour tout «, coincident sur
M. O

Si@: M — N est un CFTl-diffeomorphisme, on note aussi
Px = (90_1)*

4.5 Dérivations et champs de vecteurs

Dans ce paragraphe, nous supposons encore que k # wg, we.-
Si X est un champ de vecteurs C* sur M, alors 'application Lx : CFT1(M,R) —
Ck(M,R) définie par
Lx(f) e Tpf(X(z))

est une dérivation. En particulier, si M est un ouvert de R™, et si (eq,...,e,) est la base
. ) F) B 9 P .
canonique de R", alors, comme 67{1(:0) = dfz(e;), on a Lx, = 7.-. Plus généralement, si

(U, ¢) est une carte locale de M, alors L Xe, = ag, ol ce dernier terme est défini dans la

formule (f) du paragraphe 4.4.
Il est immeédiat de vérifier que si U est un ouvert de M, alors

(LX) = Lxp)

et que si (@) est le flot local de X, alors

d
Lx(f)= @\t:of oy .
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Si@: M — N est un CFl-diffeomorphisme local, avec N une variété C**1, alors pour
tout champ de vecteurs X sur N de classe C*, on a

O (Lx) =Ly x -

En effet, pour tous les 2 € M et f € C*1(M,R), soient V, et U, des voisinages ouverts
de z et ¢(x) respectivement tels que ¢ : V, — U, soit un C¥*l-diffsomorphisme, et soit
Xz une fonction CF¥t1 sur N & support contenu dans U,, et valant 1 sur un voisinage de
o(x), alors

Loxf() = Tuf(¢"X(2) = Tof(Tep) (X (¢(@)))) = Tow) (f 0 0~ )X (9(2)))

= Tgo(w)(Xa:f © (Pil)(X((p(x))) =Lx(Xazf o 9071) © ‘P(x) = ((p*([’X»f(x) :

Théoréme 4.6 L’application X — Lx de T (TM) dans Dy(M) est un morphisme injectif
d’espaces vectoriels réels, ainsi que de Ck(M, R)-modules, et un isomorphisme si k = co.

Démonstration. Cette application est clairement linéaire sur R. Pour tous g € C*(M,R),
X € T(TM), f € CHY(M,R) et z € M, on a

Lox f(x) =T f((¢X)(2)) = T f(g(z) X (2)) = g(x)Lx f(x) = (9Lx f)(z) ,

donc I'application X + Lx est un morphisme de C*(M, R)-modules.

Pour montrer qu’elle est injective, montrons que si X est un champ de vecteurs C* ne
s’annulant pas en z, alors il existe un élément f dans C*+1(M,R) tel que T, f(X(z)) soit
non nul. Ceci montrera que Lx(f)(z) = T f(X(z)) est non nul, donc que Lx n’est pas
la dérivation nulle. Or il s’agit d’'un probléme local, et en prenant des cartes locales, on
se rameéne au cas ou M est un ouvert de R™. Auquel cas une forme linéaire non nulle sur
X (x) convient pour f.

Pour montrer la surjectivité lorsque k = oo, nous commengons par le lemme suivant,

ou nous notons B la boule ouverte unité de R™.

Lemme 4.7 Soient { € NU {oo,w}, et f: B — R une application C**1. Alors pour tout
y=(y1,...,Yn) dans B, il existe des applications hiy, ..., hny: B — R de classe Ct telles
que, pour tout © = (x1,...,%,) dans B,

De plus, hiy(y) = ().

Démonstration. On a

n

fl@) = 1) = [ 0=+ wde=Y (w0 [ 5Lty +pat.C

0 i=1

Supposons maintenant que k = oo (sinon, la perte de régularité dans le lemme ci-
dessus entre f et les h;, ferait que la démonstration ci-dessous serait incorrecte). Si 0 est
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une dérivation sur B, il découle du lemme que pour tout f dans C*°(B,R), et tout y dans
B, on a, en notant y; 'application -éme coordonnée,

5f(y) =0(f = F)y) = X1 (hay®)(0xi — vi) (W) + (vi — 1:)d(hiy)(y))
= Y006 W) W) -

Donc, en notant g; = §(;), on a 6 = Ls~4.x.., ce qui montre la surjectivité si M = B.

Maintenant, soient 0 une dérivation sur M et (Uy, ¢n)aca un atlas de cartes de M avec
¢a(Ua) = B. Par ce qui précede, on a (¢q)«(dy,) = Ly, pour Y, un champ de vecteurs
C> sur B. Donc d, = (0a)*(Ly,) = Lpa)*(va)- Notons Xo = (¢a)*(Ya), qui est un
champ de vecteurs C* sur U,. Par la proposition 4.5 (3), on a

(Lx)vanvs = (£x5)[UanUs = O|UanU, -

Par I'injectivité, on en déduit que les champs de vecteurs X, et Xz de classe C* coincident
sur I'ouvert U, N Ug, donc que les X, se recollent en un champ de vecteurs X de classe
C® sur M. Pour tout «, on a

Par la proposition 4.5 (4), on a donc 6 = Lx. O

Remarque. On identifie souvent, par 'application X — Ly, un champ de vecteurs et
sa dérivation associée. En particulier, cela explique la notation X (f) (au lieu de Lx(f)),
pour X dans I'y,(T'M) et f dans CF1(M,R).

Ainsi, si (U, ) est une carte locale de M, a valeurs dans ]R" muni de sa base canonique,
alors l'identification ci-dessus fait correspondre la dérivation 6 définie en (f) et le champ
de vecteurs ¢*X,, sur U. En particulier, si M est un ouvert de R™, muni de la carte

¢ =1d : M — M, alors on notera % le champ de vecteurs constant X.,. Donc (voir

paragraphe 4.2), tout champ de vecteurs X de classe C¥ sur M, en restriction a4 un domaine
d’une carte (U, p), s’écrit, de maniére unique,

" 0
Xiv = z;fzaxz

ot f; € C*(U,R). Cette écriture dépend bien str de la carte (U, ¢) choisie. Soit (V,) une
autre carte locale a valeurs dans R™ muni de sa base canonique, avec X}y = Z}l:l 9j aiyj

I'expression de X dans cette carte locale, avec (x1,...,xz,) les coordonnées dans p(U) et
(Y1 ---,Yn) les coordonnées dans (V). Notons

Yy = (yla"'ayn) ngow_l(y) = (:L'l(yl,--~7yn),~--,$n(yla---7yn))

I'application de changement de cartes de ¢(U NV') dans (U NV'). Alors (voir paragraphe
4.2.5), on a les formules de changement de bases

Z 81,‘1
ay] i=1 8y] axz,
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et de changement de coordonnées

fi = gj o .
jz:; 7 9y

De méme, le théoréme de redressement 4.4 dit que pour X dans I'y(T'M) tel que si
X (z0) # 0, alors il existe une carte locale au voisinage de z telle que 'on ait, au voisinage
de xg, et dans cette carte locale,

0
X ="
8:6'1
Exemple. Soient (z,y) les coordonnées cartésiennes et (r,6) les coordonnées polaires au
voisinage d'un point de R? — {0}. Alors
0

0 0
— =cosf) — +sinf — et — = —rsinf — +rcosf —

or Ox oy 00 Ox oy

4.6 Crochets de champs de vecteurs

Lemme 4.8 Supposons k = oco. Si 8,8 sont deuzx dérivations sur M, alors l’endomor-
phisme linéaire

6,6 =600 — 808

de C°(M,R) est une dérivation. De plus, pour toutes les dérivations 8,8',6" sur M, pour
tout ouvert U de M, pour toutes les applications f,g dans C°(M,R) et pour tout C>-
difféomorphisme local ¢ : N — M ot N est une variété C>, on a

o [5,0']4+[8,0]=0

b [57 [5/7 5//]] + [6/7 [5//7 5]] + [5//7 [57 5/]] =0

o [f6,90] = fgl0,0"] + fo(g)d" — gd'(f)o.

o ©*[0,0'] = [p*9,9*d"], et donc en particulier [0,y = [, 0" 1],

Démonstration. Pour tous f, g dans C*(M,R), on a

000'(fg)=f 6008 (g)+0(f)d'(9) + 0 (£)d(g) +g 500 (f),

d’ou le premier résultat par soustraction. Les autres vérifications sont immédiates. O

L’application [d,d] s’appelle le crochet (de Lie) des dérivations 6 et ¢'. Le premier
point ci-dessus s’appelle la propriété d’anticommutativité et le second 1'identité de Jacobi
du crochet de Lie des dérivations.

Si X et Y sont des champs de vecteurs C* sur M, on note [X, Y] le champ de vecteurs
C* sur M tel que
Lixy)=I[Lx,Ly].

Ce champ de vecteurs s’appelle le crochet (de Lie) des champs de vecteurs X et Y.

La proposition ci-dessous résume les différentes propriétés du crochet de Lie des champs
de vecteurs. La premiére propriété ci-dessous s’appelle I’anticommutativité et la seconde
Iidentité de Jacobi du crochet de Lie des champs de vecteurs.
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Proposition 4.9 Supposons k = oco. Soient X,Y,Z des champs de vecteurs C>* sur M,

fyg dans C*(M,R) et ¢ : N — M un C*-difféeomorphisme local, ot N est une variété

C®. Notons (¢¢) le flot local de X sur M. Alors [-,-] : T(TM)xT'(TM) — I'(TM) est une

application bilinéaire telle que

(X, Y]+ [Y,X] =0,

[Xv [Y7 ZH + [Y7 [Z’ X]] + [Z7 [X, YH =0,

FX.gY] = fglX, Y]+ fLx(9)Y — gLy (/)X

O*[X,Y] = [¢*X,¢*Y], et donc en particulier, pour tout ouvert U de M, nous

avons [X, Y]y = [Xp, Yul,

%'t:() (¢t)*y = [X7 Y]}

o si (U,p) est une carte locale de M a valeurs dans R™ muni de sa base canonique,
et si, en restriction a U, on a X =71, fja%j etY =3", gia%i, alors le champ

de vecteurs [X,Y], en restriction a U, est

_ N (g 00 08 O
[X, Y] N Z (fj al‘j 91 a:Ej) 6:@ ’

3,j=1

Démonstration. Les quatre premiéres assertions découlent du lemme 4.8. La derniére
assertion découle du fait que, par définition,

(X, Y](f) = X(Y(f) = Y(X(f)) -

Montrons la cinquiéme assertion. Soit z¢ un point de M, et f un élément de C*>°(M, R).

Par une variante & paramétre du lemme 4.7, il existe une application (¢,x) — g¢(z) de
classe C* et définie sur un voisinage de (0,x¢), telle que f o ¢_i(x) = f(z) — tgi(z) et
go(z) = —%”:0 fod_i(z) = X(f)(z). Comme ¢_; = ¢; ' pour t petit et au voisinage de
o, on a, pour x voisin de xg,

(@)Y (f)(x) =Y (foopy)ods(x) =Y (f —tgs) ode(x) =Y (f)ope(x) —tY(ge) o () .

En dérivant par rapport & ¢t en t = 0, le premier terme du membre de droite devient
T.Y(f)(X(z)) = X(Y(f))(z). Le second terme devient Y (go)(z) = Y(X(f))(z), d’ou le
résultat. O

Remarques. (1) La cinquiéme assertion dit que le crochet de Lie de deux champs de
vecteurs X et Y mesure la maniére dont Y « tourne » le long des courbes intégrales de X.
Voir aussi l'exercice E.93.

Y(¢(x))

X(¢u())

(2) La derniére assertion permet de définir le crochet de champs de vecteurs de classe
CF pour k& > 1 sur un ouvert U de R”, qui est un champ de vecteurs de classe CF~1
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(attention a la perte de différentiabilite) sur U : st X = Y70, f;Xe, et YV =371, g; X,

alors on pose
N Ogi Ofi

ij=1

C’est. un exercice de montrer que les cing premiéres assertions restent valables, en de-
mandant des hypothéses de régularité suffisantes (champs de vecteurs au moins C? pour
I'identité de Jacobi, diffeomorphisme au moins C? pour la quatriéme assertion)

(3) 11 découle de I'exercice E.79 et de la proposition 4.9 ci-dessus que si X et Y sont
deux champs de vecteurs C! sur M, et si (¢;) est le flot local de X en un point = de M,
alors

e si f: M — N est un C'-difféomorphisme, alors le flot local de f.X en f(x) est
fodrof,

e si X et Y sont C®etsif:M— N est un C®-diffecomorphisme, alors f,[X,Y] =
X, 1Y),

4.7 Champs de plans

Soient &k un élément de N U {oo,wgr,wc} et p < n dans N. Soit M une variété de
dimension n et de classe CF1.

De maniére intuitive, un champ de plans C* sur M est la donnée, pour tout point x de
M, d’un sous-espace vectoriel A, de T, M, qui « dépend de maniére C* de x. » De maniére
précise, un champ de p-plans (ou encore une distribution de p-plans) (de classe CF) sur M
est une section (de classe CF) de la fibration grassmannienne de rang p (voir paragraphe
3.6) (du fibré tangent) de M. Par exemple, si k # wc et si M = U est un ouvert de R”,
alors la fibration G,(TU) s’identifie avec pry : U x G,(R™) — U, et donc un champ de
p-plans C¥ sur U s’identifie & une application C¥ de U dans la variété grassmannienne
Gp(R™).

Un champ de vecteurs X sur M est dit tangent & un champ de p-plans A si pour tout
x dans X, le vecteur X (x) appartient au sous-espace A, de T, M.

Si A est un champ de p-plans C* sur M, et si U est un ouvert de M, alors, en identifiant
TU avec son image canonique dans 7'M, la rectriction Ay de A a U est un champ de
p-plans CF sur U.

Les champs de plans se tirent en arriére par les morphismes étales. Plus précisément,
soient N une variété de dimension n et de classe CF1 f : M — N un CFtl-difféeomor-
phisme local et A un champ de p-plans C* sur N. Posons, pour tout = dans M,

FA@) = (T f) " (Ap) -

Alors z — f*A(z) est un champ de p-plans C¥ sur M, appelé image réciproque de A par
f. 11 est immeédiat que id*A = A et que

(go f)'A=[f(g"A) .
De plus, si U est un ouvert de N et i : U — N T'inclusion, alors i*A = A et

([ A) 1wy = Sfip-10) Q) -
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Si f est un CFtl-diffeomorphisme et si A est un champ de p-plans C* sur M, alors on note
feA = (fH*A, c’est-a-dire pour tout y € N,

FeDW) = Tp-10) f(Ap-1(y) -

Bien stir, on a alors f*(f.A) = fu(f*A) = A.

En particulier, si (U, ) est une carte locale C**1 de M a valeurs dans R™ (C" si
k = wc), alors ¢.(A|) est un champ de plans sur Pouvert ¢(U) de R™ (C" si k = wc),
appelé le champ de plans A lu dans la carte (U, ).

La proposition suivante peut aussi servir a définir un champ de p-plans de classe C¥.

Proposition 4.10 Un champ de p-plans A : x — A, de M est de classe CF si et seulement
st, pour tout point xg de M, il existe un voisinage ouvert U de xg et p champs de vecteurs
X1,...,Xp surU, de classe CF, tels que, en tout point x de U, le p-uplet (X1(x), . . ., Xp(x))
soit une base de A,.

Démonstration. Si k = wc, alors on remplacera R par C dans ce qui suit, et on considérera
les espaces vectoriels et les applications linéaires sur C.

Comme cet énoncé est local, on se raméne en prenant des cartes locales au casou M = U
est un ouvert de R", zgp = 0, A une application de U dans G,(R") et Ay = RP x {0}.
On identifie de maniére usuelle R™ et le produit R? x R™™P. Notons que pour tout x
suffissamment proche de 0, le sous-espace vectoriel A, est transverse, donc supplémentaire,
a {0} x R" P, et ceci que A soit C*, ou qu'il soit engendré par p champs de vecteurs C*
linéairement indépendants. Fixons (eq, ..., e,) une base de Ag. Rappelons que L£(Ag, R"7P)
est 'espace vectoriel réel de dimension finie des applications linéaires de Ay dans R"7P,

Si A est CF, alors par définition de la structure de variété sur Gp(R™), il existe, quitte
a retrécir U, une application CF de U dans £(Ag,R"™P), que nous noterons = + hy,
telle que A, soit le graphe de I’application linéaire h,. Posons X;(x) = e; + hy(e;), qui
appartient & A, pour 1 < i < p. Alors les champs de vecteurs X; sont C*. Comme ey, .. ., ep
sont linéairement indépendants et h, est d’image dans {0} x R""P  ils sont linéairement
indépendants en tout point x, donc forment une base de A,.

Réciproquement, supposons que le champs de p-plans A soit engendré par p champs
de vecteurs Xi,..., X, de classe C*, linéairement indépendants en tout point. Notons
Yi(z),...,Y,(x) les projections de respectivement X (z), ..., X,(z) sur Ag parallélement
a {0} x R"P et Zi(x),...,Zp(x) celles sur {0} x R""P parallélement a Ag. Remarquons
que, quitte a retrécir U, le p-uplet (Yi(z),...,Yp(x)) est une base de Ag. Notons A, :
Ay — Ag lapplication linéaire telle que Ay (e;) = Yj(x). L’application x + A;! de U
dans L£(Ag, Ap) est de classe C* par les formules donnant l'inverse d’une matrice. Notons
B, : Ag — {0} x R"P Dapplication linéaire telle que B,(e;) = Z;(x), qui dépend de
maniére C¥ de x. Alors A, est le graphe de I'application linéaire B, o A;! de Ag dans
{0} x R"™P, qui dépend de maniére C* de z, d’ott le résultat. O

Exemples. (1) Si X est un champ de vecteurs C* ne s’annulant pas sur une variété M,
alors 'application = — RX(z), qui a x associe la droite dirigée par le vecteur tangent
X (z), est un champ de droites C* sur M, dit dirigé par X.
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(2) Attention, la proposition précédente est unique-
ment locale, il existe des champs de droites sur des va-
riétés M tels qu’il n’existe pas de champ de vecteurs ne
s’annulant pas sur M et dirigeant ce champ de droites.
Par exemple, le ruban de Mdbius est la variété quotient
(RxR)/((z,y) ~ (z+1,—y)). Soit (e1, e2) la base ca-
nonique de R?. Le champ de droites R? — R? x Py(R)
sur R?, défini par = +— (z,Rey), passe au quotient en
un champ de droites C* sur le ruban de Mobius qui
n’est pas dirigé par un champ de vecteurs C° ne s’an-
nulant pas.

(3) Considérons le champ de plans A de classe C* sur la variété R® munie des co-
ordonnées u = (x,y,z), qui est engendré par les champs de vecteurs C* linéairement
indépendants en tout point

0 0 0
X=—, Y=—+42—,
ox oy 0z
c’est-a-dire qui est défini par u — A, = Vect{X (u), Y (u)}. Ce champ de plans est invariant
par les translations dans les directions y et z. Le long de ’axe de coordonnée des x, il est

horizontal en l'origine, et devient de plus en plus vertical quand on va vers U'infini (voir
figure ci-dessous). Notons que [X,Y] = % ¢ Vect{X,Y'}.

“ S
s

VAV /s .

4.8 Feuilletages

Soient k un élément de N U {oco,wgr,wc} et p < n dans N. Soit M une variété de
dimension n et de classe C* (par exemple obtenue par appauvrissement de structure a
partir d’'une variété de classe C™ avec r > k).
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Un champ de p-plans est une notion infinitésimale.

L’objet global lui correspondant (au moins partiel-
R"P lement) est celui de feuilletage. Le modéle standard
(& garder en téte) de ce que nous allons appeler un
feuilletage de dimension p d’une variété de dimension
iy

n est le feuilletage linéaire standard de dimension p
de R™ = RP x R™P par les sous-espaces affines hori-
zontaux RP x {y} de dimension p, muni de ’ensemble
des Ck-diffeomorphismes locaux de R™ préservant la
famille de ces sous-espaces affines horizontaux.

Si k = wc, alors on remplace R par C dans cette définition.

Un atlas de cartes feuilletées C* de dimension p sur M est un (sous)-atlas de cartes A
de classe C* de M, tel que

e pour chaque carte (U,¢) de A, on a p(U) =V x T avec V un ouvert de R? et T’
un ouvert de R™"7P,

e pour toutes les cartes ¢ : U = V x T et ¢’ : U — V' x T' dans A, le changement
de cartes est localement de la forme

(z,y) = (f(z,9),9(y)) -

Un feuilletage F de classe C¥, de dimension p, et de codimension n — p, dans M est un
atlas de cartes feuilletées C¥ de M, qui est maximal (pour I'inclusion). Une variété feuilletée
(M, F) de classe C* est une variété M de classe C*¥ munie d'un feuilletage C*.

v

U %" T

U’ 1

z € RP

v/

Sip:U — V x T est une carte locale dans A, alors les sous-variétés ¢~ 1(V x {y}) de
classe CF de U sont appelées les feuilles locales de F dans cette carte, et les =1 ({z} x T') les
transversales locales. Puisque les applications de changement de cartes de I’atlas de cartes
feuilletées A préservent I'ensemble des sous-espaces horizontaux RP x {x}, les feuilles locales
sont indépendantes des cartes, au sens que si (U, ¢), (U’ ¢') sont deux cartes locales du
feuilletage, si z et y appartiennent a U NU’, alors et y sont dans une méme feuille locale
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pour la carte (U, ) si et seulement s’ils sont dans une méme feuille locale pour la carte
(U',¢").

L’espace topologique R est identifié de maniére usuelle a ’espace topologique produit
RP x R™7P. Munissons ’ensemble R™ d’une nouvelle topologie, produit de la topologie
usuelle sur RP et de la topologie discréte sur R P, qui est plus fine que la topologie
usuelle. Comme les homéomorphismes locaux de R™ de la forme

(z,y) = (f(z,9),9(y))

sont aussi des homéomorphismes locaux pour cette nouvelle topologie sur R”, on peut
munir (voir l'exercice E.180 de I'appendice A.1) la variété M d’une unique topologie,
appelée topologie des feuilles de F, plus fine que la topologie originelle de M, telle que
les cartes locales de F soient des homéomorphismes sur des ouverts de R™ muni de cette
nouvelle topologie. Si A est une partie de M, on appelle encore topologie des feuilles de A
la topologie induite sur A par la topologie des feuilles de M. Comme la topologie originelle
de M est séparée, la topologie des feuilles I'est aussi. Notons que si p < n, alors la topologie
des feuilles est strictement plus fine que la topologie usuelle.

On appelle feuille du feuilletage F passant par un point « de M, et on note F,, la
composante connexe de x dans M pour la topologie des feuilles sur M. En particulier,
les feuilles de F forment une partition de M. En général, I’ensemble des feuilles est non
dénombrable.

Montrons que chaque feuille F,, munie de sa topologie des feuilles (c’est-a-dire celle
induite par la topologie des feuilles de M), est un espace topologique séparé et a base
dénombrable. La séparation a déja été mentionnée.

Comme M est dénombrable a 'infini, on peut recouvrir M par un ensemble dénom-
brable de cartes feuilletées (Uj, ;)icn telles que U; soit relativement compact, et telle que,
pour tout 7 dans N, 'ensemble {j € I : U; NU; # 0} soit fini. Soit 2 un élément de M.
Alors la feuille 7, est réunion d’un ensemble dénombrable de feuilles locales : si z € Uj,,
prendre la feuille locale de x dans Uj,, puis pour tout i tel que Uj; NU; # 0 (il n’y en a
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qu’un nombre fini), prendre la feuille locale dans U; d’un point fixé quelconque de U;, NU;,
etc. Ceci montre que F, est a base dénombrable.

Notons qu’une feuille rencontre un domaine de carte feuilletée en une réunion (disjointe)
au plus dénombrable de feuilles locales (qui peut étre dense dans ce domaine, voir I’exemple
(4) ci-dessous).

Comme les feuilles locales de F sont des sous-variétés CF, chaque feuille, munie de sa
topologie des feuilles et de son atlas des feuilles locales, est une variété C*, et, munie de
la topologie induite par la topologie originelle de M, est une sous-variété immergée dans
M (car chaque feuille locale est un ouvert de la feuille la contenant pour la topologie des
feuilles). Mais attention, une feuille n’est en général pas une sous-variété de la variété M
(voir I'exemple (4) ci-dessous).

Par abus, on note souvent de la méme maniére le feuilletage F et la partition de M en
feuilles de F.

Exemples. (1) Soit X un champ de vecteurs C* ne s’annulant pas sur une variété M de
classe C*1. Alors le théoréme du redressement 4.4 montre que M admet un feuilletage de
classe C*, dont les feuilles sont les courbes intégrales de X.

(2) Soit 7 : E — B une fibration C*, de fibre une variété F de classe C* et de dimension
p, sur une variété B de dimension n. Pour toute carte locale (U,¢) de B ou U est un
ouvert distingué pour 7, pour toute carte locale (V1) de F, et pour toute trivialisation
locale § : 77 1(U) — U x F de 7 au-dessus de U, considérons I'application de I'ouvert
W =0"1(U x V) de E dans 'ouvert ¢(U) x (V) de R™ x RP, définie par

x> (px)ob(x).

Alors Iensemble de ces applications est un atlas de cartes feuilletées C* sur E. Donc la
fibration 7 définit un feuilletage C* de dimension p et de codimension n dans E. Si F' est
connexe, les feuilles de ce feuilletage sont les fibres 7=1(b) pour b dans B. Il se trouve que,
dans ce cas particulier, les feuilles sont donc toutes des sous-variétés (et pas seulement des
sous-variétés immergées).

En particulier, une variété produit M x N admet deux feuilletages, dont les feuilles
sont difféomorphes a M pour 'un, & N pour 'autre.

Mais il existe « beaucoup plus » de feuilletages que de fibrations!

(3) Les feuilletages se tirent en arriére par les morphismes étales. Plus précisément,
soient f : M — N un Ck-difféomorphisme local entre deux variétés C*, et F un feuilletage
CF de N, défini par un atlas de cartes feuilletées (U;, @;)ier. Pour tout point = de M,
notons V,; un voisinage ouvert de x tel que f(V;) soit un ouvert de N et fy, soit un Ck-
difféomorphisme sur son image. Alors I'atlas de cartes (f~(U;)NVy, wioflp-1(Uy)nv, ielzeM
est un atlas de cartes feuilletées C* sur M, donc définit un feuilletage C* de M, noté f*F,
et appelé feuilletage image réciproque de F par f. En particulier, 'image par f de la feuille
(f*F)z est la feuille Fy(,), mais en général I'image réciproque par f d'une feuille de F
n’est pas réduite & une seule feuille de f*F.

Un isomorphisme (de feuilletages C¥) d'une variété feuilletée (M, F) de classe C* dans
une autre (M’, F') est un CF-difféomorphisme f : M — M’, tel que f*(F') = F (ou
de maniére équivalente, telle que les applications f et f~!, lues dans des cartes locales
feuilletées, préservent les familles de sous-espaces horizontaux).
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(4) Soit G' un groupe discret agisant librement et proprement par C*-diffSomorphismes
sur une variété M de classe CF. Soit F un feuilletage de M, qui est invariant par G
(c’est-a-dire tout élément de G envoie carte feuilletée sur carte feuilletée : g* F = F pour
tout g dans G). Alors la variété quotient G\M admet un unique feuilletage F’, appelé
feuilletage quotient tel que, si m: M — G\ M est la projection canonique, alors 7*F" = F.
La démonstration est la méme, en travaillant avec des atlas de cartes feuilletés, que celle
qui a permis de définir la structure de variété quotient sur G\ M, voir le paragraphe 2.4.2.

Par exemple, si I’ est un sous-espace vec-
toriel de dimension p de R", alors R™ admet
un feuilletage dont les feuilles sont les transla-
tés de F. En particulier, ce feuilletage est inva-
riant par l'action par translations de Z". Donc
il induit par passage au quotient dans le revéte-
ment R"” — R™/Z™ un feuilletage analytique réel
de dimension p du tore T", appelé un feuilletage
linéaire du tore.

Par exemple, si n = 2, et si I’ est une droite
de pente irrationnelle, alors les feuilles du feuille-
tage correspondant de T? sont difféeomorphes a
R, mais ce ne sont pas des sous-variétés de T2,
car elles sont denses dans T?.

Plus généralement, toute feuille d'un feuille-
tage linéaire de dimension p d’un tore est difféo-
morphe & un produit RP~% x T?.

4.9 Théoréme de Frobénius

Soient k dans N — {0} U {oo,w}, et p < n dans N. Soit M une variété de dimension n
et de classe CF.

Tout feuilletage F de classe C* et de dimension p sur M définit un champ de p-plans
de classe CF~1, qui est 'application

T+ T .

qui & un point x de M associe l'espace tangent en x a la feuille F, passant par z. (Ceci est
bien défini, car F, est une sous-variété immergée de classe C¥ de M.) On fera attention a
la perte de différentiabilité si k # oo, w. Pour simplifier les énoncés, nous supposons k = 0o
dans la suite.

Un champ de p-plans A de classe C* est dit intégrable s’il existe un feuilletage F de
classe C* et de dimension p sur M tel que A, = T, F, pour tout z dans M.

Notons qu’un tel feuilletage est unique. En effet, soient F' un autre tel feuilletage, et
(U, p) et (U, ¢') des cartes feuilletées de F et F' respectivement. Considérons l'application

oot (x,y) = (fi(z,y), f2(z,y)) d’'un ouvert de R? x R"~P sur un autre. La dérivée
0

5. de sa seconde composante par rapport a la premiére variable est nulle puisque 7, F, =
T, F.. Donc sa seconde composante fo ne dépend localement que de y, et les deux cartes

feuilletées sont compatibles. Par conséquent, F = F’.
Voici un critére trés utile pour savoir si un champ de p-plans est intégrable.
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Théoréme 4.11 (Théoréme de Frobénius) Un champ de p-plans A de classe C™ sur
M est intégrable si et seulement si, pour tous les champs de vecteurs X et'Y sur M de
classe C* et tangents a A, le crochet de Lie [X,Y] sur M est tangent a A.

Démonstration. Supposons d’abord que A soit intégrable, défini par un feuilletage F de
dimension p. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M tangents & A, et  dans M.
Montrons que [X,Y](z) € A,. Quitte a prendre une carte locale (U, ¢) en = et a remplacer
X par ¢.(X|y) et de méme pour Y, on peut supposer que M = R" et que le feuilletage
est le feuilletage par sous-espaces paralléles & RP x {0} dans RP x R"P. Mais alors, dire
qu’un champ de vecteurs est tangent a A équivaut & dire qu’il est combinaison linéaire de
8%1, ceey am . Comme le crochet de deux champs de vecteurs qui sont une telle combinaison

linéaire en est une autre, le résultat en découle.

Réciproquement, supposons que la seconde propriété soit vérifiée, et montrons qu’alors
A est intégrable. Comme ce probléme est local, on peut supposer que M est un voisinage
ouvert de 0 dans R". Par la proposition 4.10, quitte & réduire M, il existe (X,...,X,)
un p-uplet de champs de vecteurs de classe C*°, qui, en tout point de M, est une base de
I’espace tangent en ce point.

Montrons tout d’abord que I'on peut se ramener au cas ou [X;, X;] = 0 pour i,j €
{1,...,p}. Quitte a faire un changement linéaire de coordonnées, on peut supposer que
X;(0) = 6%(0) pour i € {1,...,p}. Si Xj =377 1a”£ , alors, quitte a réduire M, on
peut supposer que la matrice (a;;(x))1<s,j<p, qui vaut la matrice identité en x = 0, est
inversible, d’inverse (b; j(x))1<i j<p. Par les formules donnant I'inverse d’une matrice, les
fonctions b; ; sont C>. Posons X! = Zpﬂ b”X Alors les X/(z) engendrent encore A,.
Par construction, X/ = 8;0 + Z] —p+1 Cij 8:1: . Donc un petit calcul, utilisant le fait que

0 0 1 _
[871_, Wj] = 0, montre que

n
0
/ A )
[Xi7Xj]_ Z di’]’kﬁTvk
k=p+1

Or par I'hypothése, il existe des fonctions e; ; ;, pour 7,7,k € {1,...,p} de classe C* telles
que

/ /
X/, X)) Zem ka_ZeW Jor T Z Chjp— a
Jj=p+1
s p 9 _ . s d
Donc par différence, Zk:l CijkPry = 0, ce qui, par indépendance des I montre que

eijr =0 pouri,j,k € {1,...,p}, ce qu'il fallait démontrer.

Montrons maintenant par récurrence sur p que si (X1, ..., X,) est un p-uplet de champs
de vecteurs C* linéairement indépendants, et commutants (c’est-a-dire [X;, X;] = 0 pour
tous 1, 7), alors il existe un C*°-difféomorphisme local ¢ en 0 tel que, au voisinage de 0,

on ait ¢*(X;) = 8%1 pour i € {1,...,p}. Ceci montrera que le champ de p-plans engendré
par ¢*(X1),...,¢"(X)p) est tangent au feuilletage F par les sous-espaces affines paralléles
a RP x {0}. Donc le champ de plans engendré par X7, ..., X, est intégrable au voisinage

de 0 (tangent au feuilletage image réciproque par ¢! de F).

Le cas p = 1 découle du théoréme de redressement 4.4. Supposons le résultat vrai pour
p— 1. Alors nous pouvons supposer, quitte a utiliser un C*°-difféomorphime local en 0, que
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X, = 8%1' pour i € {1,...,p — 1}. Ecrivons

X, = Z %G axj
Comme [X,, X;] =0pourie {1,...,p—1},ona g = 0 pour tout j, c’est-a-dire que a;
est une fonction des coordonnées xp, e, Ty, seulement. Par le théoréme du redressement

4.4 appliqué au champ de vecteurs Y = Z? paj£ sur {0} x R*~P*+1 on peut supposer
que Y = 8%?’ de sorte que X, Z] 1a18z + B:c . Pour ¢ € {1,...,p — 1}, posons

filxp, ..., xp) = — fozp a;(t,Tps1,. .., xy)dt, qui est de classe C*°. Posons aussi

| zi+ fi(zp,...,xy) pour i€ {l,...,p—1}
T pour i € {p,...,n}.

Il est immédiat que l'application (z1,...,2,) — (y1,...,yn) est un C*-diffécomorphisme
local en 0. Rappelons (voir la remarque suivant la démonstration du théoréme 4.6) que,

pour tout j € {1,...,n}, on a
D
8:13] . 8301 oy

Donc,pourje{l,...,p—l},onaax d‘%et

of, 0 9 = o 0
(%sp ZZ:@xp@yz 8yp_;_a2856i+8yp'

Donc, pour j € {1,...,p},on a X; = %, ce qu'il fallait démontrer. O
J

Par exemple, le champs de plans sur R? de I'exemple (3) du paragraphe 4.7, défini par
Ay = Vect(ax, a5 T 1:8 ), est non intégrable.

Remarque. Si A est un champ de p-plans C* sur M, alors (par la proposition 4.10)
pour tout zp dans M, il existe un voisinage ouvert U, de x¢ dans M et Xy,..., X, des
champs de vecteurs C* sur U tels que pour tout  dans U, les vecteurs X (x),..., X,(x)
engendrent A,. Pour montrer que A est intégrable, il suffit alors de vérifier que

Vage M, YexelU,, Vi,je{l,....p}, [Xi,Xj](z)€ A,

Démonstration. Soient X et Y des champs de vecteurs C* tangents & A. Pour tout xg
dans M, il existe des fonctions f1,..., fp,g1,...,9gp de classe C*> de U, dans R telles que
X, = SP L fiXiet Yo, = >, ¢:X;. Alors pour tout = dans Uy, le vecteur [X,Y](z)
appartient & I'espace vectoriel engendré par les [X;, X;](x), par la bilinéarité et le troisiéme
point de la proposition 4.9, donc il appartient a A,. On applique alors le théoréme 4.11 de
Frobénius. O

4.10 Autres exercices

Exercice E.80 Construire un champ de vecteurs analytique réel sur la sphére So ne s’an-
nulant qu’en un point.
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Exercice E.81 Le but de cet exercice est de montrer que la sphére S,, posséde au moins
un champ de vecteurs C*> ne s’annulant jamais si et seulement si n est impair.

(1) Sin = 2p+1 est impair, construire un champ de vecteurs C*> ne s’annulant jamais
sur S,

(2) Soient K une partie compacte de R"*!, U/ un ouvert de R"*! contenant K et v une
application de classe C* de U dans R"*!. Pour ¢ dans R, on définit une application

Iy U — Rn+1
Pl oz o= z4to(a)

Montrer qu’il existe un ouvert V' de U contenant K et € > 0 tels que, pour tout ¢
avec |t| < e, application F} soit un diffécomorphisme de V' sur son image. Montrer
que la mesure de Lebesgue de F;(K) est alors un polynéme en ¢.

(3) Soit v un champ de vecteurs unitaires C> sur S,,. Montrer que, pour ¢ suffisamment
petit, F; est un C*°-difféomorphisme entre S,, et la sphére de rayon /1 + ¢2.

(4) Conclure.

Exercice E.82 On reprend les notations des exercices E.41 et E.76.

Montrer qu’il existe sur >, un champ de vecteurs X de classe C°°, qui ne s’annule
qu’en 2n points isolés de ¥,,, et tel qu'au voisinage de chacun de ces points, il existe une
carte locale (U, ) de ¥, a valeurs dans un ouvert de R? telle que, en tout point (z,y) de
cet ouvert,

0 0
«( X)) =y— — .
«(Xv) yax+l‘ay

Exercice E.83 Soient p : M — N un revétement C* et X un champ de vecteurs com-
plet sur N, de flot (¢¢)ier. Montrer qu’il existe un groupe a un paramétre (¢;)cr de
difféeomorphismes C>* de M tel que, pour tout ¢ dans R, le diagramme suivant commute

MY
pt Ip
N 2 N

Exercice E.84 Soit M une variété de classe CF*! X un champ de vecteurs CF sur
M, et (U,p) une carte locale de M a valeurs dans R™ muni des coordonnées cano-
niques (21,...,%n), et Xjg = >0 fi 8%1 son expression dans la carte locale (U, p). Si
@ u— (p1(u),...,pn(u)), alors les applications ¢; = x; o ¢ s’appelent les applications
coordonnées de la carte (U, ).

(1) Montrer que f;(u) = Typ;(X(u)) pour tout u dans U.

(2) Soit (V,4) une autre carte locale a valeurs dans R"™ muni des coordonnées canoniques
(Y15 Yn), et Xy = Z?Zl gj % Pexpression de X dans cette carte locale. En uti-
lisant (1), montrer la formule de changement de coordonnées suivantes, ot ¥ o =1 :

(1'17 cee 7xn) = (yl(xlw . 'a$n)7 cee 7yn($17 s 7xn))v

9= fi a; °op.
i=1 v
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Exercice E.85 Soit X un champ de vecteurs C* sur une variété M.

(1) Montrer qu’il existe une application f de classe C* et partout strictement positive
telle que le champ de vecteurs fX soit complet.

(2) Comparer les orbites de X et celles de fX.

Exercice E.86 Dans tout cet exercice, on munit R? de sa base canonique (%, 8%7 %) et
de son produit scalaire usuel.
On considére le sous-ensemble M de R? défini par

M={(z,y,2) eR® : 16—22—y>)((x—22+1>—D((z+2)2+¢*>—1) =22 .

(1) Montrer que M est une sous-variété compacte de R? de classe C* et de dimension 2.

(2) Montrer que Uintersection de M avec chaque plan de coordonnées (d’équation x = 0,
y = 0, z = 0 respectivement) est une sous-varié¢té de R3 de classe C*° et de dimension 1,
dont on calculera le nombre de composantes connexes.

(3) Pour tout u dans M, on note X (u) (respectivement Z(z)) la projection orthogonale
sur le plan vectoriel tangent & M en u du vecteur % (respectivement %). Montrer que
X,Z : M — R3 sont des champs de vecteurs de classe C*> sur M, et trouver les points de
M ot ils s’annulent.

(4) On considére le groupe I' d’isométries de R engendré par le retournement autour de
I'axe des x (c’est-a-dire l'application (z,y,z) — (x,—y, —z)). Montrer que I préserve M
et que 'espace topologique quotient I'\ M est une variété topologique.

(5) Montrer qu’au voisinage des points (1,0,0) et (3,0,0) dans M, il existe une carte locale
(U, ) de M a valeurs dans un ouvert de R? telle que, en tout point (z,y) de cet ouvert,

0 0
J(Xip) = y— + r— .
(X)) yax+x8y

(6) Montrer que si ¢; est le flot local de X, alors
tllgolo ¢t(07 Y, Z) = (47 07 0)

pour tout (0,y, z) dans M avec y # 0.

(7) — Question subsidiaire — Montrer que M est homéomorphe a ’espace topologique obtenu
a partir de deux copies du tore T?/Z? privé du disque B(0, %), en les recollant par I'identité
le long des cercles bords de ces disques. Montrer que I'\ M est homéomorphe a la sphére

Sa.

Exercice E.87 Soit M une variété C* connexe de dimension n > 2.

(1) Soient x,y € M. Montrer qu’il existe un difféomorphisme f de classe C* de M qui
envoie x sur y. On pourra d’abord traiter le cas ou x et y sont proches en utilisant le flot
d’un champ de vecteurs bien choisi.
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(2) Montrer qu’on peut prendre f isotope a l'identité, ¢’est-a-dire telle qu’il existe une
isotopie de f aid, c’est-a~dire une application F': R x M — M de classe C* avec Fjyyy
un C*°-difféomorphisme de M pour 0 < ¢ <1, Flioyxp = id et Fiaiyn = f-

(3) Plus généralement, soient (z1,...,2x) et (y1,...,yx) deux k-uplets de points deux a
deux distincts de M. Montrer qu’il existe un C*°-difféomorphisme f de M tel que f(x;) = y;
pouri=1,... k.

(4) Soient 1, ..., x des points de M. Montrer qu’il existe U, un ouvert de carte C>-
difféomorphe & R"™, les contenant tous.

Exercice E.88 (Théoréme de fibration d’Ehresmann) Soient r € (N — {0}) U {00},
M et N deux variétés de classe C"*1, de dimensions m et n respectivement, et f : M — N
une submersion surjective de classe C"*1,

(1) Montrer (par exemple en utilisant des partitions de I'unité) que pour tout champ de
vecteurs Y de classe C” sur IV, il existe au moins un champ de vecteurs X de classe C" sur
M tel que

VeeM, Tf(X(z)=Y(f(z)).

Si (¢x+) est le flot local du champ de vecteurs X et (¢y) celui de Y, en déduire que pour
tout z¢ dans X, si (x,t) est suffisamment proche de (zg,0), alors

fo ¢X,t(i€) = gy 0 f(lﬂ) .

(2) Soient yo dans N et (eq,...,e,) une base de T, N. Montrer qu’il existe des champs de
vecteurs (Y7,...,Y),) de classe C" sur N, tels que Y;(yo) = e; pour ¢ = 1,...,n. Si ¢y, 4 est
le flot local de Y;, montrer que ’application

(th cee atn) = ¢Y1,t1 ©---0 ¢Yn7tn(y0)

est un C"-difféomorphisme d’un voisinage ouvert de 0 dans R™ sur un voisinage ouvert de
yo dans N.

(3) Soit 3o un point de N tel que F = f~!(yg) soit un sous-espace compact de M. Montrer
qu’il existe un voisinage ouvert U de yg dans N et un C"-difféomorphisme ¢ : U x F' —
f~HU) tel que f o (y,z) =y pour tout (y,z) dans U x F.

(4) Montrer que si f est propre, alors f est une fibration de classe C.

Exercice E.89 Soient M une variété de classe C*° compacte, f : M — R une application
de classe C™ et I un intervalle ouvert de R. Soient a et b deux éléments de I tels que a < b.

On suppose que [ est contenu dans I'image de f, et qu’il ne contient aucune valeur
critique de f.

(1) Montrer (par exemple en utilisant des partitions de 1'unité) qu’il existe un champ de
vecteurs X de classe C° sur M, nul en dehors de U = f~1(I), tel que, pour tout  dans

F~Hla, b)),
0

Tf(X(@) = 5 -
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(2) En déduire, en utilisant le flot local de X, qu'il existe un C*°-difféomorphisme 1) :
ft(a, b)) = f~(a)x]a,b[ tel que pryo1p = f ot pry est la seconde projection.

(3) En déduire que toute application de classe C* du tore T? dans R admet au moins
trois points critiques. (On rappelle le théoréme de Jordan, qui dit que tout plongement
continu du cercle dans le plan euclidien sépare ce plan en deux composantes connexes, et
se prolonge continuement en un plongement continu du disque dans ce plan).

(4) Construire une application de classe C* du tore T? dans R qui admet exactement trois
points critiques.

(5) Montrer que toute surface somme connexe de g > 1 tores T? admet une application de
classe C*> a valeurs dans R ayant exactement trois points critiques.

Exercice E.90 (Classification des variétés différentiables de dimension 1) Soit M
une variété de classe C* connexe de dimension 1, on va montrer que M est difféomorphe
a la droite R ou au cercle S;.

Dans les trois premiéres questions, on suppose qu’il existe un champ de vecteurs X de
classe C* sur M ne s’annulant pas. Soit (¢;) son flot local. Fixons xg dans M, et notons
f it ¢i(xg), définie sur un intervalle maximal I (ouvert).

(1) Montrer que f est une immersion surjective.

(2) Supposons que f soit injective. Montrer que f est alors un C*-difféomorphisme
entre I et M.

(3) Si f n’est pas injective, montrer que I = R et que f~!(xg) est de la forme 77Z
pour un certain 7 > 0. En déduire que f induit un difféomorphisme entre la variété
quotient R/rZ et M.

On revient au cas général. Le groupe G' = R% agit sur I'espace des vecteurs non nuls de
TM par multiplication.

a) Montrer que 'espace quotient M de TM par G admet une structure de variété de
classe C*° de dimension 1, et une application M — M qui soit un revétement de
clagsse C*° & deux feuillets.

b) Montrer qu’il existe un champ de vecteurs sur M ne s’annulant pas.

c¢) Conclure.

Exercice E.91 Soit a un élément de R™. On considére le champ de vecteurs X, défini par
Xu(y) = a—y sur R™.

(1) Calculer le flot de X,,.

(2) Sibe R™, calculer le crochet [X,, X3] en utilisant la formule explicite de la propo-
sition 4.9 qui fait intervenir les dérivées partielles des coordonnées des champs de
vecteurs (cette formule se réécrit sous forme compacte comme

(X, Y](z) = dYa(X(2)) — dXo (Y (2))
si on voit X et Y comme des applications d’un ouvert de R™ dans R").
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(3) Retrouver la valeur de [X,, X3] en utilisant la formule [ X, Y](x) = %‘tzo(gbt)*Y(x),
ou ¢y est le flot du champ de vecteurs X.

(4) Retrouver la valeur de [X,, X3] en utilisant cette fois-ci la formule g—;ltzogbtogbtogb,to

Y_(x) =2[X,Y](x), out (¢¢) et (¢p¢) sont les flots locaux des champs de vecteurs X
et Y respectivement (voir 'exercice E.93).

Exercice E.92 (1) Définir sur R? — {0} les champs de vecteurs X, et Xy formant en tout
point une base orthonormée positive, telle que X, soit radial sortant. Calculer leur flots
locaux. Calculer leur crochet de Lie.

(2) Si (z,y) et (r,0) sont respectivement les coordonnées cartésiennes et polaires d'un

point de R? — {0}, calculer 'expression de % et % en fonction de % et 6%, et calculer

leur crochet de Lie. Quel est le rapport entre X,., Xy et %, % ?
(3) Soient (z,vy, ) et (r,0, ) respectivement les coordonnées cartésiennes et sphériques
d’un point de R? — {0}. Calculer I'expression de %, % et @ en fonction de %, 8% et %

Calculer leurs flots locaux et le crochet de Lie des champs de vecteurs % 89 et £ - 8¢

Exercice E.93 Soient X et Y deux champs de vecteurs C° sur une variété lisse M, de
flot locaux (¢), (¢;) respectivement.
(1) Montrer, pour tout x dans M, que

d2

@u:o@ oo g_tothy(x) =2[X,Y]|() .

(2) Montrer que [X,Y] = 0 si et seulement si les flots locaux ¢ et 1)y commutent pour
s et t assez petit.

Exercice E.94 Sur la surface de la Terre, assimilée & une sphére parfaite de rayon 1,
on considére sur 'ouvert complémentaire des deux pdles les champs de vecteurs N et E
unitaires et pointant respectivement vers le nord et 'est.

(1) Calculer [N, E].

(2) Si f est I'application x — —z qui envoie un point sur son antipode, calculer f, N et

f*N

Exercice E.95 Soient X et Y deux champs de vecteurs C* sur une variété M de classe
C* de dimension 2. Au voisinage de chaque point ou ils sont linéairement indépendants,
montrer qu’il existe des fonctions C* strictement positives f et g telles que [fX, gY] = 0.

Exercice E.96 On rappelle que, si X et Y sont des champs de vecteurs C*° sur un
voisinage de z dans une variété C>, de flots locaux respectifs ®X et ®Y, alors

1
[X,Y](2) = lim - —®) 0 ® 0 @Y, 0 X ().
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(1) Soient Y1 (z),...,Y,(z) des champs de vecteurs C> complets sur une variété connexe
M de classe C* de dimension n, partout linéairement indépendants. Montrer que le
sous-groupe des difféeomorphismes de M engendré par le flot des champs de vecteurs
Y, agit transitivement sur M, c’est-a-dire pour tous x,y € M, il existe un entier

k, des champs de vecteurs Xy, ..., X} choisis parmi les Y; (un champ Y; peut étre
choisi plusieurs fois), et des temps 1, ..., tx tels que @ffl o---0 CI)f:’“ () =y.

(2) Soient Y; et Y5 des champs de vecteurs C*° complets sur une variété M de classe
C> connexe de dimension 3 tels que Yi(x), Ya(z),[Y1, Y2](z) engendrent T, M en
tout point.

a) Donner un exemple d’'une telle variété.

b) Montrer que le sous-groupe des difféomorphismes de M engendré par le flot des
champs de vecteurs Y] et Y, agit transitivement sur M.
On pourra pour cela fixer z € M, noter F(t1,t2,s) = <I)2/11 o <I)tY22 o pL 12! (x) et
7 :R3 — R la projection sur la troisiéme coordonnée, et montrer que 7o F~! o
D2 0 &)1 0 ®"2 0 ¥ (x) est une surjection sur un ensemble de la forme [0, €]
dans R.
c) En déduire que pour tous z,y dans M, il existe une courbe v : t — (t) de z a

y, de classe C* par morceaux, telle que pour tout ¢, le vecteur 4(t) appartienne
au plan réel engendré par Y1 (y(t)) et Ya(7(¢)).

Exercice E.97 (1) Soient M et N deux variétés connexes de classe C*® et f: M — N
une submersion C*°. Montrer qu’il existe un feuilletage C* sur M dont les feuilles
sont les composantes connexes des fibres f~1(x) pour x dans N.

(2) Dans la situation de la question précédente, les feuilles sont-elles nécessairement
toutes difféomorphes ?

(3) Montrer qu’il existe des feuilletages qui ne sont pas de cette forme.

Exercice E.98 Soient M une variété de classe C*°; A un champ de p-plans C* intégrable,
tangent a un feuilletage F, et X un champ de vecteurs C*° sur M. Montrer que X est
tangent & A si et seulement si toute courbe intégrale de X est contenue dans une feuille
de F.

Exercice E.99 Soit M une variété de classe C*°.

(1) Soit f un C*-difféeomorphisme de M. On définit un espace topologique M en quo-
tientant M x [0, 1] par la relation d’équivalence engendrée par (z,0) ~ (f(z),1)
pour tout = dans M. Montrer que M est naturellement munie d’une structure de
variété feuilletée C*°, dont les feuilles sont de dimension 1.

(2) Décrire M et son feuilletage lorsque f est la rotation d’angle a sur le cercle Si.

(3) Montrer que, pour des choix judicieux de M et f, la variété M est C®-difféomorphe
au ruban de Mobius.
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1. On suppose que f est isotope a lidentité, ¢’est-a-dire qu’il existe une application F’
de lintervalle | — €, 1 + €[ dans M de classe C* telle que Papplication f; : M — M
définie par fi(x) = F(t,x) soit un C*-difféomorphisme pour tout ¢, avec f; = Id
pour t < 0 et f; = f pour t > 1. Montrer que M est alors diffeomorphe a M x S.

(4) La donnée d’un difféeomorphisme f de M équivaut a la donnée d’une action de
Z sur M par diffecomorphismes (I'action de n étant donnée par f™). Etendre la
construction précédente au cas d’une action de Z% par difféeomorphismes.

Exercice E.100 Soit M une variété C*, munie d’une action libre du cercle qui est C*°
(c’est-a-dire telle que I’application de R x M — M définie par (¢,z) > €7 . x soit C*).

1) Montrer que si ¢; : M — M est lapplication définie par = ~ €™ . z, alors
( q pp p ,

Xz~ %| 1—o®t(z) est un champ de vecteurs complet C* qui ne s’annule pas sur
M.

(2) En déduire qu'il existe un feuilletage C>° de M dont les feuilles sont les orbites de
I’action du cercle.

Exercice E.101 Montrer qu’il existe un feuilletage C*> de R? dont les feuilles sont toutes
des cylindres.

Exercice E.102 (1) On rappelle que pour tout p € N, on note S, = {(z¢,x1,...,2p) €
RPFL - af + a7 4+ -+ 23 = 1}. Soit n € N—{0}. On note ¢ P'application de la sphere S,
dans la sphére S, 11 définie par (zg, z1,...,2,) — (zo,21,...,2Zn,0), et @ application de
I'espace projectif P,,(R) = S,,/{£1} dans 'espace projectif P,,+1(R) = S,,+1/{%£1} induite
par passage au quotient. On note M l'image de .

a) Montrer que M est une sous-variété C> de codimension 1 de P,1(R), qui est
compacte et connexe.

b) Montrer qu’il n’existe pas de champ de vecteurs X de classe C* sur P41 (R) tel
que pour tout x dans M, les sous-espaces vectoriels RX (z) et T, M de T, P,,11(R) soient
supplémentaires.

(2) Soit G le sous-groupe du groupe des isométries du plan euclidien R? engendré par
les applications a : (z,y) — (x + 1,y) et B : (z,y) = (—z,y + 1).

a) Montrer que P'action de G sur R? est libre et propre, et que chaque élément de G
agit par C*®°-difféomorphisme de R%. On note K, et on appelle bouteille de Klein, la variété
quotient G\R?, et 7 : R? — K la projection canonique.

b) Montrer que I'application (x,%) + y de R? dans R induit par passage au quotient
une fibration 1) de classe C* de K dans le cercle R/Z.

¢) On note N I'image de {0} x R dans K par 7. Montrer qu’il n’existe pas de champ
de vecteurs Y de classe C* sur K tel que pour tout x dans N, les sous-espaces vectoriels
RY (z) et T, N de T, K soient supplémentaires.

d) Est-ce que K est parallélisable ?

e) Si Ly est le feuilletage C*>° de R? dont les feuilles sont les droites affines de pentes 6,
montrer qu’il existe un feuilletage Fp de classe C* de K tel que f*Fy = Ly.
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(3) Soient P une variété C*° de dimension n + 1 et @) une variété C> de dimension 1.
Soit f : P — @ une fibration C*°. Montrer que pour tout ¢ dans @, il existe un champ
de vecteurs Z de classe C™ sur P, tel que, pour tout = dans F' = f~1(g), les sous-espaces
vectoriels RZ(x) et T, F de T, P soient supplémentaires.

(4) Soit n > 2, et M une sous-variété C* compacte connexe de codimension 1 de R™.

a) Pour tous x,y dans M et tous voisinages ouvert U et V de x et y respectivement,
montrer qu’il existe un chemin v : [0,1] — R™ de classe C*°, ne rencontrant pas M, et tel
que v(0) € U et v(1) € V. En déduire que R” — M posséde au plus deux composantes
connexes.

b) Montrer que R™ — M posséde exactement deux composantes connexes, et que M est
la frontiére de chacune d’entre elles.

¢) Montrer qu'il existe un champ de vecteurs X de classe C* sur R" tel que pour tout z
dans M, les sous-espaces vectoriels RX (z) et T, M de T, R™ = R" soient supplémentaires.

Exercice E.103 On note A I’adhérence d’une partie A d’un espace topologique. Soient p
et ¢ deux éléments de N — {0}.

(1) Soient a € [0, +oc[ et b € R. On considére le sous-espace My p, 4 de (R —{0}) x R
formé des triplets (u, v, w) tels que

p A u+iv \?
u? +v2 -2 +iw> —aqae® () ,
(( ) Vu? + v?

ol 7 est le nombre complexe usuel.
a) Montrer que My, 4 est une sous-variété C> de dimension 1 de R3.
b) Calculer le nombre d’intersection de Mg p p 4 €t My p g

(2) Sur R?® muni de ses coordonnées canoniques (z,y,2), on considére les champs de

vecteurs P P
Alz,y,z) = p —}-xa ,
0 0
B(m,y,z) - 87y+y£ )
0 0
C(:’Uaya Z) - _y% +xaiy )

et on note A(x,y, z) le sous-espace vectoriel engendré par A(z,y, z), B(x,y, z) et C(x,y, z).

a) Montrer que (z,y,z) — A(x,y, z) est un champ de 2-plans de classe C* intégrable
sur R3. On notera F le feuilletage C*° auquel est tangent A.

b) Calculer les flots des champs de vecteurs A et C'. Montrer que A et C' sont complets.

¢) Soit N une variété C*° munie d’un feuilletage £ de classe C*°. Soit D un champ de
vecteurs complets sur M. Montrer que D est tangent a L (c’est-a-dire Vo € M, D(z) €
T,L., out L, est la feuille de £ passant par z) si et seulement si son flot (¢F);er préserve
chaque feuille de £ (c’est-a-dire Vt € R, VYo € M, ¢P(L,) = L;). En déduire que les flots
de A, B et C préservent chaque feuille de F.

d) En déduire, pour tout (xq,o, 2z0) dans R?, une équation cartésienne de la feuille de
F passant par (zg, Yo, 20). Montrer que chaque feuille de F est une sous-variété C> de
dimension 2 de R3.
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(3) On note U I'ouvert de R? formé des triplets (u, v, w) tels que (Vu? +v2—2)2 +w? <
1,et T =U — U la frontiére de U dans R3.

a) Montrer que 7' est une sous-variété C> de dimension 2 de R3.

b) Montrer qu'’il existe une fibration " — S; de classe C* telle que M 4 soit une
fibre de cette fibration pour tout b dans R.

(4) Soit ¢ : R? — R3 Papplication

) x T . Yy
o @y 2) <<1—i—502+y2 T2eosz (T T2 1+a;2+y2) '
a) Montrer que ¢ est un revétement C* de R? dans U.
b) Montrer qu’il existe un feuilletage R de classe C*° dans U tel que ¢*R = F, et des
champs de vecteurs C’" et D’ sur U tels que p*C" = C et ¢*D’ = % Montrer que D’ n’est
pas tangent a R.

(5) a) Montrer que pour toute feuille £ de R, ona { — £ =T.

b) Montrer qu’il existe un feuilletage S, , de classe C* de U tel que M}, 4 soit une
feuille de S, , pour tout a dans [0, 1] et tout b dans R.

c¢) Existe-t-il une fibration de classe C* de U sur une variété N de classe C* telle que
Mg p.p.q s0it une fibre de cette fibration pour tout a dans [0, 1] et tout b dans R?

(6) On identifie R* avec le complémentaire du péle nord, noté oo, dans la sphére Sz par
projection stéréographique. Montrer qu’il existe un C*°-difféomorphisme involutif ¢ de la
sphére S3 = R3 U {oo} échangeant les deux composantes connexes de Sg — 7.

(7) Montrer qu’il existe un feuilletage R’ de classe C*° de S3, invariant par ¢, dont T est

une feuille, et dont les feuilles dans U sont celles de R. Montrer qu’il existe un feuilletage
S’ de classe C*™ de S3, dont les feuilles dans U sont celles de S, 4.

(Pour la culture, le feuilletage R est appelé un feuilletage de Reeb de U, et S un fibré
de Seifert de U.)

Exercice E.104 Les questions (1) a (5) sont indépendantes et peuvent étre résolues dans

n’importe quel ordre. On rappelle que pour tout n € N — {0}, on note ||(z1,...,z,)|| =
V23 + -+ 22 la norme euclidienne usuelle sur R*, S,_; = {z € R* : |jz|]| = 1},

SO(n) = {x € SL,(R) : 'z = 27!} et tr X la trace d’'une matrice carrée X. Pour tout g
dans SO(3), on note encore g : So — So la restriction a Sy de ’endomorphisme linéaire de
R3 de matrice g. Si M est une sous-variété C* de R”, on considére les champs de vecteurs
X de classe C*™° sur M comme les applications X : M — R™ de classe C* telles que, pour
tout x dans M, le vecteur X (x) appartienne au sous-espace tangent T, M de M en z.

(1) Soit M1 = {(a,b,c,d) € S3 : bd = ac}. Montrer que M; est une sous-variété C>
de S3 de dimension 2.

(2) a) On considére l'application f de Sg dans SO(3) qui & x € Sy associe la rotation
d’angle 7 et d’axe Rx. Montrer que f est une immersion C*, et que I'image de f est une
sous-variété C* de SO(3), qui est C*-difféomorphe a P(R).

b) Pour tout ¢ € R, soit N, = {x € SO(3) : tr z = ¢}. Montrer que N, est une
sous-variété C* de SO(3) pour tout ¢ € R.
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(3) a) Soient p,n € N avec 1 < p < n, et M une sous-variété C* de dimension p de
R™. On note

T'M = {(z,v) eR" xR" : z€ M, ve T, M, |jv|| =1}

et m: TYM — M Dapplication (z,v) — x. Montrer que T'M est une sous-variété C> de
R™ x R™ de dimension 2p — 1, et que 7 est une fibration de fibre S,_1. Montrer que 7' s,
est C*°-difféomorphe & la variété somme disjointe S; [1S;.

b) Pour tout g € SO(3), montrer que I'application tangente T'g de g : So — Sg envoie
T'Sy dans T'Sy, et qu'il existe un C*°-difféomorphisme ® : TSy — SO(3) tel que PoTyg =
gP.

(4) On identifie R* avec C? par I'application (a,b,¢,d) — (w = a + ib, z = ¢ +id). On
note C7 et Cs les cercles intersections de Sz avec les plans d’équations w = 0 et z = 0.
Pour tout (w, z) € S3 C C2, on note X (w, 2) = (iw,iz) et Y (w, z) = (iw, —iz).

a) Montrer que les applications X,Y : S3 — C? ainsi définies sont des champs de
vecteurs C> complets sur Sg. Calculer leur crochet [X,Y].

b) Pour tout (w, z) dans S3, notons A,, . le sous-espace vectoriel de T (w,2)53 engendré
par X(w,z) et Y(w,z). Montrer que A : (w,z) — A, . est un champ de plans C>
intégrable sur S3 — (C1 UCy). Si F est le feuilletage de Sg— (C1 UCy) tangent a A, montrer
que chaque courbe intégrale de X ou de Y est contenue dans une feuille de F.

c) Soient (¢x+)ier, (Pvit)icr les flots des champs de vecteurs X et YV, (w,z) € S3 et
fuw.z : R? — Sz Iapplication (s,t) — ¢x sody+(w, ). Montrer que si (w, 2) € S3—(C1UCy),
alors I'image M, , de f,, . est une sous-variété C> de S3 qui est C*°-difféomorphe au tore
T?, et égale a la feuille Flw,z) de F passant par (z, 2).

(5) Soit M une sous-variété C> de R™.

a) Si X est un champ de vecteurs C* sur M, montrer que 'application z — (x, X (x))
de M dans la sous-variété TM de R™ x R™ est un plongement C*°, dont on notera Nx
I'image. En particulier, si X = 0 désigne le champ de vecteurs nuls, alors Ny est 'image
de la section nulle de T'M.

b) Montrer que T, X : T, M — R" est a valeurs dans T;;M, et que T(, ,\TM =T, M x
T,M C R™ x R™ pour tout (z,v) dans TM.

c) Si A et B sont deux sous-variétés C* de M, nous dirons dans ce probléme que A
et B sont transverses si pour tout x dans A N B, les sous-espaces vectoriels T, A et T,.B
de T, M sont supplémentaires. Montrer que si A et B sont deux sous-variétés compactes
transverses de M, alors A N B est un ensemble fini.

d) Si X est un champ de vecteurs C* sur M, montrer que Ny et Ny sont transverses
dans T'M si et seulement si T, X : T, M — T, M est surjective pour tout zéro = de X.

e) Montrer que I'application X : (a,b,c) — (0, —c,b) de Sy dans R? est un champ de
vecteurs C® sur R3, tel que Nx et Ny soient transverses dans T'Sy et se rencontrent en
deux points.

f) Question subsidiaire : Existe-t-il un champ de vecteurs X sur Sy tel que Nx et Ny
soient transverses et ne se rencontrent qu’en 0 ou 1 point ?

(6) Soit G le groupe produit {£1} x {41}, qui agit sur C? par (e,7) - (w, 2) = (ew,nz)
pour tous (¢,n) € G et (w, z) € C2.
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a) Montrer qu’il existe une unique structure de variété C> sur l'espace topologique
quotient @ = G\ (S3 — (C1 U (Cy)) telle que la projection canonique 7 : Sz — (C1 UCs) — @
soit un C*°-difféomorphisme local.

b) Montrer que I'image par cette projection canonique de la sous-variété M,, . définie
en (4) c) est une sous-variété C* de @ qui est C*-difféomorphe au tore Ts.

(7) On identifie R? avec C x R par I'application (a,b,c) + (a + ib,c), et on note
C3 =S; x {0} le cercle intersection de Sy avec le plan d’équation ¢ = 0.

a) Montrer que 'application ¥ de Sz dans Sy définie par (w, z) + (2wz, |w|? — |2|?) est
une fibration C*° de fibre le cercle S;. Elle s’appelle la fibration de Hopf de S3 sur So.

b) Montrer que l'application R : S3 — S3 définie par R : (w,z) — (wj;, w\;;) est
un C*-difféomorphisme. Montrer, avec M la sous-variété de la question (1) et Flw,z) la

feuille du feuilletage F défini dans la question (4), que
R(My) = F, vH(Cs)

11y =
V2'V2

et plus généralement que les feuilles de F dans S3 — (C7 U C2) sont les images réciproques
des cercles horizontaux de Sy par W.

¢) Montrer qu’il existe un revétement U de classe C*, & deux feuillets, de Sg dans T''S5.
En déduire que SO(3) est C*°-difféomorphe a P3(R).

d) Montrer que pour tout ¢ dans | — 1,3 [, Papplication de N, (défini dans la question
(2)) dans Sg qui & un élément = de N, associe le vecteur unitaire u(z) de valeur propre 1
pour z, dont la rotation dans le plan orthogonal orienté (grace a 'orientation de R3) de
est positive, est un C*-difféomorphisme. Montrer que lapplication de SO(3) — N_; dans

R? définie par x — ‘z’;gi u(z) est un C*>°-difféomorphisme.

4.11 Indications pour la résolution des exercices

Schéme E.78 Sif: M x R™ — TM est une trivialisation C* du fibré vectoriel TM et si
(e1,...,en) est une base de R™, alors les applications X; : x — 6(x, e;) sont des champs de
vecteurs C¥ sur M, qui forment une base du C¥(M, R)-module I'y(T'M). Réciproquement,
si (X1,...,X,) est une base du C¥(M,R)-module I'y(T'M), alors pour tout x dans M,
le n-uplet (Xi(x),...,X,(x)) engendre T, M (come k < oo, tout vecteur de T, M peut se
prolonger en un champ de vecteurs C* en travaillant dans une carte locale avec des fonctions
cloches), donc est une base de T,, M. Par conséquent, I'application 6 : M xR"™ — T'M définie
par

0(z, (A1, An) > > AiXi(x)
=1

est une trivialisation C* de T M.

Schéme E.80 Si ¢ : S, — {P} — R" est la projection stéréographique de pole Nord, si
R"™ est muni de sa norme euclidienne usuelle, alors

o <€—|z||28>
8a;1 ’
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Schéme E.81 (1) Ceci a été vu au paragraphe 4.1. En coordonnées réelles, un exemple
de tel champ de vecteurs est donné par

X(xhyl» e >xp+17yp+1) = (—y2,961, ce —yp+1>$p+1)-

(2) Sur un voisinage de K, la norme (d’application linéaire) de la différentielle dv, de v
est bornée par une constante C. Alors dFi(x) = id + tdv, est inversible dés que |t| < 1/C,
comme le montre la formule (id — A)~! =Y A" i [|4]| < 1.

Sur ce voisinage, v est également C’-lipschitzienne pour une certaine constante C’. Si
|t| < 1/C’', montrons que F; est injective. En effet, si x,, + tv(x,) = yp, + tv(yy,), alors

|z — yn’ = |t|\v(mn) —v(yn)| < C,’tHxn - yn’

donc z, = Yn.

Quitte & prendre un voisinage U un peu plus petit, on peut donc supposer que U est
compact et que Fy est une immersion injective sur U. En particulier, c’est une bijection
continue du compact U sur son image, donc un homéomorphisme. Par conséquent, F; est
encore un homéomorphisme sur U, c¢’est donc un difféomorphisme.

La formule du changement de variables pour la mesure de Lebesgue p donne alors

u(E(E) = [

d;v:/ JFy(y) dy,
Fy(K) K

car JF}(y) est positif pour ¢ assez petit, étant égal & 1 en ¢ = 0 et continu. Mais dF;(y) =
id + tdvy, et son déterminant est donc un polynéme en ¢. En intégrant, on obtient que
w(Fi(K)) est bien un polynéme en ¢.

(3) Pour étre dans le cadre de la question précédente, on prolonge v sur un voisinage
de S,, par homogénéité, en posant v(Az) = Av(z). Pour ¢ assez petit, F} est donc un
difféomorphisme sur un petit voisinage de S, et en particulier une immersion.

On a

1Fu@) | = [[2][2 + 2][o(@) > = (1 + )| .

Ainsi, F} se restreint en une application de S, dans v1+t2 S,. C’est une immersion
(comme restriction d’une immersion & valeurs dans un espace plus grand) injective, donc
un plongement, car S, est compacte. Son image est ouverte par le théoréme d’inversion
locale, et fermée par compacité, c’est donc V1 + t% S,, par connexité.

(3) Par homogénéité, Fy est un difféomorphisme entre les sphéres a S, et V1 +t2a'S,,.
Soit K = {x € R™ : 1/2 <||z|| < 2}. Alors I'image de K par F; est 1+ t? K, de volume
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(1+ t2)nT+l,u(K). D’aprés la deuxiéme question, c¢’est un polynéme en ¢, donc "TH e N,
i.e., n est impair.

Finalement, s’il existe un champ de vecteurs C° partout non nul sur S,,, on peut le
normaliser de maniére & ce qu’il soit partout de norme 1 (et encore C*), et 'argument
précédent montre donc que n est impair.

Schéme E.84 (1) Comme ¢, X est un champ de vecteurs sur un ouvert de R”, on a vu
au paragraphe 4.2.2 que pour tout = dans ¢(U),

e X () = ZTij(‘P*X(@"))Xej :
j=1

Par la formule pour I'image directe d’un champ de vecteurs, et le théoréme de dérivation
des fonctions composées,

X (1) = Tuxj Tym1() (X (7 (@))) Xey = Y Tpm1(ay 05 (X (07 (2))) X, -
i=1 i=1

Comme a%j = ¢* X, le résultat s’obtient alors en appliquant ¢*, par le fait que ¢* (92) =
(g09)(¢"2).

(2) Avec les notations de 1’énoncé, pour tout u dans U NV, on a par la question (1)
appliquée a (V, ),

gj(u) = Ty (X (u)) = Tu; (Z fi(u) o* X, (u)) = Z filu) Tuthj o (Tup) (&)
i=1 i=1

=37 50 Ty @097 )ed = 32 filw) P (p(w)
i=1 !

i=1

Schéme E.85 (1) Soit K, une suite croissante de compacts telle que K, soit inclus dans

I'intérieur de K, 11 et |JK,, = M. Comme L, = K,,— ]O(n_l est compact, le flot de X est
défini sur un temps ¢, sur L,,. Quitte a réduire ¢,, on peut méme imposer que les orbites
partant de L, restent dans K, ;1 pendant un temps au moins €.

Si f < e, sur Ly, on en déduit que les orbites de fX partant d’un point de L,, sont
définies pour un temps au moins 1, et restent dans K, 1 pendant ce temps. Il suffit donc
de choisir une fonction f telle que f < ¢, sur chaque L, pour conclure, ce qui est aisé a
construire en utilisant une partition de 1'unité.

(2) Les orbites sont les mémes, avec simplement un reparamétrage de la vitesse de
parcours.

Schéme E.86 (1) Considérons I'application f : R3 — R définie par
flayy,2) = (16 —2? —)((e = 2)* +o° = D)((z +2)* +9° — 1) = 2%

Elle est de classe C*°, car polynomiale. En particulier, M = f~!(0) est un fermé. Il est
contenu dans un borné, car si (z,y,z) € M, alors 22 + y?> < 16, par positivité de 22 et
le fait que les disques d’équations (z — 2)2 + y? < 1 et (z + 2)? + y? < 1 soient contenus
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dans le disque d’équation x? + y? < 16, et |z| est borné en fonction de x,y. Donc M est
compact.
Comme
of
5, =
ne s’annule pas si z # 0, I'application f est une submersion en tout point de R x R x (R —
{0}). Posons

—2z

A=16—2>—y* B=(x—-2%+3*—-1, C=@+2)?+y*—1.

Un petit calcul montre que

9 _ 9y(—BC + AC + AB) .
dy
ainsi que
gf = —2xBC +2(x —2)AC 4+ 2(x +2)AB .
x

Soit (z,y,z) € M. Si z = 0, alors A = 0 ou B = 0 ou C = 0. Ces trois égalités sont
exclusives, car les cercles de R? qu’elles définissent sont deux a deux disjoints. En par-
ticulier, % ne s’annule pas en (z,y,0) € M si y # 0. De plus, si y = z = 0, alors
x = 44,43, +1, et (en utilisant I'invariance par x — —z de f pour éviter les calculs
inutiles), on a % = 4840, 126, £240 respectivement qui est non nul. Donc f est une
submersion en (et donc au voisinage de) tout point de M = f~1(0). Le point 0 de R est
une valeur atteinte, car f(4,0,0) = 0. Par le théoréme des submersions, M est donc une
sous-variété de R? de classe C™ et de dimension 3 — 1 = 2.

(2) L'intersection de M avec le plan

d’équation z = 0 est la réunion des

trois cercles de ce plan d’équations

22+ 9?2 =16, (v —2)2 +¢% =1, 0
(z +2)2 + y?> = 1 que nous avons
déja dit étre deux a deux disjoints,
donc c¢’est une sous-variété de R? de
clagsse C*> et de dimension 1 ayant
trois composantes connexes.

Un petit calcul montre que l'intersection de M avec le plan d’équation y = 0 est le lieu
d’équation, dans ce plan,

22 = (16 — 2%)(2® — 9) (2> — 1) .

Par un raisonnement analogue & celui de (1), c¢’est une sous-variété de R? de classe C* et
de dimension 1. Par symétrie par z — —z, elle est la réunion du graphe de la fonction

20 2(2) = [(16 - %) (2® = 9) (2 ~ D]'? = [ (z +4) (2 +3)(w + 1) (2 = 1) (2 = 3) (x —4)]/?

et de son image par z — —z. Cette fonction n’est définie que si z € [—4, —=3] U [-1, +1] U
[3,4], et posséde des tangentes verticales en les seuls points o elle s’annule, qui sont en
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r=—4,-3,—1,1,3,4. Comme le graphe d’une application continue de domaine connexe
est connexe, la courbe intersection de M avec le plan d’équation y = 0 a donc trois
composantes connexes.

Z 12 Pour usage futur, notons que sur
| —4,-3[U]—=1,41[U]3,4], on
az(x)>0et

J(z) = Z(=3a* + 5222 — 169) ,
z

T donc Z/(x) = 0 si et seulement si

—4 -3 1 3 4 26413

r =0ouax = + 5, cest-

a~dire z = +/13 vu le domaine.

Donc les seuls extréma de z(x) sont

en z =0 et z = +£/13, de valeurs
19 toutes égales a 12.

De méme, l'intersection de M avec le plan d’équation x = 0, dont I’équation dans ce
plan est
Z=(16—-y")(y*+3)%,
est une sous-variété de R3 de classe C* et de dimension 1. Par symétrie par z +— —z, elle
est la réunion du graphe de la fonction

2 2(y) = [16 — v (y* + 3)

et de son image par z — —z, dont le domaine de définition est [—4,+4], connexe, et qui
s’annule en y = —4, 4, donc l'intersection de M avec le plan d’équation z = 0 est connexe.

38v/19
3v3

Pour usage futur, notons que sur
| —4,4], on a z(y) >0 et

) = 20" +3)(29 - 357).

Donc les seuls maxima de z(y) sont

eny = 0ety = +£29/3, de —4
valeurs respectivement égales a 12

et 3;\/[? > 12. Dans le dessin ci-

contre, les coordonnées ne sont pas
linéaires.

(3) L’application N de M dans R? définie par
of of of
— Nu) =|=—,=—,=—
" () <8x’ Ay’ 0z
est de classe C*°, ne s’annule pas, et N(u) est orthogonal au plan tangent & M en u. Donc
le champ de vecteurs X est I’application

0 _ (gINw)

~9r  (N(w)|N(u)
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qui est de classe C*°. Le champ de vecteurs X s’annule en u si et seulement si X (u) et
N (u) sont colinéaires, c’est-a-dire si et seulement si % =0et % = 0, donc si et seulement
siz=0,y=0et z=—-4,-3,—1,1,3,4 par (2), soit 6 zéros pour X.

[Une autre maniére de montrer la régularité C> est la suivante. L’application d’un
voisinage ouvert suffisamment petit U de M dans la variété Ro(R?,R?) des applications
linéaires de rang 2 de R? dans R? (voir I'exercice E.49) qui & un point u de U associe
dpy-1(y) 00 ¢ : V. — U est un paramétrage local de M, est de classe C*°. L’application
de la variété Ro(R%,R?) dans la variété grassmannienne Go(R3) des plans vectoriels de
R3, qui & une application linéaire ¢ associe Im /, est de classe C* (voir I'exercice E.49).
L’application de Go(IR?) dans 'espace vectoriel de dimension finie End(IR?) des applications
linéaires de R3 dans lui-méme, qui & un plan vectoriel P associe le projecteur orthogonal
sur P, est de classe C* (voir I'exercice E.48). L’application d’évaluation de End(R3) x R3
dans R3, définie par (f,u) — f(u), est bilinéaire, donc de classe C*°. Comme restriction
a la sous-variété M d’une composition d’applications de classe C*°, le champ de vecteurs
X : M — R3 est bien C*|

De méme, le champ de vecteurs Z sur M, projection orthogonale de % sur les plans
tangents a M, est C* et s’annule en (x,y,2) € M si et seulement si % =0 et % = 0.
Supposons x et y non nuls (les seuls points ou le plan tangent M est horizontal sinon sont
(£1/13,0,+12), (0,0, +12), (0, % 29/3,1382@) par (2), soit 10 zéros pour Z). Compte

tenu des formules de (1), I’équation g—i - %% = 0 s’écrit —162(16 — 22 — y?) = 0. On ne
peut avoir 16 — 22 — 3% = 0, car % est non nul en un tel point par (1). Donc x = 0, ce qui

a été exclu. Donc Z ne posséde pas d’autres zéros que ceux déja obtenus.

M ~ T2T?

® yérosde X

O  zéros de Z T

(4) Puisque f est constante sur les orbites de I', la sous-variété M est bien invariante par
I'. De plus, le groupe fini I" agit librement sur R? privé de I’axe des z, donc agit librement
sur M privé des six points ot z =0,y =0 et x = —4, -3, —1,1,3,4. Par le théoréme des
revétements, I’espace topologique quotient I'\ M est une variété topologique sauf peut-étre
au voisinage des images de ces six points. En exprimant localement au voisinage de ces
points M comme graphe d’une fonction définie sur un disque ouvert de son plan tangent
et invariante aussi par 'application w — —w, on voit que ’espace topologique quotient est
localement homéomorphe, en les points potentiellement douteux, au quotient d’un disque
ouvert par w — —w, qui est encore homéomorphe au disque.
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F\M ~ Sg

(6) Par symeétrie, on peut supposer que y > 0,z > 0. Dans la région z > 0,y > 0,z > 0, la
surface M est le graphe ¥ d’une fonction continue au dessus du domaine €2 du plan z = 0,
défini par z > 0,y > 0,16 — 22 — 32 > 0, (z — 2)®> + y> — 1 > 0. Comme ( est compact, %
lest.

Sur l'arc 0% du bord de ¥ au-dessus de 'arc {0} x [0,4] x {0}, le champ de vecteur
X est transverse a cet arc, rentrant dans . En outre de 01X et des zéros du champ de
vecteurs X (les points (1,0,0),(3,0,0) et (4,0,0)), le bord de ¥ est composé de quatres
courbes ouvertes qui sont des courbes intégrales du champ de vecteurs X, car elles sont
tangentes & X, qui ne s’annule pas sur elles.

Par compacité de M, le champ de vecteurs X est complet, donc son flot est défini
pour tous les temps. Soit (0,yo,20) € M avec yp > 0 et z9 > 0, et ¢ : t — ¢+(0,yo, 20)
la courbe intégrale de X d’origine (0, yo, 29). Par les propriétés du bord de ¥, la courbe
intégrale ¢ doit rester dans 3. Par compacité de X, elle doit s’accumuler en un point de 3,
et I’ensemble d’accumulation est connexe. Par le théoréme du redressement d’un champ de
vecteurs en un point non singulier, il ne peut s’agir ni d’un point intérieur de ¥, ni d’'un
point du bord de ¥ autre que (1,0,0),(3,0,0) ou (4,0,0). Au voisinage du point (1,0, 0),
la projection orthogonale sur 'espace tangent & M du champ 6% a une composante non
nulle sur 8%, sauf sur l'arc au dessus de [0, 1] x {0} x {0}, ce qui force la courbe intégrale
¢ a s’¢loigner vers les y > 0. Donc il ne peut y avoir convergence vers (1,0,0). On exclut
de méme une convergence vers le point (3,0,0). D’ou le résultat.

(7) Montrons que M est homéomorphe (en fait on peut montrer C*°-difféomorphe) a la
somme connexe de deux tores (I'unique, & homéomorphisme (en fait & C*°-difféomorphisme)
prés, surface compacte connexe orientable de genre 2), et que I'\ M est homéomorphe a la
sphére S,.
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Comme ¥ est un graphe au-dessus de €2, 'espace ¥ est homéomorphe a Q (par la
projection verticale). L’espace topologique M est obtenu en recollant les huit images de ¥
par (z,y, z) — (£x, ty, £2). La réunion 39 de X et de son image par (z,y, z) — (z, —y, 2)
est homéomorphe au domaine annulaire A = {(z,y) € R? : z > 0,22+ y? < 16, (z —
2)2 + 42 > 1} (toujours par projection verticale). La réunion ¥4 de Yo et de son image
par (z,y,z) — (x,y,—2) est donc homéomorphe au recollement de deux copies de A par
Iidentité sur le bord (z —2)%2 432 = 1 et sur l'arc de bord {(z,y) € R? : > 0,224+ 4 =
16}, qui est homéomorphe au tore privé d'un disque. Donc M, réunion de 34 et de son
image par (z,y,z) — (—z,y, 2), est homéomorphe a la somme connexe de deux tores.

L’espace topologique I'\M est l'espace topologique quotient de la réunion des quatre
images de ¥ par (z,y, z) — (£z,y, £2), par la relation d’équivalence identifiant (z,0, z)
(2,0, —z). Celle-ci écrase en un segment chaque composante connexe de l'intersection de
M avec le plan y = 0. Il n’est pas difficile de voir que le résultat en découle (voir la figure
suivant le point (4)).

Schéme E.87 La régularité sous-entendue est C*.

(1) Soient = € M, et ¢ : U — B(0,1) un diffeomorphisme local entre un voisinage
ouvert U de x et la boule ouverte unité de R™. Soit y € U. On définit un champ de
vecteurs (constant, donc complet) X sur B(0,1) par X (a) = ¢(y) — ¢(x). Son flot envoie
o(x) sur ¢(y) en temps fini. Quitte & multiplier X par une fonction C° nulle au voisinage
du bord de B(0, 1), on peut supposer que X est nul au voisinage du bord de B(0,1), et on
peut donc le tirer en arriére par ¢ pour obtenir un champ de vecteurs sur M, nul hors de
U, et dont le flot est défini pour tout temps et envoie x sur y au bout d’un certain temps 7.
Le temps 7 de ce flot donne un difféomorphisme de M envoyant x sur y. Quitte & prendre
U relativement compact, on peut supposer que ce difféomorphisme est 'identité en dehors
d’un compact de M.

Maintenant, si y est un point quelconque de M, comme M est connexe, donc connexe
par arcs, soit 7y : [0, 1] — M un chemin (continu) de z & y. On recouvre l'image (compacte)
de v par un nombre fini de domaines de cartes locales U; de M a valeurs dans B(0,1). Si
(ti)o<i<n est une subdivision suffisamment fine de [0,1], avec tg = 0 et ¢, = 1, alors les
points x; = y(t;) et x;11 sont dans un méme Uj,. Si ¢; : M — M est un diffeomorphisme
envoyant x; sur x;41 (voir l'alinéa précédent), alors ¢,—1 0 --- 0 ¢ est un difféeomorphisme
de M dans M envoyant x sur ¥, qui est 'identité en dehors d’un compact de M.

(2) Comme les diffécomorphismes ¢; précédents sont des applications en un temps donné
d’un flot, le résultat découle du fait que si (¢4)er est le flot d'un champs de vecteurs
complet, alors pour tout ¢ dans R, application h : R x M — M définie par (s, x) — @q(x)
est une isotopie entre ¢g et ;.

(3) Montrons tout d’abord que 'ensemble des k-uplets de points distincts de M est
connexe par arcs. On raisonne par récurrence sur k, le résultat étant trivial pour k = 1.

Soient x1,...,xp et y1,...,yr des points de M. Si 1 = y1, le résultat découle de
la récurrence en considérant M — {z1}. Soient ¢ : U — R™ une carte et a,b € U avec
a # b,y;. L'image par ¢! du segment reliant ¢(a) & ¢(b) dans R™ est un chemin v reliant
a a b dans M. De plus, R" — [¢(a), ¢(b)] est connexe puisque n > 2, donc M — ~ est
connexe. En utilisant un difféomorphisme envoyant z1 sur a et y; sur b (son existence est
garantie par la premiére question, en prenant un difféomorphisme envoyant x; sur a, et un
difféeomorphisme de M — {a} envoyant y; sur b et valant I'identité en dehors d’un compact
de M —{a}), on obtient un chemin 4/ dans M reliant z1 & y; tel que M — ' soit connexe,
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et en perturbant un peu le segment reliant ¢(a) a ¢(b), on peut supposer que ce chemin
évite To,..., Tk, Y2,...,yr. On utilise alors 'hypothése de récurrence dans M — ~/ pour
relier xa, ..., 2 & Yo,..., Yg-

Maintenant, on prend des chemins ; deux a deux disjoints joignant x; & y; respective-
ment, on fixe un petit voisinage U; de I'image de ~;, et on prend, par la question (1), un
difféeomorphisme f; valant I'identité en dehors de U; et envoyant x; sur y;. Alors fio---o fg
convient.

(4) 11 suffit de prendre une carte ¢ : U — R™ et (yi,...,yx) des points distincts de
U. 1l existe alors un difféomorphisme f envoyant x; sur v;. Le difféomorphisme ¢ o f=1 :
f~Y(U) — R™ convient alors.

Schéme E.88 Pour simplifier, nous supposerons que r = 0o, en laissant au lecteur le soin
d’adapter le cas général.

(1) Remarquons que m > n. Si M = R"™ N = R" et 7 est la submersion standard
(x1,...,xm) = (z1,...,2y,), pour tout champ de vecteurs (y1,...,Yn) = Z(Y1,..-,Yn) =
Yo Zi(yt, - ,yn)a%i sur N, avec Z; € C*°(N,R), le champ de vecteurs (x1,...,Zy) —

Z(x1,. ) = Doy Zix, ... ,xn)a%Z sur M est C et vérifie que dm,(Z(z)) = Z(n(z)),
car 7 est linéaire.

Montrons maintenant que pour tout z dans M, il existe un voisinage ouvert U, de x
et un champ de vecteurs X, de classe C* sur U, tel que T}, f(X,(y)) = Y (f(y)) pour tout
y dans U,.

En effet, par le théoréme de forme normale des submersions, pour tout x dans M, il
existe une carte locale (U, ) en = avec p(U;) = R™ et une carte locale (V) en f(x)
avec YP(V) = R” telle que f(U;) C V et o fop ! = m Alors le champ de vecteurs

Xz = @"( «(Y)y) ) convient. En effet, pour tout y dans U, comme T’,)1 est bijective,
il suffit de montrer que Ty, Y(T, f(Xe(y))) = Ty (Y (f(y))). Or le premier membre,

par la définition de I'image réciproque par ¢ du champ de vecteurs 1.(Y}y) et le théoréme

—_~—

de dérivation des fonctions composées, vaut Ty, (1) o f o o H( Y«(Yjv) (#(y))), donc par
définition de Z — Z, ceci vaut V(Y ) (m(0(y))) = ¥« (Y|v) (¥ o f(y)), et par définition de
I'image directe d’'un champ de vecteurs, le résultat en découle.

Enfin, soit (¢z)zen une partition de 'unité C*> subordonnée au recouvrement ouvert
(Uz)zem- Posons X = 3" 1 ¢-X;, qui est un champ de vecteurs C*°, car cette somme
est finie au voisinage de tout point. Par linéarité des applications tangentes, par le fait que
le support de ¢, soit contenu dans U,, et par le fait que la somme de la famille (¢;)zens
vaille 1, on a donc, pour tout y dans M,

T,f(X() = D ea(y) Tyf (Xa(y) = Y @aly) Y(f(y) =Y (f())

zeM reM

le premier point qu’il fallait démontrer.

Considérons les courbes t +— f o ¢xi(z) et t — ¢y o f(x), qui sont de classe C™.
Leurs valeurs en 0 sont égales, et elles vérifient, par le théoréme de dérivation des fonctions
composées, la définition du flot local, et ce qui précéde :

£ 6xa(#) = Ty X (6x4(2))) = Y (f 0 04(a)
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d
dt Py o f(z) = Y(¢Y,t o f(x)) .

Deux fonctions qui vérifient la méme équation différentielle du premier ordre et coincident
en un point sont égales, au moins au voisinage de ce point, ce qui conclut.

(2) Pour tout yg dans NN, soit (U, ¢) une carte locale en yg, Z; le champ de vecteurs constant
égal a Ty, (e;) sur ¢(U), o une fonction C* sur p(U), valant 1 au voisinage de ¢(yo) et de
support contenu dans ¢(U). Alors Y; = ¢* (o Z;), prolongé par 0 en dehors de U, convient.

Par le théoréme d’inversion locale, il suffit de montrer que la différentielle en (0,...,0)
de I'application (t1,...,t,) = @y, ¢, 0+ 0 @y, +,(yo), qui est de classe C*, est inversible.
Or, par le théoréme de dérivation des fonctions composées, par I'équation différentielle
vérifiée par le flot d’'un champ de vecteurs, et comme ¢y; o = id, la différentielle de cette
application envoie la base canonique de R™ sur (Yi(yo),- .., Yn(yo)), ¢’est-a-dire sur la base
(e1,...,en) de Ty N, donc elle est inversible.

(3) Par (2) et (1), notons U un voisinage de yp dans N, Y7,...,Y,, des champs de vecteurs
sur N tels que 0 : (t1,...,tn) = @y,4y © -+ 0 @y, 1, (yo) soit un difféomorphisme local en
0, et Xi,...,X, des champs de vecteurs C* sur M tels que T, f(X;(z)) = Y;i(f(x)) pour
tout x dans X. Par compacité de I, il existe € > 0 tel que le flot local ¢x,; du champ
de vecteurs X; soit défini au moins sur le temps | — €, €[ en tout point de F, donc d'un
voisinage de F' quitte a réduire €, et pour tout i. Posons ¢’ : F'x | —¢,e[™ — M définie
(quitte & réduire €) par (x, (t1,...,tn)) — ¢x,4 © -+ 0 Ox, 1,(x), qui est C*. Notons
¢ : F x U — M Tapplication définie, quitte & réduire U, par ¢(y,z) = ¢'(z,0 (y)). Par
la question (1),

Jo ¢X1,t1 ©---0 ¢Xn,tn(33) = ¢Y1,t1 ©:«--0 ¢Yn,tn(f(93)) )

donc f o p(y,z) = y. Pour montrer que ¢ est un C*°-difféomorphisme sur un voisinage de
F dans M quitte a réduire U, il suffit de montrer que ¢’ 'est quitte a réduire e. Or, quitte
& réduire les domaines,
—1 -1 —1
U= ((rbXn,prno@*lof(u) S O¢X1,pr109*10f(u) (U),@ Of(u))
est une application C*°, inverse de ¢'.

(4) Si f est propre, alors toute fibre est compacte, et le résultat précédent montre I'existence
de trivialisations locales au-dessus d’un voisinage de chaque point de N, par surjectivité,
d’ou le résultat.

Schéme E.89 (1) Soit n la dimension de M.

Soit z un point de I'ouvert f~1(I). Comme f est une submersion en z, par le théoréme
de forme normale locale des submersions, il existe un ouvert V de R" contenant 0, un
voisinage ouvert U, de x, contenu dans f~1(I), et un C*°-difféomorphisme local ¢ : V — U,
envoyant 0 sur x tel que, au voisinage de 0,

fogo(tl,...,tn):t1+f(x).

Pour tout y dans U,, posons

0
Xa(y) = Tgp—l(y)(p <8t1> )
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qui appartient bien a T M. Alors on a

0 0
T, 1060 =T (o) (5 ) = 55 -
[Une autre maniére est de prendre une carte locale (U~, ) en z, et en posant g = fop ™!,
qui est définie sur un ouvert de R™ (muni de son produit scalaire usuel), de poser, pour

tout y dans UL,
_ grad ( )g
X, (y) =T 1 oy
W)= Lot (!\grad@(w!P) |

en rappelant que T;g(Y') = (grad,g|Y").]

Comme f est continue et M compacte, le sous-espace f~!([a,b]) est fermé donc com-
pact. Soient z1,. ..,z dans f~1([a,b]) tels que f~*([a,b]) soit recouvert par Uy, ..., Us,.
Soit (¢1,...,¢k+1) une partition de l'unité C*° subordonnée au recouvrement ouvert
(Uzys- -y Usys M — f71([a, b]). Posons

k

X = Z‘piX;ti )

i=1

ce qui a un sens, car ¢; est nulle en dehors de Uy,, et définit un champ de vecteurs C*> sur
M, nul en dehors de f~*(I). Alors pour tout = dans f~*([a,b]), on a par linéarité de T}, f,

8
Z‘Pz T.f Z(Pz = oz

car g1 () = 0.

[Voici une maniére globale de résoudre le probléme. Par le théoréme du plongement
(qui utilise des partitions de 'unité), on peut considérer que M est une sous-variété de
RY. Pour tout ¢ dans I, qui est une valeur réguliére de f contenue dans I'image, chaque
surface de niveau f~1(t) est une sous-variété C compacte de codimension 1. Pour tout x
dans f~1(t), notons A, le sous-espace vectoriel de T,,M tangent a la fibre f~'(t), et A} son
supplémentaire orthogonal dans T, M pour le produit scalaire usuel de RV . Alors la restric-
tion de T}, f est un isomorphisme linéaire de A+ sur TR = R. Soit ¢ : R — R une fonction
C* a support contenue dans I, valant 1 sur [a,b]. Notons X (z) = (Txf|A%_1(<p(f(1:))8%)
pour = dans f~1(I), prolongé par 0 en dehors de f~1(I), qui est bien C>. Alors le champ
de vecteurs X convient.|

(2) Comme M est compacte, le flot de X est défini sur R x M. Montrons que pour tout ¢
dans R et tout z dans f~!(a), on a f(¢:(x)) = a + t. En effet, c’est vrai en t = 0 et

d
7 (01(2))) = T2 (X (¢1(2))) =

L’application ¢ : f~1(a)x]a,b[— f~1(]a,b]) définie par

(1) = br—alz)

est donc un C*°-difféomorphisme tel que f o ¥(x,t) = a + (t —a) = t, ce qu’il fallait
démontrer.
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(3) Soit f : T2 — R une application C*, supposons par I'absurde que f ne posséde que
deux points critiques. Comme M est compacte, soient v et 8 le minimum et le maximum
de f respectivement (qui sont distincts sinon tout point de T? serait critique). Soit =
I'unique point tel que f(x) = « et y I'unique point tel que f(y) = B. Soient U et V' deux
voisinages de x et y respectivement, homéomorphes a R2. Soit € > 0 suffisamment petit
pour que f~'(a + €) soit contenu dans U et f~1(3 — ¢€) soit contenu dans V. Comme a + ¢
et B — e appartiennent & I'image de f, les sous-espaces fermés donc compacts f~!(a+¢) et
(B — €) sont des sous-variétés compactes de dimension 1 de T2. (Attention, une courbe
de niveau n’est pas forcément connexe.) Donc ce sont des unions disjointes finies de cercles,
par la classification des variétés de dimension 1. Comme U et V sont homéomorphes au
plan euclidien, le théoréme de Jordan nous dit que chacun de ces cercles est le bord d’'un
disque. Comme il n’y a qu'un seul minimum/maximum (local), f~!(a +¢€) et f~1(8 — ¢)
sont donc des cercles. Par le résultat précédent, f~1(Ja+ ¢, 3 — €[) est homéomorphe & un
cylindre, et donc T? est homéomorphe a la sphére Sy. Ceci est une contradiction, car par
le théoréme de Jordan, tout cercle plongé dans S, sépare en deux composantes connexes,
alors qu'il existe des cercles plongés dans T? qui ne disconnectent pas T2.

Une maniére d’éviter le théoréme de Jordan est de dire que le complémentaire des deux
points minimum et maximum est une union disjointe de cylindres ouverts, et que dans
une variété connexe de dimension 2 comme le tore, le complémentaire de deux points est
encore connexe, donc il ne peut y avoir qu’'un seul cylindre. Maintenant, le compactifié
d’un cylindre par deux points distincts est forcément homéomorphe a la sphére Sy (par le
méme genre d’argument qui montre que le compactifié d’Alexandrov du plan est la sphére).
Il reste alors & montrer que la sphére et le tore ne sont pas homéomorphes. Mais pour cela,
il suffit de remarquer que le complémentaire d’un point dans la sphére est homéomorphe
au disque, donc simplement connexe (ou contractile), tandis que le complémentaire d’un
point dans le tore a le méme type d’homotopie que le bouquet de deux cercles, qui n’est
pas simplement connexe (ou contractile).

(4) Les dessins ci-dessous, qui s’expliquent d’eux-mémes, représentent

— les lignes de niveau d’une fonction C*° sur le tore ayant trois points critiques,
(bien qu’il n’y en ait pas besoin pour cet exercice, on vérifiera que 'espace quotient d’un
hexagone par les identifications (préservant l'orientation) des cotés opposés d’un hexagone
est homéomorphe au tore).

— le lieu de positivité (grisé¢) d’une fonction réelle C*° sur le plan, périodique par le
réseau équilatéral, et ayant exactement trois orbites de points critiques,
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— un modeéle polyédral du graphe d’une telle fonction, qui est nulle sur le quadrillage
équilatéral du plan, que I'on peut lisser pour rendre C*.
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(5) Pour g > 2, on considére un (4g + 2)-gone P régulier (voir la figure ci-dessous o
g = 2). On recolle deux arétes opposées en renversant leur orientation donnée par le
sens trigonométrique. Les sommets de P se partage en deux classes d’équivalence sous
ce recollement, de méme cardinal, notées x et y. Il n’est pas difficile de voir que 'espace
topologique obtenu ¥ est une surface compacte connexe, somme connexe de g tores T2,
que 'on peut munir d’une structure de variété différentielle C*°. Soit z le centre de P. On
considére un (2g 4+ 1)-gone régulier P’ inscrit dans P, dont les sommets sont les sommets
de P dans x. Il est alors facile de construire une application C* sur X, ayant trois points
critiques x, ¥, z, dont les lignes de niveau dans P’, outre z et le bord de P’, sont des cercles
entourant z.




Schéme E.90 (1) La différentielle de f est donnée par T} f(0/0t) = X (f(t)) # 0. Ainsi, f
est une immersion, c¢’est donc un difféomorphisme local, et son image est ouverte. Montrons
qu'elle est également fermée. Soit y € f(I). L’application g : t — ¢;(y) est définie sur un
voisinage | — ¢, €[ de 0 dans R, et est encore un diffécomorphisme local. Son image g(] — ¢, €[)
est donc un voisinage de y, et rencontre f(I). Il existe donc s € | — €, €[ et t € I tels que
¢s(y) = di(wo), puis y = ¢—s(wo) appartient a f(I).

Par connexité, I'image de f est égale a M.

(2) Si f est injective, c’est une immersion bijective. C’est donc un difféomorphisme
entre I et M.

(3) Supposons qu’il existe deux points t et t+s dans I avec s > 0 tels que f(t) = f(t+s).
En composant par ¢_¢, on obtient f(0) = f(s), i.e. ¢ps(xg) = zp. On en déduit que I+s = I,
puis I = R. De plus, {s € R : ¢s(x0) = 2o} est un sous-groupe fermé de R, non réduit a 0
et non égal & R (puisque f est un diffeomorphisme local en z¢). Par conséquent, il est de la
forme 7Z avec r > 0. Pour tout t € R, on a f(t+r) = f(¢). Ainsi, f induit une application
f: R/rZ — M. Comme f est une immersion, f est aussi immersive. Par définition de r,
elle est injective. Elle est également surjective, ¢’est donc un difféomorphisme.

a) Soit 7 la projection canonique de M dans M. Chaque point de M a deux préimages
par 7, qui correspondent au choix d’une demi-droite dans T, M. Si ¢ : U — R est une carte
locale de M, on en déduit une application ¢ : 7 1(U) — R x {—=1,1}, et ces applications
sont C compatibles. Elles définissent donc une structure de variété sur M, pour laquelle
7 est manifestement un revétement a deux feuillets (voir I'exercice E.192).

b) Un point y de M sécrit (,R%v) ot v est un vecteur non nul de T, M. La pro-
jection 7 induit un isomorphisme canonique entre TyM et T, M. Ainsi, R’ v donne une

demi-droite canonique dans Tyﬁ . On dira qu’un vecteur appartenant a cette demi-droite
est “strictement positif”. Notons que la somme de deux vecteurs strictement positifs est
strictement positif.

Pour tout y de M, il existe un champ de vecteurs X, strictement positif sur un voi-
sinage ouvert U, de y et nul ailleurs. Soit (¢,) yenr une partition de 'unité subordonnée

au recouvrement (Uy) yenp posons X = Zy cir PyXy. C'est un champ de vecteurs sur M ;
partout strictement posmf et en partlcuher non nul.

¢) Supposons tout d’abord que M ne soit pas connexe. Comme 7 : M — M est un
revétement a deux feuillets, chaque composante de M est donc diffeomorphe a M. En
particulier, M porte donc un champ de vecteurs partout non nul. D’aprés les questions 2
et 3, M est donc difféomorphe a R ou S;.

Si M est connexe, il est lui-méme difféomorphe a R ou Sy, et M est obtenu en quotien-
tant M par I'action d’un difféomorphisme 1) d’ordre 2 sans point fixe. Il n’existe pas de tel
difféomorphisme sur R, donc M est S;. Finalement, M est difféomorphe au quotient de Sq
par I'antipodie, qui est encore difféomorphe a S;.

Schéme E.91 (1) Soit v une courbe intégrale du champ de vecteurs X,, partant d'un
vecteur z au temps ¢ = 0. Par définition, elle satisfait v/(t) = X,(7(t)), c’est-a-dire v/(t) =
a — ~(t). Apres intégration, v(t) = (z — a)e™t + a. Par conséquent, le flot ¢;X* de X, est
donné par
Xq _ —t
() =(x—a)e " +a.

(2) Les différentielles de X, et X3, vus comme fonctions de R™ dans R™, sont égales a
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—Id. Par conséquent,
[Xa, X3)(2) = —Xa(2) + Xp(e) = b—a.
(3) Le champ de vecteurs (¢;*)*(X}) est donné par

() (Xp)(x) = (dg )71 (X (7 (7)) = e Xy ()" () = €' (b — 7 (x))

=e(b—(z—a)et—a)=¢e(b—a)— (z—a).
En dérivant cette expression en ¢ = 0, on retrouve [X,Y](z) = b — a.

Schéme E.92 (1) On veut que X, soit radial sortant de norme 1. On pose donc

x 0 n Y 0
/22 4 2 Ox /22 4 42 oy’
Pour Xy, on veut un vecteur orthogonal au précédent, dans le sens direct, de norme 1. On
prend donc

Xy (z,y) =

—y 0 . T 0
Vo0 JaTe 2 oy
Pour calculer le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X,Y sur un ouvert de R,
on peut appliquer la formule explicite de la proposition 4.9, qui s’écrit sous la forme
(X, Y](z) =dYa(X(z)) — dX.(Y(x)). On a d(Xp)(X,) = 0 puisque, quand on bouge dans
la direction de X, c’est-a-dire radialement, Xy ne change pas. De plus, d(X,)(Xy) = %Xg :
en tournant sur le cercle, la dérivée du vecteur radial est le vecteur angulaire. Ainsi,
(X, Xo] = —1X.

On peut aussi le calculer en utilisant la formule [X,Y](z) = $|t:0((gbt)*Y)(a:), ol ¢
est le flot de X. Le flot ¢y de X, est donné par ¢y(z) = x + tni—l‘. Sa différentielle s’écrit

XG(:E’ y) =

h T
dpg)z(h) =h+t— —1t
(d¢t)a(h) lzl| || |3/

(x,h).

Le champ de vecteurs Xy est constant le long des trajectoires de ¢, et orthogonal & x. Par
conséquent,

LX)

()" (Xg)(x) = T im0

Finalement,

d
 dtjt=0
11 est aussi possible d’interpréter cette formule en terme de flots des champs de vecteurs

correspondants, en utilisant la formule de 'exercice E.93 (ici, tous les flots sont compléte-
ment explicites)

(X2, Xo](2) (60)" Xo(x) =~ Xo(r).

(2) Voir I'exemple final de la partie 4.5. On a % = X, mais % = rXpy.

(3) On rappelle que

xr = rcosfcosp
y = rsinfcosp
z = rsing.
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Schéme E.93 (1) Par naturalité, il suffit de supposer que M = R™ et x = 0. Les
champs de vecteurs sont alors considérés comme des applications de R” dans R™. On fait
un développement limité. On a ¢_4(z) = x — tX(z) + %de(X(x)) + o(t?), ou le o(t?)
est uniforme sur un voisinage de 0. On compose donc les développements limités ; tous les
termes quadratiques peuvent étre remplacés par les mémes termes, mais en 0 (ce qui donne
une erreur en O(t3)), et on obtient

Yo pro_od_y(0) = —tX(0)+ L dXo(X(0)) - < tX(0)) + & dYo(Y(0))
+t§((—tX( ) —tY (0 )+t7 0(X(0)) + tY (—=tY (0))
+5 dYy(Y(0)) + O(t).

On refait un développement limité, on simplifie, et il reste
2 [dYo(X(0)) — dXo(Y (0))].

(2) Si les flots de X et Y commutent, la question précédente implique immédiatement
que [X,Y] = 0. Réciproquement, supposons que [X, Y] soit le champ de vecteurs nul, et
montrons que ¢ et ¥ commutent.

Premiére méthode. Pour tout x dans M, on considére A(t,s) = ¢;01s(x), et on montre
qu’il vérifie ‘9‘4 ~(t,s) = Y(A(t,s)), si bien que, a t fixé, s — A(t, s) est le flot de Y, c’est-a-
dire A(t,s) = 1/)3( (t,0)) = 15 0 ¢¢(x), ce qui conclut. On peut de nouveau supposer que
M =R"et x=0.

On a Z(t,s) = duo(t,1s(0)).Y (5(0)) = F(t) (ot dy¢ désigne la dérivee de ¢(t,z)
suivant la deuxiéme coordonnée). On veut montrer que c¢’est égal & G(t) = Y (¢ 0 ¢5(0)).
On fixe s une fois pour toutes, et on va montrer que F' et G vérifient la méme équation
différentielle. Comme F'(0) = G(0), cela conclura.

On dérive. Notons que les dérivées croisées commutent, si bien que E( 20(t, x)) =

4, (X(6(t, 7)) = dX(6(t, 2))dad(t, 2). Ainsi, I (t) = dX (8(t,15(0))) F(t). Pour G, on a
%—?(t) = dY (¢ 0 ¢5(0)).X (¢ 0 95(0)). Par nullité du crochet de Lie, c’est égal a dX (¢ o
15(0)).Y (¢r01)5(0)), i.e. dX (¢ro)s5(0))G(t). C'est bien la méme équation différentielle que
pour F', ce qui conclut.

Deuzieme méthode. 11 suffit de voir que ¢1 o 1)1 = 11 o ¢1, puisqu’alors on obtient la
commutation sur tous les entiers, puis sur tous les rationnels, puis sur tous les réels.

On fixe n grand, et on décompose le carré 1 x 1 en n? petits carrés de coté 1/n. On
passe alors de ¢ o 1 (coté du bas puis coté droit) a ¥ o ¢; (coté de gauche puis coté
du haut) par n? permutations, correspondant & chacun des petits carrés. Mais, sur chaque
petit carré, la question précédente assure que la taille est O(1/n?), le O étant uniforme.
Ainsi, 11 0 ¢1 = 1p1 0 p1 + O(1/n), et on conclut en faisant tendre n vers U'infini.

Schéme E.94 (1) On paramétre un point de la sphére par I'angle 6 qu’il fait avec la
verticale, et par un angle de rotation ¢ autour de ’axe vertical.
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Le flot ¢y de N consiste a se déplacer d’une distance t le long du méridien pointant
vers le pole nord, soit passer d’un angle 6 & un angle 6 — ﬁ Le flot ¢, de E consiste a se
déplacer a 0 constant d’une distance t vers l'est, et donc passer de ¢ & ¢ + m.

Ainsi,

t t
PYroproth_yop_(0,0) = (0,<p+ orsing 27rsin(9+t/27T)> '

Quant ¢ tend vers 0, le déplacement est équivalent & %tjne (Q;OSSH? 9). Alinsi,

cos 6
N, E](0 = E0,p).
N E16.0) = (o) B0,
(2) C’est dans les deux cas le champ de vecteurs unitaires pointant vers le pole sud,

c’est-a-dire —N.

Schéme E.95 Quitte & passer en coordonnées locales, on peut supposer que M = R? et
qu’on se place au voisinage de 0. Les champs de vecteurs X (z) et Y (z) forment alors une
base de R?, si bien qu’il existe des fonctions a et b de classe O telles que

[(X,Y](z) = a(x) X (x) + b(x)Y (x).
Si f et g sont des fonctions strictement positives, on a alors

[fX,gY] =d(gY)(fX)—d(fX)(gY)
= fgdY(X)+ fdg(X)Y — fgdX(Y) —gdf (Y)X
= fg[X,Y]+ fdg(X)Y —gdf (V)X
= (fga—gdf (V)X + (fgb+ f dg(X))Y.

Ainsi, [fX,g9Y] = 0 si et seulement si fa — df(Y) = 0 et gb — dg(X) = 0. Ces deux
équations sont similaires, et il suffit donc de voir que la premiére admet une solution
strictement positive pour conclure.

Par le théoréme de redressement, on peut supposer que Y = 8%1' On peut alors fixer la
valeur de f arbitrairement sur {0} x R, puis résoudre 1’équation différentielle sur chaque
droite horizontale. On peut par exemple prendre

f(l'l, 1‘2) e foxl a(t7$2)dt.
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Schéme E.96 (1) Soit z € M. Posons F(t1,...,t,) = <I>2?o- . 'OCDEZL (x). Alors 'application
Fest C® et ToF <(%) = Y;(x). Ainsi, ToF est surjective, et le théoréme d’inversion locale
montre que F(R™) contient donc un voisinage de x dans M. Par conséquent, la classe
d’équivalence de x contient un voisinage de x. On conclut comme dans 'exercice E.87 (1).

(2) Quitte a prendre une carte locale, on peut supposer que M = R" et x = 0.

D’apreés la question précédente, 'application F' est un difféomorphisme local en 0. La
formule rappelée en début d’exercice montre que ®2 0 ®1 0 2 0 ®¥1(0) = £2[X, Y](0) +
o(t?), i.e.

F7lod2o0d 0 ® 0 ®"(0) = (o(t?), 0(t?), 12 + o(t?)).

En particulier, la troisiéme composante de cette expression est non nulle si ¢ est assez petit.

Par continuité,
(o F 1od20dX 0 ®"20d0Y1(0) : t € R}

contient un petit voisinage a droite de 0 dans R, de la forme [0, ¢]. Soient 0 < z < ¢, et x,y
tels que F(x,y,z) ~ 0. Alors, pour tous 2,3/, on a

F(a',y,z) =@l 02 0 @Y (F(a,y,2))

donc F (2,49, 2z) ~ 0. Ainsi, la classe d’équivalence de 0 contient un ensemble de la forme
F(]—6,0[?x][0,¢€).

On raisonne de la méme fagon pour montrer qu’elle contient un ensemble de la forme
F(] = 0',0'>x] — €,0]). En réunissant ces deux ensembles, on obtient bien que la classe
d’équivalence de 0 contient un voisinage de 0. On conclut encore comme dans ’exercice

E.87 (1).

Schéme E.97 (1) Il s’agit de définir un atlas de cartes feuilleté sur M. Soit « dans M.
D’aprés le théoréme des submersions, il existe un voisinage U de z, un voisinage V de
y = f(z), un voisinage W de 0 dans R¥ et un difféomorphisme ¢ : U — V x W tel que
priot = f. Quitte & réduire V', on peut supposer que c’est le domaine d’une carte 6 de N.
Posons alors ¢ = (0,1d) o 9. C’est une carte au voisinage de x, qui envoie les surfaces de
niveau locales de f sur des morceaux de sous-espaces vectoriels {a} x R¥. Par conséquent,
I’ensemble des telles applications 1; définit un atlas de cartes feuilleté sur M. Il n’est pas
difficile de voir que les feuilles sont les composantes connexes des fibres (attention, celles-ci
ne sont pas forcément connexes, alors qu’'une feuille si!)

(2) Ce n’est pas le cas en général : prendre M = R3 — {0} et f la projection sur la
premiére coordonnée.

(3) Dans un feuilletage de cette forme, toutes les feuilles sont fermées (et ce snt des
sous-variétés de M). Cependant, il existe des feuilletages avec des feuilles non fermées, ou
qui sont des sous-variétés immergées qui ne sont pas des sous-variétés (par exemple un
feuilletage du tore par des droites de pente irrationnelle).

Schéme E.99 (1) L’action de Z sur M x R définie par n : (z,t) — (f™(z),t + n) est
libre et propre. Par conséquent, le quotient M est canoniquement muni d’une structure de
variété pour laquelle la projection w: M x R — M est un revétement.

Montrons que les ensembles m({z} x R) sont les feuilles d'un feuilletage sur M. Ce
sont des sous-variétés immergées dans M , il reste a vérifier qu’on a bien localement une
structure produit. Mais c’est clair dans M x R, et la projection 7 est un difféomorphisme
local, puisque c’est un revétement.
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(2) On obtient le feuilletage sur le tore T? par les droites de pente a.

(3) Il suffit de prendre M =R et f: 2z +— —zx.

(4) La donnée d’une isotopie entre Id et f permet de construire un diffécomorphisme ¢
de M xR tel que, si ¢(z,t) = (y,t), alors ¢(x,t+1) = (f(y),t+1) : on met I'isotopie entre
les hauteurs 1/2 et 1, et plus généralement l'isotopie composée avec f™ entre les hauteurs
n+1/2etn+1.

Soient 7 l'application de M x R dans lui-méme donnée par 7(z,t) = (x,t + 1), et
7f(z,t) = (f(x),t 4+ 1). On a alors un diagramme commutatif

MxR 25 MxR
Tl 17
MxR 2 MxR

Par conséquent, les quotients de M x R sous l'action de 7 et sous 'action de 77 sont
difféomorphes. Mais le premier est M x Sy et le second M.

(5) On part de M x R?, et on le munit d’une action de Z? par n : (z,t) — (n.z,t+n).
Cette action est libre et propre, ce qui permet de définir le quotient Z\ (M x R%).

Schéme E.100 (1) S’il existe x dans M tel que X (x) = 0, alors pour tout ¢, ¢¢(x) = z,
car ¢o(z) = x et pour tout s,

d d

a1 = d

Ps 0 r(x) =Ty, (2)Ps <d O¢t($)> =0.

dt |t=0
Ceci contredit la liberté de action du cercle. De plus, il est alors immédiat que ¢ — ¢ (x)
est le flot de X, qui est définit sur R, donc X est complet.

(2) Le champ de droites x — RX(z) est bien un champ de droites (car X ne s’an-
nule pas), il est C*° (car engendré par un champ de vecteurs C*), et donc intégrable
(par exemple par le théoréme de Frobénius, car en dimension 1, ses hypothéses sont au-
tomatiquement vérifiées; mais bien str, il suffit d’appliquer directement le théoréme du
redressement des champs de vecteurs). Pour tout x dans M, Papplication g — ¢ -z du
cercle dans M est une immersion C* (car C* et de différentielle non nulle par (1) et par
passage au quotient de R sur le cercle), qui est injective (car I'action est libre), et de source
compacte. Donc son image, qui est I'orbite de « sous 'action du cercle, est une sous-variété
connexe de M. Comme son espace tangent en tout point y est RX(y) (et en regardant
par exemple dans des cartes locales, et en utilisant sa connexité), cette orbite est donc une
feuille du feuilletage intégrant le champ de droites précédent.

Schéme E.101 On considére I'ouvert U de R? obtenu en retirant & R3 ensemble
A ={(z,0,arctan(x) + nn/2 : x € [0,+o0[,n € Z}.

Comme A rencontre chaque plan horizontal en exactement un point, 'ouvert U est feuilleté
par des cylindres : les traces des plans horizontaux sur U. Mais U est difféomorphe a R?
(on peut “faire partir chaque trait a I'infini”), et on obtient donc le feuilletage requis de R3.
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Schéme E.102 (1) a) L’application ¢, qui est la restriction de 'immersion C* injective
(w0, ..., 2n) = (20,...,2n,0) & la sous-variété compacte S,, de R"*! est un plongement
C*. Donc son image est une sous-variété C> de R"*2, contenue dans la sous-variété Snt1
de classe C* de R™2, donc est une sous-variété C> de S, ;1. L’application continue ¢
passe bien au quotient par 'antipodie, en une injection continue @ de P,,(R) dans P, 1 (R),
qui, comme P, (R) est compact et P,,;1(R) séparé, est un homéomorphisme sur son image.
Donc M = ¢(P,(R)) est, comme P,(R) car n > 1, compacte connexe. Comme ¢(S,,)
est une sous-variété de S,41, et la projection canonique S,11 — P,y1(R) est un C*-
diffeomorphisme local, on a bien que M = 7(¢(S,)) est une sous-variété C* de P, (R).
[On peut aussi utiliser application f : P, 1(R) — R définie par

T
[0 1.t Tpg] oy —

> ico 3712

qui est une submersion C* (en regardant dans chaque carte locale usuelle de P41 (R)),
dont 'image réciproque de 0 est M|

b) Soit X un champ de vecteurs C* sur P,;1(R) tel que pour tout x dans M, les
sous-espaces vectoriels RX (z) et T, M soient supplémentaires. Alors 7* X est un champ de
vecteurs C* sur S, 1. Les applications tangentes des C*°-difféomorphismes locaux sont,
en tout point, des isomorphismes linéaires. Donc, pour tout = dans ¢(S,,), les sous-espaces
vectoriels R 7* X (x) et T, ©(S,) sont supplémentaires dans T, S,4+1. En particulier, la
coordonnée de 7* X (z) sur le vecteur vertical 82n+1 de R"*2 ne s’annule pas (sinon 7* X (z)
serait tangent a ¢(S,)). Elle a donc un signe constant par continuité. Soit ¢ : z — —x
I’antipodie, dont I'application tangente en tout point x de S,; est 'application —id de
T:Sp+1 dans T3Sy 41 = TySp41. D'une part (*71*X () = (7m0 1)* X (z) = 7* X (), d’autre
part *7* X (z) = (Tpt) (X (¢(z)) = —7* X (—2), donc les signes des composantes verticales
de 7 X (z) et de 7* X (—x) sont opposés, contradiction.

(2) a) Les éléments de G sont de la forme (z,y) — (¢x + p,y + ¢) avec p,q dans Z,
et € = 1 si g est impair, et € = —1 sinon. Ces applications sont de composantes affines,
donc sont C*°. Si un tel élément fixe un point (g, o) de R?, alors ¢ = 0, donc ¢ = 1,
donc p = 0. L’action de G est donc libre. Pour tout n dans N et tout (z,y) dans la
boule B(0,n) de centre 0 et de rayon n dans R? si [p| > 2n + 1 ou |¢| > 2n + 1, alors
lex+p| > |p|—|z| > n+1>nou|y+q| > |¢|—|y| > n+1>n, donc B(0,n) ne rencontre
qu’un nombre fini de ses images par des éléments de G, et ’action est propre.
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b) Les deux générateurs de G agissant par translation entiére sur la coordonnée ver-
ticale, il est immédiat que l'application (z,y) — vy, qui est C*, induit par passage au
quotient une application ¢ : K — R/Z, qui est C*°. Pour tout y dans R, la restriction
de la projection canonique de R dans R/Z a lintervalle compact [y — %, y+ %], qui est
une injection continue dans un espace séparé, est un homéomorphisme sur son image, dont
nous noterons f : |y — %, Y+ %[—> U la restrictions aux intérieurs. Comme la projection
canonique de R dans R /Z est un C*°-difféomorphisme local, f est un C*°-difféomorphisme.
De méme, la restricion a R x [y — %, Y+ %] de la projection canonique 7 : R? — K induit
un C*-difféomorphisme 6 de R/Zx]y — %,y + [ sur un ouvert de K, qui est ¢ ~*(U). En
posant 6 : R/Z x U — 1~ Y(U) Pappplication définie par 6'(u,v) = 0(u, f~(v)), alors
o0 (u,v) =0, et § est un C*-diffcomorphisme. Donc € est une trivialisation locale de
1) au-dessus de U.

¢) Tout d’abord, N est bien une sous-variété C* de K, par les mémes arguments
qu'en (1) a). Comme en (1) b), les sous-espaces vectoriels R 7*Y(z) et T, ({0} x R)
sont supplémentaires dans T, R?, et la coordonnée de 7*Y (z) sur le vecteur horizontal %
de R? ne s’annule pas, donc a un signe constant. L’application 3 : (z,5) — (—z,y + 1)
est un élément de G préservant {0} x R, et dont I’application tangente en tout point
-1 0
0 1
7Y (0,y) = ¢* 7Y (0,y) = (T9) "1 (Y (0,y + 1), donc les signes des composantes horizon-
tales de 7*Y (0,y) et de 7*Y (0,y + 1) sont opposés, contradiction.

(0,y) est 'application linéaire de matrice ( > Comme en (1) b), on montre que

(3) Soit U un voisinage ouvert de ¢ dans @, et 6 : F x U — U une trivialisation
locale C* de f au-dessus de U. Comme @ est de dimension 1, nous pouvons supposer
que U est le domaine d’une carte locale C*° & valeurs dans R muni de sa coordonnée
canonique x, et nous notons a% le champ de vecteurs sur U lu dans cette carte. Notons
Z' le champ de vecteurs sur F' x U, qui en tout point (a,b) vaut I’élément (0, %) de
Tiap)(F' x U) = T, F' x T,U. Soit K un voisinage fermé de ¢ contenu dans U, et (¢1, ¢2)
une partition de 1'unité subordonnée au recouvrement ouvert (f~H(U), P — f~1(K)) de P.
Alors le champ de vecteurs Z = 1 ,(Z") (avec prolongement par 0 en dehors de f~1(U))
convient.

Schéme E.103 (1) Sia =0, alors My p 4 est le cercle de centre 0 et de rayon 2 dans le
plan horizontal R? x {0}, donc est une sous-variété C> de dimension 1. Supposons donc
que a # 0.

Comme Dapplication (r,0,w) — (u = rcosf,v = rsinf,w) de coordonnées cylindri-
ques est un C*®-difféomorphisme local de |0, +oo[ xR? dans (R? — {0}) x R, et comme la
propriété d’étre une sous-variété est locale, il suffit de montrer que ’ensemble M ;,b des

1p7q
(r,0,w) tels que (r —2+iw)P = ae’ (91 est une sous-variété de 0, +oo x R2. Considérons

Papplication f : 0, +oo[ xR? — C telle que f(r,0,w) = (r — 2 + iw)? — ae’@@*0) qui
est clairement C*°. Notons que 0 est une valeur de f, car f(2 + al/p,0,0) = 0, et que
Mti,b,p,q = f70). Alors, en tout point (r,d,w) de M(;,b,p,q’ on a % = p(r — 2+ iw)P~ 1,
gTJ; = ip(r — 2 +iw)P~1 et g—g = aige’ 19t = jq(r — 2 + iw)?. Ces trois vecteurs du plan
vectoriel réel C sont non nuls (car r — 2 + 4w est de module a'/P). Tls engendrent C sauf
il existe A\, ' deux réels tels que ig(r —2+iw) = Ap et iq(r —2+iw) = Nip. La premiére
équation entraine que r — 2 = 0, la seconde que w = 0, ce qui est impossible. Donc f est

une submersion en tout point de M , . €0 0 est une valeur réguliere, atteinte, de f- Le
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résultat en découle.

(2) a) Les champs de vecteurs A, B,C sont C* car leurs composantes dans la base
canonique le sont. Les vecteurs A(z,y, z) et B(x,y, z) sont clairement linéairement indé-
pendants, donc engendrent un plan vectoriel. Un petit calcul immédiat (en utilisant par
exemple la formule [A, B](w) = d,A(B(w)) — d,B(A(w)) pour le crochet de champs de
vecteurs d’un ouvert d’'un espace R™) montre que les champs A et B commutent (c¢’est-a-
dire [A, B] = 0). Donc par le théoréme de Frobénius, le champs de plans A, qui est C>
car engendré par deux champs de vecteurs C* linéairement indépendants, est intégrable.

b) Le flot de A, passant a l'instant ¢ = 0 en (zg, Yo, 20), est solution du systéme diffé-
rentiel

z=1
y=0 ,
z=x

2 2
donc ses coordonnées sont x(t) =t + o, y(t) = yo, 2(t) = % + xot + 29 = »”U(;) - 3+ 2.
Le flot de C, passant a I'instant ¢ = 0 en (g, Yo, 20), est solution du systéme différentiel

T = -y
y=z
2=0

donc ses coordonnées sont x(t) = xpcost — yosint, y(t) = yocost + xgsint, z(t) = zp, et
#¢ est la rotation d’angle —t autour de 'axe vertical.
Comme ces flots sont définis sur R x R3, les champs de vecteurs A et C sont complets.
¢) On remarque que C' = —yA + xB est tangent & F, donc on subodore que chaque
feuille de F est invariante par les flots de A et de C, ce qui permet de deviner I'équation
des feuilles de F.

. 2,2
Pour tout (zg,yo,20) dans R3, notons L (20,y0,20) la surface d’équation z = Ay

2
2 2
% + 29, qui est bien une sous-variété C*° de dimension 2 de R®, comme graphe de

2 2

I’application C* de R? dans R définie par (z,y) QCQZLZF — % +2zp. Si L est le feuilletage
de R3, image réciproque du feuilletage standard de dimension 2 (par les plans horizontaux)

2 2
de R? = R? x R par le C*°-difféomorphisme (z,y, 2) — (z,y,2— = gy ), alors L5 4o ~0) €st
la feuille de £ passant par (xo, Yo, z0). Maintenant, comme le plan tangent a la surface z =

2 2

122& — % + 20, en un point (z,y, z) de cette surface, a pour équation Z = z X +yY = 0,
donc contient les vecteurs A(z,y, z) et B(x,y, z), 'espace tangent & L, . ~,) en (%o, Yo, 20)

est A(xo, Yo, 20). Donc par unicité, £ = F, et le résultat est démontré.

(3) a) Le sous-ensemble T est le tore de révolution standard, dont on a vu qu’il est une
sous-variété C*® de dimension 2 de R?

b) On travaille en coordonnées cylindriques (r,6,w) sur (R* — {0}) x R. L’application
f:T — Sy définie par f(r,0,w) = (r — 2+ iw)Pe™"% (qui est bien & valeurs dans Sy, car
r — 2+ iw est de module 1) est une application C* par restriction, et M 4, = (e,
Si € > 0 est assez petit, alors 'application 1 : (M ppq X ei]b_e’b+e[) — T définie par
(r,0,w) — (r,0 —t/q,w) est une trivialisation de f au-dessus du voisinage ouvert e’lo—¢b+el
de e,

(4) a) L’application ¢ est clairement C*°, et son image est clairement contenue dans

2 2
1ix§iy2 < 1. Si (u,v,w) appartient & U, notons r = vu? + v? et z un argument du
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nombre complexe u+iv. Posons = (r—2)/(1—(r—2)2—w?) et y = w/(1— (r—2)? —w?).
Il n’est pas difficile de voir que ¢~ (u,v,w) = {(z,y, z + 2n7) :n € Z}, donc 'image de
 est bien U.

Pour tout (ug, v, wp) dans U, avec zp un argument du nombre complexe ug + ivo,
la restriction de ¢ a R?x]zy — 5,20m + 5[ est une immersion C*, injective, donc par le
théoréme d’inversion locale, est un C°°-difféomorphisme sur son image, qui est un ouvert
V de U qui contient (ug, vg, wp).

La préimage de ¢~ (V) est la réunion disjointe des ouverts R?x]zg + 2nm — Z, 20 +
2nm + 5[ pour n dans Z, et la restriction de ¢ sur chacun de ces ouverts est un C*-
difféeomorphisme, donc ¢ est un revétement C*.

b) L’existence de ce feuilletage et de ces champs de vecteurs vient du fait que le feuille-
tage F et les champs de vecteurs C' et % sont invariants par translations verticales. Le
champ de vecteurs C’ est tangent a R, car C est tangent & F, et D’ n’est pas tangent
a R, car % n’est pas tangent a F, et que la propriété d’étre tangent & un point d’une
sous-variété est invariante par C*°-difféomorphisme local.

(5) a) Par les diverses propriétés d’invariance par rotation, ceci découle du fait que
application 7 + r/(1 + r2) converge vers 1 quand r tend vers +oo

U

Schéme E.104 Nous noterons (-, -) le produit scalaire usuel sur R” et (ey,...,e,) la base
canonique de R".
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(1) Considérons I'application f : R* — R? définie par (a,b,c,d) — (a® + b> + ¢ +
d?,ac — bd), qui est polynomiale, donc C*°. On a f(1,0,0,0) = (1,0) et

df (ape,a)  (T,Y,2,t) = (202 + 2by + 2¢2 + 2dt, az + cx — bt — dy) .

Montrons que df(q .. q) est surjective pour tout (a,b,c,d) dans Mj, donc f sera une sub-
mersion au voisinage de tout point de M; = f~1(1,0). Par le théoréme des submersions,
ceci montrera que M, qui est non vide, est une sous-variété de R* de dimension 4 —2 = 2,
contenue dans la sous-variété Sg, donc est une sous-variété de Sg.

Soit donc (a, b, ¢, d) € R* tel que a® +b?+c?+d? =1 et ac—bd = 0. 1l suffit de montrer
que le noyau de df (g p.c,q) est de dimension 2. L'un des a, b, ¢, d est non nul, et parce que le
groupe des permutations de coordonnées préservant les deux polynémes a® + b+ c? +d? et
ac—bd agit transitivement sur les coordonnées, nous pouvons supposer que a # 0. L’espace
des solutions du systéme d’équations ax + by + cz +dt =0 et az + cx — bt —dy = 0 est
de dimension 2 : c’est immédiat si a # +c¢ en considérant le systéme de deux équations
d’inconnues z et z; si a = ec avec € € {£1}, alors b # 0 car ac = bd, donc le résultat est
acquis symétriquement si b # +d; sinon, comme ac = bd, on a aussi b = ed, et le systéme
d’équations s’écrit a(z + €z) + b(y + et) = 0, a(x + €z) — b(y + €t) = 0, dont I'espace des
solutions est bien de dimension 2.

| Voici une autre méthode, plus courte. L’application f : S3 — R définie par (a, b, ¢,d) —
ac — bd est C*, comme restriction d’application C* & une sous-variété de R*. Pour tout
x = (a,b,c,d) dans S3, son application tangente T f est la restriction a 7,,S3 de la forme
linéaire £ : (w,y, z,t) + az+cw—bt —dy. Comme (—c,d, —a,b) € TSz = x=* si (a,b,c,d) €
M et l(—c,d,—a,b) = —1 # 0, lapplication T f est surjective si z € My, donc f est une
submersion en tout point de M. Par le théoréme des submersions, My = f~1(1,0), qui est
non vide, est une sous-variété de Sz de dimension 3 —1 = 2. |

(2) a) Montrons que f est une immersion C*>°. Comme ceci est local, il suffit de le vérifier
au voisinage de tout point xg € Se. Pour tout g dans SO(3) et = dans Sy, la conjugaison
par g de la rotation d’axe Rz et d’angle 7 est la rotation d’angle 7 et d’axe Rg(x), donc
f(g(z)) = gf(x)g~'. Donc par transitivité, nous pouvons supposer que g = e1.

R

€3

Pour  proche de wg = e1 dans Sy, le triplet (x, e, e3) est encore une base directe de R3,
que l'on orthonormalise par le procédé de Gramm-Schmidt pour obtenir une base ortho-
normeée directe (z,y(x), z(x)), avec z — y(x) et x — z(x) de classe C* sur un voisinage de
xg. Soit P, la matrice de passage de la base canonique de R? & la base (z,y(x), z(z)), qui
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est dans SO(3), et vérifie P, = id. Alors par définition, f(z) =P, | 0 -1 0 | P!
0 0 -1
donc f est C*°. De plus, pour tout h dans T,,So — {0}, montrons que T, f(h) est non
nul. Le vecteur non nul h est tangent & un unique grand cercle passant par xg. Quitte a
conjuguer par des rotations, on peut supposer que c’est le grand cercle horizontal, et que
la direction de h est celle du sens trigonométrique. Quitte & normaliser, on peut aussi sup-
cosf) —sinf 0

poser que h est de norme 1. Bref h =e3. Siggp = | sinf cosf 0 |, alors Ty, f(h) =
0 0 1

d 1 0 0 0 -2 0

— gl 0 -1 0 g;l. Un petit calcul montre que Ty, f(h) = | 2 0 0 |,

df10=0 0 0 -1 0 0 0

qui est non nul.
| Voici deux autres méthodes pour vérifier que f est une immersion C.
2]}% -1 21’11‘2 2.%'1$3
Pour la premiére, on vérifie que f(x) = 2219 23:% —1 2x0x3 en notant
0

2.21?1.%’3 2.%'2.1‘3 2.%% —1

x = (21,22, 23), donc f est C*. Si f;; = fj; est le coefficient (7, j) de f, alors gr. = 0sik ¢

{i,j}, et %J;’Z = 4x; sii = j, ou = 2x; sinon. Donc Ty, f : (v, va, v3) <Zk gj;iz vk> e
est injective (cmme le montre une petite discussion sur I'annulation des z;, sachant que
(x1,22,23) # (0,0,0) ), et f est une immersion.

Pour la seconde (la plus courte), pour tout x dans Sg, comme f(z) vaut id sur Rz et
—id sur o+, on a f(z) : y — 2(x,y)z — y. Or une application d'une variété C*> & valeurs
dans End(R™) est C* si et seulement si son évaluation en tout vecteur de R™ est C*°, donc
f est C*°. De plus, par restriction, pour tout h dans 7T, Sy, 'application linéaire T, f(h) est
y +— 2(h,y)x + 2(x,y)h, qui en y = x vaut 2h, donc T, f(h) est non nul si h # 0, et T, f
est injective, d’ont f est une immersion. |

Maintenant, comme une rotation est déterminée par son axe et son angle, f(z) = f(y)
si et seulement si x = +y. Donc lapplication f : Sy — SO(3) passe au quotient en une
application injective f : Py(R) = Sy/{%id} — SO(3), qui est une immersion C*> car la
projection canonique Sy — P3(R) est un C*>-difféomorphisme local. Comme Py(R) est

compact, f est un plongement C*, et son image, qui est aussi 'image de f, est bien une
sous-variété C> de SO(3), difféomorphe par f a Py(R).

cosf) —sinf 0O

b) Toute matrice de SO(3) est conjuguée a une matrice g9 = | sinf cosf 0

0 0 1

donc est de trace 1 4+ 2cosf ou 6 est 'angle de la rotation. Si ¢ ¢ [—1,3], alors N, est
vide, donc est une sous-variété de SO(3). Si ¢ = —1, alors N, est 'ensemble des rotations
d’angle § = 7, qui est une sous-variété par a). Si ¢ = 3, alors N. = {id}, car toute
matrice conjuguée a 'identité est I'identité, donc N, est une sous-variété. Sic €] —1,3 |,
montrons que N, est une sous-variété C*° de dimesnion 2 de SO(3). Comme le probléme
est local, et que la conjugaison par un élément de SO(3) est un C*°-difféomorphisme de
SO(3) préservant N, il suffit par transitivité de montrer que N, est une sous-variété C* au
voisinage de gp dans SO(3) si 1+ 2cos @ = c. L’application tr : SO(3) — R est restriction
a une sous-variété d’une application linéaire, donc elle est C* et son application tangente

)
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en un point x de SO(3) est la restriction de 'application linéaire tr au sous-espace tangent
T,S0(3). La courbe ¢ : t — gg1¢ est une courbe C* tracée sur SO(3) telle que ¢(0) = go, et
tr(¢p) = 2sin # 0. Donc tr est une submersion en gg, et N, = tr~!(c) est une sous-variété
de dimension 3 — 1 = 2 au voisinage de gy.

(3) a) Comme M est une sous-variété C> de R™ de dimension p, pour tout y dans M,
il existe un voisinage ouvert U de y dans R™, un voisinage ouvert V' de 0 dans R? et une
immersion f de classe C* de V dans R", telle que f : V. — UNM soit un homéomorphisme.
Considérons 'application ¢ : U x S,_1 — R x R" définie par

dfu(v)
(2,0) > (f<:c>, ) .
|ldfz(v)]
Pour z fixé, 'application g : v — % de S,—1 dans R" est immersive, car en notant ¢

I'application linéaire df,, on a par un calcul immédiat pour tout h € T,,S,_1,

CUh) L)), L) E(W(v)\l2 h — ((h), £(v)) v)
i)l [EEIE [1€(v)]]? '

Comme / est injective, T,,g(h) ne peux s’annuler que si ||[¢(v)||? h — (£(h),£(v)) v = 0, ce
qui est impossible si h # 0, car alors h € T,,Sy,—1 et v € S,_1 ne sont pas colinéaires (ils
sont non nuls et orthogonaux!).

Comme f est une immersion, I'application linéaire df,. est injective, donc I'application ¢
est bien définie, et est de classe C*°. Elle est immersive, car sa différentielle est triangulaire
supérieure par blocs, de bloc en haut & gauche injectif car f est une immersion, et de bloc
en bas a droite injectif par ce qui précéde.

Par définition de T'M et de la structure de variété de T'M, D'application ® est une
bijection de V x S,_1 dans (U x R") N T!M.

Comme S,_1 est compacte et f:V — U N M propre, I'application ® : V' x S,_; dans
(U x R")NT' M est propre, c’est donc une immersion C* qui est un homéomorphisme sur
son image, et T'M est bien une sous-variété C*. De plus, ® est une trivialisation locale
C° de 7 au-dessus de U N M de fibre S,_1, car m o & = pry, et donc 7 est une fibration
C®° de fibre S,_;.

[ Une autre maniére de voir que T'M est une sous-variété C* de R"™ x R™ est la
suivante. Considérons 'application f : TM — R définie par (z,v) — ||v]|?, qui est C*®
comme restriction d’application C* & la sous-variété T'M de classe C*° de R™ x R™. Son
application tangente 7\, ,yf en un point (z,v) de T'M est la restriction & T(, ,yT'M de la
forme linéaire £ : (h1, ha) = 2(v, ha). Comme (0,v) € T(, ,)TM (comme vecteur tangent
au temps ¢t = 0 de la courbe t — (z, (1 + t)v) de classe C! tracée sur TM) et £(0,v) # 0
si v # 0, on en déduit que T, ,)f est surjective en tout point (z,v) de T'M, et donc f
est une submersion en tout point de 7' M. Donc T'M = f~1(1), qui est non vide, est une
sous-variété de dimension dim TM — 1 =2p — 1. |

En tout point du cercle S, il existe exactement deux vecteurs tangents unitaires, I’'un
tournant dans le sens trigonométrique, 'autre dans le sens des aiguilles d’'une montre. En
identifiant R? avec C de maniére usuelle, on a T'S; = {(x,iz),z € $1} U {(x, —ix),r €
S1} € € x C, qui est bien C*-diffécomorphe a Sy [1S;.

b) Pour tout g dans SO(3), application g : So — Sg est restriction de 'application
linéaire de matrice g, donc pour tout x dans SO(3), I'application T,g : T;So — TyxSo
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est aussi restriction de cette application linéaire, qui préserve la norme euclidienne. Donc
Tg: (x,v) = (gz,Tpg(v) = gv) envoie TSy dans lui-méme.

Pour tout (z,v) € T'Sy, notons & A v 'unique vecteur de R? tel que (z,v,2 A v) soit
une base orthonormée directe, et soit P, , la matrice de passage de la base canonique de
R? & la base (x,v,2 A v), qui est bien un élément de SO(3). Posons ® : (z,v) + Py,.
Alors ® o T'g(z,v) = ®(gz, gv) = gP(x,v) car (gz) A (gv) = g(x A v) et par composition
des matrices de passages. L’application ® est C°°, car les coefficients de P, , dépendent
de maniére C* de ceux de z,v, et elle est bijective car il existe un et un seul élément de
SO(3) envoyant une base orthonormée directe sur une autre. L’application g — (geq, gea)
de SO(3) dans TSy, ot eq, ez sont les deux premiers vecteurs de la base canonique de R?,
est restriction d’une application polynomiale, donc est C*°. C’est clairement l'inverse de
®, donc @ est un C*°-difféomorphisme.

(4) a) On vérifie que ((w, 2), (iw, +iz)) = 0, donc X et Y sont bien a valeurs dans T'S3
(et méme dans TSz car ||(iw, +i2)|| = |w|* + |2|?> = 1). De plus, X et Y sont C*°, comme
restrictions d’applications polynomiales. Comme S3 est compact, les champs de vecteurs
X et Y sont complets. Par séparation des variables, comme [Z,£Z] =0, on a [X,Y] = 0.

b) Les vecteurs unitaires X (w, z) et Y (w, z) sont linéairement dépendants sur R si et
seulement s'il existe A dans {1} tel que X (w, z) = AY (w, ). Si A = 1, ceci implique que
(w,z) € Cy et si A = —1, ceci implique que (w, z) € Cy. Donc A est bien un champ de
plans sur Pouvert Sg — (C7 U Cy) de la variété S3. Comme il est engendré en tout point par
des champs de vecteurs C*°, il est C*°. Comme le crochet des champs de vecteurs X et Y
engendrant A est en tout point dans A (car nul!), le champ de plans A est intégrable par
le théoréme de Frobenius.

Pour montrer que toute courbe intégrale de X ou de Y est contenue dans une feuille
de F, il suffit par connexité de montrer que dans toute carte locale feuilletée, toute courbe
intégrale est contenue dans une feuille locale. Par naturalité des feuilletages et des courbes
intégrales par les C*°-difféomorphismes, on peut supposer que F est le feuilletage linéaire
standard, de feuilles les plans horizontaux. Alors X et Y sont des champs de vecteurs
horizontaux, donc leurs courbes intégrales sont horizontales, donc contenues dans les feuilles
du feuilletage linéaire standard.

c) Considérons les deux applications de R x Sz dans C? définies par (¢, (w,z)) +
(ew, ez) et (¢, (w,z)) — (e"w,e "2), d’images clairement dans S3. Alors leurs dérivées
par rapport au temps ¢ sont respectivement les applications (¢, (w, z)) — (ie®w,ie’z) =
X (ew,ez) et (t, (w,2)) — (iew, —ie”"2) = Y (e'w, e?2). Par unicité du flot local des
champs de vecteur, la premiére application est donc le flot local de X et la seconde celui
de Y. L’application f, . est donc (s,t) — (e"5H)qp, 5= 2). Quitte & faire un changement
de coordonnée linéraire & la source, ce qui ne change pas l'image, il suffit donc de montrer
que l'application g, . : (s,t) = (e"w,e’2) est d’image une sous-variété C*-difféomorphe
a T2

L’application g, . est clairement C*, et immersive (car son application tangente en
tout point est la multiplication par ¢ dans chacun des deux facteurs).

De plus, comme une rotation est déterminée par son axe et son angle, gy (s, t) =
Gu.-(8', 1) si et seulement si (s,t) — (s, ') € 2rZ?. Donc Papplication gy, . : R* — S3 passe
au quotient en une application injective g, - : T? = R?/277% — S3, qui est une immersion
C™ car la projection canonique R? — T? est un C*™-difféomorphisme local. Comme T? est
compact, g, . est un plongement C*°, et son image, qui est aussi I'image de gy, ., est bien
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une sous-variété C> de Ss, difféomorphe par g, a T?.

(5) a) L’application x — (x, X(x)) est C*°, car X l'est, et immersive injective car sa
premiére composante ’est, donc bijective sur son image, de bijection réciproque une restric-
tion d’une application linéaire, donc continue. Donc cette application, en tant qu’immersion
C® injective qui est un homéomorphisme sur son image est un plongement C*.

b) Soit U un voisinage ouvert de x dans R™, V un voisinage ouvert de 0 dans R? et
f:V — UNM un paramétrage local C* de M. On sait que ¢ : V xRP — (U xR")NTM
définie par (z,v) — (f(z),dfz(v)) est un paramétrage local de TM. Un calcul immédiat par
blocs, utilisant le fait que la différentielle d’une application linéaire est elle-méme, montre
que pour tous h, k € RP,

A () (s k) = (dfa () + PFo(v, ), dfa(R)) -

Comme T, ,\T'M est I'image de la différentielle en (z,v) du paramétrage local ¢, le résultat
en découle.

¢) Par compacité, il suffit de montrer que les points d’intersection de A et B sont isolés.
En prenant une carte locale, on peut supposer que M = RP. Or si A et B sont transverses
en un point d’intersection x, alors on peut écrire au voisinage de x la sous-variété B comme
le graphe d’une application de I’espace tangent & B en x & valeurs dans ’espace tangent a
A en z. Ce graphe ne rencontre A, dans un voisinage de x, qu’en ce point x.

d) Pour tout champ de vecteurs X, soit gx : M — TM Dapplication qui a x associe
(z,X(z)). Notons que Ty gx : TeM — Ty x(z))TM est Vapplication h +— (h, T, X (h)).
Comme gx est un plongement d’image Ny, le sous-espace vectoriel T, x(,))Nx de l'espace
tangent T, x(»))TM est 'image de l'application linéaire T gx. En particulier, pour tout
x dans M tel que X (z) =0, on a T, 0)No = T M x {0}, et donc T, 0 No et T(0)Nx =
{(h, Tz X (h)) : h € T;M} sont supplémentaires si et seulement si T, X est surjective.

e) L’application X est restriction d’application linéaire, donc est de classe C*°, et son
application tangente en tout point x de Sg est la restriction a T, S, de cette application
linéaire. Comme ((a, b, c), (0, —c,b)) = 0, le vecteur X () appartient a T,S; = {v € R?
(x,v) = 0} pour tout = dans Sy. Les zéros de X sont les triplets (a,b,c) de Sz tels que
b= c =0, donc sont (£1,0,0). En ces points, les sous-espaces tangents a Sy sont égaux
au plan des deux derniéres coordonnées : T(1;0)S2 = {0} X R2. Comme T, (+1,0,00X
T(+1,0,0)S2 = T(41,0,0)S2 est 'application (0, b, ¢) + (0, —c, —b) qui est surjective, le résultat
découle de la question précédente.

f) Non, par la formule de Hopf donnant la caractéristique d’Euler de Sy (qui est 2) en
fonction des indices d'un champ de vecteurs & zéros isolés en ces zéros (voir paragraphe
6.6.2).

(6) a) L’action de G préserve Sz, car |ew|?> + |nz|? = |w|? + |2]?, ainsi que C; et Cs.
Tout élément de G agit par une application C* (car restriction d’une application linéaire
a une sous-variété) sur l'ouvert S3 — (C U Cq). Le groupe G est fini (d’ordre 4), et agit
librement sur Sg — (C1 U Cs), car si (ew,nz) = (w, z) et w # 0,2 # 0, alors e = n = 1. Le
résultat découle alors de la définition de la structure de variété quotient.

(7) b) Par la question (4) ¢), on a M% 1= {(w,2) €S3 : |w| = |z} = T HCx{0}).

27V2
si et seulement si Re (wz) = 0 et que Re (a +ib)(c +id) = ac — bd,

w+z wW—2z

V2 | T V2
le résultat en découle.

Comme
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Le dessin de gauche ci-dessus est 'image par la projection stéréographique de pole

(1,0,0,0) du tore R~2(M SR ). Le dessin de droite est I'image par cette projection stéréo-
272

graphique du feuilletage R™2(F) de feuilles R™*(F(y,.)) = R~ *(M,,z). Pour expérimenter
sur MAPLE, voici des instruction possibles.

with(plots): a:=(x"2+y"2+272-1)/(x"2+y"2+2"2+1) : b:=2%x/(x"2+y~2+z"2+1) :
c:=2xy/(x"2+y"2+z"2+1) : d:=2%z/(x"2+y"2+z"2+1): p:=(atc)*(a-c)-(b+d)*(b-d):
implicitplot3d(p,x=-2.4..2.4,y=-2.4..2.4,z=-2..2, scaling=constrained,
axes=boxed)); implicitplot3d([p-0.6,p-0.4,p,p+0.4],x=-4..0,y=-4..4,2z=-3..3,
color=[cyan,yellow,green,red], scaling=constrained, axes=boxed));
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5 Groupes de Lie et espaces homogénes

Nous renvoyons a [MT, Bou4, Die2, Die3, CSM, Hel| pour d’autres informations sur ce
chapitre. La référence [MT| est vraiment excellente, et donc vivement recommandée.

5.1 Groupes de Lie

e Groupes topologiques.
Un groupe topologique est un ensemble G muni d’une structure de groupe et d’une
structure d’espace topologique compatibles, c’est-a-dire telles que ’application

GxG — G

(z,y) — ay !

soit continue. Il revient au méme de demander que les applications de composition (x,y) —
2y et d’'inverse x — 27! soient continues.

Un morphisme (de groupes topologiques) entre deux groupes topologiques est un mor-
phisme de groupes qui est continu. La collection des groupes topologiques, des ensembles
de morphismes entre deux groupes topologiques, avec la composition des applications et
les applications identités, est une catégorie (voir 'appendice A.6). Un isomorphisme de
groupes topologiques est un isomorphisme de groupes qui est un homéomorphisme. Deux
groupes topologiques sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de groupes topologiques
de I'un sur l'autre.

La composante neutre d'un groupe topologique est la composante connexe de son élé-
ment neutre.

Soit G un groupe topologique, d’élément neutre e. Définissons la translation & gauche
Ly : G — G et la translation a droite R, : G — G, respectivement par x — gz et x xg~ !
Ces applications sont des homéomorphismes, car continues et bijectives d’inverses L,-1 et
R,-1 respectivement. Il est & remarquer que ces applications commutent : pour tous g, h
dans G,

RyoLp,=LpoR,.

Si f: G — G’ est un morphisme de groupes, avec G’ un groupe topologique, alors, pour
tout g dans G,

foLg=Lfgolf-

Donc un morphisme de groupes entre deux groupes topologiques est continu si et seulement
s’il est continu en I’élément neutre.

Si Homéo(@G) désigne le groupe des homéomorphismes de G, alors les applications de
G dans Homéo(G) définies par g — L4 et g — Ry sont des morphismes de groupes :

Lgh:LgoLm Rgh:RgoRh-

(C’est pour cette derniére propriété que 1'on définit de la maniére ci-dessus la translation
a droite. Certains ouvrages notent a tort R, l'application « — xg.) En particulier, L, =

id, (Lg)_l = Lgfl, R, = id, (Rg)_l = Rgfl.

Proposition 5.1 Si G est la composante neutre d’un groupe topologique G, alors
e (Gy est un sous-groupe distingué de G,
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e les composantes connexes de G sont les classes a gauche (ainsi que les classes a
droite) de G modulo Gy,

e si Gy est ouverte, alors le groupe topologique quotient (c’est-a-dire ’ensemble quo-
tient muni des structures de groupe quotient et d’espace topologique quotient — qui
est un groupe topologique —) G /Gy est discret.

L est continue,

Démonstration. L’application de Gy x Gy dans G définie par (x,y) — xy~
donc son image est contenue dans Gy par connexité, donc Gy est un sous-groupe. Pour
tout g dans G, I'application de Gy dans G définie par x — gzg~' est continue, donc son
image est contenue dans Gy par connexité, donc Gg est distingué. Le reste est immédiat.

g

Exercice E.105 Montrer que tout groupe topologique connexe est engendré par tout voi-
sinage de son €élément neutre.

e Définitions.
Un groupe de Lie (réel) est un ensemble G muni d’une structure de groupe et d’une
structure de variété C*> compatibles, c’est-a-dire telles que I'application

GxG — G

(z,y) — ay!

soit de classe C*. Il revient au méme de demander que les applications de composition
(z,y) — xy et d’inverse x + z~! soient de classe C*°.

Tout groupe de Lie, quand on oublie son atlas maximal de cartes, est un groupe topo-
logique. Nous verrons dans la fin de ce paragraphe consacré a des résultats culturels ce qui
est vrai dans le probléme réciproque.

Notons qu’il découle facilement de la définition que, dans un groupe de Lie G, les
translations a gauche L, : G — G et a droite R, : G — G, définies respectivement par
x— gz et x — xg~ !, sont des C*®-difféomorphismes.

Un morphisme (de groupes de Lie) entre deux groupes de Lie est un morphisme de
groupes qui est de classe C*°. Notons qu’un morphisme de groupes entre deux groupes de
Lie est C* si et seulement s’il est C* en e, car fo Ly = L4 o f pour tout g dans G. La
collection des groupes de Lie, des ensembles des morphismes entre deux groupes de Lie,
avec la composition des applications et les applications identité, est une catégorie (voir
I'appendice A.6) : les applications identité sont des morphismes et la composition de deux
morphismes est un morphisme. Un isomorphisme (de groupes de Lie) est un isomorphisme
de groupes qui est un C*°-difféomorphisme. Deux groupes de Lie sont isomorphes s’il existe
un isomorphisme de I'un sur 'autre.

On définit de méme un groupe de Lie compleze (en demandant que G soit une variété
analytique complexe, et que application (x,y) +— xy~! soit analytique complexe), et pour
tout corps local K, un groupe de Lie sur K (appelé groupe de Lie p-adique si K = Qy),
voir paragraphe 2.3. Mais nous ne considérerons essentiellement que des groupes de Lie
réels dans ce cours. Comme pour les variétés, un groupe de Lie complexe admet aussi une
structure naturelle de groupe de Lie réel.

Soit G un groupe de Lie. Un sous-groupe de Lie de GG est une partie de G qui est un
sous-groupe de G et une sous-variété de classe C* de G. Comme les translations a gauche
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sont des C*°-difféomorphismes, il suffit de vérifier que cette partie est un sous-groupe et une
sous-variété C> au voisinage de I’élément neutre. Sauf mention explicite du contraire, une
telle partie sera toujours muni de ces deux structures. Comme celles-ci sont compatibles
par restriction, tout sous-groupe de Lie est donc un groupe de Lie. Un plongement (de
groupes de Lie) d'un groupe de Lie H dans un groupe de Lie G est un morphisme de
groupes de H dans G qui est un plongement de variétés C*°. L’image de H est alors un
sous-groupe de Lie de G.

e Exemples.

(1) Soit G un groupe. Muni de la topologie discréte, G est un groupe topologique, que
I'on appelle groupe discret. Si G est dénombrable, alors le groupe G, muni de son atlas de
cartes de variété de dimension 0 évident, est un groupe de Lie.

(2) Les groupes (R,+), (R*, x), (C,+), (C*, x), munis de leur structure de variété
analytique réelle, donc C*, évidente, sont des groupes de Lie (et les deux derniers sont des
groupes de Lie complexes).

(3) Le produit de deux groupes de Lie, pour la structure de groupe produit et de variété
produit, est un groupe de Lie.

(4) Si V est un espace vectoriel réel (resp. complexe) de dimension finie, alors le groupe

GL(V)

des automorphismes linéaires de V', muni de sa structure d’ouvert de I’espace vectoriel réel
(resp. complexe) de dimension finie End(V') des applications linéaires de V' dans lui-méme,
est un groupe de Lie réel (resp. complexe).

En effet, montrons que la composition et U'inverse sont C* (resp. analytiques com-
plexes). La composition (f, g) — fog est la restriction a 'ouvert GL(V') d’une application
bilinéaire de End(V'), donc est C* (resp. analytique complexe). Si g est un élément de
GL(V), alors son inverse est l'unique application f vérifiant 'équation g o f —id = 0.
Le théoréme des fonctions implicites, appliqué a la fonction F(g, f) = g o f —id, dont la
différentielle partielle par rapport a la seconde variable en un point (g, f) est I'application
linéaire inversible Y + g oY de End(V) dans lui-méme, montre que I'inverse g — g~ est
C®° (resp. analytique complexe).

L’espace tangent en tout point de GL(V') est identifié a End(V), et le fibré tangent a
GL(V) est identifi¢ a pry : GL(V) x End(V') — GL(V).

(5) La multiplication de deux matrices carrées réelles (resp. complexes) est polyno-
miale en les coefficients, donc C* (resp. analytique complexe). Par la formule M~! =
detl 7 'Comatrice(M) exprimant Pinverse d’une matrice inversible, I'inverse d’une matrice
carrée inversible réelle (resp. complexe) est rationnelle (de dénominateur ne s’annulant pas)
en les coefficients, donc C* (resp. analytique complexe). Donc, pour K = R (resp. K = C),
le groupe

GL,(K),

muni de sa structure de variété C* (resp. analytique complexe) en tant qu’ouvert de
Pespace vectoriel réel (resp. complexe) My, (R) ~ R™ (resp. M, (C) ~ C"*) est un groupe
de Lie réel (resp. complexe).

Les groupes de Lie GL(R™) et GL,(R) sont canoniquement isomorphes, par 'applica-
tion qui & un automorphisme linéaire de R™ associe sa matrice dans la base canonique.
De méme pour GL(C™) et GL,,(C). Notons que GL(R™) est un sous-groupe de Lie réel du
groupe de Lie réel défini par GL(C™).
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(6) L’application exponentielle z — e* de (R, +) dans (R*, x) est un isomorphisme
de groupes de Lie. L’application déterminant = +— det = de GL,(R) dans (R*, x) est un
morphisme de groupes de Lie. Pour tout g dans G, la conjugaison iy : G — G définie par
x — grg~ ! est un isomorphisme de groupes de Lie.

Exercice E.106 Soient n,p,q des éléments de N. On note I, la matrice identité n x n,
et

-, 0 0 0

(-1, © (0 I, [ o 1, o o
IM‘( 0 Iq>’ J"_<—In 0)’ Kea=1 "0 0 -1, 0
0 0 0 I

Montrer que les parties suivantes du groupe de Lie réel défini par GL,,(C) pour un entier
m convenable, en sont des sous-groupes de Lie, et calculer leurs dimensions :

SL,(C) = {ze€GL,(C) : detx =1}
SL,(R) = {z€GL,(R) : detx =1}

O(n) = {2€GL,(R) : txx=1,}

SO(n) = O(n)NSL,(R)

O(p,q) = {2€GLy(R) : 'whhgo=Ipg}
SO(p,q) = O(p,q) NSLp4¢(R)

U(n) = {2e€GL,(C) : tzx=1,}

SU(n) = U(n)NSL,(C)

U(p,q) = {2€GLy,(C) : Tl o =1I,4}
SU(p,q) = U(p,q) NSLy14(C)

Sp,(R) = {x e GLay(R) : ‘ad,x=J,}
0,(C) = {2z e€GL,(C) : tzz=1,}
Sp,(C) = {z€GL(C) : wdyz=J,}
Sp(p,q) = {z€8Sp,,(C) : TKpqz=Kp,}
SL(n,H) = {z¢€SLo(C) : Jyz=17J,}
SO(n,H) = {z€S09,(C) : 'TJ,z=J,}

Parmi les groupes ci-dessus, on peut montrer que seuls les groupes de Lie réels SL,, (C),
0,(C), SO,(C) et Sp,(C) ont une structure de groupe de Lie complexe qui est C*-
compatible avec leur structure de groupe de Lie réel. Les notations des trois derniers
groupes ne sont pas standards.

e Propriétés élémentaires.

Proposition 5.2 (a) Un morphisme de groupes de Lie est une application de rang cons-
tant.

(b) Un morphisme de groupes de Lie, qui est bijectif, est un isomorphisme de groupes
de Lue.
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Démonstration. Soit f : G — H un morphisme de groupes de Lie.
(a) Pour tout = dans G, comme f o Ly = Ly o f, le théoréeme de dérivation des
applications composées montre que

TpfoTeLy =TeLywyoTef -

Les translations & gauche sont des C*°-difféomorphismes, donc T, L, et T.L f(z) sont des
isomorphismes linéaires. Par conséquent, T, f et T, f ont méme rang.

(b) Supposons f bijectif. Comme f o L, = Ly o f pour tout z dans G, il suffit
de vérifier que f est un C*°-difféomorphisme local en e. Sinon, par le théoréme de forme
normale des subimmersions (proposition 2.8) et I'injectivité de f, il existerait un voisinage
compact V' de e dans G tel que f(V) soit un fermé d’intérieur vide dans H. Comme G est
séparable, il existe une suite (g;);en dense dans G, et en particulier G = ;o 9:V. Donc
Iimage f(G) = U;en f(9:)f(V) de f serait une union dénombrable de parties fermées de
H d’intérieur vide. Comme H est métrisable, le théoréme de Baire contredirait alors la
surjectivité de f. O

Proposition 5.3 Si Gy est la composante neutre d’un groupe de Lie G, alors Gg est un
sous-groupe de Lie distingué ouvert de G, les composantes connexes de G sont les classes
a gauche (ainsi que les classes a droite) de G modulo Go, et le groupe topologique quotient
G /Gy est discret.

Démonstration. Cela découle de la proposition 5.1, en remarquant que Gy est ouverte,
ce qui découle du fait que toute variété est localement connexe par arcs. O

La proposition suivante n’est pas complétement immédiate, car il existe des sous-
variétés non fermées dans R, par exemple, mais elle n’est guére compliquée. Nous verrons
sa réciproque, qui est vraie et plus profonde, dans le paragraphe 5.3.

Proposition 5.4 Tout sous-groupe de Lie d’un groupe de Lie est fermé.

Démonstration. Rappelons qu’une sous-variété est localement fermée, c’est-a-dire ou-
verte dans son adhérence. Si H est un sous-groupe d’un groupe topologique G, alors son
adhérence H est aussi un sous-groupe de G. Donc si H est un sous-groupe de Lie d’un
groupe de Lie, alors H est un ouvert dense dans H. Or si g € H, alors gH est ouvert dans
H, car la multiplication par g est un homéomorphisme de H dans lui-méme. Donc gH
rencontre H, et g appartient & H. O

e Culture.
Concluons ce paragraphe en donnant quelques résultats de culture générale, dont nous
n’aurons pas besoin dans ce cours, mais qu’il est bien utile de connaitre.

Théoréme 5.5 (voir [God, tome II, p. 6.27]) Tout groupe de Lie G admet une unique

structure de variété analytique réelle qui rende analytique réelle lapplication (x,y) — xy !

Théoréme 5.6 (voir [God, tome II, p. 6.33], [Die3, page 172] et le corollaire 5.22.) Soient
G, H deuz groupes de Lie. Tout morphisme de groupes continu de G dans H est C* (et
méme analytique réel pour la structure précédente). O
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En particulier, si G est un groupe topologique, alors il existe sur GG au plus une structure
de groupe de Lie compatible avec sa structure de groupe topologique. Les deux résultats
suivants donnent des conditions purement topologiques sur un groupe topologique pour
qu’il en admette au moins une.

Théoréme 5.7 (5-é¢me probleme de Hilbert, démontré par Gleason, voir par exemple [MZ,
page 184]) Soit G un groupe topologique qui soit une variété topologique. Alors G admet une
et une seule structure de groupe de Lie compatible avec sa structure de groupe topologique.

g

Un groupe topologique est dit sans petit sous-groupe s’il existe un voisinage de I'identité
qui ne contient aucun sous-groupe non trivial. Par exemple, le groupe additif Q, muni de
sa distance usuelle (voir par exemple [Ser2|) n’est pas sans petit sous-groupe. Rappelons
que le corps Q,, est le corps complété du corps Q pour la distance

n [ e i o g

d(z,2) = { 0 sinon
ot vp : Q* — Z est définie en notant vp(x) I'élément n de Z tel que x = p" ¥ avec u, v dans
Z premiers entre eux, et non divisibles par p. En effet, si Z, est 'adhérence de Z, alors
pour tout N, le sous-groupe p”~ Zy, est un sous-groupe additif de @Q,, proche de I’élément
neutre si N est grand.

Notons que le groupe topologique (Qp, +) est totalement discontinu, et non discret, en
particulier la composante neutre de 0, qui est réduite a 0, n’est pas ouverte.

Théoréme 5.8 (Montgomery-Zippin [MZ, pages 169,163/, voir aussi les problemes (5) a
(9), pages 162 & 166, de [Die3]) Soit G un groupe topologique localement compact, mé-
trisable séparable, et sans petit sous-groupe. Alors G admet une et une seule structure de
groupe de Lie compatible avec sa structure de groupe topologique. ]

Enfin, citons une condition nécessaire pour étre un groupe de Lie, qui montre 'im-
portance des exemples ci-dessus. Le résultat ci-dessous dit que tout groupe de Lie est
localement linéaire, au sens qui sera rendu précis dans la partie 5.7.

Théoréme 5.9 (Ado, voir par exemple [Bou4, Chap. I, page 99]) Soit G un groupe de
Lie. Alors il existe un élément n dans N, un voisinage ouvert U de l’élément neutre e dans
G, et un plongement analytique réel j : U — GL,(R) tel que pour tous x,y dans U, si xy
appartient a U, alors

j(zy) = j(@)jly) . O

Ceci permet théoriquement de ramener I’étude locale (mais seulement locale) des grou-
pes de Lie a celle de GL,,(R) (et de ses sous-groupes), mais cela ne serait pas trés in-
trinséque. De plus, il existe effectivement des groupes de Lie non linéaires (i.e. qui ne se

P

plongent pas dans un GL,,(R)), comme le revétement universel PSLy(R) de PSLa(R), voir
[DNF, tome 2, chap. I] et le paragraphe 5.7. Par contre, ceci permet de montrer que tout
groupe de Lie est sans petit sous-groupe, en prouvant (en exercice, en utilisant I’application
exponentielle de M,,(R) dans GL,(R)) que GL,(R) est sans petit sous-groupe (mais voir
aussi l'exercice E.119 pour une démonstration directe).
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5.2 Algeébres de Lie

Soit K un corps (commutatif). Une algébre de Lie sur K est un espace vectoriel g sur
K muni d’une application bilinéaire de g x g dans g, notée (z,y) — [z,y], telle que

L V$,y €9, [y,a:] = —[:c,y],
e Va,y,z €9, [z[y 2]+ [y, [z 2] + [z, [2,y]] = 0.

L’application (x,y) — [z, y] s’appelle le crochet de Lie de g, la premiére propriété s’appelle
I’anticommutativité, et la seconde 'identité de Jacobi pour le crochet de Lie.

Soient g,g’ deux algebres de Lie. Un morphisme (d’algébres de Lie) de g dans g’ est
une application linéaire ¢ : g — g’ qui préserve les crochets de Lie, ¢’est-a-dire telle que

Va,yeg, e(z,y]) = [e@), e(y)] -

La collection des algébres de Lie, des ensembles des morphismes entre deux algébres
de Lie, avec la composition des applications et les applications identité, est une catégorie
(voir I'appendice A.6) : les applications identité sont des morphismes et la composition de
deux morphismes est un morphisme. Un isomorphisme (d’algébres de Lie) de g dans g’ est
un isomorphisme linéaire, qui préserve les crochets de Lie. Son inverse est alors aussi un
isomorphisme d’algébres de Lie.

Soit g une algebre de Lie. Une sous-algébre de Lie de g est un sous-espace vectoriel b
de g qui est stable par le crochet de g (c’est-a-dire si X,Y € b, alors [X,Y] € ). Muni de
la restriction de ce crochet, c’est une algébre de Lie. Sauf mention explicite du contraire,
toute sous-algébre de Lie de g sera munie de cette structure d’algébre de Lie.

Exemples. (1) Tout espace vectoriel V' sur K, muni du crochet de Lie nul, est une algébre
de Lie sur K, dite commutative.
(2) Si A est une algébre (associative) sur K, alors Iespace vectoriel A, muni du crochet

[z,y] = xy —yx ,

est une algeébre de Lie sur K. C’est par exemple le cas, pour tout espace vectoriel V' sur
K, de l'algebre End(V') des endomorphismes de V', et on note

al(V)

'algebre de Lie obtenue. Pour tout n dans N — {0}, c’est aussi le cas de l'algébre M,,(K)
des matrices carrées n X n a coefficients dans K, et on note

gl (K)

I’algébre de Lie obtenue.

Si V est un espace vectoriel de dimension finie n sur K, et B une base de V, alors
I’application, qui & un endomorphisme de V associe sa matrice dans la base B, est un
isomorphisme d’algébres de Lie de gl(V) dans gl,,(K) (mais il dépend de la base choisie).
Par exemple, les algébres de Lie gl(K™) et gl,(K) sont canoniquement isomorphes, par
I’application qui & un endomorphisme de K" associe sa matrice dans la base canonique.

(3) Soit g une algebre de Lie sur K. Pour tout sous-corps K’ de K, I’ensemble g, muni
de son crochet et de sa structure d’espace vectoriel naturelle sur K’, est aussi une algébre de
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Lie sur K'. En particulier, si g est une algébre de Lie complexe, nous noterons gg ’algébre
de Lie réelle ainsi obtenue. Si K’ est un sur-corps de K, alors le crochet de Lie de g s’étend
par bilinéarité de maniére unique a l’espace vectoriel g @ K’ sur K’

I'algébre M,,(C) posséde a la fois une structure d’algébre de Lie complexe gl,(C) et
une structure d’algébre de Lie réelle, que 'on peut noter pompeusement Res]% gl (C).

(4) Si g et g’ sont deux algebres de Lie sur K, alors espace vectoriel produit g x ¢/,
muni de 'application

[(z,y), (")) = ([z, 2], [y,4/])

est une algébre de Lie sur K, appelée algebre de Lie produit. On définit de méme 'algébre
de Lie produit d’une famille quelconque d’algébres de Lie.

(5) Si M est une variété différentielle réelle de classe C*°, alors l'espace vectoriel réel
I'(T'M) des champs de vecteurs C* sur M, muni du crochet de Lie des champs de vec-
teurs, est une algébre de Lie réelle (voir la proposition 4.9). Si f : M — N est un C*>-
difféeomorphisme local, alors I'application f* : I'(T'N) — T'(T'M) est un morphisme d’al-
gébres de Lie (par les propriétés des images réciproques de champs de vecteurs, voir la
proposition 4.9). En particulier, si f : M — N est un C*-difféomorphisme, alors 'appli-
cation f, : T'(TM) — I'(T'N) est un isomorphisme d’algébres de Lie.

(6) Le noyau et I'image d’un morphisme d’algébres de Lie est une sous-algébre de Lie.

(7) Soit g une algebre de Lie. Une dérivation (d’algébres de Lie) de g est une application
linéaire 0 : g — g telle que

Va,y€g, o(z,y])=[6(x),y] +[z,6(y)] .

Remarquons que l'espace des dérivations de g est une sous-algébre de Lie de I'algébre de
Lie gl(g) des endomorphismes linéaires de g, que ’'on note Der(g). En effet, si ¢ et §’ sont
des dérivations, alors

000 ([z,y]) = [6008"(z),y] + [6(2),0'(y)] + [8'(x), 6 (y)] + [2,0 00" (y)] ,

donc [0, =0 06" — ¢ 0§ est encore une dérivation.
Par exemple, pour tout X dans g, 'application ad X : g — g définie par

ad X (V) = [X, Y]

est une dérivation d’algebres de Lie (parfois appelée dérivation intérieure), car pour tous
Y et Z dans g, on a

ad X ([Y, Z]) =[ad X (), Z] + [Y,ad X (Z)],
ce qui est une simple réécriture de l'identité de Jacobi. L’application
ad : g — Der(g)
est un morphisme d’algébres de Lie, car pour tous X et Y dans g, on a
ad [X,Y](Z)=ad XocadY (Z) —adYoad X (Z),

ce qui est aussi une simple réécriture de 'identité de Jacobi.
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Exercice E.107 On note tr X la trace d’une matrice carrée X, et on reprend les notations
de lexercice E.106. Montrer que les exemples suivants sont des sous-algebres de Lie de
lalgebre de Lie réelle définie par gl,,(C), pour un m convenable, et que sl,(C),0,(C) =
50,(C),sp,(C) sont des sous-algébres de Lie complexes de gly,(C), pour un m convenable :

slh(C) = {Xegl(C) : tr X =0}

sl,(R) = {X eglh(R) : tr X =0}

o(n) = {Xeglh(R) : 'X =-X}

so(n) = o(n)

o(p.q) = {X€ghyR) : XL+ X =0}
so(p,q) = o(p,q) -

u(n) = {XeglhC) : X =-X}

su(n) = u(n)Nsl,(C)

ulp,g) = {X €glyy(C) : "X Ipg+ I X =0}
su(p,q) = u(p,q) Nslp4(C)

spo(R) = {X €glon(R) : tX Jp + J, X =0}
on(@) = {X€gh(C): X =—X)

$50,(C) = 0,(C)

spp(C) = {X €gl,(C) : ‘X J, +J, X =0}
sp(p,q) = {X €sppig(C) 1 "X Kpq+ KpqX =0}
spi(n) = sp,(C)Nsu(2n)

slin,H) = {X €sl,(C) : J, X =XJ,}
so(n,H) = {X €509,(C) : X J, + J, X =0}

Ainsi o(n) est l'algébre de Lie des matrices réelles n-n antisymétriques, et u(n) est
I'algebre de Lie (réelle) des matrices complexes n-n antihermitiennes.

Soit g une algébre de Lie sur K. Le centre de g est le sous-ensemble
3g) ={Xe€g:VYeg [XY]=0}.

Par Iidentité de Jacobi, le sous-ensemble 3(g) est une sous-algébre de Lie de g. Le résultat
suivant est une version facile (sous ’hypothése trés particuliére d’avoir un centre trivial) du
théoréme d’Ado de linéarité des algeébres de Lie de dimension finie, qui est I’étape essentielle
de la démonstration du théoréme 5.9 et sur lequel nous reviendrons (mais toujours sans
donner de démonstration) au paragraphe 5.7.

Proposition 5.10 Une algébre de Lie sur K de dimension finie n et de centre trivial se
plonge dans l'algébre de Lie gl,(K).

Démonstration. L’application adjointe ad : g — gl(g) est un morphisme d’algébres de
Lie, dont le noyau est exactement le centre de g. O

5.3 Algeébre de Lie d’un groupe de Lie.

Soient G' un groupe de Lie (réel), et T,G 'espace tangent & G en son ¢élément neutre e.
Pour tout g dans G, rappelons que la conjugaison par g est 'isomorphisme de groupes de
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Lie iy : G — G défini par
lg 1T > gxg*1 .
Si Aut(G) désigne le groupe des automorphismes de groupes de Lie de G, il est immédiat
que l'application i : G — Aut(G), définie par g — 144, est un morphisme de groupes :
igq =g 0ty (et donc i, = id).
Notons
Adg=T,14:T.G = T.G

I'application tangente en e de i,. L’application Ad : G — GL(7T.G), définie par g +—
Ad g, est un morphisme de groupes de Lie (par le théoréme de dérivation des applications

composées et le fait que I'application de G x G dans G définie par (g, h) — ghg~"! soit de
classe C*), appelé la représentation adjointe de G.
Notons
ad =T, Ad : T.G — End(T.G)
I’application tangente en e de Ad. Pour tous X,Y dans T.G, posons
X, Y] = ad X(V) ,

et notons que [-,-] : T.G x T.G — T.G est bilinéaire sur R. Si G est un groupe de Lie
complexe, alors Te G est un espace vectoriel complexe, et [-, -] est bilinéaire sur C, car Tt i,

et T, Ad sont linéaires sur C (voir la propriété (6) de la partie 3.4).

Exemples. (1) Si G est abélien, alors i, vaut I'identité pour tout g dans G, donc Ad g :
T.G — T.G vaut l'identité et ad : T.G — End(T.G) est I'application nulle.

(2) Explicitons les applications Ad,ad lorsque G = GL,(R). Comme G est un ouvert
de M, (R), I'espace tangent a G en I'élément neutre Id est M,,(R). Comme iy : G — G
est la restriction a 'ouvert G de M,,(R) de I'application linéaire X — gXg~! de M,(R)
dans elle-méme, on a

Adg (X)=gXg".

Donc la représentation adjointe de GL,(R) est I'action par conjugaison de GL,(R) sur
M, (R).

Notons
o0

1
Yime =) —y»
n!
k=0
I'application exponentielle des matrices. Soit X un élément dans M,,(R). Le chemin ¢ :
t + e est un chemin C! sur GL,(R), tel que ¢(0) = Id et ¢(0) = X. Donc, pour tous

X,Y dans M, (R),

d

ad X (V) = (T, Ad)(X))(Y) = df 1o

(eXYe ™) = XY - YX .
Donc ad X (V) est le crochet de Lie [X,Y] des matrices X et Y, et les notations sont
cohérentes.

(3) De méme, si V' est un espace vectoriel réel de dimension finie, et si G est le groupe de
Lie GL(V'), dont ’espace tangent en I’élément neutre id est End(V), alors la représentation
adjointe de G est 'action de G par conjugaison sur End(V) : pour tous g dans GL(V) et
h dans End(V'),

Adg (h)=gohogt.
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En considérant 'application exponentielle des endomorphismes, on montre de méme que
I'application ad est le crochet de Lie des applications linéaires : pour tous g, h dans End(V),

adg (h) =[g,h] =goh—hog.

Proposition 5.11 L’espace vectoriel T.G, muni de lapplication (X,Y) — [X, Y], est une
algébre de Lie réelle.

Cette algeébre de Lie est appelée 'algébre de Lie du groupe de Lie G, et est notée g.
Comme conséquence de la formule de Jacobi (voir l'alinéa précédent 'exercice E.107),
I'application ad : g — gl(g) est un morphisme d’algébres de Lie, appelé la représentation
adjointe de g. En particulier, d’apreés ce qui précéde, 'algebre de Lie de GL,,(R) est gl,,(R),
et pour tout espace vectoriel réel V' de dimension finie, ’algébre de Lie de GL(V') est gl(V).
De méme, si G est un groupe de Lie complexe, alors ’espace vectoriel complexe T, G muni
de Papplication (X,Y) — [X,Y], est une algébre de Lie complexe.

Démonstration. On considére une carte locale (U, ¢) (de classe C*) de G en ’élément
neutre e, de sorte que ¢(e) = 0. Cette carte fournit aussi une carte locale (7= %(U), T)
pour le fibré tangent m : TG — G. On note T I'image d’'un point  de U par ¢, ainsi que
I'image d'un point z de 7—1(U) par Tr(a) -
Puisque ex = xe = x et puisque le produit dans G est C*>, on a, pour tous z,y dans
G proches de e,
Ty=7+y+ B(Z,9)+€T,7)

ou B est une application bilinéaire, et ’application e, ainsi que celles qui suivent, est une
application de plusieurs variables réelles de classe C°°, définie sur un voisinage de 0, dont
chaque terme du développement limité en 0 contient une puissance d’ordre au moins 2
dans au moins 1'une des variables.

En appliquant cette formule avec y = !, on obtient 0 = Z+z—1+B(Z, 2~ 1) +¢(T, z—1).
Donc

z7l=-T+¢T).

Donc, pour tous g, x dans G proches de e,

grg~' = (gx)g~' =T+ B(g,7) — B(z,9) + €(7,7) -

D’ou, pour tout g dans G proche de e et tout X dans T.G,

Adg (X)=X+B(g,X) - B(X,9) + () .

Par conséquent, pour tous X,Y dans T.G,

ad X (Y) = B(X,Y) - B(Y,X).

L’anticommutativité et l'identité de Jacobi de 'application (X,Y) — ad X (V) se dé-
duisent alors du cas des algébres associatives. O

Par exemple, si G est un groupe de Lie abélien, alors son algébre de Lie g est commu-
tative.
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Exercice E.108 Montrer que dans le tableau suivant, le terme de droite d’une ligne est
lalgébre de Lie du terme de gauche (voir les exercices E.106 et E.107).

SL,(C) 50, (C)

SLn (R) slo(R)

O(n) o(n) =so(n)
SO(n) s0(n) = o(n)
O(p,q) o(p,q) = so(p,q)
SO(p, q) s0(p,q) = o(p,q)
U(n) u(n)

SU(n) su(n)

U(p,q) (p,q)

SU(p, q) su(p, q)

S, (R) 5pa(R)

0,(C) 0,(C) = s0,(C)
SO, (C) $0,(C) = 0,(C)
Sp,(C) 5pn(C)

Sp(p, ) sp(p, q)

Sp.(n) 5p«(n)
SL(n,H) sl(n, H)

SO(n, H) so(n, H)

En particulier, 'algébre de Lie du groupe spécial linéaire est ’algébre de Lie des matrices
de trace nulle, I'algébre de Lie du groupe spécial orthogonal est I'algébre de Lie des matrices
antisymétriques, et ’algébre de Lie du groupe spécial unitaire est ’algébre de Lie des
matrices antihermitiennes de trace nulle.

Proposition 5.12 Si G et G’ sont des groupes de Lie, d’algébres de Lie g et g', si f : G —
G’ est un morphisme de groupes de Lie, alors T.f : g — ¢’ est un morphisme d’algébres de
Lie. En particulier, pour tout g dans G, Uapplication Ad g : T.G — T.G est un morphisme
d’algebres de Lie :

VX, Yeg, Adg(X,Y])=[Adg (X),Adg (Y)].
Démonstration. Pour tout g dans GG, puisque f est un morphisme,

foig=ifgof-

Donc pour tout g dans G et tout X dans g, par le théoréme de dérivation des applications
composées,

Tefo(Adg) = (Ad f(g) o Tef ,

et
Tefo(ad X) = (ad Tef(X)) o Tef .

D’oti, pour tous X, Y dans g,

Tef([Xa Y]) = [Tef(X)vTef(Y)] :
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Le cas particulier est obtenu en prenant G = G’ et f = i,. O

En particulier, ’espace tangent en 1’élément neutre & un sous-groupe de Lie H d’un
groupe de Lie G est une sous-algébre de Lie de 'algébre de Lie de G, qui s’identifie avec
I’algébre de Lie de H.

Notons que 'algébre de Lie d'un produit de groupes de Lie s’identifie avec ’algébre de
Lie produit des algebres de Lie de ces groupes de Lie.

Il découle aussi de la proposition 5.12 que si f : G — G’ est un isomorphisme de
groupes de Lie, alors T, f : g — ¢’ est un isomorphisme d’algébres de Lie.

5.4 Champs de vecteurs invariants

Soit G un groupe de Lie (réel), d’élément neutre e, et d’algébre de Lie g.

Rappelons que la translation a gauche (resp. a droite) par un élément g de G est le
C*>-difféeomorphisme L, : G — G (resp. Ry : G — @) défini par L, :  — gx (resp. Ry :
x> xg~ 1), et que les applications Ly et R}, commutent.

Un champ de vecteurs X sur G est dit invariant a gauche si pour tout g dans G, on a
(Lg)«X =X .

On définit de méme un champ de vecteurs invariant a droite. Notons “T'(T'G) (respective-
ment T'(TG)%) I’ensemble des champs de vecteurs C™ et invariants & gauche (respective-
ment a droite) sur G.

Pour tout x dans G et tout X dans g, notons
X(z) = TeLs(X)

de sorte que l'application x — X(z) soit un
champ de vecteurs sur G, dit associé a X.

Proposition 5.13 (1) L’ensemble °T'(TG) est une sous-algébre de Lie de l’algébre de Lie
INTG).
(2) L’application de g dans I'(T'G) définie par
X = {zx— X(2)}
est un isomorphisme d’algébres de Lie de g sur T (TG).
Dans la suite de ces notes, nous identifierons souvent ’algébre de Lie g d’un groupe de

Lie G avec I'algébre de Lie “T(T'G) des champs de vecteurs invariants a gauche sur G par
I’application précédente.

Démonstration. (1) La premiére affirmation découle du fait que les applications (Lg)
sont linéaires et préservent le crochet de Lie des champs de vecteurs : pour tous X,Y dans
IN(TG),

(L)« (X +AY) = (Lg)s X + AM(Lg)Y,  (Lg)«([X,Y]) = [(Lg)s X, (Lg)«Y]) ,
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donc une combinaison linéaire de champs de vecteurs invariants a gauche est encore inva-
riant & gauche, et le crochet de champs de vecteurs invariants & gauche est encore invariant
a gauche.
(2) Soit X € g. Ecrivons X = %lt:() ¢(t) avec ¢ un chemin C* passant par e a I'instant
- — d
t = 0. Alors X(z) = di[1=0

vecteurs x — X (z) est bien C*°. Pour tous g, dans G, on a

ze(t). Comme la multiplication de G est C*°, le champ de

(Lo)e X () = Ty1,Ly(X (g7 ) = Ty 1Ly 0 TeLg1,(X) = TeLy(X) = X (2) .

Donc le champ de vecteurs x — X (z) est bien invariant a gauche. Il est immédiat par
construction que 'application X +— {z — X (x)} est un isomorphisme d’espaces vectoriels
de g sur “T'(T'G). 1l reste donc & démontrer que 'application X — {z + X (z)} préserve
les crochets de Lie.

Pour Z dans g, notons L la dérivation associée au champ de vecteurs invariant a
gauche Z associé a Z. Notons que, pour toute application ¢ : G — R de classe C!, pour
tout x dans G, et pour toute courbe ¢ ++ a(t) de classe C' dans G tangente en e & Z
(c’est-a-dire a(0) = e et a(0) = Z), on a

d d

o’ Ryp-1(z) = %\t:owu a(t)) = Tep o TeLy(Z) = Lyp(z) .

Soient X,Y dans g et z dans G. Soient b et ¢ deux courbes C? dans G tangentes en e a X
et Y respectivement, et f : G — R de classe C*. L’application (s,t) + f(z b(s)e(t)b(s)™!)

est de classe C2. On a, en notant A = %Zﬂs:o o [z b(s)c(t)b(s)™1),
A = %\s:o Tof o T.Ly o (Ad b(s))(Y)

= TpfoT.L,([X,Y])
= ﬁmf(x)'

De plus, par le lemme de Schwarz,

A = %Zs\tzo,s:o F(@b(s)e(t)b(s) 1)

= %“:0 T:v(f ORc(t)*l) TeLy X) -4 - Ta:c(t)foTeL:cc(t)(X)

= dipmo Lx(f o Rey-1)(2) = oL flace(t)

Donc X + {x + X(x)} est un isomorphisme d’algébres de Lie de g dans “T(T'G). O

Remarque. Cette démonstration fournit une nouvelle démonstration de la proposition
5.11 : Vanticommutativité et l’identité de Jacobi pour le crochet de Lie de g se déduisent
de celles du crochet de Lie des champs de vecteurs invariants & gauche.

Etudions maintenant les propriétés de I'intégration des champs de vecteurs invariants
a gauche. Rappelons qu'un champ de vecteurs X de classe C* est complet si son flot local
¢ est défini sur R x M, ce qui implique que (¢¢)ier est un groupe a un parameétre C* de
C®°-difféomorphismes de M, voir la définition dans la proposition 4.3. La seconde assertion
ci-dessous découle aussi de la derniére remarque du paragraphe 4.6.
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Proposition 5.14 Soit G un groupe de Lie et X un champ de vecteurs invariant a gauche
sur G. Alors X est complet et, si (¢1)ier est le flot de X, alors pour tous t dans R et g, g’
dans G, on a

o1(99') = go:(g') -

Démonstration. Puisque X est invariant & gauche, et par la propriété d’unicité du flot
local de X, pour tout g dans G, le point ¢;(gz) est défini si et seulement si ¢;(x) est, et
alors

ot(gr) = goe(z) -

D’aprés le théoréme d’existence du flot local, il existe € > 0 et un voisinage ouvert U de e
tel que ¢y (x) soit défini pour (t,z) dans | — 2¢,+2¢ [ xU. Donc ¢(z) est défini pour (¢, x)
dans | — 2¢, 4+2¢| xgU, pour tout g dans G. Par la proposition 4.3, on en déduit que X est
complet. D’aprés ce qui précéde, on a bien ¢¢(gg’) = g¢(g’) pour tous ¢t dans R et g, ¢
dans G. U

Notons la jolie utilisation suivante des champs de vecteurs invariants a gauche.
Proposition 5.15 Tout groupe de Lie est parallélisable.

Démonstration. Soit (X1, -, X)) une base de g. Alors les champs de vecteurs invariants
a gauche associés forment en tout point g de G une base de l'espace tangent a G en g.
Donc (voir 'exercice E.52), le fibré tangent de G est trivialisable. g

5.5 Application exponentielle

Soit G un groupe de Lie, d’élément neutre e, et soit g son algébre de Lie.

Le flot des champs de vecteurs invariants & gauche permet de définir une application
canonique cruciale de l'algébre de Lie dans son groupe de Lie.
On appelle application exponentielle, et on note

exp=expg: 9 — G

I'application définie par X — exp X = ¢1(e), ot (¢ )ier est le flot du champ de vecteurs
invariant a gauche associé a X.

Notons que comme un champ de vecteurs invariant a gauche est complet, le temps 1 de
son flot est bien défini. Les exemples ci-dessous expliquent 'origine de cette terminologie.

Exemples. (1) Si G est le groupe de Lie abélien S; = {e?? : 6 € R}, d’élément neutre
1, alors 'espace tangent 7.:¢S; en un point e de la sous-variété S; est le sous-espace
vectoriel iR de C. Un élément X de I'algébre de Lie de G est donc de la forme X = ix
pour x dans R. Le champ de vecteurs invariant & gauche associé & X est l'application
e s X () = ize®. Soit (¢¢)ier le flot de ce champ de vecteurs (défini sur R x Sy). Alors
l'application ¢t — ¢;(1) de R dans C est I'unique solution de I’équation différentielle

d .
%qbt(l) = 1T (Z)t(l)

avec condition initiale ¢g(1) = 1. Donc ¢¢(1) = %t et

exp X =eX .
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Donc l'application exponentielle du groupe de Lie S1, dont I'algébre de Lie est identifiée
comme ci-dessus avec la droite des nombres complexes imaginaires purs, coincide avec
I’exponentielle des nombres complexes.

(2) Soit G le groupe de Lie GL,(R), d’élément neutre Id, et g = gl,,(R) son algébre de
Lie. Comme la multiplication & gauche par un élément de G est un endomorphisme linéaire
de M, (R), pour tout X dans g, le champ de vecteurs invariant & gauche associé a X est

g X(g) =g9X,

ou g X est la multiplication des matrices g et X. Soit (¢;)¢cr le flot de ce champ de vecteurs
(défini sur R x G). Alors l'application ¢ +— ¢¢(Id) de R dans G est 'unique solution de
I’équation différentielle

L 6(1d) = 6,(10) X

oo t"
avec condition initiale ¢o(Id) = Id. Donc ¢;(Id) = X = g — X" et
n!
n=0

exp X =eX .

Donc I'application exponentielle du groupe de Lie GL,,(R), dont I’algébre de Lie est gl,,(R),
coincide avec 'application exponentielle des matrices.

(3) Si V est un espace vectoriel de dimension finie, on montre de méme que 'application
exponentielle du groupe de Lie GL(V'), de l'algébre de Lie gl(V) a valeurs dans GL(V),
coincide avec I'application exponentielle des endomorphismes.

Propriétés. (1) Par changement de variable sur le temps dans ’équation différentielle
définissant le flot local, pour tout X dans g, si (¢¢)icr est le flot du champ de vecteurs
invariant a gauche associé a X, alors

exp tX = ¢(e) .

(2) Par les propriétés de régularité du flot local, 'application exponentielle exp : g — G
est de classe C* (et méme, ce qui peut étre utile parfois, elle est analytique réelle si G est
muni de sa structure de variété analytique réelle canonique, voir le théoréme 5.5).

(3) La différentielle en 0 de l'application exponentielle de G est 1'application identité
de g.
En effet, en identifiant avec g 'espace tangent en tout point de ’espace vectoriel g, on

obtient
d

Ty exp(X) o

exp(0+1X) = 5 i(e) = X(dole) = X .

~ dtji=o

(4) Par le théoréme d’inversion locale, on en déduit que l'application exponentielle est
un C*-difféomorphisme local en 0 (et méme un C“-difféomorphisme local si G' est muni
de sa structure de variété analytique réelle canonique).

En particulier, si G est connexe, alors exp(g), qui contient un voisinage de l'identité,
engendre G, par 'exercice E.105. Mais on prendra garde que l'application exponentielle
n’est pas toujours surjective, voir I'exercice E.190.
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(5) Un sous-groupe a un paramétre de G' est un morphisme de groupes de Lie ¢t — 74 de
R dans G, souvent noté (v;);cr. Par exemple, le morphisme trivial ¢ — e est un sous-groupe
a un paramétre. Notons SG1(G) l'ensemble des sous-groupes a un paramétre de G. Alors
I'application de SG1(G) dans g définie par

0 : (7t)ter Ve

'% E—
dt |t=0

est une bijection, d’inverse

0 : X — (exp tX)er -
En effet, pour tout X dans g, par complétude et la propriété (1), le flot (exp tX)ier est
un sous-groupe a un paramétre, et il est clair que 6 o § vaut I'identité. Réciproquement,
soient (y¢)ter un sous-groupe a un paramétre de G, X = %‘ ot € g et X le champ de
vecteurs invariant & gauche associé & X. En particulier, 79 = e. De plus,

d d

< —— = =T.L, (X)=X :
d8|s:so% dt|t:0%0+t dt|t=0%0% e 730( ) (Vs0)

La propriété (1) et le théoréme d’unicité des courbes intégrales d’'un champ de vecteurs
montrent donc que les applications ¢ — v, et t — exp tX coincident.

L’exemple du groupe de Lie quotient G = R"/Z"™, ou n > 1, montre qu’un sous-groupe
& un paramétre de (G, méme non trivial, n’est pas forcément injectif. Par ailleurs, son
image n’est pas forcément une sous-variété de G, il existe par exemple des sous-groupes a
un parameétre (non surjectifs) d’image dense dans G = R"/Z™ pour n > 2.

(6) Soient H un groupe de Lie et f : G — H un morphisme de groupes de Lie. Alors,
pour tout X dans g, on a

fexpg(X)) = expy (Tef(X)) -

En effet, 'application ¢ — f(exps(tX)) est un sous-groupe a un paramétre de H, dont la
dérivée en t = 0 est T, f(X), et on conclut par la propriété (5).

Exemples. a) Pour tout g dans G et tout X dans g, la conjugaison i, : G — G définie
par h — ghg~' est un morphisme de groupes de Lie, d’application tangente en e égale &
Ad g par définition. Donc

exp(Ad g (X)) =g (exp X)g~".

b) Comme 'application Ad : G — GL(g) est un morphisme de groupes de Lie, dont
I’application tangente en 'identité est ad, pour tout X dans g, on a

Ad(exp X) =X

¢) Comme 'application déterminant det : GL,,(R) — R* est un morphisme de groupes
de Lie, dont la différentielle en Id est 'application trace tr : gl,,(R) — R, on a

det(eX) = "X |

d) Si G est un sous-groupe de Lie de GL,,(R), alors I'exponentielle de G est la restriction
a la sous-algébre de Lie g de gl,,(R) de 'exponentielle des matrices de gl,,(R) dans GL,,(R).
Il suffit en effet d’appliquer la propriété (6) a Uinclusion f : G — GL,(R).
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e) Plus généralement, si H est un sous-groupe de Lie de G, d’algébre de Lie b (qui est
une sous-algebre de Lie de g), alors

expy = €XPgq |y -

I1 suffit en effet d’appliquer la formule de la propriété (6) a 'inclusion i : H — G, car Tgi
est alors 'inclusion h — g.

(7) Pour tous X,Y dans g, si [X,Y] =0, alors
exp(X +Y)=exp X exp Y.

On fera bien attention que cette formule n’est en général pas vraie sans I'hypothése [ X, Y] =
0. Pour s’en persuader, trouver un contre-exemple pour G = GLa(R), et montrer que si
la formule précédente est vraie pour tous les X, Y dans l'algebre de Lie de G, alors la
composante neutre de G est un groupe de Lie abélien.

Pour démontrer cette formule, remarquons que, pour tout s fixé dans R, I'application

t — exp(sX) exp(tY) exp(—sX)
est un sous-groupe & un paramétre, dont la dérivée en t = 0 est
Ad(exp sX)(YV) =eMX(Y) =Y
car ad X(Y) = [X,Y] = 0. Donc, par unicité,
exp(sX) exp(tY) exp(—sX) = exp(tY) .

Donc lapplication t +— exp(tX) exp(tY) est un sous-groupe a un paramétre de G, dont
la dérivée en ¢t = 0 est X + Y. Encore une fois par unicité, on a exp(tX) exp(tY) =
exp(t(X +Y)) pour tout ¢, ce qui montre le résultat.

(8) Calculons I'application tangente de I’application exponentielle.

Proposition 5.16 Pour tout X dans g, l'application tangente T'x exp : g — Texp x G de
Uapplication exponentielle en X est donnée par la formule suivante :

e2d(=X) _iq
Ty exp = TnLex S
AP pX© < ad(—X)

Avant de montrer cette formule, notons que I’application © : z 62771 si z # 0

. . . o0 n—1 .
et 0 — 1 est analytique complexe sur C, car elle coincide avec ) >, #——. Si f est un
endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, nous noterons comme d’habitude
F_j L. . .
O(f) (ou par abus %) la valeur de cette série convergente d’endomorphismes ot nous

avons substitué f a z. Pour tous g, h dans G et v dans TG, notons par abus
g-v="TyL4(v) € Ty G,

et
v-g=TyR;1(v) € TG .
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Avec ces notations, notons que par définition Ad g (Z) = g- Z - g~ ' (I'absence de paren-
thésage vient du fait que Ly et R, commutent).

Démonstration. Il revient au méme de montrer que
(exp —X)-Txexp =0(ad(—X)) .
Soient X,Y dans g et s,¢ dans R. Notons fx : R — End(g) lapplication définie par
fx(s):Y — s (exp(—sX)) Tsxexp(Y) .

En différenciant par rapport a X I'équation exp (s +t)X = exp sX exp tX, on obtient,
pour tout Y dans g,

(s + 1) T(srp)x exp (V) = s(Tox exp (V) - (exp tX) +t(exp sX) - (Trx exp (Y)) .
En se ramenant dans g par (exp —(s + ¢t)X)- , on obtient

fx(s+1t) = Ad(exp(—tX)) o fx(s) + fx(t) = e o fx(s) + fx(t) .

En dérivant cette équation par rapport a t en ¢t = 0, et comme f4(0) = Tpexp = id, on
obtient
f5%(s) =1Id —ad X o fx(s) .

On vérifie aisément que 'application s — sO(sad(—X)) est aussi une solution de cette
équation différentielle, dont la valeur en s = 0 est 0 = fx(0). Par unicité, on a donc
fx(s) = sO(sad(—X)). En prenant s = 1, le résultat en découle. O

Porisme 5.17 L’application exponentielle est un C*-difféomorphisme local en X € g
st et seulement si les valeurs propres de l'endomorphisme ad X de g appartiennent a
(C — 2irzZ) U {0}.

Démonstration. Par le théoréme d’inversion locale, exp est un C*°-difféomorphisme local
en X si et seulement si T'x exp est un isomorphisme linéaire. Par la proposition précédente,
ceci équivaut au fait que ©(—ad X) n’ait pas 0 comme valeur propre. Or si A\ est une
valeur propre de ad X associée au vecteur propre Y), alors ©(—\) est une valeur propre

de ©(—ad X) associée au vecteur propre Yy. Donc si Aj, ..., Ax sont les valeurs propres de
ad X, alors O(—\1),...,0(=\;) sont celles de O(—ad X). Or O(z) est nul si et seulement
si z appartient & 2inZ — {0}. Le résultat en découle. O

5.6 Sous-groupes de Lie immergés et sous-algébres de Lie

Soit G un groupe de Lie, d’élément neutre e, et soit g son algebre de Lie.

Théoréme 5.18 Soit h une sous-algébre de Lie de g. Alors il existe un couple (H,i) ot
H est un groupe de Lie conneze, et i : H — G un morphisme injectif de groupes de Lie de
H dans G, tel que T.i soit un isomorphisme d’algébres de Lie de l’algébre de Lie de H sur
h.

De plus, si (H',i") est un autre tel couple, alors il existe un et un seul isomorphisme
de groupes de Lie f: H — H tel quei =io f.
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Un tel sous-groupe i( H) est appelé un sous-groupe de Lie immergé de G, bien que ce ne
soit pas un sous-groupe de Lie de G en général. Par exemple, lorsque G = R"/Z" o n > 2,
comme les sous-algébres de Lie de g = R sont exactement les sous-espaces vectoriels de
g, pour la plupart des sous-algébres de Lie h de g (et c’est le cas de toutes les droites de
pentes irrationelles lorsque n = 2), le sous-groupe de Lie immergé i(H) d’algébre de Lie
h n’est pas localement fermé, donc n’est pas un sous-groupe de Lie. On identifie par abus
H avec son image par 7 et l'algébre de Lie de H avec son image par T.i. Notons que H
est muni de deux topologies, sa topologie intrinséque (en tant que groupe de Lie) et sa
topologie induite (en tant que partie de G), qui peuvent étre différentes.

Démonstration. Soit p la dimension de h, et A le champ de p-plans invariant a gauche
par G et valant h en e :
Vge G, Ay=T.Ly4bh).

Ce champ de p-plans est clairement de classe C*° (et on peut remplacer C* par C* dans
toute cette démonstration si G est muni de sa structure analytique réelle canonique, voir
le théoréme 5.5). En effet, soit (X1,..., X)) une base de h. Alors les champs de vecteurs
invariants & gauche associés a Xi,..., X, sont C* et forment en tout point g de G une
base de A,. On applique alors la proposition 4.10.

Puisque § est une sous-algébre de Lie, par la proposition 5.13, et par le théoréme de
Frobenius 4.11, le champ de p-plans A est intégrable.

Soit H la feuille du feuilletage F associé & A passant par e, munie de sa structure de
variété C* définie par la topologie des feuilles. On a vu au paragraphe 4.8 que l'injection
i : H — G est une immersion C* injective de H dans G.

Montrons que H est un sous-groupe de (. Pour tout g dans G, puisque le C°°-
diffeomorphisme L, préserve le champ de p-plans A, il préserve le feuilletage F, et donc
Ly(H) est la feuille de F passant par g. En particulier, si g appartient a H, alors Ly(H) =
H. On en déduit que H est stable par multiplication, ainsi que si g appartient & H, alors
il existe h dans H tel que gh = e, ce qui implique que ¢~ = h, donc que g~ ! appartient &
H.

Enfin, la restriction & H de l'application (z,y) — zy~" est encore C*°, car cette pro-
priété est locale, et car H est une sous-variété immergée C*° dans G.

L’unicité découle de 'unicité de la feuille d’un feuilletage intégrant un champ de p-plans
donné et passant par un point donné. O

1

Avec les identifications qui précédent cette démonstration, le résultat suivant découle
immédiatement du théoréme 5.18.

Porisme 5.19 Soit G un groupe de Lie, d’algébre de Lie g. L’application qui & un sous-

groupe de Lie immergé de G associe son algébre de Lie est une bijection de ’ensemble des

sous-groupes de Lie immergés connexes de G sur l’ensemble des sous-algébres de Lie de g.
O

Montrons maintenant la réciproque de la proposition 5.4.

Théoréme 5.20 (E. Cartan) Tout sous-groupe fermé H de G est un sous-groupe de Lie
de G.
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Démonstration. Notons h ={X €g : Vt€ R, exp tX € H}. Clest le candidat pour
étre lalgébre de Lie de H.

Etape 1. Montrons d’abord que b est une sous-algébre de Lie de g.

Comme Tj exp = idg, et puisque I'application tangente en (e, e) a la multiplication G x
G — G est Papplication somme gx g — g, onaexp X expY =exp(X+Y +o(||X|],[|Y]])
(pour n’importe quelle norme sur g). Donc pour tous X,Y dans g, ¢ dans R et a, § dans

R, on a

taX tpy
lim (exp o exp 6—)” =exp t(aX +5Y) .
n n

n—oo

Donc, comme H est un sous-groupe fermé, le sous-ensemble § est un sous-espace vectoriel
de g. Montrons que h est une sous-algebre de Lie de g, c’est-a-dire que [X, Y] appartient a
h pour tous X, Y dans . Or

d

d
sad X

—_ — Y =
d8|s:0 ( )

ad X (Y) = £IS:0

Ad(exp sX)(Y) .

Il suffit donc de montrer que Ad(exp sX)(Y') appartient a h pour tout s, c’est-a-dire que,
pour tout ¢ dans R, I’élément exp(t Ad(exp sX)(Y')) appartient & H. Or, par les propriétés
de 'application exponentielle,

exp(Ad(expsX)(tY)) = expsX exptY exp(—sX),

ce qui conclut, car H est un sous-groupe.

Etape 2. Montrons que H est une sous-variété de G au voisinage de e. Par translations
a gauche, ceci montrera que H est une sous-varié¢té de G (donc un sous-groupe de Lie).

Soit F le feuilletage C* intégrant le champ de plans invariant a gauche défini par b,
et V' un domaine de carte feuilletée en e. Notons F v la feuille locale de e (pour mémoire,
c’est la composante connexe de e dans V pour la topologie des feuilles dans V', et c’est
une sous-variété C*>° de V). Il suffit de montrer que si V est suffisamment petit, alors
VNH=F.y.

Montrons tout d’abord que le sous-groupe de Lie immergé F. de G d’algébre de Lie
b est contenu dans H. Muni de sa topologie intrinséque (c’est-a-dire de la topologie des
feuilles du feuilletage F), le groupe de Lie connexe F. est engendré par tout voisinage
U de e dans F.. Il existe un tel voisinage U qui est 'image d’un voisinage de 0 dans b
par I'application exponentielle. Donc par définition de b, le voisinage U, et donc Fe, est
contenu dans H.

Lemme 5.21 Soit (X,,)nen une suite convergente vers X dans g. S’il existe une suite
de nombres réels (tp)nen strictement positifs, qui converge vers 0, telle que exp t,X,
appartienne a H pour tout n dans N, alors X appartient a b.

Démonstration. Pour tout ¢ dans R, notons k,, la partie entiére de t/t,. Alors, comme
t, converge vers 0,

exp tX = lim exp(knt,X,) = lim (exp(t, X)) .

n—oo n—oo

Comme H est un sous-groupe fermé, exp tX appartient a H. O
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Terminons la démonstration de I’étape 2. Nous avons déja vu que F,, et donc F v, est
contenu dans H. Montrons alors, par ’absurde, qu’il existe un voisinage U de e tel que
UNH C }—e,V-

Sinon, il existe une suite (g, )nen dans G, qui converge vers e, telle que g, € H — Fe v .
Soit b’ un supplémentaire de h dans g, muni d’une norme quelconque. Rappelons que exp
est un difféomorphisme local en 0, d’application tangente en 0 égale & l'identité. Il existe
dong, par le théoréme d’immersion locale, un voisinage W (resp. W') de 0 dans b (resp. b'),
tels que I'application de W x W' dans G définie par (x,y) — exp x exp y soit un C-
diffeomorphisme sur un ouvert de V. Ecrivons g, = exp x, exp y, avec x,,y, dans b, b’
respectivement, et convergeant vers 0. Puisque g, n’appartient pas & F¢, le vecteur y,, est
non nul, donc quitte a extraire, X,, = y,/||yn|| converge vers un vecteur X n’appartenant
pas a Bh. Ceci contredit le lemme précédent. ]

Comme corollaire du théoréme de Cartan, montrons le théoréeme 5.6.

Porisme 5.22 Soient G et H deuz groupes de Lie. Alors tout morphisme de groupes con-
tinu f de G dans H est un morphisme de groupes de Lie.

Démonstration. Le graphe G de l'application f est un sous-groupe fermé du groupe
topologique métrisable G x H, donc est un sous-groupe de Lie du groupe de Lie produit
G x H par le théoréme de Cartan. Il est clair que la restriction de la seconde projection
pry & G est un morphisme de groupes de Lie de G dans H. La restriction g de la premiére
projection pr; & G est un morphisme de groupes de Lie bijectif, donc un isomorphisme de
groupes de Lie par la proposition 5.2. Donc f = pryog~! est un morphisme de groupes de
Lie. Il

5.7 Revétements et groupes de Lie

Le but de ce paragraphe est de montrer que le probléme de classification des groupes
de Lie (réels) connexes se rameéne au probléme de classification des algébres de Lie (réelles)
de dimension finie. Ceci se fait en deux étapes, en passant d’abord des groupes de Lie
connexes aux groupes de Lie simplement connexes, puis des groupes de Lie simplement
connexes aux algébres de Lie.

Nous renvoyons a 'appendice A.4 pour la définition d’un espace topologique simplement
connexe (qui contient par définition I'hypothése de connexité par arcs).

Soient G et G’ deux groupes de Lie, d’éléments neutres e et ¢’ respectivement. Un
revétement de groupes de Lie de G’ dans G est un morphisme de groupes de Lie de G’ dans
G, qui est un revétement (entre les espaces topologiques sous-jacents). Un (iso)morphisme
(de revétements de groupes de Lie) d’un revétement de groupes de Lie p : G’ — G dans
un revétement de groupes de Lie p' : G” — G est un (iso)morphisme de groupes de Lie
¥ G" — G qui est un (iso)morphisme de revétement (c’est-a-dire tel que p’ o) = p).

Les exemples cruciaux de revétements de groupes de Lie sont les suivants (voir l'exercice
E.125).

Proposition 5.23 Si H est un sous-groupe distingué discret de G, alors il existe une et
une seule structure de groupe de Lie sur H\G telle que w : G — H\G soit un revétement
de groupes de Lie et un C®-difféomorphisme local. De plus, Tem : T.G — T (H\G) est un
1somorphisme d’algébres de Lie.
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L’ensemble quotient H\G sera, sauf mention explicite du contraire, munie de cette
structure de groupe de Lie, et sera appelé groupe de Lie quotient de G par H. On identifiera
souvent les algébres de Lie de G et de H\G par T,m.

Démonstration. Il est immédiat que H agit continuement, librement et proprement sur
'espace topologique G par translations a gauche. Donc (voir le paragraphe 2.4.2), 'espace
topologique quotient H\G admet une unique structure de variété C* telle que 7 : G —
H\G soit un C*-difféomorphisme local. En particulier, comme le probléme de vérifier
qu'une application est C* est local, la variété H\G, munie de sa structure de groupe
quotient, est un groupe de Lie, et la projection canonique 7 : G — H\G est un revétement
de groupes de Lie. L’unicité est immeédiate.

L’application tangente Tem est bien un isomorphisme (d’algébres de Lie) de I'algébre
de Lie de G sur l'algebre de Lie du groupe de Lie quotient H\G. En effet, si f : M — M’
est un revétement de variétés de classe C!, alors pour tout = dans M, I'application T}, f :
Ty M — Tp(zyM' est un isomorphisme linéaire. O

Par exemple, puisque {£Id} est un sous-groupe distingué discret du groupe de Lie
SLay (R) pour tout entier n, le quotient

PSLan(R) = SLa, (R)/{=1d}

est un groupe de Lie quotient.
Puisque {£Id} est un sous-groupe distingué discret du groupe de Lie SO(2n) pour tout
entier n, le quotient

PSO(2n) = SO(2n)/{xId}
est un groupe de Lie quotient.

Rappelons que le centre Z(G) d’un groupe G est ’ensemble des éléments de G' com-
mutant avec tous les éléments de G :

Z(G)={9€G : Vhe G, gh=hg}.

Un sous-groupe de G est central s’il est contenu dans le centre de G. Tout sous-groupe
central est distingué.

Lemme 5.24 Soit H un groupe topologique connexe, et I' un sous-groupe distingué discret.
Alors T est central dans H.

Démonstration. Pour tout ¢ dans I', I'application continue h + hgh~! de 'espace
connexe H & valeurs dans I'espace discret I' est constante, donc égale a ege™! = ¢. Donc
g commute avec tout élément de H. O

La proposition suivante est la proposition clef pour passer du probléme de classification
des groupes de Lie connexes & celui des groupes de Lie simplement connexes.

Proposition 5.25 Soit G un groupe de Lie conneze. Il existe un revétement de groupes
de Lie 7 : G — G, unique & unique zsomorphzsme pres, tel que G soit simplement conneze.

De plus, le sous-groupe T = 7 1(e) de G est distingué, discret, central, et le groupe de
Lie G est isomorphe au groupe de Lie quotient I'\G.
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St H est un groupe de Lie conneze, et f : G — H un morphisme de groupes de Lie,
alors il existe un et un seul morphisme de groupes de Lie f : G — H tel que le diagramme
sutvant commute

H
17
H

£

£

N
Q «

Démonstration. Soit 7 : G — G un revétement universel de la variété topologique G (voir
I'appendice A.4). Munissons G de la structure de variété de classe C*° image réciproque
(voir le paragraphe 2.4.2), de sorte que 7 soit un C*°-difféomorphisme local. Soit ¢ un
point de 7~ !(e). Montrons qu’il existe une et une seule structure de groupe de Lie sur G,
d’élément neutre ¢, telle que 7 soit un morphisme de groupes.

Soit m : G x G — G la multiplication de G (définie par m : (x,y) — zy). Remarquons
que G x G est simplement connexe (voir I'exercice E.193 (6) de I'appendice A.4). Donc,
par le théoréme du relévement A.10 de I'appendice A.4, 'application composée de 7 x 7 :
GxG — GXxGetdem: GXxG — G sereleve en une unique application continue
m: G x G — G telle que m(e, €) = e. Cette application est méme de classe C*°, car 7 est
un C*°-difféomorphisme local. De méme, Papplication = — (7(z)) ! de G dans G se reléve
en une unique application C*®, notée = — 1, de G dans G telle que ¢ ! = €.

L’unicité des relévements dans le théoréme du relévement A.10 de I'appendice A.4
permet de montrer que la loi m est associative, a pour élément neutre e et pour inverse
d'un élément x de G I'élément 2~ 1. En effet, les applications (z,y, z) — m(m(z,y),2) et
(z,y,2) — m(z,m(y,z)) de I'espace simplement connexe G x G x G dans G sont deux
relévements par 7 de lapplication (z,y,z) — 7(2)7(y)7(2), qui coincident en (€,€,€),
donc sont égales. De plus, les trois applications x — m(z,€), © = m(e,r) et * — =
de l'espace simplement connexe GG dans G sont trois relévements par m de l'application
x + 7(z), qui coincident en e, donc sont égales. Enfin, les trois applications z — m/(z, x 1),
x— m(x~1 2) et z +— € de I'espace simplement connexe G dans G sont trois relévements
par 7 de I'application x +— e, qui coincident en e, donc sont égales.

L’application 7, par construction, est C°°, est un morphisme de groupes, et est un
revétement, donc est un revétement de groupes de Lie. L'unicité découle de I'unicité d’un
revétement universel, voir le corollaire A.11. La derniére assertion de la proposition 5.25
découle du théoréme du relévement.

Comme 7 est un morphisme de groupes, la fibre I' = %_j (e) est un sous-groupe distingué
de G. Comme 7 est un revétement, elle est discréte dans G. On conclut alors par le lemme
5.24. O

Remarque 5.26 Avec les notations de cette proposition, l'action de I' par translations a
gauche sur G définit un morphisme injectif de groupe de I dans le groupes des difféomor-
phismes de G, dont "image est exactement le groupe des automorphismes de revétement

dem:G— (.

Exemples. (1) L’application ¢ — e’ de R dans le groupe de Lie S; des nombres complexes
de module 1 est un revétement universel de groupes de Lie, car R est simplement connexe
et cette application est un morphisme de groupes de Lie.
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(2) Par la décomposition polaire (voir I'exercice E.17), le groupe de Lie GLa(R) est
homéomorphe a R3 x O(2), le groupe de Lie SLy(R) est homéomorphe & R? x SO(2),
et PSLy(R) est homéomorphe & R? x PSO(2), donc a R? x S;. Le revétement universel

PSLy(R) est donc un groupe de Lie homéomorphe & R3, de centre infini cyclique.

(3) Sin > 3, le revétement universel de groupes de Lie de SO(n), noté Spin(n) — SO(n),
est un revétement & deux feuillets (voir I'exercice E.109 ci-dessous). De plus, le revétement
universel de groupes de Lie Spin(n) — PSO(n) est a deux feuillets si n est impair, et a
quatre feuillets sinon.

Notons g’Lie’SC I'ensemble des couples (G,I') ot G est un groupe de Lie simplement
connexe et I' un sous-groupe (distingué) discret central dans G, modulo la relation d’équi-
valence (G,T") ~ (G',T") ¢’il existe un isomorphisme de groupes de Lie ¢ : G — G’ tel que
o(I") =T". Notons G 'ensemble des classes d’isomorphismes de groupes de Lie connexes.
Le fait que ces ensembles soient bien des ensembles vient de ’hypothése de séparabilité
des groupes de Lie, qui implique que leur cardinal est au plus celui du continu. Le résultat
suivant découle alors immédiatemment de la proposition 5.25.

Porisme 5.27 L’application de giie’sc dans Gi;e, induite par 'application qui & un couple
(G,T) associe le groupe de Lie quotient T'\G, est une bijection. O

Soient G et G’ deux groupes de Lie, d’éléments neutres e et ¢’ respectivement. Un
morphisme local (de groupes de Lie) de G dans G’ est une application h de classe C*° d’'un
voisinage ouvert U de e dans G a valeurs dans un voisinage ouvert U’ de ¢’ dans G’, telle
que, pour tous x et y dans U tels que xy appartienne a U, on ait

h(zy) = h(x)h(y) .

Un isomorphisme local (de groupes de Lie) de G dans G’ est un morphisme local h : U —
U’ qui est un C>®-difféomorphisme de U sur U’. Notons que h™! : U’ — U est alors
aussi un morphisme local de groupes de Lie de G’ dans G. Deux groupes de Lie sont
localement isomorphes §’il existe un isomorphisme local de 'un dans 'autre. La relation
« étre localement isomorphes » est une relation d’équivalence.

Pour une remarque historique, notons que Sophus Lie |Lie| n’a pas introduit la notion
de groupe de Lie, mais celle de groupe de Lie local, correspondant & un « germe » en
Iidentité de groupe de Lie. Ce n’est que plus tard que 'on a montré que I'on pouvait bien
globaliser les choses, pas forcément de maniére unique, mais effectivement unique si 'on
rajoute 'hypothése de simple connexité. Le notion de groupe de Lie local est alors tombée
en désuétude (et c’est pour cela que nous ne la définirons pas), par contre la notion de
morphisme local est toujours utile pour le passage des algébres de Lie aux groupes de Lie
en ce qui concerne leur classification.

Théoréme 5.28 Soient G et G' deux groupes de Lie, d’éléments neutres e et €', et d’al-
gebres de Lie g et g’ respectivement.

(1) Si G est simplement connexe, alors tout morphisme local de groupes de Lie de G
dans G’ se prolonge, de maniére unique, en un morphisme de groupes de Lie de G dans

G
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(2) Pour tout morphisme d’algébres de Lie §: g — ¢, il existe un morphisme local de
groupes de Lie f de G dans G’ tel que T.f = §. De plus, tout autre tel morphisme local de
groupes de Lie coincide avec f au voisinage de ’élément neutre e de G.

(3) Si G est conneze, alors lapplication f — Tof de l’ensemble des morphismes de
groupes de Lie de G dans G', a valeurs dans l’ensemble des morphismes d’algebres de Lie
de g dans g’ est injectif, et bijectif si G est simplement conneze.

(4) Deuz groupes de Lie sont localement isomorphes si et seulement si leurs algébres de
Lie sont isomorphes.

(5) Si G et G' sont simplement connezes, alors pour tout isomorphisme d’algébres de
Lie f: g — ¢, il existe un et un seul isomorphisme de groupes de Lie f : G — G’ tel que

Tef = f

Démonstration. (1) Soit & un morphisme local de groupes de Lie de G dans G’. Soit V
un voisinage ouvert connexe (donc connexe par arcs) de e dans G, tel que V—! =V (ou
Vi={z7l : 2€V}) et V2= {zy : z,y € V} soient contenus dans le domaine de
h. Comme G est connexe, tout voisinage de e engendre G (voir I'exercice E.105). Donc,
pour tout x dans G, il existe x1,2s,..., 2, dans V tels que x = xyx5... 2. Si h est un
morphisme de G dans G’ prolongeant h alors h(z) = h(x1)h(x2) ... h(zt), d’ott 'unicité de
h.

Lemme 5.29 Pour tous x1,xs,...,x dans V tels que x1xo...x, =€, on a
h(xz1)h(xs) ... h(zy) =€ .

Démonstration. (C’est le genre de démonstration qui se comprend mieux par un dessin
que par une rédaction exhaustive, voir la figure ci-dessous).

Posons yg = e et ypy1 = yexprq pour £ = 0,--- ,k — 1, de sorte que yr = e. Soit
Yo : [%, ”Tl} — G un chemin continu de y; & ys41 contenu dans y,V. Soit v : [0,1] — G

le chemin continu obtenu par concaténation de ces chemins. Comme ~v(0) = (1) et par
simple connexité de G, il existe une application continue f : [0,1] x [0,1] — G telle que
f(t,0) = f(0,s) = f(1,s) = e, et f(t,1) = ~(t). Par compacité de [0, 1] x [0, 1], il existe
des subdivisions 0 = tg,t1,...,t, = 1 et 0 = s0,51,...,8, = 1 de l'intervalle [0, 1], plus
fines que la subdivision (%)Ogiglm telles que, pour tous les 4,4, 7,7 € {1,...,n}tels que
li" —i] <1,]5" — 7] <1, on ait

f([ti, tiv1] X [s5,8541]) C f(tir,s5)V .

Posons z; ; = f(t;,s;), de sorte en particulier que zgl.,zm appartienne a V si |[i’ —i| <1 et
./ . 7
' =il<1
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e ®F==z277°° ®--mm-- Zim

Yk—1 = T1T2 " " Tk—1

Montrons par récurrence sur j = 0,...,n que

/

h(z0; 21 )h(z15  22) - h(zne1; t2ny) = €

L’assertion est immeédiate pour j = 0. Le passage de j & j + 1 découle du fait que
-1 -1 -1 -1 -1
Zigrl Zitrgtl = (Ziger T 2ig)(zig 7 Zig) (Zivign T Zivng) T s

que h est un morphisme local sur V2 et que V. =V "1
Comme ~; est a valeurs dans ;V/, et puisque h est un morphisme local sur V2, on a, si

i <4’ sont tels que t; = £,t; = &1

h(zey1) = h(ye_ly€+1) = h(2in zirn)
= h((Zi,n_lzi+1,n)(ziJrl,n_lzi/,n)) = h(zin  zig1n) M Zit1n 2in)
h

(zin “Zit10)P(Zig1n zivon) - h(zi—10 i) -

Donc la récurrence au rang j = n conclut. O

Pour terminer la démonstration de 'assertion (1), si un élément = dans G s’écrit x =
T1x2. ..o et x = 2hah ...z, o0 x1,Xa,. .., Tk, 2, 2h, ...,z sont des éléments de V,
alors

A, / — — —
xle...xk,mklxk_ll...xll:e,

donc par le lemme,
h(z))h(xh) ... h(x),) = h(z1)h(z2) ... h(xy) .

On peut donc poser h(x) = h(x1)h(x2) ... h(zy), ce qui définit une application h de G dans
G'. Cette application est clairement un morphisme de groupes, et coincide avec h sur un
voisinage de e. En particulier, h est continue en e, donc c’est un morphisme de groupes
continu par I'exercice E.105. Par le corollaire 5.22, h est donc un morphisme de groupes
de Lie.

N

(2) Considérons le groupe de Lie produit G x G’, dont l'algébre de Lie s’identifie a
l'algébre de Lie produit g x g'. Le graphe h de § est clairement une sous-algébre de Lie
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de g x ¢’. Soit H le sous-groupe de Lie immergé connexe de G x G’ dont 'algébre de
Lie s’identifie & b (voir le théoréme 5.18). La restriction & un petit voisinage de e dans
H de la premiére projection pri : G x G’ — G est un morphisme local de H sur G, qui
est un isomorphisme local, car son application tangente en 1’élément neutre de H est un
isomorphisme. La restriction a tout voisinage de e dans H de la seconde projection est un
morphisme local de H sur G’. En composant (sur des voisinages suffisamment petits des
éléments neutres) U'inverse du premier avec le second, on obtient donc un morphisme local
f de G dans G'. La composition des applications tangentes en e est f.

Si f” est un autre tel morphisme local, alors son graphe dans G x G’ est, au voisinage
de (e,e’) une feuille du feuilletage invariant a gauche défini par b, donc coincide, sur un
voisinage de (e, e'), avec H. Par conséquent, f et f’ coincident sur un voisinage de e.

(3) L’injectivité découle, par I'assertion (2), du fait que si G est connexe, alors G est
engendré par un voisinage de e, donc deux morphismes qui coincident sur un voisinage de
e sont égaux. La surjectivité découle des assertions (1) et (2).

Enfin, les assertions (4) et (5) découlent facilement des assertions (2) et (1) (en utilisant
I'unicité). O

Nous admettrons le résultat suivant, dont la démonstration est trop longue pour étre
incorporée ici (voir par exemple [Bou4, Chap. I, page 99]). Notons qu’avec 'assertion (1)
du théoréme 5.28, il implique le théoréme 5.9.

Théoréme 5.30 (Ado) Soit g une algebre de Lie (réelle) de dimension finie. Alors il existe
un élément n dans N et un morphisme d’algébres de Lie injectif de g dans [’algébre de Lie

gl (R). O

Porisme 5.31 Toute algébre de Lie réelle de dimension finie est isomorphe a l’algébre de
Lie d’au moins un groupe de Lie réel.

Démonstration. Le théoréme d’Ado 5.30 (que nous n’avons pas démontré dans ces notes)
dit que toute telle algébre de Lie admet un morphisme (d’algébres de Lie) injectif dans
I'algebre de Lie gl,(R), pour n assez grand. Or gl,(R) est l'algébre de Lie du groupe de
Lie GL,(R). On conclut alors par le théoréme 5.18. O

Porisme 5.32 L’application qui a un groupe de Lie associe son algebre de Lie induit une
bijection © de l’ensemble des classes d’isomorphisme de groupes de Lie réels simplement
connexes sur l’ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres de Lie réelles de dimension

finie.

Démonstration. L’application © est bien définie, comme conséquence de la proposition
5.12. Elle est surjective par le corollaire 5.31, et le fait qu'un groupe de Lie et le revétement
universel de sa composante neutre sont localement isomorphes, donc ont des algébres de
Lie isomorphes. L’injectivité de © découle de 'assertion (5) du théoréme 5.28. g

Ainsi, nous avons bien réussi a montrer que le probléme de classification des groupes
de Lie (réels) connexes se raméne au probléme de classification des algébres de Lie (réelles)
de dimension finie : par le corollaire 5.27, les groupes de Lie connexes sont, & isomorphisme
prés, les groupes de Lie quotient d'un groupe de Lie simplement connexe par un sous-
groupe discret central; et par le corollaire 5.32, les groupes de Lie simplement connexes
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sont, & isomorphisme prés, uniquement déterminés par leurs algeébres de Lie, qui peut étre
n’importe quelle algébre de Lie de dimension finie.

Notons que cette méme classification (disons les résultats 5.27, 5.32) sont valables en
remplacant groupes et algébres de Lie réels par groupes et algébres de Lie complexes.

En ce qui concerne le probléme de la classification des algébres de Lie réelles ou com-
plexes de dimension finie, nous renvoyons par exemple & [Bou4, Hel, Ser3|.

Nous terminons ce paragraphe en regardant le cas des groupes de Lie classiques (voir
par exemple [MT]). On note

— G la composante neutre d'un groupe de Lie G,

— Z(@) le centre de G (ce qui permet de construire des groupes de Lie, en prenant I' un
sous-groupe discret de Z(G) (tout tel sous-groupe est distingué dans G), et en considérant
le groupe de Lie quotient I'\G),

— mo(G) le groupe G/G des composantes connexes de G, et

— 71(Gp) le groupe des automorphismes de revétement d’un revétement universel Go —
Gy de Go, qui s’identifie (voir la remarque 5.26), via 'action par translations a gauche de
I" sur G au sous-groupe (distingué) discret central I' de Go tel que l'application Go — Gy
induise un isomorphisme de groupes de Lie F\Go — G.

Exercice E.109 Dans le tableau qui suit, n,p,q sont des éléments de N— {0} avec p < q,
U, est le groupe des racines n-émes de l'unité, S1 = {z € C : |z| =1} et T" = R"/Z".

Montrer que, pour tout groupe de Lie G de la colonne de gauche, les groupes Z(G), mo(G)
et m1(Go) sont isomorphes a ceux donnés dans les trois autres colonnes.
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G Z(G) 7T0(G) 7T1(G0)
S1 S1 {1} Z
" " (1} zr
{1}  sin=1
GL.(R) R*Id 7)2% Z sin=2
Z)27 sin>3
- (1} sin=1
SL,(R) { %}Id} ST pat {1} Z sin =2
SHot ZJ2Z sin>3
{1} sin=1
Z/27. sin pair Z sin=2
PGLn(R) {1 { {1}  sinon 727 sin > 3 impair
(Z)27)* sin > 3 pair
Z sin=1
PSLon(R) | {1} 1 { oy 5y
{1}  sin=1
O(n) {+ 1d} 7]27 Z sin=2
Z)2L sin>3
SO(2) sin=2 {1} sin=1
SO(n) {£1d} sin # 2 pair {1} Z sin=2
{1} sinon Z)27 sin>3
1} sp=g=1
/ sip=1,¢q=2
9 7)2Z sip=1,¢>3
ZXZJ2Z sip=2,q>3
(Z/22)*  sip,q>3
{1} sip=gq=
/ sip=1,¢q=2
{x£1d} sip+ ¢ pair 727 sip=1,¢>3
SO, q) { {1} sinon Z/22 Z? sip=q=
ZXZJ27 sip=2,q>3
© . (Z)27)*  sip,q>3
GL,(C C*1d 1 Z
PGL,(C) | {1} {1} Un
SL,(C) Un 1d {1} {1}
PSL,(C) | {1} {1} U,
U(n) Sl Id {1} 7
SU(n) U, Id {1} {1}
U(p, q) S; Id {1} ZxXZ
SU(p. q) Upyq Id {1} L
Sp,,(R) {+ 1d} {1} Z
Sp(p, q) {+1d} {1} Zx 7L
{1}  sin=1
0,(C) {+ 1} 7)2Z Z sin=2
ZJ2Z sin>3
. . {1}  sin=1
0.0 | { {7 Soon” n Z sin=2
son 7)27 sin >3
Sp,(C) | {+1d) 1 1}
Spr(n) | {1d) {1} 1}
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En particulier, si n,p,q € N — {0}, alors les groupes de Lie
O(n), GLn(R), SO(p,q), On(C), O(p,q)

ne sont pas connexes, et ont exactement deux, deux, deux, deux, quatre composantes
connexes respectivement. Les groupes de Lie

Si={z€C : |z| =1}, T"=R"/Z", SO(n)sin+#1, U(n), U(p,q), SU(p,q),

Sp,(R), SL,(R)sin#1, PSLo,(R), GL,(C), SO,(C)sin #1

sont connexes, mais ne sont pas simplement connexes. Enfin, les groupes de Lie
R"™, SU(n), SL,(C), Sp,(C), Sp.(n)

sont simplement connexes.

En petite dimension, il existe un certain nombre d’isomorphismes, dit remarquables,
entre ces groupes (voir par exemple [MT] ou [Hel, page 519]). Nous en énongons quelques-
un sous forme d’exercices, bien que certains de ceux-ci ne soit pas du tout immédiats. Le
préfixe P devant un groupe signifie le quotient par son centre (en général {+Id}).

Exercice E.110 Montrer l’existence d’isomorphismes
PSL,(C) ~ PGL,(C) ,

PSO(4) ~ SO(3) x SO(3) ,

PSLs(R) ~ SO(1,2)o =~ SU(1,1) ~ PSp, (R) ,

PSL,(C) ~ SO(1,3)o ~ PSp, (C) ~ SO3(C) ,
PSO4(C) ~ PSLy(C) x PSLy(C) ,
PSO(2,2) ~ PSLy(R) x PSLy(R) .

5.8 Espaces homogénes

e Actions continues de groupes topologiques.

Nous renvoyons & ’appendice A.2 pour des rappels sur le vocabulaire des actions de
groupes. En particulier, si G est un groupe agissant sur un ensemble X, alors ’application
orbitale en  de G dans X, définie par ¢, : g — gz, induit une bijection canonique 0, de
G/G, dans G - x.

Soient G' un groupe topologique et X un espace topologique. Une action continue (a
gauche) de G sur X est une action (a gauche) de G sur X qui est continue, c’est-a-dire
c’est une application continue de G x X dans X, notée (g,x) — ¢ - x ou tout simplement
(g,x) — gx 'l y a pas de risque de confusion, telle que

VeeX, Vg heG, ecx=x, et (gh)-z=g-(h-z).

Dans toute la suite de ce texte et sauf mention contraire, toute action d’un groupe topo-
logique sur un espace topologique sera une action continue (& gauche).
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Notons qu’alors, pour tout g dans G, application  — ¢ - z est un homéomorphisme
de X, d’inverse z — ¢~ ! -z, et que I'application du groupe G dans le groupe des homéo-
morphismes de X défini par g — (x — ¢-x) est un morphisme de groupes. Pour employer
la terminologie de I'appendice A.2, une action continue d’un groupe topologique sur un
espace topologique est en particulier une action par homéomorphismes. La réciproque est
vraie si le groupe est discret, mais ne 1’est pas en général.

Par exemple, si G' est un groupe topologique, si H est un sous-groupe de G, alors les
actions de H sur GG par translations a gauche et par translations a droite sont clairement
continues. Nous verrons dans le corollaire 5.34 ci-dessous que les actions de G par trans-
lations & droite sur l'espace topologique quotient H\G et par translations a gauche sur
'espace topologique quotient G/H sont continues.

Soient G' un groupe topologique, et X un espace topologique muni d’une action (conti-
nue) de G. Notons 7 : X — G\X la projection canonique et R C X x X la relation
d’équivalence « étre dans la méme orbite ». Chaque orbite sera, sauf mention contraire,
munie de la topologie induite, et 'ensemble quotient G\ X sera muni de la topologie quo-
tient. Rappelons que celle-ci est la moins fine rendant continue 7 (voir 'appendice A.1),
et que 7 est ouverte (voir la proposition A.1 de 'appendice A.2). En particulier, si H est
un sous-groupe de G, alors G/H et H\G sont munis de la topologie quotient.

Proposition 5.33 L’espace topologique quotient G\X est séparé si et seulement si R est
un fermé de X x X. Dans ce cas, toute orbite de G dans X est fermée.

Démonstration. Soient x et y deux points de X qui ne sont pas dans la méme orbite.

Si G\X est séparé, alors il existe deux ouverts saturés disjoints U et V' contenant
respectivement x et y. Donc U x V est un voisinage de (x,y) dans X x X ne rencontrant
pas R, et R est fermé.

Réciproquement, si R est fermé, il existe un voisinage ouvert U de x et V de y tels
que (U x V)NR = (. Comme 7 est ouverte, m(U) et m(V) sont deux voisinages ouverts
de 7(x) et m(y) respectivement, qui sont disjoints par construction. Donc G\ X est séparé.
Comme 'image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermé, la derniére
assertion est claire. O

Porisme 5.34 Si G est un groupe topologique, H un sous-groupe, et m : G — G/H la
projection canonique, alors
e ['application m est continue et ouverte, et l'action de G sur G/H par translations a
gauche est continue.
e [’espace topologique quotient G/H est séparé si et seulement si H est fermé.

Ce résultat est bien sir encore valable en remplacant G/H par H\G et translations a
gauche par translations a droite.

Démonstration. Le résultat découle de la proposition 5.33 et de I’alinéa qui la précéde,
par les deux remarques suivantes.

(1) Soit ¢ : G x G/H — G/H Vaction de G sur G/H, définie par (g,¢'H) — gg'H.
Pour tout ouvert U de G/H, ’ensemble

V=1(g,d)eGxG : gg € 7T_1(U)}
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est ouvert, car la multiplication dans G et ’application 7 sont continues. L’application
7' (G x G) = G x (H\G) définie par (g,¢") — (g,¢'H) est ouverte (voir la proposition
A.1 de Pappendice A.2). Donc ¢~ 1(U) = 7/(V) est ouvert, et 1) est continue.

(2) Soient R la relation d’équivalence « étre dans la méme classe & droite par H » sur
G, et ¢ : G x G — G l'application continue (x,y) — xy~t. Alors R = ¢~'(H). De plus, H
est l'orbite de e pour I'action par translations a gauche de H sur G. Il

e Actions différentiables de groupes de Lie.

Soit G un groupe de Lie, et X une variété de classe C*, ot k € NU{oo}. Une action de
G sur X est dite de classe C* si I’application (g, x) + g-x de G x X dans X est C*. Notons
qu’alors, pour tout g dans G, application & — ¢ -z est un C*-diffeomorphisme de X . Par
exemple, les actions d’un sous-groupe de Lie H par translations & gauche et par translations
a droite sur G sont de classe C*. Une variété de classe C* est dite homogeéne si elle admet
une action CF transitive d'un groupe de Lie connexe. (En particulier, elle est connexe.) II
n’y a pas forcément unicité d’un tel groupe de Lie, et les propriétés « géométriques » d’une
variété homogéne dépendent du groupe de Lie transitif considéré. Par exemple, tout groupe
de Lie G est une variété homogéne C*°, pour 'action de G sur lui-méme par translations
a gauche.

Lemme 5.35 Si X est C* et si l'action de G sur X est C*°, alors pour tout x dans X,
Uapplication orbitale @ : g — gz de G dans X est une application C*° de rang constant,
et le stabilisateur Gy de x est un sous-groupe de Lie.

Remarquons que nous pourrions dire que G, est clairement fermé, et appliquer le
théoréeme de Cartan 5.20, pour conclure a la seconde assertion, mais ce serait utiliser un
marteau-pilon pour écraser une mouche.

Démonstration. Pour tout g dans G, les applications L, : G — G et My : X — X
définies respectivement par h — gh et y — gy sont des C*>°-difféomorphismes, et, par
définition d’une action, on a

@z oLg=Mgoyp, .

Donc Typ, 0o T Ly = T, My o Tep,, et par conséquent Ty, T.p, ont méme rang.
Comme G, = ¢, (z), le résultat découle alors de la proposition 2.20. O

e Espaces homogénes quotients.

Si H est un sous-groupe discret d’un groupe de Lie G, alors H agit librement et pro-
prement par translations a gauche sur G, et donc, par la proposition 2.25, H\G admet une
unique structure de variété C* telle que 7 : G — H\G soit un C*>°-difféomorphisme local.
Le but de ce paragraphe est d’étendre ceci au cas o H est seulement supposé un sous-
groupe fermé (ou, de maniére équivalente par le théoréme de Cartan 5.20, un sous-groupe
de Lie) de G.

Dans tout ce paragraphe, notons G un groupe de Lie, H un sous-groupe de Lie de G,
et m: G — G/H la projection canonique.

Théoréme 5.36 [l existe une et une seule structure de variété différentielle de classe C>
sur espace topologique quotient G/H, telle que 7 soit une submersion.

De plus,

o dim(G/H) = dim(G) — dim(H) ;
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e laction de G par translations a gauche sur G/H est de classe C* ;

o ['application 7 est une fibration C* de fibre H ;

e pour tout g dans G, Uapplication Tym : TyG — Ty (G/H) induit un isomorphisme
linéaire (T,G)/(Ty(gH)) ~ Tyu(G/H);

o pour toute variété M de classe CF, une application f : G/H — M est de classe CF
st et seulement si f om lest.

Cette structure s’appelle la structure de variété quotient sur G/H. En particulier, 'ap-
plication T,7 induit un isomorphisme linéaire de T.G /T, H sur T,y (G/H).

Démonstration. Tout d’abord, comme H est fermé (voir la proposition 5.4), et par le
corollaire 5.34, 'espace G/H est séparé. Il est & base dénombrable, comme tout espace
quotient d’un espace & base dénombrable par une action dont la projection canonique est
ouverte.

Soient p la dimension de H, n celle de G et A le champ de p-plans sur G, invariant
a gauche, tel que A, = T H. Ce champ de p-plans est intégrable (voir le début de la
démonstration du théoréme 5.18). Il est donc tangent a un feuilletage F, dont les feuilles
sont, par unicité, les translatés a gauche par G de la composante neutre de H. Soit (U, ¢)
une carte locale feuilletée C* pour ce feuilletage, ott U est un voisinage de e et ¢ : U —
RP x R"7P est un C*-difféomorphisme qui envoie le feuilletage F|;; sur le feuilletage dont
les feuilles sont les sous-espaces horizontaux RP x {x}. Quitte a réduire U, comme H est une
sous-variété, pour tout g dans G, 'intersection gH NU est vide ou ne contient qu’une seule
feuille locale de F dans U. Notons pro : R? x R"™P — R" P la seconde projection. Alors
pryog : U — R™ P induit par passage au quotient une bijection pry o @ de 7(U) sur R"P.
Comme 7 est continue et ouverte (corollaire 5.34), cette bijection est un homéomorphisme.
Alors la famille (7(LyU),pryo ¢ o Lyt )geG est un atlas de cartes C* sur G/H, car les

applications de transitions sont localement de la forme  +— pryopo L;l oLgo 0 10, 2),
donc sont de classe C*.

L’application 7 est alors une submersion C*, car, lue dans les cartes locales C* pré-
cédentes, c’est juste la seconde projection pry :

LU P pe g gew
g — X R

md pr,
opoLyt
m(LU) TP

L’avant derniére assertion en découle aussi. De plus, par le théoréme de forme normale des
submersions 2.8, pour tout x dans G/H, il existe un voisinage V' de x dans G/H et une
section locale de 7 sur V, c¢’est-a-dire une application o : V' — G de classe C* telle que
mo o = id. La derniére assertion du théoréme en découle, par le théoréme de dérivation
des fonctions composées.

Pour montrer 'unicité, il suffit de montrer que s’il existe deux structures C* sur G/H
telles que 7 soit une submersion, alors l'identité de G/H est un C*°-difféomorphisme entre
ces deux structures. Ceci découle de I'exercice E.29 (du paragraphe 2.5), ou en disant que
localement, 'identité coincide avec wo o, et que 7w est C°° pour une structure, et o est C*
pour 'autre.

De méme, le fait que l'action a gauche A : G x G/H — G/H soit C* vient du fait que
localement, on peut écrire

R"P

Mg, g'H) =n(go(g'H)),
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avec o une section locale comme ci-dessus.
Enfin, si V est un voisinage ouvert de xg € G/H tel qu’il existe une section locale o de
7 définie sur V, alors I'application § de 7=*(V) dans V x H définie par

g (7(9).9 (com(g)™")

est un C*-difféeomorphisme, d’inverse (z,h) + o(z) h, qui rend le diagramme suivant
commutatif
() % vxH
T \y \/ pry
\%

Donc 7 est une fibration C*° de fibre H. O

Remarque. Si de plus H est distingué, alors G/H, muni de ses structures de variété
quotient et de groupe quotient, est un groupe de Lie, et la projection canonique 7 : G —
G/H est un morphisme de groupes de Lie.

En effet, si o et o’ sont des sections locales de 7, alors Papplication G/HxG/H — G/H,
définie par (zH,yH) +— xy 'H, coincide, sur le produit des domaines de définition de o
et o, avec (u,v) + (o (u) o(v)~1), qui est de classe C>.

La remarque tautologique suivante permet de construire une structure de variété sur
un ensemble, en exhibant celui-ci comme ensemble quotient d’un groupe de Lie par un
sous-groupe de Lie.

Remarque 5.37 Soit G un groupe de Lie, agissant transitivement sur un ensemble F, tel
que le stabilisateur G d’un point x de E soit un sous-groupe de Lie de G (ou, de maniére
équivalente par le théoréme de Cartan 5.20, un sous-groupe fermé). Alors il existe sur E
une et une seule structure de variété C telle que

e ['action de G sur E soit de classe C°,

e la bijection canonique G/Gyx — E soit un C*-difféomorphisme.

0

Dans la section suivante, nous verrons que si F admettait une structure de variété
C* pour laquelle l'action de G fut C*°, alors cette structure et celle construite dans la
remarque précédente coincideraient.

e Actions transitives de groupes de Lie.

Le paragraphe précédent montre qu’'une variété quotient G/H d’un groupe de Lie G
par un sous-groupe de Lie H est une variété homogeéne C*°. Le but de cette partie est de
montrer que, & C*-difféomorphisme prés, toute variété homogeéne C*> est de cette forme.

Théoréme 5.38 Soit M une variété C>°, munie d’une action C*> transitive d’un groupe
de Lie G. Alors pour tout x dans M, la bijection canonique ©, : G/Gy — M est un
C-difféomorphisme.

Démonstration. Comme © = O, est obtenue par passage au quotient de 'application
orbitale ¢, : g — g de classe C*, la bijection © est C* (voir le théoréme 5.36). Le
théoréme d’inversion locale nous dit que © est un C*°-difféomorphisme dés que 1,0 est
injective en tout point u de G/G,. Il suffit de le vérifier pour u = eG,, car pour tout g
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dans G, les actions de g sur G/G, et sur M sont des C*°-difféomorphismes, rendant le
diagramme suivant commutatif

G/G, 2 M
gt b

G/Gy = M

Le théoréme de forme normale des applications de rang constant (ou l'exercice E.56),
appliqué & ¢, : g — gr (voir le lemme 5.35), montre que

Ker Tep, = T.G,. .

Notons que 7 est une submersion et que ¢, = @ o7. Si X € Ker 7,0 C T, (G/G,),
alors en choisissant Y tel que T.7w(Y) = X, on a Y € Ker T, = T.G,. Or par le
théoréeme 5.36, lapplication Tew : T.G — T¢,(G/G5) induit un isomorphisme linéaire
(T.G) ) (T.G,) ~ T, (G/G,). Donc X =0 et Tz, © est injective, ce qui montre le résultat.
O

Remarque. Le théoréme 5.38 implique immeédiatement le corollaire suivant.

Porisme 5.39 Soit M une variété C*°, munie d’une action C>* d’un groupe de Lie G.
Alors pour tout x dans M tel que G - x soit une sous-variété C*° de M, Uapplication
canonique O, : G/G, — G - x est un C®-difféomorphisme. O

Voici une condition nécessaire et suffisante pour qu’une orbite soit une sous-variété,
donnant une généralisation du théoréme 5.38.

Théoréme 5.40 Soient M une variété C>*, munie d’une action C* d’un groupe de Lie
G, et x € M. L'orbite G - x est une sous-variété C> si et seulement si elle est localement
fermée.

Si G - x est localement fermée, alors Uapplication canonique O, : G/G, — G - x est un
C*°-difféomorphisme.

En particulier, si une orbite est fermée, alors c’est une sous-variété.

Démonstration. Nous avons déja vu que toute sous-variété est localement fermée (voir
la remarque 2.15).

Supposons que G -z soit localement fermée, donc localement compacte. Montrons que
I'application canonique O, : G/G, — M est un homéomorphisme sur son image. Comme
¢’est une application C*, et comme la démonstration du théoréme 5.38 implique que c’est
une immersion, l'application canonique O, sera donc un plongement C*°. Donc (voir la
proposition 2.18) son image est une sous-variété C*, et 0, est un C*°-difféomorphisme.

Si nous montrons que l'application ¢, : G — G - x, définie par g — gx, est ouverte,
alors l'application O, : G/G, — G - x sera une bijection continue et ouverte (car O,(U) =
(7~ Y(U)) pour tout ouvert U de G/G.), donc un homéomorphisme.

Soit U un voisinage ouvert de e dans GG, montrons que Uz est un voisinage ouvert de
x dans G - z. Ceci concluera, car pour tout g dans GG, la partie Ug est un voisinage ouvert
de g, 0,(Ug) =04 (U) et G- gz =G - x.
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Soit V' un voisinage compact de e dans G tel que V'V C U. Alors Vz est compact
(car ¢, est continue et G-z séparé), donc fermé dans G-z. Comme G est séparable, il existe
une suite (g;)ien dans G telle que G = (J;eg:V. Done G -z = U,y 9i(Vz). Si Vi est
d’intérieur vide, alors I’espace localement compact non vide G est une union dénombrable
d’ensembles fermés d’intérieur vide, ce qui contredit le théoréme de Baire. Soit donc g dans
V tel que gz soit un point intérieur de V. Alors ¢~ 'Vz est un voisinage de z, contenu
dans Uz, ce qui montre le résultat. O

Porisme 5.41 Soient M une variété C*, munie d’une action C*° d’un groupe de Lie
compact G, et x € M. Alors l'orbite G - x est une sous-variété C>*° compacte de M, et
Uapplication canonique O, : G/G, — G - x est un C-difféomorphisme.

Démonstration. Puisque G est compact et I’action continue, toute orbite est compacte,
donc fermée, et on applique le théoréme précédent. O

e Exemples de variétés homogénes.

(1) Les sphéres. Le groupe orthogonal O(n + 1) (resp. spécial orthogonal SO(n + 1))
agit (par rotations) transitivement sur la sphére unité S,, de I'espace euclidien usuel R"*1,
En effet, étant donné deux vecteurs unitaires distincts, I'application qui vaut I'identité
sur le supplémentaire orthogonal d’un plan vectoriel réel contenant ces deux vecteurs, et la
rotation d’angle égal a I’angle entre ces deux vecteurs sur ce plan, envoie le premier vecteur
sur le second. L’application de O(n) (resp. SO(n)) dans O(n+ 1) (resp. SO(n + 1)) définie

par
1 0
A ( 0 A >
est un isomorphisme de O(n) (resp. SO(n)) sur le stabilisateur de (1,0, ...,0), par lequel on

identifie O(n) (resp. SO(n)) avec son image. Donc les applications orbitales en (1,0, ...,0)
induisent des C°°-difféomorphismes

S, ~ O(n + 1)/0(n) ~ SO(n + 1)/SO(n) .

Le groupe unitaire U(n+1) (resp. spécial unitaire SU(n+1)), agit transitivement sur la
sphére unité S, 41 de 'espace hermitien usuel C**!. En effet, considérons un plan vectoriel
complexe P contenant deux vecteurs unitaires, muni d’'une base hermitienne telle que ces
deux vecteurs aient respectivement pour coordonnées (1,0) et (o, 3), avec |a|? + |B]? = 1.
L’application, qui vaut 'identité sur le supplémentaire orthogonal de P, et admet comme
matrice sur P, dans la base choisie, la matrice

a —f

B @
est un élément de SU(n + 1) qui envoie le premier vecteur sur le second. L’application de
U(n) (resp. SU(n)) dans U(n + 1) (resp. SU(n + 1)) définie par

1 0
Ar—)(o A>
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est un isomorphisme de U(n) (resp. SU(n)) sur le stabilisateur du point (1,0,...,0), par
lequel on identifie U(n) (resp. SU(n)) avec son image. Donc les applications orbitales en
(1,0,...,0) induisent des C*°-difféomorphismes

Son+1 ~U(n+1)/U(n) ~SU(n+1)/SU(n) .

(2) Les espaces projectifs. L’action du groupe orthogonal O(n + 1) (resp. spécial or-
thogonal SO(n + 1)) sur la sphére unité S,, de R"*! préserve Pantipodie, donc induit une
action C* de O(n + 1) (resp. SO(n + 1)) sur l'espace projectif P,,(R). Le stabilisateur du
point [1,0,...,0] est le sous-groupe

{< jgl 2)60(714—1)} (resp. {(déA 2>6S0(n+1)})

qui s’identifie de maniére évidente au groupe de Lie {£1} x O(n) (resp. O(n)). Donc les
applications orbitales en [1,0, ..., 0] induisent des C*°-difféomorphismes

P,(R) ~O(n+1)/({£1} x O(n)) ~SO(n+1)/0(n) .

(3) Les variétés grassmanniennes. Le groupe linéaire GL,,(R) agit sur la variété grass-
mannienne Gi(R™) des sous-espaces vectoriels de dimension k de R™, par I'application qui
a un sous-espace vectoriel C' et & un automorphisme linéaire g associe le sous-espace vec-
toriel g(C). Cette action est C*°. Pour montrer cela, par définition d’une action, il suffit
de montrer que pour tout g dans GL,(R), 'application de Gi(R") dans Gi(R"™) définie
par C +— g(C) est C*, et que l'action (g,C) — g(C) est C* en (e, A) pour tout A dans
Gr(R™).

Reprenons (voir le paragraphe 2.4.3) I'atlas de cartes ((Ug, ¢a,B)) 4, de Gi(R™), ot A
parcourt G (R™) et B parcourt ’ensemble des sous-espaces vectoriels supplémentaires a A,
Up est ouvert des sous-espaces vectoriels supplémentaires a B, et g4 p : Ug — L(A, B)
est 'application telle que gong( f) soit le graphe de l'application linéaire f : A — B dans
la décomposition R" = A & B.

Pour tout g dans GL,,(R) et toute telle carte (Up, pa p), la restriction & Up de 'action
de g sur Gi(R™) est C*, car le diagramme suivant

C = 9(C)
UB — Ug(B)

PA,B \: + ¥Pg(A),9(B)
f - gofog™!

est commutatif, et 'application f + go fog~! est de classe C*.

Soient (Up, 4, p) une carte comme ci-dessus, U un voisinage de e dans G et Uj un
voisinage de A contenu dans Up, tels que pour tous g dans U et C' dans Uy, le sous-espace
vectoriel g(C') soit supplémentaire & B. Notons pr; la projection de R™ sur A parallélement
a B, et pry la projection de R™ sur B parallélement a A. Remarquons que si C' = (id+ f)(A)
est le graphe d’une application linéaire f : A — B, alors g(C') = go (id+ f)(A). Pour tous
les g dans U et f dans 'ouvert o4 g(Uy) de L(A, B), Papplication ¢ (g, f) = prjogo(id+ f)
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est un isomorphisme linéaire de A dans A, et dépend de maniére C* de (g, f), donc son
inverse aussi. Le diagramme suivant

(9,0) > 9(C)
U x Ul — Us
idxpap + lyan
U x <PA,B(U/B) — L(A,B)
(9, f) —  prgogo (id+ f)ov(g, f)?

est commutatif (car

(id+ pryogo (id + f) o tb(g, f) ") (W(g, f)(x)) = go (id + f) ()

pour tous les g € U, f € ¢4 p(Up) et x € A). Donc Papplication (g,C) — g(C') est C®
en (e, A).
Le stabilisateur du sous-espace vectoriel R* x {0} est le sous-groupe triangulaire supé-

rieur par blocs

Pop = {( 0 ) € GL,(R) : A€ GLy(R)} .

Le sous-groupe de Lie O(n) de GL,(R) agit aussi transitivement sur Gi(R"), de stabilisa-
teur du sous-espace R¥ x {0} égal a

(5 p)eom s acom,

qui s’identifie de maniére évidente au groupe O(k)x O(n—k). Donc les applications orbitales
induisent des C*°-difféomorphismes

Gr(R") ~ GL,(R)/P, 1 ~ O(n)/(O(k) x O(n — k)) .
Lorsque k = 1, on retrouve le cas des espaces projectifs.

(4) Le demi-plan de Poincaré. Le groupe de Lie SLa(R) agit de maniére C* sur le
demi-plan supérieur H = {z € C : Im z > 0} qui est un ouvert de C, donc une variété

C®°, par homographies
( a b ) az+b
c d)’ cz+d’

En effet, cz +d est non nul si Im 2 > 0 et ¢,d € R, et Im(‘cfjr'g) = |£i§‘2. Donc cette

application est bien définie, et SLo(R) préserve H, et il est facile de vérifier qu'il s’agit bien
d’une action C*°. Le stabilisateur du point ¢ est le sous-groupe

cos sinf
—sinf cos6

SO(2) = {( ) . 9 € R/27Z) .

Donc I’application orbitale en i induit un C*°-difféomorphisme

H ~ SLy(R)/SO(2) .
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(5) Les espaces hyperboliques. Nous avons vu (dans 'exercice E.35) que le sous-espace
de R™*! deéfini par

Hp = {(z0,...,2,) ER™ © 29 >0, -2 + 23+ 422 =1},

et appelé le demi-hyperboloide supérieur, est une sous-variété C= de R™*1. Considérons le
sous-groupe de Lie SOg(1,n) de GL,4+1(R), qui est la composante neutre du sous-groupe
de Lie SO(1,n) des éléments de GL,41(R) préservant la forme quadratique ¢ = —x3 +
22 + -+ 22 sur R™. La restriction a SOg(1,n) x H,, de 'action linéaire de GL,41(R) sur
R est une action C* de SOg(1,n) sur H,, car hyperboloide {(zo,...,r,) € R**!
—2% + 22 + - + 22 = —1}, qui est préservé par SO(1,n), posséde deux composantes
connexes, qui, par connexité, sont toutes les deux préservées par SOg(1,n). Le stabilisateur
du point (1,0,...,0) est le sous-groupe de Lie

1 0
{(0 A).AGSO(n)},
qui s’identifie de maniére évidente avec SO(n).

> SO(n)

{0} x R"

Tout point de H,, peut étre envoyé, par un élément de ce stabilisateur SO(n), sur un
point de 'hyperbole d’équations o = --- =x, =0 et —x% + 2% = —1. Tout point de cette
hyperbole s’écrit (cosht,sinh¢,0,...,0) pour un ¢ dans R. Et ce point peut étre envoyé sur
le point (1,0, ...,0) par I'élément

cosht —sinht 0
—sinht¢ cosht

0 Id,,—2

qui appartient & SOg(1,n). Donc l'action de SOg(1,n) sur H,, est transitive. Par consé-
quent, application orbitale en (1,0,...,0) induit un C**-difféomorphisme

H,, ~ SOp(1,n)/SO(n) .
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(6) L’espace des produits scalaires unimodulaires. Notons Q,, I'espace des formes qua-
dratiques réelles ¢ sur R”, définies positives et dont le déterminant de la forme bilinéaire
associée

bo(a ) = 5 (e + ) — a(x) — a(y)

vaut 1. L’application g — b, identifie Q,, avec une sous-variété C* de codimension 1
de D'espace vectoriel de dimension finie des formes bilinéaires symétriques sur R™ (car
I’application déterminant sur 'ouvert de cet espace vectoriel formé des formes définies
positives est une submersion), donc munit Q,, d’une structure de variété C>.

Le groupe spécial linéaire SL(R") agit (& gauche) sur Q,, par

(9.9) = {z—qlg7 ' (x))} .

Cette action est évidemment C*°, car, en passant aux matrices (dans la base canonique),
il s’agit tout simplement de I’application C*>

(Mg, Bg) = "M, 'B,M, ™",

ol B, est la matrice de b, de sorte que g(x) = ‘X B,X si X est le vecteur colonne de z,
et o M, est la matrice de g.

Le stabilisateur du produit scalaire euclidien usuel gg est le sous-groupe de Lie SO(qp) ~
SO(n) de SL(R™) ~ SL, (R). Par le théoréme de réduction des formes quadratiques définies
positives, le groupe GL(R") agit transitivement sur ’ensemble des formes quadratiques
réelles, définies positives, sur R, donc SL(R™) agit transitivement sur Q,,. Par conséquent,
I’application orbitale en gy induit un C*°-difféomorphisme

Q, ~ SL,(R)/SO(n) .

Nous renvoyons a [MT] pour de nombreux autres exemples d’espaces homogénes, ainsi
que |[Hel, Ebe].

e Variétés quotients.

Dans ce paragraphe, notons G un groupe de Lie, X une variété C* munie d’une action
C> de G, m: X — G\ X la projection canonique et R C X x X la relation d’équivalence
« étre dans la méme orbite ». Le résultat suivant, qui implique le théoréme 5.36 (ainsi que
la proposition 2.25 pour k = 00), est démontré dans [Die2, 16.10.3].

Théoréme 5.42 Si R est une sous-variété fermée de classe C*° de X x X, alors il existe
une et une seule structure de variété différentielle de classe C sur [’espace topologique
quotient G\ X, telle que 7 soit une submersion C*. O

Lorsqu’elle existe, cette structure est appelée la structure de variété quotient de X par
I’action de G.

Remarque. L’hypothése que R soit une sous-variété fermée est nécessaire pour l'existence
de cette variété quotient. En effet, 7 x 7 : (X x X)) — (G\X x G\ X) est une submersion car
7 lest. La diagonale A de G\X x G\ X est une sous-vari¢té C*>, fermée, de G\ X x G\ X.
Donc R = (7 x 7)"}(A) est une sous-variété C, fermée, de X x X (voir la proposition
2.23).
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5.9 Autres exercices

Exercice E.111 Soient G un groupe topologique, et X un espace topologique muni d’une
action (continue) de G.

Montrer que si G\ X, ainsi que les orbites de G dans X, sont connexes, alors G lest.
En déduire, pour tout sous-groupe H de G, que si H et H\G sont connexes, alors G lest.

Exercice E.112 Soit G un groupe muni d’une structure de variété de classe C*°, dans
lequel I'application (z,y) — xy est C*°. Montrer que G est un groupe de Lie. On pourra
considérer I'application (z,y) — (z,xy) au voisinage de (e, e).

Exercice E.113 (1) Soient A, le groupe de Lie des matrices réelles de taille n x n
diagonales ayant des valeurs propres strictement positives, N, le groupe de Lie des
matrices réelles triangulaires supérieures de taille n x n avec des 1 sur la diagonale,
et £n = O(n), ou n > 1. Montrer que 'application

o - Knx Ap x N, —  GL,(R)
(K,A,N) +— KAN

est un difféeomorphisme C*°. Cette décomposition s’appelle la décomposition d’[wa-

sawa de GLy,(R).

(2) Notons S, I'ensemble des matrices symétriques définies positives de taille n x n et
K, = 0O(n), o n > 1. Montrer que I'application

U Kn xS, — GLu(R)
' (K,S) — KS

est un difféeomorphisme C*°. Cette décomposition s’appelle la décomposition polaire
de GL,(R).

(3) En déduire que SL,(R) est diffcomorphe a SO(n) x R +2)(n=1)/2,

(4) Montrer que PSLa(R) et SLa(R) ne sont pas simplement connexes et que leur reveé-
tement universel (voir 'appendice A.4 pour des rappels) est difféomorphe a R3.

Exercice E.114 Si G est un groupe de Lie, on note Gy la composante connexe de son
élément neutre. Montrer que les groupes de Lie PSL4(R) = SLy(R)/{£Id} et SO(3, 3)¢ sont
isomorphes. On pourra montrer et utiliser le fait que le produit extérieur dans A?(R*)* (voir
'appendice A.5) fournit une forme quadratique de signature (3,3) sur RS. Montrer que les
groupes de Lie PSO(4) = SO(4)/{£Id} et SO(3) x SO(3) sont isomorphes. (Voir aussi
I'exercice E.127 pour une autre méthode.)

Exercice E.115 Montrer que l'espace vectoriel R? muni du produit vectoriel usuel A est
une algébre de Lie. On considérera les champs de vecteurs X,Y, Z sur R? définis par :

0 0 0 0 0 0
X—za—y—y&, Y—xa—z%, Z=y— —x—.

On montrera qu’ils engendrent, dans ’algébre de Lie des champs de vecteurs de R?, une
sous-algébre de Lie isomorphe & R? muni du produit vectoriel.
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Exercice E.116 Dans cet exercice, on considére R?® muni de ses coordonnées usuelles
(z,1,2). On note X1, Xo, X3 les champs de vecteurs sur R? définis au point (z,, z) par

X = —2z%+2y8%
Xy = —y2+222
Xy = 28 -2y

(1) Montrer que 'application A : (z,y, z) — Vect(X1, X2, X3) est un champ de 2-plans de
classe C* intégrable sur R? — {0}.

(2) Si F est le feuilletage de R3 — {0} auquel est tangent A, montrer que toutes les feuilles
de F sont des sous-variétés de R? — {0}, qui sont C*®-difféomorphes au plan R? ou au
cylindre R x Sy.

On considére le groupe de Lie G = SLa(R), d’élément neutre la matrice identité Id, et
son algeébre de Lie g = sly(R). Pour tout X dans g— {0}, on note ¢)x : G — g I'application
g gXgt.

(3) Montrer que l'application X — Tiq ¥x(g), qui & X dans g — {0} associe I'image de
Tiq ¥x, est un champ de 2-plans intégrable sur g — {0}.

4) Montrer que pour tout X, dans g tel que tr X2 soit non nul, ’ensemble
que p g q 0

{9Xog™" : g€ G}

est une sous-variété connexe de dimension 2 de classe C* de g— {0}, égale a la composante
connexe de X dans 'ensemble des éléments X de g — {0} tels que

tr X2 =tr X7 .

Exercice E.117 Soit G le groupe des transformations affines de R de la forme f, 5 : x
axr +baveca>0etbeR.

(1) Montrer que G est un groupe de Lie diffeomorphe a R?. Il est appelé le groupe affine
de la droite. Montrer qu’il est isomorphe au sous-groupe de Lie de GL2(R)

{(27):amoses).

(2) Soient A et B les générateurs évidents de I'algébre de Lie g de G. Calculer [A, B].
(3) Quels sont les sous-groupes a un parameétre de G ?

(4) Montrer que I'exponentielle réalise un difféomorphisme entre g et G.
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Exercice E.118 Soit G un groupe de Lie, d’algébre de Lie g, et exp : ¢ — G 'application
exponentielle. On munit g d’une norme quelconque.
(1) Montrer que pour tous X,Y dans g, on a

1
exp X exp YV :exp(X+Y+§[X,Y] +7(X,Y))

1 (X,Y)]]

ol XTI tend vers 0 quand X, Y tendent vers 0.

(2) En déduire que pour tous X,Y dans g, on a

exp X exp Yexp(—X) exp(—Y) =exp([X,Y] 4+ r2(X,Y))

ol W tend vers 0 quand X, Y tendent vers 0.

Exercice E.119 Montrer qu'un groupe de Lie (réel) est sans petit sous-groupe.

Exercice E.120 Si G est un groupe de Lie d’élément neutre e, montrer qu’il existe une
structure de groupe de Lie sur T'G telle que les applications d’inclusion .G — T'G (ou T.G
est le groupe de Lie additif de I'espace vectoriel T.G) et de projection TG — G canoniques
soient des morphismes de groupes de Lie. Est-elle unique 7

Exercice E.121 Soit g une algébre de Lie, et Aut(g) le groupe de ses automorphismes
d’algebres de Lie. Montrer que Aut(g) est un sous-groupe de Lie de GL(g), dont l’algébre
de Lie est la sous-algebre de Lie Der(g) de gl(g).

Exercice E.122 Montrer qu’il n’existe pas de structure de groupe de Lie sur une sphére
de dimension paire non nulle.

Exercice E.123 Soient H un sous-groupe de Lie immergé connexe d’'un groupe de Lie G.
Soit ¢ : G — G un morphisme de groupes continu injectif tel que ¢(H) C H. Montrer que
la restriction de ¢ a H est un C*°-difféomorphisme de H.

Exercice E.124 (Groupes unipotents) Soit n € N — {0}. Soient G le groupe de Lie
formé des matrices triangulaires supérieures de M, (R) avec des 1 sur la diagonale, et g
son algébre de Lie.

(1) Pour tout X € g, montrer que ad(X) est nilpotent.
(2) Montrer que l’exponentielle est un difféomorphisme entre g et G.

(3) Montrer qu’il existe une application C' : g> — g polynomiale telle que, pour tous
X, Y eg,
exp(X) exp(Y) = exp(C(X, V) .
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(4) Si X et Y appartiennent a une méme sous-algébre de Lie h, montrer que C'(X,Y)
appartient a h. On pourra vérifier que la fonction F(t) = C(tX,tY) est solution
d’une certaine équation différentielle.

(5) Montrer que tout sous-groupe de Lie immergé connexe de G est fermé et simplement
connexe.

Exercice E.125 Soient G, G’ des groupes de Lie connexes, et p : G’ — G un revétement
de groupes de Lie. Montrer qu’il existe un sous-groupe distingué discret I' de G, et un
isomorphisme de groupes de Lie 6 : T\G’ — G tels que, si 7 : G’ — I'\G est la projection
canonique, alors le diagramme suivant est commutatif :

G/
N
ne % @

Exercice E.126 (1) Montrer que SU(2) est diffeomorphe a la spheére Ss.

(2) Soit V' I'espace vectoriel des matrices complexes de taille 2, antihermitiennes et de
trace nulle. Exhiber un produit scalaire sur V' qui soit invariant par ’action naturelle de
SU(2) sur V.

(3) En déduire l'existence d'un revétement SU — SO(3). Quel est le cardinal de chaque
fibre 7 Quel est (& isomorphisme de groupes de Lie pres) le revétement universel de SO(3) ?

(4) Montrer que SO(3) est diffécomorphe a P3(R).

Exercice E.127 On note H l'espace des quaternions de Hamilton et S3 C H la sphére
des quaternions unités. Pour h dans H et ¢1, g2 dans S3, on note 7(q1, q2)(h) = q1hQs.

(1) Montrer que Sg est un groupe de Lie pour la multiplication. Montrer que 7 est une
action C* de S3 x Sz sur H. Quel est son noyau ?

(2) En déduire l'existence d’un revétement Sg x S3 — SO(4). Quel est le cardinal de
ses fibres ?

Exercice E.128 (Groupes de Lie abéliens) (1) Si G est un groupe de Lie commutatif,
montrer que le crochet de Lie sur son algébre de Lie g est nul.

(2) Réciproquement, si G est un groupe de Lie connexe dont le crochet de Lie est
nul, montrer que les flots de deux champs de vecteurs invariants & gauche commutent. En
déduire que G est commutatif.

(3) Montrer que pour tout sous-groupe fermé F' de R™, il existe un automorphisme
linéaire f de R™ tel que f(F) = ZP x R? avec p,q dans N et p + ¢ < n.

(4) Montrer qu'un groupe de Lie (réel) commutatif, connexe et simplement connexe de
dimension n est isomorphe au groupe de Lie R".

(5) Montrer que tout groupe de Lie (réel) G, commutatif, de dimension n, est isomorphe
a un groupe de Lie produit T? x R"™P x F', pour p dans N avec p < n, et F un groupe
abélien discret.
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(6) Soit G un groupe de Lie complexe compact connexe. Si V' est un espace vectoriel
complexe de dimension finie et p : G — GL(V') est un morphisme de groupes de Lie com-
plexes, montrer que p(G) = {Id}. On pourra utiliser le fait qu'une application holomorphe
bornée de C dans C est constante.

(7) Montrer qu'un groupe de Lie complexe compact connexe est commutatif.

Exercice E.129 Soit n > 1. Soit ¢ la forme quadratique sur R"*! donnée par

q(0,. . xn) =28 — 23 — - — 22
On note O(1,n) le groupe orthogonal de ¢, SO(1,n) le sous-groupe de O(1,n) formé des
éléments de déterminant 1 et SOg(1,n) la composante connexe de I'identité dans SO(1,n).

(1) Montrer que O(1,n) est un sous-groupe de Lie de GL,,+1(R) et calculer sa dimension.

(2) Déterminer O(1,1), SO(1,1) et SOp(1,1).

(3) On note HZ C R™"! Pensemble des z = (zo,...,z,) tels que g(x) = 1 et zo >
0. Montrer que SOg(1,n) agit transitivement sur Hp. En déduire le nombre de
composantes connexes de O(1,n).

(4) Soit A l'espace vectoriel des matrices réelles, carrées, symétriques et de taille 2.
Montrer que le déterminant est une forme quadratique sur A. En déduire I'existence
d’un revétement de groupes de Lie (réels) SLa(R) — SOg(1,2). Quel est son noyau ?

(5) Construire un revétement de groupes de Lie (réels) SLa(C) — SOq(1,3). Quel est
le cardinal de ses fibres ?

Exercice E.130 Montrer que les groupes de Lie PSLy(R),SO¢(1,2),SU(1,1) sont iso-
morphes.

Exercice E.131 Soient K = R ou K = C, et V,V’ deux espaces vectoriels de dimension
finie sur K.
(1) Montrer que l'application

P(V) x P(V') — PV &V
(Kz,Ky) — K(x®y)

(voir I’appendice A.5 pour les rappels sur le produit tensoriel) est un plongement K-
analytique.

(2) Un drapeau de type n = (no,...,n;) est une suite finie D = (Vj)o<i<i de sous-
espaces vectoriels emboités (V;—1 C V; pour 1 < ¢ < k) tels que la dimension de V; soit n;.
On note D,, 'ensemble des drapeaux de type n. Le groupe linéaire G = GL(V') agit sur
Dy, par

9-(Vi)o<i<k = (9Vi)o<i<k -
On note Gp le stabilisateur d’'un drapeau D. Une base (ey,...,e,) de V est adaptée & D
si (ej)1<j<n, est une base de V; pour 1 <4 < k. On considére "application
k
©:D, — [[ P(A'V)
i=1
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définie par D +— (KejA---Aey, )1<i<k pour (e1,...,ey,) une base adaptée a D. Montrer que
O est bien définie, qu’elle est une bijection sur son image, que celle-ci est une sous-variété
K-analytique, et calculer sa dimension.

(3) En déduire que pour tout drapeau D, l'espace homogéne G/Gp se plonge (de
maniére K-analytique) dans un espace projectif de dimension Hf:o(ni +1) —1sur K. En
particulier, si P est le sous-groupe de Lie des matrices triangulaires supérieures du groupe
de Lie G = GL,(R), montrer que I'espace homogéne G/ P se plonge (de maniére analytique
réelle) dans l’espace projectif réel de dimension n! — 1.

Exercice E.132 On considére, sur l'espace vectoriel réel V = R?", identifié avec l’en-
semble C™ par 'application (x1,y1,...,Zn,Yn) — 2 = (1 + Y1,...,Tpn + iyy), la forme

bilinéaire réelle
n

B(z,2) =) (wwy; — yi) -
i=1

Un sous-espace vectoriel réel L de dimension réelle n de V' est dit lagrangien si B est nulle
sur L x L.

(1) Montrer que le sous-ensemble des sous-espaces lagrangiens de V' est une sous-variété
C* de la variété grassmannienne G, (V).

(2) En remarquant que O(n) = U(n) N GL,(R), montrer que cette sous-variété est
Ce-difféomorphe a U(n)/O(n).

Exercice E.133 Pour tout n dans N — {0}, on note G = SO(2n) le groupe de Lie (réel)
des matrices g réelles 2n x 2n de déterminant 1 et orthogonales (c’est-a-dire g~ = g). On
note Asyms,,, ’espace vectoriel des matrices X de taille 2n x 2n qui sont antisymétriques
(c’est-a-dire X = —X). On définit 'ensemble M = G N Asym,,,. On note I, la matrice

identité n x n, et
_ 0 I,
(0 1Y),

(1) Montrer que tout élément de M est conjugué a J, par un élément de G. Si X € M,
quel est le rang de l'application linéaire de Asyms,, dans l’espace vectoriel des matrices
réelles 2n x 2n définie par Y — XY + Y X 7

(2) Montrer que M est une sous-variété C* de G. Quelle est sa dimension ?

(3) Soit H l’ensemble des matrices g de G telles que gJ,, = J,g. Montrer que H est un
sous-groupe de Lie de G. Quelle est sa dimension ?

(4) On considére 'application ¢ : G/H — M définie par gH +— gJ,,'g. Montrer que ¢ est
bien définie, et est un C*°-difféomorphisme.

Exercice E.134 (Espaces symétriques de groupes orthogonaux et unitaires) Soi-
ent K = R (respectivement K = C), n € N et V le K-espace vectoriel K. Soit ¢ une
forme quadratique (respectivement hermitienne) non dégénérée de signature (p/,p) avec
1 < p < p (pest le nombre de signes +) sur V. Rappelons (voir la partie 2.4.3) que
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Gp(V) est la variété analytique réelle (respectivement complexe) des sous-espaces vectoriels
de dimension p de V. Notons X = X l'ensemble des éléments L de G,(V) tels que la
restriction de ¢ & L x L soit définie positive.

(1) Montrer que X est une sous-variété analytique réelle (respectivement complexe) de
Gp(V).
(2) Soit G la composante neutre du groupe de Lie réel des bijections K-linéaires de V/

de déterminant 1 préservant ¢, aussi noté SOg(gq) (respectivement SU(g)). Montrer que
(9,L) — g(L) est une action analytique réelle de G sur X.

(3) Fixons Ly un élément de X. Notons L& son orthogonal pour ¢, et K le stabilisateur
du point Ly pour I'action de G sur X. Montrer que K est un sous-groupe de Lie compact
de G, isomorphe au sous-groupe, noté S(O(p) x O(p)) (respectivement S(U(p) x U(p'))),
des matrices diagonales par blocs, de blocs diagonaux dans O(p), O(p’) (respectivement
U(p),U(p)) et de déterminant 1. Montrer qu’il existe un difféomorphisme analytique réel
entre X et la variété analytique réelle quotient G/ K.

(4) Notons pg et pg les projections orthogonales sur Lo et Lg. Soit £(Lo, L) le K-espace
vectoriel des applications K-linéaires de L dans Lé. Notons Y = Y l'ensemble des A
dans E(LO,LOL) tels que Id — A* A soit définie positive, ot A* est 'adjoint de A pour les
produits scalaires q|r,x 1, et ~q Lt xrl- Montrer que I'application ¢ : X — L£(Ly, Lé‘), qui
a L associe p(J)‘O(pm 1)1, est un diffeomorphisme analytique réel (respectivement complexe)
de X sur Pouvert borné Y de £(Lg, Lg).

(5) Quelle est 'adhérence de X dans G,(V')? Montrer que 'action de G sur X s’étend
continuement en une action de G sur son adhérence X, et que G n’a qu'un nombre fini
d’orbites sur X, dont une seule est fermée.

(6) Notons Sx I’ensemble des éléments L de Gp(V) isotropes pour g, Sy T’ensemble (appelé
frontiére de Shilov du domaine borné Yg) des éléments A de £(Lg, L) tels que Id — A*A =
0, et P le stabilisateur dans G d’un sous-espace isotrope maximal de V. Montrer que Sx, Sy
sont des sous-variétés analytiques réelles (respectivement complexes) de G,(V), £(Lo, L),
qui sont diffeomorphes (par un difféomorphisme analytique réel) a la variété analytique
réelle quotient G/P.

(6) SiK=C et p=p' =1, expliciter Y. Si K = C et p = p/, montrer que 'application
de Y dans lespace vectoriel complexe M,,(C) définie par Z +— i(Id + Z)(Id — Z)~! des
matrices de taille p X p est un difféeomorphisme analytique complexe sur son image, que
I'on déterminera.

Exercice E.135 (Espaces symétriques de groupes symplectiques) Soit V un espace
vectoriel réel de dimension 2n, muni d’une forme symplectique { , ) (c’est-a-dire d’une forme
bilinéaire antisymétrique non dégénérée ( , )). On rappelle qu'une structure compleze sur
V est un automorphisme linéaire J de V tel que J? = —Id.

(1) Si W est un espace vectoriel complexe de dimension n, et ¢ une forme hermitienne
non dégénérée, montrer que la multiplication par ¢ est une structure complexe sur ’espace
vectoriel réel sous-jacent a W, et que Im ¢ est une forme symplectique non dégénérée sur
I’espace vectoriel réel sous-jacent & W . Si J est une structure complexe sur V', montrer qu’il
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existe une unique structure d’espace vectoriel complexe sur V telle que la multiplication
par ¢ soit 'automorphisme J. Nous la noterons V; dans la suite.

Notons Sp(V') le groupe des symplectomorphismes de V, c’est-a-dire des automor-
phismes linéaires de 'espace vectoriel V' préservant la forme symplectique de V.

Notons X = Xg,(y) I'ensemble des automorphismes linéaires J de V' tels que J soit
une structure complexe sur V', et I'application hy : (z,y) — (z, Jy) +i(z,y) soit une forme
hermitienne définie positive sur l'espace vectoriel complexe V.

(2) Montrer que J appartient & X si et seulement si J est une structure complexe sur V/
et (x,y) — (x, Jy) est une forme quadratique définie positive sur V.

(3) Montrer que X est une sous-variété analytique réelle de GL(V).

(4) Montrer que Sp(V') est un sous-groupe de Lie du groupe de Lie réel GL(V'). Montrer
que 'action par conjugaison de Sp(V') sur GL(V') préserve X, est transitive sur X et que
le stabilisateur d’un point est un groupe de Lie réel isomorphe a U(n).

(5) Soit Vo = V @g C le complexifié de V', qui est un espace vectoriel complexe, et o :
Ve — Ve la conjugaison complexe (c’est-a-dire I'unique application R-linéaire telle que
o(r®z) =2 ®Z). Si f est une forme R-multilinéaire sur V', on note fc 1'unique forme
C-multilinéaire sur V¢ telle que

fe(@1 @z, ., 2, @ 2p) = 21... 2pf (21, ..., xp) .

Montrer que 'application de ’ensemble des structures complexes sur V' dans I’ensemble
des décompositions en somme directe d’espaces vectoriels réels Vo = W, @ W_ préservées
par o, qui & J associe la décomposition Ve = W, (J) @ W_(J) en espaces propres de V¢
pour J¢ correspondant aux valeurs propres -+i, —i respectivement, est une bijection.

Montrer que h : (z,t) — i(z,0(y))c est une forme hermitienne non dégénérée de
signature (n,n) sur ’espace vectoriel complexe V.

(6) En rappelant la notation Xgy,) de I'exercice E.134 précédent, montrer que 'appli-
cation de Xg,(y) dans Xgy(y) qui a J associe W (J) est un plongement analytique réel,
équivariant sous ’action du morphisme de groupes de Lie de Sp(V') dans SU(h) défini par
g v gc, et dont 'image Ssp(v) (appelé I'espace de Siegel) est 'ensemble des L dans la
variété grassmannienne G, (V) tels que kg, 1, soit définie positive et ( ,>(C| 157, soit nulle.

En déduire que Xg, 1) admet une structure de variété analytique complexe invariante
par 'action de Sp(V).

(7) Montrer que I'application ¢ : Xgy(y) — Ysun) définie dans l'exercice E.134 (4) induit
un difféomorphisme analytique réel de I'espace de Siegel Sg,(y) sur la sous-variété Ygp v
de Ysy(p) formée des A € Ygyp) tels que I'application R-bilinéaire (z,y) — (z, Ay)c sur
(V®1)x (V1) soit symétrique.

(8) Montrer que I'action de Sp(V) sur I'espace de Siegel Sg,(y) induite par le plongement

de la question (6) s’étend continuement a I’adhérence Sgpyy de Sgp(v) dans Gn(Ve), que
action de Sp(V) sur Sgpyy posséde n + 1 orbites, dont la seule qui est fermée est la
sous-variété analytique réelle S’Sp(‘/) de G,(Vc) (appelée la frontiere de Shilov de Sp(V))

formée des L tels que a la fois hjf, 1, et ( ,)@‘ sz, soient nulles.
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5.10 Indications pour la résolution des exercices

Schéme E.105 Soit U un voisinage ouvert de 1’élément neutre e dans un groupe topo-
logique G, et H le sous-groupe de G engendré par U. Si g € H, alors gU est un voisinage
ouvert de g, contenu dans H, donc H est ouvert. Si g € H, alors le voisinage ouvert gU
de g rencontre H, donc g € H car H est un groupe contenant U, et H est fermé. Par
connexité, on a G = H.

Schéme E.106 Nous ne traitons ici que le cas de O(n) dans GL(n,R), de U(p, q) dans
GL(p+¢,C) et de Sp,,(R) dans GL(2n,RR). Nous identifions aussi leurs algébres de Lie, et
nous vérifions que l'exponentielle des matrices envoie 'algébre de Lie du sous-groupe de
Lie dans ce sous-groupe de Lie (ce qui découle de la propriété (6) c) ).

Les arguments sont trés similaires dans les trois cas. Pour vérifier que les parties
O(n),U(p, q), Sp,,(R) sont des sous-variétés C>, nous allons les écrire comme ¢~!(z) pour
une certaine submersion ¢ de classe C*° et un certain x.

Dans le cas de O(n), soit ¢ 'application z + ‘xz, de louvert GL(n,R) de M, (R)
dans 'espace vectoriel réel de dimension fini S des matrices réelles symétriques de taille
n x n. Elle est de classe C* (car polynomiale), de différentielle d¢,(X) = ‘oX + ‘Xu.
Montrons que d¢, est surjective. Soit s une matrice symétrique, alors X = ‘x~1s/2 vérifie
d¢(X) = s, ce qui conclut. Le sous-ensemble O(n) = ¢~!(I,,), image réciproque d'un
point par une submersion, est donc une sous-variété de GL(n,R). De plus, son espace
tangent en un point x est donné par le noyau de d¢,. En particulier, son algébre de Lie,
c’est-a-dire son espace tangent en I,,, est donné par {X € M,(R) : X+ ‘X =0} = o(n),
I'espace vectoriel des matrices antisymétriques. La variété O(n) est de dimension égale a
la dimension de cet espace vectoriel, et donc de dimension n(n —1)/2.

Dans le cas de U(p,q), soit n = p + q. On prend ¢ lapplication z — zI,,x, de
I'ouvert GL(n,C) dans I’espace vectoriel réel de dimension fini des matrices hermitiennes,
qui est C*. Sa différentielle, donnée par de¢,(X) = 'z, ,X + X1, ,x, est surjective : un
antécédent de la matrice hermitienne s est I, tz71s/2. Comme ¢ est une submersion C*,
U(p, q) est donc une sous-variété C> de GL(n,C). Son algébre de Lie est donnée par

kerdor, = {X € M,(C) : tXIp,q +1,,X =0} =u(p,q) .

De plus, U(p, q) est de dimension 2n? — n(n —1)/2 — n(n + 1)/2 = n?.
Enfin, pour Sp, (R), on prend ¢(z) = ‘xJ,z, & valeurs dans l'espace des matrices
antisymétriques. Les arguments ci-dessus se répétent sans difficulté. Son algébre de Lie est

{X € Mgp(R) : "X Jp + Ju X = 0} = sp,(R)

et sa dimension 4n? — 2n(2n — 1)/2 = n(2n + 1).

Montrons maintenant que les exponentielles de ces algébres de Lie sont incluses dans
les groupes de Lie correspondants.

Soit X une matrice dans l'algébre de Lie de O(n), i.e., antisymétrique. Alors X et {X
commutent donc

fexp(X) exp(X) = exp(*X) exp(X) = exp('X + X) =1, .

Ainsi, exp(X) appartient bien & O(n).
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Un argument similaire fonctionne pour Uy, ,. Soit X telle que ‘X1, ,+ I, ;X = 0. Alors
Ip_’ql tXng + X = 0. En particulier, les deux matrices Ip_’(} tXIp,q et X commutent, donc

I, = exp([;; X1+ X) = e)(p(Izl;q1 tX I,,) exp(X) = I;ql exp(tX) I, 4 exp(X)

=11 'exp(X) I 4 exp(X).

Ainsi, exp(X) appartient & U(p,q). Le méme argument fonctionne directement pour le
groupe Sp,,(R).

Schéme E.108 Voir les indications de solution de ’exercice E.106.
Schéme E.109 Voir par exemple [MT].

Schéme E.112 1l s’agit de voir que I'inversion est C*.

Soit F' : (7,y) = (x,zy). Elle est C*°. Comme F(x,e) = (z,7), 'image de T(, ) F
contient la diagonale A = {(y,y)} C T.G x T.G. De méme, F(e,y) = (e,y) donc I'image
de Tie ey I contient {0} x T.G. Comme A @ ({0} x T.G) = T.G x T.G, la différentielle
Te,e) I’ est surjective, donc bijective, et le théoréme d’inversion locale montre que F admet
un inverse local F~1. Algébriquement, on a F~1(z,y) = (2,2~ y). Soit 7y la projection sur
la deuxiéme coordonnée. Alors 7! = 73 0 F~!(x,¢), donc z — 2! est C> au voisinage
de e.

Soit maintenant g arbitraire dans G. Pour x proche de g, on a

-1

el =(zg7lg) P =g (g )T

Comme z + (zg~1)~! est C* au voisinage de g, on en déduit que z + ! est également
c*.

Schéme E.113 (1) Soit M € GL,(R). En orthogonalisant ses colonnes, on vérifie qu’il
existe des matrices K orthogonale et D triangulaire supérieure avec des coefficients stric-
tement positifs sur la diagonale, telles que M = KD. Comme D s’écrit aisément sous la
forme AN avec A € A, et N € N,,, on obtient la surjectivité de ®.

Si KAN = K'A’N’, alors 'K'K = A/N'N~'A~!. La matrice K'K est orthogonale et
triangulaire supérieure a coefficients diagonaux positifs, c¢’est donc l'identité, et K’ = K.
Cela implique aisément que A = A’ et N = N’. Ainsi, ® est une bijection.

On va montrer que ¢ est un C*°-difféomorphisme local. En particulier, I'image d’un
ouvert sera ouverte par le théoréme d’inversion locale, donc ®~! sera C™ et cela conclura
la démonstration.

Soient (K, A,N) € K,, x Ay x N,. Alors TkK,, = {U : WK + 'KU = 0} est de
dimension n(n—1)/2, tandis que T'4.A,, est constitué des matrices diagonales, de dimension
n, et TN, est constitué des matrices triangulaires supérieures strictes, de dimension
n(n—1)/2. Comme n(n—1)/2+n+n(n—1)/2 = n?, les dimensions coincident et il suffit
de vérifier que T(x 4 n)® est injective.

Soient U, V, W telles que T(x 4, \y®(U, V, W) = 0, c’est-a-dire UAN + KV N + KAW =
0, c’est-a-dire 't KUAN +V N +AW = 0. La matrice U’ = 'K U est antisymétrique, et U’ =
—(VN + AW)N—1A~1. En particulier, U’ est triangulaire supérieure. Par antisymétrie,
U' =0, puis U = 0. Ainsi, VN + AW = 0. Comme W est triangulaire supérieure stricte,
les coefficients diagonaux de AW sont nuls, et les coefficients diagonaux de VN également.

206



Mais ces coeflicients sont ceux de V', donc V = 0. Finalement, on obtient aussi W = 0, ce
qui conclut.

(2) Soit M € GL,(R). La matrice ‘MM est alors symétrique définie positive. En
la diagonalisant dans une base orthonormée puis en prenant la racine carrée de chaque
coefficient sur la diagonale, on obtient une matrice symétrique définie positive S' telle que
EMM = S? = 'SS. Alors K = MS~! satisfait { KK = I,,, c’est-a-dire K est orthogonale.
On a montré la surjectivité de W.

Réciproquement, soit (K, S) € KC,, x S, tel que M = KS. Pour démontrer 'unicité de
S, il suffit donc de voir que toute matrice X de .S admet une unique racine carrée dans S,.
C’est immeédiat si X est de la forme AId (avec A > 0). Si S est une racine carrée de X, alors
S et X commutent, et par diagonalisation simultannée, on se raméne au cas précédent.

Ainsi, ¥ est une bijection. Il reste & montrer que c’est un difféomorphisme. Soient
K e K, et § € §,,. L’espace tangent a I, en K est formé des matrices U telles que
KU+ 'K =0, et est de dimension n(n —1)/2, tandis que I'espace tangent & S,, en S est
formé des matrices symétriques, et est de dimension n(n+1)/2. Les dimensions coincident
bien, il suffit donc de vérifier que T{x )V est injective pour conclure.

Soit (U, V) € Tg Ky x TsSy, alors Ty )V (U, V) = KV+US. Si Tk 5)¥(U,V) = 0, on
adonc V + 'KUS = 0. La matrice U’ = ‘KU est antisymétrique, et vérifie V + U’S = 0,
donc U’S est symétrique, puis

U'S = YU'S) = 'S'U = —SU.

Quitte a diagonaliser S dans une base orthonormée, on peut supposer que S est la matrice
diagonale de coefficients Aq,..., A\, avec A; > 0 puisque S est définie positive. L’équation
(U'S)ij = —(SU")ij donne alors (A\; + A\;)U]; = 0, puis Uj; = 0 car A; + A; > 0. Ainsi,
U =0,puisU = KU =0, et enfin V=-U'S =0.

(3) L’application ¥ se restreint & SO(n) x S, en un diffeomorphisme entre SO(n) x S,
et GL;(R) Pensemble des matrices de déterminant strictement positif. Notons S, 1 la
sous-variété de S, formé des matrices symétriques définies positives de déterminant 1.
Alors ¥ se restreint en un diffeomorphisme entre SO(n) x S, 1 et SL,(R). Finalement,
I’exponentielle est un difféomorphisme entre 1’espace vectoriel des matrices symétriques et
Sy, (voir lexercice E.190), qui se restreint en un difféomorphisme entre 1’espace vectoriel
des matrices symétriques de trace nulle et S,, 1. Ainsi, S, 1 est diffécomorphe a R +2)(n—1)/2,

(4) L’application ¥ est un difféomorphisme entre SO(2) xS,, 1 et SLa(R). En quotientant
par {£1}, on obtient un diffeomorphisme entre (SO(2)/{£1}) xS, 1 et PSLa(R). De plus, le
groupe de Lie SO(2) des rotations du plan est isomorphe au cercle S;. Dans SO(2)/{£1},
on identifie deux points opposés, et on obtient donc une variété difféomorphe a P;(R),
c’est-a-dire & S1. Ainsi, PSL2(R) est diffSomorphe &4 S; x R2.

Comme un revétement universel de S; est R, le groupe de Lie PSLao(R), revétement
universel de PSL(R) (et donc de SLa(R)), est donc diffeomorphe a R3.

e~

Schéme E.114 Soit (e1,es,e3,e4) la base canonique de (R*)*, ce qui fournit une base
(e1 ANea,e1 Aes,e1 Aeq,ea Nes,ea Aey, ez Aey) de A2(RY)*. Notons (21, 22, 23, T4, T5, 26) les
coordonnées de A%2(R*)* dans cette base, et, par l'orientation de R*, identifions A*(R*)*
avec R par Papplication ¢t e; A ea A eg A eq +— t. En composant le produit extérieur par
cette application, on obtient donc une forme bilinéaire sur A?(R*)*, qui est symétrique,
et dont la forme quadratique associée s’exprime dans les coordonnées ci-dessus comme
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q = 2(x1x6 — T2w5 + w3x4), qui est bien de signature (3,3), et le groupe de Lie connexe
SO(q)o est isomorphe a SO(3, 3)o.

Pour g dans SL4(R), notons g* 'application linéaire induite sur A?(R*)*, dont on sait
qu’elle vérifie (g o h)* = h* o g* et id* = id. Comme ¢ est de déterminant 1, 'application
linéaire g* préserve la forme quadratique ¢. Donc I'application g ~— (g~!)* est un mor-
phisme de groupes de SL4(R) dans SO(q). Il est évidemment de classe C* (les coefficients
de g* dans la base précédente sont des polynomes en les coefficients de g). Par connexité
de SL4(R), ce morphisme est a valeurs dans SO(q)o. Comme {+Id} agit trivialement sur
A?(R*)*, nous obtenons donc, par passage au quotient par le sous-groupe distingué discret
{#Id}, un morphisme de groupes de Lie de © : PSL4(R) — SO(3,3)¢. Pour montrer que
¢’est un isomorphisme de groupes de Lie, par un résultat du cours, il suffit de montrer qu’il
est bijectif.

Schéme E.115 En utilisant la formule donnant le crochet de Lie en fonction des dérivées
partielles, on calcule [X,Y] = Z. Par permutation circulaire, on obtient aussi [Y, Z] = X
et [Z,X]=Y.

Dans R?® muni du produit vectoriel canonique, soit (e1, ez, e3) la base canonique. On a
e1 Ney = ez, ea Aeg = e1 et e3 A ep = eg. Ainsi, 'application envoyant X sur ey, Y sur
eo et Z sur eg est un isomorphisme d’espace vectoriel qui envoie le crochet de Lie sur le
produit vectoriel. On en déduit en particulier que (R3, A) est une algébre de Lie (ce qui
n’était pas évident a priori, il fallait vérifier que I'identité de Jacobi était satisfaite, ce qui
est immédiat maintenant puisqu’elle est toujours satisfaite par les champs de vecteurs).

Schéme E.116 (1) Ces champs de vecteurs X, X5, X3 sont clairement C*, et vérifient
la relation de colinéarité x X1 + 2 X9 4+ y X3 = 0. De plus, sur chacun des ouverts d’équation
r#0,y#0, z+#0 (dont la réunion recouvre R? — {0}), les couples de champs de vecteurs
(X2, X3), (X1,X2) et (X1, X3) sont libres, donc forment une base de A. En particulier, A
est un champ de 2-plans C* sur R? — {0}, d’équation au point (x,v, 2),

X +z2zY +yZ=0.

Un petit calcul (lorsque I'on connait la formule pour le crochet de champs de vecteurs!)
donne
(X1, Xo] = 2Xy, [X1, X3] = —2X3, [Xp, X3]=X.

Donc, par le théoréme de Frobénius (ne pas oublier de citer le nom des théorémes que I'on
utilise), le champ de 2-plans A est intégrable.

On peut aussi raisonner de maniére directe (ce qui est utile pour la seconde ques-
tion). Considérons I'application f de R3 — {0} dans R définie par f(z,y,z) = 2%/2 + yz.
Il est clair que cette application est une submersion surjective, donc par le théoréme
des fonctions implicites, les composantes connexes des préimages f~'(c) pour ¢ dans R
forment un feuilletage de R — {0}. Le calcul évident de la différentielle de f, qui donne
df (2,y,2) (X,Y,Z) = X + 2Y + yZ, montre que le champ de 2-plans A est tangent a ce
feuilletage.

(2) Le changement linéaire (donc C*°) de variables T = 22,y = y + 2,Z = y — z montre
que les feuilles de F sont les composantes connexes des surfaces dans R? — {0} d’équation

72 +§2 — %2 = c ol ¢ est une constante. Ces surfaces sont des surfaces de révolution autour
de l'axe des Z. Elles sont connexes et C*°-difféomorphes & un cylindre R x S; si ¢ > 0,
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et ont deux composantes connexes, chacune C*-difféomorphes a un disque ouvert (donc
a R?) si ¢ > 0. Enfin, si ¢ = 0, cette surface (qui est le cone privé de son origine) a deux
composantes connexes, chacune C*°-difféomorphe & un cylindre.

A<

(3) On a
a b

cC —a

) ta,b,ceR}.

En particulier, 'espace vectoriel g est engendré par

1 0 0 1 0 0
=0 h)e=(oa) o= (Vo)
Donc le champ de sous-espaces vectoriels Im 714 ¢ x est engendré par les champs de vecteurs

i tAX —tA, i tBX —tB7 1 etCXe_tC )
dt |t=0 dt |t=0 dt |t=0

Un petit calcul montre que ces champs de vecteurs sont exactement

0 0 19, 0 0 0
—26% + 2b%, —b% + 2&&, C% — 2&% .

On conclut alors par (1).

(4) Comme
a b 2 2
tr =2(a” 4 be) ,

cC —a

le résultat découle de (2).

On peut aussi montrer par des moyens d’algébre linéaire que deux matrices non nulles
de trace nulle sont conjuguées par un élément de SLo(R) si et seulement si elles sont dans la
méme composante connexe d’une surface de niveau de X — trX?, et dire que I'application
de g — {0} dans R définie par X ~ trX? est une submersion.
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Schéme E.117 (1) On identifie R x R et G par I'application (a,b) — f,;. On vérifie
que fop 0 fed = facad+b €t f;; = fi/a,—b/a- Alnsi, la composition et 'inversion sont C*
sur la variété G = R x R, ce qui montre que G est bien un groupe de Lie.

Comme le groupe de matrices indiqué vérifie la méme formule pour la composition, les
deux groupes sont isomorphes.

(2) On voit G comme un sous-groupe de Lie de GLg2(R). L’algébre de Lie g de G est
donc une sous-algébre de Lie de gly(R), de base A = < (1) 8 ) et B = < 8 (1) ) Le
crochet de Lie de g s’obtient comme restriction & g du crochet de Lie de gla(R), qui est
simplement le crochet de Lie des matrices. Ainsi, [A, B] = AB — BA = B, comme on le
vérifie en faisant le produit matriciel.

(3) On obtient 'exponentielle de g comme restriction de I'exponentielle de gla(R), qui
est simplement I’exponentielle de matrice. Notons que

(5 8)=(5 )@

Dans G, on obtient donc :

exp(eA +yB) = fu o .

Les sous-groupes a un paramétre de G sont de la forme ¢ — exp(tX) pour un élément
X de G. On écrit X = xA+ yB pour x,y € R, et on en déduit que le sous-groupe a un
paramétre précédemment mentionné est donné par

t —> fetw7etz171 y .

4) En identifiant f,; avec le couple (a,b) € R x R, 'exponentielle est donnée par
; p + p p
exp(z,y) = (e%, “=1ty). Ainsi, sa différentielle s'écrit

er 0 u
deXp(xvy)(u,u) = ( e:cl,_(e:c_l)y 1 > ( ; > )
2 x

En particulier, le déterminant de dexp, ,y est non nul, ce qui montre que exp : g — G est
un difféomorphisme local.
La formule (*) montre de plus que c’est une bijection entre g et G, ce qui conclut.

Schéme E.119 L’application exponentielle exp est un C*°-difféomorphisme d’un voisinage
convexe U de 0 sur un voisinage de e, et exp(nX) = (exp(X))" si nX € U.

Schéme E.120 L’espace vectoriel g = T.G est bien str un groupe de Lie. Rappelons
que chaque espace tangent étant naturellement identifié avec g, le groupe de Lie G est
parallélisable, et donc T'G est diffeomorphe & G x g, de sorte que la projection TG — G
corresponde & la premiére projection de G x g dans G, et 'inclusion g — T'G a 'application
x + (e,z). En munissant G x g de la structure de groupe de Lie produit, le résultat en
découle. Il n’y a pas unicité, car la loi

(X,9)(X',¢") = (X +Adg (X),99),

dont on vérifie qu’elle est encore une loi de groupe de Lie sur la variété produit G x g,
convient aussi
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Schéme E.122 S’il existait une structure de groupe de Lie sur une telle sphére, on
définirait un champ de vecteurs partout non nul en fixant un vecteur v non nul de T.G,
puis en posant X (g) = T.L,(v) ou L, est la multiplication & gauche par z. C’est absurde,
car on sait qu’il n’existe pas de champ de vecteurs partout non nul sur une sphére de
dimension paire (voir I'exercice E.81).

Schéme E.123 Le corollaire 5.22 montre que ¢ : G — G est une application C*. C’est de
plus une immersion (par injectivité et rang constant), c’est donc un C*°-difféomorphisme
de G sur ¢(@). Pour conclure, il reste a voir que ¢(H) = H.

L’ensemble K = ¢(H) est un sous-groupe de H. Comme ¢ est un difféomorphisme
local, K est ouvert dans H. Son complémentaire dans H est réunion de classes a gauche,
et est donc ouvert, si bien que K est fermé. Par connexité, H = K.

Schéme E.124 (1) Le crochet de Lie de g est obtenu par restriction du crochet de
Lie de gl,(R). Ainsi, si X € g, ad(X) = Lx — Rx. Comme Lx et Rx commutent,
ad(X)F = 3% I (—Rx)* 7. La matrice X étant nilpotente, R% = L% = 0. Ainsi, pour
k>2n—1,ad(X)* = 0.

(2) Si X € g, son exponentielle est donnée par exp(X) = ZZ;& Xk—,k Considérons la
fonction ¢ : G — g donnée par {(z) = Z?:_ll(—l)jfl(m%l)] : c’est le début du développe-
ment en série du logarithme.

L’égalité entre séries formelles exp(log(l + z)) = 1 + z et log(exp(z)) = z donne alors
foexp =id et expol = id. De plus, £ est polynomiale. Par conséquent, ’exponentielle est
un C*-difféomorphisme entre g et G.

(3) 11 suffit de prendre C(X,Y) = f(exp(X)exp(Y)), qui est manifestement polyno-
miale.

(4) Posons Z(u,v) = C(uX,vY), avec exp(Z(u,v)) = exp(uX)exp(vY). Soit g(z) =
%. En dérivant par rapport & v, le membre de gauche donne T¢ Loy, 7)g(ad Z) %—f (voir la
proposition 5.16) et le membre de droite donne Ty (yv) Lexp(ux)Te Lexp(vy) Y - En identifiant

et en prenant v = 0, on obtient

07

Notons que ad Z est nilpotent, si bien que g(ad Z) est en fait simplement un polynéme en
ad Z. Soit hi(z) = 1/g(2), on a hi(ad Z) = g(ad Z)~! (et hy(ad Z) est encore un polynéome

en ad Z). Ainsi,

zf = hi(ad Z)(Y) .

On peut aussi dériver I'équation exp(—Z(u,v)) = exp(—vY)exp(—uX) par rapport a u
(on a changé les signes pour avoir une multiplication & gauche par exp(—vY’), ce qui permet
de mener a bien les calculs). On obtient

0z
Soit ha(z) = —1/g(—=2), on a donc
o4
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Par conséquent, la fonction F(t) = C(tX,tY) = Z(t,t) satisfait

dF

—r (0 = hi(ad F()(Y) + ha(ad F(1))(X) .

Posons ®(u) = hj(adu)(Y) + ha(ad u)(X). C’est un champ de vecteurs polynomial sur g,
et F'(t) = ®(F(t)). Pour u € h, on a ®(u) € h puisque X et Y appartiennent a I'algebre
de Lie h. Ainsi, une solution de 'équation différentielle f* = ®(f) partant d’une condition
initiale dans b reste dans bh. C’est le cas de F'(t) puisque F'(0) = 0.

(5) Soient H un sous-groupe de Lie immergé connexe de G, et h C g la sous-algébre de
Lie correspondante. Alors H est engendré par exp(h). Mais la question précédente montre
que exp(h) est un sous-groupe de G, donc H = exp(h). Comme 'exponentielle réalise un
difféeomorphisme entre g et G, et h est une partie fermée et simplement connexe de g, on
obtient la méme conclusion pour H.

Schéme E.126 (1) Soit z = ( ‘CL Z
et [b]? + |d|> = 1. L’égalité x'T = I donne aussi |al? + |b]?> = 1 et |c|? + |d|? = 1. Ainsi,
|a] = |d] et [b] = |c|.

De plus, 1 = det(z) = ad — be. Par Cauchy-Schwarz,

> € SU(2). L'égalité 'Tx = I donne |a|? + |c|? = 1

1 <ad| + |bc| = la® + ]b|2 =1.

0

)

Le cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz montre que ad € Ry et bc € R_. Ainsi, si a = re’
onad=re " etsib=r"e? onac=—r'e™. Ona montré que z était de la forme

T1 +ixy —r3+iry
T3+ 1r4 T1 — X9

avec (z1, T2, x3,r4) € S3. Réciproquement, une telle matrice appartient bien a SU(2). Ainsi,
la formule ci-dessus définit un difféomorphisme entre Sz et SU(2).
(2) L’espace vectoriel V est I’algebre de Lie de SU(2). Ainsi, SU(2) agit naturellement

sur V' par conjugaison (c’est 'action Ad). Un élément X = yzi ir 4 —:;z > de V a
pour déterminant 2 + y? + 22. On définit alors une norme euclidienne sur V par || X|| =
V22 4+ 32 + 22. Comme la conjugaison ne modifie pas le déterminant, cette norme est
invariante sous I'action de SU(2).

(3) Soit ® = Ad : SU(2) — GL(V). Pour la norme de la question précédente, ® prend
ses valeurs dans O(V'). Comme SU(2) est connexe, on a méme ®(SU(2)) C SO(V). De plus,
® : SU(2) — SO(V) est C™ car polynomiale, c’est donc est un morphisme de groupes de
Lie.

Si g € ker(®), alors g commute avec toutes les matrices de V. En particulier, g commute
avec toutes les matrices antisymétriques réelles (prendre x = z = 0) et toutes les matrices
symétriques réelles (prendre y = 0 et ajouter Al2). Ainsi, g commute avec toutes les
matrices réelles, ¢’est donc une homothétie, puis ¢ = +1». Ainsi, ® engendre un morphisme
injectif ® : SU(2)/{xl} — SO(V).

Ces deux groupes de Lie sont de méme dimension 3, donc @ est un difféomorphisme
local : il est de rang constant, et si ce rang était strictement inférieur a 3 alors ® ne serait
pas injectif. En particulier, 'image de ® est un sous-groupe ouvert de SO(V), et il est
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donc égal & SO(V') par connexité (rappelons que exp : s0(V) — SO(V) est surjective (voir
I'exercice E.190), donc SO(V') est connexe comme image continue d'un connexe). On a
montré que SO(V') était diffeomorphe a SU(2)/{£12}.

Finalement, ® : SU(2) — SO(V) est un revétement et ses fibres sont de cardinal 2.
Comme SU(2), qui est difféormorphe & S3, est simplement connexe, c’est donc un revéte-
ment universel de SO(V).

(4) D’apres la question précédente, SO(V') est difféeomorphe a Sg/{£ld} = P3(R).

Schéme E.127 (1) L’application 7 est clairement une action C*°. Soit (q1,7,) € ker .
En prenant h = 1, on obtient ¢1g5 = 1, c’est-a-dire ¢; = g2 puisque ces deux quaternions
sont de module 1. L’équation q1hq; = h s’écrit aussi ¢1h = hqy, c’est-a-dire ¢ commute
avec tous les quaternions. C’est donc un réel. Comme il est de norme 1, on obtient A = +1.
Finalement, ker m = {£1}.

(2) L’action 7 préserve le carré du module des quaternions, qui est une forme quadra-
tique de signature (4,0) sur H. Ainsi, 7 définit un morphisme de Sg x Sg dans O(4). Par
connexité, il est a valeurs dans SO(4).

Les deux groupes sont de méme dimension 6, et 7 est localement injectif. Comme 7 est
de rang constant, c¢’est localement une immersion, donc localement un difféomorphisme. En
particulier, I'image de 7 est ouverte. Par connexité de SO(4), application 7 est surjective.

Finalement, 7 est un revétement dont les fibres sont de cardinal 2.

Schéme E.128 (1) Voir 'exemple (1) du paragraphe 5.3. Voici une autre démonstration.
Soient X,Y € g. Soient X et Y les champs de vecteurs invariants a gauche correspondants,
de flots respectifs ¢; et ¥, (qui sont également donnés par ¢;(g) = gexp(tX) et ¥ (g) =
gexp(tY)). La commutativité de G assure que ¢, 01, = Y, 0¢;. En particulier, ¢yopyop_,0
t_y = Id. Comme le champ de vecteurs [X, Y] est obtenu en dérivant cette expression, on
obtient [X,Y] = 0, puis [X,Y] = 0 grace a la correspondance entre les champs de vecteurs
invariants a gauche et l'algébre de Lie.

(2) Comme le crochet de Lie est nul, [X,Y] est nul pour tous les champs de vecteurs
invariants & gauche X et Y. Mais [X, Y] mesure le défaut de commutation des flots de X et
de Y (voir la démonstration du théoréme de Frobenius). Ainsi, ces flots commutent, c’est-a-
dire exp(tX) exp(sY) = exp(sY) exp(tX) pour tous s,t € R. Comme 'exponentielle est un
difféeomorphisme local en 0, son image contient un voisinage de e, et il existe un voisinage
U de e tel que, pour tous g, ¢’ dans U, on ait g¢g’ = ¢’g. Comme G est connexe, U engendre
G, donc G est commutatif.

(4) Si G est un groupe de Lie commutatif de dimension n, alors son algébre de Lie g
est commutative, donc isomorphe a l'algebre de Lie commutative R™.

Soit 7 : Gy — Go un revétement universel du groupe de Lie Gy. Le groupe de Lie
Go est isomorphe & R"™, par la question précédente. Donc Gy est isomorphe au groupe
de Lie quotient R™/ker(m). De plus, ker(7), comme sous-groupe fermé discret de R", est
isomorphe & Z9 pour un certain ¢. Finalement, le groupe de Lie G est bien isomorphe &
R4 x T4,

(5) Soit Gy la composante neutre de G. Le groupe G est alors isomorphe & Gy x G/Gy,
et G/Gp est un groupe commutatif discret. Il suffit donc de montrer que Gy est de la forme
RP x T? pour conclure, par dimension.

(6) Soit g I'algebre de Lie de G et X € g. Considérons une base de GL(V'), ce qui permet
d’identifier GL(V') et GL,(C). Soit 7 : GL,(C) — C une des fonctions coordonnées. La
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fonction z — wopoexp(zX) est holomorphe de C dans C et bornée, puisque son image est
contenue dans le compact w(p(G)). Par conséquent, elle est constante égale & mo poexp(0).
Ainsi, pour tout X € g, on obtient p(exp(X)) = Id.

Ainsi, ker p contient le sous-groupe engendré par I'image de 'exponentielle, ¢’est-a-dire
G puisque G est connexe.

(7) D’aprés la question précédente, 'application Ad : G — GL(g) est constante égale
a l'identité. Par conséquent, sa dérivée ad est nulle. Comme [X,Y] = adX (Y), le crochet
de Lie de g est nul. D’apres la deuxiéme question, G est donc commutatif.

Schéme E.129 (1) Soit S,+; Pespace vectoriel de dimension finie des matrices réelles
symétriques de taille n 4+ 1. Notons

¢ . GLnJrl(R) — SnJrl
’ x — ol o

Cette application est une submersion. Comme O(1,n) = ¢~ 1(I1,,), c’est une sous-variéte,
de codimension (n + 1)(n + 2)/2. Ainsi, dim O(1,n) = n(n +1)/2.

(2) On a
a b 1 0 a c\ a’>—b* ac—bd
c d 0 —1 b d) \ac—bd *—d*> )"
Ainsi, si une matrice appartient a O(1, 1), elle vérifie

a?=v+1, d*>=c+1, ac=bd.

De plus, en multipliant I’équation tmIle = I 1 adroite par I 1 7z et & gauche par Iy tr— 1,

on obtient aussi x/j 1 by =1T 1,1. Sur les coefficients, on trouve
=41, d*>=0*+1, ab=cd.

En particulier, > = d> = b +1 = ¢ + 1. Comme a®> = ¢ + 1, on a a® > 1, et il existe
donc ¢, € {—1,1} et t € R tels que a = ¢, cosh(t). On peut alors écrire d = €4 cosh(t),
b = esinh(t) et ¢ = e.sinh(t). Quitte & changer le signe de ¢, on peut supposer que
ey = 1. L’égalité ac = bd donne alors €5 = €46, (ou d = 0, auquel cas le signe €4 n’a pas
d’importance).

On a montré que O(1,1) était inclus dans ’ensemble

{< 6801?;%? ?(;S(i:}}f((f)) > PtERe0€ {—1,1}}.

La réciproque est immeédiate.

Ainsi; O(1,1) a quatre composantes connexes toutes diffeomorphes a R. Le sous-
ensemble SO(1,1) correspond aux matrices pour lesquelles € = §, et SOg(1, 1) correspond
ae=0=1.

(3) On va montrer que tout élément x = (zg,1,...,2,) de Hy peut étre envoyé sur
a = (1,0,...,0) par un élément de SOg(1,n). (Voir pour cela 'exemple (5) de variétés
homogeénes du paragraphe 5.8.)

Le groupe SO(n) agit transitivement sur la sphére unité de R"™. Par conséquent, il
1 0

existe une matrice M =
xiste une matri <O A

) de SOg(1,n) qui envoie x sur un vecteur de la forme
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(20, 21,0,...,0). On peut écrire zy = cosh(t) et &) = —sinh(¢) pour un certain ¢ € R.
cosh(t) sinh(t)
sinh(¢) cosh(t)
diagonal de la forme I,,_;, on obtient un élément de SOq(1,n) envoyant (x¢,x},0,...,0)
sur a.

Ainsi, SOg(1,n) agit transitivement sur Hf. On définit alors une application ® :
O(1,n) = {—1,1} x {—1,1} ainsi : si M (a) appartient a H, on pose ®(M) = (1,det M),
et sinon ®(M) = (—1,det M). C’est un morphisme continu. Il est surjectif (utiliser des
matrices obtenues en complétant des matrices de O(1, 1) par un bloc diagonal I,,_1).

Montrons que ®~1(1, 1) est connexe, et donc égal & SOg(1, 1). Cela montrera que O(1,n)
a exactement 4 composantes connexes.

Soit M avec ®(M) = (1,1). Comme SO¢(1,n) agit transitivement sur HF, il existe

La matrice ( ) envoie (z,2)) sur (1,0). En la complétant par un bloc

M’ € SOg(1,n) tel que M'M (a) = a. Ainsi, M’ M s’écrit par blocs sous la forme ( L L )

0 B
1 0 1 0 1LY (1 L
‘L ‘B )\ 0 —I, o B) \'L 'LL-'BB )"

Cette matrice doit étre égale a Iy ,,, donc L = 0 et B € O(n). Comme det M = 1, la matrice
B est de déterminant 1 et appartient & SO(n). Par connexité de SO(n), M'M appartient
a la composante connexe de I’identité, ce qui conclut.

(4) Si M = ( Ty i y ), alors det(M) = 22 — y% — 22, qui est une forme quadra-

Mais

z  xr—
tique en les coefficients de M, de signature (1,2)

On peut définir une action de SLy(R) sur A en posant ®(z)M = xM 'z. Elle préserve
le déterminant, donc ® est une application de SLa(R) dans O(1,2). Par connexité, ® est
a valeurs dans SOg(1,2). C’est un morphisme de groupes de Lie, entre variétés de méme
dimension 3.

. b .
Calculons son noyau. Si x = < (Z ) appartient au noyau de @, alors

d

a b 10 a c\ (10
(ca)(o0)(sa)=(o0)
Ainsi, a® =1 et ¢ = 0. De méme, d?> =1 et b = 0. Il reste donc & = +I5. Réciproquement,
ces matrices sont bien dans le noyau de ker ®. Finalement, ker ® = {£1}.

En particulier, application ® est localement injective. Comme c¢’est un morphisme de
groupes de Lie, elle est de rang constant. Si ce rang était < 3, elle ne serait pas localement
injective (par le théoréme de forme normale des applications de rang constant), ce qui est
absurde. Ainsi, ® est un difféomorphisme local.

L’image de ® est un sous-groupe ouvert de SOg(1,2), et est donc égale a SOq(1,2) par
connexité. Ainsi, ¢ est surjective.

En passant au quotient, on obtient un difféeomorphisme entre PSLa(R) et SOg(1, 2).

(5) L’argument est trés semblable a celui de la question précédente, mais en agissant
sur l'espace B des matrices hermitiennes, par ®(x).M = xM 'Z. Cette action préserve le
déterminant, qui est une forme quadratique de signature (1,3), donc ® est un morphisme
de SLy(C) dans SOq(1,3). Ces deux groupes sont de méme dimension 6.
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0

Une matrice appartenant au noyau de ® est de la forme ( 0

_io ), par les mémes
e

. 0 —
arguments que dans la question précédente. Comme elle commute avec ( ; ! >, on a
e?” =1, puis x = +1>.
Finalement, ® est localement injectif, c’est donc un difféomorphisme local, et il induit
un difféeomorphisme entre PSLa(C) et SOp(1, 3).
Schéme E.131 (1) Voir l'exercice E.45.

Schéme E.134 et Schéme E.135 Voir par exemple [BILW].
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6 Formes différentielles

Nous renvoyons au paragraphe 3.7 pour la construction des fibrés vectoriels des p-formes
alternées A, : APT*M — M et celui des formes alternées A, : A*T*M — M sur une variété
donnée M.

6.1 Formes différentielles

Soient n et p deux éléments de N, et M une variété C"+! de dimension n, avec r €

NU {o0,w}.

Une p-forme différentielle (resp. p-forme différentielle de classe C") sur M est une
section (resp. une section de classe C") du fibré vectoriel A, : APT*M — M. Ainsi, une p-
forme différentielle w associe, a tout x dans M, une forme p-linéaire alternée w, sur I’espace
tangent T, M & M en x. De méme, une forme différentielle (resp. forme différentielle
de classe C") sur M est une section (resp. une section de classe C") du fibré vectoriel
it A*T*M — M. Ainsi, une forme différentielle w associe, a tout x dans M, une somme
de formes multilinéaires alternées w, sur l’espace tangent T, M & M en x.

On note QP (M) (et QP(M) quand 7 est sous-entendue) I'ensemble des p-formes
différentielles C7 sur M, et Q) (M) (et Q(M) quand 7 est sous-entendue) 'ensemble des
formes différenticlles C™ sur M. On a une inclusion évidente QP(") (M) — Q) (M).

Comme AYT*M s’identifie avec M x R, notons que Q%) (M) s’identifie avec C"(M,R).
Par convention, on pose QP(") (M) = {0} si p < 0.

e Structure d’algébre.

Rappelons que ’ensemble des sections d’un fibré vectoriel, muni des opérations d’addi-
tion et de multiplication externe point par point, est un espace vectoriel. Soient w,w’ dans
QU)(M), et a dans R. On appelle addition de w et ' la forme différentielle

wHw iz w, Wl
On appelle multiplication externe de w par a la forme différentielle
aw : T — Wy .
On appelle produit extérieur de w et w’ la forme différentielle
w/\w’:wax/\w’x.

Proposition 6.1 L’ensemble Q(T)(M), muni des opérations ci-dessus et de la famille
(P (M) pen, est une algébre réelle (associative, unitaire) graduée, anticommutative, i.e.
o (QU(M),+,-,A) est une algebre (associative, unitaire) sur R, et QP (M) est un
sous-espace vectoriel ;
e QU(M) = D, en QP(M), et si o € QPU)(M) et B € QOO)(M), alors a A €
Qpta,(r) (M) ;
o siac QM) et e QUU)(M), alors a A B = (—1)PIB A a.

Remarque. En posant, pour toute fonction réelle f de classe C" sur M et toute forme
différentielle w de classe C" sur M,

frwiz— f(o)w,,
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Pensemble Q) (M) est muni d’une structure d’algébre (associative, unitaire) graduée an-
ticommutative sur 'anneau C" (M, R).

Démonstration. Il est immédiat que les opérations préservent la régularité C™ des formes
différentielles. Le résultat découle alors du théoréme A.16 de I’appendice A.5. O

Par exemple, si f : M — R est une application C"*1, alors I'application df : M — T*M,
qui au point x de M vaut la forme linéaire

dfy : X — T, f(X)

sur 'espace tangent T, M, est une 1-forme différentielle C”, appelée la différentielle de f. Il
ne faut pas confondre df : M — T*M et T'f : TM — TR, méme si 'un détermine l'autre.

Si U est un ouvert de M, alors ’application
W = (,U‘U

est un morphisme d’algébres (unitaires), gradué de degré 0, de Q()(M) dans Q) (U).
De méme que pour les champs de vecteurs, les formes différentielles vérifient la propriété
de localité des faisceaux : si U est un ouvert, réunion d’ouverts U;, si w; est une forme
différentielle C™ sur U;, tels que w; = w; sur U; N Uj, alors I'unique application w : U —
A*T*U telle que w)y, = w; est une forme différentielle C" sur U.

Remarque. Si U est un ouvert de R, alors comme T'U s’identifie avec U x R"™, la carte
(U,id) de la variété U fournit une identification

ANT*U = U x A*(R")* .

Une forme différentielle x — (z,w,) sur U s’identifie donc a une application & — w,
de U dans A*(R")*. Cette forme différentielle sur U est de classe C" si et seulement si
Iapplication & — w, est C". Nous ferons cette identification dans toute la suite de ces
notes.

Soient (e, ..., ey) la base canonique de R", et (e])ez,, ot Z,, est I'ensemble des suites
strictement croissantes dans {1,...,n}, la base correspondante de A*(R™)*. Toute forme
différentielle w sur U s’écrit alors, de maniére unique,

w:ZfI€?7

IeZ,

ou fr: U — R est une application, de classe C" si w 1'est.

Si U est un ouvert de R™, et si f : U — R est une application C"*1, alors la 1-forme
différentielle df est l'application qui & = dans U associe la différentielle (ou application
dérivée) df,, au sens du calcul différentiel. Par exemple, si x; (avec notation abusive, mais
parlante) est 'application i-éme coordonnée (x1,...,z,) — z;, qui est linéaire, alors la
différentielle dx; est constante sur U, et vaut encore ’application i-éme coordonnée. C’est-
a-dire, en tout point x de U, la suite (dx1,...,dx,) est la base duale de la base canonique
de R™. Donc




De plus, en posant dx; = dwx; A --- Adw;, pour tout I = {iy,... i} avec iy < --- < i)
et p dans N (par convention dxy = 1), alors toute forme différentielle w sur U s’écrit, de
maniére unique,

ot wy € C"(U,R). De méme,

si w est une p-forme différentielle. La famille (dzy);ez, est donc une base du module
Q) (U) sur Panneau C7 (U, R). Attention, pour une variété générale M, le C™ (M, R)-module
Q) (M) n’est pas forcément libre.

Proposition 6.2 Si wy,...,w, sont des 1-formes différentielles sur M, et si Xi,...,X,
sont des champs de vecteurs sur M, alors, pour tout x dans M, on a

(Wi A ANwg)o(Xi(2), ..., Xk(z)) = det ((wi)x(Xj($)))1§i,j§k .
Démonstration. Ceci découle de la proposition A.17 de 'appendice A.5. U

e Image réciproque.
Soient N une variété C" ! avec r € NU {oco,w}, et f: M — N une application C"+1.

Pour tout w € Q") (N), on note f*w, et on appelle image réciproque de w par f, la
forme différentielle x — (Txf)*(wf(x)), donc définie, pour tout x dans M et tous Xi,..., X,
dans T, M, par

(ffw)a(X1,. oo, Xp) = W) (T f(X1), -, T f(Xp)) -

Il est immeédiat que f*w est de classe C”. On étend par linéarité f* a Q) (N). Si g appartient
a QO()(M) = C"(M,R), alors
ffg=gof.

Si w est une 1-forme différentielle, et si (T, f) est 'application linéaire de T ;(I)N dans
Ty M, duale de Ty, f : Ty M — Ty, N, alors

(f'w)e = "(Tef) W) = wp@) o Tof -
Remarquons que si U est un ouvert de N, et sii: U — N est I'inclusion, alors
VweQN), ifw=uwy,
donc l'opération de restriction aux ouverts est un cas particulier d’image réciproque.

Exercice E.136 Montrer que si g : N — R est une application C"', alors f*(dg) =
d(go f)=d(f*g).
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Proposition 6.3 L’application f* : QU(N) — QU)(M) est un morphisme d’algébres
(unitaires) graduées, qui commute aux restrictions, c’est-a-dire f* est linéaire, f*1 =1,

Vw,neQU(N), fwin) = (fw)A(fn),
QP (N)) € QP)(M), et, pour tout ouvert U de N et tout w € QU)(N),

(ffw) 1wy = i1 w) (W) -

De plus, si g : N — P est une application C"', alors
(gof)"=f"og".

Démonstration. La commutation avec les restrictions est immédiate, et découle de la
derniére assertion, en remarquant que sii: U — N et j: f~1(U) — M sont les inclusions,
alors f Oj =10 (f\ffl(U))

La premiére partie découle du théoréme A.16 de I'appendice A.5. La derniére assertion
découle, par le théoréme de dérivation des fonctions composées, de la nature contravariante
des algébres extérieures :

((go f)we = (Talg 0 f)) (Weopw)) = (Tof)" (Tr)9) Wo(ry)) = (f 0 9" ())a -
U

Voici quelques calculs pratiques d’images réciproques. Soient U un ouvert de R™, V' un
ouvert de R™ et f : U — V une application C! avec f(x) = (fi(z),..., fm(x)) pour tout
x € U. Notons z1,...,z, les coordonnées dans U et yq, ...,y celles dans V.

Pour tout j € {1,...,m}, comme T, f = (T f1,..., Ty fm) et comme y; est application
j-éme coordonnée, on a

0
Fdy; = d(f) Zafd

Soit w une forme différentielle sur V, d’écriture w = > Jer,, wadyy dans la base
(dy.)sez,, dumodule Q) (V) sur I'anneau C™(V,R). Si J = {ji,...,jp} avec j1 < --- < jp,
notons

dfy = d(fj) A= Nd(f,) -

Comme f* est linéaire et commute au produit extérieur, on a, d’aprés la formule précédente,

frw=Y (wrof)dfs.

JELm

(Du point de vue des calculs, on remplace donc y par f(x) et dy; par d(f;).) En particulier,
si w e QP)(V), alors

ffw= Z Wiy,jp © f &Ui 8;: dx; - Ndxi,

J1<<Jp, 1<i1 ., ip<n

De plus, si n = m, si

of, >
J det T, det
(@) = det T, f = ( )
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est le jacobien de f en x, et si w: y — c(y) dyr A -+ - A dyy, alors

(ff'w)y = co f(x)Jy(x)dzy A -+ ANdxy, .
Cette formule est appelée la formule de changement de variable des formes différentielles
de degré maximal.

Exemples : (1) Si f: R — ]0,+oo] est Papplication exponentielle z — e, alors

fr (dy) =dx .
Yy

(2) Si f: R? — R? est I'application (r,0) — (rcos 6,7sin 6), alors
f(deNdy) =rdrANdb.

(3) Si f:]0,+oc[ xR — R%—{0} est Papplication (r,#) — (rcos 6,rsin ), alors (voir

I'exercice E.147)
. [xdy —ydx
() g
ety
Lorsque le changement de variable est clair, on note parfois encore w la forme différen-

tielle f*w (par exemple, on écrit dz A dy = r dr A df avec le changement de variable (2)
ci-dessus).

Remarque. Si (U, @) est une carte locale C"+! de M a valeurs dans R™, et siw € Q) (M),
alors

(™) (ww) € Q7 (p(U)) -

En particulier, on peut utiliser la base de Q) (o (U)) pour exprimer la forme différentielle
(o™ 1)*(wy), appelée la forme différentielle w lue dans la carte (U, p). Cest ce point de
vue qu’il est souvent le plus utile d’utiliser dans les calculs. En particulier, on déduit le
résultat suivant de ’écriture canonique d’une forme différentielle dans un ouvert de R™.

Proposition 6.4 Awvec les notations ci-dessus, on note @1,..., ¢y, les composantes de
et, pour tout I = {iy,...,ip} avec iy <--- <ip et p €N, on pose do; = dp;; N--- Ndp;,.
Alors pour tout w dans QU (M), il existe une unique famille (wr)jez, d’applications de
classe C" sur U telle que, dans QU(U), I’égalité

Wiy = Z wrdpr
I€z,

soit satisfaite. O

e Différentielle extérieure.
On suppose, pour simplifier, que 7 = oo dans ce paragraphe. On note QP(M) =
QP (M) et QM) = Q) (M).
L’application d : Q°(M) — Q'(M), qui & une application f : M — R de classe C*®
associe sa différentielle
df cx—{dfy : X = T f(X)},
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est une application linéaire, telle que

d(fg) =gdf + fdg .

Le résultat suivant dit que cette application s’étend, de maniére unique, & toutes les
formes différentielles. Le passage (de U'infinitésimal au global) des propriétés de linéarité et
de fonctorialité des algébres extérieures d’espaces vectoriels de dimension finie, & celles des
formes différentielles, peut étre traitée (et a été traitée dans les paragraphes précédents)
de maniére directe. En ce qui concerne la définition de la différentielle extérieure qui suit,
pour éviter de trop longues discussions sur la structure de ’espace tangent du fibré des
formes alternées sur une variété, nous ferons une étape de plus, en passant de 'infinitésimal
au local, puis du local au global. La situation locale consistera a étudier le cas des formes

différentielles sur les ouverts de R™, en suivant en cela de nombreux autres ouvrages sur le
sujet (voir [CarH, Laf, Die2]).

Théoréme 6.5 [l existe une et une seule application linéaire d : Q(M) — Q(M) graduée
de degré +1, c’est-a-dire d(QP(M)) C QPTL(M), telle que

(1) pour tout f dans Q°(M), la forme différentielle df est égale a la différentielle de f
définie ci-dessus ;

€St une antiaerivation e aLgeore raauee C est-a-daire our tous o &€
2) d est tidérivation de Ualgebre graduée Q(M), c’est-a-dire pour t

QP(M) et € QIM), on a
dlaAB) = (da) N+ (—=1)PaA(dB);

(3) dod = 0.

De plus, les applications d commutent avec les restrictions auxr ouverts : pour toute
forme différentielle w € Q(M), pour tout ouvert U de M,

(dw)jy = d(w) -

Enfin, les applications d commutent avec les images réciproques : pour toutes les variétés
M et N de classe C>*, pour toute application f : M — N de classe C*°, et pour toute
forme différentielle w € Q(N), on a

fH(dw) = d(f*w) -

Cette application d est appelée la différentielle extérieure (ou différentielle tout court)
des formes différentielles. Par convention, on note d : Q~'(M) — Q°(M) I'application
nulle.

Remarque. Nous verrons dans la démonstration qu’il suffit dans (3) de demander la
condition d o d = 0 sur les applications.

Démonstration. Pour prouver 'unicité, montrons que, pour tout w dans Q(M), les pro-
priétés de la différentielle déterminent uniquement dw sur un voisinage suffisament petit
de tout point. Cela concluera, par les propriétés de localité ci-dessus des formes diffé-
rentielles. Commengons par démontrer le lemme suivant, qui dit qu'un opérateur linéaire
d: QM) — Q(M) qui vérifie les propriétés (1) et (2) est un opérateur « local ».
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Lemme 6.6 Si V est un ouvert de M, et si o, 5 sont des formes différentielles sur M
telles que oy = By, alors (da)y = (dB)v-

Démonstration. Pour tout = dans V, soit f : M — R une fonction C*°, de support
contenu dans V', valant 1 sur un voisinage de x. Alors f(aw — ) = 0 et, par linéarité
d(f(a — B)) = 0. Comme d coincide avec la différentielle des fonctions sur Q°(M), on a
dfz =0 et f(z) = 1. De plus,

d(f(a=p)) =df N (a—=B) + f Ad(a—B)

par (2). Donc par linéarité, da, = df,. Comme z est arbitraire, ceci montre le résultat. [

Pour tout = dans M, soit (U, ) une carte locale de M en x a valeurs dans R", avec

V1, .-, pn les composantes de ¢, et f: M — R une fonction C*°, de support contenu dans
U, valant 1 sur un voisinage ouvert V de . Pour I = {iy,... iy} ot iy < --- < i}, posons
d(fe)r = d(fei) N--- Nd(fei,). Par la proposition 6.4, on écrit
W|U = Zw]d(p[ .
T

Les formes différentielles w et >, (fwr)d(fe)r coincident sur V, donc, par le lemme ci-
dessus, leurs différentielles coincident sur V. Par linéarité et par les propriétés de la diffé-
rentielle, on a, en restriction a V,

dw =d (Z(fwz)d(f¢)1> = Zd(fwf) Nd(fo)r -
T

I
Le terme de droite ne faisant plus intervenir que des différentielles de fonctions, par la

propriété (1), le résultat d’unicité en découle.

Pour montrer ’existence, supposons tout d’abord que M = U soit un ouvert de £ = R".
Pour tout w dans QP(U) = C*(U, APE), pour tout = dans U, comme Tyw € L(E,APE),
posons, pour tous Xi,..., X, dans F,

p+1
dwp (X1, Xpp1) =D (=)™ Towo(X) (X1, Xy X))
=1

Cette application d : QP(U) — QPTL(U) est linéaire, et coincide bien avec la différentielle
des applications pour p = 0. On l'étend par linéarité & Q(U) en une application linéaire
graduée de degré +1.

Lemme 6.7 L’application linéaire d : Q(U) — Q(U) ainsi définie vérifie les propriétés
suvantes.

(1) Si I ={ir,...,ip} avec iy < --- <y, et si f € C®(U) et w= fdxy, alors
dw=df Ndxy .
(2) Pour tous a € QP(U) et B € QUU), on a

dlaNB) = (da) N+ (—=1)PaA(dB) .
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(3) L’application dod: QP(U) — QPT2(U) est nulle.

(4) Si'V est un ouvert contenu dans U, alors, pour tout w dans Q(U),
(dw)y = d(w)y) -

(5) Si'V est un ouvert de R™ et si ¢ : U — V est une application C>, alors, pour tout
w dans QP(V),

d(p"w) = ¢ (dw) .

Démonstration. (1) Comme dz; est constante sur U, on a, pour tout = dans U et X
dans F, Tyw(X) = dfy(X)dz;. Donc, pour tous Xo, ..., X,41 dans E, par définition de d
puis par définition du produit extérieur,

p+1

dwe(X1,. ., Xp1) = D (1) dfo(X) dog(X1,. .. Xy Xpi1)
i=1

= (dfe Ndxr)(X4,. .. aXerl) .

(2) Par linéarité, il suffit de montrer le résultat pour av = f dxy (ot I est de cardinal p) et
B =gdzy;. Comme a A = fgdxyr Adxy, on a, en utilisant (1),

dlaANB)=d(fg) Ndxr Ndzy = (gdf) Ndxy Adzy+ (fdg) Ndxp Adxy =
(df Ndzr) A (gdzy) + (=1)P(fdxr) A (dg Adzy) = (da) A B+ (=1)Pa A (df) .
(3) Par linéarité, il suffit de montrer que pour f € C*(U) et w = fdxy, on a (dod)(w) = 0.

Or
n 8f n 8f n
d(df) =d ( d:m-) = (d) Adx; =
i—1 8.7}1 Z 8%’2 i,jz_l

i=1

2

0
ox 7 8.7,‘Z

dCL'j Adx; .

0%f _ 9%f
z;0x; —  Or;0x;

dxj Ndz; = —dz; Adz;, on obtient que d(df) = 0. Notons que (par exemple par 1'assertion

(1))

En utilisant le lemme de Schwarz 3

et I'antisymétrie du produit extérieur

d(d.CE]) =0.
Donc
d(dw) = d(df Ndxr) = (d(df)) Ndxy —df Nd(dxr) =0 .
(4) C’est immediat (et cela découle de (5) en considérant I'inclusion ¢ de U dans V).

(5) Tout d’abord, dans le cas particulier ot p = 0, le résultat découle de I'exercice E.136
(voir la solution dans le paragraphe 6.8).

En général, et par linéarité, il suffit de montrer le résultat pour w = fdx; A--- Adx;,
ou f € C>®(U). Par les propriétés de I'image réciproque (voir la proposition 6.3) et le cas
p=0,o0na

o'w =@ fd( wy) N ... Nd(pTs,)

Donc

d(p*w) = d(@* f) Nd(@ xi) Ao ANd(@* i) = @*(df Ndzgy A ... Ndxy,) = @™ (dw) . O
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Pour montrer l'existence en général, pour tout w dans Q(M), pour toute carte locale
(U, ) de classe C*® de M et tout = dans U, comme la différentielle a été définie sur
() w € Qp(U)), posons

(dw)ir = ¢™d(( ™) (wjp)) -

Par les propriétés de commutation des images réciproques et des différentielles sur les
ouverts de R™, cette formule ne dépend pas de la carte choisie, et définit, par les propriétés
de localité des formes différentielles, une forme différentielle sur M. Les propriétés du
théoréeme 6.5 découlent facilement de celles du lemme 6.7. U

Remarque. Si M est une variété de classe C"T! avec r € N — {0}, la démonstration
ci-dessus montre qu’il existe une application d : Q) (M) — QU= (M), vérifiant (1) et (2)
et commutant avec les images réciproques par des applications de classe C"™1, et qui, si
r > 2, vérifie (3) et est unique.

Voici quelques calculs pratiques de la différentielle extérieure de formes différentielles.
Soit U un ouvert de R™. Si I = {iy,...,4,} avec i1 < --- < iy, alors par les propriétés de
la différentielle extérieure (ou le lemme 6.7 (1)),

d(dzr) =0
et, si f:U — R est une application C*,
d(fdxy) =df Ndzg .

Donc, par linéarité, si w une forme différentielle sur U, d’écriture w = ), wrdx; dans la
base usuelle de Q(U) sur I'anneau C*°(U), alors

dw:Zde/\da:I.
I

En particulier, si w € QP(U), alors
dw — Z dwi o ANdxe A Adps — Z awilwwipd./\dA/\.../\d.
W = wzl,...,zp Ly xzp - T € Ly Iljlp .
i1 <--<ip 1< <lp, J J

On peut alors utiliser 'antisymétrie du produit extérieur pour donner I’écriture de dw dans
la base usuelle du module (libre) Q(U) sur 'anneau C*°(U).

Exemples. (1) Si M =R3, et si
w=AdyANdz+ BdzNdr+ C dxNdy
est une 2-forme différentielle de classe C*°, alors, en utilisant que

dw=dANdyANdz+dBANdzANdx+dC Ndx Ady

on obtient 94 9B 8C
dw = ((935+<9y+6z) dx/\dy/\dz.
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(2) Si M =R3, et si
w = Pdx 4+ Qdy + Rd=z

est une 1-forme différentielle de classe C*°, alors, en utilisant que
dw=dP Ndx +dQ Ndy +dR Ndz

on obtient

_ (OR 0Q OP OR 0Q OP
dw-(ay Bz)dy/\dz+<8z 8x>d2/\d$+<8zc 8y)d:v/\aly.

e Produit intérieur et dérivée de Lie.
Ce paragraphe exploite une idée de « dualité » entre champs de vecteurs et 1-formes
différentielles. On suppose toujours, pour simplifier, que r = co.

Etant donné un champ de vecteurs X de classe C* sur M, nous avons défini, dans le
paragraphe 4.5, une dérivation Lx : C*(M,R) — C>*(M,R) (aussi notée f — X(f)), qui
vérifiait, outre sa définition Lx (f) : @ — T, f(X(x)), les propriétés suivantes :

(1) Lx : C®(M,R) — C*(M,R) est linéaire,

(2) Lx(f9) =9Lx(f) + [Lx(9),

(3) Lixy]=Lx oLy —LyoLx,

(4) si (¢¢) est le flot local de X, alors Lx(f) = %“:0]" o ¢y.

Le résultat 6.9 ci-dessous dit en particulier que cette dérivation s’étend en une dérivation
(de degré 0) de 'algébre graduée 2(M). Avant de 'énoncer, introduisons un nouvel outil.

Soient X un champ de vecteurs de classe C* sur M et w € QP(M). On appelle produit
intérieur de w par X, et on note ixw, la forme différentielle, appartenant a QP~(M),
définie par ixw = 0 si p = 0, et sinon, pour tout x dans M et tous &1, ...,&,—1 dans T, M,

(ixw)z (€155 &p-1) = wa(X(2), &1, -, §p—1) -
On étend additivement 'application ix a Q(M).
Proposition 6.8 L’application ix : Q(M) — Q(M) est une antidérivation de degré —1
de lalgébre graduée Q(M), i.e.
(1) ix : QM) — QM) est linéaire et ix(QP(M)) C QP~1(M) pour tout p dans N.
(2) pour tous a dans QP (M) et § dans Q4(M), on a

X(Ck/\,@) = (iXa) AB+ (—1)paA (Zxﬁ) .

De plus, Uopérateur ix vérifie la propriété de localité suivante : pour tout ouvert U de
M, on a

(ixw)jr = i(x) (W) -
Démonstration. La propriété de localité est immédiate par définition. Le reste de la
démonstration découle facilement de la proposition A.20. O
Remarque. Il découle de la définition que ix est C*° (M, R)-linéaire, ¢’est-a-dire pour tout
f dans C*°(M,R) et tout w dans Q(M), on a
ix(fw)=fixw.
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Proposition 6.9 Pour tout champ de vecteurs X de classe C*° sur M, il existe une
et une seule application linéaire Lx : QM) — Q(M), graduée de degré 0, c’est-a-dire
Lx(QP(M)) C QP(M), telle que

(1) Lx coincide sur Q°(M) = C*®(M,R) avec la dérivation Lx ci-dessus ;

(2) Lx est une dérivation de ’algebre Q(M), ¢’est-a-dire pour tous les a, f dans Q(M),
on a

Ex(a /\ﬁ) = (Eon) AB~+aA (Exﬂ) ;

(3) Lx et d commutent, c’est-a-dire
[:X od=do ﬁX .

De plus, lopérateur Lx vérifie les propriétés suivantes.

(i) Il est local, c’est-a-dire pour tout ouvert U de M, on a
(Lxw)iy = Lx, (W) -
(ii) Pour tous les champs de vecteurs X et'Y de classe C*° sur M, on a
Lixyj=LxoLy —LyoLx.
(iii) Pour tout champ de vecteurs X de classe C*° sur M, on a
Lx —ixod+doix .

(iv) Pour toute variété N de classe C*°, pour tout C*°-difféomorphisme local ¢ : M —
N, pour tout champ de vecteurs X de classe C* sur N, et pour toute forme diffé-
rentielle w de classe C*° sur N, on a

¢ (Lxw) = Lo x(pTw) -

La dérivation Lx est appelée la dérivée de Lie des formes différentielles par le champ
de vecteurs X.

Remarque. Nous verrons dans la démonstration qu'’il suffit dans (3) de demander la
condition Lx od = d o Ly sur les fonctions (c’est-a-dire les éléments de Q°(M)).

Démonstration. L’'unicité de la dérivée de Lie se montre exactement comme 'unicité de
la différentielle extérieure, en montrant comme précédemment que tout point de xz admet
un voisinage sur lequel £xw s’exprime sous la forme

Lxw=Y Lx(for)dlx(fe))1
1

en utilisant la commutation de d et £y sur les fonctions.
Pour l'existence, posons
Lx =ixod+doix .

Comme ixf = 0si f € QO(M), Papplication Lx coincide bien avec la dérivation usuelle
associée a X sur les fonctions. Il est immédiat, par les propriétés de d et de ix, que Lx est
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une dérivation graduée de degré 0, c’est-a-dire est linéaire, graduée de degré 0, et vérifie
(2). Comme dod =0, on a bien

doLx =doizod=Lxod,

ce qui montre l'existence.

Vérifions les propriétés supplémentaires, (iii) découlant de la construction. La propriété
(i) découle des propriétés de localité de d et de ix (ou de la propriété (iv) en considérant
les applications d’inclusions). L’application Lx o Ly — Ly o Lx est clairement linéaire,
graduée de degré 0, et une dérivation de l'algébre Q(M). De plus, par définition du crochet
de champs de vecteurs, elle coincide avec Ly y) sur les fonctions. Elle commute clairement
avec d, donc la propriété (ii) en découle par unicité.

Enfin, pour vérifier la propriété (iv), par localité, on se raméne au cas ou ¢ est un
C°°-diffeomorphisme. L’application ¢* o Lx o (¢~ 1)* de Q(M) dans lui-méme commute
avec d, car la dérivée de Lie et I'image réciproque le font. C’est une dérivation graduée de
degré 0 de (M), car Lx lest sur Q(N) et ¢* est linéaire, graduée de degré 0, et vérifie
©*(a N pB) = (¢*a) A (¢*). Sur une application f de classe C*°, pour tout x dans M, on
a, par le théoréme de dérivation des fonctions composées,

¢ oLy o(p ) f(z) = Tyw)(fop )X (p(@)) = Tuf (Top) (X (p(2)))) = Lo=x f(2) .
Donc la propriété (iv) en découle, par unicité. O

Exercice E.137 Soient M et N deux variétés C*°, soit o : M — N un C*-difféomor-
phisme local, soit X un champ de vecteurs C*° sur N, et soit w une forme différentielle
C*> sur N.

(1) Montrer que
P (ixw) = ipex(pw) -

(2) Donner une autre démonstration de 'assertion (iv) ci-dessus.

Soit U un ouvert de R™, soit X un champ de vecteurs C* sur U, de flot local (¢;), et soit
w une forme différentielle C*> sur U. Pour tout zy dans U, 'application (¢,z) — (¢jw)y
définie sur un voisinage de (0,x9) dans R x U, a valeurs dans 'espace vectoriel réel de

dimension finie A*(R™)*, est C*°, car, en supposant par linéarité que w € QP(U), pour tous
&1,...,&p dans R", on a

(d);tkw):c(fly ces 7§p) = wd)t(x) (Tx¢t(€1)a v 7TI¢t(§p)) .

Proposition 6.10 Awvec les notations ci-dessus, pour tout x dans U, on a,

(Cxe = % (@i
Démonstration. L’application w — {z %‘t:O(qﬁ;‘w)x} de Q(U) dans lui-méme est
clairement linéaire graduée de degré 0. Comme ¢} (aAB) = (p;a)A(e; ), cette application
est une dérivation de 'algébre Q(U). Comme image réciproque et différentielle extérieure
commutent, et comme la différentielle extérieure est linéaire, cette application commute
avec la différentielle extérieure. Par unicité, le résultat en découle. U

228



Remarque. Nous aurions pu utiliser cette proposition pour définir £y sur les ouverts de
R™, puis, par un passage du local au global comme dans la démonstration du théoréme
6.5, définir Ly sur toutes les variétés. Nous laissons au lecteur le soin de rédiger une telle
démonstration.

e Gradient, divergence, rotationnel.
Soient n un élément de N, et U un ouvert de £ = R".

Si f est une application C* (mais C! suffirait pour la définition), on note grad f ou
V[, et on appelle gradient de f, le champ de vecteurs C*

" 9f 9
L’application V : C*°(U,R) = Q%(U) — C*(U,R") = T'(TU) est linéaire et

V(fg) = fVi(g) +gV(f).

Si X € I'(TU) est un champ de vecteurs C* (mais C! suffirait pour la définition) sur
U, on note div X, et on appelle divergence de X, 'application C*

siX =301, Xla%l L’application div : C*(U,R") = I'(TU) — C>®(U,R") = I'(TU) est
linéaire.

Sin=3etsi X € I(TU) est un champ de vecteurs C* (mais C! suffirait pour la
définition) sur U, on note rot X, et on appelle rotationnel de X, le champ de vecteurs C*

L (OB _0QN 0 (oP ORN O (0Q 0P\ 0
. oy 0z ) Ox 0z Ox ) Oy or Oy ) 0z’

si X = P&+ Q& + R L'application rot : C*(U,R") = I(TU) — C*(U,R") = I'(TU)
est linéaire.

Soit (-,-) le produit scalaire usuel sur E.
Si X € I'(TU) est un champ de vecteurs C*> sur U, alors I'application de U dans le
dual E de E, définie par
= (v (X (x),v)),

est une 1-forme différentielle C*°, notée X .

Si w est une 1-forme différentielle C*°, alors 'application de U dans E définie par
x +— X(z), ou X(z) est 'unique élément de E tel que (X (x),v) = w,(v) est un champ de
vecteurs C*® sur U, notée w.

Il est immédiat de voir que I'application X — X' est un isomorphisme linéaire de

I(TU) dans Q' (U), d’inverse w + w.

Exercice E.138 Montrer les formules suivantes.

(1) Vf=(df)*,
(2) vt x(dz A dy Adz) = d(X),
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(3) Lx
(4) rot
(5) div
(6) div

(dxy A -+ Ndxy) = (div X)dzy A -+ Adxy,
(grad f) =0,
rot X) =

(
(fX) = fde—i—(gradf X).

Comme (Lxw), (¢pfw)z, on déduit de (3) que le flot local du champ de vecteurs

- %u:o
X préserve la forme volume dzq A - -+ A dx, si et seulement si div X = 0 (voir aussi le
paragraphe 6.3).

I1 découle de la question (3) de cet exercice, et de la proposition 6.10, que le flot local
d’un champ de vecteurs X sur un ouvert de R" préserve la mesure de Lebesgue sur U si

et seulement si sa divergence est nulle, c¢’est-a-dire div X = 0.

6.2 Cohomologie de de Rham

Nous renvoyons a l'excellent [God| pour le contenu, avec de nombreux compléments,
de cette partie, ainsi qu’a [deR| pour un livre source sur la cohomologie de de Rham, et a
[BT].

Toutes les formes différentielles de cette partie seront C*°. Sauf mention explicite du
contraire, le symbole ~ désignera un isomorphisme d’espaces vectoriels réels dans toute
cette partie.

Pour résumer les paragraphes qui précédent, nous avons montré, pour toute variété M

de classe C*°, que
M) =P (M
peN

est une algebre différentielle graduce, c’est-a-dire Q(M) = P,y P(M) est un espace
vectoriel gradué, qui, muni de l'application bilinéaire («, ) — a A B, est une algébre
(unitaire, associative) graduée (c’est-a-dire QP(M)AQI(M) C QPT9(M) ) anticommutative
(cest-a-dire si v € QP(M) et € QI(M), alors aAS = (—1)PISAa ), et d : QM) — QM)
est une application linéaire, graduée de degré +1 (c’est-a-dire d(QP(M)) C QPTLH(M) ), qui
est une antidérivation (c’est-a-dire si @ € QP (M), alors d(aAB) = (da) AB+ (—1)Pa A (dp)
), vérifiant I’équation cruciale

dod=0.

e Algébre de cohomologie de de Rham.
Soient n un élément de N et M une variété C* de dimension n.

Une forme différentielle o sur M est dite fermée si da = 0, et exacte s’il existe une
forme différentielle 8 sur M telle que d = a. Une forme différentielle exacte est fermée,
car dod = 0.

Notons Z*(M) = Ker d et ZP(M) = Z*(M) N QP(M). Alors Z*(M) est une sous-
algébre (unitaire) de (M), somme directe (en tant qu’espace vectoriel) des ZP(M) pour
p dans N. En effet, la forme différentielle constante 1 est fermée, une forme différentielle
est fermée si et seulement si ses composantes dans les QP(M) sont fermées, et si a et
sont fermées, alors a A B aussi, car d(a A ) = (da) A B+ (—1)Pa A (dB) si a € QP(M).

Notons B*(M) = Im d et BP(M) = B*(M) N QP(M). Alors B*(M) est un idéal
bilatére de Z*(M), somme directe (en tant qu’espace vectoriel) des BP(M) pour p dans
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N. En effet, si « est exacte et si § est fermée, alors o A 3 est exacte (et de méme pour
B A a par anticommutativité), car si @ = da’ € QPTL(M), alors d(a’ A B) = (d') A B+
(—1)Pa’ A (dB) = a A B.
Donc
(M) = Z*(M)/B* (M)

est une algébre (associative, unitaire) anticommutative, graduée par

Hi (M) = D HER (M)
peN

ou

Hpw (M) = 2°(M)/BP(M) .

L’algebre H} (M) s’appelle l’algebre (ou parfois l'espace) de cohomologie de de Rham
de M, et lespace vectoriel réel H5, (M) le p-éme espace (ou parfois le p-éme groupe)
de cohomologie de de Rham de M. Comme la cohomologie de de Rham sera la seule
cohomologie que nous rencontrerons dans ces notes, nous noterons parfois H*(M ) Ialgébre
et HP(M) les espaces vectoriels ci-dessus.

Pour tout o dans Z*(M), nous noterons [«] sa classe dans H*(M). Nous dirons que
deux formes différentielles fermées a et 5 sont cohomologues si [a] = []. Nous notons les
lois de compositions de 1'algébre H*(M) de la méme maniére que les lois de compositions
de Q(M) :

ale] +b[] = [aa +0p], [1]=1 et [a] A[f]=[aAp].

Comme QP(M) = {0} sip>noup<0,ona HE (M) =0sip>noup<0. Comme

d: QM) — QY(M) est application nulle, on a H°(M) = Z°(M).

Exercice E.139 Si M est la variété somme disjointe M = [];c;M;, alors on a des iso-
morphismes naturels d’algébres

Hi (M) =~ [ [ Hy (M)
el
et HYn (M) ~ [1;e; HOr (M;).
Voici le premier calcul de la cohomologie de de Rham d’une variété, celle de 1'espace

réduite & un point. Il nous faudra attendre le paragraphe sur la suite exacte de Mayer-
Vietoris avant d’obtenir d’autres calculs de la cohomologie de de Rham.

Proposition 6.11 (1) Si moM est ’ensemble des composantes connexes de M, alors
HY (M) = B

et en particulier HS (M) =R si M est conneze.
(2) Si M est un singleton, alors H (M) = HS. (M) = R.

Démonstration. Par I’exercice précédent, il suffit de montrer la premiére assertion lorsque
M est connexe. Si f € Z%(M), alors df = 0, donc f est constante sur M, ce qui montre
le résultat. L’identification d’une fonction constante sur M avec sa valeur donne un iso-
morphisme canonique entre HY . (M) et R, et nous identifierons ces espaces vectoriels par
cette application.
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Si M est un singleton, alors QP(M) = {0} si p > 0. La seconde assertion en découle. [J

Soient N une variété C* et f : M — N une application C*°. Comme f*od = do f*,
on a

fH(Z5(N)) C Z2°(M) et f*(B*(N)) C B*(M) .

Donc le morphisme d’algébres graduées unitaires f* : Q(N) — Q(M) induit un morphisme
d’algébres graduées unitaires, encore noté f*, entre les algébres de cohomologie de de Rham
de N et de M :
[ Hig(N) — HBR(M)
o = [frq]

On a donc

flaz+by) = af*(x) +0f (y), A1) =1, fHzAry)=F(2)A (),
frHPR(N)) € HEr (M) -

Comme pour les images réciproques des formes différentielles, on a id* = id, et si P est
une variété C*™ et g : N — P est une application C*°, alors

(gof) =frog".

Donc 'association Hf ., & une variété M de Palgébre H, (M), et a une application f :
M — N du morphisme f* : H:.(N) — HE, (M), est un foncteur contravariant de la
catégorie des variétés C*° dans la catégorie des algeébres graduées (associatives unitaires)
anticommutatives. En particulier, si f : M — N est un C*®-difféomorphisme, alors f* :
H! L (N)— H}, (M) est un isomorphisme d’algébres graduées unitaires, et

(=

Porisme 6.12 Si deuz variétés C*° sont C°-difféomorphes, alors leurs algébres de coho-
mologie de de Rham sont isomorphes. O

Proposition 6.13 (1) Si M et N sont connexes, alors f*: H3 (N) =R — H_ (M) =R
(avec les identifications précédentes) est l'identité.

(2) Si f est une application constante, alors f* : HEy(N) — Hbx (M) est Uapplication
nulle pour p # 0.

Démonstration. (1) Si M est connexe, alors H?(M) est ’espace vectoriel des applications
constantes sur M et f* envoie I'application constante valant a sur N sur l'application
constante valant encore a sur M.

(2) Si f: M — N est Papplication constante valant un élément donné a de N, alors f
factorise par I'application constante g : M — {a} et U'injection i : {a} — N. Donc par la
proposition 6.11 (2), si p > 0, alors 'application linéaire f* = (iog)* = g*oi* : HP(N) —
HP(M) factorise par I'application nulle i* : HP(N) — HP({a}), donc est nulle. O

Exercice E.140 Soient G un groupe fini discret, agissant librement par C*-difféomorphis-
mes sur M, et m: M — N = G\M le revétement C* associé. Montrer que [’application
7 HE L (N) — H L (M) est injective.
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e Invariance par homotopie.
Soient M et N deux variétés C™, et soient f et g deux applications C*° de M dans N.

Nous renvoyons a l'appendice A.4 pour des rappels sur les homotopies (continues)
d’applications continues entre espaces topologiques. Nous commencons ce paragraphe par
étendre la notion d’application homotope au cadre différentiable.

Une homotopie C*° de f & g est une application h : M x R — M de classe C*™ telle
que h(z,t) = f(z) pour t <0 et h(x,t) = g(z) pour t > 1.

Par exemple, (z,t) — f(z) est une homotopie C*> de f a f; si h est une homotopie C*>
de f a g, alors (z,t) — h(z,1 —t) est une homotopie C* de g & f; si h est une homotopie
C> de f1 & fa, et si b’ est une homotopie C* de fo & f3, alors

(2.) s h(x, 3t) sit <
x? .
W(x,3t—2) sit>

Wl wWiN

est une homotopie C* de f; a fs.

Les applications f et g sont dites différentiablement homotopes s’il existe une homotopie
C* de f a g. La relation « étre différentiablement homotopes » est donc une relation
d’équivalence.

Théoréme 6.14 Si f et g sont deuz applications C* différentiablement homotopes, alors
fr=g9"

Démonstration. La démonstration de ce théoréme repose sur la proposition suivante, ot,
pour tout ¢ dans R, on note J; : M — M x R I'application C* définie par x — (x,t).

Proposition 6.15 Pour toute variété M de classe C*, il existe une application K :
Q(M xR) = Q(M) linéaire, graduée de degré —1, c’est-a-dire K (QP(M x R)) C QP~Y(M),
telle que

doK+ Kod=J]—Jj,

et telle que, pour toute variété N de classe C* et toute application ¢ de classe C*° de M
dans N, le diagramme suivant soit commutatif :

QN xR) 5 o0V

(pxid)* + 1o
QM xR) — QM)
Démonstration. Supposons tout d’abord que M = U soit un ouvert de R™. On note
T1i,...,%T, les coordonnées dans U et t la coordonnée dans R, de sorte que xy,...,x,,t
soient les coordonnées dans U x R. Posons, pour p > 0 dans le premier cas et p > 1 dans
le second,
Ka=0 si a=adry N+ Ndx;,
KB = (folbdt) dagy A Adzg, | st B=bdt Aday A~ Aday,
Alors K définit une application linéaire de QP(M x R) dans QP~1(M), que I'on étend par

linéarité en une application linéaire, graduée de degré —1, de Q(M x R) dans Q(M). La
commutativité du dernier diagramme si N est aussi un ouvert de R” est immédiate.
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La vérification de la propriété (dite d’homotopie) de K découle des calculs suivants :
dKa =0
Kda = (fy 3¢dt) duy, £+ Adoi, = (7 = J5)a
dKB =", (fl o dt) dx; A driy A Adag,
Kdf = =530, (Jy 4 dt) das A dayg A+ A\ dai,
Jip=JiB=0.

Maintenant, pour montrer la proposition en général, on utilise des cartes locales et un
argument de partition de I'unité.

Plus précisément, choisissons (U;, ;)ier un atlas de cartes C* et (¢;);er une partition
de I'unité C*° subordonnée au recouvrement (U;);c; de M. Alors (U; x R, @; = p; x id)er
est un atlas de cartes C®° sur M x R, et (¥; = ; o pry)ies, ot pry : M x R — M
est la premiére projection, est une partition de I'unité C* subordonnée au recouvrement
(U; xR);er de M x R. Pour tout o € Q(M xR), posons, avec les abus de notations évidents
concernant les restrictions,

=Y @ (K (7 ) (@) -
icl

Cette formule ne dépend pas du choix de (Uj, ¢i)ier, (¢i)icr- En effet, soit (U/, ¢l)ier.
(¢})ier un autre choix. Par la commutativité du diagramme de I’énoncé dans le cas des

ouverts numériques, si le support d’une forme différentielle 5 est contenu dans (UZﬂU]’-) xR,

alors p;* K (3, 1)*(B) = @K (P “1*(8). Donc

Z@z %Z ZZ%*K(@_U*(%E;&) =

iel jeJ jeJ iel
* - * *1 * —!
DD K@) Widie) =Y K@) W@a) -
jeJ el jeJ

Alors K est clairement une application linéaire, graduée de degré —1, de Q(M x R) dans
Q(M), rendant le dernier diagramme de 1’énoncé comAmutatif. De plus, si le support de 3
est contenu dans U; x R, alors celui de df aussi, et K(a) = ¢;*K(3; ')*(8), car comme
3 est alors & support dans (U; NU;) x R, on a

=S o K@) W8 = 0t K@) (0nB) = 0 K (5,1 (8) -

kel kel
Donc, en utilisant les propriétés des images réciproques, et la commutativité du diagramme

U, 24 U xR
i 1 \ Pi
Ju
(pi(Ui) — goi(Ui) x R
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pour v = 0,1, on obtient

dK + Kd)a = (dK + Kd)(X; %)
= Y dK ($0) + Kd(i;0)
= Yier @K (B 1) (i) + 0t Kd (7, ) (¢0))
= Zie[%pi*(Jl Jo)( )*(U)z ))
= Ziel(Jf—Joxwi )

= Jia—Jja,
ce qui montre le résultat. ]

Terminons maintenant la démonstration du théoréme 6.14. Si h: M X R — M est une
homotopie C* de f a g, alors ho Jy = f et hoJ; = g. Donc, par les propriétés des images
réciproques, et par la propriété d’homotopie de K, on a, pour toute forme différentielle
fermée a,

ga—ffa = Jiha—Jjh*a
dK (h*a) + Kd(h*«)
d(Kh*a) ,

donc g*a et f*a sont cohomologues, et f* = g*. O

Maintenant, nous allons utiliser un théoréme d’approximation de fonctions continues
par des applications C* pour montrer I'invariance topologique et homotopique de I'algébre
de cohomologie de de Rham.

Théoréme 6.16 (1) Toute application continue de M dans N est homotope & une appli-
cation C*° de M dans N.

(2) Deuz applications C*° de M dans N, qui sont homotopes, sont différentiablement
homotopes.

Démonstration. Voir par exemple [God|. O

Soit f : M — N une application continue. Choisissons une application f : M — N de
classe C*°, homotope a f (voir le théoréme 6.16 (1)). Remarquons que, par le théoréme
6.16 (2), si ?/ : M — N est une autre application C* homotope a f, alors f et ?l sont
différentiablement homotopes, donc, par le théoréme 6.14, induisent la méme application
en cohomologie de de Rham. Donc 'application f : H* (N) — H*(M) ne dépend pas des
choix, et sera notée

£t Hi(N) — Hi (M)

ce qui est compatible avec la notation précédente lorsque f est C*°.

Notons que si f : M — N est homotope & une application f : M — N de classe C™, si
g : N — P est une application continue homotope & une application g : N — P de classe
C°, alors g o f est homotope a l'application go f : M — N, qui est de classe C* (car si
(z,t) — he(x) est une homotopie de f & f et (z,t) — h(x) une homotopie de g a g, alors
(w,t) = h} o hy(x) est une homotopie de go f & go f). Donc les applications de H*(P)
dans H*(M) suivantes coincident :

(gof)=frog"
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Rappelons (voir 'appendice A.4) que deux espaces topologiques X et Y ont méme
type d’homotopie s’il existe une équivalence d’homotopie de X dans Y, c’est-a-dire une
application continue f : X — Y ayant la propriété qu’il existe une application continue
g:Y — X telle que fog et go f soient homotopes a 'identité.

Proposition 6.17 Si f : M — N est une équivalence d’homotopie, alors f*: Hf (N) —
HY (M) est un isomorphisme d’algébres.

Démonstration. Soit g : M — N une application continue telle que f o g et go f soient
homotopes a l'identité. Alors f* o ¢* =id et ¢* o f* = id. Le résultat s’en déduit. U

Cette proposition montre I'invariance homotopique (et donc topologique) de 'algébre
de cohomologie de de Rham : si deux variétés C* ont le méme type d’homotopie, alors
leurs algébres de cohomologie de de Rham sont isomorphes.

Porisme 6.18 (1) Si f : M — N est un homéomorphisme, alors f* : H*(N) — H*(M)
est un 1somorphisme d’algébres.

(2) Si une variété M de classe C*° se rétracte par déformation forte sur une sous-variété
N de classe C*°, alors linclusion i : N — M induit un isomorphisme d’algébres

i H*(N) — H*(M) .

(8) L’algébre de cohomologie de de Rham d’une variété M de classe C*°, qui est contrac-
tile, est isomorphe a l'algébre R :

H*(M)=H(M)=R.

Démonstration. Un homéomorphisme est une équivalence d’homotopie. Comme rappelé
dans I'appendice A.4, un espace topologique X, qui se rétracte par déformation forte sur un
sous-espace Y, a le méme type d’homotopie que Y, et un espace contractile a le méme type
d’homotopie que l'espace réduit & un point. Le corollaire découle alors des propositions
6.17 et 6.11 (2). O

Exemples. (1) Un ouvert U de R™ est dit étoilé s'il existe un point z dans U tel que
pour tout y dans U, le segment [z,y] entre x et y soit contenu dans U. Il est immédiat
qu’un ouvert étoilé est contractile, et qu'un ouvert convexe non vide est étoilé. Le lemme
de Poincaré dit que Dalgébre de cohomologie de de Rham d’un ouvert étoilé de R™ est
isomorphe & l'algébre R. C’est bien un cas particulier du corollaire précédent, qui a joué un
role historique important. Nous laissons au lecteur I'exercice de montrer ce résultat sans
utiliser le théoréme d’approximation 6.16.

(2) Une couronne (ou anneau) C' = {z € C : a < |z| < b}, ot a < b, est un ouvert
de R? qui se rétracte (radialement) par déformation forte sur le cercle {z € C : |z| =
(a +b)/2}, donc qui a le méme type d’homotopie que le cercle (dont nous calculerons
ci-dessous 'algébre de cohomologie de de Rham).

(3) L'ouvert R™ — {0} de R™ se rétracte par déformation forte sur la sphére S,,_1 =
{z € R" : ||z|| =1} (radialement, c’est-a-dire par ’homotopie h(x,t) = tﬁ + (1 =t)x).
Donc R™ — {0} a le méme type d’homotopie que la sphére S,,_; (dont nous calculerons
ci-dessous 'algébre de cohomologie de de Rham).

(4) Si M et N sont des variétés C>°, avec N contractile (par exemple N = R), alors
M x N se rétracte par déformation forte sur M x {x} pour tout x dans N, donc M x N
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et M ont le méme type d’homotopie, donc leurs algébres de cohomologie de de Rham sont
isomorphes.

(5) Sip: E — M est un fibré vectoriel C*> (par exemple le fibré tangent d’une variété
C®°), alors p est une équivalence d’homotopie, car si o : M — E est la section nulle de p
(qui est un C*-difféomorphisme sur son image), alors E se rétracte par déformation forte
sur o(M) radialement dans chaque fibre, c’est-a-dire par 'homotopie h : E x [0,1] — E
définie par (z,t) — toop(x)+ (1 —t)z (en remarquant que oo p(z) est le vecteur nul de la
fibre de p passant par x). On peut prendre une homotopie C* en considérant h : ExR — E
définie par (z,t) — @(t)oop(x)+ (1 —p(t))x ot ¢ : R — R est une application C*> valant
0 sur | — 00,0] et 1 sur [1,4o0].

Notons une conséquence négative de I'invariance homotopique de la cohomologie de de
Rham : I'algébre de cohomologie de de Rham ne permet pas de distinguer deux structures
C® différentes sur une méme variété topologique. Des invariants plus fins sont nécessaires
(comme les invariants de Donaldson en dimension 4, voir par exemple [FM, Mor|, mais le
probléme reste encore ouvert en cette dimension).

e Suite exacte de Mayer-Vietoris.
Dans une variété M de classe C*°, soient U et V deux ouverts de M recouvrant M, et

Unv -4 U
i ‘ i
v L M

le diagramme commutatif des inclusions. On note (i*,5*) : Q(M) — Q(U) x Q(V') 'appli-
cation
w (fw=wy, i w =wy) ,

ainsi que l'application H*(M) — H*(U) x H*(V') induite en cohomologie. On note * — j* :
QU) x Q(V) — QU NV) l'application (w,w') = i*w — j*w' = wyny — w\/Umvv ainsi que
l'application H*(U) x H*(V) — H*(U N'V) induite en cohomologie. (On prendra garde
a ne pas oublier le signe — dans les calculs.) Si M’ est une autre variété C* munie d’un
recouvrement ouvert {U’, V'}, on notera i, j',i, j' les inclusions correspondant a i, 7,4, j
ci-dessus. - -

Théoréme 6.19 Pour toute variété M de classe C*°, munie d’un recouvrement ouvert
{U,V'}, il existe une suite exacte longue d’espaces vectoriels réels, dite suite exacte de
Mayer-Vietoris de M,

s HENU V) 22 mE () L) mE (U) < HE (V) 3 HE(UNV) 2 HES (M) s

telle que, pour toute variété M' de classe C*°, munie d’un recouvrement ouvert {U',V'},
pour toute application continue f : M — M’ telle que f(U) Cc U’, f(V) C V', le diagramme
sutvant soit commutatif :

LHRNU AV S mEor) Y2AD BRUY) < BRVY) 3 mgrunv) ..
b (foav)” N o x(fiv 1 (flunv)”
LHRYUNY) S mhoa) ) HE(U) x H*(V) S mHRMUOY) ..
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Démonstration. La démonstration repose sur la proposition suivante. Nous renvoyons a
I’appendice A.6 pour la définition d’une suite exacte courte de complexes de cochaines, et
d’un morphisme de suites exactes courtes de complexes de cochaines.

Proposition 6.20 La suite

0 — o) CH ooy <o) 2 ounv) — 0
est une suite exacte courte de complexes de cochaines, et si f : M — M’ est une application
C®°, alors le triplet

5 o)™ < ()" oav)™)
est un morphisme de suites exactes courtes de complexes de cochaines :

(1//*7]/*)

0— o) "L uyxav) 3 Quinv) —o0
L L o) < (fiv)* L oev)®)

Sk -k

0— o X auyxov)  “F ounv) —o0

Démonstration. L’application linéaire (i*, j*) est injective, car une forme différentielle
sur M est déterminée par ses restrictions aux ouverts U et V' qui recouvrent M.

L’égalité entre Im((i*, 5*)) et Ker(¢* — j*) découle de la propriété de localité des formes
différentielles : les restrictions & U NV des restrictions a U et a V d’une forme différentielle
sur M coincident, et si les restrictions & U NV de deux formes différentielles o sur U et 3
sur V, toutes deux de classe C*°, coincident, alors il existe une forme différentielle C*° sur
M dont les restrictions & U et & V sont « et [ respectivement.

Pour la surjectivité de i* — j*, fixons une partition de l'unité {p, ¢} de classe C*>
subordonnée au recouvrement {U: V'} (voir la proposition 2.9). Donc les applications ¢, 1 :
M — R sont C*°, positives ou nulles, de support contenu dans U,V respectivement et
¢ + 1) est 'application constante 1. Soit w € Q(U NV). Notons « la forme différentielle sur
U, nulle en dehors de U NV, et qui coincide avec w sur U NV, qui est bien C* sur U.
De méme, notons [ la forme différentielle sur V', nulle en dehors de U NV, et qui coincide
avec —pw sur U NV, qui est bien C* sur V. Alors, sur U NV,

Fa—j"f=pwt+dpw=w.

Donc i* — j* est surjective.
Les commutations des diagrammes sont évidentes. O

Démonstration. La proposition A.21 des rappels d’algébre homologique de ’appendice
A.6 associe, de maniére fonctorielle, une suite exacte longue en cohomologie & toute suite
exacte courte de complexes de cochaines. On l'applique & la proposition précédente. Le
résultat en découle. O

Remarque. (1) Dans certaines applications, on n’a pas besoin de connaitre explicitement
les morphismes dans les suites exactes de Mayer-Vietoris, leur existence suffisant. On omet-
tra donc de les désigner nommément, pour simplifier les notations. Mais par défaut, les
morphismes seront ceux indiqués ci-dessus.

(2) Si U et V sont des ouverts connexes d'une variété M de classe C*, tels que UNV
soit connexe, alors l'application i* — j* : Ho(U) x Ho(V) — Ho(U N'V) est surjective.

238



En effet, aprés identification des espaces avec R par les applications qui a une fonction
constante associe sa valeur, cette application s’écrit (z,y) — = —y de R x R dans R.

Une présentation pratique des calculs est la suivante :

M U v unv

0| HOQM) p=H(U)x H(V) 1= H(UNV)—

1 Qemon w1y vy =awn V)

2 Qe m2(an) 4= 12 0) % 12(v) 1= H2 (U V)
q

3 -

Porisme 6.21 Soit M une variété C>*, munie d’un recouvrement ouvert {U,V'}. Si les
espaces vectoriels H*(U), H*(V) et H*(U N'V') sont de dimension finie, alors H*(M) est

de dimension finie.

Démonstration. Par exactitude de la suite de Mayer-Vietoris
HYUnv) L mh oy I 5ROy < BRNV)
on a
dim H*(M) = dim Im f; + dim Ker f, = dim Im f; + dim Im f_ .
Le résultat en découle. ]

Soit M une variété C*> telle que H*(M) soit de dimension finie. Alors on appelle
caractéristique d’Euler le nombre entier (dans Z)

n

X(M) =) (—1)F dim H*(M) .
k=0

Notons que par invariance homotopique de la cohomologie de de Rham, la caracté-
ristique d’Euler est aussi un invariant homotopique (donc topologique, donc différentiel),
c’est-a-dire si M et N sont deux variétés C* qui ont le méme type d’homotopie, alors

xX(M) = x(N).

Porisme 6.22 Soit M une variété C*°, munie d’un recouvrement ouvert {U,V}. Si les
espaces vectoriels H*(U), H*(V') et H*(U NV sont de dimension finie, alors

x(M) =x(U) +x(V) =x(UnNV).

Démonstration. Cette formule découle du lemme d’algébre linéaire suivant, appliqué a
la suite exacte de Mayer-Vietoris (qui n’a qu'un nombre fini de termes non nuls).
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Lemme 6.23 Si 0 — E° — E! — ... — E™ — 0 est une suite exacte d’espaces
vectoriels de dimension finie, alors

n

» (-1)Fdim EF =0.

k=0

Démonstration. Si f est 'application E* — E*t! (avec E~1 = 0 et E"*! = (), alors
dim E' = dim Im f? + dim Im f*~!. Le résultat s’en déduit par sommation alternée. [ [J

e Calcul de la cohomologie des sphéres.

Proposition 6.24 Pour tous p,n dans N,

ReR si O=p=n

R si O0=p<n
HEL(Sp) =< 0 si 0<p<n
R si 0<p=n
0 si p>n.
Démonstration. Si n = 0, alors S,, = {—1,+1}, et le résultat est déja connu (voir

I'exercice corrigé E.139 et la proposition 6.11). On suppose donc n > 1.
On montre le résultat par récurrence sur p. Si p = 0, alors le résultat est déja connu,
car S,, est connexe (proposition 6.11). On suppose donc p > 1.

Soit N le poéle nord de S,,, S le pole sud de S, N
U=S,—{N}, V=S8, —{S}. Alors U,V sont des S,
ouverts contractiles, donc ont la méme cohomologie de
de Rham que le point. L’inclusion S,,_1 < U NV est

une équivalence d’homotopie (car U NV se rétracte
par déformation forte sur I'équateur S, 1 le long des Sn_1
grands cercles passant par les poles). Elle induit donc
un isomorphisme en cohomologie de de Rham. S
Pour p = 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris appliquée a la variété S, munie du

recouvrement ouvert {U,V'} donne une suite exacte
HO(U) x HO(V) -2 HOU N V) % HY (M) — HYU) x H'(V) .

L’espace vectoriel réel H'(U) x H*(V) est nul, donc v est surjective. L’espace vectoriel réel
HO(U) x HY(V) est isomorphe & R x R. Si n > 1, alors I'application ¢ est surjective (voir
la remarque (2) suivant la proposition 6.20). Donc par exactitude, ¢ est 'application nulle
et H'(S,) = 0. Comme dim H°(M) = dim H°(U) = dim H*(V) = dim HO(UNV) =1,

on peut aussi conclure par sommation alternée des dimensions (voir le lemme 6.23).
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Sin = 1,alors HHUNV) ~ HSy) ~ R x
R. L’application ¢ s’écrit (z,y) — (x — y,x — y), car
I'application constante 1 sur U, qui engendre H°(U),
s’envoie, par restriction, sur I'application constante 1
sur chacune des deux composantes connexes de U N
V' (et de méme pour V). En particulier, I'image de
. ¢ est isomorphe a R, donc par exactitude, le noyau
LT, de ¥ est R, et H(S;) = R. Comme dim H°(M) =
13- dim HO(U) = dim H°(V) = 1 et dim HO(U NV) =
2, on peut aussi conclure par sommation alternée des

dimensions (voir le lemme 6.23).

Pour p > 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris appliquée a la variété S, munie du
recouvrement ouvert {U,V'} donne une suite exacte

HP~YU) x HP7Y(V) — HP7Y (U NV) — HP(S,) — HP(U) x HP(V) .

Les espaces vectoriels réels aux extrémités étant nuls, on a un isomorphisme HP(S,,) ~
HP~YUNV)~ HP~1(S,_1). On conclut par récurrence. O

Porisme 6.25 Pour tout n > 1, lUalgébre graduée H}.(S,) est isomorphe a l’algébre
(associative, unitaire, commutative) graduée (en degré 0 et n) R & R munie du produit

(z,y) A (2 y) = (z2', oy + ya').

Démonstration. On a H*(S,) = H(S,) ® H*(S,) ~ R @ R, et le résultat découle des
propriétés d’algebre graduée de H*(S,,). O

Remarque. Pour n,m > 1, les algébres (unitaires) H*(S,) et H*(S,,) sont isomorphes,
mais les algébres graduées H*(S,) et H*(S,,) ne le sont pas!

Voici une application du calcul des groupes de cohomologie de de Rham des sphéres et
des boules, et de la propriété de fonctorialité de la cohomologie de de Rham. Le résultat
suivant est une version faible du théoréme d’invariance du domaine de Brouwer 2.1. Nous
renvoyons a [Spa, Hat| pour d’autres applications.

Porisme 6.26 (Théoréme d’invariance du domaine de Brouwer I) Sin # m, alors
R"” et R™ ne sont pas homéomorphes.

Démonstration. Si n # m, alors les espaces vectoriels H"(S,) et H"(S,,) ne sont pas
isomorphes. Par I'invariance topologique de la cohomologie de de Rham, les espaces topo-
logiques S,, et S;;, ne sont donc pas homéomorphes. Pour tout k dans N, le compactifié
d’Alexandrov de R¥ est homéomorphe a S, (voir I'exercice E.178 de I'appendice A.1). Si
deux espaces topologiques localement compacts sont homéomorphes, alors leurs compac-
tifiés d’Alexandrov le sont (voir l'exercice E.178 de 'appendice A.1). Donc R" et R™ ne

sont pas homéomorphes. O

Pour n dans N, on note || - || la norme euclidienne standard sur R™ (on rappelle que
[|[(z1,- ,an)|| = Vot + -+ 22 ). Soit B, = {x € R" : ||z]| < 1} la boule unité (fermée)
de R™.

Porisme 6.27 (Théoréme du point fixe de Brouwer) Toute application continue de
B,, dans B,, admet un point fize.
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Démonstration. Si A est une partie d’un espace topologique X et i : A — X est I'in-
clusion, une rétraction de X dans A est une application continue r : X — A telle que
roi=1dy.

Lemme 6.28 I n’existe pas de rétraction r : B,11 — S,

Démonstration. On étend r radialement a U'extérieur de B,41 en une rétraction r :
Rt 'S, et onnotei : S,, — R™ I'inclusion. Si le résultat n’est pas vrai, par fonctorialité,
on a un diagramme commutatif

Hn(Rn—l—l) '
r* /( \1*
H™(S,) s H™(S,)
’LdHn(gn)

Sin >0, alors H*(R"") = 0 et H*(S,) # 0, donc 7* n’est pas injective, ce qui contredit
Vinjectivité de idyn (s, ). Sin =0, alors H"(R") =R et H*(S,,) = R x R donc l'applica-
tion linéaire i* n’est pas surjective, ce qui contredit la surjectivité de idgn(g,). (si n = 0,
on peut aussi dire que S; est connexe, alors que Sg ne 'est pas, donc Sy n’est pas 'image
d’une application continue de S; dans Sy. O

La démonstration du théoréme du point fixe de Brouwer découle de ce lemme de la
maniére suivante.

Le théoréme est vrai pour n = 0. Supposons qu’il existe
une application continue f : B, 11 — B, sans point
fixe. Alors l'application r : B,;1 — S, définie par
r(z) {r(z)} =Sy n{f(x)+t(x — f(z)) :t > 1} est une

S rétraction, ce qui contredit le lemme. O
n

e Autres calculs de cohomologie de de Rham.

Les tores. Nous allons calculer I'algébre graduée de cohomologie de de Rham des
tores par transformation de Fourier. Notons T" = R"/Z" le tore de dimension n, et R™
I'espace vectoriel dual de R™. Remarquons que 'espace vectoriel C*°(T", A*R”), muni du
produit extérieur point par point, est une algébre graduée (associative unitaire) anticom-
mutative différentielle (en un sens évident que nous ne précisons pas ici), qui s’'identifie au
sous-espace de C®(R”, A*R™) = Q(R™) constitué des applications périodiques (par Z"). Si
p: R™ — T" est 'application canonique de revétement, alors le morphisme d’algébres gra-
duées différentielles p* : Q(T"?) — Q(R™) = C®(R™, A*R") est injectif, et a pour image la
sous-algebre des formes différentielles périodiques. Donc les algébres graduées différentielles
C(T™, A*R™) et Q(T™) sont isomorphes, et donc calculent la méme algébre de cohomo-
logie. (Notons qu’une situation analogue se passe pour toutes les variétés parallélisables,
voir l'exercice E.148).

Notons (-, -) le produit scalaire usuel de R™, qui permet en particulier d’identifier R”
avec son dual R”, par Papplication k — {k : v — (k,v)}. Rappelons que, pour tout w dans
C(T™, A*R™), pour tout k dans Z", le k-éme coefficient de la série de Fourier de w est

wy, = / e~ 2k} () du
z€[0,1]™
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qui est un élément de l’algebre A*(R”, C) des formes alternées sur R™ a valeurs complexes,
avec bien str wy € AP(R",C) siw € QP(T™). La transformation de Fourier inverse exprime
w en fonction de sa série de Fourier (& décroissance rapide) par

Wy = § :627ri<k,m>wk )
kezn

L’application tangente en = de w est donc

Tow: X — 2mi Z E(X)ermika)y,
kezn
Le calcul de la différentielle extérieure de w, par sa définition méme, se fait alors « fréquence
par fréquence », en utilisant la définition de la différentielle extérieure comme 'application

tangente rendue alternée (voir la démonstration du théoréme 6.5) et la définition du produit
extérieur des formes alternées (voir 'appendice A.5) :

(dw)y = 2mi Z 2T Ay,
kezn

Considérons l'algeébre graduée

D ( I1 A%R",C)) ,

peEN \keZm

le produit s’effectuant composante par composante. En notant Q(T",C) 'algébre des
formes différentielles & valeurs complexes sur T, 'application qui a une forme différentielle
associe sa série de Fourier est donc un isomorphisme d’algébres graduées sur son image

©:(T",.C) - P [] A*R®R",C),

peN kezZn

qui envoie la différentielle d sur 'opérateur linéaire (préservant 'image de ©) défini par
d: (wk)keZ" — (27Ti kA wk)keZ" .

Lemme 6.29 Pour tout w dans AP(R”, C), et tout élément non nul k de R™, on a kAw =0
si et seulement si w =k AW’ avec W' dans AP~1(R"™, C).

Démonstration. Rappelons que 'espace Ap_l(R",C) est nul par convention si p = 0.
En utilisant le produit intérieur par k (voir la proposition A.20 de I'appendice A.5), si
kAw =0, alors

0=ip(kAw)=ir(k) Aw—k Aig(w) .

Comme iy (k) est la O-forme différentielle constante de valeur ||k||? # 0, le lemme en découle.
O

En particulier, si 0(wg,)rezn = 0, alors il existe (w},)kezn tel que (wg)kezn = 6(w))kezn+
wp, en identifiant wg avec la suite indexée par k € Z™, dont tous les élements son nuls, sauf
celui pour £ = 0 qui vaut wgy. Donc Papplication (wy)kezn — wg induit un isomorphisme
d’algébres graduées de I'algebre graduée quotient (Ker o1, )/ (Im 61y, ) dans A*(R",C).
Le résultat suivant en découle.
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Proposition 6.30 L’application [w] — wqo est un isomorphisme d’algébres graduées de
HY (T™) dans A*R™. O

En particulier, la dimension de 'espace vectoriel réel H¥(T™) est le coefficient binomial

< Z > et la dimension de l'espace vectoriel réel H*(T™) est 2™.

Les espaces projectifs complexes.

Proposition 6.31 Soit n un élément de N. Les espaces de cohomologie de de Rham de
lespace projectif complexe P, (C) sont

R si 0 <k <2netk pair
HgR(Pn(C)) = { 0 sinon .

En particulier sa caractéristique d’Euler est n + 1.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Rappelons que Py(C) est réduit & un
point, que la variété P (C) est C*°-difféomorphe & la sphére Sy (voir 'exercice E.15), et que
P,,(C) est connexe et de dimension 2n. Nous pouvons donc supposer n > 2 et 1 < k < 2n.
Supposons le résultat vrai pour n — 1.

On munit l'espace vectoriel C"*! de ses coordonnées canoniques (zo,...,2,), et on
identifie C™ avec I’hyperplan vectoriel d’équation zg = 0 dans C**!. Dans I’espace projectif
complexe P, (C), on considére le point  de coordonnées homogenes [1:0: ... : 0], 'ouvert

U =P,(C)—{z} et 'ouvert V = P,,(C)—P,,_1(C). Nous avons vu (voir le paragraphe 2.4.3)
que V est C*°-difféomorphe a C" (c’est le domaine d’une carte affine d’hyperplan a I'infini
P,—1(C)), donc V' a le méme type d’homotopie que le point. De plus, U se rétracte par
déformation forte sur P,,_1(C), par 'homotopie ([z0 : 21 : ... : 2p),t) = [tz0 21 1 ... 0 20,
donc a le méme type d’homotopie que P,,—1(C). L’intersection U NV est C*°-difféomorphe
a C" — {0}, donc a le méme type d’homotopie que la sphére Sg;,—1.

La suite exacte de Mayer-Vietoris

... = HYUNV)— HP,(C)) = H*U) x H*(V) - HYUNV) — ...
donne donc des suites exactes
H(U)x H' (V) - HY(UNV) - H'(P,(C)) - H'(P,_1(C)) =0,
0— H> Y(Pn(C)) = H** '(P,-1(C)) =0 — H*'(Sgn—1) = H*(P,(C)) = 0,
et, pour 1 < k < 2n —1,
0 — H*P,(C)) — H*P,_1(C)) = 0.

Comme 'application H(U) x H°(V) — H°(U NV) est surjective (puisque U,V,U NV
sont connexes, voir la remarque (2) suivant la proposition 6.20), le résultat s’en déduit. O

Les sommes connexes. Soient M et Ms deux variétés C*° connexes de méme di-
mension n. On appelle somme connexe de My et Mo, et 'on note M§Ms, toute variété
construite de la maniére suivante. Notons B(0, ) et B(0, r) les boules ouvertes et fermées de
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rayon r dans l'espace euclidien usuel R™. Pour ¢ = 1,2, notons ¢; : B(0,3) — M, un plon-
gement C®°, et B; = ¢;(B(0,1/2)). Notons v : B(0,2) — B(0,1/2) — B(0,2) — B(0,1/2)
le C®-difféomorphisme = ~ z/(||z||?). On définit M;§M> comme Iespace topologique
quotient de la variété C*> somme disjointe (M; — By)[] (M2 — B2) par la relation d’équi-
valence engendrée par ¢1(x) ~ @3 0 (x) pour tout x dans B(0,2) — B(0,1/2). 1l n’est
pas difficile de montrer que MifMs admet une unique structure de variété C* telle que la
projection canonique induise un plongement C* de M; — By et de My — Bs sur des ou-
verts de M18Ms. Cette construction dépend du choix des @1, 2, mais on montre (voir par
exemple |Hir|) qu'a C*°-difféomorphisme prés, elle n’en dépend pas. On montre de méme
qu’a C°-difféeomorphisme pres, 'opération de somme connexe est associative. La variété
topologique sous-jacente & MMy est la variété topologique somme connexe au sens du
paragraphe 2.4.1 des variétés topologiques sous-jacentes & M et Mos.

Lemme 6.32 Soit M une variété C* de dimension n > 2, et x un point de M. Alors
Vinclusion M — {x} — M induit un isomorphisme en cohomologie de de Rham, pour tout
k#nn—1:

H*(M) ~ H*(M — {z}) .

Démonstration. Le résultat est vrai pour & = 0, car comme n > 2, le point x ne
disconnecte pas la composante connexe de M qui le contient. On suppose donc k > 1.

On utilise la suite de Mayer-Vietoris pour le recouvrement ouvert {M — {z},V} de
M, ou V est un voisinage ouvert de z difféomorphe a la boule ouverte unité de R™, en
utilisant que V est contractile, donc posséde la méme cohomologie que le point, et que
(M —{z})NV =V —{z} posséde le méme type d’homotopie, donc la méme cohomologie,
que la sphére S, 1. Comme H*(V) = 0, on a une suite exacte

HYV — {2}) — HYM) — H*(M — {2}) — H*(V — {z}) .

Le terme H*=1(V — {2}) est nul si k # 1,n. Si k = 1, alors la fléche précédente dans la
suite exacte de Mayer-Vietoris H*~1(M —{x}) x H*=1(V) — H*1(V —{z}) est surjective
(car M —{z},V,V —{z} sont connexes, voir la remarque (2) suivant la proposition 6.20),
donc H*=1(V — {x}) — H¥(M) est 'application nulle. Le terme H*(V — {z}) est nul si
k#n—1. O

Proposition 6.33 Soient My et My deux variétés C°° connexes de méme dimension n >
3. Alors, pour tout k # 0,n,n — 1, on a un isomorphisme

H*(My M) ~ H* (M) x H*(Ms) .

Démonstration. Montrons que pour tout k différent de 0,n,n — 1, on a un isomorphisme
HE(MEMy) — HF(My — {x1}) x H¥(My — {x3}). Le résultat découlera alors du lemme
précédent.

On reprend les notations de la définition de M14Ms. Notons Uy, Us les images de M1 — By
et de My — Bs dans MifMs. L'intersection U; N Uz a le méme type d’homotopie que la
spheére S,,_1. Remarquons que M; — By et My — Bs ont le méme type d’homotopie que
My — {x1} et My — {x2} pour z1,zo des points de By, By respectivement. La suite exacte
de Mayer-Vietoris de MMy pour le recouvrement {Uy,Us} donne une suite exacte

H*Y(S,_1) — H*¥(M8My) — H¥(My — {1}) x H¥(My — {22}) — H*(Sp_1) .
245



Si k#£0,1,n,n— 1 les termes extrémaux sont nuls. Si £ = 1, un raisonnement déja vu
(voir la remarque (2) suivant la proposition 6.20) montre que la fléche la plus a gauche est
nulle. ]

Remarque. Pour n > 1 et k£ = 0,n, le résultat précédent est faux, comme le montre le
cas My = My = S,,. Comme le montre I'exercice E.141 (2) ci-dessous, le résultat est faux
sin =2 et k =1, mais il est vrai par la proposition 6.35 ci-dessous si k = 1 et si M; et
M sont deux surfaces compactes connexes orientables. Il découle de la dualité de Poincaré
(voir le paragraphe 6.5) que le résultat est vraisin >3, k =n — 1 et M et My sont deux
variétés compactes connexes orientables.

Les surfaces.
Notons D le disque unité ouvert du plan euclidien C = R?, et x1,...,x, des points
distincts, avec n > 0.

Proposition 6.34 Les espaces de cohomologie de de Rham du disque privé de n points
sont

R si k=0
HE.(D—{zy,...,z,}) ~¢ R* si k=1
0 sinon .

En particulier sa caractéristique d’Euler est 1 — n.

Démonstration. Par connexité, le résultat est clair pour £ = 0. Par dimension, le résultat
est clair si k > 2. Nous pouvons donc supposer que k = 1, 2. A difféeomorphisme prés, nous
pouvons supposer que ; = %eQi”j/” pour 1 < j < n. Notons M =D — {zy,...,2,}, U
le disque D privé des segments entre x; et e2imi/n
comme dans le dessin ci-dessous, et V = U7, V.

A K
B e

\
\

D X
T

Notons que les ouverts U et V; sont contractiles et que U NV}, a le type d’homotopie
de la somme disjointe de deux points. Donc par la suite exacte de Mayer-Vietoris, on a
H*(M) = 0si k = 2. De plus, le début de la suite exacte de Mayer-Vietoris

, Vj un voisinage de ce segment dans M

0 — HY (M) — H(U) x H*(V) — H(UNV) — HY(M) — H (U) x H (V)

s’écrit donc
0—R-—R"™ S R” — HY(M)—0.

Un argument de dimension (voir par exemple le lemme 6.23) permet alors de conclure. [J
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Proposition 6.35 Les espaces de cohomologie de de Rham de la somme connexe 4 T? de
g > 0 tores de dimension 2 sont

R si k=0,2
HE (8, T2 ~{ R¥ si k=1
0 sinon .

En particulier sa caractéristique d’Fuler est 2 — 2g.

Démonstration. Posons M = {, T?. Notons U un ouvert de M obtenu en enlevant g
cercles (1, ..., Cy plongés de maniére disjointe dans M, de sorte que U soit difféomorphe
a la sphére Sy privée de 2¢g disques fermés, donc ait le méme type d’homotopie qu’un
disque privé de 2g — 1 points. Notons V' la réunion disjointe de voisinages ouverts V; de
chacun de ces cercles, ol chaque V; est difféomorphes a une couronne, donc a le méme type
d’homotopie qu’un cercle, et tel que V; — C; soit difféomorphe & la somme disjointe de deux
anneaux.

Comme M est de dimension 2, on a H¥(M) = 0 si k > 2. Le début de la suite exacte
de Mayer-Vietoris est

0— H°(M) - H*(U) x H*(V) = HYUNV) = H' (M) - HY(U) x HY(V)
— H(UNV) = H*(M) - H*(U) x HXV) .

Nous verrons que H2(M) ~ R dans le paragraphe suivant (mais on peut aussi le calculer
en explicitant les fléches). On a donc une suite exacte

0 >R RIS RY - HY(M) - R¥ ! 5 RY S R—0.

Un argument de dimension (voir par exemple le lemme 6.23) permet alors de conclure que
HY(M) ~ R?%. O

Exercice E.141 (1) Montrer que les espaces de cohomologie de de Rham de §4 P2(R), la
somme connexe de g > 1 plans projectifs, sont

R si k=0
HE (8, Pa(R)) ~{ RI™! i k=1
0 sinon .
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En déduire que sa caractéristique d’Fuler est 2 — g.
(2) Montrer que les espaces de cohomologie de de Rham de f, T? — {z1,..., 25}, la
somme connexe de g > 0 tores de dimension 2 privée de n > 1 points distincts, sont

R si k=0
HE (8, T2 = {zy,.. . zn}) = R i =1
0 sinon .

En déduire que sa caractéristique d’Fuler est 2 —2g — n.
(3) Montrer que les espaces de cohomologie de de Rham de §4 Po(R) — {z1,..., 25}, la
somme connexe de g > 1 plans projectifs privée de n > 1 points distincts, sont

R si k=0
HJI;R(ﬁg PQ(R) - {$1a S 7%@}) =~ RIT=1 §i k=1
0 sinon .

En déduire que sa caractéristique d’Euler est 2 — g —n.

On montre (voir par exemple [Hir, Gra]) que toute surface C*> compacte connexe est
Ceo-difféeomorphe a f, T2, c’est-a-dire a4 une somme connexe de g > 0 tores de dimen-
sion 2, ou a #, P2(R), c’est-a-dire & une somme connexe de g > 1 plans projectifs. La
proposition 6.35 et I'exercice E.141 (1) montrent que deux telles surfaces ne sont pas C>°-
difféeomorphes (et méme n’ont pas le méme type d’homotopie), car leurs cohomologies de
de Rham différent.

6.3 Intégration des formes différentielles

Toutes les formes différentielles dans ce paragraphe seront supposées C*, pour simpli-
fier, mais une régularité C°, C!, voire C? suffit dans la plupart des cas (voir la remarque
finale de ce paragraphe).

Le but de ce paragraphe est de définir une intégration des formes différentielles de degré
maximum sur une variété M de classe C°°. Deux problémes vont se poser, la non compacité
(mais c’est un probléme classique pour 'intégration usuelle, facilement contournable) et la
non orientabilité (qui est la grosse différence entre U'intégration usuelle et U'intégration des
formes différentielles)

Si w est une forme différentielle C*° sur M, appelons support de w ’adhérence des
points x ol w, n’est pas nul. On note Q.(M) la sous-algébre graduée de (M) (qui n’est
pas unitaire si M n’est pas compacte) des formes différentielles a support compact sur M.

e Intégration dans les ouverts de R".

Soit n un élément de N — {0}. Rappelons que si U est un ouvert de R", alors toute
n-forme différentielle est de la forme w = fdxy A --- Adx, ou f € C®(U,R). Notons
dxy ...dx, la mesure de Lebesgue sur R™. Pour tout borélien B de U, et toute n-forme
différentielle w = f dxy A -+ A dxy, sur U telle que fip € LY(B,dx; ...dx,), on pose

/w—/fdxl...dmn.
B B

La condition d’intégrabilité est satisfaite par exemple si I'intersection de B et du support
de w est contenue dans un compact, car toute fonction C* sur R" est localement intégrable
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pour la mesure de Lebesgue. Lorsque w est & support compact dans U, ’application

B%/w:/fdxl...dxn
B B

ot B parcourt les boréliens de U, est une mesure de Radon (borélienne, réelle, réguliére)
finie sur U, qui est positive si f est positive. (C’est juste la mesure de densité f par rapport
a la mesure de Lebesgue).

Lemme 6.36 (Formule du changement de variable local) Soient U et V' deux ou-
verts de R™, ¢ : U — V un C*®-difféomorphisme, w € Q" (V') et K un compact de V tel
que le signe € du jacobien J, de ¢ soit constant sur o YK). Alors

/ go*wze/ w .
oK) K

Démonstration. On a vu (juste aprés la proposition 6.3) que
(" (fdxi N Nday))e = fop(x) Jpo(z) dey A--- Ady, .

Comme sur ¢ 1(K), on a Jy(x) = &|Jy(x)|, le résultat découle alors de la formule de
changement de variable pour la mesure de Lebesgue, car f@_l( K B = Jx @«p pour toute
mesure u sur o~ H(K), p.(gdzy...dr,) = gop! |J¢_1‘das1 ...dzy pour toute fonction
mesurable g sur ¢ H(K) et J,o0¢@ - Jo1 =1 O

Exemples. Soit U un voisinage ouvert de I'intervalle [a,b] dans R, avec a < b.

(1) Si w = fdz, alors
b
= dx .
fe= ] s

(2) Soient V un ouvert de R, w = Y"1 | w; dz; € Q(V), U un intervalle ouvert de R,
et v: U — V un chemin C* dans V, de composantes 71, ..., 7V,. Alors yv*w € QY(U) et,

pour tous a,b dans U,
/ Vo = Z/ (wi o) Yi(t)dt .
[avb] =1 [avb}

Si v = 7[q,p], Ccette intégrale est appelée I'intégrale de w le long du chemin «, et parfois
notée fa w.

La présence du signe € dans la formule du changement de variable local ci-dessus pose
des problémes si I'on essaie d’étendre la notion d’intégrale de formes différentielles des
ouverts de R™ aux variétés générales.

e Orientation des variétés.
Soit n un élément de N — {0}.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n. Rappelons qu’une orientation de E
est une classe d’équivalence de bases de E pour la relation B ~ B’ si Papplication linéaire
envoyant B sur B’ est de déterminant strictement positif, ou, de maniére équivalente, est
une classe d’équivalence de n-formes alternées sur E pour la relation w ~ w’ s’il existe
A > 0 tel que w’ = Aw. Il existe exactement deux orientations sur E. On dit que E est
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orienté s’il est muni d’une orientation. Une base appartenant & cette orientation est alors
dite positive. Une n-forme alternée appartenant a cette orientation est alors dite positive.
La correspondance entre les deux définitions d’orientation se comprend comme suit : si

(é1,...,epn) est une base de E, de base duale (e],...,e}), alors e] A --- A e} est positive
si et seulement si (eq,...,e,) est positive. Un isomorphisme linéaire de E' dans un espace

vectoriel réel orienté F' préserve 'orientation s’il envoie I'orientation de E sur I'orientation
de F', c’est-a-~dire s’il envoie une/toute base positive de E sur une base positive de F', ou
de maniére équivalente, si son déterminant, dans des bases positives de E et de F', est
strictement positif. L’espace R™ est muni de I'orientation (dite canonique) telle que sa base
canonique soit positive.

Un C*°-difféomorphisme entre des ouverts U et V de R"™ préserve [’orientation si le signe
de son jacobien est positif en tout point, ou de maniére équivalente, si pour tout point x
de U, sa différentielle en x est un automorphisme linéaire de R™ qui préserve l'orientation.

Un atlas de cartes C* & valeurs dans R” sur un espace topologique M est dit orienté si
ses applications de changement de cartes préservent I'orientation. Une variété orientée C*
est un espace topologique N, séparé et & base dénombrable (ou, de maniére équivalente,
métrisable et séparable, voir la proposition 2.2), muni d’un atlas de cartes C* orienté,
maximal parmi les atlas de cartes C* orientés. Une carte de cet atlas sera appelée une
carte orientée (ou positive) de N. Si M est une variété orientée C°°, nous noterons encore
M par abus la variété C®, qui est I'espace topologique sous-jacent de M, muni de 'atlas
de cartes C* maximal contenant l’atlas de cartes C*> orienté de M.

Soit M une variété de classe C*°. Une orientation de M est un sous-atlas orienté
maximal de son atlas de cartes maximal. L’espace topologique sous-jacent & M, muni de
ce sous-atlas, est alors une variété orientée C*°. On dit que M est orientable si elle admet
une orientation. Orienter M, c¢’est choisir une orientation sur M, et nous noterons souvent
de la méme maniére la variété orientée C* obtenue.

Un C*-difféomorphisme local f : M — N entre deux variétés C> orientées préserve
lorientation si f envoie toute carte orientée suffisamment petite de M sur une carte orientée
de N, c’est-a-dire pour toute carte orientée (V,¢) de N et tout ouvert U de M tels que
fiy + U — V soit un C*-diffeomorphisme, la carte (U, ¢ o f) est une carte orientée de
M, ou, de maniére équivalente, si 'application f, lue dans toute paire de cartes orientées
suffisamment petites, préserve l'orientation (en tant que C*°-difféomorphisme entre ouverts
de R™). Il est immédiat qu’alors f~! préserve aussi I'orientation.

Exemples. (1) La variété R™ est orientable, et orientée par I’atlas orienté maximal conte-
nant ’application identité.

(2) Tout ouvert U d’une variété orientable M est orientable, en prenant les cartes
orientées de M de domaine contenu dans U, et sera, sauf mention explicite du contraire,
munie de cette orientation.

(3) Si (M;)ier est une famille dénombrable de variétés orientées C*°, alors l'espace
topologique somme disjointe des espaces topologiques sous-jacents de (M;);c;, muni de
I’atlas C*° orienté maximal contenant la réunion des atlas C°° orientés maximaux des M;,
est 'unique structure de variété orientée C*> sur ’ensemble somme disjointe des ensembles
M; telle que l'inclusion canonique M; — M soit un C*°-difféomorphisme sur son image
qui préserve 'orientation. Cette variété orienté C*° est notée 1];c; M;, et appelée variété
orientée somme disjointe.

(4) Si My, My sont deux variétés orientées C*°, alors 'espace topologique produit des
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espaces topologiques sous-jacents de My, Mo, muni de I’atlas C® orienté maximal contenant
les produits de cartes locales orientées de Mj, Mo, est une variété C*° orientée, notée
My x My, et appelée variété orientée produit.

(5) Soient Mj, My deux variétés connexes orientées C*°, et MigMy la variété somme
connexe, construite a partir de plongements préservant l'orientation ¢; : B(0,3) — M;
pour ¢ = 0, 1, comme dans la partie précédente. Comme le difféomorphisme de recollement
¥ B(0,2) — B(0,1/2) — B(0,2) — B(0,1/2) renverse l'orientation (c’est une restriction
de l'inversion par rapport a la sphére unité), la variété M;§Ms admet une unique structure
de variété orientée, telle que toute carte locale orientée de M;, de domaine contenue dans
M; — ¢;(B(0,1/2)) soit une carte orientée de M;§Ms. La variété M;§Mo, munie de cette
orientation, est appelée la variété somme connexe orientée de My et Ms. A difféomorphisme
préservant l'orientation prés, elle ne dépend pas des choix des ¢; (voir par exemple [Hir|).

(6) Un point important est qu’alors que tout espace vectoriel réel de dimension finie,
et tout ouvert de R™, admet une orientation, il existe des variétés C*° qui ne sont pas
orientables. C’est le cas par exemple du ruban de Md&bius, qui est la variété quotient de
R? par 'action libre et propre du groupe Z, ot 1 € Z agit par (x,y) — (z + 1, —y), voir
I’exercice ci-dessous.

Exercice E.142 (1) Montrer que tout revétement de classe C* d’une variété orientée C>
admet une unique orientation, dite image réciproque, telle que la projection de revétement
soit un CX-difféomorphisme local préservant l’orientation.

(2) Soit M une variété C>, munie d’une action libre et propre par C*-difféomorphis-
mes d’un groupe discret G. Montrer que si la variété quotient G\M est orientée, alors G
agit par C*®-difféomorphismes préservant l’orientation pour [’orientation image réciproque
sur M. Montrer que si M est orientée et si G agit par C*°-diffécomorphismes préservant
lorientation, alors la variété quotient G\M est orientable, et admet une unique orientation
telle que 'orientation image réciproque sur M soit [’orientation originelle de M.

(8) Montrer que le ruban de Mdobius n’est pas orientable.

(4) Montrer que l’espace projectif P, (C) est orientable.

(5) Montrer que lespace projectif P, (R) est orientable si et seulement si n est impair.

(6) Montrer que toute variété M de classe C* admet un revétement double (c’est-a-
dire o deux feuillets)  : M— M qui est orientable. Si M est connexe, et non orientable,
montrer que ce revétement est connexe el unique a isomorphisme de revétements pres, el
qu’il existe une action libre de G = 7 /27 sur M telle que la variété quotient G\M soit
Ceo-difféomorphe a M. (On lappelle un revétement d’orientation de M.)

Exemples. (1) Le cylindre R x Sy, / =
identifié au quotient de R? par I'action

libre et propre du groupe Z, ou 1 € Z

agit par (z,y) — (z + 2,y), muni de

sa projection naturelle sur le ruban de i
Mobius, est un revétement d’orienta-

tion du ruban de Md&bius.
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(2) Pour tout n dans N— {0}, la projection canonique Sg,, — P2, (R) est un revétement
d’orientation de I'espace projectif réel de dimension 2n par la sphére de dimension 2n.

Proposition 6.37 Soit M une variété C* orientée de dimension n. Il existe une forme
différentielle w dans Q™"(M), unique & multiplication prés par une application C* stricte-
ment positive sur M, telle que, pour toute carte orientée (U, ) de M,

(cpfl)*(ww) = fdxi N+ Ndzy,
ou f est a valeurs strictement positives sur o(U).

Une telle forme w sera appelée une forme volume de M.

Démonstration. Soit (U, ¢;)ier un atlas de cartes C* orienté de M a valeurs dans R”,
et (fi)ier une partition de 'unité C>° subordonnée au recouvrement (U;);er. Pour tout 4,
on prolonge par 0 en dehors de U; la forme différentielle f;p;*(dzy A -+ Adxy,), et on pose

w= Zfigpi*(dxl Ao Ndxy) .
el

Cette somme étant localement finie, elle définit une forme différentielle sur M. I1 n’est
pas difficile de montrer qu’elle convient et vérifie la propriété d’unicité de ’énoncé, par la
formule du changement de variable local (lemme 6.36). L'unicité est facile & démontrer. [J

Remarques. Soit M une variété C>* de dimension n.

(1) La variété M est orientable si et seulement s’il existe une n-forme différentielle w
qui ne s’annule pas sur M.

En effet, si M est orientable, alors toute forme volume d’une orientation de M vérifie
cette propriété de ne pas s’annuler sur M. Réciproquement, si w est une n-forme différen-
tielle w ne s’annulant pas sur M, alors ’ensemble des cartes locales (U, ¢) de M telles que
() (wp) = fdzy A Ndz, ot f € C(p(U),R% ), est un atlas de cartes C> orienté
maximal, par la formule de changement de variable. Le fait que les domaines de ces cartes
recouvrent M vient du fait que, pour toute carte locale (U, ¢) de M, sur l'ouvert ¢(U)
de R™, toute n-forme différentielle ne s’annulant pas est de la forme fdxzy A --- A dx, ol
f e C®(p(U),R) est de signe constant (sur chaque composante connexe de ¢(U)), donc
quitte & composer la carte ¢ par une réflexion (sur chaque composante connexe de U ou
f o ¢ est négative), on obtient une carte de la bonne forme.

(2) La formule du changement de variable local (lemme 6.36) montre aussi que si M
est munie d’une orientation et si w est une forme volume sur M pour cette orientation,
alors une carte locale (U, ¢) de la variété C* est orientée si et seulement si (¢~ 1)*(w)yy) =
fdxy A+ Adxy, ou f est a valeurs strictement positives sur ¢(U).

(3) L’application, qui & une orientation de M associe une de ses formes volumes, induit
une bijection de l’ensemble des orientations de M dans ’ensemble des classes d’équivalence
des n-formes différentielles ne s’annulant pas sur M, modulo multiplication par un élément
de C*(M,R% ). Si mo(M) est 'ensemble des composantes connexes de M, lorsque M est
orientable, il y a donc une bijection entre I'ensemble des orientations de M et (Z/2Z)™ M),
puisqu’une application continue qui ne s’annule pas sur un connexe est ou bien partout
strictement positive, ou bien partout strictement négative. En particulier, une variété C*
connexe admet 0 ou 2 orientations.
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(4) Rappelons qu’une orientation d’un espace vectoriel réel E de dimension finie n > 1
est défini, de maniére équivalente, comme le choix de I'une des deux classes de bases de E
modulo 'action des automorphismes linéaires de déterminant strictement positif, ou comme
le choix de l'un des deux éléments de (A"E)/R%. Si E et F sont des espaces vectoriels
orientés, alors I’espace vectoriel orienté produit £ x F' est ’espace vectoriel produit, muni
de l'orientation telle qu’une base obtenue en prenant une base positive de E suivie d’une
base positive de F' soit positive. Tout espace vectoriel orienté est naturellement une variété
orientée, pour l'atlas orienté maximal contenant un isomorphisme linéaire de F dans R"
préservant ’orientation.

Si M est orientée, alors l'espace tangent en chaque point de M est orienté, de sorte
qu’'une carte locale (U, ) de M soit orientée si et seulement si T, : T, M — R™ préserve
I’orientation pour tout x dans U.

Orienter une variété M revient a trouver une orientation (localement) cohérente des
espaces tangents. Plus précisément, M est orientable si et seulement s’il existe une orien-
tation de ’espace tangent en tout point de M, telle que pour toute carte locale (U, ¢) de
M, Visomorphisme linéaire T, : T, M — R™ préserve l'orientation pour tout x dans U :
I’ensemble des telles cartes locales est un atlas orienté.

Si My, My sont deux variétés orientées C*°, et si M = My x Ms est la variété orientée
produit, alors, pour tout (x,y) dans M, lorientation de ’espace vectoriel Tizy)yM est
I'orientation produit T, My x T, M> des orientations des espaces vectoriels T, My et Ty, M>.

(5) La variété TM est toujours orientable, car I'atlas de cartes C* de T'M associé a
un atlas de cartes C*° de M a valeurs dans R™ (par la construction du paragraphe 3.3) est
un atlas de cartes C* orienté & valeurs dans R?" (voir l'exercice E.154).

Exemples. (1) La sphére S,, est orientable. En effet, si

n

o= )iz drg A--- Aday A -+ A day,
> (-1) ;
1=0

alors o est (en restriction a S,) une forme volume sur S, car si (vi,...,v,) est une base
de T,S, (identifi¢ a ), alors

0x(V1, ... vp) =det(z,v1,...,0,) 0.
En fait, si
- 0
X = Tim—

Z Z@xi

=0
est le champ de vecteurs normal sortant sur S,,, et si w = dxg A - -+ A dx,,, alors

o = in .

(2) L’espace projectif complexe P, (C) est orientable (voir 'exercice E.142 (4)).

(3) Toute variété M de classe C* parallélisable est orientable. En effet, (la dimension
n de M a été supposée non nulle) le fibré tangent de M est isomorphe & M x R™, donc son
fibré des formes n-linéaires alternées est isomorphe & M x A"(R™)*, et si w est une n-forme
alternée non nulle sur R", alors z — (z,w) est une n-forme différentielle C*> sur M, qui
ne s’annule pas, donc est une forme volume.
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En particulier, tout groupe de Lie GG est orientable. De plus, en supposant la dimension
n de G non nulle, si w est une forme n-linéaires alternée non nulle sur 'algébre de Lie de
G, alors

g wg = (TeLg) w
est une n-forme différentielle C*° sur G, qui est une forme volume de G.

(4) La surface compacte connexe, somme connexe de g > 1 tores T?, est orientable. En
effet, le tore T? est orientable, par exemple car parallélisable, ou car quotient de la variété
orientée R? par le groupe Z? agissant librement et proprement en préservant I’orientation
(voir l'exercice E.142 (2)). On applique alors I'exemple (5) précédant 'exercice E.142.

e Intégration de formes différentielles.

Proposition 6.38 Soit M une variété C*° orientée, de dimension n > 1. Il existe une
unique forme linéaire [, : QX (M) — R telle que, pour toute carte orientée (U, p) de M a
valeurs dans R™, et pour tout w dans Q7 (U),

[ w= / R

Démonstration. Soient (Uj, p;)icr un atlas de cartes C* orienté de M, et (f;)ics une
partition de I'unité C*° subordonnée au recouvrement (U;);c;. Comme pour tout w dans
QF(M),onaw=>,; fiwou fiw e QF(U;), on doit avoir par linéarité

o= [ @)

En particulier, ceci montre 'unicité. Cette formule permet aussi de définir une forme li-
néaire | - Le fait quelle vérifie la propriété voulue découle de la formule de changement
de variables pour les ouverts de R" (voir le lemme 6.36). En effet, si w € Q7(U), alors

L= @ =3[ e e =

el el
—1\* ) — —1\* )
L e )(;fzw) / L
]

Remarques. (1) Cette forme linéaire [,, dépend de I'orientation de M. Si M est connexe,
et si —M est la variété M munie de I'orientation différente, dite opposée, alors

fu=h

(2) Si U est un ouvert de M, muni de Porientation induite, alors, pour tout w dans
QI (M), si le support de w est contenu dans U, alors

c
/w:/w|U.
M U
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(3) Si (M;)ier est une famille dénombrable de variétés orientées C*°, et M = [[;c1 M;
la variété orientée somme disjointe, alors pour tout w dans QP(M), le support de w ne
rencontre qu’un nombre fini de M;, et

o5 Lo

el

(4) Si ¢ : M — N est un C*°-difféomorphisme préservant ’orientation entre variétés
C® orientées, alors, par unicité, pour tout w dans Q7 (N), on a la formule de changement
de variable globale pour I'intégration des formes différentielles

/cp*w:/w.
M N

(5) Pour tout borélien B de M, on définit de méme la forme linéaire [, comme 'unique
forme linéaire sur l'espace vectoriel des n-formes différentielles C*> dont l'intersection du
support avec B est contenue dans un compact, telle que, pour toute telle forme différentielle
w et toute carte locale orientée (U, ¢) telle que 'intersection du suppport de w avec B soit
contenue dans un compact de U, on ait fB w= f@(UmB)(tpfl)*w. Lorsque U est un ouvert
de M, on a wa = fU wjy pour tout w a support compact dans U. En particulier, si
w € (M), alors B+ [pw est une mesure de Radon (borélienne, réelle, réguliére) finie,
positive si w est une forme volume de la variété orientée M.

(6) Une partie A d'une variété N de classe C! est dite de mesure nulle si pour toute
carte locale (U, ¢) de N a valeurs dans R", la partie ¢(ANU) est de mesure nulle. Comme
les diffécomorphismes C! entre ouverts de R™ préservent les ensembles de mesure nulle, il
suffit de le vérifier pour une famille de cartes locales de N dont les domaines recouvrent A.

Si A est une partie de mesure nulle d’une variété C* orientée M, alors pour tout w
dans Q(M), ona [, w=0.

(7) Si la variété R est munie de Porientation usuelle, alors pour tous a < b et tout
w = fdt dans Q*(R), on a
b
/ w :/ f(t)dt .
[a,b] a

Remarque. Si n = 0, on définit une orientation de M comme une application € : M —
{#1}. L’intégration sur une variété orientée de dimension 0, et d’orientation € : M — {£1},
est définie en posant, pour tout w € Q%(M),

/Mw =) e(@)w() .

e Le théoréme de Stokes.
On note R_ =] — 00, 0]. Soit M une variété C* de dimension n > 1.

Une partie N de M est un domaine a bord lisse ou domaine régulier (ou une sous-variété
fermée C*° a bord, de codimension 0) si pour tout point = de M, il existe une carte locale
(U, ) de classe C*° de M en z a valeurs dans R”, telle que p(UNN) = (R_ xR* 1 np(U).
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Un domaine a bord lisse de M est fermé dans M (car on demande la propriété ci-
dessus pour tout point = de M, et pas seulement pour tout point = de N). La frontiére
ON = NN¢N de N dans M est aussi appelée le bord de N. Si z est un point de ON, alors
le dessin a avoir en téte est le suivant :

Proposition 6.39 Soit M une variété C*° de dimension n > 1, et N un domaine & bord
lisse de M.

(1) Le bord ON de N est une sous-variété C* de codimension 1 de M.

(2) Si M est orientée et si n > 2, alors il existe une unique orientation sur ON telle
que l'une des conditions équivalentes suivantes soit vérifiée :

(i) en posant pr: (z1,22,...,%,) — (T2,...,%n), st (U, ) est une carte locale orientée
de M en x € ON a valeurs dans R™, telle que o(U N N) = (R_ x R* 1) N o(U),
alors le couple (U NON,pro @) est une carte locale orientée de ON ;

(ii) pour tout x dans ON, si (va,...,v,) est une base orientée de T,ON, et si v1 est
un vecteur tangent en x a M pointant vers lextérieur (c’est-a-dire v1 = ¢(0) o
c:]—e+e[— M de classe C, avec ¢(0) =z, ¢(0) ¢ TuN et c(t) ¢ N sit>0),
alors (v1,ve,...,v,) est une base orientée de T, M.

L’orientation de ON ci-dessus est appelée 1'orientation par la direction sortante (ou
normale sortante). Sauf mention explicite du contraire, le bord de tout domaine a bord
lisse d’une variété C* orientée sera muni de cette orientation.

Exemple : Nous le savions déja, mais la sphére S, et la surface compacte connexe, somme
connexe de g > 0 tores T2, sont orientables, car frontiéres de domaines réguliers.

Remarque. Si M est orientée et si n = 1, alors la défini-
tion (ii) a encore un sens : il existe une unique orientation

sur la variété ON de dimension 0 telle que si (U, ¢) est  _ N : ]\{
. . N T ] o

une carte locale orientée de M en r € ON a valeurs dans v e ON 2 € ON

R™ (avec U suffisamment petit), alors la valeur en x de e(z) = —1 e(x) = +1

I'orientation de QN est, par définition, +1 si au voisinage
de ¢(x), 'image p(UNN) est contenue dans | — oo, ¢(x) |.

Démonstration de la proposition 6.39. (1) Pour tout point x de N, soit (U, ) une
carte locale de M en x a valeurs dans R™, telle que p(UNN) = (R_ x R* 1) Np(U). Alors
©(UNON) = ({0} x R" 1N p(U), ce qui montre le résultat (par la définition locale par
redressement d’une sous-variété, voir le théoréme 2.5).
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(2) Ceci découle du fait que si un automorphisme linéaire de R™ préservant I'orientation,
préserve un demi-espace, alors sa restriction au bord du demi-espace préserve I'orientation
de ce demi-espace définie par le vecteur sortant du demi-espace. O

Pour motiver le résultat suivant, rappelons le théoréme fondamental de [’intégration.
Un intervalle compact N = [a, b] est un domaine a bord lisse de la variété orientée M = R
de dimension n = 1. Une forme différentielle w de degré n — 1 = 0 sur R est une fonction
w:t— w(t) de classe C*° de R dans R, et sa différentielle extérieure dw s’écrit donc
w'(t) dt. Le théoréme fondamental de 'intégration ff W'(t) dt = w(b) — w(a) s’écrit donc

/dw:/ w .
N ON

Théoréme 6.40 (Formule de Stokes) Soit M une variété C™ orientée de dimension
n > 1. Soit N un domaine a bord lisse de M, et i : ON — M [l’inclusion. Pour toute
(n — 1)-forme différentielle w de classe C*° sur M dont l'intersection du support avec N

est compacte, on a
/ iw :/ dw .
N N

Nous noterons [y w = [;, 7w par abus (w est une (n—1)-forme différentielle). Puisque
N est un borélien de M, le nombre [ dw a été défini dans la remarque (5) précédente.

Démonstration. Supposons tout d’abord que M = R" et N =R_ x R*"!. Une (n — 1)-
forme différentielle w s’écrit w =Y | (1)L fidoy A--- Aday A -+ Adxy,. Done

dwzz gfz dry N -+~ Ndxy, .

N
i=1 v

En appliquant le théoréme de Fubini a 'intégrale f n dw, on obtient

0 n +o0 ) P
/dw:/ </ afldxl) de...danrZ/ (/ 8fzdxi> dry...dz;...dx, .
N Rn—1 — 00 8$1 o R_ xRn—2 — 00 axi

Comme f}. est & support compact en restriction & N, on a fj;o gg? dx; = 0 pour 2 < i <n,

et ff) O gy = f1(0,za, ..., x,). Comme i*(d:nl/\---/\d/a;i/\'--/\dxn) =0sii#1 (car

0o Ox1
x1 est constant sur dN), on a

w = i* fidzi A~ ANdzy A Aday,
/c'w /{0}an—1 <Z >

=1
:/ f1(0,x2,...,xn)d:ng...dxn:/ dw .
Rn—1 N

Maintenant, soit w comme dans 1’énoncé. Par compacité du support de w dans N, il
existe un atlas de cartes C* orienté (Uj, ¢;)jer de M a valeurs dans R", tel que

0j([U;NN) = (R xR ng;(U;),
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et (fj)jer une partition de I'unité C* subordonnée au recouvrement (Uj);er, tels que la

somme
w= Z fijw
jeI
n’ait qu'un nombre fini de termes non identiquement nuls sur N.

Posons a; = (goj_l)*(fjwwj), qui, prolongée par 0 en dehors de ¢;(Uj), est une (n —1)-
forme différentielle C*° dans M’ = R™, dont I'intersection du support avec N’ = R_ x R"~!
est compact. Notons que Pilon est un C*°-difféomorphisme, préservant les orientations par
les directions sortantes, de 'ouvert 9N NU; de ON sur son ouvert image dans ON’. Notons
que o est nulle au voisinage de tout point de 9N’ qui n’est pas dans ¢;(ON NUj) et que
i*(fjw) est a support dans ON N U;. Donc (avec 'abus de notation mentionné ci-dessus),
par la formule de changement de variable globale,

/aN(ij) = /BN/ j -

Comme ¢; préserve 'orientation, et comme goj commute avec la différentielle, on a, par la
formule de changement de variable globale,

/Nd(fjw):/N,dozj.

Par sommation, le résultat découle donc du cas particulier traité en premier. ]

Porisme 6.41 Soit M une variété C>* orientée de dimension n > 1. Pour tout w €
Q=Y(M), on a
/ dw=0".
M

Démonstration. La partie M de M est un domaine & bord lisse, dont le bord est vide.
La formule de Stokes permet alors de conclure. O

Exemples. (1) Soit D un domaine & bord lisse, compact, de R?, U un ouvert de R?
contenant D et a = Pdx + Qdy une 1-forme différentielle C*° sur U. Alors la formule de

Stokes donne 50 op
Pdx+Qd —/ (—)dmd )
/a D( Qdy) N\ ar By y

Cette formule est connue sous le nom de formule de Green-Riemann.

(2) Soit D un domaine & bord lisse, compact, de R3, U un ouvert de R?® contenant D
et w=dr ANdy Adz. Si X est un champ de vecteurs C* sur U, alors ixw est une 2-forme
différentielle C* sur U, et

d(ixw) = Lxw = (div X) w
par le paragraphe 6.1. Alors la formule de Stokes donne [, ixw = [,(div X) w, c’est-a-
dire, si X = Pa% + Qa% + R%,

or  0Q  OR

/(de/\dz+de/\da:+Rdm/\dy):/< + + >dmdydz.
oD p\dz  dy 0Oy

Cette formule est connue sous le nom de formule de Gauss-Ostrogradski.
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Notons (-,-) le produit scalaire usuel sur R3. Soit N le champ de vecteurs unitaires
normal sortant sur 0D, étendu de n’importe quelle maniére C® a R3, et j : 0D — R3
I'inclusion. On appelle forme d’aire de 0D la 2-forme différentielle sur 0D définie par

o=7"(in(dx Ndy Adz)) .

On définit le flur du champ de vecteurs X & travers 0D par

fluxgp (X) = /({)D(X, N)o .

Comme w est une 3-forme différentielle, elle est nulle en restriction a tout sous-espace
vectoriel de dimension 2 de I’espace tangent en un point. En écrivant le champ de vecteurs X
le long de 9D comme somme d’un champ de vecteurs (X, N)N colinéaire au champ normal
N et d’un champ de vecteurs tangent & 9D, on obtient j*(ix(dx A dy A dz)) = (X, N)o.
La formule d’Ostrogradski pour le champ de vecteurs X s’écrit donc

fluxgp(X) = / (div X) dedydz .
D

(3) Soit S un domaine & bord lisse, compact, d'une surface plongée dans R?, et C
le bord de S. Soit X un champ de vecteurs C* sur (un voisinage ouvert de S dans)
R3, et X+ la 1-forme différentielle (sur ce voisinage) définie avant I'exercice E.138. Alors
d(X+) = irot x(dz A dy A dz) par cet exercice. La formule de Stokes donne donc

/XJ‘:/irotX(dx/\dy/\dz).
C S

Cette formule est connue sous le nom de formule d’Ampére-Stokes (le flux du rotationnel du
champ magnétique a travers n’importe quelle surface plongée de bord C' est indépendant
de cette surface).

e Régularité.

Concluons cette partie par une remarque sur la régularité. Dans le lemme 6.36, on
peut prendre w de classe C?, et ¢ un C!'-diffeomorphisme. Les définitions d’orientation des
variétés sont valables en classe C!. La proposition 6.37 est vraie pour M de classe C!, la
forme volume w étant alors C%, et unique a multiplication prés par une fonction continue
strictement positive. Les remarques (1), (2), (3), (4) suivant cette proposition sont valables
en C!, et la remarque (5) en C2. La proposition 6.38 est vérifiée avec M de classe C!, et les
formes différentielles C°, ainsi que les remarques (1) & (6) qui suivent (en demandant une
régularité C! pour ¢ dans (4)). La définition de domaine & bord lisse et la proposition 6.39
sont valables en remplacant C*> par C'. La formule de Stokes est vraie au moins lorsque M
et N sont C2, et lorsque w est C'. Pour les formules de Green-Riemann et d’Ostrogradski,
des hypothéses de régularité C! sur P, Q, R et C! par morceaux sur le domaine D suffisent.

6.4 Cohomologie a support compact

Soit M une variété C*° de dimension n > 0.
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La différentielle extérieure d préserve la sous-algébre (associative, mais pas unitaire si
M est non compact) anticommutative, graduée Q.(M) des formes différentielles & support
compact dans M. Le noyau de

d: Qu(M) = Qu(M)

est noté Z*(M) et son image B¥(M). On pose ZE(M) = Z*(M) N QF(M) et BE(M) =
BX(M) N QE(M). Alors Z*(M) est une sous-algébre de Q.(M), somme directe (en tant
qu’espace vectoriel) des ZZ (M) pour p dans N, et B(M) est un idéal bilatére de Z* (M),
somme directe (en tant qu’espace vectoriel) des BY(M) pour p dans N.

Donc
Hi(M) = Z;(M)/B:(M)

est une algebre (associative, mais pas unitaire si M est non compact) anticommutative,
graduée par
H (M) = @ HE(M)
peEN

HE(M) = Z2(M)/BE (M) .

L’algebre H}(M) s’appelle [’algébre (ou parfois I'espace) de cohomologie de de Rham a
support compact de M, et Despace vectoriel réel HE(M) le p-éme espace (ou parfois le
p-éme groupe) de cohomologie de de Rham a support compact de M.

Comme QE(M) ={0}sip>noup<0,ona HI(M)=0sip>noup<0. Comme
d: Q7Y (M) — QM) est application nulle, on a H)(M) = Z9(M).

Remarques. (1) Si M est compacte, alors Q.(M) = Q(M), donc H} (M) = H*(M).

(2) Si M est la variété somme disjointe M = [[,;c;M;, comme une forme différentielle
a support compact sur M ne rencontre qu’un nombre fini de composantes connexes de M,
alors on a un isomorphisme naturel d’algébres graduées

Hy (M) ~ D H: (M)
iel

et des isomorphismes naturels d’espaces vectoriels HZ (M) ~ @, ; HE (M;) (noter le sym-
bole somme et non plus produit).

(3) Une application constante non nulle est & support compact si et seulement si son
domaine de définition est compact. Donc, si 7y .M est 'ensemble des composantes connexes
compactes de M, alors

HO(M) ~ R(m0.cM)

(Si E est un ensemble, on ne confondra pas l’espace vectoriel produit R¥ et I'espace vectoriel
somme R des applications f : E — R ne prenant une valeur non nulle qu’en un nombre
fini d’éléments de E : toutefois R” et R) coincident si E est fini.)

En particulier H)(M) = {0} si M est connexe non compacte.

Rappelons (voir 'appendice A.1) qu’'une application entre deux espaces topologiques
localement compacts est propre si 'image réciproque de tout compact est compacte.
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Soient IV une variété C* et f : M — N une application C* propre. Comme le support
de f*w est 'image réciproque par f du support de w, on a

J (€ (N)) € Qc(M) .
Comme f*od=do f*, on a
FHUZIN)) € ZX(M) et f5(B:(N)) C B:(M) .

Donc le morphisme d’algébres graduées f* : Q.(N) — Q.(M) induit un morphisme d’al-
gébres graduées, encore noté f*, entre les algébres de cohomologie de de Rham a support
compact de N et de M :

[ Hi(N) — HI(M)
[ = [

Comme pour les images réciproques des formes différentielles, on a id* = id, et si P est
une variété C* et g : N — P est une application C* propre, alors

(gof) =fog".

Donc 'association Hyy ., & une variété M de 'algébre H} (M), et a une application f :
M — N du morphisme f* : HY(N) — H¥(M) est un foncteur contravariant de la catégorie
des variétés C* et des applications C* propres, dans la catégorie des algébres graduées
(associatives, mais pas forcément unitaires) anticommutatives. En particulier, si f : M —
N est un C>*-difféomorphisme, alors f* : HX(N) — H}(M) est un isomorphisme d’algébres
graduées, et

(=0

Porisme 6.42 Si deuz variétés C*° sont C*-difféomorphes, alors leurs algébres graduées
de cohomologie de de Rham & support compact sont isomorphes. O

e Invariance par homotopie.

Soient M et N deux variétés C™°, et f et g deux applications C* propres de M dans
N.

Les applications f et g sont dites proprement différentiablement homotopes s’il existe
h: M xR — N, une homotopie C* de f & g, qui est propre en restriction & M x [0, 1]. La
relation « étre proprement différentiablement homotopes » est une relation d’équivalence.

Théoréme 6.43 Si f et g sont deux applications C* proprement différentiablement ho-
motopes, alors f* =g*: HY(N) — H}X(M).

Comme dans la démonstration du théoréme 6.14, ce résultat découle de la proposition
suivante. Notons Q, (M x R) la sous-algebre des formes différentielles sur M x R dont la
projection du support sur M est compacte.

Proposition 6.44 I] existe une application K : Q. (M xR) — Q.(M) linéaire, graduée de
degré —1, c’est-a-dire K(QL(M x R)) C Q21 (M), telle que

doK+Kod=J:—J:.
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La démonstration de ce résultat est analogue a celle de la proposition 6.15, en prenant
U un ouvert relativement compact de R™ et (U;);er des ouverts relativement compacts de
M.

Le théoréeme d’approximation 6.16 de fonctions continues par des applications C*
s’étend aux applications propres.

Théoréme 6.45 (1) Toute application continue propre de M dans N est proprement ho-
motope (au sens de Uappendice A.4) a une application C* propre de M dans N.

(2) Deux applications C>° propres de M dans N, qui sont proprement homotopes, sont
proprement différentiablement homotopes.

Démonstration. Voir par exemple [God|. O
Soit f : M — N une application continue propre. Si f : M — N est une application C>

propre, proprement homotope a f, alors 'application f : H}(N) — H}(M) ne dépend
pas du choix de f, et sera notée

fTeHI(N) — HZ(M) .
Si f et g sont deux applications continues propres, alors on a encore
(gof) = f"og".

Ceci montre 'invariance topologique de 'algébre de cohomologie de de Rham : si deux
variétés C*° sont homéomorphes, alors leurs algébres graduées de cohomologie de de Rham
A support compact sont isomorphes.
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e Suite exacte de Mayer-Vietoris.

La restriction a un ouvert de son domaine d’une forme différentielle & support compact
n’est pas forcément & support compact. Par contre, les formes différentielles & support
compact peuvent s’étendre par 0 sur un ouvert contenant leur domaine. Ceci explique le
changement de sens dans la suite exacte de Mayer-Vietoris & support compact ci-dessous
par rapport a la suite de Mayer-Vietoris précédente.

Soient M une variété C*, et U,V deux ouverts de M recouvrant M. Notons alors
ie:QUNV) = QU), je: QUNV) = Qu(V), ic: Qe(U) = Qe(M) et je: Qe(V) —
Q:(M) les applications d’extension par 0 des formes différentielles & support compact.

Ces applications d’extension commutent avec les différentielles extérieures, donc envoient
formes fermées sur formes fermées, et formes exactes sur formes exactes. On note

[:Q.UNV) = QU) x Q(V)

'application w + (i, w,j. w), et I* Papplication H:(U NV) — Hx(U) x H:(V) induite
en cohomologie & support compact. On note

T Qu(U) x Qu(V) — Qe(M)

I'application (w,w’) — i, w — j. W', et J* application H}(U) x HX(V) — H}(M) induite
en cohomologie & support compact.

Théoréme 6.46 La suite

0 — QUNV) -5 Q.U) x V) -5 QM) — 0

est une suite exacte courte de complexes de cochaines, qui induit une suite exacte longue
d’espaces vectoriels réels, dite suite exacte de Mayer-Vietoris & support compact de M,

o — HY ) =S HY U N V) D HRU) < HY(V) LS HE ) - BN UNV) — L

Démonstration. L’application linéaire I est injective, car i. l'est. On a J o I = 0, car
ic0le=Je0oje Si(w,w) € Qe(U) x Q(V) vérifie J(w,w’) = 0, alors w est nulle en dehors
du support de o’ , w’ est nulle en dehors du support de w, et w = —w’ sur l'intersection des
supports de w et de w’, qui est un compact de U N'V. Donc (w,w’) = I(w”) ot w” est la
restriction de w = —w’ sur UNV. Enfin, Papplication linéaire J est surjective, car si {y, 9}
est une partition de I'unité C* subordonnée au recouvrement {U,V'} (voir la proposition
2.9), st w € Qc(M), alors (pw)y € Qe(U), (Yw)jy € Qe(V) et

J((pw)r, (Yw)y) = pw + Yw = w .

La derniére assertion du théoréme découle de la premiére, comme dans la démonstration
du théoréme 6.19. O

Le résultat suivant se démontre alors exactement comme le corollaire 6.21.
Porisme 6.47 Soit M une variété C*°, munie d’un recouvrement ouvert {U,V'}. Si les

espaces vectoriels H:(U), HX(V) et H:(U NV) sont de dimension finie, alors H} (M) est
de dimension finie. O
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6.5 Dualité de Poincaré

Nous commengons cette partie par un cas particulier du théoréme de dualité de Poin-
caré, qui sera utile pour sa démonstration.

Lemme 6.48 Pour tout n > 1, Uintégration [g, : QF(R™) — R induit un isomorphisme
linéaire

HI!(R")~R
défini par
W= | w,
Rn
et on a
R sik=n
k/mny _
Hy (R )_{ 0 sinon .

Démonstration. Cette application est bien définie par le corollaire 6.41. La linéarité et la
surjectivité sont immeédiates. Soit w € QF(R™). Montrons que w est exacte si et seulement
si fRn w = 0. Ceci implique que I'application [w] — f]Rn w est injective.

Toute n-forme différentielle sur R™ s’écrit
w=fdri N - Ndx, .

Toute (n — 1)-forme différentielle sur R™ s’écrit
n ) -
n:Z(—l)Z_lfi dry A---Ndxy A--- Ndzy,
i=1

et sa différentielle est

" 0f;

11 suffit donc de montrer que pour tout f € CX(R"™,R) telle que [o, f dz1...dx, =0,
pour tout i, il existe f; € C2(R"™,R) tels que f =", gii

) dri N -+ Ndxy, .

Pour cela, on raisonne par récurrence sur n. Si n = 1, il suffit de poser fi(z) =
ffoo f(t)dt, qui est bien nulle au voisinage de +oc.
Supposons le résultat vrai pour n — 1. Posons

“+o0
g(xl,...,mnl):/ flxy, ... xp_q,t)dt.

—00

Alors g € CP(R™ 1 R) et par le théoréme de Fubini, fRn*I g dzry...dz,—1 = 0. Donc

par I'hypothése de récurrence, il existe g; € C(R" 1 R) tels que g = Z?:_ll gﬁi. Soit

p € CX(R,R) tel que pr = 1. Posons fi(z1,...,2n—1,24) = gi(x1,...,Tpn_1)p(x,) pour
1<i1<n-—1et

Tn

fa(x1, . o xpn1, ) = / (f(x1,. s p_1,t) —g(x1,...,20n_1)p(t)) dt .

—00
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On vérifie que les f; sont C*° a support compact sur R™, et que f = >"" | gg; ’Z La premiére

affirmation du lemme 6.48 en découle.

Maintenant, le calcul de H¥(R™) est connu pour k& < 0 et k > n. On peut donc supposer
1 <k <n—1. On identifie R™ (par la projection stéréographique, par exemple) avec le
complémentaire dans la sphére S,, du pole nord N. Alors les formes différentielles & support
compact sur R” s’identifient avec les formes différentielles sur S,, nulles au voisinage de IV,
ceci de maniére compatible avec les différentielles extérieures. Si o € QF(R™) est fermeée,
par le calcul des groupes de cohomologie de de Rham de S, il existe une (k — 1)-forme
différentielle g sur S,,, telle que df = «. En particulier, d3 = 0 au voisinage de N. Si k = 1,
alors 8 est une fonction constante égale a ¢ sur un voisinage de N, et o = d(8 — ¢), avec
B — c une (k — 1)-forme différentielle nulle sur un voisiange de N. Si k > 2, il existe donc,
sur un voisinage ouvert U de N homéomorphe a R™, une (k — 2)-forme différentielle v sur
U telle que By = dy. A l'aide d’une fonction plateau, on construit une forme différentielle
~" sur S, telle que 7’ et v coincident au voisinage de N. Alors 3 — dv’ est nulle au voisinage
de I'infini, donc définit un élément de QF~1(R™) tel que o = d(B — dv'). O

Soit M une variété C* de dimension n > 1. Un recouvrement ouvert (U;);e; de M est
dit a intersections cellulaires si pour toute partie J de I, 'intersection ﬂje 7 Uj est vide ou
homéomorphe a R".

Le résultat technique suivant sera bien utile.

Proposition 6.49 Toute variété C*° compacte M admet au moins un recouvvrement ouvert
fini a intersections cellulaires.

N

Démonstration. Soit x — (-,-); une application qui a un point = de M associe un
produit scalaire sur 1, M, telle que, pour tous les champs de vecteurs X,Y de classe C*
sur M, lapplication = — (X (x),Y (y)), soit C*. (Une telle application est une section
C® du fibré C*° des formes bilinéaires symétriques sur les espaces tangents de M, que
I'on construit comme le fibré des formes alternées sur les espaces tangents de M (voir le
paragraphe 3.7), et qui de plus est définie positive sur chaque espace tangent). L’existence
d’une telle application est immédiate sur une carte locale, et par partition de 'unité,
I’existence globale en découle. Une autre maniére est de plonger M dans R™ pour m assez
grand (voir le théoréme 2.19) et de prendre pour (-,-), la restriction a T, M du produit
scalaire de R™. Nous noterons ||v||, = (v,v), la norme associée sur T, M.
Pour toute courbe v : [0,1] — M de classe C! par morceaux, posons

1
o) = /0 (6 ey dt

Pour tous z,y dans M, notons d(x,y) la borne inférieure des ¢(y) pour v : [0,1] — M une
courbe de classe C! par morceaux entre x et y. Alors d vérifie I'inégalité triangulaire, et est
symétrique. De plus, par continuité du produit scalaire, d ne s’annule que sur la diagonale
de M x M. Donc d est une distance.

Pour toute carte locale (U, ¢) de M a valeurs dans R™, et tout dans U, si € > 0 est assez
petit, alors, par convexité stricte des boules d’un produit scalaire sur un espace vectoriel
réel de dimension finie, et par un argument de continuité, 'image ¢(B(z, €)) est un convexe
de R™. Comme 'intersection de convexes est un convexe, un argument de compacité permet
alors de conclure. O

265



Proposition 6.50 Soit M une variété C*°, admettant un recouvrement ouvert fini a in-
tersections cellulaires. Alors ’algébre de cohomologie de de Rham de M est de dimension
finie, et l’algeébre de cohomologie de de Rham a support compact de M est de dimension

finie.

Démonstration. Notons que I'algébre de cohomologie de de Rham de R”, qui est R, est de
dimension finie. Par récurrence sur le cardinal d’un tel recouvrement, la premiére assertion
découle du lemme 6.21. La méme démonstration fournit la seconde assertion, en utilisant
cette fois le lemme 6.48 qui implique que 'algébre de cohomologie de de Rham a support
compact de R™ est de dimension finie, ainsi que le corollaire 6.47. O

Par exemple, si M est compacte, alors les deux propositions précédentes impliquent
que l'espace vectoriel réel H*(M) = H¥(M) est de dimension finie.

Rappelons que si E est un espace vectoriel réel, alors E* ou F désigne le dual de F.

Théoréme 6.51 (Dualité de Poincaré) Soit M une variété orientée C* de dimension
n > 1, admettant un recouvrement ouvert fini o intersections cellulaires. Alors pour 0 <
k <mn, l'application

QM) = QM)

ar—){ﬁn—)/Ma/\,B} ,

mduit un isomorphisme d’espaces vectoriels

définie par

Par - HE(M) — HYF(M)*.

Démonstration. Le fait que 'application o +— { B | uwaApB } induise une telle appli-
cation Pys vient du fait que si « et 5 sont fermées, alors la valeur de cette intégrale est
inchangée si on remplace o par o + da’ et 3 par 8+ df’, par la formule de la différentielle
extérieure du produit extérieur de deux formes différentielles, ainsi que par le corollaire
6.41 (car 8 et B’ sont a support compacts) :

/M(a+da’)A(ﬁ+dﬂ’) = /MaA,B+/Md(a/A(6+dB/)) i/

M

d((a+da’YAB") :/ alp .

M
La linéarité est immeédiate.

Pour montrer que Pjs est un isomorphisme, on raisonne par récurrence sur le cardinal
p d’un recouvrement ouvert (U;)i<i<p fini & intersections cellulaires. Si p = 1, le résultat
découle du lemme 6.48 (et de I'invariance par homéomorphismes de la cohomologie de de
Rham).

On pose U =U,, V=U,U---UU,_1. Ainsi {U, V'} est un recouvrement ouvert de M,
et U, V,UNV = Uf;ll (U;NU,) sont des variétés C* orientées, admettant un recouvrement
ouvert fini & intersections cellulaires, de cardinal inférieur ou égal & p — 1. Considérons le
diagramme suivant.

H= Uy < YY) —  EBNUav) S ERMD)
\L Pu X Py i Punv ‘L Pm
t
Hy MU U) < Hp M (V) — HPMUnv)s = HEH(M)Y —
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— HFU) x HF(V) —  HMUNV)

1L PuxPy 1L Puav
— H'YRU)* x H»F(V)* — HYRUNV)*

Tous les espaces vectoriels sont de dimension finie par la proposition 6.50. La premiére
ligne est la suite exacte de Mayer-Vietoris de M pour le recouvrement ouvert {U, V'}. La
seconde ligne est la suite duale de la suite exacte de Mayer-Vietoris a support compact
de M pour le recouvrement ouvert {U,V'}, ot 'on identifie de maniére usuelle £ x F au
dual de E x F', par l'application qui a (f, g) associe (x,y) — f(x) 4+ g(y). En particulier,
t§ est opérateur dual de § : H? *(M) — H? *1(U N V). La seconde ligne est exacte,
car prendre le dual préserve I'exactitude des suites d’espaces vectoriels.

On vérifie facilement que le diagramme est commutatif, sauf peut-étre la relation

Prod="50Pynv,

qui se montre ainsi. Par définition des opérateurs ¢ (voir la démonstration de la proposition
A.21 de I'appendice A.6), si z € Z¥"L (U NV), on a §[z] = [z] ot z € Z¥(M) et il existe
(y,y) € QYU) x QF1(V) tels que Yuny — nymV = zet (v, zy) = (dy,dy"). De
plus, si v € Z2%(M), on a 6[y] = [a] ot @ € Z" (U N V) et il existe (8,5) €
QrF(U) x QP F(V) tels que, on notant @" l'extension par 0 a un ouvert W, on ait
BM - FM =n~et (@’,a") = (dB,dB’). La relation de commutation cherchée découle alors
du calcul suivant, ot les notations sont les précédentes, et la troisiéme égalité découle de
la formule de Stokes (plus précisément du corollaire 6.41) :

/ z/\a:/y/\aU—/y’AaV:/yAdﬁ—/y’/\dﬁ’:
unv U \%4 U 1%

/UdyAﬁ—/de/Aﬁ’: Mx/\BM—/Mx/\B’M:/Mx/\'y.

Par récurrence, le théoréme découle alors du lemme des cing (voir exercice E.196 de
I'appendice A.6). O

Porisme 6.52 Soit M une variété C*° de dimension n > 1, compacte et orientée. Alors

pour 0 < k <n, l"application
H*(M) — H" *(M)*

ol {11 [ ansf.

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

définie par

Démonstration. Ce résultat découle du théoréeme 6.51, par la proposition 6.49. Il

Porisme 6.53 Soit M une variété C>* compacte orientable de dimension n > 1. Alors les
espaces vectoriels réels H*(M) et H"F(M) ont méme dimension.
Sin est impair, alors la caractéristique d’Euler x(M) est nulle.
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Démonstration. La premiére assertion découle du fait qu’un espace vectoriel et son dual
ont la méme dimension. Si n = 2k + 1, alors

2k+1 k
i (—1)" dim H' (M) = > (-1)' (dim H(M) — dim H%“”'(M)) =0. O
=0 i=0

Porisme 6.54 Si M est une variété C>° compacte connexe orientée de dimension n > 1,

alors Uapplication
H"(M)—R

i

Démonstration. En effet, H°(M) = R, et on applique le corollaire précédent pour k = 0.
O

définie par

est un isomorphisme lincaire.

Par exemple, si M est une surface compacte connexe, somme connexe de g > 1 tores
T2, alors H2(M) ~ R.

Ce résultat 6.54 reste valable, en remplagant H™ (M) par H'(M) lorsque M n’est pas
supposée compacte (voir par exemple [God|). Dans le cas non orientable, le résultat change
complétement :

Proposition 6.55 Si M est une variété C*° connexe non orientable de dimension n > 1,
alors

Hi' (M) = {0} .

Démonstration. Soit 7 : M — M le revétement a deux feuillets d’orientation de M , et
o : M — M lisomorphisme de revétements non trivial (voir l'exercice E.142). La variété
M est orientable, connexe et o renverse l'orientation. -

Siw e QF(M), alors w = m*w € QF (M) vérifie 0*w = w. Donc, en munissant M d’une

orientation quelconque,
/Nw - /J*a - —/Na) |
M M M

Donc fMCJ = 0 et w est exacte, par le corollaire précédent. Soit & € QP 1(M) tel que
@ = da. Alors £(@+0*a@) est une (n— 1)-forme différentielle sur M, invariante par o, dont
la différentielle coincide avec w. Elle définit donc une forme différentielle oo sur M, telle

que ™« = a. Alors w = dao, car 7 est un difféomorphisme local, ce qui montre le résultat.
O

Par conséquent, si M est une variété C> compacte connexe non orientable de dimension
n > 1, alors
H"(M)={0}.

e Cohomologie de de Rham des espaces projectifs réels.
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Proposition 6.56 Soit n un élément de N. Les espaces de cohomologie de de Rham de
lespace projectif réel P (R) sont
R si k=0, ousi k =n avec n impair
k o ) P
Hor (Pn(R)) = { 0 sinon .

En particulier, sa caractéristique d’Euler est 1 si n est pair, et O sinon.

Démonstration. Rappelons que Py(R) est réduit a un point, que la variété P;(R) est C*°-
difféomorphe au cercle S1, et que P,,(R) est connexe et de dimension n. De plus, si n > 1,
alors P, (R) est orientable si et seulement si n est impair (voir 'exercice E.142 (3)), donc le
corollaire 6.54 et la proposition 6.55 donnent la valeur de H"(PP,,(R)). Nous pouvons donc
supposer n > 2 et 1 < k <n — 1. On raisonne par récurrence sur n. Supposons le résultat
vrai pour n — 1.

On munit Iespace vectoriel R"*! de ses coordonnées (zo, . . ., 7, ), et on identifie R avec
I'hyperplan vectoriel d’équation xg = 0. Dans I'espace projectif réel P, (R), on consideére le
point z de coordonnées homogenes [1 : 0 : ... : 0], Pouvert U = P, (R) — {z} et Pouvert
V =P, (R)—P,_1(R). Nous avons vu (voir le paragraphe 2.4.3) que V est C*°-difféomorphe
a R"™ (c’est le domaine d’une carte affine d’hyperplan & 'infini P,,_; (R)), donc V' a le méme
type d’homotopie que le point. De plus, U se rétracte par déformation forte sur P,_1(R),
par homotopie ([xg : @1 : ... : @], t) — [txg : 21 : ... : x,], donc a le méme type
d’homotopie que P,_1(R). L'intersection U NV est C*>°-diffécomorphe a R" — {0}, donc a
le méme type d’homotopie que la sphére S,_1.

La suite exacte de Mayer-Vietoris

= HYYUNV) = HYPL(R) = HYU) x HY (V) = HYUNV) - ...
donne donc des suites exactes
HY(U)xH"(V) = H(UNV) = H'(Py(R)) = H'(Po1(R)) = H'(Sp—1) — H*(Pa(R)) ,
0 — H" '(Py(R)) = H" (Pp-1(R)) = H" ' (Sp—1) = H"(Pn(R)) = 0,
et, pour 1l <k<n-—1,
0 — H*P,(R)) = H*(P,_1(R)) = 0.

Comme D'application HO(U) x HO(V) — H°(U N'V) est surjective (voir la remarque (2)
suivant la proposition 6.20), la premiére équation donne H'(P,(R)) = 0 (en distinguant
les cas n = 2 et n > 2). La seconde équation donne H" 1(P,(R)) = 0 pour n > 2
(en distinguant les cas n pair et n impair). Par récurrence, la derniére équation donne
H*(P,(R)) = 0 pour 1 < k <n — 1. Le résultat s’en déduit. O

6.6 Théorie du degré
6.6.1 Degré d’une application entre variétés de méme dimension.

Soient M et N deux variétés orientées C*° compactes de dimension n > 1, avec N
connexe, et f : M — N une application continue.
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Nous appellerons degré de f, et noterons deg f, le nombre réel r tel que, pour m, :
R — R l'application de multiplication par r, le diagramme suivant soit commutatif :

f*

H"(N) “— H"(M)
o ¥ b
R RN R

Ce nombre existe par linéarité, et le fait que la fleche verticale de gauche soit un isomor-
phisme par connexité de N, voir le corollaire 6.54. Donc, par définition de f*, si g est une
application C* homotope a f, alors

fM g'w

Jyw

deg f =

pour tout w € Q*(N) tel que [y w # 0.

Remarques. Le degré des applications vérifie les propriétés suivantes.

(1) Le degré d’une application constante est nulle. Si f est constante, alors deg f = 0,
car f*: H"(N) — H"(M) est 'application nulle, puisque n > 1.

Plus généralement, le degré d’une application continue non surjective f de M dans
N est nul. En effet, soit w une forme différentielle a support compact contenu dans le
complémentaire de 'image de f, telle que || yw =1 (qui existe, car ce complémentaire est
un ouvert non vide de N, car M est compacte). Soit g : M — N — Supp w une application
C*> homotope & f. Alors deg f = [;, g*w = 0.

(2) Le degré dépend en général de I'orientation des variétés M et N. Plus précisément,
pour € dans {£1} et P une variété orientée C*°, notons eP la variété orientée P si e = +1,
et la variété P ou chaque composante connexe de P est munie de 'orientation opposée si
e = —1. Soient €, €’ dans {£1} et notons g Papplication f de la variété orientée eM dans
la variété orientée ¢ N. Alors par construction

deg g =€ deg f .

Par exemple, si f est un C*°-difféomorphisme, alors deg f vaut 1 si f préserve I'orien-
tation, par la formule de changement de variable globale, et donc —1 sinon (car alors f
préserve lorientation de M dans la variété orientée opposée de N).

En particulier, comme 'antipodie —id de S,, — S,, renverse l'orientation si et seulement
si n est pair, on en déduit que

deg (—id: S, = S,) = (=1 L.
Remarquons aussi que si N = M, alors le degré de f ne dépend pas de l'orientation de
M (& condition de prendre la méme a la source et au but!).

(3) Le degré est additif pour les sommes disjointes a la source. Plus précisément, si
My, ..., M, sont des variétés orientées C>° compactes de dimension n, en notant M’ =
[T1<i<r M; la variété orientée somme disjointe, alors pour toute application continue
f:M — N, ona

k
deg f =) deg fiu, -
i=1
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En effet, si g : M — N est une application C* homotope a f, alors g5, est C™ et
homotope & fjyy,, et pour tout w € Q*(N) tel que [yw =1,

k k
ten = [ 50= 3 [, uare=3 s
i=1 g i=1

(4) Le degré est invariant par homotopie. Plus précisément, si g : M — N est une
application continue, qui est homotope a f, alors

deg g =deg f .

Ceci découle de I'invariance par homotopie de la cohomologie de de Rham.
Par exemple, si M = N, alors ’application id : M — M, de degré 1, n’est pas homotope
a une application continue non surjective (par exemple constante), qui est de degré 0.

Porisme 6.57 (Théoréme de non-peignage des sphéres) Pour tout entier n > 1,
tout champ de vecteurs continu sur la sphére Sa, posséde au moins un z€éro.

Démonstration. Sinon, Sg,, posséde un champ de vecteurs X continu de norme 1. L’ap-
plication h : Sg,, x [0,1] — Sg,, définie par

(z,t) — (cosmt) z + (sin7t) X (z)

est une homotopie entre les applications id et —id, qui sont de degré 1 et (—1)2"~! respec-
tivement, contradiction. ]

(5) Le degré est invariant par cobordisme, au sens suivant : si M est la variété orientée
frontiére d’un domaine & bord lisse D d’une variété C>° compacte orientée P, si f est la
restriction & M d’une application continue f': P — N, alors

deg f=0.

(Remarquons que M n’est pas forcément connexe, et qu’elle est orientée par la normale
sortante). En effet, grace a une partition de I'unité, on prolonge une application g : M — N
de classe C* et homotope a f en une application ¢’ : P — N de classe C*°. En notant
i: M = 0D — P linclusion, on a donc ¢’ 07 = g. D’otu, pour tout w € Q"(N), qui est en
particulier fermée, on a par le théoréme de Stokes,

[ g [ vare= [ aeye) = [ @)@ =o.

Par conséquent, si M7, Ms sont les deux composantes connexes de la frontiére d’un domaine
D a bord lisse compact (orientées par la normale sortante) dans une variété C*, si fi :
My — N et fo: My — N sont deux applications continues, alors

deg fi = —deg fa .
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La remarque (4) est un cas particulier de cette remarque, en prenant le domaine a bord
lisse D = M x [0, 1] dans M X R, et en faisant attention que les orientations par la normale
sortante des deux composantes de bord de D donnent des orientations opposées sur M
identifié¢ d’une part & M x {0}, de 'autre & M x {1}.

(6) Le degré est multiplicatif pour la composition. Si P est une variété orientée C™
compacte connexe de dimension n > 1, et g : N — P une application continue, alors

deg (go f) = (deg f)(deg g) .

Ceci découle immédiatement du fait que (go f)* = f* o g%, et que myx = mus o m,.
En particulier, si M = N et si g : M — P est un homéomorphisme, alors

deg (go fog ') =deg f .

Donnons maintenant un moyen pratique de calculer le degré d’une application, ce qui
montrera aussi que le degré est un nombre entier.

Rappelons que lorientation d’une variété définit une orientation de ’espace tangent
en tout point (voir la partie 6.3). Pour tout point = de M tel que I'application linéaire
Tpf : TeM — Ty N soit bijective (et il suffit, par égalité des dimensions, que f soit une
immersion ou une submersion en z), appelons indice de f en x, et notons Ind(f,z), le
nombre +1 si T, f préserve 'orientation, et —1 sinon.

Théoréme 6.58 Soient M et N deux variétés orientées C°° compactes de dimension n >
1, avec N connezxe, et f : M — N une application de classe C*°. Siy € N est une valeur
réguliere de f, alors

deg f= Y  Ind(fz).

zef~y)

Démonstration. Si y est une valeur réguliére, alors F' = f~1(y) est une sous-variété de
dimension n — n = 0 de M, donc est discréte, et comme M est compacte, la fibre F est
finie. Pour tout x dans F', I'application f est une submersion en x, donc T f est bijective.
Donc le membre de droite est bien défini (et appartient a Z).

Par le théoréme d’inversion locale et
par finitude de F', il existe un voisinage
ouvert connexe V de y, que nous suppo-
serons contenu dans un domaine de carte
de N, et, pour tout z dans I, un voisinage
ouvert V,. de x, avec les V,, deux & deux dis-
joints, tels que fjy, : Vi = V soit un C=-
difféeomorphisme pour tout x dans F'. Soit Va |
w € Q"(N) asupport contenu dans V telle v/
que wa = 1, ce qui existe. Alors le sup-
port de f*w est contenu dans f~1(V), qui
est réunion disjointe des V, pour x dans

F. vV
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Par le théoréme de changement de variable local 6.36, on a

deg = [ fru- /fl(V) fo=%" /Vz(fvz)*w -

zel

Zlnd(f,x)/vcu:ZInd(f,m). O

zeF zeF

Ce théoréme est utilisable a cause du théoréme de Sard, qui dit que ’ensemble des
valeurs réguliéres de f est dense dans N (voir le théoréme 2.21). Comme nous n’en avions
pas donné de démonstration, en voici une adaptée a notre cas (voir le théoréme 2.21 pour
un énoncé plus général).

Proposition 6.59 (Théoréme de Sard) Soient M, N deuz variétés C* de méme dimen-
sionmn > 1, et f: M — N une application C'. L’ensemble des valeurs régquliéres de f est
dense.

Démonstration. En utilisant des cartes locales, il suffit de montrer le résultat lorsque
M = U est un ouvert de R” et N = R™. Nous allons montrer que, pour C' ’ensemble des
points critiques, 'ensemble f(C') est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue A, ce qui
implique le résultat. Rappelons que la mesure de Lebesgue d’une boule de rayon r dans
R"™ est w,r™ ol w, > 0 est une constante.

Lemme 6.60 Pour tout compact K dans U, il existe 6 > 0 et € : [0,] — [0, +o0[ telle
que limy_,o €(t) = 0, et, pour tous x,y dans K tels que ||z —y|| < 4,

1f(y) = (@) = Dfaly — 2)[| < e[|z —ylDllz —yll -

Démonstration. On a f(y) — f(z) = fol Dfyit(y—a)(y — x), donc

1
1f(y) — f(z) = Dfuly — )| < || /0 (D fost(y—a)(y — ) — D fo(y — x))dt|]

1
< / 11D fotty—sy — Dfsllldell — ]

D’ou le résultat par uniforme continuité de D f sur K. O

11 suffit de montrer que f(C N B) est de mesure nulle, pour tout cube B de R™. Si
x € C, alors Df, n’est pas surjective, donc son image est contenue dans (au moins) un
hyperplan H, de R™. Soit r > 0 et y € U tel que ||y — x|| < r.

Par le lemme, d(f(y), f(x) + Hy) < re(r). Si K = maxgep |||Dfz]|], alors || f(y) —
f(z)|| < Kr. Par conséquent, f(B(z,r)) est contenue dans le cylindre dont la base est
(f(x) + Hy) N B(f(x), Kr) et la hauteur 2re(r). Ce cylindre est de mesure de Lebesgue
2re(r) x wy_1(Kr)""1. Si a est la longueur d'une aréte du cube B, alors B est réunion de
k™ cubes de longueurs d’aréte a/k. Chacun de ces cubes rencontrant C' est contenu dans
une boule B(zx,2a+/n/k) ou x € C. Donc

A(f(C N B)) < 2k" K™ w1 (2av/n/k)"e(2av/n k) .

D’ou le résultat en faisant tendre k vers +oo. O
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Porisme 6.61 (1) Le degré de f est un élément de Z.
(2) Le cardinal d’une fibre réguliére est constant modulo 2.
(8) Si le degré de f est non nul, alors f est surjective.
En particulier, si f est homotope a une application non surjective, alors deg f = 0.
(4) Si f: R™ — R™ est une application C* qui vaut 'identité au voisinage de l'infini
(c¢’est-a-dire en dehors d’un compact), alors f est surjective.
(5) Si f est un revétement a n feuillets préservant l’orientation, alors

deg f=n.

Démonstration. Par le théoréme de Sard, I'application f admet au moins une valeur
réguliere. L’assertion (1) est alors immeédiate & partir du théoréme 6.58. Celui-ci montre
aussi que si deg f est non nul, alors 'image réciproque f~!(y) de toute valeur réguliére
de f est non vide. Or tout élément de N qui n’est pas dans I'image de f est une valeur
réguliere de f, donc lassertion (3) en découle.

L’assertion (2) est immédiate, car deg f = Card f~!(y) mod 2 pour toute valeur
réguliére y, puisque 1 = —1 mod 2.

En identifiant R™ avec le complémentaire d’un point dans S,, (par projection stéréogra-
phique), on prolonge f en une application g : S,, — S,, de classe C*°, valant I'identité au
voisinage d’un point. Donc le théoréme 6.58 appliqué en ce point (qui est régulier) montre
que le degré de g vaut 1, donc est non nul. Par conséquent g est surjective par (3), donc f
est surjective, ce qui montre (4).

La derniére assertion découle du fait que pour tout y dans N, le point y est une valeur
réguliére de f, d’'image réciproque de cardinal n, en tout point de laquelle ’application tan-
gente de f préserve l'orientation, par définition d’un C*°-difféomorphisme local préservant

I’orientation. O
En particulier, pour tout n dans Z, Papplication f : S; — S; définie par z = € —
2" = e est de degré n.

Exercice E.143 Soit f € C(X) une fraction rationnelle a coefficients complexes, et Z
lensemble (fini) des ses poles. Nous identifions C au domaine d’une carte affine de P1(C)
(voir partie 2.4.3), et nous notons 0o le point complémentaire.

(1) Montrer que f : C — Z — C s’étend en une application holomorphe, donc C*, de
P1(C) dans P1(C), encore notée f.

(2) Montrer que si f est un polynéme non nul de degré d, alors

deg f=d.

(1l n’y a donc pas de conflit notationnel. La condition de non nullité de f est nécessaire,
car le degré d’une application constante est nul, alors que le degré du polyndéme nul est
—00.)

(8) Montrer que si f = P/Q avec P,Q deuzx polynémes non nuls premiers entre eux,
alors

deg f = [C(X) : C(f)] = max{deg P,deg Q} ,
ot [C(X) : C(f)] est le degré de l’extension C(X) du sous-corps C(f) engendré par f.
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6.6.2 Indice d’un champ de vecteurs en un zéro isolé.

Soient U un ouvert de R” oun > 2, et X € I'(TU) = C>*(U,R") un champ de vecteurs
C® sur U. Si x € U est un zéro isolé de X, définissons 'indice du champ de vecteurs X
en z comme le degré de l'application de S, 1 dans S,,_1 (orientée par la normale sortante
de la boule) définie par

X(z + ev)
H
1 X (z + ev)]|

pour tout € > 0 suffisamment petit (ce qui, par invariance du degré par homotopie, ne
dépend pas d’un tel €).

Soient M une variété C*° de dimension n > 2, et X € I'(T'M) un champ de vecteurs
C> sur M. Si x € M est un zéro isolé de X, et si (U, ¢) est une carte locale de M en
x, définissons 1'indice du champ de vecteurs X en x, que nous noterons Ind(X, z), comme
I'indice en ¢(z) du champ de vecteurs X lu dans cette carte, c’est-a-dire du champ de
vecteurs (¢~ 1)* X sur Pouvert o(U). Ceci ne dépend pas de la carte locale, par la remarque
(6) précédente.

v

puits selle a 2k branches
Ind =1 Ind=1-k%

Nous renvoyons par exemple & [Spi| pour une démonstration du théoréme remarquable
suivant.

Théoréme 6.62 (Théoréme de Poincaré-Hopf) Soient M une variété C* compacte
de dimensionn > 2, et X € T'(T'M) un champ de vecteurs C*>° sur M, dont l’ensemble des
zéros Z est fini. Alors

X(M) =" Ind(X,z). O

€L
Par exemple, on retrouve fa- i Ind = +1

cilement, en considérant le champ Ind = —1
de vecteurs gradient d’une fonction ‘

Ind = -1
hauteur sur une surface compacte
connexe orientable de genre g, que -
sa caractéristique d’Euler est 2 —2g, Ind = —1
car le champ de vecteurs ci-contre ’ Ind = —1
posséde 2g+2 zéros, dont un puits et

Ind = +1

une source, d’indice +1, et 2¢g selles
a quatre branches, d’indice —1. M R x(M)=2-2g
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Ce résultat montre de nouveau que pour tout entier n > 1, tout champ de vecteurs C*
sur la sphére So, posséde au moins un zéro, car la caractéristique d’Euler de S,,, vaut 2,
qui est non nul.

Plus généralement, si x (M) est non nul, alors il n’existe pas de champ de vecteurs ne
s’annulant pas sur M. Par exemple, parmi les surfaces compactes connexes orientables C*,
seul le tore est de caractéristique d’Euler non nulle, et il admet un champ de vecteurs ne
s’annulant pas, comme on peut le voir en prenant pour le tore le quotient de R? par son
sous-groupe discret Z2, et pour le champ de vecteurs, le champ de vecteurs quotient du

;0
champ de vecteurs 5.

6.6.3 Nombre d’enlacement.

Soient M et N des sous-variétés C* orientées compactes disjointes, de dimension p et
q respectivement, dans R" ™!, avec p,q > 1 et p 4+ g = n. On appelle nombre d’enlacement
de N et M dans R", et on note ¢k(M,N), le degré de I'application 1y de la variété
orientée produit M x N dans la variété orientée S,, (par la normale sortante de la boule),
définie par
y—x

wM,N : (x,y) =
|y — =||

(k(M,N) = +4

Remarque. Le nombre d’enlacement vérifie les propriétés suivantes :

(1) I est additif par somme disjointe en M et en N : si M est la somme disjointe
orientée de My, ..., M, et N est la somme disjointe orientée de Ny, ..., Ny, alors la variété
orientée produit M x N est la somme disjointe orientée des variétés orientées produits
M; x Nj, donc par 'additivité par somme connexe du degré, on a

(M, N)= > (k(M;,N;).

1<i<r, 1<j<s

(2) Il dépend en général de l'orientation de chaque composante connexe de M et de N.
Avec les notations vues ci-dessus,

lk(eM, €' N) = e'lk(M,N) .

(3) 11 est antisymétrique en M et N :
(k(N, M) = (—=1)®P+D+D k(M N)
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En particulier, si p ou ¢ est impair, alors ¢k(N, M) = ¢k(M, N).
En effet, si 0 : (z,y) — (y,z) est 'application d’échange de M x N dans N x M, alors
son degré est (—1)P? et le diagramme suivant commute :

VM N

MxN — Sn
O‘\l/ \L—id
NxM s,

Comme DI'antipodie de S, est de degré (—1)"*!, le résultat découle alors de la remarque
(5) précédente.

(4) S’il existe un hyperplan affine séparant M de N, alors
(k(M,N) =0.

En effet, I'application ¢y y n’est alors pas surjective.

La réciproque est fausse, par
exemple, dans 'entrelac de White- -
head ci-contre, le nombre d’enlace-
ment des deux nocuds M et N est
nul, mais on ne peut pas disjoindre M N
I'un de l'autre.

(5) Le nombre d’enlacement est invariant par isotopie. Plus précisément, s’il existe des
applications continues f : M x [0,1] — R™ et g : N x [0,1] — R" telles que, en notant
ft : M — R™ lapplication définie par fi(x) = f(x,t) et g : N — R™ Papplication définie
par g;(z) = g(x,t), les applications fo, go, f1, g1 soient des plongements C*, et que pour
tout ¢, les images de f; et de g¢ soient disjointes, alors

tk(fo(M), go(N)) = lk(f1(M), g1(N)) -

En effet, ’application
fi(z) — g:(y)

| fe(x) = g: ()]

est bien définie, et continue. C’est une homotopie entre les applications

fo(z) — go(y) fi(z) — g1(y)
[ fo(z) = go(y)l] [ f1(z) =gl

Ces applications ont donc méme degré.

(z,y,t) —

(z,y) — et (x,y) —

(6) Supposons que p=¢ = 1. Donc n +1 =3, et M et N sont deux sous-variétés C>
compactes orientées de dimension 1 dans R3. Une telle sous-variété est appelée un entrelac
orienté, ou neeud orienté si elle est connexe. Parmi les trés nombreuses références sur les
nceuds et entrelacs, nous recommendons [Rol| (voir aussi [BZ, KRT], et pour avoir une
idée des nombreux problémes de recherche actuels, dont certains sont plus profonds que
d’autres, voir par exemple les actes de conférences [Kaw, GJK]).
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(&)

Noeeud de tréfle Neeud de huit Entrelac borroméen

Donnons pour finir quelques formules de calcul du nombre d’enlacement de deux en-
trelacs orientés M et N.

(i) Pour tout (x,y) € M x N, notons
vz le vecteur tangent unitaire orienté de
M en x et wy le vecteur tangent unitaire
orienté de N en y. Alors (x,y) est un
point régulier pour Y7,y si et seulement
si (Yam,n(2,y), v, wy) est une base de
R3, et Yu,n préserve lorientation d'un
voisinage d’un point régulier (x,y) dans
S1 x Sy dans un voisinage de Y, v (z,y)
dans Sy (et donc le diffécomorphisme lo-
cal Ypr N en (z,y) est d’indice +1) si et
seulement si cette base est directe. Par
exemple, dans le dessin ci-contre, cette
base n’est pas directe, et ¢y y renverse
l'orientation au voisinage de (x,y) (at-
tention au signe dans y — x!).

Donc, par le théoreme 6.58, pour toute valeur réguliére u de ¥y v dans So, on a

(M, N)= > (=),

(2.9) €ty (u)

ot g(z,y) est le signe du déterminant de w, vy, wy.

(ii) Soit D une direction de droite orientée de R?, ne contenant pas de droite tangente a
MU N, ni de droite passant par trois points de M U N, ni de droite D passant par un point
x de M UN et un point y de M UN telle que les plans D @ T,,(M UN) et D& T, (M UN)
soient confondus. Alors la projection orthogonale m : R® — P sur le plan vectoriel P
orthogonal a D est une immersion en restriction en M U N, les points multiples de son
image sont doubles, et les deux tangentes en un point double de 'image sont distinctes. De
plus, l'orientation de D permet de donner un sens aux expressions « passer au-dessous »
ou « passer en-dessus » au voisinage d’un point double. Le plan P est muni de I'orientation
qui, suivie de I'orientation de D, donne l'orientation de R3.
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+1 -1

Pour tout point double o ot M passe au-dessous de N, posons £, = +1 si 'orientation
de m(N) en « suivie de l'orientation de m(M) en « coincide avec l'orientation de P en «,
et —1 sinon (voir figure précédente). Soit Z 1’ensemble des points doubles de (M U N) ou
M passe en-dessous de .

Proposition 6.63
(k(M,N) =" ¢cq.

ae”Z

Démonstration. La démonstration découle de la formule du point (i) ci-dessus, en prenant
pour point u de So le point défini par la direction orientée D, qui est bien une valeur réguliére
pour ¢y N, dont la préimage par iy n est formée des points (z,y) de M x N tels que
a = m(z) = m(y) soit un point double de w(M U N) ot M passe en-dessous de N, et
o = &(x,y). O

(iii) Nous terminons par une trés jolie formule intégrale.

Proposition 6.64 (Formule de Gauss) Si M et N sont deuzr neeuds orientés disjoints
dans R3, alors pour o : R/aR — M et 3 : R/bR — N des difféomorphismes préservant
lorientation, qui sont des paramétrages par longueur d’arc,

L1 P det(als) — A1), a(s). (1)
a ) = o [ [ T st

Démonstration. Si 6, ¢ sont les angles de latitude et de longitude sur S, alors w =
ﬁ sin 0 dfdp est une forme d’aire normalisée (c¢’est-a-dire une forme volume de Sy, définis-
sant Porientation de So, d’intégrale 1 sur Sy, invariante par rotations). Elle est proportio-
nelle par un coefficient positif a la 2-forme x dy Adz — y dz ANdx + z dx A dy.

Un petit calcul montre que le membre de droite de I'équation (appelé intégrale de
Gauss) vaut fS1xSl (¢Yar,N)*w, qui, comme w est d’intégrale 1, coincide avec le nombre
d’enlacement ¢k(M, N) par la définition de celui-ci comme degré de I'application ¢ps .
D’oit le résultat. 0

6.7 Autres exercices

Exercice E.144 (1) Soit w la n — 1-forme différentielle sur R™ donnée par

n
w:Z(—l)lei d:zl/\...cia?i.../\dxn.
i=1

Calculer dw.
(2) Soit A : R™ — R™ une application linéaire. Que vaut A*w ?
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Exercice E.145 (Plongement de Pliicker) Soient E un espace vectoriel réel de di-
mension n et (er,...,e,) une base de l'espace vectoriel dual E*. Pour chaque m-uplet
I = (i1,...,0m) avec 1 < i3 < -+ < 4y, < n, notons ey la forme m-linéaire alternée
ei, N---Ae;,. Si W est un sous-espace de E* de dimension m et xy,...,x,, une base de
W, alors la forme m-linéaire alternée x1 A - -+ Az, s’écrit > ayer pour certains coefficients
ar € R.

(1) Montrer que, & une constante multiplicative globale prés, les coefficients (ar)r ne

dépendent pas du choix de la base de W et définissent une application injective de
I’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension m de E* dans l’espace projectif

IPN(R),ouN_<:1>—1.

Les coefficients a; s’appellent les coordonnées de Pliicker de W.

(2) Montrer que les coordonnées de Pliicker déterminent un plongement C* de la variété
grassmanienne G,,(E*) dans Py (R).

Ce plongement s’appelle le plongement de Pliicker de G,,(E*) dans Py (R).

(3) Montrer qu’une forme bilinéaire alternée w sur R* s’écrit sous la forme 1 A 2o avec
x1, x5 formes linéaires indépendantes sur R, si et seulement si w # 0 et w Aw = 0.

(4) En paramétrant I'image de Go(R*) par le plongement de Pliicker, montrer que Go(R*)
est difféeomorphe au quotient de Sy x S par I'action de Z/2Z donnée par (x,y)
(—z, —y). Pour w = ZKj a;; e; \ej € A2(R*)*, on pourra poser 1 = ais + az4,
Tg = a23 + a14, T3 = a31 + A24, Y1 = 12 — A34, Y2 = 23 — A14, Y3 = A31 — A24.

Exercice E.146 Soit w une forme bilinéaire alternée sur R*. On notera dx; la forme
linéaire sur R* donnée par dx;(x1, 72, 23, 74) = ;5.

(1) Prouver qu’il existe T' € SO(4) et A\, u € R tels que T*w = Adx1 Adwo + pdrs A dxy.

(2) Calculer w A w en fonction de A et p.

(3) Si on suppose que |A| est différent de |p|, déterminer le sous-groupe des éléments T
de SO(4) tels que T*(w) = w.

Exercice E.147 Soit f : ]0, +oo[ xR — R? — {0} I'application de classe C°° définie par
(p,0) — (x = pcosB,y = psin@). Montrer que

It <xdy—ydw> _ a0

x2 + 92

Exercice E.148 Soit M une variété C* de dimension n. Montrer que si M est paralléli-
sable, alors le fibré des formes alternées sur M est trivialisable. En déduire que si M est
parallélisable, alors il existe un isomorphisme d’algébres graduées Q(M) ~ C*(M, A*R").
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Exercice E.149 (Forme de Liouville) (1) Considérons dans R?*" la 2-forme linéaire
alternée wg définie par wy = aijdr; A dres + asdxrs A dxy + ... + apdron_1 N dxo, ol
(a1,...,ay,) € R™ Calculer le produit extérieur de n exemplaires de wy.

(2) Soit E =R" et F = E x E* (qu'on peut identifier & R®"). On définit une 1-forme
différentielle sur F' par w(q,p).(u,v) = (p,u). Montrer que sa différentielle est donnée par
dw(q,p).((u1,v1), (u2,v2)) = (v1,u2) — (v2,u1). Que pensez-vous de la notation classique
dw=dpANdq?

(3) Soient M une variété de dimension n, et 7 : T*M — M la projection canonique. On
définit une 1-forme différentielle w, appelée 1-forme de Liouville, sur T*M par w,(X) =
(x, Tym(X)) pour x € T*M et X € T,(T*M). Vérifier que cette définition a un sens, puis
montrer que le produit extérieur de n exemplaires de dw est une forme volume.

Exercice E.150 Soit w une 1-forme différentielle ne s’annulant pas sur une variété M.
Montrer qu’il existe une 1-forme 0 sur M telle que dw = 0 Aw si et seulement si dwAw = 0.
Que se passe-t-il si w admet des zéros ?

Exercice E.151 (1) Soit w une 1-forme différentielle sur une variété M de dimension n.
Montrer que pour tous les champs de vecteurs X et Y, on a

do(X,)Y) =X -w(Y)-Y w(X)—-w(X,Y]) (%

ot X -g désigne la dérivation de la fonction g suivant la direction X (parfois notée également
X(g) ou Lx(g))-

(2) Soient X7 et X5 deux champs de vecteurs sur une variété M de dimension 2,
linéairement indépendants en tout point de M. Supposons que a; et ao soient deux 1-
formes différentielles sur M telles qu’en chaque point x de M les bases (a1 (z), aa(z)) et
(X1(z), Xo(z)) soient duales. Si les fonctions f et g sont définies par I'égalité [ X, Xo] =
fX1 4 gXo, montrer que l'on a :

day = (—f)ar Nag,  dag = (—g) a1 A .

(3) Soient X7,..., X, n champs de vecteurs sur une variété M de dimension n, linéai-
rement indépendants en tout point de M. Supposons que «aj, ..., soient des 1-formes
différentielles sur M telles qu'en chaque point x de M les bases (ai(z),...,an(z)) et
(X1(x),...X,(x)) soient duales. Définissons les fonctions ij par les égalités [X;, X;] =
>k cijk. Montrer que 'on a :

dayp, = — E cfjai/\aj.
1<J

Exercice E.152 (1) Soit P un champ de k-plans de classe C* dans une variété M de
dimension n de classe C*°. On note Z 'idéal de (M) engendré par les formes différentielles
de degré 1 qui s’annulent sur P. Montrer que le champ P est intégrable si et seulement
si Z est stable par la différentielle extérieure. On pourra utiliser I’énoncé du théoréme de
Frobenius 4.11 sur les champs de vecteurs et la formule (*) de 'exercice E.151.
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(2) Soient ayq, ..., a,_k des formes différentielles de degré 1 sur M, linéairement indé-
pendantes en tout point. Posons P(z) = ﬂ?;lk ker(a;(x)), et w = a1 A ... A oy, Montrer
que le champ de k-plans P est intégrable si et seulement s’il existe au voisinage de tout x
une fonction f de classe C* non nulle en z telle que d(fw) = 0. Existe-t-il nécessairement
une telle fonction globalement ?

Exercice E.153 Montrer que toute variété C* admettant un atlas de cartes formé d’une
ou deux cartes de domaines connexes et & intersections connexes est orientable.

Exercice E.154 Soit M une variété de classe C2. Montrer que 7'M est orientable.

Exercice E.155 Soit w une p-forme différentielle sur un voisinage de 0 dans R", avec
0 <p <n—1.Soient v1,...,vp41 des vecteurs de R™ linéairement indépendants. Pour tout
€ > 0, notons

P.={tivi+ - +tpr1vp1 : 0<t; <epourl <i<p+1}.

Le pavé P, n’est pas une variété & bord au sens du cours (il a des coins), mais on admettra
que la formule de Stokes s’applique quand méme. Calculer

. 1
lim I w .
e—0 P+ P,

Exercice E.156 Soit 7 : R — R3¢ +— (¢, cost,sint). Quelle est I'algébre de cohomologie
de de Rham de I'ouvert R3 — v (R)?

Exercice E.157 (1) Soit U un ouvert de R™. Montrer que H*(R x U) et H*(U) sont
isomorphes.

(2) Soit A une partie fermée de R™, incluse strictement dans R™. On la plonge dans
R par z — (x,0). Montrer que

(1) HPTY R — A) ~ HP(R™ — A) pour p > 1,
(2) HY(R™! — A) ~ HOR" — A)/R,
(3) HOR™! — A) ~R.

(3) Soit V' un sous-espace affine de R". Que vaut H*(R" — V) ?

(4) Soient k > 2 et Vi,..., V. des sous-espaces affines deux a deux disjoints de R™.
Calculer I'algebre de cohomologie H*(R™ — (Vi U--- U Vj)).

(5) Soient S une sphére et V' un sous-espace affine strict de R™. Calculer

H*(R" — (VN 8S)).
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Exercice E.158 (Invariant de Hopf) Soit n > 1. On considére les sphéres orientées S,,
et So,—1. Soit f:So,—1 — S,, une application C*°.

(1) Soit w une forme volume sur S, telle que f w = 1. Montrer qu’il existe une
(n — 1)-forme différentielle 8 sur So,,_1 telle que f*w = dp.

(2) Montrer que le nombre réel fSanl B A dp ne dépend pas du choix de 5. On peut
donc le noter H(f,w).

(3) Montrer que H(f,w) est en fait indépendant de w. C’est linvariant de Hopf de f,
que l'on note H(f).

(4) Si f est une application constante, que vaut H(f)? Si f : Sz = {(2,w) € c?
|22+ |w|]? =1} — Sy = C application définie par f(z,w) = z/w si w # 0 et f(z,0) = .
Que vaut H(f)?

Exercice E.159 (Mesure de Haar) Soit U = GL, (R ) vu comme ouvert de M, (R) =
R™*. On définit une forme volume w sur U par w(A) = (det A) =Wo, oll wy est la forme volume

standard sur R™. Montrer que, pour tout g € GL,(R), on a Liw = Rjw = w. Montrer
de plus que toute forme volume sur GL, (R) vérifiant cette propriété est multiple de w. La
mesure définie par cette forme volume est appelée la mesure de Haar de GL,,(R).

Exercice E.160 (1) Soient M une variété C> compacte de dimension n > 1 et P un
point de M. Notons j : M — {P} — M le morphisme d’inclusion et

Ju: HA(M = {P}) — H'(M)

I'application qui envoie la classe de cohomologie d'une forme fermée w € QL(M — {P})
vers celle de son prolongement nul en P. En quels degrés les applications j. sont-elles des
isomorphismes ?

(2) Montrer que le complémentaire d’un point dans le tore T? et le complémentaire
de deux points dans R? ont des groupes de cohomologie de de Rham & support compact
isomorphes. Ces deux variétés sont-elles difféomorphes ?

Exercice E.161 (Cohomologie de nilvariétés) Soient n un élément de N et M une
variété C*°. On note (M) 'algébre des formes différentielles C* sur M.

(1) Montrer que, pour tous les champs de vecteurs X,Y de classe C* sur M, on a
I'égalité suivante entre applications de Q (M) dans Q(M) :

i[X,Y] = ,CX Oiy —iy O,CX .
On commencera par montrer que cette égalité est vérifiée sur les différentielles de fonc-
p q g
tions.)

(2) Soit o une 1-forme différentielle C*> sur M ne s’annulant pas. On note A, le noyau
de la forme linéaire a, : T, M — R. Montrer que l'application x — A, est un champ
d’hyperplans C* sur M. Montrer que ce champ d’hyperplans est intégrable si et seulement
si « est fermée.
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(i) On note GL,(R) le groupe de Lie (réel) des matrices n x n réelles inversibles. Pour
(t,21,Y1, -+ Tn, Yn) € RQ”H, on pose

1 21 2o -+ x, t
1 Y1
1 I
H(taxlaylw"a'rn?yn): . Yn_1 y
. —
1 Un
1

les autres coefficients étant nuls. Montrer que I'application § : R*"*! — GL,(R) est un
plongement C*°; dont I'image H est un sous-groupe de Lie de GL,(R). Montrer que pour

tous X, Y, Z dans l'algébre de Lie de H, on a [[X,Y],Z] = 0. On note 0 le vecteur nul de
R2n+1'

(ii) Une forme différentielle w sur H est dite invariante a gauche si pour tout g dans H,
en notant Ly : H — H la multiplication a gauche par g, on a (Lg)*w = w. Montrer qu’il
existe une et une seule 1-forme différentielle 8 de classe C* invariante & gauche sur H telle
que (6*B)g = dt. Calculer a = 6*8 et a A (da)™™ (ou (da)™ est le produit extérieur de n
copies de dav). Le champ d’hyperplans formé par les noyaux de § est-il intégrable ?

(iii) On note Hz = H N GL,(Z). Montrer que la variété quotient Hz\H est une fibration
C* sur le tore T?", de fibre le cercle Si, qui admet une section C*.

(iv) Montrer que la variété quotient Hz\H posséde une (2n + 1)-forme différentielle ne
s’annulant en aucun point.
Pour n = 1, calculer les espaces de cohomologie de de Rham de Hz\ H.

On suppose que la dimension de M est 2n + 1. Soit « une 1-forme différentielle C*>
sur M telle que a A (da)™ ne s’annule pas sur M.

a) Montrer qu'il existe un unique champ de vecteurs Z sur M tel que iza soit la
fonction constante 1 et izda = 0.

b) Montrer que pour tout point = de M, il existe une carte locale (U, ¢) en z, de classe
C®, a valeurs dans R?"*! muni des coordonnées (t, 21, y1,. .., Tn, yn), telle que, dans cette
carte, Z = %. Dans les questions ¢) & e), on suppose que M = U est un ouvert de R?"+1.

¢) Montrer que la restriction w de da au sous-espace N de M d’équation ¢t = 0 est une
2-forme différentielle fermée, telle que w, soit une forme bilinéaire non dégénérée sur 1, N
pour tout z dans N.

d) Montrer que pour toute fonction f de classe C*> sur N, il existe un unique champ
de vecteurs X de classe C* sur N tel que iyw = df.

e) Montrer que, pour tout point x de N, il existe un voisinage V' de x, des champs de
vecteurs X, Y de classe C* sur V et une application ¢ de classe C* sur V, tels que

o in = d:cl

e Lxgp=1

o iyw=dp

e wX,Y)=1
o (X,Y]=1.
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f) Montrer, par récurrence sur n, que pour tout point x de N, il existe une carte locale
en z sur laquelle
w=dxri Ndy; + -+ +dx, \dy, .

g) En déduire que pour tout point = de M, il existe une carte locale en x sur laquelle

a=dt+zidy; + -+ x, dy, .

Exercice E.162 (Cohomologie de grasmaniennes) On note Go(R?%) la variété grass-
manienne C® des plans vectoriels de I’espace vectoriel réel R* = R x R x R x R. On munit
R* de son produit scalaire euclidien usuel. On note GL2(R) le groupe de Lie (réel) des
matrices 2 x 2 réelles inversibles. On note U le sous-ensemble des plans vectoriels de R*
supplémentaires & R? x {0}2, et V le sous-ensemble des plans vectoriels supplémentaires
4 {0}2 x R2. On note U’ le sous-ensemble des plans vectoriels de R* ne contenant pas la
droite vectorielle R x {0}3, et V' le sous-ensemble des plans vectoriels de R* non contenus
dans I'hyperplan vectoriel {0} x R3.

(1) Calculer I'algébre de cohomologie de de Rham de GL2(R).
(2) Montrer que U NV est un ouvert de Go(R*) qui est C*°-difféomorphe a GLa(R).
(3) Calculer I'algébre de cohomologie de de Rham de U U V.

(4) Calculer les espaces de cohomologie de de Rham de U’, en regardant I’application
définie sur P par P+ (P @ (R x {0}%))*.

(5) Calculer les espaces de cohomologie de de Rham de V', en regardant 1'application
définie sur P par P +— PN ({0} x R3).

(6) Calculer les espaces de cohomologie de de Rham de Go(R?).

Exercice E.163 (Signature) Soit M une variété C> compacte orientée de dimension
4n > 4. Montrer que l'application

H>™(M) x H™M) —s R
(o], [8]) = Jyanp

est une forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée. Sa signature est appelée la signature
de M, et notée o(M). En déduire que si n = 4, et si H?>(M) est de dimension 1, alors il
n’existe pas de difféomorphisme de M renversant I'orientation. Que valent la signature de
Py(C), et de S x S’ pour S,5" des surfaces compactes connexes orientées de genre g et ¢’
(ou le genre g de S est I'unique entier tel que S soit C*°-diffeomorphe a T?)?

Exercice E.164 (Géométrie différentielle des quadriques) Le but de ce probléme
est d’étudier la géométrie différentielle des quadriques réelles affines et projectives. Les
parties I, III, IV, V du probléme ci-dessous sont indépendantes, et pourront étre traités
dans n’importe quel ordre. Seule la derniére question de la partie VI dépend de la partie
V.
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Rappels : Si E et E' sont des espaces vectoriels, si R est une forme quadratique sur £,
et si f: B — E’ est une application linéaire, on notera f*R la forme quadratique sur F
définie par f*R (x) = R(f(z)) pour tout x dans FE.

Si M est une variété C*>°, X un champ de vecteurs C* sur M, et w une k-forme
différentielle C* sur M, on note ixw la (k — 1)-forme différentielle C* sur M définie par

VeeM, VXi,...,Xp_1 €T, M, (in)a:(Xlg- . .,kal) = wx(X(x),Xl,...,Xk,l) .

Notations : Pour tout n dans N, on note S,, = {(to, t1,...,t,) € R"™1 : 24... 412 =1}
la sphére usuelle de dimension n.

Soient p et ¢ dans N avec p non nul. On note E = E,, , I'espace vectoriel RP x R?, muni
de sa base canonique, de coordonnées (z1,...,Zp, Y1, --,Yq)-

On note Q = Q4 la forme quadratique sur E définie en posant, pour tout x =
(1, ., Tp, Y1, ..., Yq) dans E,

Q) = af b ad—yf o

On note O(p, q) le sous-groupe de GL(E) constitué¢ des automorphismes linéaires g de E
préservant la forme quadratique @ (c’est-a-dire tels que ¢*Q = Q). On note M = M, , le
sous-ensemble des points = de E tels que Q(z) = 1.

L’espace projectif de I'espace vectoriel R x RP x R? est noté P = P, et est muni de
sa structure de variété C* usuelle. On note [xg: 1 :...:Zp Y1 : ... Yy les coordonnées
homogénes sur P. On identifie E avec son image dans P par I’application

(@1, Zpy Y1y s Yg) = (Lot i@ iy o 1Yyl

et on note M = Mp,q l'adhérence de M dans P.

(1) Montrer que M est une sous-variété C* de E. Quelle est sa dimension ?
(2) Montrer que M est une sous-variété C* de P. Quelle est sa dimension ?
(3) Montrer que M — M est une sous-variété C>° de P. Quelle est sa dimension ?

Partie II| On suppose que p, ¢ > 2 dans cette partie. Pour tout = (z1,...,2p,y1,...,Yq)
dans M, on pose

0 0 0 0 0 0
——x1—, Blx)=ypo— —y1—, Cla) =y1— + 21— .
1 ( ) y26y1 un By ( ) y1 071 18y1

(1) Montrer que A, B et C sont des champs de vecteurs C* complets sur M. Calculer le
flot de C, et le crochet [A, C] des champs de vecteurs A et C.

(2) Pour tout = dans M, on note A le sous-espace de T, M engendré par A(x), B(z), C(z).
Montrer que sur 'ouvert U des points z = (21,...,2p, Y1, . .., Yyq) dans M tels que z1y; # 0,
I’application A : x — A, est un champ de 3-plans de classe C*°, qui est intégrable.

Partie III| On note O(p) x O(q) le sous-groupe diagonal par blocs de O(p,q) dans la
décomposition R = R?P x RY.

(1) Montrer que O(p, g) est un sous-groupe de Lie du groupe de Lie GL(E), et que O(p) x
O(q) est un sous-groupe de Lie de O(p, ¢). Quelle est la dimension de O(p,q) ?
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(2) Montrer qu’il existe un sous-groupe de Lie H de O(p,q) tel que la variété M soit
Ce°-difféomorphe a la variété homogeéne O(p,q)/H.

(1) a) Montrer que M se rétracte par déformation forte sur M N (RP x {0}).
b) Calculer la cohomologie de de Rham de M.

(2) a) Montrer que si G est un groupe fini agissant librement par C*-difféomorphismes
sur une variété de classe C* connexe orientée N, alors la variété C*° quotient G\N est
orientable si et seulement si les éléments de G préservent I'orientation.

b) Montrer qu’il existe un revétement C* & deux feuillets de S,_1 x S, dans M.

¢) Quand M = M, , est-elle orientable ?

(3) a) Montrer que V. = M — M N (RP x {0}) se rétracte par déformation forte sur M — M.
b) Montrer que si ¢ > 1, alors M NV a la méme type d’homotopie que Sp—1 X Sq—1.
c) Calculer la cohomologie de de Rham de Mg et Mo .

On note sl(R) Dalgebre de Lie du groupe de Lie SLo(R), et @' la forme
quadratique X + — tr X2 sur sly(R).

(1) Montrer qu’il existe un isomorphime linéaire 6 de sly(R) dans E; o tel que 0*Q12 = @',
qui est unique modulo postcomposition par un élément de O(1,2).

(2) En notant Ad : SL2(R) — GL(sl2(R)) la représentation adjointe de SLa(R), montrer

que I'application g +— 6o (Ad g) o #~! induit un isomorphisme p du groupe de Lie quotient
PSLy(R) = SLa(R)/{£Id} sur la composante neutre de O(1,2).

(3) On rappelle que le groupe de Lie PSLy(R) agit par C*°-difféomorphismes sur I'ouvert
H={z€C : Imz >0} par
a b az+b
+ .
( <c d)’z)'_)cz—i—d

Montrer qu’il existe une application ¢ : H — Mj 2, envoyant le point ¢ de H sur le point
(1,0,0), d'image une composante connexe de M 2, qui est un C*°-difféomorphisme sur son
image, et qui est équivariante pour p, au sens que pour tout g dans PSLa(R) et z dans H,

on a ¢(g 2) = p(g)p(2).

Partie VI| Onsuppose p > 1. On note w la forme différentielle dxi A- - -Adx, Ady1 A- - -Adyq
sur E.

(1) Quel est I’ensemble des éléments g de GL(E) tels que g*w = w?

(2) Montrer qu’il existe un champ de vecteurs complet X de classe C*> sur E, tel que pour
tout x dans M, le vecteur X (z) soit orthogonal, pour la forme bilinéaire associée a @, a
I'espace tangent T, M, et vérifie Q(X (z)) =1 et X(1,0,0,...,0) = 8%1.

(3) Soient N, N’ deux variétés C>*, g : N — N’ un C*°-diffeomorphisme local, Z un
champ de vecteurs C* sur N’ et a une forme différentielle C>° sur N’. Montrer que
g*(iza) = ig=z(g" ).

(4) En notant f : M — E l'inclusion, montrer que w’ = f*(ixw) est une forme volume sur
M, invariante par la composante neutre Og(p,q) de O(p,q) au sens que g*w’ = ' pour
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tout g dans Og(p, ¢). Montrer que deux formes volumes invariantes par Og(p, ¢) sur M sont
proportionnelles sur chaque composante connexe de M.

(5) On reprend les notations de la partie V, avec p = 1,q = 2. On note D la partie de H
définie par
D={z€C : Imz>1, [Rez| <1}.

/ o W .
D

Exercice E.165 (Espace symétrique de SL,(R)) Soit n un entier positif non nul. Pour
toute matrice X, on note ‘X la matrice transposée de X. On note M,,(R) (resp. M, 1(R))
I'algebre réelle (resp. 'espace vectoriel réel) de dimension finie des matrices réelles de taille
nxn (resp. n x 1), SL,,(R) le groupe de Lie réel des matrices réelles n x n de déterminant
1, et SO(n) le sous-groupe de Lie de SL,(R) des matrices g de déterminant 1 telles que
g~ ! = tg. On note I,, la matrice identité de M,,(R) et S,,_1 la sphére

Calculer

Snflz{(l'l,...,l‘n)ERn : ;p%++xi:1}

On note &, le sous-ensemble de M,,(R) formé des matrices symétriques définies posi-
tives de déterminant 1.

(1) Montrer que pour tout « dans &,, le sous-ensemble E, des éléments X de M,, 1(R)
tels que ‘X2 X = 1 est une sous-variété de codimension 1 de M,,1(R), difféomorphe &
Sp—1. Quel est I'espace tangent a E, en un point X de E, 7

(2) a) Montrer que &, est une sous-variété connexe de M,,(R). Quelle est sa dimension ?

b) Pour tout g dans SL,(R), on note g : &, — &, 'application x — gz g ; montrer que
g est un C*°-difféomorphisme de &,. a
~ ¢) Montrer que &, et la variété quotient SLy,(R)/SO(n) sont C*°-difféomorphes.

d) On considére la réunion disjointe En = e ¢, L et Vapplication canonique En — Ens
qui & un élément de E,, associe x. Montrer qu’il existe sur I’ensemble &, une unique structure
de variété C* telle que 'application canonique gn — &, soit une fibration C*° de fibre
Sp_1, et telle que la structure de variété sur E, coincide avec celle définie par la sous-variété
E.. de la variété 5~n pour tout z dans F,.

(3) Soit v une forme différentielle C* sur &,.

a) Montrer que G, = {g € SL,(R) : g*a = a} est un sous-groupe de Lie de SL,,(R).
Quelle est son algebre de Lie? ;

b) Construire une 1-forme différentielle exacte telle que G = SO(n).

(4) Une forme différentielle a sur &, est dite invariante si G, = SL,,(R).

a) Soit s : &, — &, l'application x — x~!. Montrer que s est un C*-difféomorphisme
de &,, et calculer sa différentielle en la matrice I,,.

b) Montrer que si « est une forme différentielle invariante, alors da et s*a aussi.

c) Montrer que toute forme différentielle invariante sur &, est fermée.

(5) Soit k un entier positif non nul, et p : Z¥ — SL,(R) un morphisme de groupes.
a) Pour tout v dans Z*, tout (t,g) dans R¥ x SL,(R) et tout (¢,z) dans R¥ x &,, on
pose v - (t,g) = (t +v,p(7)g) et v- (t,x) = (t + v, p(7y) (x)). Montrer que ces formules
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définissent des actions libres et propres par C®°-diffeomorphismes de ZF sur les variétés
C> produits R¥ x SL,(R) et R* x &,.

b) On note M et N les variétés C® quotients ZF\(R* x SL,(R)) et ZF\(R* x &)
respectivement. Montrer qu’il existe une fibration C* de M dans N, de fibre SO(n).

¢) Montrer qu’il existe un feuilletage F de classe C* sur M dont les feuilles sont les
images par la projection canonique de R¥ x SL,,(R) dans M des sous-espaces R¥ x {g}
pour g dans SL,(R). Donner un exemple de p pour laquelle F posséde toutes ses feuilles
compactes (resp. toutes ses feuilles non compactes, resp. une feuille qui ne soit pas une
sous-variété de M).

Exercice E.166 (Forme de Ké&hler de P,(C)) Pour tout n dans N, on note S, =
{(to,t1,...,tn) € R* 2+ ... +#2 = 1} la sphére usuelle de dimension n, et P, (C)
I'espace projectif complexe de C"*!. Dans cet exercice, les formes différentielles sont a
valeurs complexes. En particulier, si f : M — C est une application C* sur la variété M
a valeurs complexes, alors df est la forme différentielle (a valeurs complexes) définie par

df =d(Re f)+id(Im f).
(1) Calculer les espaces de cohomologie de de Rham de S; x Sy et de Sg x Sy.

(2) On considére un entier n > 1. On note [zo : 21 : ... : 2] les coordonnées homogénes
dans PP, (C). Pour p € {0,...,n}, on note U, l'ouvert des [zp : 21 : ... : 2] € P,(C) tels
que z, # 0.

a) Pour p,j € {0,...,n}, on note up; : U, — C lapplication [z9 : 21 : ... : 2] —
zj/%p, €t p : Up — C lapplication [z0 : 21 ... 1 2] = 377 |2j/2p|*. Montrer que ces
applications sont de classe C*°.

b) On note i le nombre complexe imaginaire pur usuel. Soit

. n . n
i i 7 L
Wp = 87 E :dup,j Ndup; — ? E , Up,j Up e dtp s A\ dUp 5 .
P =0 P jk=0

Montrer qu’il existe une 2-forme différentielle w de classe C* sur P,(C) telle que
w|y, = wp pour tout p = 0,...,n.

¢) Montrer que w est fermée.

d) On définit w! = w et par récurrence w™ = w™ ! Aw pour tout entier m > 2. Montrer
que w™ est une forme volume sur P, (C).

e) Montrer que w n’est pas exacte, et que sa classe de cohomologie dans H?(P,(C))
engendre (en tant qu’algebre réelle) l'algebre H* (P, (C)).

(3) En déduire que les variétés Sy x Sy et P3(C) ne sont pas homéomorphes.

(4) On munit P, (C) de lorientation, dite usuelle, telle que 'application de Uy dans C™
définie par e — (ug,1(®), up2(e),...,upn(®)) soit un diffcomorphisme préservant l'orienta-
tion.

a) Comparer cette orientation et celle pour laquelle w™ est une forme volume positive.

b) Pour marquer la dépendance en la dimension, on pose w[n] = w. Si fr, : Px(C) —
P, (C) est I'inclusion standard [z : 21 : ... 2] — [20: 21 ... 2 : 0:...: 0], montrer
que fyr est un plongement C* et comparer f,;"n(w[n]) et wk].

c) Calculer fIP’l(C) fipw.
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(5) On rappelle que P'action linéaire de SU(n + 1) sur C"*! induit une action C* du
groupe de Lie SU(n+-1) sur P,,(C). Pour tout g dans SU(n+1), on note g le difféomorphisme
associé. Pour tout g dans SU(n + 1), que peut-on dire de g*w?

Remarque. La 2-forme différentielle w s’appelle la forme de Kdihler standard de P, (C) (mais
plusieurs conventions différent, surtout a un facteur 2 pres).

Exercice E.167 (Espaces de configurations) L’espace vectoriel R™ est muni de sa
norme euclidienne usuelle || - ||. On note S, la sphére unité euclidienne de R™*1.

Soient M une variété différentielle C* et k un entier positif non nul. Notons X (M)
I’ensemble des k-uplets de points deux a deux distincts de M.

(1) Montrer que X3 (M) est une sous-variété de la variété produit M*¥, et que pour
1 <i <k, application (x1,...,zx) — x; de X;(M) dans M est une submersion C.

(2) Soit n un entier positif non nul, montrer que si k > 2, alors l'ensemble des éléments
(1,...,2k) de Xi(R™) tels que Zf,j:l ||x; —x;]|* = 1 est une sous-variété C* de X (R™).

(3) Le groupe symétrique & agit par permutation des composantes sur Xy (M), et
on pose Yy (M) = &\ X;(M). Montrer qu’il existe une unique structure de variété dif-
férentielle C*° sur Yi(M) telle que la projection canonique Xj(M) — Yi(M) soit une
submersion C*°.

(4) Soit m un entier positif non nul. Le groupe orthogonal G = O(n + 1) agit sur
Xo(Sy) par (g, (z,y)) — (g, gy). Montrer que toute orbite O de G dans X»(S;,) est une
sous-variété C*> de Xo(S,), et qu'il existe un sous-groupe de Lie H de G tel que G/H et
O soient C*°-difféomorphes. Est-ce que H, & isomorphisme de groupes de Lie prés, dépend
de 'orbite O7?

(5) Soit n un entier au moins égal a 2. Soit s : S; — R™ 'application définie par (z,y) —
(x,y,0,...,0), montrer que l'application o : S; — Xo(R"™) définie par = — (s(z), —s(x))
est un C*°-plongement. Pour tout entier positif ou nul p, calculer les espaces de cohomologie
de de Rham HY, ,(X2(R™)) et HY, 5 (X2(R™) — o(Sy)).

(6) Soit n un entier positif non nul, montrer que 'application p, de X2(S,,) dans S,
définie par (z,y) — ﬁ est une fibration C*°. Pour tout entier positif ou nul p, calculer

HY, 1 (X2(Sh)).

Exercice E.168 (Crochet de Poisson) Si E est un espace vectoriel réel de dimension
finie, d’espace vectoriel dual E*, on rappelle qu'une forme bilinéaire alternée ou symétrique
f: ExFE — R est non dégénérée si 'application de F dans E*, qui & x € E associe la
forme linéaire y — f(x,y), est injective ou, de maniére équivalente, un isomorphisme.

On dit qu’une 2-forme différentielle w sur une variété différentielle M de classe C*° est
non dégénérée si pour tout x dans M, la forme bilinéaire alternée w, sur T, M est non
dégénérée.

On rappelle que si X est un champ de vecteurs C™ sur M, et si w est une (p+ 1)-forme
différentielle C*° sur M avec p € N, alors i xw est la p-forme différentielle C* sur M définie
par

VoeeM, VXi,...,X, e T.M, (ixw)e(Xi,...,X,) =w.(X(z),X1,...,X,) .
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Soient M une variété différentielle C*>, et w une 2-forme différentielle C* non dégénérée
sur M.

(1) Soit n un entier positif non nul. On suppose dans cette question que M = R"™ x R™,
et on note (x1,...,Zn,Y1,...,Yn) les coordonnées canoniques sur M. Montrer que

Q, = Zn: dx; N\ dy;
=1

est une 2-forme différentielle C*° non dégénérée et exacte sur M.
(2) Pour toute application f : M — R de classe C*°, montrer qu’il existe un unique
champ de vecteurs Xy de classe C*° sur M tel que

inw = —df .

B)SIiM=R"xR", w=Q, et f:(x1,...,Tn, Y1, Yn) — %Z?:l x? +y2-2, calculer
Xy.

(4) Montrer qu'une application f : M — R de classe C* est constante sur chaque
courbe intégrale de X.

(5) On suppose que M = G est un groupe de Lie, et que w est G-invariante (c’est-a-dire
que (Lg)*w = w pour tout g dans G, ol Ly :  +— gx est la translation & gauche sur G). Si
f G — R est un morphisme de groupes de Lie, montrer que Xy est un champ de vecteurs
invariant a4 gauche.

Réciproquement, si X est un champ de vecteurs invariant a gauche, est-ce que f :
G — R est un morphisme de groupes de Lie? Si G = GL,(C), montrer qu’il existe une
2-forme différentielle non dégénérée w telle que we(X,Y) = Im (tr(X Y™)), ou tr est la
trace et Y* la matrice adjointe, et si f = Im det, calculer X(e). Est-ce que w est alors
fermée ?

(6) Si f et g sont deux applications C*> de M dans R, on appelle crochet de Poisson,
et on note {f, g}, Iapplication & — w,(X¢(x), X4(x)) de classe C*. Montrer que

{fag} = _{gaf} y
{f,9} = dg(Xy) = —Lx,(f) ,
{frgh} ={f,9th+{f h}g,

cette derniére identité s’appelant 'identité de Leibnitz.

(7) Soient f,g : M — R de classe C*°, montrer que g est constante sur les courbes
intégrales de X si et seulement si {f, g} = 0.

(8) a) Pour tous les champs de vecteurs X,Y de classe C* sur M, montrer, en com-
mencant par les O-formes différentielles et leurs différentielles, ’égalité suivante entre ap-
plications de Q(M) dans Q(M) :

i[X,Y] = ,CX Oiy —iy O,CX .
b) On suppose que w est fermée. Soient f,g,h: M — R de classe C*, montrer que
(X1 Xo] = X109y
et que
{f:{g,n}t} +{g,{h, [}} +{h.{f.9}} =0,

cette derniére identité s’appelant 1'identité de Jacobi du crochet de Poisson.
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6.8 Indications pour la résolution des exercices

Schéme E.136 C’est une application du théoréme de dérivation des fonctions composées.
Pour tout x dans M et X dans T,.M, on a

(f*dg)+(X) = dgf(x)(T:cf(X)) = Tf(x)g(T:cf(X)> =Ty(go f)(X)=d(go f)a(X) .
Schéme E.137 (1) Pour tout z dans X et Xi,...,X,, dans T, M, on a

@ (ixw)a (X1, .., Xn) = (ixw) @) (Top(X1), . .., Top(Xn))

= Wy (a) (X (p(2)), Tep(X1), - - -, Tep(Xn))
= (¢*w)e ((Top) ' X (p(x)), X1, - ., Xn)
(i x (97w))a (X1, ., Xi) -

(2) L’assertion (iv) découle alors de I’assertion (iii) en utilisant la commutation de la
dérivation extérieure et de I'image réciproque (¢*(dn) = d(¢*n) pour toute forme différen-
tielle n sur N).

Schéme E.138 (1) C’est la définition.
(2) C’est la formule de I'exemple (2) & la fin du paragraphe sur la différentielle exté-
rieure.

(3) Comme Lx (dz;) = d(X;) =377, a;pl dz;, il vient

EX(dxl/\---/\dxn):Z dzy A - A Lx(dai) A Aday,

_Z Ldxy A Adap A A day,
axl

:(dle)dxl/\‘--Ad:rn.

Schéme E.139  L’application w + (wjaz,)ies est un isomorphisme de l'algebre Q(M)
dans I'algébre produit [, ; Q(M;), qui commute avec les différentielles. Le résultat s’en
déduit par passage au quotient.

Schéme E.142 (1) Soient M une variété C*>°, N une variété orientée C* et p: M — N
un revétement C*. Soit A I'ensemble des cartes (U, ¢) de M telles qu’il existe une carte
orientée (V1)) de N telle que py : U — V soit un difféomorphisme C>°, et ¢ = pop;;. Il est
immédiat que A est un atlas de cartes sur M, orienté (car ses changements de cartes sont
des changement de cartes orientées de N). Par définition, p préserve l'orientation, et tout
atlas de carte orienté maximal sur M tel que p préserve 'orientation contient A. Le résultat
en découle. De plus tout automorphisme de revétements préserve donc ’orientation.

(2) Si G\ M est orientée, alors G, qui agit par automorphismes de revétements, préserve
l'orientation. Si G préserve une orientation et si w : M — G\ M est la projection canonique,
alors l'atlas des cartes (7(U), ¢ o 7r|?]1), ot (U, p) est une carte locale de M telle que )y
soit un difféomorphisme de U sur un ouvert de G\ M, est orienté, et convient.

(3) Le groupe Z /27 agit librement mais en ne préservant aucune des deux orientations
sur anneau S x R, par (¢%,t) (ei(9+”), —t). Donc par la question (2), le ruban de
Mobius (S; x R)/(Z/2Z) n’est pas orientable.
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(4) L’action par antipodie du groupe Z/27Z sur la sphére S,, (munie de son orientation
usuelle) préserve une orientation si et seulement si n est impair. Donc par (2), 'espace
projectif P, (R) = S,,/(Z/27) est orientable si et seulement si n est impair.

(5) Soit M l’ensemble des couples (z,¢) o z est un point de M et & une des deux
orientations de T, M, et 7w : M — M Dapplication (r,e) — x. Si f : E — F est un
isomorphisme d’espaces vectoriels réels de dimension finie, et & une orientation de E (par
exemple la classe d'une base B de E), notons f.e l'orientation image par f de € (par exemple
la classe de la base f(B) de F'). Soient e_ et £ les deux orientations de R™. Pour toute
carte locale (U, ) de M a valeurs dans R", notons ¢+ : p(U) — M la bijection sur son
image définie par y — (¢~ (y), (T ¢ 1)«(ex)). Munissons M de la topologie la plus fine
rendant continue les applications ¢+. Comme pour la construction du fibré tangent (voir
la partie 3.3), on montre que I'atlas formé des (¢ (p(U)), p3!) sur I'espace topologique M
définit une structure de variété C* sur M, telle que 7 : M — M soit un revétement a deux
feuillets, qui est orientable. Le groupe 7/27 agit librement sur M par (z,€) — (z, —€),
ol —¢ est 'orientation opposée de ¢, et 7 : M — M induit par passage au quotient un
C*-diffeomorphisme de M /(Z/2Z) dans M. Un argument de connexité par arc montre que
si M est connexe non orientable, alors M est connexe. Si M est connexe, et si 7 : M= M
est un autre revétement orientable a deux feuillets, alors 'application p se reléve par 7 en
une application p: M — M, qui est un isomorphisme de revétements.

Schéme E.144 (1) Dans dw, tous les termes donnent, aprés étre réordonnés, un facteur
dxy A ... ANdz,. Ainsi,
dw=ndxy N...N\Ndx,.

Pour calculer A*w, on peut utiliser une méthode astucieuse ou une méthode calcula-
toire, cette derniére étant plus & méme d’étre utilisée dans d’autres situations. Notons que
A*(dz;) = > ; Ajjdaj, si bien que

A*(dzy A Adxy A ... A dzy)

= ZZ‘LZI (ZU:[l,n]—{i}%[l,n}—{k} E(U)Ala(l) . Ano.(n)) d.ﬁUl AL A CT"-E\]C FANRAN d.’En

Le coefficient qui apparait, soit Cji, est le déterminant de la matrice formée & partir de A
en retirant la i-éme ligne et la k-éme colonne. -

Comme A*(x;) = > Ajrzy, on obtient finalement, en notant wy = dxy A ... A dxg A
... Ndxy, que

A* (Eznzl(_l)i_lxiwi) = Zi,k,r(_l)i_lAirerikwk
= 2221(—1)]{71 (Z?:l (Z?zl(_ly%tckiflik) mr) Wk -

La matrice (—1)”’“ tC est la transposée de la comatrice de A, donc son produit avec A
donne det(A)Id. Finalement, il reste que A*w = det(A)w.
Pour une méthode plus rapide, remarquons que

w(x).(&, e 7§n—1) = det(m,fl, oo 7§n—1) .
Ainsi,
(A*W)(@).(E1s - En1) = w(AD).(ALy,..., Ay 1) = det(Az, ALy, ..., A&y 1)

= det(A) det(z, &1, ..., &n—1) = det(A)w(z).(&1, .- ., En—1)
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c’est-a~dire A*w = det(A)w.

Schéme E.145 (1) Si y1,...,Ym est une autre base de W, il existe une matrice A dans
GL(W) envoyant z; sur y;. Alors y1 A+ Ayp = (det A) x1 A+ A Zppy.

Ainsi, Papplication W + [z A -+ A x,,] est bien définie. Pour montrer qu’elle est
injective, il s’agit de voir que, si 1 A -+ A Xy, = @Y1 A -+ A Ym, alors Vect(zq,...2zp) =
Vect(y1, ..., Ym). On compléte xq,...,x,, en une base x1,...,2,. On peut écrire y; =
Z Qi 5. Alors

n
Yi N1 N Nxp = Z Qi T NT1 N\ N\ T
j=k+1
Mais y; Ax1 A--- Axg = ay; Aya A -+ - Ay = 0. Par conséquent, a;; = 0 pour j > k. Ainsi,
y; € Vect(xy,...,xx), ce qui conclut.

(2) Soit P l’application de Pliicker. On va montrer que c¢’est un difféomorphisme local
en chaque point de G,,(E*). Quitte a faire un changement de coordonnées linéaire a la
source et au but, il suffit de travailler au voisinage de W = Vect(ey, . .., en) (avec P(W) =
[1:0:...:0]).

La coordonnée canonique de G,,(E*) au voisinage de W est donnée par ¢ : A —

Im ( {Z{ ) lorsque A € M,;,_j ;. Une base de ¢(A) est e; + Aeq, ..., em + Aey. On peut

écrire
(e1+Aer) A A(em+Aep) =er A= ANep + Z ar(A)ey,
I?é{l77m}

ot les fonctions ay sont polynomiales en A (et donc C*°). Dans les cartes, 'application P
est donnée par Q : A~ (ar(A))r2(1,..m}; elle est donc polynomiale.
Calculons la dérivée de @ en 0. On a

(e1+ Aer) Ao Alem + Aem) =1 Av- Aem+ > et A= AAe A e + O(||A] ).
i=1

Mais Ae,' = Ej Ajiej+m. Ail’lsi, on(A) = ((—1)miiAji6{17...7g7...,m,j+m}). Cette différen-
tielle est injective.

Ainsi, P est une immersion injective. Elle est propre puisque G,,(E*) est compact. C’est
donc un plongement C°°.

(3) Siw = w1 Axg avec (1, z2) libre, alors w est non nulle et wAw = 0. Réciproquement,
soit w telle que w # 0 et w Aw = 0.

Le théoréeme de réduction des formes bilinéaires antisymétriques assure qu’une forme
bilinéaire alternée peut s’écrire dans une certaine base avec une matrice de 0 et des blocs
0 -1
1 0
ce qui est absurde. S’il y a exactement un bloc diagonal, alors w = x1 A z2 et on a gagné.
Enfin, s'il y a deux blocs diagonaux, alors w = 1 A x2 + 3 A x4 o (21, x2, x3,x4) forme
une base de E*. On obtient w A w = 221 A xa A x3 A x4 # 0, ce qui est encore absurde.

(4) Une 2-forme non nulle

diagonaux de la forme . S’il n’y avait aucun bloc diagonal, on aurait w = 0,

w = aige1 N\ eg +asies N\ ey + ajgeq; N\ eq + asses N\ es + asges N eq + asges N ey
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est dans I'image du plongement de Pliicker si et seulement si w Aw = 0, d’aprés la question
précédente. Mais

wANAw= 2(a12a34 “+ azragq + a14a23) e1 Ney Nesg/\ey.

Ainsi, 'image de P est donnée par la surface d’équation ajgas4 + asiag4 + aiqa93 = 0.
Dans les coordonnées indiquées dans 1’énoncé de ’exercice, cette équation devient a:% +
o3+ 23 = y? +y3 + y3. Ainsi, Go(R?) est diffeomorphe a la sous-variété

E={lx1:x:23:9y1:y2:y3) EP5(R) : a? + a3 + 22 =3 + 92 + 95}
Cet ensemble est le quotient de Sy x So par I'action diagonale de Z/27Z.

Schéme E.146 C’est simplement le théoréme classique de réduction des matrices antisy-
métriques dans les bases orthonormées, qui affirme qu’une matrice antisymétrique peut se
réduire, dans une base orthonormée, en une matrice diagonale par blocs avec des blocs de

la forme By = ( 2\ _0)\ )

Ce théoréme peut se démontrer en complexifiant, en vérifiant que les valeurs propres de
A sont nécessairement imaginaires pures et que ’orthogonal d’un espace propre est stable
par A. Pour revenir au cas réel, on remarque que si u + iv est vecteur propre de A pour

une valeur propre ia, alors v + iu est vecteur propre pour —ia.
(2) On calcule :

T wAT*w = Adxy N dxg Adxs A dry + pdes A\ drg A dey A doo
= ()\ + M)dl‘l Adxo N drs N dxy.

Comme T~ est de déterminant 1, on en déduit que
wAw=T"(T*'wAT*w) = (A + p)dzy A dxy Adzs Adzy .

(3) Soit A la matrice de w, digonale par blocs dans une base orthonormale bien choisie,
avec des blocs By et B,,. Matriciellement, 'égalité T*w = w pour T' € SO(4) se traduit
par TAT—! = A. Aprés complexification, la matrice A posséde 4 valeurs propres distinctes
i\, —i\, ip, —ip. En particulier, ses espaces propres sont stabilisés par 7. En revenant en
réel, on obtient que T stabilise Vect(ej,e2) et Vect(es,eq), et elle est donc diagonale par
blocs avec deux blocs 11,75 € O(2).

L’un des deux coefficients A et i est non nul, mettons A # 0. On identifie les coeffi-

. . b
cients dans ’équation 71 By = B)\T1, et on trouve que T est de la forme ( _ab a ) Par

conséquent, det(Ty) = a? + b% > 0, donc T € SO(2). Réciproquement, toute matrice de
SO(2) commute avec By. Comme det(73) = det(77), on a aussi Th € SO(2).
Finalement, I’ensemble des matrices recherché est SO(2) x SO(2).

Schéme E.149 (1) Quand on développe w)", tous les termes vont se simplifier car il y

aura répétition d’'un dx;, a 'exception de w1 = a1 ...a, dxy A... ANdxa,. Il y a n! maniéres
de I'obtenir, et le réarrangement est toujours pair, si bien que wj =nla;...a, w;.
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(2) Faisons les calculs en coordonnées, en considérant une base de E et la base duale de
E*, si bien que 'accouplement est donné par (p,u) = >, pju;. Ainsi, w(q,p) = >, pidg;.
La formule de la différentielle extérieure en coordonnées donne dw(q,p) = Y dp; A dg;, i.e.

dw(q,p)-((ur,v1), (uz,v2)) = Y (01)i(ua)i = (v2)iur)i = (v1,uz) — (v, ua).

7

La notation dp A dg est un peu trompeuse : appliquée a ((u1,v1), (uz,v2)), on voudrait
écrire formellement que cela donne vius — vouq, sauf que 'on a affaire a des vecteurs et
pas des nombres. Cependant, comme il y a un accouplement naturel entre les espaces, on
est tenté d’interpréter viug comme (v, ug), ce qui correspond bien a la formule correcte.
Plus formellement, on peut interpréter dp comme une 1-forme différentielle a valeurs dans
E* et dq a valeurs dans FE, si bien que dp A dq serait une 2-forme & valeurs dans F* ® F.
L’abus de notation est 1a : on suppose implicitement que I’on applique en plus directement
I’accouplement £* ® £ — R.

Remarque. Dans le méme genre, on écrit souvent w = pdq, qui s’interpréte de la méme
facon.

(3) Un changement local de coordonnées permet de se ramener a la question précédente.
En changeant I'ordre des coordonnées, on vérifie de plus que dw est égale a la forme wq de
la premiére question avec ag = ...a, = 1, ce qui montre que (dw)™ est partout non nul.

Schéme E.150 L’implication = est évidente. Pour I’autre implication, montrons d’abord
le résultat au voisinage d’un point p arbitraire. Comme w(p) # 0, on peut le compléter

par wa,...,wy, en une base du dual de R"™. Comme le fait d’étre une base est ouvert,
(w(x),ws,...,wy) reste une base pour x proche de p. Décomposons dw sur la base des
w; A wj (pour i < j, et en notant w; = w). Comme dw A w = 0, on obtient que les

coefficients des w; A w; sont nuls pour 4, j > 2, c’est-a-dire dw = 6 A w pour un certain 6.

Pour chaque point p, on a construit un ouvert U, voisinage de p sur lequel dw = 6, Aw
pour une certaine 1-forme 6,. La théorie des partitions de I'unité assure qu’il existe des
fonctions ¢, de classe C* a support dans U, telles que, au voisinage de chaque point, seul
un nombre fini de ces fonctions soit non nul, et avec y_ ¢, = 1. Posons alors 6 = > ¢,0,,
il vérifie bien dw = 0 A w.

Remarque. La fin de 'argument est si classique qu’elle s’abrége souvent par “on conclut
en prenant des partitions de I'unité”.

Schéme E.151 (1) Méme s’il existe des méthodes plus intrinséques, un calcul en co-
ordonnées est toujours str d’aboutir. En décomposant composante par composante, on
peut supposer que w(z) = f(x)dzr;. Alors w(Y) = f(x)Yi(x), si bien que X - w(Y) =
(X - /)1 + f(X - V7). De méme, YV - w(X) = (Y - /)X; + f(Y - X1). Finalement,
w([X,Y]) = f(X-Y-Y - -X) = f(X Y1 —Y - X;). En réunissant ces formules, on
trouve que

X w(Y) =Y - w(X) —w([X,Y]) = (X- Y1 — (Y - f)X1.

De plus, dw = =) ngjdml A dz;, si bien que
of
do(X,Y) = =3 2L (X1¥; = X¥i) = =XV - )+ Vi(X - f),
J
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Les deux expressions coincident bien.

(2) On peut écrire da; = Aag A ag, puisque en chaque point o A ag forme une base
de A%2(E)*. Pour identifier la fonction ), on applique I'égalité aux vecteurs (X1, X2), et on
obtient :

A= dOél(Xl,XQ) == X1 . Oél(XQ) — X2 . Oq(Xl) — al([Xl,Xg]).

Comme «1(X2) et a1(X7) sont des constantes, on obtient 0 en les dérivant suivant X; ou
Xo, si bien qu'il reste juste —aq ([ X1, X2]) = —a1(f X1 + gX2) = —f.

On procéde de méme pour aso.

(3) La méthode est exactement la méme que dans la question précédente, sauf qu’on
décompose do; sur la base des o A o (i < j), et qu'on obtient le coefficient de a; A o en
I'appliquant aux vecteurs (X;, X;).

Remarque. Il est beaucoup plus agréable de calculer des produits extérieurs de formes
différentielles que des crochets de Lie de champs de vecteurs. Cet exercice montre cepen-
dant que les deux points de vue sont complétement équivalents. Ainsi, dés que 'on a des
calculs & faire en géométrie, il est souvent profitable de prendre un point de vue “formes
différentielles”.

Schéme E.155 D’aprés la formule de Stokes sur les pavés, on a [5, w = [, dw.
Complétons v1,...,vp41 en une base vi,...,v, de 'espace. On peut alors écrire dw =
ZII\ZPH frdvr. SiI # Iy ={1,...,p+ 1}, la restriction de dv; & P est nulle. On obtient

donc . .
/ dw = / . / fIO (tlvl + -+ tp+11}p+1)d’l)1 c d?)p+1.
e t1=0 tp+1=0

Cette intégrale est équivalente & f,(0)eP. Autrement dit,

1
1m ——=
e—0 6p+1

/ w=dw(0).(v1,...,Ups1).
0P

Schéme E.156 L’application (z,y,z2) — (z,y + cosx, z 4+ sinx) est un diffécomorphisme
de R x (R? — {0}) sur R® — (R). Ainsi, ces deux variétés ont méme cohomologie. Comme
R x (R? — {0}) se rétracte par déformation forte sur Sy, cette cohomologie vaut donc R en
degrés 0 et 1, et 0 ailleurs, et la structure d’algébre graduée est celle de Sp, voir le corollaire
6.25.

Schéme E.157 (1) L’espace R x U se rétracte par déformation forte sur U. Comme
la cohomologie de de Rham est invariante par équivalence d’homotopie, cela démontre le
résultat.

(2) Soient U = R"" — (A x [0,00[) et V = R""! — (Ax] — 00,0]). Calculons la
cohomologie de U (et de V). L’identité de U est homotope a I'application (z, z) — (z, —1)
(par F(z,z,t) = (z,—14+t(z—1))), elleeméme homotope a (x, z) — (0, —1) (par G(z, z,t) =
(tz,—1)). Ainsi, la cohomologie de U est égale a celle du point.

Comme U NV = R — A x R, Iidentité de U NV est homotope & l'application
(x,z) = (x,0). Ainsi, le plongement de R” — A dans U NV est un isomorphisme en
cohomologie.

Finalement, U UV = R"" — A, On écrit alors la suite exacte de Mayer-Vietoris.
Pour p > 1, comme HP(U) @ HP(V) = 0 et HP*(U) @ HP*Y(V) = 0, on trouve que
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HP(UNV) ~ HPPH (U UV), c’est-a-dire HP(R™ — A) ~ HPTHR"! — A). En petit degré,
la suite exacte donne

0— HR"™ —A) > R? - HYR" — A) - H'(R"™ —A) - 0.

Mais R"*! — A est connexe, donc H?(R"*! — A) ~ R. La suite exacte ci-dessus donne donc
HY(R" — A) ~ HO(R™ — A)/R.

(3) Si V est de dimension s, alors R” — V' est diffeomorphe a R™ — (R* x {0}"7*) =
R% x (R"*—{0}). Par conséquent, il se rétracte par déformation sur la sphére de dimension
n—s—1.Sis<n—1onadonc H(R"—V)=Rsii=0oun—s—1,et0 sinon. Pour
s=n—1,0ona H(R"-V)=R? et H(R" — V) = 0 sinon.

(4)SiA=R"—Vyet B=R"—(V1U---UVj_1),ona AUB = R", qui a la cohomologie
du point. La suite exacte de Mayer-Vietoris donne alors H* (AN B) ~ H'(A)® H*(B) pour
i>0,et HY (AN B) ~ HY(A) ® H°(B)/R. On en déduit immédiatement par récurrence
que, si ¢ > 0,

dim H'(R" — (V3 U---UVg)) =Card{1 <j <k : dimV; =n—1—i}
tandis que
dim HOR" — (VAU ---UV;)) =1+ Card{1 <j <k : dimV; =n —1}.

(5) L’ensemble V' N S est soit vide, soit un point, soit une sphére de V' (suivant que
la distance de V' a {0} est > 1, = 1 ou < 1). Dans le premier cas, la cohomologie de
R™ — (SNV) est celle de R™. Dans le deuxiéme cas, c’est celle de S,,_;.

Il reste & traiter le cas ot SNV est une sphére de dimension s —1 (ot s = dim V). On
peut sans perte de généralité supposer que V' est le sous-espace vectoriel standard R® x {0},
auquel cas VNS =S,_; x {0}.

Calculons la cohomologie de R®* — S;_1. Si s > 2, cet ensemble a deux composantes
connexes. La premiére est contractile (et a donc ’homologie du point), tandis que la seconde
est difféeomorphe & R® — {0} (il manque le point & l'infini) et a la cohomologie de Ss_;.
Ainsi, H(R* =S, 1) =R?sii =0, Rsii=s—1, et 0 sinon. La question 2 donne alors
H{(R**1 —S, 1) =Rsii=0,1ou s et 0 sinon. Par récurrence, on obtient H*(R**P —S,) =
R sii=0,pous+p—1,et0sinon. Finalement, H*(R" — (SNV)) =R sii=0,n—sou
n — 1, et 0 sinon.

Supposons finalement que s = 1. Alors H*(R® —Ss 1) = R® si i = 0, et 0 sinon. En
remontant la dimension grace & la question 2, on obtient H (R® — (SNV)) =R sii =0,
R? sii=n—1, et 0 sinon.

Schéme E.158 (1) On a d(f*w) = f*(dw) = 0. Ainsi, f*w est fermée sur Sy,_;. Mais
H™(S2,—1) = 0. Elle est donc exacte. 1l existe donc 5 de degré n — 1 telle que f*w = df.

(2) Soit B’ une autre forme différentielle telle que dB’ = df. Alors B — 3 est fermée.
C’est une forme différentielle de degré n —1, et 0 <n—1 < 2n — 1 puisque n > 1. Comme
H"1(Sy, 1) = 0, elle est donc exacte : on peut écrire 8/ = 3 + du. Alors

/ﬁ//\d5/=/6/\d5+/du/\dﬁ.

Il faut donc vérifier que [ du A dB = 0. Mais du A d = d(u A dB). Ainsi,

/ duNdp = d(u/\dﬂ):/ uANdp =0,
SQn—l SQn—l

OSa2n—1
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puisque 0Ss,_1 = 0.

(3) Soit w’ une autre forme volume sur S, avec [w’ = 1. Alors [(w — w) = 0. Mais
lapplication “intégrale” est un isomorphisme entre H"(S,) et R, donc w’ — w est exacte :
il existe une forme différentielle v telle que W’ = w + d~.

Soit 3 telle que f*w = dB. Alors f*w’ = dfS + d(f*v). Par conséquent,

H(f. o) = / (B4 1) A(B+ 1) = H(fow)+ / Fyndg+ / Frd(f) + / BAA(f*).

De plus,
[ranas=[ransa= [£6 .

Comme v Aw = 0 car c’est une forme différentielle de degré 2n — 1 sur S,, cette intégrale
est nulle. De méme, f*~vy Ad(f*y) = f*(yANdy) =0.

Finalement, d(3 A f*y) = dB A f*y+ (—=1)""1BAd(f*y). Comme dB A f*y = 0, comme
ci-dessus, on obtient

[onairm = [agary= [  snass=o

0Son—1

Cela montre que H(f,w) = H(f,w’).
Schéme E.159 Si ¢ est un difféomorphisme local, on sait que

¢" (fwo) (@) = Jo(x) f((x))wo ,

ou J¢ est le jacobien de ¢, c’est-a-dure le déterminant de sa différentielle.

Ici, ¢ est la multiplication & gauche par une matrice M, qui est linéaire donc égale a sa
différentielle (le cas de la multiplication & droite est identique). Notons que le déterminant
de ¢ est polynomial en les coefficients de la matrice M. Ainsi, il suffit de le déterminer sur
un ouvert non vide pour le déterminer partout.

Soit F;; la matrice élémentaire qui a un 1 en position (4, j) et des 0 ailleurs. Quand M
est diagonale, M E;; = M;; E;;, si bien que dans la base des E;; la multiplication par M
est diagonale, et son déterminant est [[(M;;)™ = det(M)™. On en déduit le méme résultat
quand M est diagonalisable. Les matrices diagonalisables contenant un ouvert non vide
(ensemble des matrices a valeurs propres réelles deux a deux disjointes), on obtient la
méme formule pour M quelconque. Ainsi, Jp(A) = det(M)™, puis

¢ w(A) = det(M)" det(AM) "wp = det(A) "wp = w(A4),

c’est-a-dire w est invariante.
Pour 'unicité, si w(A4) = f(A)wp est invariante, on peut supposer que f(I,) = 1. En
écrivant la méme équation d’invariance que ci-dessus, on en déduit f(A) = det(A)™".

Remarque. Dés qu'un groupe agit transitivement (c’est-a-dire Vx,y,3g,g(x) = y) par
difféeomorphismes sur une variété, il y a de méme au plus une forme volume invariante par
le groupe sur cette variété, pour les mémes raisons.

Schéme E.160 (1) Notons U = M — {P} et V une petite boule autour de P. On va
appliquer la suite exacte de Mayer-Vietoris (en cohomologie & support compact) a U et V.
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Notons que H¥(V) ~ H"*(V) =R si k = n et 0 sinon. De méme, en utilisant d’abord la
dualité de Poincaré, puis le fait que U NV se rétracte par déformation forte sur S,,_1, on
a HYUNV)~H" KUNV)=Rsik=1oun et 0 sinon.

Le début de la suite exacte donne

0= H(UNV)—= HU)® H(V) - H(UUV) = HUNV) - ....

Mais H(UNV) = H)(V) = 0. Il reste 0 — HO(U) — HX(UUV) = R — .... La fléche
HY(U) — H2(U U V) n’est pas surjective puisquune fonction constante sur un voisinage
de P et a support compact est nulle. Ainsi, on a une suite exacte courte 0 — HO(U) —
HXY(UUV)—=R—0.

La fin de la suite exacte est
H!{UNV)— H}U)® H}(V)— H}UUV) — 0.

Comme la fleche H»(UNV') — HZ (V) est un isomorphisme (dans les deux cas, ces espaces
sont identifiés avec R par l'intégration des formes différentielles), on en déduit que j, :
HM(U) — H(M) est un isomorphisme.

Finalement, dans les degrés intermédiaires (et compte tenu de ce qui se passe en degré
0 et m), on a une suite exacte courte

0 — H¥U) — HYUUV) —0.

Autrement dit, j, est un isomorphisme en degré k.

(2) On peut utiliser la question précédente pour calculer la cohomologie a support
compact du tore privé d’un point. Cependant, il est plus rapide de remarquer que le tore
privé d’un point se rétracte sur un bouquet de deux cercles, et qu’il en va de méme de R?
privé de deux points. Ainsi, ces deux espaces ont méme type d’homotopie. Ils ont donc
méme cohomologie de de Rham. Par dualité de Poincaré, ils ont méme cohomologie a
support compact.

Cependant, ils ne sont pas difféomorphes. Par exemple, on peut regarder le nombre de
"bouts" (le nombre minimum de composantes connexes non compactes dans le complé-
mentaire d'un ouvert d’adhérence compact) : il y en a 1 pour le tore privé d’un point, et
3 pour le plan privé de deux points.

Schéme E.164 (1) L’application f : E — {0} — R, restriction de @, est C*®
car polynomiale, et sa différentielle en un point = (x1,...,2p, Y1, ..., Yq) est Papplication
linéaire

p q
(X1, Xp Y1, V) 2 2w X —2) Y,
i=1 j=1

qui est non nulle, car x # 0, donc surjective car R est de dimension 1. Donc f est une sub-
mersion, et comme p est non nul, 1 est dans I'image de f (on n’oubliera pas de vérifier cette
condition, sinon M serait vide, et la formule de la codimension ne serait pas satisfaite).
Donc par le théoréme des submersions, M = f~!(1) est une sous-variété C> de E — {0},
donc de E, de codimension 1, donc de dimension p + ¢ — 1.

(2) 11 est immeédiat que M est ensemble des [zg : @1 : ... 1@t y1 ¢ ... 1 y,) dans P tels
que
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car cet ensemble est fermé, et contient de maniére dense M. Pour montrer que M est une
sous-variété C>* de dimension p + ¢ — 1, il suffit de montrer, par localité, que I'intersection
de M avec le domaine des cartes affines usuelles de PP est une sous-variété C* de dimension
p + ¢ — 1. Notons U; 'ouvert de P défini par x; # 0 pour 0 < i < pet, si ¢ > 1, V; celui
défini par y; # 0 pour 1 < j < ¢q. Pour 1 <7 < p, soit ¢; : U; — Egy1,-1 la carte locale
(C° définie par

Ty Y1 Yg T1 zi p
To:xy . ixp iy Yy | — T — e — e —

avec la notation usuelle du chapeau signifiant 'omission du terme. Alors ¢;(U; N M) =
Mg11,p—1, qui est une sous-variété C*> de dimension p+ ¢ — 1 par (1). Si 1 < j < g, soit
p; : Vj — Ep 4 la carte locale C°° définie par

[xolez...:xp:yl:...:yq]b—>( ey e, L, R
Yj Y5 Y5 Yj Yi Yj

Alors ¥;(V; N M) = M,,, qui est une sous-variété C* de dimension p + ¢ — 1 par (1).
Enfin, si ¢g : Up — E, 4 est la carte locale C*° définie par

T Ty yq)
bl

[To: @1t i Zp Y1t Yy <:U0"“’:L‘0’a:0"”’x0

alors de méme, po(Up N M) = M est une sous-variété C°° de dimension p + ¢ — 1 de E.

(3) Si ¢ = 0, alors M — M est vide, donc une sous-variété de dimension —oo. Sinon,

M, 4 — M, 4 est I'image par le C*°-plongement de Py, ;1 dans P, ; défini par
oz ixp iyt i Yg1] = [0zt Xy iy Yg  X0)

de Mpyq_l, donc MW] — M, 4 est une sous-variété de P, , de codimension 2, donc de
dimension p + g — 2.

(1) Par I (1), I'espace tangent en « = (x1,...,Zp, Y1,...,Yq) & M est
P q
T,M =Ker dQ, = {(X1,...,Xp,Y1,... .Y €E : > 2 X; = Y y;V; =0}.
i=1 j=1

Donc A(x), B(x),C(z) appartiennent a T, M. De plus, les applications = — A(x),z —
B(z),z + C(z) de M dans E sont C*>, donc A, B, C sont des champs de vecteurs C* sur
la sous-variété M de E. Soit ¢y Uapplication, clairement de M dans M, définie par

(T1,. ., Zp,Y1,--.,Yq) — (1 cosht +yysinht, zo. .. xp, x1sinht + yj cosht, ya, ..., y,) -

Alors ¢o(z) = = et facilement %cpt(x) = C(p¢(x)). Par unicité, (¢¢)ier est donc le flot de
C. De méme, les flots de A et B sont respectivement

(1, s Tps Y1y -+, Yq) > (w1 cost + xosint, —zysint + xgcost,x3...,2p, Y1, .-, Yq)
et

(1, Zpy Y1y -5 Yg) = (21, .., xp, y1 cOST + yosint, —yy sint + ya cost, vz, ..., yq) -
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Les trois flots sont définis sur R, donc A, B, C' sont complets.
Comme C ne dépend pas de x2, et A ne dépend pas de y1, on a
0 0 2 1
[A,C)(@) = w2y~ + 15— = 2C(@) - T Aa) |
Y1
la derniére égalité étant vérifiée si x1 est non nul.

, sz 8 & 9 c . -1
(2) On se place dans I'ouvert considéré. Comme Dar? Doz Dy Oy sont linéairement indé-

pendants, il est immédiat de voir que si la combinaison linéaire aA(z) + SB(z) + vD(x)
est nulle, alors, puisque z1 # 0 et y; # 0, on a « = = 0, et donc v = 0. Donc par (1),
A est un champ de 3-plans sur M. Puisqu’il est engendré (en tant que C*° (M, R)-module)
par des champs de vecteurs C°, il est de classe C*°. Comme ci-dessus, on vérifie que

0 _

b2 =20 - 2B .

B,Cl(x) = yp=—
[ I(@) s 0y2  n 1

Clairement [A, B] est le champ de vecteurs nuls. Donc A est stable par crochets de champs
de vecteurs, et par le théoréme de Frobénius, A est intégrable dans 'ouvert considéré.

Partie IIT| (1) Posons
I, 0
e (F5,)

avec I, la matrice unité n-n. Matriciellement, O(p,q) est le sous-groupe de GL,14(R)
des matrices inversibles z telles que 'z I,, * = I,,. Pour montrer que O(p,q) est un
sous-groupe de Lie, au moins trois solutions sont possibles :

(1) il suffit de remarquer que O(p, q) est le stabilisateur de @) pour I’action (polynomiale,
donc C*°) du groupe de Lie GL(E) sur l'espace vectoriel (donc la variété C>°) des
formes quadratiques sur E, donc est un sous-groupe de Lie par un résultat de cours;

(2) on peut utiliser le théoréme de Cartan, en remarquant que O(p,q) est fermé, par
continuité de 'application de GLj44(R) dans I'espace vectoriel de dimension finie

Sym,,,, des matrices carrées symétriques réelles de taille p + ¢ définie par x —
xlpg

(3) par le théoréme des submersions, il suffit aussi de remarquer que cette application,
qui est C* car polynomiale, est une submersion : sa différentielle en x est I’appli-
cation de gly14(R) dans Sym,,,  définie par y te Iy y+ 'y I,q , et toute

matrice symétrique z de Sym,,,, s’écrit de la forme 'z I,, y + 'y I, = avec

Y= %x I 2 € glp1q(R) par exemple.

Les premiére et troisiéme méthodes donnent de plus que la dimension de O(p, q) est (p +
0~ (p+a)p+q+1)/2=(p+q(p+q-1)/2

De méme, O(p) x O(q), comme sous-groupe fermé de O(p, q), est un sous-groupe de
Lie de O(p, q). Mais, matriciellement, c’est le sous-ensemble des matrices diagonales par
blocs p-p et ¢-q, de premier bloc diagonal dans O(p), et de second bloc diagonal dans O(q),
c’est donc une sous-variété de My 4(R), contenue dans O(p, ¢), donc une sous-variété de
O(p, q) qui est un sous-groupe, donc c’est un sous-groupe de Lie de O(p, q).

(2) L’action linéaire de O(p, q) sur E préserve chaque ligne de niveau de @), par définition,
donc préserve M. Par restriction a une sous-variété C*°, l'action de O(p,q) sur M est
encore C*. Montrons qu’elle est transitive.
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On peut simplement utiliser le théoréme de Witt, en disant que si x,y sont dans M,
comme () est non dégénéré et que Q(z) = Q(y) # 0, alors il existe un élément de O(p, q)
envoyant = sur y. On peut aussi raisonner plus explicitement, comme suit. Comme le
groupe orthogonal O(n) agit transitivement sur chaque sphére de rayon r dans R™, tout
élément de M peut étre envoyé, par un élément de O(p) x O(q), sur un élément de M de
la forme (z1,0,...,0,91,0,...,0) avec 21 > 0,4 > 0. Ecrivons z; = cosht,y; = sinht, ce
qui est possible car 22 — y? = 1 et 1,51 > 0. Alors, avec les notations de la question II
(1), lélément ¢_4, qui est dans O(p, q), envoie (x1,0,...,0,91,0,...,0) sur (1,0...,0), ce
qui montre la transitivité.

Soit H le stabilisateur du point (1,0...,0). Alors un résultat du cours montre que H
est un sous-groupe de Lie de O(p, q), et que M est C*-difféomorphe a la variété homogéne

O(p,q)/H.

(1) a) Pour = (x1,...,2p,y1,-..,Yq) dans M et t dans [0, 1], posons

1

h(t,x) =
V@ ad) - (- 02+ 4 )

(@1, xp, (L=t y1, ..., (1= t)y,) ,

qui est bien défini, car le terme sous la racine carrée est strictement positif, et h(t,x)
appartient a M.

[Pour une formule plus compliquée, on pouvait aussi prendre la suivante. Pour z =
(x1,...,Zp,Y1,-..,Yq) dans M, posons

t(z) = argcosh(z? + - + :v%) :

qui existe car 2 + --- + SL‘% > 1, et est continu en x. Pour s € [0,1], posons h(z,s) =
(£1(5), -+ p(5), 91(5) - g (5)) avec
xi(s) = cosh((1 — s)t(x)) et y;(s) = ———=—=——=sinh((1 — s)t(x))
x}+ -+l yi+ -4yl

sty -+ yp #0, et y;(s) = 0 sinon, pour 1 <i < p,1<j<q|f

Alors h : M x [0,1] — M est continue (car \S/I% < 1), et h(z,0) = z,h(z,1) €
M N (RP x {0}) et h(z,s) = x si x € M N (RP x {0}). Donc h est une rétraction par
déformation forte cherchée.

Z;
|

N 7
N 7
N 7/
N 7/

N 7/

N
N
N
7
7/
7/
7
7
7/
7/

7

N
7
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b) Par invariance par équivalence d’homotopie de la cohomologie de de Rham, la variété
M admet donc la méme cohomologie de de Rham que la sous-variété M N (RP x {0}) de
M, qui est C°°-difféomorphe & la sphére de dimension p — 1. Donc, par le cours,

RGR si 0=k=p—1

R si O=k<p-—1
HE. (M)~< 0 si 0<k<p-—1
R si O<k=p-—-1
0 si k>n.
(2) a) Méthode 1 : Si G préserve l'orientation, alors l'atlas de cartes construit pour

définir la structure de variété C*° de G\N a partir de cartes orientées de N est un atlas
de cartes orienté, car obtenu en composant des cartes orientées de N avec des restrictions
d’éléments de G.

Réciproquement, en notant 7 la projection canonique, si G\N est orientable, fixons
I'une de ses orientations. Alors N admet une orientation, en prenant pour cartes les (U, po
m), ot (V, ) est une carte orientée de N, et m : U — V un C*>°-difféomorphisme. Et G
préserve par construction cette orientation, car m o ¢ = w pour tout g dans GG. Comme N
est connexe, elle n’admet que deux orientations possibles, et si G préserve I'une, alors G
préserve l'autre. Donc G agit en préservant ’orientation.

Meéthode 2 : Si w est une forme volume de N, si G préserve 'orientation, alors la
somme finie ) gec w est encore une forme volume (car dans chaque carte locale, le jacobien
des g dans G sont de méme signe). Cette forme volume est G-invariante par construction,
donc définit une forme volume sur G\N, et cette variété quotient est par conséquent
orientable.

Réciproquement, si G\ N est orientable, soit w une forme volume sur G\N et 7 : N —
G\N la projection canonique, alors w’ = 7*w est G-invariante, car o g = 7 pour tout
g dans G. Comme 7 est un C*°-difféomorphisme local, w’ est une forme volume. Puisque
g*w' = W' pour tout g dans G, le groupe G préserve orientation.

b) Considérons I'application C* de S,_; x S, dans M, définie par

(@1, xp), (Y1s -, Yge o)) = [To i@yt i xp iy Y]

Cette application est bien définie, par exemple parce que les x; ne sont pas tous nuls.
L’image de 7 est formée des [z : @1 : ...t Zp : Y1 ... & Y4 tels que 224 =
y% 4+ 4+ yg + x% = 1, donc en particulier est contenue dans M. Réciproquement, pour
tout élément [zg : @1 ¢ ...t @yt Y1 : ... ¢ Y, de M, en posant t = 2% + .-+ + 22 =
Y+ yg + x% > 0, en multipliant les coordonnées homogenes par t~1/2, on obtient que
cet élément est bien dans I'image de w. L’image réciproque d™un point [zg : @1 : ... ) :
Y1 ...t yq} de M, écrit de sorte que x% + e +933L = y%+ cee +yg +a:(2) = 1, est exactement
{£((x1,.. . 2p), (Y1,---,Yg,x0))}. Comme 7 est clairement un C*°-diffeomorphisme local
(par exemple par le théoréme d’inversion locale en prenant des cartes locales de P), de
cardinal des fibres égal & 2, c’est donc un revétement a deux feuillets. Le groupe G = Z /27
agit librement par x — Fz sur N = S,_1 X S, et 7 induit un C*°-difféomorphisme de
G\N sur M.

¢) Si ¢ =0, alors M est C®-difféomorphe a S,_1, donc est orientable. Si p = 1, alors
en prenant pour hyperplan & l'infini celui d’équation z; = 0, qui ne rencontre pas M,
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on obtient que M est C*-diffeomorphe a S, donc est orientable. Si (p — 1)g # 0, alors
N = S,_1 X §4 est connexe, et par ce qui précede, M est donc orientable si et seulement
si 'application 7 : x — —z de N dans N préserve l'orientation. Or, pour tout (x,y) dans
N, Tapplication T, .7 est diagonale par blocs de T,S,—1 x T),S, dans T_;S,_1 x T_,S,
et lorsque ces espaces sont munis de bases positives, produits de bases positives, le signe
du déterminant de T, )7 vaut le produit des signes des déterminants des applications
tangentes des antipodies des sphéres S, et S;, donc vaut (—1)P(—1)7"1 = (—1)PTa-L,
Donc si (p — 1)g # 0, alors Mpyq est orientable si et seulement si p 4+ ¢ est impair.

(3) a) Soit V=M —MN (R’ x {0}). Pour x = [zg: @1 :...:@p:y1:...:Y, dans V et
dans [0, 1], posons

Vit -®)eg - ity (- )ag

Vit Y '

hx,t) = |[txg a1t ... xp 1 1

qui est bien défini et appartient a V.

[Pour une formule plus compliquée, on pouvait aussi prendre la suivante. Soit z = [z :
T1i...:TpiY1 ... Y, dans V, ol nous supposerons que xg = 1 si zg # 0. Remarquons
que y2 + -+ yg =% 0, et posons

t(x) = argcosh(2? + - - - + 22) |,

si kg # 0, qui existe alors car $% + -4 :L‘ > 1, et est continu en x tant que xg # 0.
Pour s € [0,1], posons h(zx,s) = [z ) : ( )t xp(s) s wyi(s) ...z ye(s)] on, pour
1<i<p,1<j<q, onaxi(l)—xl,y](l) Yj txo():O,etsis;éO, alors xo(s) =1
et

i(s) = T cosh(——t(x)) et y;(s) = Ui sinh(

xi+ - 4l 1 Y4+ y2

——t(x))

si mo # 0, et xo(s) = 0,2i(s) = x4,y;(s) = y; si zo = 0. Remarquons que si 23 + - -+ + 22 =
14+ yi+ -+ y2 tend vers +oo, alors cosh —t(z) ~ sinh ;:-¢(z) uniformément pour s
dans [0, 1], et x%+-~~—|—x§~y%+---+y§.]

Alors h : V x [0,1] — V est continue, et h(z,0) =z, h(x,1) € M — M et h(z,s) = x si
x € M — M. Donc h est une rétraction par déformation forte cherchée.

b) Supposons que ¢ # 1. En posant U = M, qui est un ouvert de M, alors I'ouvert
UNV de M se rétracte par déformation forte sur la sous-variété S de M formée des
points = (T1,...,Tp, Y1, --,Yq) tels que y? +'-‘+y§ =1 (et donc 22 —l—-‘-—i-a:f, = 2).
Il suffit comme précédemment de considérer 1'application h : (UNV) x [0,1] — (UNV),
ou, pour s € [0,1] et  dans UNV, on a h(z,s) = (z1(s),...,2p(s),y1(5), ..., yq(s)) avec
t(x) = argcosh(x? + - - - + m%) et

zi(s) = i cosh((1 — s)t(z) + s argcosh v/2)
w4 a2
et '
yi(s) = I — sinh((1 — s)t(x) + s argsinh 1) .
vittyg

On remarque que S est C*°-difféomorphe a la varié¢té C> produit Sp,—1 X Sq—1
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¢) Par ce qui précéde, Mo est connexe (car Ma lest, ceci parce que H'(Ms ) = R,
mais c’est immeédiat sur le dessin, car My ; est 'hyperboloide a une nappe), orientable, de
dimension 2. Donc H%(Ma1) ~ R, H?(My1) ~R et H*(My1) =0si k > 2.

La suite exacte de Mayer-Vietoris donne une suite exacte

0 — H'(My,) — H°(U) x H'(V) — H'UNV) —
HY(My,) — HYU) x HY(V) — H(UNV) — H*(Mq,) — H*(U) x H*(V) .

Comme U a le type d’homotopie de S, V le type d’homotopie de Sy, et U NV le type
d’homotopie de S1 X Sg, on a donc une suite exacte

0-R—->RxR-RxR— H(Mz1) > RxR-RxR—-R—=0.

Comme la somme alternée des dimensions d’une suite exacte finie d’espaces vectoriels de
dimension finie est nulle, on a donc H'! (May) ~ R? (en fait, My est C*-difféomorphe au
tore T?).

Maintenant, par ce qui précéde, Mgg est connexe (car Ms o I'est, par exemple parce que
HY(Ms32) = R), non-orientable, de dimension 3. Donc H(My2) ~ R, et H¥(M3y32) = 0 si
k > 3. La suite exacte de Mayer-Vietoris donne une suite exacte

H°(Mys) — HY(U) x H'(V) — H(UNV) — HY(Mqs) — H'(U) x H\(V) —
HYUNV) — H*(Mgs) — H*(U) x H*(V) — H*(UNV) — H3(Maz) .

Comme U a le type d’homotopie de S, V le type d’homotopie de Ma 1, et U NV le type
d’homotopie de S1 x Sy, I'application H°(U) x H°(V) — H%(U N'V) est surjective, et on
a donc une suite exacte

0— H'(Mgs) - R xR? - R? —» H*(Mys) - R* 0.

Il n’est pas difficile de voir que I'application H(U) x HY(V) — HY(U N'V) est surjective,
donc par exactitude H'(Ma2) ~ R et H?(Mas) ~ R?.

(1) L’algebre de Lie sly(R) est 'algebre de Lie des matrices réelles 2-2 de trace

nulle. Posons



Alors tr X2 = 2a? 4 2bc. L’application

0:X+— <l)\}2C,ZH_\/;7\f2a>

convient. Si 6 est un autre tel isomorphisme linéaire, alors # o §~! est un automorphisme
linéaire de Eq 2, qui préserve @2, donc est dans O(1, 2).

(2) Comme Ad : g+ {X > gXg '}, ona (Ad ¢g)*Q" = Q' cartr (¢Xg 12 =tr X2.Sig e
Ker Ad, alors g commute avec toute matrice de trace nulle, en particulier avec toute matrice
diagonale non nulle de trace nulle, donc g est diagonalisable sur R, et puisqu’elle commute

0 1 . . . .
avec < 0 0 ), ses coefficients diagonaux sont égaux, et puisque g est de déterminant

1, on a ¢ = #+Id. Donc le morphisme de groupes de Lie Ad induit un morphisme de
groupes de Lie injectif de PSLyo(R) dans GL(sl2(R)), qui, quand on le conjugue par 0, est
un morphisme de groupes de Lie injectif de PSLa(R) dans O(1,2). Comme PSLa(R) est
connexe, son image est contenue dans la composante neutre Og(1,2) de O(1,2). Comme
Oo(1,2) et PSLa(R) sont de dimension 3 (par la question III (1)), et puisqu'un morphisme
de groupes de Lie est une application de rang constant, on déduit du théoréme de forme
normale des applications de rang constant que I'image de PSLy(R) contient un voisinage
de l'identité, mais comme l'image est un sous-groupe et que tout voisinage de l'identité
d’un groupe de Lie connexe engendre ce groupe de Lie, 'application g + 6 o (Ad g) 0 61
est donc un isomorphisme de PSLa(R) dans Og(1,2).

(3) Soit H4 la composante connexe de I'hyperboloide & deux nappes M 2 contenant le
point (1,0,0). Alors Og(1,2), qui préserve H, agit transitivement sur H,, car O(2,1)
agit transitivement sur M; o, et l'espace homogéne O(2,1)/0¢(2,1) est discret, car son
espace tangent est de dimension nulle, car O(2,1) et Og(2,1) ont méme algébre de Lie.
Le stabilisateur du point (1,0,0) dans Og(1,2) est, comme le montre un petit calcul, le

0 A
de Lie abélien compact. Donc p~!(H) est aussi un sous-groupe de Lie abélien compact de
PSL2(R). Notons encore SO(2) le sous-groupe de PSLa(R) image (injective) de SO(2) par
la projection canonique SLg(R) — PSLy(R). Par compacité et un argument de frome de
Jordan, tout élément de p~!(H) est de valeurs propres de module 1, et de déterminant 1,

sous-groupe de Lie H formé des matrices ( 0 >, avec A € S0(2), donc est un groupe
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donc conjugué a un élément de SO(2). Comme p~!(H) est abélien, quitte & conjuger p,
nous pouvons donc supposer que p~'(H) C SO(2), et il y a égalité par un argument de
dimension.

Donc p induit une bijection, évidemment p-équivariante, entre les variétés homogénes
PSL2(R)/SO(2) et Og(1,2)/H. Par les applications orbitales en i et en (1,0, 0), ces espaces
homogénes sont, de maniére équivariante, C*>°-difféomorphes a H et H. respectivement.
Le résultat en découle.

(1) Par le théoréme de changement de variable des formes différentielles, 1'en-
semble cherché est celui des éléments g de GL(EE) dont le jacobien (dans la base canonique
de E) est égal a 1. Comme la différentielle d’une application linéaire est égale a elle-méme,
I'ensemble cherché est SL(E).

(2) Posons X (z) = x. Alors X est un champ de vecteurs C*> sur E. Son flot est défini par
oi(r) = etz pour tout ¢t dans R et x dans E, par unicité. En particulier, X est complet.
Nous avons vu dans I (1) que T, M est l'orthogonal de = pour la forme bilinéaire associée
a Q. Donc X convient.

(3) 11 suffit par linéarité de le montrer si « est une k-forme différentielle. Le calcul est alors
sans surprise. Pour tout « dans N et Xy,..., X;_1 dans T, N, on a

(9" (iza))a(X1, ..o, Xpo1) = (i20)g(a) (TegXa, - -, TegXp1) =
Qg(z) (Z(g(l’)), ngXla cee 7T:Cng71) =

Qg () (T:Bg(ng)_l(Z(g(x)))a Tr9X1,... 7Tngk—1) =
(0 (0" Z(x), X1, ..., Xe1) = (ige2(g" @), (X1, ..., Xp1) .

(4) En notant encore x; la restriction a M de la i-éme fonction coordonnée de E, on a par
linéarité et puisque i_o (dz; A a) = «,
o

T

P
w’ZZ(—l)iflwi dry A .oodeg N Ndop Ndyr A -+ AN dyg—
i=1

(—1)P+J?1yidml/\-.-/\dxp/\dm/\-..d/y\j/\-../\dyq.
1

q
j=
Comme = = (21,...,Zp, Y1, ...,Yq) ne s’annule pas si z est dans M, la forme différentielle
de degré maximal w’ ne s’annule pas sur M, donc w’ est une forme volume sur M.

Comme g est linéaire, sa différentielle en tout point est égale a elle-méme, donc g* X =
X. Comme Og(p, q) est contenu dans SL(E) (il est en fait égal & SOq(p, q)), on a par (1)
que g*w = w. Enfin, Og(p, q) préserve M, donc g* commute avec f*. Donc par la question
précédente, Og(p, q) préserve w'.

Par transitivité de Og(p, ¢) sur chaque composante connexe de M, et le fait que I’espace
vectoriel des p-formes alternées sur un espace vectoriel de dimension p soit de dimension
1, le résultat en découle.

Schéme E.165 Posons G = SL,(R).
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(1) Soit @ € &,. L’application f : M, 1(R) — {0} — R, définie par X — ‘Xz X, est C>
car polynomiale, et sa différentielle en un point X est I'application linéaire de M,, 1(R) dans
R définie par Y +— 'Y 2 X +! XY qui est non nulle (en prenant Y = X # 0, car x est définie
positive), donc surjective car R est de dimension 1. Donc f est une submersion, et comme
f est non nulle et quadratique, 1 est dans I'image de f (on n'oubliera pas de vérifier cette
condition, sinon la formule de la codimension ne serait pas satisfaite). Donc par le théoréme
des submersions, E, = f~!(1) est une sous-variété C> de M,, 1(R)—{0}, donc de M,, 1 (R),
de codimension 1. L’espace tangent en X est le noyau de Y — Yo X +!Xa2Y = 2! X2V
car x est symétrique. C’est donc I'orthogonal de X pour le produit scalaire défini par x.

(2) a) Soit S le sous-espace vectoriel de dimension n(n+1)/2 de M,,(R) formé des matrices
symétriques. La restriction f & S de I'application déterminant est C>° (car polynomiale)
et, par multilinéarité, sa différentielle en un point x de S de vecteurs colonnes x1, ..., T,
est I'application linéaire de S dans R définie par

n
H Zdet(xl, cos @1, Hpy X1 -0, Tp)
=1

ou Hi, ..., Hy sont les vecteurs colonnes de H. Si x appartient a &,, alors cette différentielle
est non nulle, car en H = x € S, elle prend la valeur n. Comme I,, appartient a &,, le sous-
ensemble non vide &, = f~!(1) est donc une sous-variété C* de S, donc de M, (R), de
dimension n(n+1)/2—1. La connexité (par arcs) de &, découle du fait que tout élément de
&n est diagonalisable en base orthonormée, a valeurs propres réelles strictement positives,
et par connexité par arc de I'ensemble des n-uplets d’é¢léments de R* de produit un.

[On pourrait aussi montrer que 'application exponentielle de l'espace des matrices
de trace nulle dans M,,(R) est un C*°-plongement (au sens de la définition précédent la
proposition 2.17), d’image &,, ce qui entraine par le cours que &, est une sous-variété C*.|

b) Pour tout g dans G, 'application g est C> (car restriction a sous-variété de M, (R)
d’une application linéaire), d’inverse g~ 1 & valeurs dans &, car det(gz ‘g) = 1 si det(g) =
det(z) = 1, donc est un C*°-difféomorphisme.

¢) L’application G x &, — &, définie par (g, z) — gz ‘g est une action (& gauche) C* de
G sur &,, transitive (car par un argument de diagonalisation dans une base orthonormée,
tout élément de &, peut s’écrire sous la forme g tg avec g dans ), de stabilisateur du point
I, égal & SO(n). Donc par le théoréme 5.38, 'application orbitale g — ¢ g en I, induit un
Cee-difféomorphisme de SL,(R)/SO(n) dans &,.

d) L’application f : &, x (M, 1(R)—{0}) — R, définie par (z, X) — ' Xz X, est C* car
restriction d’application polynomiale, et sa différentielle en un point (z, X) est 'application
lindaire de TEp X My, 1(R) dans R définie par (V,Y”) = Y2 X +tX2Y’ + XY X qui est
non nulle (en prenant Y/ = X # 0 et Y’ = 0), donc surjective car R est de dimension 1.
Donc f est une submersion, et 1 est dans 'image de f. L’ensemble gn s’'identifie & f~! par
lapplication (X € E,) — (z, X). Donc par le théoréme des submersions, &, = f~1(1) est
une sous-variété C> de &, x (My,1(R) —{0}). Par restriction, application 7 : (z, X) — x
de gn dans &, est C™, et les deux structures de sous-variétés sur les fibres coincident bien.
Pour tout x dans &, il existe un voisinage ouvert U de x dans &,, et une section o : &£, — G
de classe C* de la fibration G — SL,(R)/SO(n) ~ &,. L’application (z, X) > (z,0(z)X)

de 7=1(U) dans U x S,,_1 est une trivialisation locale au-dessus de U de &, — &,.
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[Autre méthode : application ¢ : &, X S,,—1 — &, définie par
X)

X). On munit &, x S,—1 de sa structure

1
ViXzX
1

XX
de variété C* produit, que l'on transporte par ¢ sur 5 La premiere projection 7 : &, x
Sp—1 — S est un fibré trivial sur &,, conjugué par ¢ a la projection canonique de E dans
En- Donc celle-ci est un fibré C* de fibre S,,_1. Comme ¢, en restriction a la fibre de z,
est un C*-diffeomorphisme sur E,, le résultat s’en déduit.]

(a:,X)H(:z

est une bijection, d’inverse (z, X) — (z,

(3) a) Comme (go ¢ )* = (¢')* o g* et id* = id, le sous-ensemble G, est un sous-groupe.
Montrons que G, est fermé. Il suffit de le faire lorsque « est une p-forme différentielle, car g*
est gradude, et par considération des diverses composantes de o dans Q(G) = @ ,cy 2P (G).
Pour tout z dans &, et X1i,..., X, dans T;&,, l'application g — (g%a).(X1,...,Xp) =
() (Tog(X1), ..., Tog(Xp)) de G dans R est C*°, car v et I'action de G sur &, le sont.
Donc

Go = N (9€G : (FFV)u(X1,. ., Xp) = (X1, ..., Xp)}
2€En, X1, s XpETLER

est fermé. Par le théoréme de Cartan, c’est donc un sous-groupe de Lie de G.

b) Comme la trace est une application C* sur &,, sa différentielle o est une 1-forme
différentielle exacte. De plus, comme g*(d tr) = d(tr o g), et que la différentielle d'une
application sur la variété connexe &, est nulle si et seulement si 'application est constante,
un élément g de G appartient & G, si et seulement s’il existe une constante ¢ telle que,
pour tout z dans &,, on a

trgxtg—traf:c.

On en déduit, par les propriétés de la trace, que tr (gtg)" —tr (gtg)"~! = ¢ pour tout

entier n > 1. Par sommation alternée, on en déduit que la trace de (g ‘g)" grandit au plus
linéairement. Comme g tg est symétrique définie positive, ceci n’est possible que si g 'g est
I'identité. Le résultat s’en déduit.

(4) a) L’application s, qui est bien & valeurs dans &, car l'inverse d’une matrice sy-
métrique définie positive 'est encore, est C*°, comme restriction, a la sous-variété &, du
groupe de Lie G, de Papplication inverse (on peut aussi invoquer la formule donnant I'in-
verse d'une matrice a 'aide de la matrice des cofacteurs). Comme elle est involutive, c’est
donc un C*-difféomorphisme. Sa différentielle en I,, est la restriction a &, de la différentielle
en I,, de I'application inverse de G, c’est donc X — —X.

b) Ceci découle du fait que la différentielle des formes différentielles commute avec
les images réciproques, du fait que ‘g7' o s = s o0 ¢ car pour tout x dans &,, on a
tg™') 27 g7 = (g tg)~!, et du fait que le groupe G soit stable par la transposition
des matrices. En effet, soit o une forme différentielle invariante. Alors pour tout g dans G,
on a g*(da) = d(g*a) = da et, comme g € G,

g*s*a:(sog)*a:(tg_los)*oz:s*(tg_l)*a:s*a.

¢) Soit a une forme différentielle invariante. Comme la différentielle est graduée de
degré +1 et qu'une forme différentielle est invariante si et seulement si chacune de ses
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composantes dans Q(G) = @,y F(G) Vest (car les images réciproques sont graduées
de degré 0), on peut supposer que « est une p-forme différentielle. Comme s(1,,) = I, et
dsy, est I'application —id, on a (s*«), = (—1)Pay,. Donc par invariance et transitivité de
l'action de G sur &, on a (s*a) = (—1)Pa. Comme da est aussi invariante, de degré p+ 1,
on a (—1)Pda = d(s*a) = s*(da) = (—1)P*'da. D'oitt da = 0 et « est fermée.

(5) a) Il s’agit clairement d’actions & gauche par C*°-difféomorphismes. Comme ’action
par translation de ZF sur le facteur R¥ est propre et libre, il en est de méme pour ces actions.

b) Considérons I’application de R* x SL, (R) dans R x &, définie par (¢, g) +— (t,g%g),
qui est une fibration C> de fibre SO(n). Elle passe au quotient en une application C* de
M dans N, qui est encore une fibration de fibre SO(n), car pour tout représentant (t,x)
d’un point de N, si U est la boule ouverte de centre ¢ et de rayon 1/2, si V' est un voisinage
distingué de z pour la fibration SL,(R) — &,, alors I'image dans N de U x V est un
voisinage distingué de (¢, z) pour la fibration de M dans N.

Schéme E.166 (1) Les variétés M = S xSy et My = Sg xSy, comme produits de variétés
compactes connexes orientables, sont compactes connexes orientables, de dimension 5 et
6 respectivement. Donc Hy(M;) est nul pour k > 6, Hi(Ms) est nul pour k > 7, et, par
connexité et dualité de Poincaré, Hy(M7), Ho(Ms), Hs(M1), He(Mz) sont isomorphes a R.
Toujours par dualité de Poincaré, on a

Hl(Ml) ~ H4(M1), HQ(Ml) ~ Hg(Ml), Hl(MQ) ~ H5(M2), HQ(MQ) ~ H4(M2) .

Pour tout £ dans N, on identifie S; avec son image dans Siy; par le plongement
(xo,- -+ ,2x) — (z0, -+ , 2k, 0) qui est C>°. On note N = (1,0,...,0) et S = (—1,0,...,0).
Pour tout k£ dans N, soit Uy (resp. Vi) le complémentaire de N (resp. S) dans Sg, qui sont
des ouverts contractiles, car homéomorphes a R¥, qui recouvrent Sy.

Notons U = U; x Sy, V = Vi X Sy, qui sont des ouverts de My, qui la recouvrent,
et se rétractent par déformation forte sur {*} x Sy, donc ont méme type d’homotopie
que Sy. De plus, U NV a méme type d’homotopie que Sy X Sy, qui est une variété ayant
deux composantes connexes toutes deux C°°-difféomorphes & S4. La suite exacte de Mayer-
Vietoris donne donc une suite exacte

R? — R? — H{(M;) — 0 — 0 — Hy(M;) =0,

ot la premiére fleche est I'application (z,y) — (z — y,z — y). Donc Hp(M;) ~ R pour
k=0,1,4,5 et Hp(M;) = 0 sinon.

De la méme maniére, en considérant les ouverts U = Us X Sy, V = V5 X Sy recouvrant
My, dont 'intersection a maintenant le méme type d’homotopie que M, la suite exacte de
Mayer-Vietoris donne donc une suite exacte

R2—>]R—>H1(M2)—>O—>R—>H2(M2)—>O—>O—>H3(M2)—>0,

ot la premiére fleche R? — R est surjective (de la forme (z,y) + x—y). Donc Hy(Ms) ~ R
pour k = 0,2,4,6 et Hx(Mz) = 0 sinon.
(2) a) On rappelle que les applications u, : U, — C™ définies par

o —

up 2= (up1(2), . upp(2), ..o Upn(2))
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sont des cartes locales de la variété IP,,(C), donc elles sont C*, et par composition, leurs
coordonnées aussi. Comme l'application (wy, . .., wy) — wolp + - - - + w,w, de C"*! dans
R est C°°, par composition par u,, 'application ¢, est C*.

b) Tout d’abord, w, est bien une forme différentielle (a priori & valeurs complexes, car
les u, ; sont des fonctions C*° sur Up, et toute combinaison linéaire de produits extérieurs
de différentielles de fonctions C* est une forme différentielle), en fait a valeurs réelles sur
Up (c’est pour cela que 'on a multiplié par i : si = et y sont les parties réelle et imaginaire

N

d’une application z de classe C* a valeurs complexes, alors dz = dz + idy et
dzNdz=—-2ide Ndy .

Par la propriété de localité (de faisceaux) des formes différentielles, il suffit alors de montrer
que wy, et w, coincident sur U,NU,. Ceci découle du fait que sur U,NUy, on a du, ; = dug,; j—;
et vp = ¥q |§f|2

c) 1l suffit de montrer que w, est fermée sur U, par les propriétés de localité de la dif-
férentielle. Pour simplifier les notations, posons uj = uy j et ¢ = ¢,. Ona ¢ =Y ;' ugly,

donc
1 deo o~
d <> =-—n— = —— E (duy) g + upd g .
n n+1 n+1
2 2 ® =0

Donc, aprés permutations et renumérotation, on a

n n

1 1
Zd() Ndug Adit; =Y — d(u;Ta) Adug Ad;
7=0 ¥ 7,k=0 ¥

Comme d(ujug/¢?) = d(ujug)/p* — 2ujurde/p3, il suffit donc de montrer que

n
> uj g dip A duy, Adig =0 .
j:k=0

Or cette somme vaut

n n
> uy g dug Adug Aditg+ > g Ty diig A dug A di;
Jsk,€=0 4,k £=0

La premiére somme est nulle par permutation de k et £. La seconde est nulle par permu-
tation de j et £.
e) Par le théoréme de Stokes, si w™ est exacte, alors f]P, ©) w" = 0, ce qui n’est pas

possible pour une forme volume. Soit 1 < k < n, alors w* n’est pas exacte non plus, car si

wF = dw’, alors puisque w est fermée, et par la formule de dérivation, on a
W = (dw) AW F =d(W AWVTF)

et w" serait exacte. Par la proposition 6.31, on sait que H*(P,(C)) vaut R si k est pair,
avec 0 < k < 2n, et vaut 0 sinon. Donc la classe de cohomologie de w* dans H?*(PP,(C)),
qui est non nulle, engendre H?*(P,,(C)). Donc I'algébre graduée H* (P, (C)) est isomorphe
a lalgebre de polynome tronquée A = R[X|/(X"'R[X]) de graduation A = @,y Ak
avec A, = RX” si k est pair et au plus 2n, et 0 sinon.
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(3) Les espaces vectoriels réels gradués H*(Sa xSy) et H*(P3(C)) sont donc isomorphes
par ce qui précéde, mais les algébres graduées H*(Sq x Sy) et H*(P3(C)) ne sont pas
isomorphes, car si w est un élément non nul de H?(Sy x Sy4), alors w? est nul, tandis
que si w est un élément non nul de H?(P3(C)), alors w? est non nul. Par invariance par
homéomorphisme de l'algébre de cohomologie de de Rham, les variétés So x Sy et P3(C)
ne sont donc pas homéomorphes.

(4) c) Soient A (resp. B) les ouverts de P,,(C) formés des [z1 : 29| tels que |z1| < |22
(resp. |z1] > |#2]), dont la réunion est de complémentaire de mesure de Lebesgue nulle dans
P,,(C) (une partie d’'une variété C*> est dite de mesure de Lebesgue nulle si son image dans
toute carte locale C* est nulle, ce qui est bien défini, car les applications C* préservent les
ensembles de mesure nulle de R™; 'intégrale d’une forme différentielle de degré maximum
sur une partie de mesure nulle d’une variété compacte orientée est nulle). Sur un voisinage
de A (resp. B), application u; : A — C (resp. ug : B — C) définie par [21 : 22| — 21/22
(resp. [z1 @ 22] ¥ 22/21) est une carte locale, et la forme différentielle i*w coincide avec
W duy A duy (resp. W dug A duz) sur les ouverts A et B. De plus, le jacobien

du changement de carte, qui est z — %, sur le complémentaire de A U B est 1. Comme

dz Ndz = —2i dx A dy, on a donc

1 L ordr
f1 wz?/ 2dmdy:47r/ =4rlog?2 .
/IP’l((C) b loj<1 1+ 12]2 o 14712

Schéme E.167 (1) Ceci découle du fait que X3 (M) est ouvert dans M* (comme com-
plémentaire d’un fermé) et que l'application considérée est la restriction a cet ouvert de la
i-éme projection de M* dans M, qui est une submersion C*, par les propriétés des variétés
produits.

(2) L’application f : Xp(M) — R définie par f(z1,...,z5) = Zf’j:l || — x4]|* est
de classe C™, et 1 est dans son image (car f est positive, n’est pas 'application nulle
car k > 2, et est homogéne : f(Axq,...,\x) = A2f(21,...,21)). La i-éme différentielle
partielle de f est

of

8.%'i '

h = (hl,...,hk) — 4<h¢,2xi —."L‘j> .

J#i
Si pour tout 1 < ¢ < k on a Zj# x; — xj = 0, alors par différence, x1 = w2, ce qui est
impossible dans X (R™). Soit donc i tel que 1 < i < k et h; = Z#i x; — xj # 0. Posons
hj = 0 pour j # i. Alors %(ho ..y hg) = 2||h;||? est non nul, et donc la différentielle de f
est surjective en tout point de 'ouvert Xj(R™). Par le théoréme des submersions, f~!(1)
est donc une sous-variété C> de X (R™).

(3) Le groupe symétrique & est fini, et l'action a gauche de & sur X;(M) définie
par (o, (21,...,2k)) = (Tg-1(1),- -, To—1(k)) €st une action par C*-difféomorphismes, qui
est libre car si (7,-101),.. -, To-1(1)) = (¥1,...,2k), alors x,-1;) = x; pour tout i, donc
o~1(i) = i pour tout 4, car on est dans Xj(M), donc o = id. Le résultat découle alors
de la construction des structures de variété quotient par une action libre et propre par
C®°-difféomorphismes d’un groupe discret.

(4) Soient (a,b) € Xa(Sy,,), 0 € 10, 7] angle de a 2 b, et O = G - (a,b). Si b = —a, alors
O est 'image par le C*-plongement = +— (x, —z) de S, dans X»(S,) (car C*, injectif,
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immersif en regardant la premiére coordonnée, et de source compacte), donc est une sous-
variété. Supposons donc 8 < w. Comme G préserve les angles, et agit transitivement sur
les couples de vecteurs unitaires faisant un angle donné, on a O = {(z,y) € Xa(S,)
(x,y) = cosf}. L’application f : X2(S,) — R définie par (z,y) — (x,y) est C> (car
restriction d’une application bilinéaire & une sous-variété C°), et cos # est dans son image.
Son application tangente, qui est T'f(, . : (h,€) = (h,y)+(x, ), ot (h,{) parcourt Xyt
est surjective pour (x,7) dans O. En effet, on a alors y # —x car § < m, donc x- # yt
(car x # y), et si par exemple h € z+ — y*, alors T f(2,)(h,0) # 0. Donc par le théoréme
des submersions, O = f~!(cos#) est une sous-variété C>.

Le groupe de Lie G agit donc transitivement, de maniére C* par restriction, sur la
variété O de classe C*°, donc par le théoréme sur les espaces homogenes, si H = G, ) est
le stabilisateur de (a,b) dans G, alors H est un sous-groupe de Lie de G et la bijection
canonique G/H — O est un C*°-difféomorphisme.

(5) L’application o est C*, injective, immersive, car s l’est, donc c’est un C*°-plonge-
ment, car S; est compacte.

Soit A = {(z,y) e R" xR : y=z}et A" ={(z,y) e R" xR" : y = —zx}. Alors
A et A’ sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de £ = R™ x R™. Si u + v est
Pécriture d’un vecteur de E dans la décomposition en somme directe £ = A + A/, alors
lapplication (t,u 4 v) — (1 —t)u + v de [0,1] x Xo(R™) = F — A dans A’ — {0} est une
rétraction par déformation forte. Comme R™ — {0} se rétracte par déformation forte sur la
sphére S,,_1, la variété Xo(R™) a donc le méme type d’homotopie que S,,—1. Comme n > 2,
on a alors, par invariance par homotopie de la cohomologie de de Rham et le calcul de la
cohomologie des sphéres, HP(X5(R")) R si p=0,n— 1 et HP(X2(R")) = 0 sinon.

Pour € assez petit, soit V' le e-voisinage ouvert de o (S ), qui se rétracte par déformation
forte sur o(S;), donc a le méme type d’homotopie que le cercle.

Soit U = X5(R™) — o(S1), qui est un ouvert, car o(S;) est compacte. Comme n > 2,
I'ouvert U est connexe, donc H(U) = R.

Alors U UV = X3(R™), qui a le méme type d’homotopie que S,,_1 par ce qui précede.

De plus, UNV =V — o(S;) a le méme type d’homotopie (par rétraction radiale
perpendiculaire & o(S1)) que la variété produit S; x Sg,,—2. Un argument élémentaire de
suite exacte de Mayer-Vietoris, appliqué aux deux ouverts (S; — {(1,0)}) X Sap—2 et (S; —
{(—=1,0)}) x Sy,,—2 dans la variété connexe orientable S X Sy, montre que HP(S; X Sg,,—2)
est isomorphe A R si p=0,1,2n — 2,2n — 1, et vaut 0 sinon, car n > 2.

Soit p un entier positif non nul. La suite exacte de Mayer-Vietoris fournit donc une
suite exacte

Hp_l(Snfl) — Hp<Sl X Sgn,Q) — Hp<U) X Hp(Sl) — Hp(Snfl) — Hp+1(Sl X Sgnfg) .

Sip # 1,n—1,2n — 2,2n — 1 alors les termes de part et d’autre de HP(U) x HP(S;)
s’annulent, donc HP(U) = 0 par exactitude.

Sip=2n—1, comme n > 2, on a une suite exacte 0 - R — HP(U) x {0} — 0, et
HP(U) ~R.

Si n = 2, remarquons tout d’abord que linclusion de o(S;) dans X2(R?) est une
équivalence d’homotopie, et on a une suite exacte

HO(S; x Sp) = HY(U) x HY(S1) — H(Sy) — H'(S; x Sy) — HY(U) x H'(S))

— HYS1) = H*(S1 x Sp) — H*(U) x H*(S;) — H*(S1) =0.
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La seconde fleche et la cinquiéme sont surjectives (par la remarque préliminaire). D’ou
deux suites exactes 0 = R — H'(U) xR - R = 0et 0 - R — H?(U) x {0} — 0, donc
(par comptage de dimension) H'(U) ~ R et H*(U) ~ R.

Nous pouvons donc supposer n > 2. Si p = 2n — 2, comme n > 2, on a encore une suite
exacte 0 - R — HP(U)x{0} — 0,et HP(U) ~R.Sip =n—1,alors 1 < p < p+1 < 2n—2,
donc on a une suite exacte 0 — HP(U) x {0} - R — 0, d’ou HP(U) ~ R. Enfin, si p =1,
alors on a une suite exacte 0 - R — HP(U) x {R} — 0, et donc HP(U) = 0.

Pour résumer, H?(M) ~Rsip=0,n—1,2n —2,2n — 1, et HP(M) = 0 sinon.

(6) Pour tout u dans S, notons H, ={w €S, : (w,u) <0} (resp. Hf ={w €S, :
{(w,u) < 0}) ’hémisphere sud (resp. nord) ouvert de pole nord u dans Sy, et f,, : H, — H,
le difféomorphisme C*° qui & un point x de H, associe le point y intersection avec S,, de
la droite affine passant par x de vecteur directeur wu.

Alors la fibre p'(u) est égale au graphe de I'application f,, c’est-a-dire a ’ensemble
des couples (z,y) tels que = € H,, et y = f, (). Montrons que p,, est une C>*-fibration de
fibre la boule ouverte de dimension n. Soit ug dans S,, et D, la boule ouverte équatoriale
de pole nord ug. Pour tout u dans H%, notons p, la rotation de R**! fixant le sous-espce
vectoriel engendré par u et ug et envoyant u sur ug par une rotation d’angle strictement
inférieure a 7/2. Alors I'application

xr—y (as+y
2

)

(z,y) = (u= :
o —y||"™"

de p (Hjo) dans S,, x Dy, est une trivialisation C* locale de py au-dessus de H,} , d’inverse

(w,0) = (py (v) = V1= [Jo]Pu, it (v) + V1 = [[v][Pu) -

Schéme E.168 La 2-forme différentielle €,, est constante sur M, donc est C*°. Pour tout
X = (x1,--,Zn,Y1,---,Yn) non nul dans R™ x R", si X' = (—y1,...,—Yn,T1,-.,Tn),
alors par définition du produit extérieur, Q,(X, X’) = Y 2? + y? # 0, donc §,, est
non dégénérée. Enfin, si A = Y 1 | z; dy;, alors dA = Qy,, et donc §,, est exacte (si on
ne veut pas expliciter A, on peut aussi dire que €, est fermée (car constante), que M est
contractile, donc que H?(M) = {0} et par conséquent que €2, est exacte; mais c’est plus
long). [On ne confondra pas exacte et fermée !

(2) Pour tout = dans M, puisque —df, est une forme linéaire sur T, M, et puisque
w, est non dégénérée, il existe un unique vecteur Xy(xz) € T, M tel que pour tout X’
dans T, M, on ait w,(X¢(x), X') = —df.(X’). Le champ de vecteurs z — Xy(z) sur M
est C* car le probéme est local, et par naturalité, il suffit de le montrer pour M = U
un ouvert de £ = RV, ou Q2(U) = C>®(U,A?E*). L’application de U x E dans U x E*
définie par (z,u) — (z,v — wy(u,v)) est C (car w, l'est, et en prenant des coordonnées),
bijective car w est non dégénérée, et par calcul de différentielle par bloc, est un C*°-
difféomorphisme local par le théoréme d’inversion locale. Donc c’est un difféomorphisme,
et si (z,0) — (x,0(x,)) est son inverse, alors Xy(x) = 6(x, —df;)), qui dépend de maniére
C* de z.

(3) Pour tout « = (x1,...,Zn, Y1, .,Yn) € M, posons

= 0 0
i=1 !

Yi
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Alors X est bien un champ de vecteurs C*° sur M, par écriture C* dans la base canonique.
Pour tout X' = (2,...,20,,v],...,y,,) dans T, M, on a

n

(Qn)x(Xf(x)a X,) = Z(_yz)yg - (l'l)x; == szx; + yly; = _dfx(X/) )
i=1 =1

et le résultat en découle par unicité.

(4) Soit (¢¢) le flot local de X ¢. Pour tout « dans M, on a, par dérivation des fonctions
composées, par définition du flot, et par définition de X7,

d d
§(f o)) = df@@)(@@(@) = dfg,(2) (X (du()))

= —wg, () (X p(de(2)), Xp(e())) =0,

car w est alternée, et le résultat en découle.

(5) Pour tout C*°-difféeomorphisme local ¢ entre deux variétés C°°, rappelons que ¢*
désigne aussi bien 'image réciproque des champs de vecteurs que celle des formes différen-
tielles. Pour tout g dans G, on a (Ly)*f = foLy = f+ f(g) puisque f est un morphisme de
groupes. Donc —d((Ly)* f) = —df.. En appliquant successivement I'invariance de w, I'exer-
cice E.137, la définition de X, la commutation des images réciproques et des différentielles
extérieure, la formule juste obtenue et la définition de Xy, on a alors

i(Lg) X ;@ = i(Ly)r x; (Lg)"w) = (Lg)"(ix,w) = (Lg)*(—df) = =d((Ly)"f) = —df
= inw .
Par unicité, on a donc (Ly)*X¢ = Xy, c’est-a-dire que X est invariant par translations a
gauche.

(6) La premiére équation découle du fait que w, est alternée pour tout x dans M.
Pour tout x dans M, on a w,(Xf(z),Xy(x)) = —wz(Xg(x), Xs(z)) = dg(Xs(x)) et
we(Xp(x), Xy(v)) = —dfe(Xy(x)) = —Lx,(f)(x) par définition de la dérivée de Lie, ce
qui montre la seconde équation. Enfin, par la seconde équation,

{f,gh} = d(gh)(Xy) = dg(Xy)h + dh(Xy)g ={f,g}h +{f h}g
ce qui montre la troisiéme relation.

7) Soit (¢¢) le flot local de X¢. Pour tout x dans M, on a
f

& (90 0u(2)) = g (5 61(2)) = g (X1 (62)))
= 00 (X, (612)), Xy(6@) = ~{9. 1} () = {F:} (2)

Le résultat en découle.

(8) a) L'égalité iy y] = Lx oiy —iy o Lx est évidente sur les O-formes différentielles (le
produit intérieur s’y annule et le produit de Lie préserve les degrés). Pour une différentielle
de fonction df, on a iz(df) = df(Z) = Lz(f), donc, comme la dérivée de Lie Lx et la
différentielle extérieure d commutent,

(Lx oiy —iy o Lx)(df) = (Lx o Ly — Ly o Lx)(f) = Lixv)(f) = ix,v)(df) ,
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ce qui montre la formule sur les différentielles de fonctions. Comme une dérivée de Lie Ly
est une dérivation préservant les degrés, et un produit intérieur iz une antidérivation, si la
formule i(x y) = Lx oiy —iy o Lx est vraie sur des formes différentielles v et 3, alors elle
est vraie sur a A . Enfin, les deux membres de I'égalité ijx y) = Lx oty — iy o Lx étant
locaux, et comme localement, toute forme différentielle est produit extérieur de fonctions
et de différentielles de fonctions, le résultat en découle.

b) Comme w est non dégénérée, il suffit de montrer que X, X, W = ix(; W Par la
formule de Cartan, comme w est fermée et dod =0 on a

Lx,w=(ix;od+doix,)w=rix,(dw)—dodf =0.

Or par a), comme la dérivée de Lie Lx ; et la différentielle extérieure d commutent, par la
question (6), on a

i[vaXg}w = EXf © ng (w) - Z.Xg 0 EXf (w> = EX/'(_dg) = _d£Xf (g)
- d{gv f} = _d{f7g} = i{f,g}w .

La premiére équation en découle.
Par utilisation multiple de la question (6), on a alors

{fi{g,h}} = —Lx, () = —Lix, x,(f) = —Lx, 0 Lx, (f) + Lx,, o Lx,(f)
= EXQ({.ﬂh}) - ‘CXh({fag}) = _{{f7h}7g} =+ {{f7g}7h} .

L’identité de Jacobi du crochet de Poisson en découle, par anticommutativité.
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7 Exercices de dérouillage de neurones et d’incitation a Pap-
prentissage

7.1 Enoncés

Exercice E.169 Pour quels a > 0 le sous-espace
My, ={(z=(a+cosp)cosh,y = (a+cosp)sind,z =siny) : 0,p € R}

est-il une sous-variété de R3 ?

Exercice E.170 Le nombre minimal de cartes dans un atlas de cartes de la variété T? =
S1 xSy est-il 47

Exercice E.171 Existe-t-il une immersion lisse de S; dans R ?

Exercice E.172 Soient M, N, P des variétés lisses, g : N — P une application et f :
M — N une submersion surjective C*. Montrer que g est C* si et seulement si go f lest.

Exercice E.173 Donner un champ de vecteurs sur So ne s’annulant qu’en un point.

Exercice E.174 Pour tout a € R?, soit X, le champ de vecteurs sur R? défini par = —
a — x. Calculer [X,, X3] pour tous les a,b € R2.

Exercice E.175 Calculer Hjjp (R? — {0}) et Hfjg(R? — {(—1,0),(1,0)}).

Exercice E.176 Pour tout n € N, quelle est la caractéristique d’Euler de S,, 7

Exercice E.177 Soient f : S5 — Sy de classe C* et w une forme volume sur Sy telle que
f§2 w=1.

a) Montrer qu’il existe 8 € (S3) telle que f*w = df.

b) Montrer que H(f) = sz BN dB est indépendant de S et de la classe d’homotopie de
7.

c) Calculer H(f) si f:S3={z,w) € C? : |z|> + |w|?> = 1} — Sy, ot S est identifiée
avec C U {oo} par la projection stéréographique, est I'application (z,w) — z/w si w # 0
et (2,0) — oo.
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7.2 Indications pour la résolution des exercices

Schéme E.169 Sia = 0, alors M, = Sy, donc M, est une sous-variété de R3. Si a > 1,
application f, de R?/Z? dans R? définie par

(0,0) — (x=(a+cosp)cosb,y = (a+ cosp)sinh, z = sin p)

est une immersion injective, de source compacte, donc un difféomorphisme sur une sous-
variété de R3, qui est M,. Si a = 1, un voisinage de (0,0) dans M, est homéomorphe & un
cone, donc n’est pas une sous-variété. Si 0 < a < 1, alors f, est une immersion en dehors
des (0, ) tels que cosp = —a, mais les espaces tangents aux points f,(m — arccosa,0) =
fa(m — arccos a, m) sont transverses, donc M, n’est pas une sous-variété.

Schéme E.170 Non. Les restrictions a respectivement

= 3alxI=g3l 1=gglxlg 5l v Ip 5= 55l 135Xl

sont des difféomorphismes sur des ouverts Uy, Us, Us de R?/Z2, dont les inverses sont notés
©1, 92, p3. Alors {(Uy, 1), (Uz, 02), (Us, ©3)} est un atlas de cartes de R?/Z? de domaines
dont chaque composante connexe est simplement connexe. Mais deux cartes suffisent (par
exemple de domaines images de [0,1] x |1, 2[ et [0,1] x ([0,3[U]3,1]).

Schéme E.171 Non, par compacité de S1, en un maximum d’une fonction lisse de S;
dans R, son application tangente s’annule.

Schéme E.172 Puisque f : M — N est une submersion surjective C* (en utilisant par
exemple le théoréme de forme normale des submersions), en tout point y de N, il existe
un voisinage ouvert V de y et une application lisse s : V' — M telle que fos=1idy. Si g
est C* alors g o f l'est par composition. Réciproquement, si g o f est C*°, alors en tout
point de V', nous avons g = go f os, donc g est aussi C*.

Schéme E.173 1l suffit de prendre I'image par la projection stéréographique de pole
nord d’un champ de vecteurs constant non nul sur R2.

Schéme E.174 Pour tous les z € R? et f : R? — R de classe C*, nous avons X, (f)(z) =
df:(a — ), donc Xo(Xp(f))(x) = d?fo(b — 2,0 — x) + dfo(x — a) et [X,, Xp) est le champ

de vecteurs constant b — a.

Schéme E.175 Puisque R? — {0} se rétracte par déformation forte sur Sy, nous avons
HEL (R? — {0}) ~ zHP(S;), qui vaut R si p = 0 ou p = 1, et 0 sinon. Soit M = R? —
{(—1,0),(1,0)}. Nous avons Hjp (M) ~ R si p = 0 par connexité, ainsi que H)p (M) =0
si p > 2 par dimension. Soient U = {(z,y) € M : z < 3}et V={(z,y) €M : = > —3}.
Alors U et V ont le type d’homotopie du cercle et U NV est contractile, donc par Mayer-
Vietoris, nous avons une suite exacte

H(U)x H*(V) = HY(UNV) = H' (M) - HY(U) x HY(V) - H{(UNV) =0
0=H'UNV)— H*M)— H*(U)x H*(V)=0.
Donc la premiére application est nulle. Donc H'(M) ~ R? et H*(M) = 0.
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Schéme E.176 Sin =0, alors x(S,) = bo(So) = 2 et si n > 1, alors x(S,) = bo(Sp) +
(=1)"bp(Sp) =14 (—1)", qui vaut 0 si n est impair et 2 sinon.

Schéme E.177 Lire tous les exercices de ce cours et trouver celui qui s’applique ici.
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A Annexes : rappels divers

A.1 Rappels de topologie

Les références pour cette partie sont [Bou2, Dug, Per| et [Pau2|. Soit X un espace
topologique.

Rappelons qu'un ensemble B de parties de X est une base d’ouverts de la topologie de
X si tout ouvert de X est réunion d’éléments de 3. Si E est un ensemble, un critére bien
pratique pour qu'un ensemble B de parties de F soit une base d’ouverts d’une topologie
sur F est que

VA BeB, Vre AnB, dCeB, »€¢CCANB. (%)

Une famille (Uy)aea de parties de X est localement finie si pour tout z dans X, il
existe un voisinage de x ne rencontrant qu'un nombre fini de U,. Un recouvrement ouvert
(Ua)aca est plus fin qu'un recouvrement ouvert (V3)gep si pour tout a € A, il existe 5 € B
tel que Vg contienne U,.

On dit que X est

e G base dénombrable s’il admet une base d’ouverts dénombrable,

e séparé (on dit Hausdorff en langue anglaise) si deux points distincts admettent des
voisinages disjoints,

e séparable s’il admet une partie dénombrable dense,

e localement compact s'il est séparé et si tout point admet un voisinage compact (ces
deux conditions impliquent que tout point admet alors un systéme fondamental de
voisinages compacts, donc fermés),

e o-compact s’il est séparé et union dénombrable de compacts,

e dénombrable a linfini 'l est séparé et s’il existe une suite (dite ezhaustive) de
compacts (K;);en de réunion X tels que K soit contenu dans Uintérieur de K; 1,

e paracompact s’il est séparé et si tout recouvrement ouvert admet un recouvrement
ouvert localement fini plus fin.

Attention & ne pas confondre la séparation (c’est-a-dire le fait d’étre séparé) et la sépara-
bilité (c’est-a-dire le fait d’étre séparable). La séparation est cruciale pour montrer quun
sous-espace compact d'un espace topologique séparé est fermé, ainsi que pour montrer
qu’une application continue bijective d’un espace compact dans un espace séparé est un
homéomorphisme. Certains ouvrages, surtout de langue anglaise, omettent, & tort, I'hy-
pothése de séparation dans la définition de la compacité, locale compacité, o-compacité,
dénombrabilité a I'infini, paracompacité.

Soient X, Y deux espaces topologiques localement compacts. Une application f: X —
Y est dite propre si 'image réciproque de tout compact est compacte. Par exemple, si X
est compact, toute application continue f : X — Y est propre. Une application continue
injective propre entre espaces localement compacts est un homéomorphisme sur son image.

Exercice E.178 Soient X un espace topologique localement compact, et oo un ensemble.
Sur l’ensemble somme disjointe X = X [[{oc0}, on considére [’ensemble O de parties de X,
formé des parties ouvertes U de X et des complémentaires °K U{oo} de parties compactes

K de X.
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(1) Montrer que ()?,(9) est un espace topologique compact dans lequel X est ouvert,
et de plus dense si X est non compact. Cet espace topologique est appelé le compactifié
d’Alexandrov de X.

(2) Pour tout n dans N, montrer que le compactifié d’Alezandrov de R™ est homéo-
morphe a la sphére S,,.

(8) Montrer qu’une application continue propre (resp. un homéomorphisme) f : X —'Y
entre deuz espaces topologiques localement compacts s’étend de maniére unique en une
applzcatwn continue (resp. un homéomorphisme) f X - Y de sorte que id = id et

e~

fog=7fog.

Si P est une propriété d’espaces topologiques, on dit qu'un espace topologique X est
localement P si tout point de X admet un systéme fondamental de voisinages qui possédent
la propriété P (pour la topologie induite). Attention, cette terminologie n’est pas toujours
consistante dans la littérature, voire dans ces notes : par exemple, la condition d’étre
localement compact comporte la clause globale de séparation.

Exercice E.179 Soit A une partie d’un espace topologique X. Montrer que A est loca-
lement fermée (c’est-a-dire tel que tout point de A admet un voisinage U dans X tel que
ANU soit fermé dans U) si et seulement si A est ouverte dans son adhérence, et si et
seulement si A est l'intersection d’un ouvert et d’un fermé.

Notons /2(R) I'espace de Hilbert réel des suites de réels de carrés sommables

CR) = {(z:)ien €RY : ) 2% < 400},
€N

muni du produit scalaire ((z;); | (y:)i) = >, ¥iyi- Notons que ¢?(R) est métrisable sépa-
rable (I’ensemble des suites presques nulles de rationnels est dense) et que tout espace
métrisable séparable admet un plongement topologique dans £2(R). En effet, si (X, d) est
un espace métrique contenant une suite dénombrable dense (z;);en, alors I'application
T (14%1 min{1,d(z, x;)})ien est un homéomorphisme de X sur son image dans ¢(R).

Topologies initiales et finales

Si E est un ensemble, et O, Q" deux topologies sur F, on dit que O est plus fine que
O si O « posséde plus d’ouverts que » O, c’est-a-dire si O C O'.

Soient X un ensemble et R C X x X une relation d’équivalence sur X. On note X/R
I’ensemble des classes d’équivalence de R et

m: X = X/R

la projection canonique, qui & x € X associe sa classe d’équivalence R(x), que 'on note
souvent [z] s’il n’y a pas d’ambiguité. On rappelle la propriété universelle des quotients :
pour tout ensemble Z et pour toute application f : X — Z constante sur chaque classe
d’équivalence de R, il existe une et une seule application (dite induite par passage au
quotient) f': X/R — Z telle que le diagramme

x 1z
7rJ/ /‘f’

X/R
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commute.

Si X est un espace topologique, l'ensemble ¥ = X/R admet une unique topologie,
appelée la topologie quotient, telle qu'une partie U de Y est ouverte si et seulement si
7= 1(U) est ouvert dans X. Sauf mention contraire tout ensemble quotient d’un espace
topologique sera muni de la topologie quotient. Celle-ci vérifie les propriétés suivantes.

— Une partie F de Y est fermée si et seulement si 771 (F) est fermé dans X.

— La projection canonique 7 est continue, et la topologie quotient est la topologie la

plus fine sur Y rendant continue 7.

— Pour tout espace topologique Z, une application g : ¥ — Z est continue si et

seulement si gomw : X — Z est continue.
L’une des principales difficultés de la topologie quotient vient du fait qu’un espace to-
pologique quotient d’un espace topologique séparé n’est pas toujours séparé (comme par
exemple le quotient de R par la relation d’équivalence définie par = ~ y si et seulement
siy—x € Z+ /27, voir aussi I'exercice E.3). Vérifier la propriété de séparation (ou de
non-séparation) d'un espace topologique quotient doit étre un réflexe!

Si (Xa)aea est une famille d’espaces topologiques et X = [],c4 Xo est 'ensemble
réunion disjointe de cette famille d’ensembles, alors la topologie somme disjointe sur X est
la topologie la plus fine rendant continue les injections canoniques i, : Xo — X (c’est-a-
dire une partie U de X est ouverte si et seulement si i (U) est un ouvert de X,, pour tout
a). On identifie souvent X, avec son image dans X par i,.

Si X,Y sont des espaces topologiques, A un sous-espace de X et f : A — Y une
application continue, on appelle recollement de X sur'Y par f 1’espace topologique quotient

XT1,Y = (X11Y)/ ~

ou ~ est la relation d’équivalence engendrée par la relation x ~ y si z € A,y € Y et
f(x) = y. De nombreux espaces topologiques usuels sont construits par recollements (voir
par exemple [Paul]).

Soient X un ensemble et (X;);c; une famille de parties de X. On suppose chaque X;
munie d’une topologie. L’ensemble X admet une unique topologie, appelée la topologie
faible définie par (X;);er, vérifiant les propriétés suivantes (il suffit bien str de vérifier la
premiére).

— Une partie O de X est ouverte si et seulement si O N X; est ouverte dans X; pour

tout ¢ dans I.
— Une partie F' de X est fermée si et seulement si F' N X; est fermée dans X; pour
tout ¢ dans I.
— Pour tout espace topologique Y, une application f : X — Y est continue si et
seulement si sa restriction f |x,: X; — Y a X; est continue pour tout ¢ dans I.
Par exemple, un espace topologique X est discret si et seulement si la topologie de X est
la topologie faible définie par la famille des singletons (un singleton posséde une et une
seule topologie).

Exercice E.180 Soit X un ensemble, muni de la topologie faible définie par une famille
(Xi)ier de parties de X munies chacune d’une topologie. Montrer que si, pour tous les i, j
dans I, les topologies induites sur X;NX; par celles de X; et de X; coincident, et si X;NX;
est ouvert dans X; et dans Xj, alors
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— la topologie de X; coincide avec la topologie induite sur X; par la topologie de X ;
— X, est ouvert dans X.
Donner un exemple ot chaque X; est séparé, mais ot X ne l’est pas.

Topologie de 'ordre

Soit E un ensemble. Rappelons qu’un ordre sur E est une relation < qui est réflexive
(Vx € E, x < z), antisymétrique (V x,y € F, si x <y et y < x, alors z = y) et transitive
(Vrzyze E;six <yety =<z alorsz < z2). Onnote z < ysiz <yetz#y. Un
ensemble muni d’un ordre est un ensemble ordonné. Un ordre total sur E est un ordre <
tel que pour tous les z,y dans F, on a x < y ou y < . Un ensemble muni d’un ordre total
est un ensemble totalement ordonné. Un ordre total sur E est un bon ordre si toute partie
non vide de £ admet un plus petit élément (c’est-a-dire si

VACE, (A#0) = Bzc A VycA z=<y).

Un ensemble muni d’un bon ordre est un ensemble bien ordonné (par définition, ceci im-
plique qu'il est totalement ordonné).

Par exemple, 'ensemble N muni de son ordre usuel est bien ordonné. Par exemple,
si E, F sont deux ensembles totalement ordonnés (resp. bien ordonnés), alors ’ensemble
produit £ x F muni de I'ordre lexicographique

(x,y) < (2,y) si et seulement si (x <2’ ou (x =2’ et y < 3/))

est totalement ordonné (resp. bien ordonné).

Une application f : E — F entre deux ensembles ordonnés F, F' préserve [’ordre si
pour tous les z,y dans E, si z < y alors f(z) < f(y). Deux ensembles ordonnés sont
dit isomorphes s’il existe une bijection de 1'un dans l'autre préservant 'ordre, ainsi que
son inverse. Un ordinal est une classe d’isomorphisme d’ensembles bien ordonnés. Comme
un cardinal est une classe d’équivalence d’ensembles pour la relation « étre en bijection »,
le cardinal d’'un ordinal est bien défini. Un ordinal est dit dénombrable si son cardinal
I'est (c’est-a-dire si son cardinal est le cardinal d’une partie de N). Par un théoréme de
Zermelo (voir [Kri]), tout ensemble admet un bon ordre, et donc il existe un ordinal non
dénombrable (voir ci-dessous pour un exemple ne dépendant pas de I’axiome du choix).

Soit F un ensemble bien ordonné. Un segment initial de E est une partie de la forme
{y € E : y <z} pour un x dans E. Muni de l'ordre induit de celui de E, un segment
initial de £ est bien ordonné. Soit «, 8 deux ordinaux, on dit que o < 3 si «v est isomorphe
a un segment initial de § (ce qui ne dépend pas des choix des représentants). On note
a=[Fsia<poua=5. On montre que tout ensemble d’ordinaux, muni de cet ordre =<,
est bien ordonné. En particulier, la classe d’isomorphisme de ’ensemble (qui en est bien
un) bien ordonné des ordinaux dénombrables est un ordinal non dénombrable, qui est le
plus petit ordinal non dénombrable.

Soit E/ un ensemble totalement ordonné. La topologie de l’ordre sur E est la topologie
dont une base d’ouverts est ’ensemble des

le,yf={2€F : 2 <2<y}

pour les x,y dans E (I’ensemble de ces parties vérifie le critére pratique (x)). Cette topologie
est séparée.

324



Exercice E.181 Montrer que l’ensemble ordonné des ordinauz inférieurs ou égauxr a un
ordinal donné, muni de la topologie de l’ordre, est compact.
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A.2 Rappels sur les actions de groupes

Soient G un groupe et X un ensemble. Sauf mention explicite du contraire, toutes les
actions seront des actions a gauche.

On considére une action (& gauche) de G sur X. Soit = dans X. On appelle stabilisateur
(ou fizateur) de z, et on note G, le sous-groupe des éléments de G fixant z :

Gy={9€eG : gr=nx}.

On appelle orbite de z, et on note G - & (ou Gz s'il n'y a pas de risque de confusion) le
sous-ensemble de X défini par

G-rx={yeX : JgeqG, y=gz}.

La relation « étre dans la méme orbite » est une relation d’équivalence sur X. Donc les
orbites de I'action de G sur X forment une partition de X. L’ensemble des orbites est noté
G\ X. La projection canonique 7 : X — G\ X est U'application qui & un point de X associe
son orbite.

Une action de G sur X est dite libre (et on dit que G agit librement sur X) si le
stabilisateur G de chaque point = de X est trivial (c’est-a-dire vaut {e} ou e est I'identité
de G). Ceci équivaut a

VeeX, Vg, G, gr=gdx = g=g .

Une action de G sur X est dite transitive si elle n’a qu’une (ou aucune) orbite, c’est-a-
dire si pour tous les z,y dans X, il existe g dans G tel que y = gx. Une partie de X est
dite saturée si elle contient 'orbite de chacun de ses points.

Par exemple, si H est un sous-groupe de G, alors H agit sur G par translations a gauche

(h,g) — hg
ainsi que par translations a droite
(hyg) = gh™"

ou h € H et g € G. Ces actions sont libres. Dans le premier cas, les orbites sont les classes
a gauche Hg pour g € G, et dans le second cas, les orbites sont les classes a droite gH pour
g € G. L’ensemble des orbites se note H\G dans le premier cas, et G/H dans le second.

Le groupe G (et donc tout sous-groupe H' de G) agit (a gauche) sur espace quotient
H\G des classes a gauche, par (g, Hy) — Hvyg~!, et (& gauche) sur l'espace quotient
G/H des classes a droite, par (g,7H) +— gvH. La premiére action s’appelle l'action par
translations a droite de G sur H\G, et la seconde 'action par translations a gauche de G
sur G/H. Ces actions sont transitives.

Pour tout sous-groupe H' de G, lapplication (H'g)H — H'(gH) est une bijection
naturelle

H\(G/H) ~ (H\G)/H

par laquelle on identifie ces ensembles, que 'on note alors H'\G/H.
Pour tout z dans X, 'application orbitale en x de G dans X est I’application définie
par ¢, : g — gx. Elle induit une bijection O, dite canonique, de G/G, dans G - z. Cette
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bijection est G-équivariante pour les actions de G sur G/G, et sur G - x : pour tous les g
dans G et y dans G/G,,

O:(g9y) = 99:(v) -

Soient X un espace topologique et G un groupe. Une action de G sur I’ensemble X
est dite par homéomorphismes si pour tout g dans G, 'application de X dans X définie
par x — gz est continue. Cette application est alors un homéomorphisme (car d’inverse
r — ¢ 'z). En munissant G de la topologie discréte, une action de G sur X est par
homéomorphismes si et seulement si Paction (G x X) — X est continue.

Si G agit par homéomorphismes sur X, alors on munit G\ X de la topologie quotient.
La projection canonique 7 est alors continue par définition de la topologie quotient, mais

elle est de plus ouverte.

Proposition A.1 Pour toute action par homéomorphismes d’un groupe G sur un espace
topologique X, la projection canonique w: X — G\X est ouverte.

Démonstration. Pour tout ouvert U de X, son image 7(U) est un ouvert de G\ X, car
Y xU)) =U sec 9U, qui est une union d’ouverts, car G agit par homéomorphismes. [J

Si G est discret (c’est-a-dire muni de la topologie discréte), et si X est un espace
localement compact, alors une action continue de G sur X est dite proprement discontinue
(ou propre, et on dit que G agit proprement sur X) si, pour tout compact K de X, la
partie

{9eG : KNngK # 0}
de G est finie. Notons que si G est fini, alors toute action continue est propre.
Les actions continues/différentiables de groupes topologiques/différentiables sur des
espaces topologiques/variétés différentiables seront étudiées dans la partie 5.8, car nécessi-

tant la notion de groupes topologiques/groupes différentiables (ces derniers étant appelés
groupes de Lie).
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A.3 Rappels de calcul différentiel

Nous renvoyons par exemple a [Ave, CarH, Diel| pour des démonstrations et com-
mentaires des résultats de cette partie, et en particulier |[Diel] pour ce qui concerne les
applications analytiques réelles (ou de classe C¥) et analytiques complexes.

Soient F, F' deux espaces de Banach, U,V deux ouverts de E, F' respectivement, f :
U — V une application de classe C!' et = un point de U.

On note df, : E — F (ou aussi f'(z) : E — F) la différentielle de f en z. On note
rky f le rang de df,, c’est-a-dire rk; f = dim Im df,, appelé rang de f en x. C’est aussi le
rang de la matrice de df, dans des bases de E, F' lorsque ceux-ci sont de dimension finie.
SiF =R etsifi,...,fgsont les composantes de f, alors le rang de f en x est le rang du

systéme de formes linéaires (d(f1)z, ..., d(fq)z) dans le dual E* de E. Si E = RP, alors le
rang de f en z est le rang du systéme de vecteurs (%(:c), cee 837{7(:1:)) de F. Si £ =RP,
F = RY et les bases sont les bases canoniques, la matrice de df,., qui est, avec i 'indice de

ligne et j l'indice de colonne,
Ofi
dxj) 1<i<q

1<j<p

est appelée la matrice jacobienne de f en x. Le rang de f en x est égal au rang de sa
matrice jacobienne en x. L’application x — rk, f est semi-continue inférieurement, c’est-
a-dire pour tout x dans U, il existe un voisinage U’ de x dans U tel que, pour tout y dans
U', on ait rkyf > rkyf (car N est discret). Mais il ne faut pas croire que I'application
x +— rky f soit localement constante! On a

rkyf < min{dim F,dim F'} .

Si EF = F sont de méme dimension finie, on note j,f : £ — R le déterminant de I'appli-
cation linéaire df, (ou, ce qui revient au méme, de la matrice jacobienne de f en x quand
E = F =RP), que 'on appelle le jacobien de f en x.

On dit que f est une immersion en x si la différentielle df, : F — F de f en x est
injective. Si F est de dimension finie, ceci équivaut a dire que rk, f = dim £. On dit que
f est une immersion si f est une immersion en tout point de U.

On dit que f est une submersion en x si la différentielle df, : E — F de f en x est
surjective. Si F' est de dimension finie, ceci équivaut a dire que rk, f = dim F. On dit que
f est une submersion si f est une submersion en tout point de U.

On dit que f est une application de rang constant au voisinage de x (on dit aussi une
subimmersion en x) si la différentielle df,, : E — F' est de rang constant pour tout y dans
un voisinage de = dans U. Par exemple, par semi-continuité du rang, une immersion ou
submersion en z est une application de rang constant au voisinage de x.

Soit k un élément de (N — {0}) U {oo,w}. On dit qu'une application f : U — V de
classe CF est un CF-difféomorphisme (ou difféomorphisme lorsque k est sous-entendu, par
exemple k = 0o, ce qui sera souvent le cas dans les exercices) si f est bijective et si son
inverse est de classe CF. On dit aussi que f est de classe CY si elle est continue, et que f
est un CO-difféomorphisme si f est un homéomorphisme.

Théoréme A.2 (Théoréme d’inversion locale) Soient E et F' deuz espaces de Banach,
U un owvert de E, k un élément de (N — {0}) U {oo,w} et f: U — F une application de
classe CF. Si, en un point = de U, la différentielle df, : E — F est bijective, alors il existe
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un voisinage ouvert V. de x contenu dans U, et un voisinage ouvert W de f(x), tels que
f:V = W soit un C*-difféomorphisme.

Notons que si E = F = R" (muni de n’'importe quelle norme), alors on peut bien
stir remplacer « bijective » par « injective » dans ce résultat. Le corollaire suivant est une
application immédiate.

Porisme A.3 Une application bijective entre deux ouverts de R™, différentiable de classe
CF, dont le jacobien ne s’annule pas, est un CF-difféomorphisme entre ces ouverts. Il

Le résultat suivant est essentiellement équivalent au précédent (voir I'exercice E.184).

Théoréme A.4 (Théoréme des fonctions implicites) Soient E, F, G trois espaces de
Banach, U un ouvert de E x F, k un élément de (N — {0}) U {oo,w}, et f: U — G une
application de classe CF. Si, en un point (a,b) de U telg ue f(a,b) = 0, la différentielle
partielle par rapport a la seconde variable 2 f(a,b) : F'— G est bijective, alors il existe un
voisinage ouvert V de a dans E, un voisinage ouvert W de b dans F tels que V. x W C U,
et une application g : V. — W de classe C* tels que assertion

(x,y) eV XW et f(z,y)=0

soit équivalente a l’assertion
zeV et y=g(x).

Comme précédemment, si ' = G = R", alors on peut remplacer « bijective » par
« surjective » dans cet énoncé.

Voici quelques applications classiques des théorémes précédents. On fixe p, g < n dans
N et & un élément de (N—{0}) U {oo,w}. Rappelons qu'un difféomorphisme local de R™ en
un point xg est un difféomorphisme d’un voisinage ouvert de xg sur un voisinage ouvert de
xg, qui envoie x sur zo. Les applications (x1,...,zp) = (21,...,25,0,...,0) de RP dans
R™, (z1,...,2p) — (z1,...,24) de R" dans R?, et (z1,...,2p) — (z1,...,24,0,...,0)
de RP dans R? ou r < min{p, ¢}, sont respectivement une immersion, une submersion,
une application de rang constant r. Les résultats suivants disent que ces exemples sont,
localement et modulo difféomorphismes locaux, les seuls.

Porisme A.5 (Théoréme de forme normale locale des immersions) Soient U un
ouvert de RP contenant 0 et f : U — R™ une application de classe C*, qui est une immersion
en 0 telle que f(0) = 0. Alors il existe un CF-difféomorphisme local ¢ de R™ en 0 tel que,
au voisinage de 0, on ait

pof(zy,....,zp) = (x1,...,25,0,...,0). O

Porisme A.6 (Théoréme de forme normale locale des submersions) Soient U
un ouvert de R™ contenant 0 et f : U — R? une application de classe C*, qui est une
submersion en 0 telle que f(0) = 0. Alors il existe un CF-difféomorphisme local ¢ de R"
en 0, tel que p(0) = 0 et, au voisinage de 0, on ait

fow(xi,...,2n) = (21,...,2¢) . O

329



Porisme A.7 (Théoréme de forme normale locale des applications de rang cons-
tant) Soient U un ouvert de RP contenant 0 et f : U — RY une application de classe CF, qui
est une application de rang constant r < min{p, ¢} sur un voisinage de 0 telle que f(0) = 0.
Alors, il existe un CF-difféomorphisme local 1) de R? en 0 et un C*-difféomorphisme local
@ de RP en 0, tels que ©(0) = 0 et, au voisinage de 0, on ait

pofop (x,...,zp) = (x1,...,24,0,...,0). O

e Exercices de révision.

Exercice E.182 Montrer que le sous-ensemble A = {(z,|z|) : x € R} de R? n’est pas
I'image de R par une immersion C!.
Donner un exemple d'une application de classe C' de R dans R? dont I'image est A.

Exercice E.183 Soient U, V, W des ouverts d’espaces de Banach E, F, G respectivement,
et f:U — V,g:V — W deux applications. Si f et g sont des immersions, submersions
ou applications de rang constant, que peut-on dire de go f 7

Exercice E.184 Montrer, en dimension finie et en classe de différentiabilité C!, 'équiva-
lence entre le théoréme A.2 d’inversion locale et le théoréme A.4 des fonctions implicites.

Exercice E.185 Soitn € Navecn > 2. On considére 'application déterminant det définie
sur l'espace vectoriel de dimension finie M,,(R) des matrices réelles de taille n x n; elle
est de classe C* car polynomiale.
(1) Caractériser les matrices en lesquelles la différentielle de det est non nulle. Montrer
que si A est inversible, alors

d(det) s : H — detA trA™'H .

(2) Soit X = SL,(R) = {4 € M,(R) : det(A) = 1}. Montrer que, pour tout A € X,
il existe un voisinage ouvert V' de A dans M, (R), un voisinage ouvert U de 0 dans
R~ et une application f : U — V de classe C* qui est un homéomorphisme
sur son image et posséde une différentielle injective en 0, telle que f(0) = A et
fU)=vnx.

(3) Montrer le méme résultat pour X I'ensemble des matrices de rang n — 1.

(4) Montrer que ce résultat n’est pas valable pour l’ensemble des matrices de rang
< n — 1. On pourra par exemple considérer la matrice nulle.

Exercice E.186 (1) Soit f : R — R’ une application de classe C*°. Notons
X ={x(2,0) = (f(2)cos, f(z)sinf,z) : z€ R, 0 R}

la surface de révolution autour de 'axe Oz engendrée par f. Pour tout x = x(z,0)
dans X, montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de z dans X et un voisinage
ouvert V de (0,0, z) dans le plan R(—sin 6, cos 0, 0)+R(0, 0, 1) tels que la projection
orthogonale sur V' soit un homéomorphisme de U dans V', dont la réciproque soit
une immersion.
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(2) Soit f:R™ — R* une fonction de classe C*°. Notons

X ={(f)z1,.... f(2)xp,2) : z1,...,2p €R, Zx? =1, ze R"}

(une « surface de révolution en dimension n+p »). Enoncer et démontrer un résultat
analogue & celui de la premiére question.

Exercice E.187 Démontrer les corollaires A.5, A.6, A.7 & partir des théoréemes A.2 et
A4

Exercice E.188 Soient n,m € N — {0} et f une application de classe C! d’un ouvert V'
non vide de R™ dans R™, injective. Montrer que n < m et que df, est injective sur un
ouvert dense de V. L’application df, est-elle nécessairement injective partout ?

Exercice E.189 Soient n € Net f : R” — R une fonction de classe C! propre, c’est-a-dire
telle que
lim |[f(x)] =+o0.
[[z]] =00
On suppose que f posséde (au moins) deux minima stricts (distincts) a et b. Le but de
I'exercice est de montrer que f posséde un troisiéme point critique.

(1) Montrer que le résultat est évident si n = 1, ousi n > 2 et f(z) — —oo quand
||z|| = +o0. Dans la suite, on supposera donc n > 2 et f(z) — 400 quand ||z|| —
+00. On va supposer que f n’admet pas d’autre point critique et aboutir & une
contradiction.

(2) Pour tout m dans R, soit K, la réunion des compacts connexes contenant a et b
sur lesquels f est majorée par m. Montrer que K, est fermé. Montrer qu’il existe
M dans R tel que Ky; # 0 et K,,, = () pour tout m < M.

(3) Montrer en utilisant le théoréme des fonctions implicites que U'intérieur de Kjs est
connexe.

(4) Conclure.

Exercice E.190 Dans cet exercice, on fixe un élément n de N — {0}.

(1) Montrer que I'application exponentielle des matrices exp : M, (R) — GL,(R) C
M, (R) est une application C*, et calculer sa différentielle. Vérifier en particulier
que dexp, = Id.

(2) On note sl,(R) le sous-espace vectoriel des matrices de trace nulle de M, (R), et
s0(n) le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques de M,,(R). Montrer que
I'application exponentielle envoie sl,(R) dans SL,(R) et so(n) dans SO(n).

(3) Montrer que exp : s0(n) — SO(n) est surjective, mais que exp : sla(R) — SLa(R)
ne lest pas (on pourra vérifier quune matrice dans 'image de ’exponentielle est
de trace au moins —2).
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(4) Montrer que I’exponentielle est un C*°-difféomorphisme entre ’espace vectoriel des
matrices symétriques réelles et 'ouvert dans cet espace formé des matrices symé-
triques réelles définies positives.

(5) Pour M € M,,(R), notons Ly et Rys les opérateurs de multiplication a gauche et
a droite par M, agissant sur M, (R), et ad M = Lj; — Rps. Montrer que dexp,; =

LY R4 . .
anzo %, puis en déduire que
- (ad M)k
eXp(*M) deXpM = E (*].)km

k=0 ’

(6) Montrer que dexp,; : My,(R) — M, (R) est inversible si et seulement si ad M n’a
pas de valeur propre complexe de la forme 2ikm avec k € Z — {0}.
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A.4 Rappels sur les revétements

Nous renvoyons par exemple a [God, Hat, Spa, Paul| pour les rappels contenus dans
cette section.

¢ Revétements.

Soient X et B deux espaces topologiques, et f : X — B une application continue. On
dit que f est un revétement si pour tout y € B, il existe un voisinage V de y, un espace
discret D non vide et h : V x D — f~1(V) un homéomorphisme tel que le diagramme
suivant commute :

VxD 5 fYv)
pri \l \l/ f

Vv

On dit que B est la base, X I'espace total, f~1(y)
la fibre au-dessus de y, V' un voisinage distingué de
y, et h une trivialisation locale de f au-dessus de V.

>
= .
© fmc Il est facile de montrer que I'application f est
>
s
Cye D

un revétement si et seulement si tout point y de B

admet un voisinage V tel que f~1(V) = U,¢; U;, on

les U; sont des ouverts deux a deux disjoints de X,

et f |u,;: Up — V est un homéomorphisme. Notons
V c B qu’un revétement est surjectif.

Exercice E.191 Montrer que [application de la
droite R dans le cercle S1 définie par t — e est
un revétement.

J-hbb

Soient f : X — Bet f': X’ — B deux revétements ayant méme base. Un isomorphisme
de revétements de f sur f’ est un homéomorphisme ¢ : X — X’ tel que le diagramme
suivant commute

X 4 X
TN <
B

Si f = f’, alors un isomorphisme de revétements de f sur f’ est appelé un automorphisme
de revétements.

Un revétement f : X — B est dit trivial s’il est isomorphe au revétement pry : Bx D —
B, avec D un espace discret non vide et pry :Ip(z,y) — z la premiére projection.
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Soient X,Y deux espaces topologiques. Un homéomorphisme local est une application
continue f : X — Y telle que pour tout x dans X, il existe un voisinage ouvert U de
z tel que f(U) soit ouvert et fiy : U — f(U) soit un homéomorphisme. Un revétement
f: X — B est un revétement fini si pour tout y dans B, le cardinal de f~!(y) est fini.
Soit n € N—{0}. Un revétement f : X — B est un revétement a n feuillets si pour tout y
dans B, le cardinal de f~!(y) est n.

Exercice E.192 Soient f : X — Y une application continue et n dans N—{0}. Supposons
que X soit séparé. Montrer que f est un revétement a n feuillets si et seulement si f est
un homéomorphisme local et le cardinal de chaque fibre f~'(y) est fini constant égal a n.

Nous renvoyons a 'appendice A.2 pour des rappels sur les actions de groupes.

Théoréme A.8 Soit G un groupe discret agissant (continiment) librement et proprement
sur un espace topologique localement compact X . Alors

(1) pour tout x dans X, il existe un voisinage V de x tel que gV NV = ) pour tout g
dans G — {e} ;

(2) chaque orbite de G est discréte ;

(3) Uespace topologique quotient G\X est séparé, donc localement compact ;

(4) la projection canonique X — G\X est un revétement.

Démonstration. (1) Pour tout = dans X, soit U un voisinage compact de x. Comme

I’action est propre, il existe g1, ..., gr dans G tels que
{9eG—{e} : gUNU #0} ={g1,..., 9k} -
Pour tout 7 € {1,...,k}, comme 'action est libre, on a g;xz # x. Comme X est séparé,

et 'action continue, il existe donc un voisinage ouvert U; de x, contenu dans U, tel que
giUiNU; = 0. Alors V = Ny1<;<,U; est un ouvert qui convient.

(2) Ceci découle immédiatement de (1) par continuité de Iaction.

(3) Soient x et y deux points de X qui ne sont pas dans une méme orbite. Soient U
et V' des voisinages compacts de = et y respectivement. Comme U UV est compact dans

I’espace séparé X, et puisque 'action est propre, il existe g1,..., gr dans G tels que
{9eG:gUNV #0}={g1,..., 9} -
Pour tout i € {1,...,k}, on a giz # y. Comme X est séparé, et l'action continue, il

existe donc des voisinages ouverts U;, V; de =,y contenus dans U,V respectivement, tels
que g;U; NV; = (). Comme 7 est ouverte (voir la proposition A.1 de 'appendice A.2), on a
deux ouverts m(Ni<ij<xU;) et m(Mi<i<kVi), contenant respectivement m(x) et 7(y), et qui
sont disjoints par construction. Donc G\ X est séparé.

Comme 7 est ouverte et G\ X est séparé, I'image d’un voisinage compact d’un point x
de X est un voisinage compact de 7(z), donc G\ X est localement compact.

(4) Pour tout x dans X, soit V' un voisinage compact de z, d’intérieur U, tel que
gV NV = pour tout g dans G —{e}. Remarquons que 'application 74y : gV — m(V') est
une application continue injective, avec gV compact et 7(V') séparé, donc est un homéo-
morphisme. Alors m(U) est un voisinage ouvert de 7(z), et 71 (7(U)) = Ugeq gU est une
union disjointe d’ouverts de X, et application m g : gU — m(U) est un homéomorphisme.
Donc 7 est un revétement. ]
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Porisme A.9 (1) Soit G un groupe fini (discret) agissant librement (par homéomorphis-
mes) sur un espace localement compact X. Alors G\X est séparé (donc localement com-
pact), et la projection canonique X — G\X est un revétement.

(2) Soit H un sous-groupe discret d’un groupe localement compact G, alors H est fermé,
H\G est séparé (donc localement compact) et la projection canonique G — H\G est un
revétement. O

Exemples.

(1) Pour tout n dans N, si le groupe {1} agit sur la sphére S,, par x — =z, alors
P,(R) = {£1}\S, est un espace topologique compact, et I'application canonique
Sy, = P (R) est un revétement a deux feuillets.

(2) Soient n € N et p e N—{0}. Le groupe U, = {\ € C : N\ =1} des racines p-émes
de l'unité agit (continiment) sur la sphére de dimension impaire

82n+1 = {(2’0, ...,Zn) S ctt o ‘20’2 + ...+ |Zn‘2 = 1}

par A - (20,...,2n) = (A20,...,A2p). Cette action est libre, donc Ly, = U,\Sopt1
est un espace topologique compact, appelé un espace lenticulaire, et 'application
canonique Sg,4+1 — Ly p est un revétement a p feuillets.

(3) Soit n € N. L’application canonique R"™ — R™/Z™ est un revétement.

e Homotopie.

Soient X et Y deux espaces topologiques, et f et g deux applications continues de
X dans Y. Une homotopie entre f et g est une application continue h : X x [0,1] - YV
telle que h(z,0) = f(x) et h(z,1) = g(x) pour tout x dans X. Si h est une homotopie
entre f et g, et K’ une homotopie entre g et une application continue ¢’ : X — Y, alors
(x,t) = h(xz,1 —t) est une homotopie entre g et f, et

h(z,2t) sit
t) — ’ .
(@,?) { B (x,2t —1) sit
est une homotopie entre f et ¢’. Les applications f et g sont dites homotopes s’il existe une
homotopie entre f et g. La relation « étre homotope & » est une relation d’équivalence.
Si X et Y sont localement compacts, les applications f et g sont dites proprement

homotopes s’il existe une homotopie h : X x [0,1] — Y de f a g, qui est propre. La relation
« étre proprement homotopes » est une relation d’équivalence.

IV IA
DO =D [ =

Un espace topologique X est dit simplement conneze s’il est connexe par arcs, et si
toute application continue du cercle S; dans X se prolonge en une application continue du
disque (fermé) Do dans X. Un espace topologique X est contractile s’il existe xo dans X et
une homotopie entre 'application identité de X et I'application constante en xg, c’est-a-
dire une application continue h : X x [0,1] — X telle que h(x,0) = = et h(x,1) = z¢ pour
tout = dans X. Un espace topologique X se rétracte par déformation forte sur une partie
A 8’1l existe une application continue h : X x [0,1] — X telle que h(x,0) =z, h(z,1) € A,
et h(a,t) = a, pour tous les ¢t dans [0, 1], x dans X et a dans A.

Une équivalence d’homotopie entre X et Y est une application continue f : X — Y
ayant la propriété qu’il existe une application continue g : ¥ — X telle que f o g et
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g o f soient homotopes a l'identité. Deux espaces topologiques X et Y ont méme type
d’homotopie s’il existe une équivalence d’homotopie de X dans Y. La relation « avoir méme
type d’homotopie » est une relation d’équivalence. Par exemple, un espace topologique est
contractile si et seulement s’il a le méme type d’homotopie qu’un espace réduit & un point.
Plus généralement, si un espace topologique X se rétracte par déformation forte sur un
sous-espace Y, alors X et Y ont le méme type d’homotopie.

Exercice E.193 (1) Montrer que toute partie convexe non vide de R™ (et en particulier
R™ lui méme) est contractile.

(2) Montrer qu’un espace topologique qui se rétracte par déformation forte sur un sous-
espace connexe par arcs (resp. simplement connexe) l’est encore. En déduire qu’un espace
contractile est simplement conneze.

(3) Soit X un espace topologique. On suppose que X = UUV, ot U,V sont deux ouverts
simplement connexes de X, tels que U NV soit non vide et connezxe par arcs. Montrer que
X est simplement conneze.

(4) Montrer que pour n > 2, la sphére S,, est simplement connexe.

(5) Montrer que pour n > 1, l’espace projectif complexe P,,(C) est simplement conneze.

(6) Montrer que le produit de deuz espaces topologiques simplement connexes est sim-
plement connezxe.

Soit X un espace topologique. Appelons chemin dans X une application continue « de
[0,1] dans X. Appelons lacet en = dans X un chemin « tel que «(0) = a(1) = z. Si « est
un chemin, on appelle chemin inverse de « le chemin @ tel que @(t) = a(1 — t) pour tout
t dans [0, 1]. Soient «v et 5 deux chemins dans X tels que a(1) = 5(0). On appelle chemin
composé (ou concaténé) de o et 3, et on note a - f, le chemin

7f’_>{04(2t) si te]

0, 3]
Bt—1) si te[i1

|.

Deux lacets o, f : [0,1] — X en x sont homotopes s'il existe une application continue
h:[0,1] x [0,1] — X telle que h(0,s) = h(1,s) =z, h(t,0) = a(t) et h(t,1) = 5(t), pour
tous les s,t dans [0, 1]. Notons que si « est un chemin, alors le lacet « - @ est homotope
a un chemin constant, que si «, 3, sont trois chemins, alors (- ) -y et a- (S -+) sont
homotopes (ce qui, lorsque 1'on considére les chemins & homotopie prés, permet de noter
ce chemin a- 8- 7), et que si 8’ est homotope a 3, alors a- 5-v et a- 3’ - sont homotopes.

¢ Revétements universels.

Le résultat suivant est un cas particulier du théoréme du relévement d’applications
par un revétement (voir [God, Hat, Spa, Paul|). Si p : X — B est un revétement, et
f Y — B est une application continue, on appelle relévement de f toute application
continue f: Y — X telle que po f = f, c’est-a-dire telle que le diagramme suivant soit
commutatif

X
f/t 1P
y 1L, B

Proposition A.10 (Théoréme du relévement) Soient p : X — B un revétement et Y
un espace topologique localement connexe par arcs et simplement connexe. Pour tous les x
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dans X ety dans Y tels que p(z) = f(y), pour toute application continue f :Y — B, il
existe un et un seul relevement f:Y — X de f tel que f(y) = z. O

Porisme A.11 Deuz revétements p: X — B etp' : X' — B, ou X et X' sont localement
connexes par arcs et simplement connexes, sont isomorphes. Plus précisément, si x € X
et ' € X' vérifient p(x) = p'(2), alors il existe un unique isomorphisme de revétements
¢: X — X' envoyant x sur x’.

Démonstration. Soit f : X — X’ le relevement de 'application p par le revétement
P tel que f(z) = 2/, et g le relevement de lapplication p’ par le revétement p tel que
g(2’) = z. Alors g o f et idx sont deux relévements de Papplication p par le revétement p
(car po(go f)=(pog)of=p of=p),quicoincident en z, donc coincident. De méme,
fog=1idyxs donc f est un isomorphisme de revétements cherché. L’unicité se montre de
méme. Il

Si B est une variété topologique (voir le paragraphe 2.1) connexe, alors un revétement
7 : B — B ou B est une variété topologique simplement connexe est appelé un revétement
universel de B (cette définition n’est pas la plus intrinséque, ni la bonne pour les espaces
topologiques plus généraux, voir par exemple [Spa, Hat, Paul|). Par le corollaire ci-dessus,
il est unique & isomorphisme prés (et & unique isomorphisme prés si l'on se fixe des points
bases dans les espaces, en demandant aux applications de préserver ces points bases).

Par exemple, I'application R — S; avec t — €2™ les projections canoniques R" —
™ = R"/Z", S;, = Pn(R) pour n > 2, et Sgpp41 — Ly, pour n > 1 (avec Ly, I'espace
lenticulaire), sont des revétements universels, par I'exercice E.193.

Un espace topologique Y est semilocalement simplement connexe si tout point y de YV
admet un voisinage U tel que tout lacet en y contenu dans U est homotope dans Y au
lacet constant en y.

Si Y est localement contractile, par exemple si Y est une variété topologique, alors Y
est semilocalement simplement connexe.

Théoréme A.12 Soit B un espace topologique séparé, connexe et localement connexe par
arcs. Alors B admet un revétement simplement connexe si et seulement si B est semiloca-
lement simplement connexe. ]

En particulier, toute variété topologique connexe M admet un revétement universel
m: M — M, unique a isomorphisme de revétements prés. De plus, on a une classification
des revétements (connexes) d’une variété topologique (voir [God, Hat, Spa, Paul]), a l'aide
du groupe des automorphismes de revétements de m (aussi appelé groupe fondamental).

Théoréme A.13 Soit M wune variété topologique connexe, m : M — M un revétement
unwersel, et I' le groupe des automorphismes de revétements de w. Alors I' agit librement
et proprement sur M. Pour tout sous-groupe IV de T, Dapplication m induit par passage
au quotient un revétement wpr : I'\M — M. Pour tout revétement p : N — M avec N
connexe, il existe un sous-groupe I'' de T' tel que les revétements p et wr soient isomorphes.
O
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A.5 Rappels d’algébre multilinéaire

Nous renvoyons par exemple a [Boul, AB| pour des compléments sur cette partie.

Soit K un corps (commutatif). Tous les espaces vectoriels et applications linéaires et
multilinéaires de cette partie seront définis sur K. On note E* ou E I'espace vectoriel dual
d’un espace vectoriel . On identifie dans la suite un espace vectoriel E de dimension finie
avec son bidual E** = (E*)* par I'application canonique E — E** définie par

= A{f = flx)} .

e Produit tensoriel. Soient Fy,..., E, des espaces vectoriels de dimension finie, ot
r > 2. Si F est un espace vectoriel, on note L(F1, ..., E; F') I'espace vectoriel des appli-
cations multilinéaires de E1 X --- x E, dans F'. On appelle produit tensoriel de E, ..., Ey,,
et on note By ® - - - ® E,., 'espace vectoriel L(EY, ..., E’; K) des formes multilinéaires sur
Efx---xE* Si(e1,...,e;) € By XX E,, onnote e; ®---Qe, I'éléement de F1 ®- - ® E,
défini par

(frsoeesfr) = 1] files) -
1=1

Le produit tensoriel vérifie les propriétés suivantes, pour E; des espaces vectoriels de di-
mension finie.

(1) (Propriété universelle) Pour toute application multilinéaire f de Ej x --- X E,
dans un espace vectoriel F, il existe une unique application linéaire g : F1 ® - -+ ®
E, — F telle que g(e; ® --- ®e,) = f(e1,...,e,) pour tous les e; dans E;. En
particulier, 'application f + ¢ est un isomorphisme linéaire de L(F1, ..., E.; F)
dans L(E1 ® -+ ® E,, F).

(2) (Associativité) Il existe un unique isomorphisme (E1® E2)® E3 dans B ® Ea® Es,
qui envoie (e] ® e3) ® e sur e} ® ea ® eg pour tous les e; dans F;. On identifie par
la suite ces deux espaces vectoriels par cet isomorphisme.

(3) (Distributivité) Il existe un unique isomorphisme (E; @ FE3)® E3 dans (E; ® E3)®
(B2 ® E3), qui envoie (e; & ez) ® ez sur (e1 ® e3) & (e2 ® ez) pour tous les e; dans
E;.

(4) (Bases) Si (e ;)i1<j<n,; est une base de Ej, alors (e, ® - - ®@ ey, )1<ji<n,, 1<i<r €st
une base de Fy ® - -+ ® E,. En particulier, dim(E; ® - -+ ® E,) = [[i_; dim(E;).

(5) (Isomorphismes) Les applications linéaires E1 — K ® Ey et E1 — Ey® K définies
par z — 1 ® x et x — x ® 1 sont des isomorphismes. En particulier, 'application
linéaire K — K ® K induite par 1 — 1 ® 1 est un isomorphisme.

On a un isomorphisme canonique de L(E1, E3) ® L(Es, E4) dans L(E1 ® E2, E3®
E,) qui & un couple (u,v) associe I'unique application linéaire de Ey ® Ey dans
Es ® E, associée par la propriété universelle a 'application bilinéaire (x,y) +—
u(z)®@uv(y) de By x By dans E3® Ey. En particulier, on a un isomorphisme canonique

Ef ® E5 — (Fy ® Ey)*,
et un isomorphisme canonique
Ef ® By — L(E1, E)
qui & f ®y, pour f € E} et y € Fy associe 'application linéaire z — f(x)y.
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Soit I/ un espace vectoriel de dimension finie. On convient d’appeler puissance ten-
sorielle n-éme, et de noter E®", le produit tensoriel de n > 2 copies de E, ainsi que
E® = E, E®0 = K. Un élément de E®P @ (E*)®9, pour p, ¢ dans N, est appelé un tenseur
p fois contravariant et q fois covariant de E.

Rappelons que, pour tout n dans N, le groupe symétrique S,, est le groupe (d’ordre n!)
des bijections de {1,...,n}. Il est engendré par les transpositions (i,7) pour ¢ # j dans
{1,...,n}, et méme par les (i,7 + 1) pour 7 dans {1,...,n — 1}. La signature est 'unique
morphisme o +— ¢, de &,, dans {+1} valant —1 sur les transpositions, donc vérifiant

_ o(i) —o(j)
Eg = H ﬁ .
1<i<j<n
Le groupe symétrique &,, agit sur 'espace vectoriel E®" de la facon suivante. Pour
tout o dans &,,, laction de o sur E®" est I'unique automorphisme linéaire tel que

Vol 2n €E, 0 (1@ ®@Tp) =Te-1(1) @ @ Tg-1(p) -

Un tenseur t de E®" est dit symétrique sil est invariant par &,,, c’est-a-dire si o -t = ¢
pour tout o dans &,. Un tenseur t de E®" est dit antisymétrique si o -t = e, pour
toute permutation o dans &,, de signature €,. Dans les deux cas, il suffit évidemment de
vérifier ces propriétés pour les transpositions. On note Sym,,(E) le sous-espace des tenseurs
symétriques de E®" et Asym,, (E) celui des tenseurs antisymétriques.

e Algébre extérieure.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et p un élément de N. Une forme p-
linéaire w : EP — K est dite alternée si, pour tout (z1,...,2zp) dans EP, s'il existe i, j
dans {1,...,p} tels que i # j et z; = xj, alors w(z1,...,zp) = 0. On note APE* ou APE
I’espace vectoriel des formes p-linéaires alternées sur E, et on a A°E = K (par convention)
et A'E = E. On note

A*E = @pGN APE .

Soient F' un espace vectoriel de dimension finie et f : ' — I une application linéaire.
Si w € APF| alors 'application f*w : EP — K définie par

frfu(xr, ..., zp) = w(f(z1),..., flxp))

est p-linéaire alternée. L'application f* : w + f*w de APF dans APE (aussi notée AP f
lorsque I'on veut préciser p) est linéaire. Elle s’étend par linéarité en une application linéaire
f* (aussi notée A*f) de A*F dans A*E. Si G est un espace vectoriel de dimension finie, et
si g : F'— G est une application linéaire, alors

(gof) =frog".

Lemme A.14 Une forme p-linéaire alternée w sur E est antisymétrique, c’est-a-dire pour
tout (x1,...,xp) dans EP et tout o dans S,, on a

w(xc,q(l), ce ,l'o.fl(p)) =& w(:z:l, NN ,xp) .
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Démonstration. Comme les transpositions engendrent &,, et que la signature est un
morphisme de groupes, il suffit de vérifier le résultat pour ¢ une transposition. On se
raméne donc au cas p = 2. Dans ce cas, pour tous les x,y dans F et w dans A?E, comme

wz +y,x+y) =wr)+wlyy) +w@y) +wly),

on a w(y,z) = —w(z,y), ce quil fallait démontrer. O

Remarque. On a donc une inclusion APE C Asymp(E). Lorsque la caractéristique de K
est différente de 2, une forme p-linéaire antisymétrique est alternée, et cette inclusion est
une égalité.

Exemples. (1) Si la dimension de E est n et si B est une base de E, alors 'application
detg : E"™ — K, déterminant d’un n-uplet de vecteurs de E dans la base B, est un
élément non nul de A"E*. Si B = (ey,...,e,), pour tout w dans A" E*, par multilinéarité
et antisymétrie, on a

w(z,...,zy) = detp(z1,...,x,) wler, ..., en),
donc A"E* est de dimension 1, engendré par 1’élément non nul detg :
A"E* = K detg .
(2) Si la dimension de E est strictement inférieure a p, alors
APE* =0.

En effet, si (e1,...,e,) est une base de F, alors pour tout w dans APE* et pour tout
(x1,...,2p) dans EP, le scalaire w(x1,...,z;,) est une combinaison linéaire des scalaires
w(€iy, ..., e;,) avec i, ... i, dans {1,...,n}, qui sont nuls, car, comme p > n, au moins
deux des vecteurs e;,, ..., ¢e;, doivent étre égaux.

En particulier, si la dimension de E est n, alors A*E = GBOSpSn APE. En particulier,

la dimension de A*E est finie.

Munissons maintenant 'espace vectoriel A*E d’une structure d’algébre (unitaire, asso-
ciative) naturelle.
Pour p, q deux entiers supérieurs ou égaux a 1, notons &(p,q) 'ensemble des o dans
Sp4q tels que
oly<---<o(p) et op+1)<---<oa(lp+q).

Une telle bijection o est obtenue en prenant un paquet de p + ¢ cartes, en coupant ce
paquet en un premier paquet de p cartes, et un second paquet de ¢ cartes, puis en battant
une fois ces paquets de cartes, intercalant ainsi les cartes du premier paquet dans le second.
L’application o — o({1,...,p}) est une bijection de &(p, q) dans I’ensemble des parties a

p éléments de {1,...,p+ ¢}, donc le cardinal de &(p, q) vaut %

Soient w dans APE et n dans AYE. On appelle produit extérieur de w et de n la forme
(p + q)-linéaire w A n : EPYY — K définie par

wAM (xlv"-’xp-i-q) = Z €o w(xa(l))' "axo(p)) 77(:’["0'(]74-1)7'-- 7xa(p+q)) >
o€6(p,q)
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sip,g>1,etsip=0ouq=0,alorswAn=wnouwAn=nw. On étend cette définition
par bilinéarité & A*F : si w;,nm; € A'E pour i =1,...,n, on pose

(2] )5

Remarque. Lorsque la caractéristique de K est nulle, on a

1
wAn (1'17 s >$p+q) = F Z €o w(xa(l)a . '7xa(p)) "7(330(p+1)a s >$U(p+q)) )

0€Gp+q

il est alors immédiat de voir que w A n est antisymétrique, donc alternée.
Proposition A.15 Siw € APE et n € AYE, alors w An € APHE.

Démonstration. Soient (x1,...,2p4q) dans EPT? et i,j dans {1,...,p + ¢}, tels que
x; = xj. On partionne &(p, ¢) en quatre parties :
(1) S(p,q)——,'ensemble des o dans S(p, q) tels que i et j appartiennent a o({1,...,p}),
(2) S(p,q)++, 'ensemble des o dans &(p, q) tels que i et j appartiennent a I’ensemble
o({fp+1,....p+d}),
(3) &(p,q)—+, 'ensemble des o dans &(p, q) tels que i appartienne a o({1,...,p}), et
j appartienne a c({p+1,...,p+ q}),
(4) S(p,q)+—,'ensemble des o dans S(p, q) tels que ¢ appartienne a o({p+1,...,p+q})
et j appartienne a o({1,...,p}).

Comme w et 7 sont alternées, le terme de la somme définissant w A n (z1,...,2p1q) qui
porte sur un o dans &(p, q)—— US(p, q)++ est nul. Soit 7 la transposition échangeant i et
j. Alors la multiplication & gauche par 7 induit une bijection de &(p, q)—+ sur &(p,q)4—.

Donc w An (z1,...,%p4q) est la somme sur tous les o dans &(p, q)—4 de
Eo W(ma(l)v e vma(p)) n(l'a(p-‘rl)a v 7xt7(p+q)) — &0 w(xﬂf(l)a cee 7‘r‘ra(p)) n(xﬂr(p-‘rl)v s 71.7'(7(}7-"-(]))
Ce terme est nul, car comme x; = ;, 0N & (Ty(1); - -+, To(ptq)) = (Tro(1)s - s Tra(ptq)) U

Théoréme A.16 Muni du produit extérieur A, Uespace vectoriel A*E = ®peN APE est
une algébre (associative, unitaire) graduée anticommutative, c’est-a-dire

(1) (Associativité) (w1 Awa) Aws = w1 A (w2 Aws) pour tous les wi,wa,ws dans ANE ;
(2) Sile K =A"E, alors pour tout w dans A*E, ona 1ANw=wAl=uw;

(3) (Graduation) (APE) A (AE) C APHE ;

(4) (Anticommutativité) si w € APE et n € AIE, alors w An = (—1)PIn A w.

De plus, si F' est un espace vectoriel de dimension finie, et f : E — F une application
linéaire, alors 'application linéaire w — f*w de A*F dans A*E est un morphisme d’algébres
graduées de degré 0, c’est-a-dire f*1 =1, f*(wAn) = (f*w) A (f*n) et f¥*(APF) C APE.
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Démonstration. (1) Notons &(p, ¢,r) 'ensemble des o dans &p4q44, tels que
ol)<---<o(p) et op+1)<---<olp+q) et op+qg+1)<---<olp+qg+r).

Notons &(p, q,r) 'ensemble des o dans &(p, ¢, 7) tels que o vaille I'identité sur {1,...,p},

et de méme pour &(p, ¢,7). Il est facile de vérifier que la composition (o, 0’) — ooo’ induit

des bijections S(p,q +r) x &(p,q,7) — S(p,q,7) et S(p+q,7) X &(p,q,7) = S(p,q,T).
Soient w; € APE,wy € AIE, w3 € ATE. Alors

(W1 A (CUQ A OJ3))($17 R 7xp+q+T) =
Z Eo W1 (‘ro’(l)a s 7x0(p)) (U‘)Q A w3)(x0'(p+1)7 cety $a(p+q+r)) =
o€6(p,g+r)
Z €o W1 (IGOT(l)v (AR deT(p)) Er W2 (IUOT(;H»l)v SR xoor(p+q)) w3(xoo7'(p+q+1)7 LR deT(erqu’I‘)) =
oe€6(pqg+r)
T €8(pq,7)
Z o W1 (xo(1)7 s 7$a(p)) WQ(CUU(erl)v s 7ma(p+q)) w3(wa(p+q+l)7 s 7xo(p+q+r‘)) =

oeB(p,q,r)

(w1 Awa) Aws) (@1, -, Tpygr) -

(4) Soit 7 l'élément de &(p + ¢) tel que 7(i) = i + p mod (p + ¢) pour tout ¢ dans
{1,...,p+q}. Alors e, = (—1)P?, et la composition ¢ — o o T est une bijection de S(p, q)
sur &(g¢, p). Donc pour w € APE,n € AIE, on a

(77 A OJ) (:L‘la s )l'erq) = Z €o 77(1:0(1)3 s axa(q)) w(xa(q-‘rl)? s $a(p+q)) =

0€6(q,p)
Z Egor 77(%—07(1)7 S 733007'(q)) w(£ao7’(q+1)> SRR xUOT(p-‘rq)) =
o€6(p,q)
Er (w N 77) (-xlv s 71'p+q) :
Les autres affirmations sont immédiates. [l
Proposition A.17 Pour tous les wi,...,w, dans FE et tous les x1, . .. ,Zp dans E, on a

(Wi A Awp)(x1, ..., xp) = det ((wi(xj))lgi,j§p> )

Démonstration. On raisonne par récurrence sur p. La formule est immédiate pour p = 1.
On a

(w1 A(wa A Awp)) (@1, ..., 2p) = Z (=1 oy (@) (W2 A Awp) (1, ey Ty ey 1)

En utilisant ’hypothése de récurrence au rang p — 1, on trouve le développement du
déterminant de la matrice (wi (ZEj))l <ij<p PAr TAppOrt a sa premiére ligne, ce qui montre
le résultat. S O

Porisme A.18 Des formes linéaires f1,..., fr dans E* sont linéairement indépendantes
si et seulement si leur produit extérieur fi A--- A fi est non nul.
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Démonstration. Si f1,..., fr sont linéairement indépendantes, alors il existe x1,...,xg
dans E tels que fij(z;) = 1sii = jet fi(x;) = 0sinon. Donc, par la proposition précédente,
(i N A fi)x,...,z) =1et fy A--- A fr # 0. La réciproque est évidente. O

Remarque. Il découle de la propriété d’anticommutativité que si w est une forme p-linéaire
alternée avec p impair, alors w A w = 0. Mais pour £ = R*, si (e1, €2, €3,¢4) est la base
duale de la base canonique, et si w = €1 Aeg + €3 A€y, alors wAw =2¢€; Aeag Aeg Aeg # 0.

Proposition A.19 Si (fi,..., fn) est une base de E, alors (fis Ao A fig)1<ip <o<ip<n €5t
une base de APE.

Démonstration. Soit (eq,...,e,) la base de F, dont la base duale est (f1,..., f,). Pour
w dans APE et x1,...,x, dans F, par p-linéarité de w, on a

Wiy, .oxp) = Y fulwn) . fi () wie, . e,)

1<iy oyip<n
Comme w est alternée, les termes w(e;,,...,e;,) sont nuls sauf peut-étre si les indices
1,...,1p sont deux a deux distincts. En utilisant une permutation pour mettre ces indices

dans l'ordre croissant, en utilisant la formule d’un déterminant et en utilisant que (f;, A
A fip) (@, 1) = det(fi(xj))1<ij<k par la proposition A.17, on obtient que

w= Z w(eil,...,eip)fil/\---/\f,-p.
1<ii <-<ip<n

Cette écriture est unique, car pour tous les i1 < --- <1y et j; < --- < jp, 'expression

(fi1 ARERRA fip)(ejlv s 7ejp) = det(fia (ejﬁ))lgaﬁgp
est non nulle si et seulement si i1 = j1,...,4, = jp. Ceci montre le résultat. O

Remarque. Soit (f1, ..., f,) une base de E. Pour toute partie I de cardinal p de {1,...,n},
notons

fr="Fa N Nfi,
oul ={iy,...,ip} aveci; < --- < ip. Le résultat ci-dessus dit que (f7)r, pour I de cardinal
p, est une base de APE. La table de multiplication de cette base est la suivante :

- +fruy siInJ= 0
fints= { 0 sinon
ot + = (—=1)¥ pour k le nombre de couples (i, j) dans I x .J tels que i > j.

On en déduit que la dimension de APE est C, = ( Z >, pour n la dimension de E.

Donc la dimension de I’espace vectoriel A*E est ZZ:O Ch = 2", En particulier, pour n la

dimension de E, Pespace vectoriel A”E est de dimension 1, engendré par fi A--- A fp, qui
est I'application déterminant de n vecteurs dans la base (eq,...,ep).
Tout élément w de A*E s’écrit de maniére unique

w=> wr fr,
1
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avec wy dans K. De plus, w appartient & APE si et seulement si w; = 0 pour tout I de
cardinal différent de p. Plus précisément, si (ei,...,e,) est la base de F, dont la base
duale est (fi,..., fn), notons de méme e’ le p-uplet (e;,, ... ,€;,). Alors la preuve ci-dessus
montre que pour tout w dans APE, on a

w= Zw(el)fj.

I

Exercice E.194 Soient f : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels
E et F de dimension finie n et m respectivement, (e, ..., ey) une base de E, de base duale
(61,...,¢n), €t (fi,..., fm) une base de F, de base duale (fi,..., fm). Si A est la matrice
de f dans ces bases, calculer la matrice de Uapplication linéaire w — f*w de A*F dans
A*E, dans les bases (f1)r et (é1);.

Soient X un élément de F et w € APE. On appelle produit intérieur de w par X, et
on note ixw, la forme (p — 1)-linéaire alternée (par convention, A~ E = {0}), définie par
ixw = 0sip =0, et sinon, pour tous les &,...,§,—1 dans E,

(in)(§17 s 7§p—1) = w(X7 §15--- 75}7—1) .

On étend additivement application ix a A*E.

Proposition A.20 L’application ix : A*E — A*E est une antidérivation de degré —1 de
Ualgebre graduée A*E, i.e.
(1) ix : A*E — A*E est lincaire et ix(APE) C AP~'E pour tout p dans N.
(2) pour tout o dans APE et tout B dans A*E, on a
ix(anp)=(ixa) AB+ (1)’ aA(ixB) .

Démonstration. L’assertion (1) est immédiate par définition. Pour montrer la seconde
assertion, on raisonne par récurrence sur p. Le cas p = 0 est immédiat par linéarité. Si
p = 1, alors, en posant Xo = X, pour tous les Xy,..., X, dans F, on a

ix(a /\ﬂ)(Xl, .. ,Xq)

= (OZ /\B)(Xo,Xl, Ce ,Xq)

= Y (-D)Ha(X)B(Xo, ... X, .., X,)
=0
= a(X0)B(X1,. .., Xg) — D (~ 1)l X:) (ixB)a(X1, .., Xiy -, Xy)
=1

= (iXaA/B>(X17"-7Xq)_(aAiXﬁ)(Xlw-'?Xq)7

ce qui montre le cas p = 1. Supposons maintenant p > 2, et supposons le résultat vrai au
rang p — 1. Par linéarité, on se raméne au cas ou a = o/ A o, avec o’ de degré 1. Par
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I’associativité et la distributivité du produit extérieur, on conclut alors par les cas p = 1
etp—1:

ix(@AB) = ix(o/ A0 AB)) = (ixe) A (o A ) — o Aix(a A B)
= (ixd)A (" AB)—a' A((ixa")AB+ (=1)P~L " A(ixB))
= ((ixd)Na" = AN(ixd")AB+(=1)P o/ A (" A (ixP))
= (ixa) AB+ (1) an(ixp).
O

Remarque. Le groupe GL(E) des automorphismes linéaires de E agit (a gauche) natu-
rellement sur I’ensemble A*E. En effet, posons

g-w:(x1,...,xp) — ((g_l)*w) (1,...,2p) = w(g™Hx1),. .. ,g_l(xp))

si g € GL(E) et w € APE. Cette action de GL(E) sur APE est linéaire, et s’étend par
linéarité en une action de GL(E) sur A*E, qui préserve la structure d’algébre graduée de
A*E, c’est-a-dire pour tout g dans GL(E), 'application w — ¢ - w est linéaire, envoie APE

dans lui-méme, et g- (w A7) = (g-w) A (g-n) pour tous les w,n dans A*E.

Remarque. On note A*E = A*E, que l'on appelle algébre des multi-vecteurs de FE.
Par l'identification de E et de E, tout élément de APE (appelé p-vecteur) est combinaison

linéaire de vy A --- A v, pour des vi,...,v, dans E. Si (e1,...,e,) est une base de E,
alors (er);caf1,..ny est une base de A*E, avec comme ci-dessus e; = e;; A --- A e, oll
I ={i1,...,ip} avec iy < -+ <'ip. Si (f1,..., fn) est la base duale de (e1,...,e,), alors

pour tout p-vecteur v, on a comme ci-dessus

v=3"u(fer

1

o la sommation porte sur toutes les parties de cardinal p de {1,...,n}. L’espace APE
vérifie la propriété universelle suivante : pour toute application p-linéaire alternée u de EP
dans un espace vectoriel I, il existe une et une seule application linéaire f de APE dans
F telle que pour tous les x1,...,x, dans F,

w(zy, ..., zp) = fx1 A Axp) .

En effet, comme (eg); est une base de APE, il suffit de définir f en demandant que f(ey) =
u(el).

En particulier, le corollaire A.18 implique que des vecteurs vy,...,v; dans E sont
linéairement indépendants si et seulement si leur produit extérieur vy A --- A vg est un
p-vecteur non nul.

On vérifie aisément qu’il existe une et une seule application bilinéaire (-,-) de APE x
APE — K, telle que, pour z1,...,x, dans E et fi,..., f, dans E, on ait

<f1 ARERNA fpaxl ASEE /\xp> = det(fi(xj))lgidgp :

Cet accouplement induit un isomorphisme canonique de A*E sur le dual de A*E. De plus,
si (e1,...,en) est une base de E, et si (é1,...,¢&,) est sa base duale, alors les bases (er)r
de A*E et (é1); de A*E sont duales.
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Si A est un espace vectoriel sur K muni d’une application bilinéaire ® : Ax A — A, par
exemple si A est une algébre sur K avec sa multiplication, et en particulier si A est 1'algébre
des matrices M, (K), alors on définit de la méme maniére I'espace, noté AP(E, A) (respec-
tivement A*(E, A)) des applications p-linéaires (respectivement multilinéaires) alternées a
valeurs dans A. On définit de méme le produit extérieur de deux éléments de A*(E, A) (en
remplacant le produit de deux éléments de K par ’évaluation de ® sur deux éléments de
A). Si A est une algébre associative unitaire, alors A*(E, A) est encore une algébre graduée
associative unitaire. Mais elle n’est plus forcément anticommutative (par exemple si A est
l'algébre M,,(K) avec n > 2). Si A est de plus commutative (par exemple si K = R et
A = C), l'algébre graduée associative unitaire A*(E, A) est par contre anticommutative.

e Exercice de révision.

Exercice E.195 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K, et f €
L(E) une application linéaire de E dans E. Pour préciser, on note A?f : APE — APE
I’application définie par w +— f*w.

— Montrer que I’application A f : A"E — A™F est la multiplication par det f.

— Montrer que
n

det(f — Xidy) =Y (1) tr(A" )N

i=1
— En déduire que
det(idy + f) = tr(A*f : A*E — A*E) .
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A.6 Rappels d’algébre homologique

e Catégories, foncteurs.
Une catégorie C est la donnée
e d’une collection Obj = Obj., dont les éléments sont appelés les objets de C,
e d’un ensemble Mor(X,Y) = Mor¢(X,Y) pour tous les X,Y dans Obj, dont les
éléments sont appelés les morphismes (ou fleches) de X dans Y dans la catégorie C,
e d'un élément Id = Idyje,(x,x) (appelé (morphisme) identité de X dans X) dans
More (X, X) pour tout X dans Obj, et
e d’une application o (appelée composition) de Mor(X,Y)xMor(Y, Z) dans Mor(X, Z)
pour tous les X, Y, Z dans Obj,
telle que
fold=Idof=f

et
(fog)oh=fo(goh).
Soient C et C' deux catégories. Un foncteur (covariant) F de C dans C’ est la donnée
e pour tout objet X de C, d'un objet F(X) de C’,
e pour tout morphisme f dans I'ensemble More(X,Y'), d'un morphisme F(f) dans
I'ensemble More/ (F(X), F(Y)),
telle que
F(Id) =1d

et

F(fog)=F(f)oF(g)-
Un foncteur contravariant de C dans C’ est une telle donnée, sauf que maintenant F(f) €
More/ (F(Y), F(X)), et qui au lieu de la derniére condition vérifie la condition

F(fog)=F(g)oF(f).

Une sous-catégorie C' d’une catégorie C est la donnée d’une sous-collection Obje
de Obje, et d'un sous-ensemble More/(X,Y) de More(X,Y) pour tous les X,Y dans
Objer, telle que More/(X, X) contienne Idyfore (x,x) €t que la composition préserve les
More/(X,Y). Une sous-catégorie de C, munie des identités et des compositions de C, est
une catégorie.

Par exemple, la catégorie des ensembles a pour objets les ensembles, pour morphismes
les applications entre ensembles, pour identités les applications identités, et pour compo-
sitions les compositions d’applications.

Beaucoup des catégories que nous rencontrerons sont des catégories, dites d’ensembles
décorés, dont les objets sont des ensembles munis de structures additionnelles, et dont
les morphismes sont certaines applications entre ces ensembles, et ou les identités sont
les applications identités, et la composition est la composition des applications. Une telle
catégorie est muni d’un foncteur évident, dit foncteur oubli, & valeurs dans la catégorie
des ensembles, qui associe & un ensemble muni de structures additionnelles cet ensemble
lui-méme.

Par exemple, la catégorie des espaces topologiques est une catégorie d’ensembles décorés,
dont les objets sont les espaces topologiques et les morphismes sont les applications conti-
nues, et dont le foncteur oubli est ’association & un espace topologique de son ensemble
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sous-jacent. On définit de méme la catégorie TOP des variétés topologiques, celle TOP,,
des wvariétés topologiques de dimension n, qui sont des sous-catégories de la catégorie des
espaces topologiques.

La

catégorie DIFF}, des variétés différentielles de classe CF est aussi une catégorie

d’ensembles décorés, dont les objets sont les variétés différentielles de classe CF et les
morphismes sont les applications de classe C*, et dont le foncteur oubli est I’association
a une variété différentielle de son ensemble sous-jacent (on oublie & la fois la topologie et
I’atlas maximal de cartes).

De

nombreuses catégories seront définies dans ce cours.

e La catégorie DIFF} des variétés différentielles de classe C* (paragraphe 2.3).

La catégorie DIFFy(n) des variétés différentielles de classe C* et de dimension n
(paragraphe 2.3).

La catégorie des fibrations de classe C* (paragraphe 3.6).

La catégorie des fibrés vectoriels de classe CF (paragraphe 3.2).

La catégorie des fibrés vectoriels de classe C* et de rang n (paragraphe 3.2).

La catégorie des revétements (paragraphe A.4).

La catégorie des groupes topologiques (paragraphe 5.1).

La catégorie des groupes de Lie (paragraphe 5.1).

La catégorie des algebres de Lie (paragraphe 5.2).

nombreux foncteurs seront définis dans ce cours.

Le foncteur P de la catégorie dont les objets sont les espaces vectoriels de dimension
finie sur K = R ou K = C et les fleches les applications linéaires injectives, dans
la catégorie des variétés différentielles K-analytiques, qui & un espace vectoriel V'
associe l'espace projectif P(V') (paragraphe 2.4.3).

Le foncteur G, de la catégorie dont les objets sont les espaces vectoriels de dimension
finie sur K = R ou K = C et les fléches les applications linéaires injectives, dans
la catégorie des variétés différentielles K-analytiques, qui & un espace vectoriel V'
associe la variété grassmannienne G (V') (paragraphe 2.4.3).

Le foncteur Gy de la catégorie des fibrés vectoriels de classe Ck et des morphismes
de fibrés vectoriels injectifs sur les fibres dans la catégorie des fibrations de classe
CF, qui & un fibré vectoriel associe sa fibration grassmannienne (paragraphe 3.6).
Le foncteur T, de la catégorie DIFFy, 1(n) des variétés différentielles de classe CFF1
et de dimension n, dans la catégorie des fibrés vectoriels de classe C* et de rang n,
qui & une variété associe son fibré tangent (paragraphes 3.3 et 3.4).

Le foncteur contravariant de la sous-catégorie de la catégorie DIFF 1, formée des
variétés différentielles de classe CF1 et des morphismes étales entre ces variétés, a
valeur dans la catégorie des espaces vectoriels réels, qui & une variété M de classe
CF+1 associe I’espace vectoriel réel T'y, (T'M) des champs de vecteurs CF sur M, et a
un morphisme étale f associe I'application linéaire X — f*X (paragraphes 4.1 et
4.2).

Le foncteur de la catégorie des groupes de Lie dans celle des algébres de Lie, qui a
un groupe de Lie associe son algébre de Lie (paragraphe 5.3).

Le foncteur contravariant de la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur
un corps donné K, dans la catégorie des algébres (associatives unitaires) graduées
anti-commutatives sur K, qui & un tel espace vectoriel E associe A*E, et a une
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application linéaire f associe le morphisme f* (gradué de degré 0) (paragraphe
A5).

Le foncteur contravariant de la catégorie DIFF o (n) des variétés différentielles de
classe C* et de dimension n, dans la catégorie des fibrés vectoriels de classe C* et de
rang 2", qui & une variété associe son fibré des formes alternées (voir paragraphe 3.7).
On peut définir aussi le foncteur contravariant de la catégorie des fibrés vectoriels
CF dans elle-méme, qui & un fibré vectoriel E associe le fibré vectoriel A*E.

Le foncteur contravariant de la catégorie des variétés C*> et des applications C*°,
dans la catégorie des algébres graduées (associatives unitaires) anticommutatives,
et des morphismes d’algeébres graduées unitaires, qui & une variété M associe son
algebre des formes différentielles Q(M) et a une application f : M — N associe
f* i Q(N) — Q(M) (paragraphe 6.1).

Le foncteur contravariant cohomologie de de Rham H7 ., de la catégorie des variétés
C° et des applications continues entre ces variétés, dans la catégorie des algébres
graduées (associatives unitaires) anticommutatives, et des morphismes d’algébres
graduées unitaires, qui a une variété M associe 'algébre H} . (M) et & une appli-
cation f : M — N associe le morphisme f* : H}_.(N) — H}.(M) (paragraphe
6.2).

Le foncteur contravariant cohomologie de de Rham a support compact Hf ., de
la catégorie des variétés C™ et des applications continues propres entre ces varié-
tés, dans la catégorie des algébres graduées (associatives pas forcément unitaires)
anticommutatives, et des morphismes d’algébres graduées, qui a une variété M as-
socie l'algébre Hfy (M) et a une application f : M — N associe le morphisme
[ Hig o(N) — Hiy (M) (paragraphe 6.4).

Le foncteur compactification d’Alexandrov de la catégorie des espaces topologiques
localement compacts et des applications continues propres, a valeurs dans la catégo-
rie des espaces topologiques compacts et des applications continues, qui & un espace
topologique localement compact X associe son compactifié d’Alexandrov X , et a
une application continue propre f entre deux espaces topologiques localement com-
pacts associe son unique extension J/‘\aux compactifiés d’Alexandrov de ces espaces
(voir l'exercice E.178 dans 'appendice A.1).

e Complexes de cochaines.
On renvoie par exemple a [Spa, ES, CE| pour des compléments d’algébre homologique.

Soit A un anneau commutatif unitaire. Par module, on entend module sur A. On
rappelle que les modules sur 'anneau Z sont les groupes abéliens, et les modules sur un
corps sont les espaces vectoriels. On rappelle qu'une suite finie ou infinie de morphismes
de modules

I
e Moy I My I Moo —

est exacte si ker fp,41 = im f, pour tout n tel que f,4+1 et f, soient définis.

Un complexe de cochaines C' = (C*,0%) est une suite de modules (C™),cn et de mor-
phismes de modules (9" : C™ — C™" 1),y

o NN BNy o - N N U INY o A8 SN

tels que

an—f—l 0" =0
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pour tout entier n. Les 0" sont appelés les morphismes de cobord (ou différentielles), et
notés 0 quand n est sous-entendu. On pose par convention C~! =0 et 971 = 0.
On définit les objets suivants.
e Un morphisme de complexes de cochaines f : C' — D est une suite de morphismes
de modules (™ : C™ — D"),en tels que f"1 09" = 9" o f™ pour tout entier n.

o AN | RS (AN o (S SN
f0 4 ) + f1 fn 1 : 4 frtt
po % pt . _— pr 2 petr

e L’espace des n-cocycles est Z"(C) = ker(d : C™ — C™1). L’espace des n-cobords
est B*(C) = im(d : C"! — (C™), qui est un sous-module de Z"(C). Le n-éme
groupe de cohomologie de C' (qui est un module) est le module quotient H"(C') =
Z™(C)/B™(C), et le module (gradué) de cohomologie de C' est

H*(C) = H"(C) .
neN

o L’application induite en cohomologie par un morphisme de complexes de cochaines
f:C — D est le morphisme de modules f*: H"(C) — H™(D) défini par f*([z]) =
[f"(2)] si z est un n-cocycle de D.

e Si A est un corps, la caractéristique d’Euler-Poincaré d’'un complexes de cochaines
C tel que 'espace vectoriel C™ sur A soit de dimension finie pour tout n, et nulle
pour tout n assez grand, est définie par

X(C)=>_ (~1)idim C" .
€N

e Une suite exacte (courte) de complexes de chaines est la donnée notée

0-—Cc-sD 9% E 0

de complexes de cochaines C, D, F et de morphismes de complexes de cochaines
f:C —D,g:D — FE tels que, pour tout n, la suite de morphismes de modules

0—crIhpr S pr o

soit exacte.

e Un morphisme de suites exactes (courtes) de complexes de cochaines est un triplet
(a, B,7) de morphismes de complexes de cochaines tel que le diagramme suivant
soit commutatif en tout degré n :

0o— ¢ L p L B —o0
ba s Ly
0o— ¢ I p L om0
Remarques (1) Le module H"(C) mesure 'obstruction d’un cocycle a étre un cobord
(un n-cocycle étant un cobord si et seulement si son image dans H,(C) est nulle), ainsi
que l'obstruction de la suite

0 0t 2,02 0, Oy om Oy omtt 9,
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A étre exacte (c’est-a-dire & vérifier ker 9" = im 9"~ pour tout n.)

(2) Un morphisme de complexes de cochaines ¢ : C' — D envoie cocycles sur cocycles
et cobords sur cobords en chaque degré, ce qui montre que 'application induite en coho-
mologie par un morphisme de complexes de cochaines est bien définie.

(3) On définit une catégorie des complexes de cochaines sur 'anneau A, dont les objets
sont les complexes de cochaines et les morphismes les morphismes de cochaines. Le mor-
phisme identité, noté id, d’'un complexe de cochaines C' est la suite (id : C" — C™),en.
Si f:C— Detg: D — & sont des morphismes de cochaines, alors le morphisme de
cochaines go f : C — & défini par (g o f), = gn © fn est la composition de f et de g.

Pour les applications induites en cohomologie, on a (g o f)* = ¢g* o f* et id* = id.
Ainsi C' — H*(C) et f+— f* est un foncteur (covariant) de la catégorie des complexes de
cochaines sur A dans la catégorie des A-modules gradués.

De méme, les suites exactes (courtes) de complexes de cochaines et les morphismes de
suites exactes (courtes) de complexes de cochaines forment une catégorie, pour la compo-
sition et les morphismes identité évidents.

Proposition A.21 5i0 — C i> D %5 E —5 0 est une suite exacte courte de com-
plexes de cochaines, il existe une suite exacte longue de modules

o — HY(B) -5 q0) LS B D) LS BHYE) S HY(C) — .

telle que si (o, B,7y) est un morphisme de suites exactes de complexes de cochaines, alors
le diagramme suivant est commutatif :

o — HYO) L vy LS oHYE) L HUU(CO) — .

o — HYOY D o vy S o vE) L H(CO) —
Démonstration. (1) Construisons tout d’abord le morphisme § : H"(E) — H"1(C). Le
diagramme suivant est commutatif :

lo lo lo

0o — om ﬁ> D" g—n> EY — 0
) Lo Lo

0 — crtt N prat 9 pen
1o lo lo

Soit z un n-cocycle de E. Il s’agit de lui associer un (n + 1)-cocycle x de C' (bien défini
modulo un cobord). Comme ¢" est surjective, il existe y € D" tel que ¢"(y) = z. On
considére dy € D"!. Comme ¢""!1(dy) = 09" (y) = 9z = 0, par exactitude, il existe
x € O™ tel que f*T!(z) = dy. On pose donc

Vérifions que d est bien défini. Tout d’abord, x est bien un cocycle, car
frH2(0x) = 0f " (2) = 00y = 0,
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et comme f"*? est injective, on en déduit que dz = 0.

De plus, [z] ne dépend pas des choix du représentant z de [z] et des éléments y, x comme
ci-dessus. En effet, si (2/,4/, ') est un autre choix, alors comme [2/] = [z], on a 2’ —z = 92"
avec 2" € E"1. Soit v € D" ! tel que 2" = ¢" 1(y"), qui existe par surjectivité de g" 1.
Alors

gn(y/ oy 8y//> = 29" =0,

donc par exactitude, il existe 2/ € C™ tel que ¢y —y — dy” = f™(2”). Comme
2 —x—02") =0y — 0y — of" (") = 9dy" = 0,
par injectivité de f*1 on a 2’ = x + 92", donc [2'] = [x].

(2) Vérifions l'exactitude au niveau de H"(D).

Comme g*o f* = (go f)* =0, 0n aim f* C ker g*.

Réciproquement, soit [y] € ker g*. Comme 0 = g*([y]) = [¢"(y)], il existe z € E"~! tel
que ¢"(y) = Oz. Par surjectivité de g" 1, il existe 3/ € D"~ ! tel que z = ¢"!(3). Comme
g"(y — 9y’) = 0, par exactitude, il existe x € C™ tel que y — dy’ = f™(x). De plus, x est
un cocycle, car f**1 est injective et

frH0) = 0f™(x) = Oy — 09y =0
car y est un cocycle. Enfin, f*([z]) = [f™(z)] = [y], donc [y] € im f*.

(3) Vérifions l'exactitude au niveau de H"(F).

Montrons que im ¢g* C ker §. Si y est un n-cocycle de D, par construction de §, on a
5([¢"(y)]) = [x] ont f*T1(x) = y. Comme y est un cocycle et f*! est injective, on a donc
d o g" =0, ce qui prouve le résultat.

Réciproquement, montrons que ker § C im g¢*. Soit z un n-cocycle de E tel que
§([2]) = 0. Par construction, il existe y € D™ et x € C™*! tels que z = g"(y), f* i (x) = dy
et [x] = 0([z]) = 0. Soit 2’ € C™ tel que x = 92’. On pose ¥ = y — f™(2'), qui est un
n-cocycle de D. Alors ¢"(y') = z, donc g*([¢/]) = [z], ce qui montre le résultat.

Les autres vérifications sont laissées en exercice. O

La seule classe d’exemples de complexes de cochaines qui apparait dans ce cours est
la suivante. Soient M et N deux variétés C*°, et f : M — N une application C*
(respectivement C* et propre). Soient QP(M) (respectivement QF(M)) lespace vecto-
riel réel des p-formes différentielles C* (respectivement C* et a support compact) sur M
et d = dige(ary + (M) — QPTI(M) la différentielle extérieure des formes différentielles

(respectivement sa restriction d = djgp(p) : QE(M) — Q2TL(M). Alors

(P(M), djar(ar)) ey €t (Q’cj(M), dmg(M))peN

sont des complexes de cochaines. De plus, si f* : QP(N) — QP(M) (respectivement f* :
QL(N) — QF(M)) est I'application image réciproque par f des formes différentielles, qui
commute avec la différentielle extérieure, alors

o (QP(N)vd\QP(N))peN — (QP(M)vd\QP(M))peN
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et
o (QP(N)ad\QP(N))peN — (Qp(M)vd\QP(M))peN

sont des morphismes de complexes de cochaines.

On termine cet appendice par un exercice d’algebre linéaire.

Exercice E.196 (Lemme des cinq) On considere le diagramme commutatif suivant de
modules, dont les fleches sont des morphismes de modules, et dont les lignes sont exactes :

A — B — C — D — FE

1 4 3 \ 1

A — B — ¢ — D — F

Si les premiére, seconde, quatriéme et cinquiéme fleches verticales sont des isomorphismes,
alors la troisiéme aussi.
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A.7 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.179 Si A est 'intersection d’un ouvert U et d'un fermé F', alors U est un
voisinage de tout point de A, tel que UN A = FNU, qui est fermé dans U. Si tout point
admet un voisinage ouvert U dans X tel que ANU soit fermé dans U, alors ANU = FNU
pour F un fermé de X, et ANU C ANUCFNU=ANU,donc ANU =ANU et A
est ouvert dans A. Enfin, si A est ouvert dans A, alors il existe un ouvert U de X tel que
A= ANU, donc A est I'intersection d'un ouvert et d’un fermé.

Exercice E.180 Soit U un ouvert de X, alors U N X; est un ouvert de X;. Donc tout
ouvert de X; pour la topologie induite est un ouvert de X; pour la topologie originelle.
Réciproquement, si U est un ouvert de X; pour la topologie originelle (par exemple U =
Xi), alors pour tout j, la partie U N X; = U N (X; N X;) est un ouvert de X;, donc de X3,
donc U est un ouvert de X. Ceci montre le résultat.

Exercice E.182 Supposons que f : R — R? posséde une différentielle partout non nulle,
et que son image soit {(z,|z]) : z € R} C R2 Notons f(z) = (a(z),b(z)). On peut
supposer sans perte de généralité que f(0) = 0.

La fonction b atteint un minimum en 0, donc ¥'(0) = 0. Ainsi, |b(x)| = o(x) au voisinage
de 0. Comme |a(z)| = |b(z)|, on en déduit a(x) = o(z), puis a’(0) = 0. Ainsi, f/(0) =0, ce
qui est absurde.

Si on retire la condition de non-nullité de f’, on peut par exemple prendre f(z) =
(z3,]23|) (et on peut méme prendre un exemple C™ avec (ze~ /%" |z]|e~1/*")).

Exercice E.184 On peut supposer sans perte de généralité que £ = F = R", pour un
n dans N, dans I’énoncé du théoréme d’inversion locale, que £ = R" et FF = G = R™,
pour des n, m dans N, dans celui des fonctions implicites, et que tous les points particuliers
(x et f(z) dans I'’énoncé du théoréme d’inversion locale, a et b dans celui des fonctions
implicites) sont égaux a 0.

Montrons que le théoréme d’inversion locale implique celui des fonctions implicites. Soit
h(z,y) = (x, f(x,y)). Alors h est définie sur un voisinage de 0 dans R™ x R™, de classe C!
et sa différentielle est inversible. On peut donc trouver un voisinage ouvert V' x W de 0
sur lequel h et h~! sont définies, de classe C! et injectives. Notons g : x + pryo h™1(x,0),
qui est de classe C! et définie sur V. On prend V' C V tel que g(V') € W. On a alors

{(z,y) e V!X W f(2,y) =0} = {(z,9(x)) : z€V'}.

Montrons l'inclusion du membre de droite dans celui de gauche : (z,0) = h(x,g(z)) =
(x, f(x,g(z))) donc f(z,g(x)) = 0. Montrons l'inclusion opposée : si f(z,y) = 0, alors
h(z,g(x)) = (2,0) = (z, f(z,y)) = h(z,y), donc y = g(x), par injectivité de h sur V' x W.

Montrons que le théoréme des fonctions implicites implique celui d’inversion locale. Soit
h Papplication définie sur un voisinage de (0,0) dans R x R™ par h(x,y) = f(y) —z. Alors
0yh(0,0) = dfy est inversible, donc le théoréme des fonctions implicites donne l'existence
d’un voisinage V' x W de (0,0) et d’une fonction g : V — W de classe C! tels que

{(zy) e VX W fly) =a} ={(z,9(z)) : z€V}.

Pour y assez proche de 0, on a f(y) € V et y € W, si bien que, en posant z = f(y), on a
y=g(z), puis y = go f(y). Ainsi, go f = id au voisinage de 0, et on montre de méme que
f o g =1id au voisinage de 0.
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Exercice E.185 (1) Notons ay,...,a, les colonnes de la matrice A et hy,...,h, celles
de H. En utilisant la multilinéarité du déterminant, on vérifie que

n
det(A+ H) = det(a,...,an) + Y _det(ar,...,ap_1, i, apy1,- - an) + O(||H?).
k=1
Ainsi, la différentielle du déterminant est donnée par
n
d(det)a(H) = Zdet(al, ey Qp—1, Ry g1y - an).
k=1

En particulier, si A est inversible, alors on vérifie que
d(det)s: H +— detA trA™'H |

en montrant, en utilisant la formule de 'inverse d’une matrice, que les applications linéaires
d(det)s et H +— det A tr A='H coincident sur la base de M, (R) formée des matrices
élémentaires Eyy pour 1 < k,f < n, ou les coefficients de Ej, sont nuls sauf celui en
position (k,¢), qui vaut 1.

Supposons que d(det)4 = 0. Pour 1 < k,¢ < n, I'équation d(det)s(Ex¢) = 0 montre
que le mineur de taille n — 1 de A obtenu en supprimant la k-éme ligne et la [-éme colonne
de A est nul. Ainsi, d(det)s = 0 si et seulement si tous les mineurs de taille n — 1 de A
sont nuls, c’est-a-dire si et seulement si le rang de A est strictement inférieur a n — 1.

(2) Soient A un élément de X, E une droite vectorielle dans M,,(R) telle que d(det) o
ne soit pas nul sur E, et F' un supplémentaire de E, si bien que M,,(R) est canoniquement
identifié & F x F. On va appliquer le théoréme des fonctions implicites & la fonction ¢
donnée sur E x F par ¢(M) = det(M) — 1. Comme dp4 est non nul sur E, il existe un
ouvert U de F' et un ouvert V de E tels que A € U x V, et une application ¢ : U — V de
classe C* telle que

(BeUxV : ¢(B) =0} = {(C,y(C)) : CeU}.

Pour conclure, on prend f(C) = (C,¢(C)), qui est manifestement un homéomorphisme
sur son image dont 'inverse est donné par la premiére projection, et dont la différentielle
est partout injective.

(3) Les arguments sont les mémes que dans la question précédente, a ceci prés que,
si on part de A € X, il faudra se restreindre & un voisinage W de A sur lequel {B €
W det(B) = 0} € X. Cela ne pose pas de probléme puisque le rang est semi-continu
inférieurement.

(4) Soit X l’ensemble des matrices de rang au plus n — 1. Supposons qu’il existe une
application f définie sur un voisinage U de 0 dans R™*~1 vérifiant les propriétés indiquées,
avec f(0) = 0. Comme n > 2, la matrice Fj; appartient a X. Pour ¢ assez petit, il existe

donc un élément ey (t) de U tel que f(e(t)) = tEy;. Comme f est un homéomorphisme
/)

sur son image, ey (t) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. La suite % appartient a la
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sphére unité compacte de R”zfl, on peut donc supposer qu’elle converge vers un vecteur
v, de norme 1. Alors

flew(1/p))

llert(1/p)||

Comme f(ex(1/p)) est proportionnel a la matrice Ej;, on obtient en passant a la limite
que dfo(vki) = AEj; avec A € R. Comme dfy est injective, A # 0. Ainsi, I'image de
I'application linéaire dfy contient toutes les matrices Fj ;. C’est absurde puisque dfy est
définie sur un espace de dimension n? — 1.

dfo(vk,l) = lim

Exercice E.187

(Preuve du corollaire A.5) Quitte a appliquer un isomorphisme linéaire de R", on peut
supposer que I'image de dfy soit engendrée par les p premiers vecteurs de base de R". Soit
alors

g(xr, ... xn) = f(zr, ... xp) +(0,...,0,2p41,. .., Tp) -

1

La différentielle de g en 0 est inversible, donc ¢ = g~ est bien définie au voisinage de 0.

Ainsi, au voisinage de 0,
(1,...,2p,0,...,0) =tpog(x1,...,2p,0,...,0) = o f(x1,...,xp).

(Preuve du corollaire A.6) Quitte a appliquer un isomorphisme linéaire de R", on peut
supposer que les images par dfy des ¢ premiers vecteurs de la base canonique de R forment
une base de RY. Soit alors

g: (@1, xn) = (f(z1, .0 2n), Tty - -5 Tn) -

L’application g est de classe C* au voisinage de 0, envoie 0 sur 0, et sa différentielle en 0
est inversible. Par le théoréme A.2 d’inversion locale, ¢ = ¢~ ! est un CF-diffeomorphisme
local de R™ en 0, et, en considérant les ¢ premiéres coordonnées de g o ¢ = id, on a, au
voisinage de 0,

foo(xy,...,zn) = (z1,...,2q) -

(Preuve du corollaire A.7) Notons (eq,...,ep) la base canonique de R et (f1,..., fy)
celle de R9. Nous pouvons supposer, quitte & appliquer un isomorphisme linéaire a la source
et au but, que dfy(e;) = fi pouri =1,...,7, et dfo(e;) =0 pouri=r+1,...,p.

Soit 7 la projection sur les r premiéres composantes dans RY, et

Fi(zy,...,zp) = (n(f(z1,.. 0 2p))s Tpgty - -5 Tp) -

Comme F est est de classe CF et dFy = id, ’application F' admet un inverse local G, qui
vérifie mo f o G(z1,...,2y) = (z1,...,2,). Autrement dit, en faisant un changement de
coordonnées & la source, on s’est ramené au cas ot

fxi,..,zp) = (@1, 2, g(T1, .., 2p)) -

Soient 7, j > r. Pour z proche de 0, considérons le mineur de J f,., obtenu en ne gardant
que les r premiéres lignes et colonnes, la i-éme ligne et la j-éme colonne. Ce mineur est
nul, puisque df; est de rang r.
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Donc gg; (z) = 0. Ainsi, gi(z1,...,2p) = gi(z1,...,2,,0,...,0). Donc

flx1,...,zp) = f(x1,...,2,,0,...,0).

Considérons maintenant f restreinte & R” x {0} : elle est immersive en 0, si bien qu’on
peut la transformer au voisinage de 0 en (x1,...,2,) — (z1,...,2,,0,...,0) par un Ck-
difféeomorphisme local au but. Ceci conclut.

Remarque. Ce résultat est moins anodin qu’il n’y parait. Essayez par exemple de montrer
le résultat suivant : soit f : R? — R? dont la différentielle est partout de rang 1, égale a
l'identité sur R x {0}. Alors I'image de f est incluse dans R x {0}. Directement, ce n’est
pas évident que f ne va pas s’écarter de la droite des abscisses, et que la condition de rang
de la différentielle est une contrainte suffisante.

Exercice E.188 On montre que 'ouvert de V sur lequel f est immersive est dense dans V/,
par I’absurde. Sinon, soit U un ouvert non vide de V' sur lequel f n’est immersive en aucun
point , et < n le rang maximum de df,, atteint en un point xg € U. Par semi-continuité
du rang, le rang de df, pour x proche de zg est > r, et < r par maximalité. Le théoréme
du rang constant s’applique et montre que f s’écrit, quitte & composer a droite et & gauche
par un diffeomorphisme local, sous la forme f(xg + h) = f(x9) + (ho,...,hr,0,...,0), ce
qui contredit I'injectivité de f puisque r < n. Puisque f est immersive en au moins un
point, on a n < m.

L’application df, n’est pas nécessairement injective partout, comme le montre I’exemple
de z — 23 sur R.

Exercice E.189

(1) Sin =1, alors f atteint son maximum sur l'intervalle ]a,b[ en un certain point ¢
qui est un autre point critique de f. Si n > 2, alors la connexité de R™ — B(0, R)
pour tout R implique que soit f tend vers +oo en oo, soit f tend vers —oo en oo.
Dans le deuxiéme cas, le maximum de f fournit encore un autre point critique de
I

(2) Comme f tend vers +oo en U'infini, 'ensemble K, est borné. Ainsi, son adhérence
est encore un compact connexe contenant a et b, ce qui montre que K,, C K,,.
Ainsi, Ky, est fermé. Soit M = inf{m € R : K, # 0}. Alors (Ky;q1/5)nen—{o}
forme une suite décroissante de compacts connexes non vides, donc son intersection
est encore un compact connexe non vide, qui contient a et b. Sur ce compact, f est
majorée par M. Ainsi, Ky # 0.

(3) Puisque M > sup{f(a), f(b)}, sous 'hypothése d’absence de point critique différent
de a, b, on vérifie aisément que U'intérieur de Kj; est constitué des points x de Ky,
tels que f(x) < M, tandis que sa frontiére est constituée des points z de Ky tels
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que f(x) = M (en utilisant le théoréme des fonctions implicites). On en déduit que
Ky est 'adhérence de son intérieur.

Supposons que l'intérieur de K s ne soit pas connexe, et qu’il s’écrive donc comme
réunion de deux ouverts A et B. Alors Ky = A U B. Par connexité de Ky, les
deux ensembles A et B ne sont pas disjoints, et ils se rencontrent donc en un
point x. Il n’appartient ni & A ni & B car A et B sont ouverts et disjoints. Ainsi,
f(x) = M. Le théoréme des fonctions implicites appliqué au voisinage du point

o

régulier x assure qu’il existe un voisinage U de z tel que V = U N Ky soit connexe.
Comme V = (VN A)U(VNB), 'un des ouverts VN A ou VN B est donc vide par
connexité, ce qui contredit le fait que = soit dans I'adhérence de A et de B.

(4) L’intérieur de K est un ouvert connexe donc connexe par arcs. Il existe donc un
chemin reliant a a b et restant dans l'intérieur de K ;. Ce chemin donne donc un
compact connexe contenant a et b et sur lequel f < M, ce qui est absurde car cela
contredit la minimalité de M.

Exercice E.190 (1) La fonction exponentielle est une série entiére de domaine de conver-
gence M, (R). Elle est donc analytique réelle, et en particulier C*°, comme fonction de
M, (R) dans M, (R). Comme GL,,(R) est un ouvert de M, (R), elle est donc C* comme
fonction de M,,(R) dans GL,(R).

Comme exp(M) =Y 2° (4% on a

o Zn;l MkXMn—k—l
(X) = Y k=0
n=0

n!

(attention & la non commutativité du produit!). En particulier, d exp, = Id.

(2) La premiére assertion vient du fait que det exp(M) = M) Si M est une matrice
antisymétrique, alors M commute avec sa transposée, et si A et B sont deux matrices qui
commutent, alors exp(A + B) = exp(A) exp(B). Donc si M est antisymétrique, alors

Pexp(M) exp(M) = exp(*M) exp(M) = exp(*M + M) = exp(0) =1d .

(3) Soit z € SO(n). 1l existe une matrice orthogonale M telle que MaM ~! soit diago-
cosf) —sind

nale par blocs égaux a 1 ou de la forme ( sinf  cosf

). Ces blocs sont respectivement

cos —sinf
sinf@ cosf

0 -0

I’exponentielle de 0 et < 0 0

> (dans SL2(C), la matrice < ) est conju-

0 e
on revient ensuite dans SLo(R)). Il existe donc une matrice antisymétrique X telle que
MxM~! = exp(X). Finalement, 2 = exp(M 1 X M).

Montrons que, pour X € slp(R), c’est-a-dire tr(X) = 0, alors tr(exp(X)) > —2. Si

X a deux valeurs propres réelles, elles sont de la forme a et —a, et on a tr(exp(X)) =

e+ e~® > 0. Sinon, les valeurs propres a et —a de X sont complexes conjuguées, et elles

sont donc imaginaires pures, c’est-a-dire a = b avec b € R. En particulier, tr(exp(X)) =
—-10 0

0 -1/10

0
(€ 0 : . . . ,
guée a ( ; ), qu’il est facile d’écrire comme une exponentielle de matrice, et

e + e~ = 2cos(b) > —2. Ainsi, la matrice < > de SL2(R) n’appartient pas
a exp(slz2(R)).
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(4) En diagonalisant une matrice symétrique dans une base orthonormée, on vérifie que
son exponentielle est symétrique définie positive. Réciproquement, soit M symétrique défi-
nie positive. En la diagonalisant dans une base orthonormée, puis en prenant le logarithme
des valeurs propres, on construit une matrice symétrique X telle que exp(X) = M. De
plus, si P est le polynome d’interpolation de Lagrange qui vaut log();) aux valeurs propres
Aide M, onaX =P(M).

Montrons que X est l'unique antécédent de M par l'exponentielle. Si M = exp(X'),
alors X’ commute avec M, donc avec tous les polynomes en M, donc avec X . En particulier,
exp(X’ — X) = exp(X")exp(X)~! = I,. En diagonalisant X’ — X, on en déduit que
X -X=0

Ainsi, exp réalise une bijection entre ’espace Sym,,(R) des matrices symétriques et
Iespace Sym;" (R) des matrices symétriques définies positives. Elle est C°°, car restriction
d’une application C* au sous-espace vectoriel Sym,, (R), dont Sym;’ (R) est un ouvert. Il
reste a vérifier que c’est un C*°-difféomorphisme.

Soit M une matrice symétrique, montrons que exp est une immersion en M. Quitte
a diagonaliser M, on peut supposer que M est diagonale de coefficients A1,...,\,. La
formule de la différentielle de ’exponentielle montre alors que

[e’e] Z’Z;l )\ﬁc)\n—k‘—l
dexpM(A)ij = Z 0 J

n=0

n! Ch

n—1\ykyn—k—1
- . OV .
Il suffit donc de vérifier que les coefficients » 7 E’“—O+ sont non nuls. Si A; = A,

ce coefficient est égal a e, et il n'y a rien a faire. Sinon, le coefficient est égal &

* 1 )\zz_)\;l e _ e

ZﬂAi—Aj Yy 70

n=0

Ainsi, dexp est partout inversible sur 'espace des matrices symétriques. En particulier,
exp est un difféomorphisme local, et une bijection, donc un difféeomorphisme.
(5) La formule de la différentielle de I'exponentielle peut se réécrire

Lt R1
dexpyr = E MM
|

Notons de plus que les opérateurs L;; et Rj; commutent.
Supposons tout d’abord Lj; — Ry inversible. Alors

dexpy = Y00 Gty = Cnco M Arot = Tty (exp(Lar) — exp(Rar))
Pu p,a>0 (ptq+1)! n=0 nl Th—Ray — La—Fay \&XPLy p(Ru

a k
= L exp(Las) (Id — exp(—adM)) = exp(Ln) Zﬁo(—l)k%,

ce qui est le résultat recherché.

Notons que cette preuve n’utilise que le fait que Ljy; et Rp; commutent. Lorsque Ly —
Rjs n’est pas inversible, le méme argument s’applique donc a Ljy; + Ald et Ry avec A > 0
assez petit, de telle sorte que Lys — Rys + Ald soit inversible. On conclut ensuite en faisant
tendre A vers 0.

(6) Si Ay,...,\,2 sont les valeurs propres complexes de ad M, la formule de la question

précédente montre que les valeurs propres complexes de exp(—M)dexp,; sont l_f\:k si
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A # 0, et 1 si Ay = 0. Ainsi, cet opérateur est inversible si et seulement si les valeurs
propres non nulles satisfont e # 1, ¢’est-a-dire Ay, ¢ 2intZ.

Exercice E.193 (3) Comme U NV est non vide, X est connexe par arcs. Soit a un
lacet en x. Par compacité, il existe n € N non nul tel que a([£, ZEL]) soit contenu dans U
ou dans V' pour tout i € {0,...,n}. Pour tout i € {0,...,n}, soit ¢; un chemin entre = et
a(%), contenu dans U, V,U NV si a(%) appartient & U, V,U NV respectivement (ce qui
est possible car U, V,U NV sont connexes par arcs), avec ¢ et ¢, constants. On note «a; le
chemin t — a(i#). Il n’est pas difficile de voir que le lacet o en = est homotope a
(Go-ap-c1): (Crar-ca) - (Camz - an—2-cp-1) - (Co1 " Qn—1) " Cn -

Pour i € {0,...,n — 1}, le chemin & - «; - ¢;41, est un lacet en = contenu dans U ou dans V.

Comme U et V sont simplement connexes, chaque ¢; - a; - ¢;41 est homotope au la-
cet constant en z. Donc « est homotope au lacet constant en x. Par conséquent, X est
simplement connexe.

(4) La sphére S,, est réunion de 'ouvert U complémentaire du pole nord, et de 'ouvert V'
complémentaire du pole sud. Les ouverts U, V' sont contractiles, donc simplement connexes
par (2). L’intersection U NV se rétracte par déformation forte sur 'équateur S, —1, qui est
connexe par arcs si n > 2.

(5) On raisonne par récurrence sur n. D’aprés 'exercice E.15, la droite projective P;(C)
est homéomorphe a la sphére Sy, donc est simplement connexe par (4). On suppose main-
tenant [P, (C) simplement connexe. Soit U (le domaine d’)une carte affine de P,,1(C), et V
le complémentaire d’un point de U dans P, 11(C). Alors U est contractile, et V' se rétracte
par déformation forte sur P, (C), donc est simplement connexe. Par (3), 'espace P,,41(C)
est simplement connexe.

Exercice E.194 Soit I une partie de {1,...,m} et J une partie de {1,...,n}. Le coef-
ficient I,J de la matrice de I'application A*f : w = f*w est égal au mineur M ; de la
matrice de f correspondant aux lignes d’indice dans I et aux colonnes d’indice dans J :

A*fes) = Mryfr.
I

360



Index

action, 186
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libre, 326
par homéomorphismes, 327
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a droite, 326
a gauche, 326
propre, 327
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algébre de Lie, 162
commutative, 162
d’un groupe de Lie, 166
produit, 163
alternée, 339
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anticommutativité, 105
antidérivation, 222
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application
canonique, 326
de classe C*, 16
de rang constant, 17
de transition, 14
étale, 29
exponentielle, 170
lue dans des cartes, 16
orbitale, 326
projective, 34
propre, 321
tangente, 72
transverse, 86
atlas de cartes
feuilletées, 110
atlas de cartes, 13
orienté, 250
automorphisme
de revétements, 333

base, 68, 78, 333
adaptée, 201
d’ouverts, 321
dénombrable, 321
positive, 250

bord, 256

bouteille de Klein, 122

caractéristique
d’Euler, 239
d’Euler-Poincaré, 350
cardinal, 324

carte, 14
affine, 35
locale, 14
orientée, 250
positive, 250
catégorie, 347
des ensembles, 347
des algébres de Lie, 162
des espaces topologiques, 347
des groupes de Lie, 157
des groupes topologiques, 156
des variétés différentielles
de classe CF, 348
des variétés topologiques, 348
de dimension n, 348
centre, 164, 178
champ
de p-plans, 107
image réciproque, 107
lu dans une carte, 108
restriction, 107
de droites
dirigé par, 108
de vecteurs, 93
associé, 168
complet, 98
image réciproque, 95
invariant & droite, 168
invariant a gauche, 168
lu dans une carte, 97
non singulier, 99

tangent a un champ de plans, 107

changement de carte, 14
chemin, 336
composé, 336
inverse, 336
cobord, 350
cocycle, 350
codimension, 12, 24
cohomologie de de Rham, 231
a support compact, 260
compactification d’Alexandrov, 349
compactifié d’Alexandrov, 322
C*-compatibles, 14
complexe
de cochaines, 349
composition, 68
conjugaison, 159
contractile, 335
coordonnées
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homogeénes, 35
courbe, 8, 14, 74

elliptique, 34

intégrale, 98
crochet

de Lie, 105, 162

de Poisson, 291

décomposition
d’Twasawa, 197
polaire, 38, 197
degré, 270
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supérieur, 195
dénombrable & U'infini, 321
difféomorphisme, 17, 328
local, 29, 329

différentiablement homotopes, 233

différentielle, 218, 222
extérieure, 222
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drapeau, 201
dualité de Poincaré, 266
dérivation, 100
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dérivée de Lie, 227

2(R), 322
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isomorphe, 324
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de Whitehead, 277
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équivalence d’homotopie, 335
espace
de Siegel, 204
des cobords, 350
des cocycles, 350
des feuilles, 11
lenticulaire, 33, 335
projectif, 34
complexe, 35
réel, 35

symétrique, 202, 203, 288
tangent, 71
total, 68, 78, 333
vectoriel

orienté, 250

espace topologique

a base dénombrable, 321
o-compact, 321
contractile, 335
dénombrable & l'infini, 321
localement compact, 321
paracompact, 321

semilocalement simplement connexe, 337

séparable, 321
séparé, 321
simplement connexe, 335

étoilé, 236

faisceau, 18
feuille, 111

locale, 110

feuilletage, 110

de Reeb, 124

image réciproque, 112

linéaire, 113
standard, 110

quotient, 113

fibration, 78

fibre
fibré
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de Seifert, 124
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en droites, 68
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tangent, 71
tautologique, 69, 70
vectoriel, 67
complexe, 67
des p-formes alternées, 82
des formes alternées, 82
holomorphe, 69
image réciproque, 82
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produit tensoriel, 87
réel, 67
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trivial, 69
trivialisable, 69



fixateur, 326 G, 326
foncteur, 347

contravariant, 347 hermitienne, 37
covariant, 347 homéomorphisme local, 334
forme homotopes, 336

d’aire, 259 différentiablement, 233
de Kéhler, 290 proprement, 261
de Liouville, 281 proprement, 335
différentielle, 82, 217 homotopie, 336

cohomologues, 231 Ce°, 233

exacte, 230 hypocycloide, 39

fermée, 230

identité

invariante, 288
invariante a gauche, 284 N
lue dans une carte, 221 de Leibnitz, 291
multilinéaire image réciproque, 219
alternée, 339 immersion, 17, 328
indice
d’un champ de vecteur, 275

p-forme différentielle, 217 _ d’une application, 272
formule intégrable, 113

d’Ampeére-Stokes, 259 intégrale de Gauss, 279
’ invariant, 31

de Jacobi, 105, 162

symplectique, 203
volume, 252

de changement de variable, 221

globale, 255 de Hopf, 283
locale, 249 isomorphe, 17, 19, 29, 68, 79, 156, 157, 324
de Gauss, 279 isomorphisme, 19
de Gauss-Ostrogradski, 258 d’algebres de Lie, 162
de Green-Riemann, 258 de revétements, 333
de Stokes, 257 de groupes de Lie, 177
frontiere de Shilov, 203, 204 de feuilletages, 112
de fibrations, 79
genre, 285 de fibrés vectoriels, 68
germe, 98 de groupes de Lie, 157
graphe, 11 de groupes topologiques, 156
groupe local de groupes de Lie, 180
affine, 198 remarquable, 186
de Lie, 157 isotope a l'identité, 118, 122
p-adique, 157 isotopie, 118
complexe, 157
local, 180 jacobien, 328
?éue?tlf?;’ 178 lacet, 336
discre‘; 158 lagrangien, 202
’ lemme

fondamental, 337
linéaire, 37
orthogonal, 37
spécial linéaire, 37
spécial orthogonal, 37
spécial unitaire, 37
symétrique, 339
topologique, 156

sans petit sous-groupe, 161
unitaire, 37

de Poincaré, 236

des cinq, 353
localement, 322

compact, 321

fermée, 24, 322

fini, 321

linéaire, 161
localement isomorphes, 180
longue droite, 11
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matrice jacobienne, 328
mesure
de Haar, 283
nulle, 27, 255
morphisme, 347
d’algebres de Lie, 162
de fibration, 79
de groupes de Lie, 157
de groupes topologiques, 156
de cobord, 350
de complexes de cochaines, 350
de fibrés vectoriels, 68
de suites exactes
de complexes de chaines, 350
identité, 68
local de groupes de Lie, 180
multi-vecteur, 345
multiplicateurs de Lagrange, 86

neeud
orienté, 277
sauvage, 26
nombre d’enlacement, 276

orbite, 326
ordinal, 324
dénombrable, 324
ordre, 324
bon, 324
lexicographique, 324
total, 324
orientation, 249
canonique, 250
image réciproque, 251
opposée, 254
par la direction sortante, 256
produit, 251
somme disjointe, 250
ouvert
distingué, 68, 78
étoilé, 236

paracompact, 321
parallélisable, 72
paramétrage local, 12
partition de I'unité, 8
subordonnée, 8
plongement, 25
de groupes de Lie, 158
de Pliicker, 280
plus fin, 321
point critique, 27
pole
Nord, 32

Sud, 32
produit
extérieur, 217, 340
intérieur, 226, 344
tensoriel, 338
projectifié, 80
propre, 321
proprement

différentiablement homotopes, 261

discontinue, 327

homotopes, 335
préserver 'orientation, 250
puissance tensorielle, 339

rang, 16, 68, 328
recouvrement

ouvert

localement fini, 321
plus fin, 321

relévement, 336
représentation

adjointe, 165, 166
revétement, 29, 333

a n feuillets, 334

d’orientation, 251

de groupes de Lie, 177

fini, 334

holomorphe, 29

trivial, 333

universel, 337
ruban de Mobius, 109
réseau, 34
rétract par déformation forte, 335
rétraction, 242

saturée, 326
section, 69, 79
de classe CF, 69
nulle, 69
segment initial, 324
semi-continue inférieurement, 328

semilocalement simplement connexe, 337

séparable, 321
séparé, 321
séparabilité, 321
séparation, 321
signature, 285, 339
simplement connexe, 335
somine connexe, 22, 244
orientée, 251
sous-algebre de Lie, 162
sous-catégorie, 347
sous-espace
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affine tangent, 66

vectoriel tangent, 66
sous-groupe

central, 178

de Lie, 157

de Lie immergé, 175

& un parameétre, 172
sous-variété, 12, 24

complexe, 13

immergée, 20

topologique, 13

transverse, 125

a bord, de codimension 0, 255
sphere, 32

de Riemann, 33
stabilisateur, 326
structure

complexe, 203

standard, 21, 24
subimmersion, 17, 328
submersion, 17, 328
suite exacte, 349

de complexes de cochaines, 350

longue

de cohomologie, 351
de Mayer-Vietoris, 237, 263

suite exhaustive, 321
support, 8, 248
surface, 8, 14

de révolution, 330

de Veronese, 45
surface de niveau réguliére, 28
symplectomorphisme, 204

tenseur, 339
antisymétrique, 339
symétrique, 339
théoréme
d’Ado, 161, 183
d’Ehresmann, 80
d’invariance du domaine, 6, 241
d’inversion locale, 328
de Brouwer

d’invariance du domaine, 6, 241

du point fixe, 241
de Cartan, 175
de dualité de Poincaré, 266
de forme normale

des applications de rang constant, 17, 330

des immersions, 17, 329
des submersions, 17, 329
de Frobénius, 114
de Gleason, 161

de Montgomery-Zippin, 161

de non-peignage des sphéres, 271

de Poincaré-Hopf, 275

de Sard, 27, 273

de Stokes, 257

de Whitney, 26

des fonctions implicites, 329

du point fixe, 241

du redressement, 99

du relévement, 30, 336

fondamental de l'intégration, 257
topologie

de lordre, 324

des feuilles, 111

faible

(définie par une famille de sous-espaces),

323

induite, 175

intrinseque, 175

plus fine, 322

quotient, 323

somme disjointe, 323
tore, 33

de révolution, 34
translation

a droite, 156

a gauche, 156
transposition, 339
transversale locale, 110
transverse, 86, 125
trivialisation locale, 68, 78, 333
type, 201
type d’homotopie, 236, 336

valeur
critique, 27
réguliére, 27
variété, 7
analytique
complexe, 15
rigide, 15
réelle, 14
banachique, 15
de Stiefel, 46
différentielle, 14
feuilletée, 110
grassmannienne, 37
holomorphe, 15
homogeéne, 188
lisse, 14
modelée sur un Banach, 15
orientable, 250
orientée, 250
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produit, 251
somme disjointe, 250
parallélisable, 72
produit, 28
quotient, 30, 196
somme disjointe, 28
topologique, 7
non paracompacte, 10
non séparée, 10
vecteur
tangent, 65, 71
p-vecteur, 345
voisinage

distingué, 68, 78, 333
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