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Préambule.

Le but de ce cours est de traiter les parties 4 (c), 4 (d) et 4 (e) du programme 2023,
identique au programme 2022, de I'agrégation externe de mathématiques, correspondant a
I’extrait officiel de programme suivant.

4 Formes bilinéaires et quadratiques sur un espace vectoriel

(c) Espaces vectoriels euclidiens, espaces vectoriels hermitiens. Isomorphisme d’un es-
pace vectoriel euclidien avec son dual. Supplémentaire orthogonal. Inégalité de Cauchy-
Schwarz. Norme. Bases orthonormales.

(d) Groupe orthogonal, groupe spécial orthogonal. Exemple de générateurs du groupe
orthogonal : décomposition d’un automorphisme orthogonal en produit de réflexions. Endo-
morphismes symétriques, endomorphismes normaux. Diagonalisation d’un endomorphisme
symétrique. Décomposition en valeurs singuliéres d’une matrice a coeflicients réels. Réduc-
tion simultanée de deux formes quadratiques réelles, I'une étant définie positive. Décompo-
sition polaire dans GL,, (R). Espaces vectoriels euclidiens de dimension deux, classification
des éléments de O(2,R). Espaces vectoriels euclidiens de dimension trois, classification des
éléments de O(3,R) ; produit mixte, produit vectoriel.

(e) Groupe unitaire, groupe spécial unitaire. Diagonalisation des endomorphismes nor-

maux. Décomposition polaire dans GL(n, C).

Nous supposons acquis les points 1 & 3 dudit programme, mais nous retrouverons les
points 4 (a), 4 (b) comme cas particuliers.

Les références recommandées sont les chapitres V a VIII de | |, les chapitres 8, 9
(hors affine), 11 et 12 de | , |, et les chapitres V, VI, VII, X de [Dech]. II est aussi
utile de consulter [MT] et [AB], voire [Goul.

L’illustration en couverture est extraite de l'article de Wikipedia sur les polyédres réguliers
https ://fr.wikipedia.org/wiki/Polyédres régulier
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1 Espaces quadratiques et quadratiques hermitiens

Nous renvoyons par exemple a | , §V| pour le contenu des parties 1.1, 1.2, 1.3, 1.5,
1.6 et 1.7, et par exemple a | , §8.11] pour le contenu de la partie 1.11. Voir aussi [Gou,
Chap. 5].

Soit k un corps commutatif! muni d’un automorphisme? involutif® ¢ de k. Nous
utiliserons la notation exponentielle ¢ : A — A% pour alléger les notations.* Nous se-
rons uniquement intéressés par les cas o (k,o) vaut (R,id) ou (C,z +— Z). Nous notons

k* = (k — {0}, x) le groupe multiplicatif de k.

Lemme 1.1. Si la caractéristique de k est différente de 2, et si linvolution o n’est pas
[identité, alors

o sikg={x €k : x% ==z} estle sous-corps fixe de o, alors l’extension de ko par k
est de degré [k : ko] = 2,

e il existe un élément 1 € k — ko (en particulier ¢ est non nul) tel que 1> € ko,

o nous avons k = ko[t] = {a+ b : a,b € ko}

et

e nous avons 1 = —i .

Si (k,0) = (C,z — Z), nous avons kg = R et nous pouvons prendre ¢+ = i. Nous
renvoyons a | , §V| pour le cas de la caractéristique 2.

Démonstration. Puisque o est un automorphisme de corps, ’ensemble kg de ses points
fixes est un sous-corps de k. Il est distinct de k puisque o # id. Fixons 1y € k — ko et
posons ¢ = tp — ¢§. Alors ¢ # 0 et 1” = —¢, donc ¢ € k — kg. De plus 1? = — 117 est fixe par
o, donc appartient & kg. Pour tout x € K, nous pouvons écrire

x+ x° r —x°
T = 4+ . 1
2 21 (1)
Puisque les éléments % et ng(r sont fixes par o, le résultat en découle. O

1.1 Formes sesquilinéaires

Soit E un espace vectoriel sur k.

Définition 1.2. Une forme sesquilinéaire® sur E est une application f : E x E — k telle
que

1. En frangais, un corps n’est pas forcément commutatif. La structure des formes sesquilinéaires et
des groupes unitaires sur les corps non commutatifs est tout & fait passionnante mais tout a fait hors
programme de I’agrégation. Nous renvoyons par exemple a [Die, BT].

2. Un automorphisme d’un corps commutatif k£ est une bijection f : k — k telle que f(z +y) =

f(@)+ f(y) et f(zy) = f(z)[f(y) pour tous les z,y € k.
3. Une application g d’un ensemble dans lui-méme est involutive si

gog=id,

ou, de maniére équivalente, si elle est bijective, et égale & son application réciproque. Le fait que ’automor-
phisme o de k soit involutif est nécessaire pour que la relation d’orthogonalité soit toujours symétrique, et
pour pouvoir toujours définir des formes sesquilinéaires hermitiennes, voir | , §V].

4. Attention, si 7 est un autre automorphisme involutif de corps de k, alors A\7°7 = (A\7)7.

5. On dit aussi o-sesquilinéaire lorsqu’il convient de préciser o.
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(1) pour tout y € E, Uapplication x — f(x,y) est linéaire,

(2) pour tout x € E, lapplication y v f(z,y) est une forme semi-linéaire, 9 c¢’est-a-dire

pour tous les 4,y € E et X € k, nous avons
flay+ M) = fz,y) + X7 f(z,y) .

Lorsque o = id, on dit simplement une forme bilinéaire (voir le cours de Joél Riou). Si
(k,0) = (C, z — %), on dit parfois anti-linéaire au lieu de semi-linéaire. Certaines références
définissent les formes sesquilinéaires comme étant semi-linéaire a gauche et linéaire & droite,
il vaut mieux surveiller (et expliciter) la convention utilisée.

Si f” est une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel E’ sur k, nous dirons que f
et f/ sont équivalentes s’il existe un isomorphisme linéaire v : E — E’ tel que

Ve,ye B, f(v(z),v(y) = flz,y).

Un tel élément v s’appelle une conjugaison entre f et f’. La relation « étre équivalent
a » est une relation d’équivalence sur tout ensemble de formes sesquilinéaires sur k, en
particulier sur ’ensemble des formes sesquilinéaires sur E. Le probléme de la classification
& équivalence preés des formes sesquilinéaires sur les espaces vectoriels sur k est un probléme
fondamental. Il dépend fortement du corps involutif (k,o). Nous y reviendrons dans la
partie 1.7.

Interprétation matricielle.

Supposons que ’espace vectoriel E sur k soit de dimension n € N et muni d’une base
B = (e1,...,ep). Nous allons montrer qu'une forme sesquilinéaire f sur E est entiérement
déterminée par la matrice”

A= (f(ei, ej))lgi,jgn S .///n(k) ,

appelée la matrice de f dans la base %, notée Matz(f). Notons respectivement X et Y
les matrices colonnes des coordonnées de deux vecteurs x et y de E dans cette base. Pour

toute matrice Z = (z;;)1<i<p & coefficients dans k, notons Z7 = ((z;;)7)1<i<p la matrice
1<j<q 1<j<q
dont les coefficients sont les images par o des coefficients de Z.® Avec notre convention sur

les formes sesquilinéaires de la définition 1.2, nous avons alors
flz,y)="XAY".

Cette formule montre que la forme sesquilinéaire f est déterminée par sa matrice A. Elle
montre aussi que toute matrice A € ., (k) est la matrice dans la base % d’'une forme
sesquilinéaire sur F, en définissant f par la formule ci-dessus.

Soit f’ une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel E’ sur k de dimension finie
n’ € N, muni d’une base &' = (€],...,el,). Le résultat suivant donne l'interprétation
matricielle de I’équivalence des formes sesquilinéaires.

6. On dit aussi o-linéaire lorsqu’il convient de préciser o.

7. Sim,n € N—{0}, et si k' est un corps commutatif, nous notons .#, (k') 'algébre des matrices n X n
a coefficients dans k' et .4, m (k") I'espace vectoriel des matrices n x m a coefficients dans k.

8. Remarquons que (AB)? = A?B? pour toutes les matrices multipliables A et B (c’est-a-dire telles
que le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B), et que det(A”) = (det A)? si A est
une matrice carrée.



Proposition 1.3. Les formes sesquilinéaires f et f' sont équivalentes si et seulement s’il
existe une matrice P € GL,, (k) telle que

Mat g (f') = 'P Matg(f) P .

La relation sur I'ensemble .7, (k) définie par A ~ A’ si et seulement s'il existe une
matrice P € GL,, (k) telle que
Al="'PAP°

est une relation d’équivalence.’ Le lecteur ou la lectrice prendra bien garde & ne
pas confondre cette relation d’équivalence avec la relation « étre semblable a » sur ., (k),
définie par A ~ A’ si et seulement §'il existe une matrice @ € GL,, (k) telle que

A=QAQ".

Démonstration. Notons A = Matg(f) et A’ = Matg (f').

Siv: E — E’ est une conjugaison entre f et f’, notons P la matrice de v dans les bases
% de E et B’ de E'. Comme v est un isomorphisme linéaire, les dimensions de E et de E’
sont égales, et P € GL, (k). Pour tous les vecteurs = et y de F, en notant respectivement
X et Y leur colonne de coordonnées dans la base %, de sorte que PX et PY sont les
colonnes de coordonnées de v(z) et v(y) dans la base %', nous avons

f'(v(x),v(y)) = Y{PX)A(PY)” = 'X('PA P°)Y" .

Puisque
flx,y) = "X AY7,

la relation f/(v(z),v(y)) = f(z,y) pour tous les z,y € E implique que A = ‘P A" P°.

Réciproquement, supposons qu'il existe P € GL, (k) telle que A = ‘P A’ P°. En
particulier, nous avons n = n’. Soit v : E — E’ lapplication linéaire dont la matrice dans
les bases & de E et %' de E’ est égale a P. Alors v est un isomorphisme linéaire car P
est inversible, et les deux formules centrées ci-dessus montrent que f/'(v(z),v(y)) = f(z,y)
pour tous les z,y € E. O

Soient &' = (€, ..., ¢€},) une autre base de E et P = Py 4 la matrice de passage de la
base % a la base %', dont la j-éme colonne est la matrice colonne des coordonnées dans la
base % du j-éme vecteur de &', pour j = 1...,n. Ceci implique que si X’ est la matrice

colonne de tout élément = € E dans la base %', alors X = PX'. Par conséquent '*,
Mat gz (f) = ‘P Matg(f) P . (2)

En particulier,
det Mat g (f) = (det P)(det P)? det Matg(f) . (3)

9. Ceci découle du fait que la relation « étre équivalente & » sur les formes sesquilinéaires est une relation
d’équivalence, mais cela se montre facilement en utilisant le fait que pour tous les P,Q € GL,(k), nous
avons {(P1) = (*P)"L, (P™)7 = (P")"L, {QP) = 'P'Q et (Q P)" = Q7 P".

10. Ceci découle de la proposition 1.3, mais un argument direct est le suivant : avec les notations ci-dessus,
si A’ = Mat g (f), pour tous les z,y € E, nous avons

XTAY = flo,y) = FXAYT = (PX)A(PY') = 'X'("PAP° )Y’ .



Discriminant.

Supposons encore dans cette sous-partie que ’espace vectoriel E est de dimension n € N
et muni d'une base & = (e1,...,e,).

Appelons norme'! de k un élément de k de la forme N(\) = A\ ot A € k*. Remar-
quons que 1 = 1179 est une norme et que

Va,yek, N(zy)=(vy)(zy)” = 2a%yy” = N(z)N(y) .
Notons N (k*) le groupe multiplicatif > des normes non nulles de k, qui agit par multi-
plication sur k. La classe dans ’ensemble quotient k/N (k™) du déterminant de la matrice
de f dans la base £ est indépendante du choix de la base Z par la formule (3). Elle est

appelée le discriminant de f, et notée Disc(f) :
Disc(f) = [detMatg(f)] € k/N(k*) .

Si o = id, il est donc bien défini a un carré prés. Si (k,o) vaut (R,id) ou (C,z — 2%),
le discriminant est bien défini modulo multiplication par un réel strictement positif, et
k/N(k*) s’identifie respectivement a {—1,0,1} et au cercle S; = {z € C: |z| = 1}.

Isomorphisme de dualité.

Nous renvoyons par exemple a 'exercice E.20 pour des rappels sur la dualité linéaire.
Un espace vectoriel F' de dimension finie et son espace vectoriel dual F* = Z(F, k), ayant
méme dimension, sont isomorphes. Mais il existe en général de nombreux isomorphismes
linéaires entre F' et F™*. La donnée d’une forme sesquilinéaire non dégénérée (au sens ci-
dessous, comme pour les produits scalaires que nous introduirons dans la partie suivante)
permet de définir un isomorphisme particulier, du moins aprés une petite modification liée
a la présence de 'involution o.

Notons E? I'espace vectoriel sur k ayant le méme groupe additif sous-jacent que E (et
en particulier méme ensemble sous-jacent),

(E7,+) = (E, +) ,
et dont la multiplication externe est I'application de k x E dans E définie par
Nzx)—= A x.
Notons que (E7)? = FE, que E et E? ont les mémes sous-espaces vectoriels, et que les formes
sesquilinéaires sur E sont les formes bilinéaires sur ’espace vectoriel produit £ x E°.

Pour tout y € F, l'application f, :  + f(x,y) est une forme linéaire sur E. Si E* est
I'espace vectoriel dual de E, nous avons une application linéaire '3

f:E° — E*
y = fy:fo(xay>7
qui caractérise f, puisque pour tous les x,y € E, nous avons f(x,y) = f(y)(x)

Remarque 1.4. Si l'espace vectoriel £ est de dimension n € N et muni d’une base
B = (e1,...,en), st B* = (el,...,e!) est la base de l'espace vectoriel dual E* duale'* a

11. Attention, une norme dans le corps involutif (C, z +— %) est un carré de valeur absolue : N(z) = |z|?
pour tout z € C. On ne la confondra pas avec la norme associé au produit scalaire euclidien usuel de C,
qui est ||z|| = |z| = v/(Re 2)? + (Im 2)2.

12. C’est un sous-groupe du groupe multiplicatif kg .

13. C’est l'intérét d’avoir introduit £, car en tant qu’application de F' dans E™, cette application fest
seulement semi-linéaire : f(y + Ay') = f(y) + A f(y') pour tous les y,y’ € E.

14. Voir 'exercice E.20 pour des rappels sur la dualité linéaire.
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A, alors A est encore une base de ’espace vectoriel E7, et la matrice de ]?dans les bases
B de E° et BB* de E* est liée & la matrice de f dans la base 4 de la maniére suivante :

Mat g g-(f) = *Maty(f) .

Démonstration. Soient x et y des vecteurs de F/, de matrices colonnes des coordonnées
X et Y respectivement dans la base % de E. La matrice colonne des coordonnées dans la

base %* de la forme linéaire f(x) est Matg 4-( f ) X. La matrice colonne des coordonnées

dans la base # de E? du vecteur y € E? est Y. Donc le scalaire f(z)(y) est égal a

t(Mat@“@*(f>X)Ya. Comme f(x)(y) = f(z,y) = ‘X Matg(f) Y7, et ceci pour tous les
xz,y € F, le résultat en découle. O

Une forme sesquilinéaire f est dite non dégénérée si ’application f est injective, ou, de
maniére équivalente, si le noyau de f

ker f={ycE :VYackE, f(z,y)=0}

est nul (réduit a {0}). Ce noyau est appelé par abus le noyau de f, et noté ker f. 15 Le
rang de f est défini comme la dimension de I'image de f.

Lorsque la dimension de F est finie, le rang de f est la codimension du noyau de f,
ainsi que le rang de la matrice de f (dans n’importe quelle base de E). De plus, demander
que f soit non dégénérée équivaut alors & demander que f soit bijective, ou que la matrice
de f (dans n’importe quelle base de E) soit inversible, ou que le discriminant de f (dans
n’importe quelle base de E) soit non nul.

Ainsi, si la dimension de E est finie et si f est non dégénérée, alors I’application

~

f:E° = E*
ci-dessus est un isomorphisme linéaire, appelé la dualité induite par f.

1.2 Formes symétriques, alternées ou hermitiennes
Soient E un espace vectoriel sur k et f une forme sesquilinéaire sur E.

e La forme f est dite symétriquesi o = id et si f(y,z) = f(z,y) pour tous les z,y € E.
L’application ¢ : E' — k définie par « — ¢(x) = f(x,z) est appelée la forme quadratique
associée & f, et f est appelée une forme polaire de q.

Définition 1.5. Une forme quadratique est une application q : E — k telle qu’il existe
une forme bilinéaire symétrique f qui est une forme polaire de q.

Si E’ est un espace vectoriel sur k, deux formes quadratiques q sur E et ¢ sur E’
sont dites équivalentes s’il existe un isomorphisme linéaire v : £/ — E tel que ¢’ = g o v.
En particulier, si g et ¢’ ont des formes polaires f et f’ équivalentes, alors ¢ et ¢’ sont
équivalentes. La relation « étre équivalente & » est une relation d’équivalence sur tout
ensemble de formes quadratiques sur k, en particulier sur I'ensemble 2(FE) de toutes les
formes quadratiques sur E.

15. Bien noter qu’il s’agit d’'une convention de notation, car si E n’est pas nul, alors f n’est pas une
application linéaire !



En caractéristique différente de 2, nous avons les formules de polarisation

Flow) = lale +9) — a(e) — a(v)) @
= Jlale+9) — e —y) 9

donc g détermine f, et ¢ admet une unique forme polaire. De plus, deux formes quadratiques
sont équivalentes si et seulement si leurs formes polaires sont équivalentes. '

e La forme f est dite antisymétrique si o = id et si f(y,x) = —f(z,y) pour tous les
z,y € E.

e La forme f est dite alternée si f(x,x) = 0 pour tout = € E.

e La forme f est dite hermitienne si f(y,x) = (f(x,y))? pour tous les z,y € E.
L’application ¢ : E — k définie par z — q(x) = f(z,x) est appelée la forme quadratique
hermitienne associée & f, et f est appelée une forme polaire de q.

e La forme f est dite antihermitienne si f(y,x) = —(f(z,y))? pour tous les z,y € E.

e La forme f est dite positive si f(z,z) € {A\? : X € k} pour tout x € E. Lorsque
(k,0) = (R,id) ou (k,0) = (C, z + Z), ceci revient & demander que f(x,z) > 0 pour tout
z e L.

Définition 1.6. Une forme quadratique hermitienne est une application q : E — k telle
qu’il existe une forme sesquilinéaire hermitienne f qui est une forme polaire de q.

Certains ouvrages omettent le mot « quadratique » dans la terminologie. Si E’ est un
espace vectoriel sur k, deux formes quadratiques hermitiennes g sur E et ¢’ sur E’ sont dites
équivalentes s'il existe un isomorphisme linéaire u : B/ — F tel que ¢’ = gou. En particulier,
si ¢ et ¢’ ont des formes polaires f et f’ équivalentes, alors g et ¢’ sont équivalentes. La
relation « étre équivalente a » est une relation d’équivalence sur tout ensemble de formes
quadratiques hermitiennes sur k, en particulier sur 'ensemble J#(E) de toutes les formes
quadratiques hermitiennes sur FE.

Soient ¢ et f comme dans la définition 1.6. Notons que ¢(z) appartient au sous-corps
fixe de o pour tout x € E (donc a Rsi (k,0) = (C,z + z) ).'7 En caractéristique différente
de 2 avec o # id, si ¢ est comme dans le lemme 1.1, alors nous avons, par la formule (1),
les formules de polarisation (6) et (7) ci-dessous de la forme sesquilinéaire hermitienne f :

f(;v,y)—{—f(x,y)” f(ac,y)—f(a:,y)"

flz,y) = 5 + 5,
Fy) 4 Te) | fy) + 5 m)
B 2 * 2
= S+ y) — (@) —aw) + o (ol +y) o) —aly)  (©)
= i(Q(Hy) —q(z—y))+ %L(Q(L:E-l-y) —q(r —y)) . (7)

Donc ¢ détermine f, et ¢ admet une unique forme polaire. En caractéristique 2, il est
important de travailler avec le couple (g, f), car ¢ ne détermine pas forcément f.

16. En caractéristique 2, il est important de travailler avec le couple (g, f), car f n’est pas forcément
déterminée par ¢, voir par exemple [BT].
17. En effet, puisque f est hermitienne, pour tout € E, nous avons q(z)’ = f(z,z)° = f(z,z) = q(z).
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Remarques. (1) Si o = id, les formes sesquilinéaires hermitiennes sont les formes bili-
néaires symétriques.

(2) En caractéristique 2, antisymétrique équivaut a symétrique. En caractéristique dif-
férente de 2, antisymétrique implique alterné, car f(x,z) = —f(z,x), donc 2f(z,x) = 0.

(3) Si f est alternée non nulle, alors o = id et f est antisymétrique. En effet, pour tous
les z,y € E, nous avons

0=flz+yz+y)=flz.2)+ flx.y)+ [y, 2)+ f.y) = flz,y) + fy.2) .
De plus, soient x,y € E tels que f(z,y) # 0. Alors pour tout A € k, nous avons

)‘f(xvy) = f(Aﬂ?,y) = _f(ya )\LE) = _)‘Uf(yax) = )‘Uf(x7y) )
d’ou par simplification A = A7 et o = id.

(4) Si f est symétrique ou hermitienne, nous appellerons noyau, matrice, rang, discri-
minant de la forme quadratique ou quadratique hermitienne associée g ceux de f, et nous
dirons que g est non dégénérée si f 'est.

Pour tous les x € E et A € k, nous avons

q(Az) = ANq(z) . (8)
En particulier, ¢(Ar) = A2 ¢(x) si f est symétrique et

g(\z) = | A? q(2)
si (k,0) = (C,z—Z).

Espaces euclidiens et hermitiens.

Supposons que (k,0) = (R,id) (respectivement (k,0) = (C,z +— Z)). Nous dirons
qu’'une forme quadratique (respectivement quadratique hermitienne) ¢ sur E, et sa forme
polaire, sont

e positives '8 si q(z) > 0 pour tout = € F,

e définies positives si g(x) > 0 pour tout z € £ — {0}.

Dans ce dernier cas, la forme polaire de ¢ est appelée un produit scalaire (euclidien) (res-
pectivement produit scalaire (hermitien)) sur E, noté (z,y) — (z,y).

Il est remarquable ! que si E’ est un sous-espace vectoriel de E, alors la restriction
d’une forme quadratique (respectivement quadratique hermitienne) définie positive ¢ a E’
est encore définie positive, et la restriction du produit scalaire & £’ x E’ est encore un
produit scalaire de E’.

La norme associée au produit scalaire est I’application || - || : £ — R définie par

Iz = Vq(x) = /(z,z) .

La distance associée au produit scalaire de E est la distance associée a la norme associée
au produit scalaire, c’est-a-dire I'application d : E x E — R définie par

d(z,y) = ||z -yl .

Les propriétés suivantes sont bien connues.

18. Certaines références disent semi-définies positives. Cette définition coincide avec celle donnée juste
avant la définition 1.6 lorsque (k,0) = (R,id) ou (k,0) = (C,z+— %)

19. par exemple parce que le caractére non dégénéré n’est pas forcément préservé par restriction a un
sous-espace vectoriel
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(i) L’application || - || : E — R est une norme : elle est positive et ne s’annule que sur le
vecteur nul, et pour tous les vecteurs x,y et pour tout scalaire A,

[z +yll <zl + llyll, [[Azll = IA] ||

Comme toute distance associé a une norme, 'application d : F x E — R est une
distance.

Munissons F d’un produit scalaire ( , ) de norme associée || || et de distance associéee
d, et soit E' un espace vectoriel sur k muni d’un produit scalaire ( , )’ de norme
associée || ||" et de distance associée d’'. Une isométrie vectorielle de E dans E’ est un
isomorphisme linéaire ¢ : F — E’ qui est une isométrie entre les distances associées d
et d’, c’est-a-dire qui vérifie

Va,ye E, d(p(x),e(y) =d(z,y) .

De maniére équivalente par linéarité, une isométrie vectorielle est un isomorphisme
linéaire ¢ : E — E’ qui préserve les normes de F et E' :

VzeE, [e@)]| =]z

Une similitude vectorielle de E dans E’ est un isomorphisme linéaire ¢ : £ — E’ tel
qu’il existe une constante p > 0 telle que

Va,ye E, d(o(x),¢(y) =pd,y).

Cette constante p est unique si E est non nul, appelée le rapport de la similitude .

(ii) (Inégalité de Cauchy-Schwarz et cas d’égalité) Pour tous les vecteurs x et y de
E, nous avons l'inégalité 2’

(@, ) < [l llyll ,

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

(iii) (Formule du parallélogramme) ?! Pour tous les vecteurs = et y de F, nous avons

lz + I + llz = ylI* = 2l|=|* + 2lly]* -

20. Il est important de remarquer que cette inégalité sans son cas d’égalité n’utilise que la positivité : si
q est une forme quadratique ou quadratique hermitienne positive de forme polaire f, alors

1f(@,y)° < a(@)a(y) -

En particulier, pour une forme quadratique ou quadratique hermitienne g positive, ’ensemble de ses vec-
teurs isotropes (c’est-a-dire annulant ¢) coincide avec son noyau : pour tout z € E, nous avons ¢(z) = 0 si
et seulement si f(x,y) = 0 pour tout y € E.
Remarquons aussi que si ¢ est une forme quadratique sur R ou quadratique hermitienne sur C, alors
q ou —q est positive si et seulement si le noyau de ¢ coincide avec ’ensemble de ses vecteurs isotropes
(c’est-a-dire annulant g). En effet, supposons que ces deux ensembles coincident, soit £’ un supplémentaire
du noyau de g. Si ¢ n’est pas de signe constant, alors il existe z,y € E vérifiant g(x) < 0 et g(y) > 0. En
particulier = et y sont non colinéaires. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, ¢ s’annule sur un point
z du segment affine entre = et y (image de lapplication de [0, 1] dans E définie par ¢t — tz + (1 — t)y), qui
n’est pas le vecteur nul car x et y sont non colinéaires. Donc z est un élément non nul qui appartient a la
fois & F’ et au noyau, ce qui contredit le fait que ces sous-espaces vectoriels sont supplémentaires.
21. La somme des carrés des longueurs des quatre c6tés d’un parallélogramme est égale a la somme des
carrés des longueurs de ses deux diagonales.
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Un espace euclidien® (respectivement hermitien) est un espace vectoriel réel (respecti-
vement complexe) de dimension finie munie d’un produit scalaire euclidien (respectivement
hermitien) ou, de maniére équivalente, d’une forme quadratique (respectivement quadra-
tique hermitienne) définie positive.

Par exemple, 'espace euclidien usuel R™ est I'espace vectoriel réel R muni de son
produit scalaire usuel

n
<(.7)1,...,$n), (yla"' 7y7l)> = Z$lyl )
=1

e norme associée ||(x1,...,2 = " x2. L’espace hermitien usuel C™ est Iespace
d 1, s bn i=1%;
vectoriel complexe C™ muni de son produit scalaire hermitien usuel

n
<(’w]_,...,wn),(217...,2n)> - Zw1727
i=1

de norme associée ||(z1,...,2n)| = V/Doreq |2il%

Interprétation matricielle.

Jusqu’a la fin de la partie 1.2, nous supposons que E est de dimension finie n € N—{0},
nous fixons une base # = (e1,...,e,) de E, et nous notons A = (a;;)1<i j<n la matrice
de f dans la base %. Alors

e f est symétrique si et seulement si 0 = id et ‘A = A.

e f est antisymétrique si et seulement si 0 = id et A = —A.

e f est hermitienne si et seulement si ‘A = A% ou, de maniére équivalente, si la matrice
A est auto-adjointe, c’est-a-dire si ‘A7 = A. En particulier, si (k,0) = (C,z — %), les
coefficients diagonaux d’une matrice auto-adjointe sont réels.

e f est antihermitienne si et seulement si ‘A = —A% ou, de maniére équivalente,
si la matrice A est anti-auto-adjointe, c’est-a-dire si 'A° = —A. En particulier, lorsque
(k,o0) = (C,z — %), les coeflicients diagonaux d’une matrice anti-auto-adjointe A sont
imaginaires purs.

Pour tout n € N, nous notons %*

Symn(k) = {A = (ai,j)lgi,jgn c %n(k) : tA =AsVY i,j S {1, - ,n}, aj; = CLij} R
Asymn(k:) = {A = (ai7j)1§i7j§n S .//n(k) o A=—A
<:>Vi,j S {1,...,71,}, aj; = —a,ij} R

Hermn(k‘) = {A = (ai,j)lgingn € ,//n(k‘) A= AC
<=>Vi,j S {1,...,?”&}, aj; = (aij)”} s

Ahermn(k‘) = {A = (ai7j)1§i,j§n € .//n(k‘) A= —AC
s Y i,j € {1, .. ,n}, aj; = —(aij)"} .

22. On dit espace préhilbertien réel (respectivement compleze) si on enléve I'hypothése de dimension
finie. Un espace de Hilbert réel (respectivement compleze est un espace préhilbertien réel (respectivement
complexe) dont la norme (c’est-a-dire la distance associée) est compléte.

23. Dans la littérature, en particulier agrégative, les espaces vectoriels Sym,, (k) et Asym,, (k) sont souvent
notés simplement .%, (k) et <, (k)
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Alors Sym,, (k) et Asym,, (k) sont des sous-espaces vectoriels de .4, (k), de dimension res-
n(n+1) ot n(n—1)
2 2

pectivement . Mais attention, Herm,, (k) et Aherm, (k) sont des espaces
vectoriels sur le corps fixe ko de o, de dimension n? sur kg, qui, si o # id et n > 1, ne sont
pas des sous-espaces vectoriels sur k de ., (k). Nous avons les décompositions en somme
directe

M () = Sym,, (k) & Asym, (k)

X+tX X—tX
XX | XX o

en tant qu’espaces vectoriels sur k, donnée par X = 5

My (k) = Herm,, (k) ® Aherm,, (k)

en tant qu’espaces vectoriels sur ko (attention!), donnée par X = % 4 X=X7

2

e Expression semi-homogéne de degré 2. Supposons que f soit symétrique ou
hermitienne, et notons ¢ sa forme quadratique ou quadratique hermitienne associée. Pour
tout = > | z;e; € E, nous avons

n
glx) = aijmi(a;) .
ij=1

Par exemple, si a1,...,a, € k, alors

n
q(z) =) aizf
i=1

est une forme quadratique, dite diagonale dans la base %, associée & la forme bilinéaire
symétrique f(z,y) = di a;z;y. Si (k,o0) = (R,id), cette forme quadratique est po-
sitive (respectivement définie positive) si et seulement si les coefficients a; sont positifs
(respectivement strictement positifs).

Par exemple, si (k,0) = (C,z +— %) et ay,...,a, € R,** alors
n
9(z) = ailzl
i=1

est une forme quadratique hermitienne, dite diagonale dans la base %, associée a la forme
sesquilinéaire hermitienne f(w,z) = > 1", a;w; %. Elle est positive (respectivement défi-
nie positive) si et seulement si les coefficients a; sont positifs (respectivement strictement
positifs).

Exercice E.1. ?° Si f est une forme quadratique antisymétrique nondégénérée sur un
espace vectoriel B sur k de dimension finie, montrer que la dimension de E est paire.
1.3 Orthogonalité et isotropie

Soient F un espace vectoriel sur k£ et f une forme sesquilinéaire sur E, qui est symé-
trique, alternée ou hermitienne. Supposons la caractéristique de k différente de 2.

24. Attention & ne pas prendre les a; complexes quelconques, une forme quadratique hermitienne sur un
espace vectoriel complexe est a valeurs dans R!
25. Voir la partie 1.13 pour des indications de solutions.
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Orthogonalité.
Deux éléments z,y € E sont dits orthogonauz pour f si f(x,y) = 0. Lorsque f est
sous-entendue, on écrit alors x L y. La relation « étre orthogonal & » est symétrique.
Soient A et B deux parties de E. Nous dirons que A et B sont orthogonales pour f, et
nous noterons A | B lorsque f est sous-entendue, si x 1 y pour tous les x € A et y € B.
L’orthogonal de A pour f est défini par

At ={z€cFE :VacA, zla}.
Par exemple, le noyau de f est 'orthogonal de F :
ker f = E*+ .

Nous avons les propriétés élémentaires suivantes.

e La partie AL est un sous-espace vectoriel de E, par la linéarité a gauche de f.

e Nous avons A C (A1)L par la symétrie de la relation « étre orthogonal & », mais il
n’y a pas toujours égalité, par exemple si A n’est pas un sous-espace vectoriel.

e Nous avons A+ = (Vect A)*, par la semi-linéarité a droite de f. En particulier,
pour calculer 'orthogonal d’un sous-espace vectoriel, il suffit de calculer 'orthogonal d’une
partie génératrice de ce sous-espace.

e Si AC B, alors Bt c AL,

Si E est de dimension finie n et si f est non dégénérée, alors pour tous les sous-espaces
vectoriels A et B de F,

e sila dimension de A est p, alors la dimension de A+ est n — p, car si (eq,. .. ,€p) est
une base de A, alors A+ est l'intersection des noyaux des p formes linéaires z — f(x, ¢;),
qui sont linéairement indépendantes car f étant non dégénérée, 'application linéaire de
dualité fv: E? — E* est bijective,

e nous avons A = (A1)L, par inclusion et égalité des dimensions,

e nous avons (A + B)t = AL N B, par inclusion et égalité des dimensions,

e nous avons AL + Bt = (AN B)*, par inclusion et égalité des dimensions.

Isotropie.

Un élément = € E est dit isotrope pour f si f(x,x) = 0. Par exemple, f est alternée
si et seulement si tout vecteur de E est isotrope pour f. Un sous-espace vectoriel A de
est dit isotrope si AN AL est non nul, ou, de maniére équivalente, si la restriction de f a
A x A est dégénérée. Notons que A est isotrope si et seulement si A+ 1’est. Un sous-espace
vectoriel A de E est dit totalement isotrope si A C A+ ou, de maniére équivalente, si la
restriction de f & A x A est nulle. Par exemple, le noyau de f est totalement isotrope.

Si E est de dimension finie, 'indice v(f) de f est le maximum des dimensions des
sous-espaces vectoriels A totalement isotropes de E. Si f est non dégénérée, comme nous
avons dim A < dim A+ si A est totalement isotrope et dim A+ = dim F — dim A comme
vu ci-dessus, nous avons donc

v(f) <

La forme sesquilinéaire f est dite anisotrope ou définie si v(f) = 0, ou, de maniére équi-
valente, si pour tout € E, nous avons f(x,z) = 0 si et seulement si z = 0. Elle est dite
isotrope ou indéfinie si v(f) > 0. Par exemple, un produit scalaire euclidien ou hermitien
est anisotrope.

dim E . (9)

| =
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Remarques. (1) Par définition, un sous-espace vectoriel A de E est non isotrope si et
seulement si AN A+ = {0}. Donc si F est de dimension finie et f non dégénérée, nous
avons

E=AogAt
1L
si et seulement si A est non isotrope, et si B = A+, nous noterons alors £ = A & B.

(2) On peut montrer que tous les sous-espaces vectoriels totalement isotropes maximaux
(pour 'inclusion) ont la méme dimension v(f), voir par exemple | , SVIII].

Cone isotrope.

Si f est symétrique ou hermitienne, de forme quadratique ou quadratique hermitienne
associée ¢, nous dirons que g est isotrope, anisotrope, définie ou indéfinie si f 'est. Nous
appellerons cone isotrope de q la partie

Clg) =z €F : qlz) =0} .
Il est réduit a {0} si et seulement si g est anisotrope. La formule (8) montre que C(q) est

un cone dans I'espace vectoriel F, c¢’est-a-dire une partie A de E telle que pour tous les
x € Aet A €k, nous avons Ax € A.

Exercice E.2. Soient p,q € N. Pour tout n € N, notons
Sn:{(x(],.l‘l,..., ERn-H Z x

la sphére de dimension n, c’est-a-dire la sphére unité de l’espace vectoriel euclidien usuel
R™*1 .26 Par convention, S_; = 0.

(1) Montrer que, dans l’espace vectoriel réel RPTY muni de sa base canonique, le cone

isotrope de la forme quadratique —x2 — -+ - — :c; + JU%H et

0, est homéomorphe a Sp—1 X Sg—1 % ]0,4+00].

+qr PTWE de Uorigine

(2) Montrer que le lieu des points ot cette forme quadratique vaut —1 est homéomorphe a
Spfl x RY.

(3) Montrer que, dans l’espace vectoriel complexze CPT4 muni de sa base canonique, le cone
isotrope de la forme quadratique hermitienne —|z1)? —- - — 2,2+ |2p41 2+ -+ | 2p1q|%,
privé de Uorigine 0, est homéomorphe & Sap—1 X Saq—1% )0, +00[.

Le dessin ci-contre (en rouge) représente le cone iso-
trope de la forme quadratique réelle

q(xo,x1,...0p) = —x8 + 27+ -+ 22 .

sur R*! pour n > 1. Plus précisément, c’est un dessin
précis si n = 2. Si n = 1, comme la sphére unité de
R, qui est Sy = {—1,+1}, est réduite a deux points, ce
cone isotrope est la réunion des deux droites vectorielles
de pente —1 et +1 dans le plan réel R?. Enfin, le dessin
donne une bonne idée pour n > 2, en remplacant le cercle
horizontal par la sphére de dimension n — 1 (penser a la
spheére terrestre sur laquelle le méridien de Greenwich
tourne autour de ’axe passant par les poles).

26. Attention, la sphére de dimension n vit dans I’espace euclidien de dimension n + 1!
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Pour comprendre le cone isotrope de la forme quadratique réelle

2

2 2 2
—Tyg = Tyt Tyt T

p+q

sur RPT9 il suffit de prendre la partie du céne isotrope de — 3 + a:22,+1 +oF xl%Jrq ol

xg > 0, et de faire tourner I’axe des x( positifs par le groupe orthogonal des p premiéres
coordonnées (fixant les ¢ derniéres) : nous verrons dans la proposition 2.1 que le groupe
orthogonal O(p) agit transitivement sur la sphére unité S,_; de RP.

1.4 Adjoint

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur k£ de dimension finie, munis de formes ses-
quilinéaires non dégénérées f et g respectivement, qui sont simultanément symétriques ou
hermitiennes.

Proposition 1.7. Pour tout uw € Z(E, F), il existe une unique application u* € £ (F, F)
telle que
VeeE, VyeF, [f(z,u(y))=gu(x)y). (10)

L’application u — u* est involutive (c’est-a-dire qu’elle vérifie I’égalité (u*)* = u pour

tout w € Z(E, F)) et semi-linéaire (c’est-a-dire qu’elle vérifie (u + Av)* = u* + A\7v* pour
tous les A € k et u,v € L(E,F)). Elle est aussi contravariante (c’est-a-dire qu’elle vérifie
id* =id et (uov)* = v* ou* pour tous lesuw € L(F,G) etv € L(E,F)). En particulier
(u™)* = (u*)™ pour tous lesn € N et u € L(F). L’application linéaire u* est inversible si
et seulement si u Uest, et alors (u*) ™! = (u™1)* et si E = F alors (u*)" = (u)* pour tout
n € 2.

L’application u* est appelée ’adjoint de u (relativement & f et g). Puisque f et g sont
simultanément symétriques ou hermitiennes, la formule (10) est équivalente a

VeeE, VyeF, [fu'(y),z)=g(yu(x)).

Démonstration. Pour I'existence, soient f: E° — E* et g: F° — F* les isomorphismes
de dualité, de sorte que f(a)(b) = f(a,b) pour tous les a,b € E. Soit 1 € L (F*, E*)
I'application duale (on dit parfois transposée) de u, qui est 'application de précomposition
par u des formes linéaires sur F', donc définie par £ +— £ o u. Notons que si £ est une forme
linéaire sur F', alors £ o u est bien une forme linéaire sur F, et que I'application u — ¥ est
linéaire.

Rappelons que les groupes additifs sous-jacents & E et & E? coincident, ainsi que ceux
de F' et F?. Montrons que ’application

W= flotiog, (11)

considérée comme une application de F' dans E convient. En effet, pour tous les x € F et
y € F, nous avons



Ceci montre la formule (10). De plus, u* est un morphisme de groupes additifs, comme
composé de trois tels morphismes. Comme 'application % est linéaire et les applications
f:E— E*et (f)~!: E — E*sont semi-linéaires (et puisque o est involutif), I'application
u* est linéaire.

L’unicité de u* est claire, car un vecteur de E orthogonal & tout vecteur de E est nul
puisque f est non dégénérée. Elle implique les propriétés d’involution, de semi-linéarité, et
la relation de contravariance (u o v)* = v* o u*. O

Un opérateur linéaire u € Z(F) est dit

auto-adjoint si u = u* (on dit aussi hermitien, et symétrique dans le cas particulier ot
f est symétrique),
positif si f(u(z),z) € {7 : X\ € k} pour tout z € E,*"

e normal si uou* =u* ou,

o unitaire si uou* = u*owu = 1id.

Remarques. (1) Si A (respectivement B) est la matrice de f (respectivement g) dans une
base # (respectivement €') de E (respectivement F'), si M est la matrice de u € Z(E, F)
dans ces bases, alors la matrice M* de u* € Z(F, E) dans ces bases est *®

M* = (A%t BY . (12)

En particulier, si F et F sont des espaces euclidiens (respectivement hermitiens), et si
% et € sont orthonormées (voir la partie 1.7),% alors M* est la matrice transposée de M
(respectivement la matrice transposée de la matrice conjuguée de M) :

M* ="M (respectivement M* = "M ).

Donc si E = F et 8 = ¢, un opérateur linéaire u € .Z(F) est auto-adjoint si et seulement
si sa matrice M dans la base orthonormée % est symétrique ‘M = M (respectivement
hermitienne ‘M = M ).

(2) Un opérateur linéaire u € Z(E) auto-adjoint ou unitaire est normal. Si u € Z(FE)
est normal et v € .Z(F) est unitaire, alors v ouov~! est normal, car

(vouov ) =(wouov)* =vouov* =vouov!

et les conjugués par un méme automorphisme de deux endomorphismes qui commutent
commutent encore.

27. lorsque (k,0) = (R,id) ou (k,0) = (C,z — %), ceci s’écrit f(u(x),z) > 0 pour tout z € E
28. En effet, si X et Y sont les vecteurs colonnes des coordonnées de n'importe quels ¢ € E et y € F
dans les bases Z et € respectivement, alors

X(AM*)?)Y = 'XAM'Y) = f(z,u*(y)) = g(ulw),y) = ‘(MX)BY® = ‘X('MB)Y” .
Donc A(M*)° = *MB et M* = (A7) ('M)° B°.
29. Attention & ne pas oublier cette hypothése, elle est nécessaire. Par exemple, si £ = F' est 1'espace

euclidien usuel R?, si & = € est la base {(1,0), (1,1)} (qui n’est pas orthonormée) et si p est la projection
orthogonale sur la premiére droite de coordonnées R(1,0), alors nous avons

Matg(p) = Matg(p*) = (é (1)) .
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(3) Si E = F, pour tout u € Z(F), I'application h : (z,y) — f(u(z),y) est une forme
sesquilinéaire sur F, qui est hermitienne si et seulement si u est auto-adjoint, et qui est
positive si et seulement si u est positif.

(4) Si E = F,sio # id et si la caractéristique de k est différente de 2, alors un opérateur
linéaire positif u est auto-adjoint. En effet, par ce qui précéde, en posant h : (x,y) —
flu(x),y), il suffit de montrer que la forme sesquilinéaire positive h est hermitienne. La
forme h, étant positive, prend ses valeurs sur la diagonale de F x E dans l’ensemble
{AN? : X € k}, qui est contenu dans le sous-corps fixe ko de 0. Donc pour tous les z,y € E,
nous avons

h(y,z) + h(x,y) = h(z + y,x +y) — h(z,x) — h(y,y) € ko .

Notons ¢ € k un élément donné par le lemme 1.1. En remplacant y par ¢~y dans la formule
centrée ci-dessus, nous avons

h(y,l’) - h(l"y) = L(h(b_lya ZE) + h($7 L_ly)) € LkO .
Puisque 27 = —z pour tout z € tkg et 2° = z pour tout z € kg, nous avons donc

h(y,ﬂ?) - h(xvy)g
h(y,l‘) + h(y,l‘)o + Lh(ywx) — h’(y7$)o _ h((l?,y) + h(x7y)g + Lh(a:,y) — h(x7y)g
2 2t 2 2t
(h(y, x) — h(z,y)) + (h(y, ) — Wz, 9))7  (A(y,z) + Wz, y)) — (h(y, x) + h(z,y))”

- 2 T %

=0.
Ceci montre que h est hermitienne.

(5) Par exemple, id € Z(E) est auto-adjoint et unitaire, et pour tout u dans Z(E),
les opérateurs linéaires u + u* et ¢(u — u*) (celui-ci n’étant défini que lorsque o # id
et la caractéristique de k est différente de 2) sont auto-adjoints, par les propriétés de
semi-linéarité et d’involution de I'adjoint. Si de plus f est positive, alors id est positif. Si
u € Z(E) est auto-adjoint et si v € Z(F) est unitaire, alors v o u o v~! est auto-adjoint.

De méme, pour toute application linéaire u € Z(E, F'), les opérateurs linéaires u*ou €
Z(FE) et uou* = (u*)* ou* € Z(F) sont auto-adjoints, car

Va,ye B, f(u"ou(x),y) = g(u(z), uly)) = f(z,u” ouly)) .

L’opérateur linéaire u* o u € Z(F) est positif si la forme sesquilinéaire g est positive
(et donc l'opérateur linéaire uou* = (u*)*ou* € Z(F') est positif si la forme sesquilinéaire
f est positive), car

VeeE, f(u ou(x),z)=gulx),ulx))e{AX:Xek}.

Le résultat suivant regroupe les relations élémentaires entre les propriétés d’une appli-
cation linéaire de F dans F et celles de son adjoint.

30. Nous renvoyons & un cours d’algébre linéaire pour la théorie générale de la réduction des endo-
morphismes (linéaires) u d’un espace vectoriel de dimension finie E’ sur un corps commutatif k’. L’en-
semble Vp(u) des valeurs propres de u est 'ensemble des A € k' tels que ’endomorphisme v — Aid de E’
soit non inversible dans 'algébre .Z(E’) des endomorphismes linéaires de E’. Pour tout A\ € k', posons
E\ = {z € E' : u(x) = Az}, que nous noterons Fj(u) lorsqu’il convient de préciser u. Le scalaire A
appartient & Vp(u) si et seulement E} n’est pas le sous-espace nul, et E) est alors appelé 1'espace propre
de u associé a la valeur propre A € Vp(u).
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Proposition 1.8. Soit u € Z(E,F).

(i) L’orthogonal de l'image de u est le noyau de son adjoint et le noyau de u est
l’orthogonal de l'image de son adjoint :

1L X X 1L
(w(E))” =ker(u*) et ker(u) = (u"(F))" .

En particulier, u* est injectif si et seulement si u est surjectif, et u* est surjectif si et
seulement si u est injectif.

(ii) Si f et g sont anisotropes, alors

ker(u) = ker(u* ou) et ker(u*)=ker(uou”).

(iii) Si f et g sont anisotropes, alors les endomorphismes u, u*, uou* et u* ou ont le
meéme rang.

Dans la suite de cet énoncé, nous supposons que E = F.

(iv) Soit X € k. Alors X\ est valeur propre de u* si et seulement si A7 est valeur propre
de u :

Vp(u') = (Vp(u))” .

(v) Si'V est un sous-espace vectoriel de E invariant (ou stable) par u (c’est-a-dire tel
que w(V) C V), alors V* est invariant par w*. En particulier, si u est auto-adjoint, et si
V est un sous-espace vectoriel de E invariant par w, alors V- est aussi invariant par u.

(vi) Si f est anisotrope et siu est auto-adjoint (respectivement anti-auto-adjoint (c’est-
a-dire si u* = —u); unitaire), alors l’ensemble Vp(u) des valeurs propres de u est contenu
dans le sous-corps fize ko = {\ € k : \7 = A} de o (respectivement dans {\ € k : \7 = —A};
dans N71(1) = {\ € k: A\ = 1}). Si f est anisotrope et positive, et siu est positif, alors
Vp(u) est contenu dans {\\° : X € k}.3!

(vii) Si f est anisotrope, et si u est normal,*? alors x € E est un vecteur propre de u
associ€ a la valeur propre A si et seulement si x est un vecteur propre de u* associé a la
valeur propre \°. En particulier ker(u) = ker(u*) et plus généralement, nous avons, pour
tout X € k, l’égalité suivante entre les espaces propres Ex(u) de u pour la valeur propre A
et Exo(u*) de u* pour la valeur propre A7 :

E)\(u) = E/\a(’u,*) .

Démonstration. (i) Pour tout vecteur y € F, nous avons y € u(E)" si et seulement si

g(y,u(z)) = 0 pour tout z dans E, si et seulement si f(u*(y),x) = 0 pour tout x dans E,
donc (puisque f est non dégénérée) si et seulement si u*(y) = 0, c’est-a-dire y € ker(u*).
La seconde égalité de (i) découle de la premiére en remplagant u par u* et en utilisant la
propriété d’involution de u +— u*.

(i) L’inclusion ker(u) C ker(u* ou) est immeédiate, car si u(z) = 0, alors u* o u(x) = 0.
Réciproquement, si u* ou(z) = 0, alors 0 = f(u* ou(x),z) = g(u(z),u(x)), donc u(x) =0
car g est anisotrope. La seconde égalité de (ii) découle de la premiére en remplagant u par
u* et en utilisant la propriété d’involution de u +— u™*.

31. En particulier, si F est un espace euclidien ou hermitien, et si u est auto-adjoint (respectivement
anti-auto-adjoint, unitaire, positif), alors Vp(u) est contenu dans R (respectivement dans iR (et donc est
nul si E est euclidien), dans le cercle S; = {z € C: |z| = 1} (et donc dans {£1} si E est euclidien), dans
[0, +00[).

32. Attention a ne pas oublier I'hypothése que u est normal dans cette assertion (vii)!
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(iii) Comme f est non dégénérée, par 'assertion (i) et par le théoréme du rang, nous
avons

dim(im v*) = dim E — dim ((im u*)l) = dim F — dim(ker ) = dim(im u) ,

ce qui est 1’égalité des rangs de u et de u*.
Par deux utilisations du théoréme du rang et par I'assertion (ii), nous avons

dim(im (u* o u)) = dim E — dim(ker(u* o u)) = dim E — dim(ker u) = dim(im ) .

Ceci montre ’égalité des rangs de u et de u* o u. La derniére égalité entre les rangs de u*
et de u o u* en découle en remplacant u par u* et en utilisant la propriété d’involution de
u = ur.

Supposons maintenant £ = F'.

(iv) L’opérateur linéaire u — Aid € Z(F) est inversible si et seulement si son adjoint,
qui est u* — A7 id, est inversible. Donc Vp(u*) = ( Vp(u))’.

(v) Soient u et V comme dans I’énoncé, et soit € V. Pour tout y € V, puisque
u(y) € V, nous avons f(u*(z),y) = f(z,u(y)) = 0. Dot u*(z) € V*.

(vi) Soit A € Vp(u) une valeur propre de u associée & un vecteur propre non nul donc
non isotrope x € E) — {0}. Notons que si u est unitaire, alors u est inversible, donc de
valeurs propres non nulles, et «* = u~! donc u*(z) = } x car

z=u"tulx)) =ut\z) = Au*(z) .

Si u est autoadjoint (respectivement anti-auto-adjoint, unitaire), posons X' = A (respecti-
vement X' = —X, X = 1). Alors

M@ 2) = f(Ax,2) = f(u(z),2) = f(z,u"(2) = fz,N2) = (N)7 f(2,2) .

Puisque f(z,x) # 0, nous avons donc A = (\)7. Si u est auto-adjoint, ceci signifie que A
appartient au sous-corps fixe kg de o. Si u est unitaire, ceci signifie que N(A) = A\7 = 1.
Si w est positif, alors

A fla,a) = f(Aa,) = flu(x),2) € {un” < p € k} .

Si f est positive, puisque x n’est pas isotrope, nous avons f(x,x) € {uu’ : p € k} — {0} =
N(k*), donc A € {up? : u € k}.

(vii) L’égalité ker(u) = ker(u*) découle de lassertion (ii) lorsque u est normal, et
’assertion (vii) en découle en appliquant cette égalité a 'opérateur linéaire normal u— \id,
dont I'adjoint est u* — A7 id. O

Exercice E.3. Pour tout polynome P = > 1" a; X" € k[X], notons P° € k[X] le polynome
P7 = %Y",a? X" Soit w € ZL(E), de polynome minimal unitaire m, et de polynome
caractéristique .. Montrer que le polynome minimal unitaire de u* est m,« = (m,)? et que

le polynome caractéristique de u* est xu» = (Xu)?-
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1.5 Groupes orthogonaux, symplectiques et unitaires

Soient F un espace vectoriel sur k, muni d’'une forme sesquilinéaire non dégénérée f,
qui est symétrique, alternée ou hermitienne. Supposons la caractéristique de k différente
de 2.

Une isométrie (vectorielle) de E (relativement & f) est un automorphisme linéaire u de
FE qui préserve la forme sesquilinéaire f, c’est-a-dire tel que

Va,ye B, fluz) uly) = flz,y) .

Lorsque f est symétrique ou hermitienne, en remplacant y par u~!(y) dans la formule
ci-dessus, ceci équivaut a dire que 'endomorphisme u est unitaire (d’inverse égale son
adjoint). Par les propriétés de linéarité de u et de sesquilinéarité de f, il suffit de vérifier
cette condition pour les x et y dans une partie génératrice fixée de E. L’ensemble des
isométries vectorielles de E est un sous-groupe du groupe linéaire GL(E), appelé et noté :

e le groupe orthogonal O(f) (ou parfois O(E)) de f, si f est symétrique,

e le groupe symplectique Sp(f) (ou parfois Sp(E)) de f, si f est alternée,

e le groupe unitaire U(f) (ou parfois U(E)) de f, si f est hermitienne.

Remarques. (1) Si une isométrie (vectorielle) u de E préserve un sous-espace vectoriel
F de E, alors u préserve aussi son orthogonal. En effet, si y € FL, alors pour tout = € F,
nous avons f(u(y),z) = f(y,u"'(x)) qui est nul car u~'(x) € F, donc u(y) € F+.

(2) Si f est symétrique (respectivement hermitienne), il découle de la formule de pola-
risation (4) (respectivement de la formule de polarisation (6)) qu'un élément v € GL(E)
est une isométrie de E si et seulement si u préserve la forme quadratique (respectivement
forme quadratique hermitienne) ¢ associée a f, c’est-a-dire

Vae B, qu(@)=ql).

Nous noterons alors O(q) = O(f) (respectivement U(g) = U(f)), que nous appellerons le
groupe orthogonal (respectivement unitaire) de q.

(3) Si E est un espace euclidien, alors®® une isométrie de la distance de E est la

composée d’une isométrie vectorielle de F et d’une translation (ainsi que la composée d’une

33. Voir par exemple | , Exercice 11.5]. Un argument direct est le suivant. Soit v : £ — FE une
isométrie de la distance euclidienne d de E. Quitte & composer (a droite ou a gauche) par une translation,
nous pouvons supposer que u fixe 0. Pour tout z € E et A € [0, 1], puisque Az appartient au segment [0, z],
le point Az est I'unique point z de E tel que

d(0,z) +d(z,x) =d(0,z) et d(0,z) = |\ d(0,z) .
Alors d(0,u(2)) + d(u(z),u(z)) = d(0,u(z)) et d(0,u(z)) = |A| d(0,u(x)). Donc
u(Az) = Au(z) . (13)

On procéde de maniére similaire pour montrer cette égalité lorsque A € [1,4o00[ et | — 00, 0]. Puisque le
milieu d’un segment [y, z] est P'unique point m de E tel que

d(y,m) +d(m,z) =d(y,z) et d(y,m)=d(m,z),

nous avons u(%f%) = M Donc u(y + z) = u(y) + u(z) par la formule (13) avec A = 2 et z = L=,
Par conséquent, u est une bijection linéaire qui préserve la distance & ’origine, donc qui préserve la norme.

Ceci montre que u est une isométrie vectorielle de E.

22



translation et d’une isométrie vectorielle de E). De plus, une similitude de la distance de
E est la composée d’une isométrie vectorielle, d’'une translation et d’'une homothétie.

(4) Interprétation matricielle. Supposons que E soit de dimension finie n, fixons
une base & dans E, notons A la matrice de f dans la base %, et pour tous les ¢ € E et
u € GL(E), notons X la matrice colonne des coordonnées de x et U la matrice de u dans
la base Z. Alors>* u est une isométrie vectorielle de E si et seulement si

'UAU=A. (14)

Pour tout n € N, notons I, la matrice identité de taille n x n. Si E est l'espace
euclidien R™ (respectivement hermitien C™) usuel, nous identifions .Z(R") avec ., (R)
(respectivement .Z(C") avec ., (C)) par 'application qui & un endomorphisme associe sa
matrice dans la base canonique, ce qui induit une identification entre O(F) et

(respectivement U(E) et

Un) ={z € M,(C): 'Ta=1,}={z € GL,(C): 21 = 'z} ).

(5) Groupes spéciaux unitaire et orthogonal. Si E est de dimension finie, la
formule (14) (en rappelant que le discriminant de f est non nul car f est non dégénérée)
montre que le déterminant d’une isométrie vectorielle u vérifie la propriété

(detw)(detu)? =1. (15)

En particulier detu = £+1 si 0 = id, et |detu| = 1si (k,0) = (C, z — Z).

Si f est alternée, il est possible de montrer (voir |[Art], et 'exercice E.5 lorsque k = R)
que le déterminant d’un élément du groupe symplectique Sp(f) est toujours 1.

Si f est respectivement symétrique ou hermitienne, le sous-groupe

SO(f) = SO(E) = {u € O(f) : detu =1}

ou SU(f)=SU(E)={uecU(f) : detu=1}

est un sous-groupe distingué de O(f) ou U(f), appelé le groupe spécial orthogonal (ou aussi
le groupe des rotations si k = R) ou le groupe spécial unitaire de f.

Si E est lespace euclidien R™ (respectivement hermitien C™) usuel, I'identification de
la fin de la remarque (4) ci-dessus induit une identification entre SO(E) et

SO(n) ={z € M,(R) : 'zx =1, et detx =1}
={2€CL,(R): 27" = 'z et detx =1}

(respectivement SU(E) et

SU(n) ={z € #4,C): 'Tx =1, et detx =1}
={2€CL,(C): 27 = "'Z et detz=1}).

34. En effet, f(u(z),u(y)) = "(UX)AUY) = 'X(*"U AU )Y".
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Si f/ est une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel E' sur k équivalente®> a f, et
siv: E — E’ est une conjugaison entre f et f’, alors

e u est une isométrie vectorielle de f si et seulement si v o u o v™! est une isométrie
vectorielle de f’, et f’ est anisotrope si et seulement si f l'est ;

e [’ est non dégénérée si et seulement si f l'est et alors f et f' ont méme rang,
méme indice et méme discriminant (modulo les normes, c¢’est-a-dire modulo un carré si
(k,0) = (R,id) ou le carré d’une valeur absolue si (k,0) = (C, z +— %)) :

rang(f') =rang(f), v(f')=wv(f), Disc(f) =Disc(f) € k*/N(k*);
e f/ est symétrique si et seulement si f l'est, et alors
O(f) =voO(f)ovt; (16)
e [’ est alternée si et seulement si f est, et alors

Sp(f') =voSp(f)ov;
e [’ est hermitienne si et seulement si f est, et alors

U(f) =voU(f)ouv".

Nous étudierons plus en détail les groupes orthogonaux des espaces euclidiens et les
groupes unitaires des espaces hermitiens dans les parties 2 et 3.

Exercice E.4. Quel est le groupe SO(f) pour f = 2% + y? sur le corps fini Z/pZ pour
p=3,577

Exercice E.5. Soit k un corps commutatif. Un plan symplectique sur k est un plan vecto-
riel sur k, muni d’une forme bilinéaire alternée non dégénérée. Soit E un espace vectoriel
de dimension finie sur k, muni d’une forme bilinéaire alternée f.

(1) Montrer que E est somme orthogonale de droites isotropes et de plans symplectiques.
En déduire que si f est non dégénérée, alors la dimension de E est paire. Montrer que
deuz formes bilinéaires alternées non dégénérées de méme rang sont équivalentes.

(2) Montrer que tous les sous-espaces vectoriels totalement isotropes mazimauzr de E ont
la méme dimension, et la déterminer.

(3) Si E est un plan symplectique, montrer que Sp(f) est isomorphe a SLo(k).

(4) Montrer que si f est non dégénérée, alors il existe n € N et une base B de E dans

laquelle la matrice de f est J,, = < 0 I

I 0 ) Montrer que Uapplication de Sp(f) dans

Sp,, (k) = {X € GLan(k) : 'X J, X = J,,}

qui & un endomorphisme associe sa matrice dans la base A est un isomorphisme de
groupes.

A -B .
P > LA, B € Mp(k), X € 0(2n)}. Si f
est non dégénérée et k = R, pour tout u € Sp(f), montrer, en utilisant le lemme 1.2/
et la décomposition polaire (formule (28) de la partie 3.5), que det(u) = +1.

(5) Montrer que Sp,,(R) N O(2n) = {X = (

35. Voir la partie 1.1 pour la définition.
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1.6 Symeétries orthogonales

Soit E' un espace vectoriel sur k£ de dimension finie, muni d’une forme bilinéaire non
dégénérée symétrique f, de forme quadratique associée g. Supposons la caractéristique de k
différente de 2. Nous introduisons maintenant des éléments particuliers de O(q), qui seront
utiles pour étudier une partie génératrice de O(q) dans la partie 2.2.

Rappelons que pour toute symétrie de E, c’est-a-dire tout automorphisme linéaire
involutif u de E, il existe deux uniques sous-espaces vectoriels £~ et ET de E tels que
e F=FE @ E' est somme directe de E~ et BT,

e E* est l'espace propre de u pour la valeur propre +1 : nous avons u |p-= —idg-
et u|p+= +idg+.

Nous dirons que u est la symétrie par rapport a E* parallélement ¢ E~. Sidim E~ = 1,
la symétrie u est appelée une réflexion, et si dim F~ = 2, la symétrie u est appelée un ren-

versement (ou aussi un retournement). Une symétrie ou une réflexion ou un renversement
qui appartient & O(q) est dit orthogonal.

Notons que les espaces propres £~ et ET d’une symétrie orthogonale u, étant en somme
directe et orthogonaux (voir le premier point de la proposition suivante), sont non isotropes,
et sont les orthogonaux 'un de 'autre :

(E)YY=ET et (EH)t=E".

En particulier 'un détermine ’autre, et nous dirons alors que u est la symétrie orthogonale
par rapport a ET.

Proposition 1.9. Une symétrie u € GL(E) est orthogonale si et seulement si ses espaces
propres E= et ET sont orthogonauz.

Pour tout sous-espace vectoriel F' non isotrope de E, il existe une et une seule symétrie
orthogonale sp dont le sous-espace vectoriel fize est F'. Pour tout v € O(q), le conjugué
par v de la symétrie orthogonale par rapport a F est la symétrie orthogonale par rapport a
limage de F par v :

'UOSFOU_lzsv(F) . (17)

Démonstration. Soit © € GL(E) une symétrie.
Supposons que u € O(q). Pour tous les z € E~ et y € E™, nous avons

f(@,y) = flu(@),u(y)) = f(-z,y) = —f(z,y) .

Donc f(z,y) = 0 car la caractéristique est différente de 2. Par conséquent, nous avons
z 1y, et E= et ET sont orthogonaux.

Réciproquement, si £~ et Et sont orthogonaux, alors pour tous les z,y € E, en
écrivant ¢ = x_ +x4 et y = y_ +y4 leur décomposition dans la somme directe orthogonale

Lot
E=FE" @& E™, nous avons

fu(@),u(y)) = f(—2— + 24, —y- +y+) = flz—,y-) + f(24,94)
= fle—+21,y- +yi) = f(2,9) .
Donc u est orthogonale.
Si F est un sous-espace vectoriel non isotrope de E, alors E = F @ F par la remarque
(1) de la partie 1.3, et 'unique application linéaire sp € Z(F) telle que sp |p= idp et
Sp |pi= —idp. convient.
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Le conjugué v o sp o v~ ! appartient a O(q), est involutif, et a pour espaces propres
associés aux valeurs propres 1 et —1 respectivement v(F) et v(F+) = v(F)*. Donc vospo
vl = Sp(F) Par unicité. Il

Remarque. L’application u — E~ (respectivement u + FET) induit donc une bijec-
tion entre I’ensemble des réflexions orthogonales et 1’ensemble des droites vectorielles non
isotropes (respectivement entre I’ensemble des réflexions orthogonales et ’ensemble des
hyperplans vectoriels non isotropes).

Exercice E.6. Soient (E, f,q) comme dans le début de la partie 1.6. Pour tout vecteur
non isotrope’° x, notons s, la réflexion orthogonale par rapport ¢ Uhyperplan orthogonal d
x. Montrer que

f(z,y)

flz,2) "
Pour tout u € O(q), montrer que uo s,ou™! = Su()-

Dans la suite, nous supposons que E est un espace vectoriel (réel) euclidien. Un systéme
de racines (réduit) de E est une partie R de E telle que

e R est une partie finie de E, ne contenant pas 0 et engendrant le R-espace vectoriel
E,

e pour tout o € R, nous avons sq(R) = R,

Spiyr—y—2 (18)

e pour tous les a, B € R, les constantes de structure n(a, 8) = 2
a7z,

o pour tout o € R, les seuls éléments de R colinéaires a a sont o et —a.

Un systéeme de racines R d’un espace vectoriel (réel) euclidien E' de dimension finie,
de constantes de structure (n'(o/, 8))o prcrr, est dit isomorphe au systéme de racine R s’il
existe un isomorphisme linéaire ¢ : E — E' tel que ¢(R) = R et n/(¢(a), p(B)) = n(a, )
pour tous les o, B € R.

appartiennent

(1) Pour tous les o, B € R, notons 0, 5 € [0, 7] l'angle entre les vecteurs a et 3.
o Vérifier que si o € R, alors —a € R.
e Montrer que
n(a, B)n(B,a) =4 0082(90[,5) .
o [n déduire les valeurs possibles de 0, .
e Montrer que le couple (n(a, 8),n(B, «)) ne peut pas prendre les valeurs (1,4), (4,1),
(—1,—4) et (—4,-1).
Jall? _ n(8,0)
1817 n(a,B)
o En supposant |af| < [|B]|, donner un tableau des différentes valeurs possibles du
quadruplet

o Sif,p # 5, montrer que

(n(,8), n(8,), 5 :';:') .

(2) Supposons E de dimension deuz, et munissons-le d’une base orthonormée (voir la par-
tie 1.7). Soient a une racine de R de norme minimale, et 5 une racine de R non
proportionnelle et non orthogonale & . Montrer qu’a isomorphisme pres, nous pou-
vons supposer que les coordonnées de v sont (1,0) et que la deuxieme coordonnée de [
est strictement positive. Montrer que n(a, ) # 0 et que n(a, so(8)) = —n(a, B).

36. Rappelons que si f est anisotrope (on dit aussi définie), ceci équivaut & = non nul. Notons qu’un
vecteur non nul est non isotrope si et seulement si la droite vectorielle qu’il engendre est non isotrope.
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(3) Montrer qu’il existe exactement quatre classes d’isomorphisme de systémes de racines
(réduits) dans le plan euclidien, et en donner un dessin.

1.7 Bases orthogonales

Soit E un espace vectoriel sur k de dimension finie n € N — {0}, muni d’une forme
sesquilinéaire non dégénérée f, qui est symétrique ou hermitienne. Supposons la caracté-
ristique de k différente de 2.

Une suite & = (e1,...,e,) de E est une base orthogonale de E pour f si

e # est une base de l'espace vectoriel F,

e pour tous les 4,7 = 1,...,n distincts, les vecteurs e; et e; sont orthogonaux, c’est-a-
dire f(e;,ej) = 0, ou, de maniére équivalente, la matrice de f dans la base % est diagonale.

Nous dirons de plus que A est orthonormée si f(e;,e;) = 1 pour tout i = 1,...,n,
ou, de maniére équivalente, si la matrice de f dans la base £ est la matrice identité. Par
convention, la suite vide est I'unique base orthonormée de tout espace vectoriel nul.

Par exemple, le produit scalaire de ’espace euclidien usuel R” est 'unique produit
scalaire sur I’espace vectoriel reél R” rendant sa base canonique orthonormeée, et le produit
scalaire hermitien de l’espace hermitien usuel C™ est I'unique produit scalaire hermitien
sur ’espace vectoriel complexe C™ rendant sa base canonique orthonormeée.

Proposition 1.10. [l existe une base orthogonale de E pour f.

Il n’existe par contre pas toujours de base orthonormée.

Notons que la condition d’étre non dégénérée n’est pas nécessaire pour cette proposition,
car il est possible de considérer un supplémentaire F' du noyau de f, d’appliquer le résultat
a la restriction de f a F' X F', et de compléter par une base du noyau de f.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur la dimension n de E. Le résultat est
immédiat si n = 1, toute base étant orthogonale. Par la remarque (3) de la partie 1.2,
la forme sesquilinéaire f n’est pas alternée (sinon, elle serait & la fois symétrique et anti-
symétrique en caractéristique différente de 2, donc nulle), donc il existe un vecteur e; non
isotrope dans E. Alors son orthogonal H = ei est un hyperplan de E, de dimension n — 1,
et la restriction de f a H est encore non dégénérée, et symétrique ou hermitienne. Donc par
I'hypothése de récurrence, H admet une base orthogonale (es, ..., e,). Alors (e1,...,ey)
convient. g

Lorsque f est un produit scalaire euclidien ou hermitien, voici une procédure effective
pour construire des bases orthonormées.

Proposition 1.11. (Procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.) Soit £
un espace vectoriel (réel) euclidien ou un espace vectoriel (compleze) hermitien. Pour toute

base B = (e1,...,e,) de E, il existe une base orthonormée B' = (€}, ...,el,) de E telle que

e n
la matrice de passage P, de B o B’ soit triangulaire supéricure, a coefficients diagonauz

strictement positifs.

Remarques sur ’énoncé. (1) Nous avons Vect(ey, ..., ex) = Vect(e], ..., e}) pour tout
k=1,...,n.

(2) 11 est possible de passer de # a %’ de maniére continue dans I’espace des bases
de E. Plus précisément, il existe une application continue f de [0,1] dans E" telle que
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f(0) = (e1,...,en), f(1) = (€},...,€,), et f(t) est une base de F pour tout ¢t € [0,1]. En
effet, si

ail a2 o Gip
P, = 0
: . o OGp—1n
0 -+ 0  apn
alors f(t) = (P(t)e1,..., P(t)e,), ou
a/lt71 ta172 ctt tal,n
py=| ° ,
: : o tap—1n
o -~ 0 al,

convient (en rappelant que les a;; sont strictement positifs).

Démonstration. Procédons par récurrence sur la dimension n de E. Si n = 1, posons
el = mel, de sorte que A’ = (€}) convient. Soit n > 2, et supposons le résultat vrai

pour n — 1. Soient E et (ey,...,e,) comme dans 1’énoncé. En appliquant I’hypothése de
récurrence & E' = Vect(ey,...,e,—1), il existe une base orthonormée (ef,... e/, ;) de E’
telle que la matrice de passage P,_1 de (e1,...,en—1) & (€),...,€el,_;) soit triangulaire

supérieure, a coeflicients diagonaux strictement positifs.

Posons p,, = Z?:_ll (€}, en) €} la projection orthogonale de e, sur I'hyperplan vectoriel

E’' = Vect(e},... e, ;) de E, et

» “n—1
1
/
€n = (en - pn) .
len — pall
Il est immédiat de vérifier que (€], ..., €}) est une base orthonormée qui convient, avec par
récurrence
_ (e1.en)
llen—pnll
P = Pn
n - (e;,175n>
llen—pnll
0O --- 0 1
llen—pnll

O
Le théoréme de classification suivant est I'un des théorémes majeurs de ce chapitre.
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Théoréme 1.12.

(1)

ou

Classification des formes quadratiques complexes. Sik est algébriquement clos,
pour tout n € N, il existe une et une seule classe d’équivalence de formes bilinéaires f
symétriques non dégénérées de rang n. Il existe alors une base®’ de espace vectoriel
de définition de f dans laquelle la matrice de f est la matrice identité, et la forme
quadratique associée est, en notant (x1,...,xT,) les coordonnées dans cette base d’un
vecteur x,
2 2 2
q(z) =ay+as+--+a;.

De plus, lindice de f est v(f) = [5].

Classification des formes quadratiques réelles. Si (k,0) = (R,id), pour tout
entier n € N, il existe ezactement n + 1 classes d’équivalence de formes bilinéaires f
symétriques non dégénérées de rang n. Il existe un unique p € {0, ...,n} tel qu’il existe
une base® de l’espace vectoriel de définition de f dans laquelle la matrice de f soit la

matrice par blocs
-1 0
IP,H—P = < Op In—p)

ou I est la matrice identité k x k. La forme quadratique associée est, en notant

(1, ...,xy) les coordonnées dans cette base d’un vecteur x,
_ .2 2 2 2 2
qr) = -7 —25 — -~y + T+ T,

De plus, lindice de f est v(f) = min{p, n — p}.

Classification des formes hermitiennes complexes. Si (k,0) = (C,z — %), pour
tout n € N, il existe exactement n + 1 classes d’équivalence de formes sesquilinéaires
f hermitiennes non dégénérées de rang n. Il existe un unique p € {0,...,n} tel qu’il
existe une base® de Uespace vectoriel de définition de f dans laquelle la matrice de f

soit la matrice par blocs
—1I 0

ot I, est la matrice identité k x k. La forme quadratique hermitienne associée est, en
notant (z1,...,2n) les coordonnées dans cette base d’un vecteur z,

q(2) = —larf’ = |z22l* = = |5 + |zl + -+ 2l

Dans les cas (2) et (3), le couple (p, n—p) s’appelle la signature de la forme quadratique
quadratique hermitienne non dégénérée ¢. Certains ouvrages appellent signature le

couple (n — p,p), et il convient de préciser ce choix pour lever toute ambiguité : notre
convention est que le premier terme p représente le nombre de signes —, et le second terme
n—p le nombre de signes +. Ce théoréme dit que la signature caractérise & équivalence prés
la forme quadratique réelle ou la forme quadratique hermitienne complexe non dégénérée.
Le fait que la signature soit bien définie (c’est-a-dire indépendante de la base qui permet
d’écrire ¢ sous cette forme) s’appelle la loi d’inertie de Sylvester.

37. qui est donc une base orthonormeée de f
38. Cette base est orthonormeée si et seulement si p = 0.
39. Cette base est orthonormeée si et seulement si p = 0.
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Par exemple, une forme quadratique réelle ou une forme quadratique hermitienne com-
plexe est définie positive si et seulement si sa signature est (0,n), ot n est la dimension de
I’espace vectoriel considéré.

Nous renvoyons par exemple a | , §5] pour la classification lorsque k est un corps
fini, et & [Ser] si (k,0) = (Q,id).

Interprétation matricielle. L’application qui & une isométrie vectorielle de f associe sa
matrice dans une base (qui n’est pas forcément unique) donnée par le théoréme précédent
induit donc des isomorphismes de groupes suivants.
Si f est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée réelle de signature (p,n — p),
alors
O(f) = O(p,n—p) ={X € GL,(R) : "X IpnpX =1Ipnp},

SO(f) ~SO(p,n—p)={X € O(p,n—p) : det X =1} .

Comme déja dit dans la remarque (4) de la partie 1.5, nous noterons
O(n) = 0(0,n) = {X € GLy(R) : 'X X =1I,}

et SO(n) = SO(0,n). Si f est une forme sesquilinéaire hermitienne non dégénérée complexe
de signature (p,n — p), alors

U(f) =2 U(p,n —p) = {X € GL,(C) : X [p,n—pY =Ipn-p},

SU(f) ~SU(p,n—p) ={X € Up,n—p) : det X =1} .

Comme déja dit dans la remarque (4) de la partie 1.5, nous noterons
U(n) =U(0,n) = {X € GL,(C) : ‘XX =1,}

et SU(n) = SU(0,n).

Démonstration. (Voir par exemple | , §V|.) Par la proposition 1.10, pour tout espace
vectoriel F sur k, pour toute forme bilinéaire symétrique (respectivement forme sesquili-
néaire hermitienne) non dégénérée f de rang n sur E (en particulier la dimension de E est
égale a n), de forme quadratique (respectivement forme quadratique hermitienne) associée
q, fixons une base orthogonale Z = (eq,...,e,) de E pour f et, pour j = 1,...,n, notons
a; = q(ej), qui est non nul puisque ¢ est non dégénérée.

(1) Si k est algébriquement clos, pour j = 1,...,n, il existe b; € k> tel que bjz = aj.
Alors la matrice de f dans la base (% €ly vy é en) est la matrice identité. Pour toute
base de E, la forme quadratique dont la matrice dans cette base est égale a la matrice
identité, est symétrique, non dégénérée, de rang n. Soit f’ une autre forme quadratique
non dégénérée de rang n sur un espace vectoriel E’. Alors E et E' ont méme dimension
n, et si B’ est une base de E’ dans laquelle la matrice de f’ est la matrice identité, alors
I'unique isomorphisme linéaire de £ dans E’ qui envoie % sur %’ est une conjugaison entre
fetf.

Par la formule (9), nous savons que v(f) < v = |5]. Soit i € k* une racine carrée de
—1 dans k. Alors les vecteurs ey +ie,41,e2+17€,42,...,€,+1eg, sont v vecteurs isotropes
linéairement indépendants deux a deux orthogonaux, donc qui engendrent un sous-espace
totalement isotrope de dimension v. Donc v(f) > v, d'ou v(f) = v.
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(2) et (3) Puisque les a; sont des réels non nuls, il existe p € {0,...,n} tel que, quitte
a permuter la base, nous ayons ai,...,a, < 0 et apy1,...,a, > 0. Pour j = 1,...,n, il
existe b; € R* tel que —bjz =a;sij<pet bj2 = aj si j > p. Alors la matrice de f dans la

base (% €ly vy i en) est la matrice cherchée.
Si E admet une base (€],..., e, ) dans laquelle la matrice de ¢ est
~I, 0
0 Iy
avec p’ € {0,...,n}, alors, en notant F' = Vect{er,...,ep} et F' = Vect{e;,ﬂ, ceen

qui sont des sous-espaces vectoriels de dimension p et n — p’ respectivement, nous avons
q(z) < 0 pour tout z € F — {0} et g(x) > 0 pour tout x € F' — {0}, donc F N F' = {0},
et p+n—p <n. Doncp <p et par symétrie p = p’. Par conséquent p est uniquement
déterminé.

L’application f + p, bien définie par ce qui précéde, induit une bijection de I’ensemble
des classes d’isomorphisme de formes f vérifiant les hypothéses de 'assertion (2) (respec-

tivement (3)) vers Pensemble {0, ...,n} de cardinal n+ 1, par le méme argument que pour
'assertion (1).
En supposant par exemple que p < n —p, les vecteurs e1 +ep41,€2 +€pt2,..., €5+ €2

sont p vecteurs isotropes linéairement indépendants deux & deux orthogonaux, donc qui
engendrent un sous-espace totalement isotrope de dimension p. Donc v(f) > min{p, n—p}.
Nous renvoyons a | , §VIII| pour l'inégalité opposée. O

Exercice E.7. (1) Soient n € N — {0} et C" l’espace vectoriel complexe hermitien usuel.

Soient cg,...,ch_1 des nombres complezes, et
o €1 - Cpn-1
C=Clegctrnrony)= |0 7
c1 Cc2 -+
la matrice circulante de cq, ..., ¢,—1. Montrer que pour tout entier k € Z, si ¢ = e*™/"
est la racine primitive n-éme de U'unité standard, alors (1,¢F, ... ,C(”*l)k) est un vecteur

propre de C'. Montrer que C est diagonalisable dans une base orthonormée de C"™. Calculer
le déterminant de C. La matrice C' est-elle normale, c’est-a-dire commute-t-elle avec sa
matrice adjointe C* = 'C ?

(2) Soient n € N — {0,1} et P un polygone quelconque du plan euclidien usuel a n
sommets. Soit (P;)ien la suite de polygones définie par récurrence en posant Py = P et
P11 le polygone dont les sommets consécutifs sont les milieux des arétes consécutives de
P;. Montrer que la suite (P;);en converge pour la distance de Hausdorff vers le singleton
constitué de lisobarycentre de P. Que se passe-t-il si Py est convexe et si on s’autorise a
dilater P;y1 pour qu’il soit de méme aire que P; ¢

Exercice E.8. Calculer le rang et la signature des formes quadratiques réelles ou formes
quadratiques hermitiennes complexes suivantes :

o q(z1,--,2n) = Dqcicjcn %% sur C,

o q(z1,--,20) = D 1< jay (14 7) 2075 sur CT,

o q(z1,--s20) = Yocijan (C + 5+ 57) 275 sur C,
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o q(z1,...,2p) = Zl§i<j§n |z; — zj|?* sur C™,

e ¢(P)= fj;o et P(t) P(—t) dt sur Uespace vectoriel compleze Cp[X] des polynomes
complexes P de degré au plus n,

o ¢(A) = tr(A?) sur #4,(R), ainsi qu’en restriction & son sous-espace vectoriel
Sym,, (R) des matrices symétriques,

o q(A) =|tr AP? sur #,(C).

1.8 Décomposition spectrale des opérateurs normaux en dimension finie

Soit E un espace vectoriel sur k de dimension finie n, muni d’une forme sesquilinéaire
non dégénérée f, qui est symétrique ou hermitienne. *° Supposons la caractéristique de k
différente de 2.

Théoréme 1.13. (Diagonalisation des opérateurs linéaires normaux des espaces
hermitiens) Supposons k algébriquement clos et f anisotrope.

Un endomorphisme de E admet une base orthogonale formée de vecteurs propres si et
seulement s’il est normal : pour tout u € ZL(FE), il existe une base orthogonale B de E
dans laquelle la matrice de u est diagonale si et seulement si uou* = u* ou.

N

En particulier, et c’est le seul cas & retenir pour l'agrégation de mathématique, un
opérateur linéaire d'un espace hermitien (sur le corps algébriquement clos C, et dont le
produit scalaire est défini positif donc anisotrope) est diagonalisable en base orthonormée
(en rendant orthonormée une base orthogonale, ce qui est possible sur C) si et seulement
s’il est normal.

Matriciellement, ceci se traduit de la maniére suivante, en considérant, pour toute
matrice M € ., (C), 'endomorphisme linéaire u de ’espace hermitien usuel C" dont la
matrice dans la base canonique est M, et en remarquant que la matrice de passage P de la
base canonique & une base orthonormée % de C" donnée par le théoréme précédent (dans
laquelle la matrice D de u est diagonale) est unitaire. *!

Corollaire 1.14. Pour tout M € #,(C), il existe une matrice diagonale D € #,,(C) et
une matrice unitaire P € U(n) telles que

M=PDP*=PDP!
s1 et seulement st M M™* = M* M. O

Démonstration. (Voir par exemple [Deh, page 256], | , 85, page 270].) Montrons tout
d’abord la nécessité de la condition de normalité*?. Soient u € Z(E) et % une base
orthogonale pour f dans laquelle la matrice M de u est diagonale. Alors la matrice A

40. Rappelons que « symétrique » est un cas particulier de « hermitienne », correspondant & I’égalité
o = id. Nous ne mentionnons les deux cadres que pour des raisons mnémotechniques.

41. Une autre maniére de montrer que la condition de normalité est nécessaire dans le corollaire 1.14 est
la suivante. Soit M € .#,(C). Supposons qu’il existe une matrice diagonale D € .#,(C) et une matrice
unitaire P € U(n) telles que M = P D P*. Alors, puisque deux matrices diagonales commutent et puisque
P* = P71, nous avons

MM*=(PDP)PDP*)" =PDD*P*=PD*DP*=(PDP*")*(PDP*)=M"M ,

donc M et M* commutent.
42. Cette implication n’utilise pas les hypothéses k algébriquement clos et f anisotrope.

32



de f dans la base & est diagonale, et la matrice M* de u* dans la base %, qui est
M* = (A?2)~1 M7 A° par la formule (12), est aussi diagonale. Comme deux matrices
diagonales commutent, nous en déduisons donc que u et ©v* commutent.

Réciproquement, montrons par récurrence sur la dimension n de E que tout endomor-
phisme normal de E est diagonalisable en base orthogonale de E. Si n vaut 0 ou 1, le
résultat est immédiat. Supposons que n > 2, et soit u € Z(F) normal.

Puisque k est algébriquement clos, tout polynéme non constant & coefficients dans k
admet au moins une racine dans k. Donc v admet au moins un vecteur propre non nul
e1 (associé a une valeur propre \). Par la proposition 1.8 (vii), puisque f est anisotrope
et u est normal, e; est aussi un vecteur propre de u* (associé a la valeur propre \7).
Comme f est anisotrope, l'orthogonal de la droite vectorielle ke; (qui est stable par u
et par u*) est un hyperplan vectoriel F' de E supplémentaire a la droite vectorielle ke;.
Par la proposition 1.8 (v), 'hyperplan vectoriel F' est stable par u* et (u*)*
restriction de u & F' est encore normale, et la restriction de f a F' est encore anisotrope.

= u. La

Par récurrence, soit (eg, ..., e,) une base orthogonale de F' formée de vecteurs propres de
up. Alors (e1,€2,...,6e,) est une base orthogonale de E formée de vecteurs propres de u.
O

Les corollaires suivants s’obtiennent en appliquant le théoréme précédant respective-
ment dans les cas des endomorphismes hermitiens, antihermitiens, et unitaires d’un espace
vectoriel (complexe) hermitien, par la proposition 1.8 (vi).

Corollaire 1.15.

(1) (Théoréme spectral hermitien) Soit E un espace hermitien. Soit w € Z(E)
un endomorphisme hermitien (respectivement anti-hermitien ou unitaire). Alors u est dia-
gonalisable dans une base orthonormée de E, de valeurs propres réelles (respectivement
imaginaires pures ou de module 1).

(2) Soit M € #,(C) une matrice hermitienne (respectivement hermitienne définie
positive, anti-hermitienne, unitaire). Alors il existe une matrice unitaire P € U(n) et une
matrice diagonale D € M, (C) a coefficients diagonauz réels (respectivement strictement
positifs, imaginaires purs, de module 1) telles que

M=PDP*=PDP'. [

Nous reviendrons sur ce point dans la partie 3.3.

Le théoréme 1.13 n’est plus valable sans I’hypothése algébriquement clos. Dans le cas
euclidien, nous avons tout de méme un joli résultat de structure.

Théoréme 1.16. (Décomposition spectrale des opérateurs linéaires normaux des
espaces euclidiens) Soit E un espace euclidien de dimension n.

(1) Un endomorphisme u de E est normal si et seulement s’il est somme directe or-
thogonale d’homothéties et de similitudes planes, c’est-a-dire s’il existe des entiers r,s € N
tels que r + 2s = n et une somme directe orthogonale

1 1 1 1 1
E:Dl@...@Dr@Pl@...@PS

ot D1, ..., D, sont des droites vectorielles invariantes par u, sur chacune desquelles u agit
par une homothétie, et ou Py, ..., Ps sont des plans vectoriels invariants par u, sur chacun
desquels u agit par une similitude vectorielle différente d’une homothétie.
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(2) Pour tout M € #,(R) telle que M *M = M M, il existe des entiers r,s € N tels
que 7 + 2s = n, une matrice réelle

ai
Ay
D= b —a € My(R)
C1 b1 "
bs —cs
cs bs
diagonale par blocs de taille 1 X 1 ou 2 X 2, avec ay,...,a,,b1,...,bs des réels et cq, ..., cs

des réels non nuls, de sorte que chaque bloc 2 x 2 appartienne a la partie R*(O(2) — {£12})
de #M>(R), et une matrice orthogonale P € O(n) tels que

M=PD'"P=PDP'.

Remarque. Une matrice P comme dans l'assertion (2) n’est pas forcément unique (par
exemple si M = id). Une matrice D comme dans lassertion (2) est unique modulo permu-
tation des blocs 1 x 1 et modulo permutation et transposition des blocs 2 x 2 (ou modulo
permutation des blocs 1 x 1 entre eux et des blocs 2 x 2 entre eux, si on demande de plus
que ¢y, ...,cs > 0). Ceci découle de la propriété d’unicité de la décomposition en espaces

propres sur C, et du fait que (? (1)> est un élément d’ordre 2 de O(2), et que

Go) )=

Démonstration. (Voir par exemple [Deh, page 263], | , §5, page 271].) (2) Rappelons **
qu’une similitude vectorielle v est la composée d’une homothétie et d’une transformation
orthogonale, donc est en dimension 2 de matrice, dans toute base orthonormée, de la
forme <Z _a avec a,b € R, ot b # 0 si et seulement si v n’est pas une homothétie. La
seconde assertion découle de la premiére, en prenant pour u ’endomorphisme de R™ dont
la matrice dans la base canonique de R™ est M, en remarquant que la matrice de passage
P de la base canonique a la base orthonormée % de R™ obtenue par concaténation de bases
orthornormées de D1,...,D,, Pi,..., Ps, est orthogonale.

(1) Si u est somme directe d’homothéties et de similitudes planes, alors u est normal,
car les homothéties sont auto-adjointes et centrales, et les transformations orthogonales
sont unitaires.

Réciproquement, supposons u normal. Montrons le résultat par récurrence sur n. Si n
vaut 0 ou 1, le résultat est immeédiat. Supposons que n > 2, et soit u € .Z(F) normal.

Si u admet une valeur propre réelle A, soit e; € E un vecteur propre non nul de u
associé a A. C’est aussi un vecteur propre de u* (pour la valeur propre A2 = \), par la

43. Voir la remarque (3) de la partie 1.5.
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proposition 1.8 (vii). En particulier, la droite vectorielle Re;y est stable par u et u*. Donc
son orthogonal F est stable par u* et (u*)* = u par la proposition 1.8 (v), et la restriction
de u & F, de dimension égale & n — 1, est normale. Nous concluons par récurrence et par
concaténation de blocs.

Supposons donc que u n’admette pas de valeur propre réelle. Quitte a conjuguer (deux
espaces euclidiens de méme dimension sont isomorphes (par exemple par le théoréme de
classification 1.12 (2)), et les conjugaisons entre produits scalaires préservent droites vec-
torielles, plans vectoriels, orthogonalité et similitudes vectorielles), nous pouvons supposer
que E est 'espace euclidien usuel R"™. Notons encore u : z = x+iy — u(z)+iu(y) 'unique
extension C-linéaire de u & C" = R"™ + i R™. Pour tous les z =z + iy, 2’ = 2’ + iy’ dans
C" =R" 4+ ¢R™, notons de la méme maniére

(z,2) = ((z,2") + (g, ) +i({y, 2") — (2, 9/))

I'extension du produit scalaire euclidien usuel de R™ en un nouveau produit scalaire (car
(z,2) = ||z||* + ||ly||?) hermitien sur C* = R™ + i R™.

Notons que les extensions linéaires & C" de deux endomorphismes commutants de R"
commutent encore, et que ’extension linéaire de u* est ’adjoint de I’extension de u pour
I'extension du produit scalaire ci-dessus,** et donc que I'extension de u a C™ est encore
normale.

Par la proposition 1.8 (vii), il existe un vecteur z = = + iy de C" = R™ 4+ ¢ R™ non nul
(donc x # 0 ou y # 0) qui est propre pour u de valeur propre A = a + ib et qui est propre
pour u* de valeur propre A = a — ib. Notons que b # 0 puisque v n’admet pas de valeur
propre A réelle. Nous avons donc

u(z) =Xz e { Zg? : Z;;sz (19)
et i
W) =Xze { LHZWIY (20)

Notons V le sous-espace vectoriel (réel) de R™ engendré par z et y, qui est donc stable
par u et par u* (par les formules (19) et (20)), et non nul. Notons que Z = x — iy est un
vecteur propre de u pour la valeur propre A # A, car

wZ) =u(x) —iu(y) = (ax —by) —i(br +ay) = (a—ib)(z—iy) =AZ.

Comme 'extension de u a C™ est diagonalisable en base orthonormée par le théoréme 1.13,
les espaces propres associés & deux valeurs propres différentes sont orthogonaux, et nous
avons

0=(z2) = (lz]* - lylI*) + 2z, ) .

Donc ||z]|? = ||y||? et (z,y) = 0. Quitte & diviser z par ||z||, nous obtenons que (z,y) est
une base orthonormée de V.

44. En effet, avec les notations ci-dessus, nous avons

(z,u"(2)) = (u(2),2") = ((u(x),2") + (u(y), y)) +i((u(y), 2") — (u(x),y))
= ((z,u" (@) + (y,u" () + i((y, w"(2")) — (@, u"(y))) -
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La matrice de la restriction de u a V est, dans la base orthonormée (z,y), égale a

<Z _ab> par la formule (19). Elle appartient a R*(SO(2) — {£I>}), en mettant en facteur

a/

b/
plane si a’ 241 ? = 1. Donc la restriction de u & V est une similitude vectorielle de rapport
Vva? +b%. Sin = 2, ceci montre le résultat.

Sin > 2, I'orthogonal V+ de V dans R" est stable par u* et (u*)* = u, et les restrictions
de u aux espaces euclidiens V et V+, de dimensions strictement inférieures a n, sont donc
normales. Nous concluons aussi par récurrence et par concaténation de blocs. O

. . - . . -
le scalaire va? + b2 > 0, puisque b # 0 et < o > est une matrice de rotation euclidienne

Le corollaire (1) ci-dessous est un cas particulier, a retenir prioritairement, du théoréme
1.16 (1), puisqu'un endomorphisme autoadjoint est normal.

Les valeurs propres complexes des matrices symétriques, antisymétriques, et orthogo-
nales sont respectivement réelles, imaginaires pures, et de module 1, par la proposition 1.8
(vi). Les corollaires (2), (3), (4) ci-dessous s’obtiennent donc en appliquant le théoréme 1.16
(2) respectivement dans les cas des matrices symétriques, antisymétriques et orthogonales.

Corollaire 1.17. (1) (Théoréme spectral euclidien) Soit u € Z(E) un endomor-
phisme autoadjoint d’un espace euclidien E. Alors u est diagonalisable dans une base or-
thonormée de E.

(2) Soit M € #,(R) une matrice symétrique (respectivement symétrique définie po-
sitive). Alors il existe une matrice orthogonale P € O(n) et une matrice diagonale D a
coefficients réels (respectivement strictement positifs) tels que

M=PD'P=PDP'.

(8) Soit M € M,(R) une matrice antisymétrique. Alors il existe une matrice ortho-

gonale P € O(n), des entiers r,s € N tels que r + 2s = n, et des réels ¢y, ..., cs tels que
St
0
0
0 —C1
D=
C1 0 ’
0 —cs
cs O

alors M = PD'P=PDP™!.
(4) Soit M € #,(R) une matrice orthogonale. Alors il existe une matrice orthogonale
P € O(n), des entiers r,s € N tels que r + 2s = n, des éléments ay,...,a, de {£1} et des
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matrices Ay, ..., As € O(2) — {12} tels que si

ay

Ay

alors M = PD'P=PDP L O
Nous reviendrons sur le point (4) dans la partie 2.3.

Exercice E.9.

(1) Soit A = (aij)i<ij<n € Mn(C) une matrice hermitienne positive. Montrer 'inégalité
d’Hadamard

n
det A S H Qi -
i=1
Quand y a-t-il égalité ¢
(2) Soient E un espace hermitien de dimension n, et f un endomorphisme auto-adjoint
de E défini positif, de valeurs propres A1, ..., A\p. Notons &/ l’ensemble des bases or-
thonormées de E. Montrer que

n n

i min H (f(e),es) .

(e1,..en)ES

i=1 i=1

1.9 Diagonalisation simultanée de formes quadratiques réelles

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur k. Rappelons qu’une forme qua-
dratique hermitienne g sur E est diagonale dans une base & de F s'il existe des scalaires
ai,...,an, (nécessairement dans le sous-corps fixe k., de k pour o) tels que pour tout vecteur
x € E de coordonnées (z1,...,x,) dans la base %, nous avons

n
q(x) = Z a; T;xy
i=1

donc q(x) = Y1, a; 27 si o = id. Nous dirons que q est diagonalisable s'il existe une base
de F dans laquelle elle est diagonale. Nous dirons qu’un ensemble () de formes quadratiques
hermitiennes sur E est simultanément diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle
tout élément de ) est diagonal.

Etant donné deux formes quadratiques hermitiennes ¢ et ¢’ sur E, il n’existe pas tou-
jours de base £ de E dans laquelle ces formes sont toutes les deux diagonales. Nous
pouvons prendre par exemple (k,0) = (R,id), E = R? et les deux formes quadratiques
non dégénérées

q(z,y) =2 —y* et ¢(z,y) =2zy.
La véritable explication découlera du lemme 1.18, mais voici un argument direct. Si deux
vecteurs (z,y) et (2',1') sont orthogonaux pour les deux formes quadratiques ¢ et ¢’, alors
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xx' —yy =0 et 2y’ + 2’y = 0, ce qui implique (par les formules de Cramer) que 1'un des
deux vecteurs est nul. En particulier, il n’existe pas de base orthogonale commune & q et a
q'. Remarquons que ces deux formes sont de signature (1,1). En particulier, elles ne sont
ni définies positives ni définies négatives. Le résultat 1.19 ci-dessous dit que c’est la seule
obstruction sur les corps réel et complexe.

L’outil principal pour le probléme de diagonalisation simultanée est le suivant. Soient
q et ¢’ deux formes quadratiques hermitiennes sur F, de forme polaires f et 1!, telles que
g soit non dégénérée. Notons f : E — (E7)* I'isomorphisme de dualité (voir la partie 1.1)
défini par f. Montrons qu'il existe un unique opérateur linéaire v = ug o € Z(E), appelé
I’endomorphisme de passage de q a ¢, tel que pour tous les z,y € E, nous ayons

fla,y) = fu(z),y) .

Il suffit en effet de poser, comme il est nécessaire, lorsque = parcours F,

U x> (]’7)_1(14'—> fz,y)),

qui est bien définie par la semi-linéarité a droite de f’ (qui implique que I'application
y— f'(x,y) est une forme linéaire sur £7) et qui est linéaire par la linéarité a gauche de
f’ et la linéarité de f.

Interprétation matricielle. Si 2 est une base de E, si A (respectivement A’) est la

matrice de f (respectivement f’) dans la base %, alors la matrice M de 'endomorphisme
de passage u = uq  dans la base % est donnée par 49

M= (tA)~tiA, (21)

Lemme 1.18. (1) L’endomorphisme de passage ugy est inversible si et seulement si ¢’
est non dégénérée.

(2) L’endomorphisme de passage ugy est auto-adjoint pour la forme polaire f de q.

(8) Deuz formes quadratiques hermitiennes q et ¢’ sur E, telles que q soit non dégénérée,
sont simultanément diagonalisables si et seulement si ['endomorphisme de passage uq o est
diagonalisable en base orthogonale pour q.

Démonstration. (1) Ceci découle par exemple de la formule (21).

(2) Ceci découle du fait que f et f’ sont hermitiennes : pour tous les z,y € F, nous
avons

flu(@),y) = fl(z,y) = f'y,2)7 = fu(y), 2)7 = f(z,u(y)) -

(3) Posons u = ug 4. S'il existe une base # = (e1,...,e,) de E orthogonale pour ¢ et
¢, alors pour tout 1 < i < n, le vecteur u(e;) est orthogonal pour f & tout vecteur e; pour
j # 1, car f'(e;, ej) = 0. Donc u(e;) est colinéaire & e; car ¢ est non dégénérée et diagonale
dans Z. Par conséquent, u est diagonalisable dans Z.

45. En effet, si X et Y sont les matrices colonnes des coordonnées de vecteurs quelconques x et y de E
dans la base %, alors nous avons

XAY = fl(z,y) = flulz),y) = (MX)AY? = X ("M A)Y”,
donc A’ = *M A. Rappelons que A est inversible si et seulement si ¢ est non dégénérée.
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Réciproquement, si & = (e, ..., e,) est une base de E orthogonale pour ¢ dans laquelle
la matrice de u est diagonale, de coefficients diagonaux Ay, ..., A,, alors pour tous les i # 7,
nous avons

f'eire) = fulei),e5) = Ni f(eiej) = 0.
Donc ¢ est diagonale dans 2. O

Proposition 1.19. (Théoréme de diagonalisation simultanée des formes quadra-
tiques réelles ou quadratiques hermitiennes complexes) Supposons que nous ayons
(k,0) = (R,id) (respectivement (k,0) = (C,z +— Z)). Soit q une forme quadratique (res-
pectivement quadratique hermitienne) non dégénérée sur E. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(1) Pour toute forme quadratique (respectivement quadratique hermitienne) ¢ sur E,
il existe une base de E orthogonale pour q et ¢'.

(2) La forme q est définie positive ou définie négative.

Démonstration. Supposons que ¢ ne soit ni définie positive ni définie négative. Par le
théoréme de classification 1.12 (2) (respectivement (3)), la dimension de E est au moins 2 et
il existe une base (e, ..., e,) de E orthogonale pour ¢ telle que g(e;) = +1 et g(e2) = —1.
Considérons la forme quadratique hermitienne

n
q 1z (21 + 29)2] — 1225 + Zq(ei) zixd |
=3

ou (x1,...,%y,) sont les coordonnées de x dans cette base. Alors I’endomorphisme u = g ¢
de passage de ¢ & ¢’ a pour matrice dans cette base

1 1
0 1
0 In72
Comme cette matrice (qui est sous forme de Jordan) n’est pas diagonalisable sur k (par
exemple car la seule matrice n X n & coefficients dans k, diagonalisable sur k, dont toutes
les valeurs propres sont égales & 1, est la matrice identité I,,), il découle du lemme 1.18 (3)
ci-dessus que ¢ et ¢’ ne sont pas simultanément diagonalisables.

Supposons, quitte & remplacer ¢ par —q, que ¢ soit définie positive. Soit ¢’ une forme
quadratique hermitienne sur E. Alors I’endomorphisme de passage u = u44/, qui est au-
toadjoint dans I’espace euclidien (respectivement hermitien) (E, f) par le lemme 1.18 (2),
est diagonalisable en base orthonormée pour ¢ par le corollaire 1.17 (1) (respectivement

1.15 (1)). Donc par le lemme 1.18 (3), les formes g et ¢’ sont simultanément diagonalisables.
g

Interprétation géométrique. Ce résultat a une interprétation géométrique intéressante,

y compris dans le cas ou les deux formes sont définies positives. Nous renvoyons par exemple

a | , ] pour Pétude des classes de similitude de coniques*® du plan euclidien. A

isométries de la distance euclidienne et & homothéties prés, une conique non dégénérée est
e une ellipse d’équation 22 +ay? =1 avec a > 1,

46. Une conique est une ligne de niveau d’une fonction polynomiale sur R? de degré 2, comme par
exemple les formes quadratiques sur R2.

39



e un cercle d’équation z2 + ¢y =1,
e une parabole d’équation 22 —ay = 1 avec a > 0,
e une hyperbole d’équation 22 — ay? = 1 avec a > 0.

Ay
cergle
parabole
ellipse]
1 1 =
hyperbole

Fixons n € N — {0}. Pour toute forme quadratique définie positive ¢ sur l’espace
euclidien usuel R", la boule unité B, = {z € R" : ¢(z) < 1} de ¢ est donc un ellipsoide
de centre 0, dont les azes sont les droites Re; pour une base orthonormée (eq,...,e,) de
R™ dans laquelle ¢ est diagonale et les rayons sont (avec multiplicité) les réels strictement

positifs —— pour 1 <i<n :
q(eq)

n n
Bq:{Zmei:(azl,...,xn)eRn et Zq(ei)xfgl}.
i=1 =1

Notons que les axes ne sont définis de maniére unique que si les rayons sont deux a deux
distincts. Dans le cas contraire, ’ellipsoide est invariant par des rotations. Voici des images,
extraites respectivement de Wikipedia et du joli article en ligne |G| dont je recommande
les animations.

Remarque. Notons 2, I’ensemble des formes quadratiques définies positives sur R™, muni
de laction naturelle (& gauche) de GL,,(R), de précomposition des formes quadratiques par
I'inverse des automorphismes linéaires.

(9,9) =~ qog .
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Pour tous les ¢, ¢ dans 2, soit % une base (qui existe par la proposition 1.19 ci-dessus)

de R™ dans laquelle ¢ et ¢’ sont diagonales, de coefficients diagonaux (aq,...,a,) et
(ay,...,al) respectivement (qui sont strictement positifs). Posons
/ ()
d(q,q') = Z In—.
=1 ¢
Il est possible de montrer (voir par exemple | ]) que d(gq, ¢') ne dépend pas du choix de

A, et définit une distance sur 2, invariante par 'action du groupe GL,(R).

1.10 Décomposition en valeurs singuliéres et applications

Soient m,n € N — {0}, et soient E et F' des espaces tous deux euclidiens ou tous deux
hermitiens, *” de dimension n et m respectivement.

L’un des but de cette partie est de donner des résultats de décomposition de nature
spectrale des matrices rectangulaires, pas forcément carrées. C’est en particulier important
lorsque nous étudions un grand nombre de points (X;)i<j<n dans R™ ou C™, auxquels
nous pouvons associer la matrice dans .4, ,(R) ou 4, »(C) dont les n colonnes sont
les coordonnées de X7, ..., X, dans la base canonique de R™ ou C™. Ces points peuvent
représenter par exemple m valeurs de gris ou de couleurs associés & n pixels dans une
image numeérique (et le nombre de pixels est bien plus grand que le nombre de couleurs). Ils
peuvent représenter des valeurs d’un grand nombre de variables aléatoires (indépendantes,
identiquement distribuées) a valeurs dans un espace euclidien donné, tirées au hasard
suivant une loi donnée. La décomposition en valeurs singuliéres (dont I’acronyme anglais
est SVD) est ainsi utile dans des domaines aussi variés que le traitement du signal, la
reconnaissance d’image, ’analyse sémantique, la météorologie, la robotique, I’analyse des
grosses données (et particuliérement en analyse en composantes indépendantes). *®

Nous ne traiterons pas des aspects numériques de la décomposition en valeurs sin-
gulieres de A € A, ,(R) dans ce cours, pour lesquel nous renvoyons a [G:L, Chap. §],
mais ils sont intéressants pour l'agrégation. La démonstration que nous donnons n’est pas
algorithmique, ni d’utilisation pratique, car elle commence par une diagonalisation com-
plete de la matrice symétrique ‘A A € 4, ,(R), probléme notoirement difficile du point
de vue calculatoire, surtout lorsque n est grand. L’algorithme le plus couramment utilisé,
disons lorsque m > n quitte & passer & la matrice transposée, est celui de Golub-Kahan
(voir loc. cit.), qui commence par utiliser la méthode de bidiagonalisation de Householder
(voir loc. cit., algorithme 5.4.2) pour transformer la matrice A en une matrice par blocs

B
¢ _
UAV = < 0
tion en valeurs singuliéres de B, par une succession de rotations de Givens (voir loc. cit.,
algorithme 8.6.1). Des méthodes de calcul encore plus efficaces (algorithme de Lanczos,
voir par exemple https ://en.wikipedia.org/wiki/Lanczos algorithm) existent lorsque 1’'on
ne souhaite calculer qu’une partie de la décomposition en valeurs singuliéres. Les décom-
positions en valeurs singuliéres sont aussi utiles pour d’autres calculs (voir par exemple

> ou B € My,,(R) est bidiagonale supérieure, puis calcule la décomposi-

47. Seul le cas euclidien est au programme de l'agrégation, mais le traitement du cas hermitien est
presque le méme.
48. Et un raton laveur! Inventaire. Jacques Prévert.
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https ://en.wikipedia.org/wiki/Low-rank _approximation), comme des problémes de mini-
misation de normes sur les matrices (norme spectrale ou norme de Frébenius). 47

Nous commencons par les définitions et rappels utiles dans cette partie 1.10. Soit K un
corps commutatif.

Une matrice rectangulaire® A = (aij)1<i<m € Mmn(K) est dite diagonale si pour
1<5<n
tous les i € {1,...,m} et j € {1,...,n} tels que i # j, nous avons a; ; = 0. Ce sont donc

les matrices de la forme

al 0
a2

0 ap | si n <m (donc s’il y a plus de lignes que de colonnes)
0 0
0 0

a1 0 0 --- 0

on as : s nsm ’ (donc s %l y a plus de colonnes
- : : que de lignes)
0 Gm 0 -+ 0

avec a; € K pour 1 < i < min{m,n}. Notons que 'A # A si m # n, méme pour une
matrice diagonale!

Exercice E.10. Montrer que si A € My n(K) et B € M, p(K) sont deur matrices diago-
nales multipliables, alors leur produit AB € My, »(K) est aussi une matrice diagonale.

Soit u € Z(FE, F) une application linéaire, et notons r son rang (qui vérifie en particulier
r < min{m,n}). Rappelons que les opérateurs linéaires u* ou € Z(F) et uou* € Z(F)
sont auto-adjoints positifs (voir la remarque (5) de la partie 1.4), et que leurs valeurs
propres sont positives ou nulles (voir la proposition 1.8 (vi)). De plus, par la proposition
1.8 (iii), les applications linéaires u, u*, u* o u et wou* ont le méme rang r. Comme u* o u
et uou* sont diagonalisables en base orthonormée (voir les corollaires 1.17 (1) dans le cas
euclidien et 1.15 (1) dans le cas hermitien), le nombre de leurs valeurs propres non nulles
(donc strictement positives) est exactement égal & leur rang r.

Définition 1.20. Soit u € L (E, F) de rang n. Les valeurs singuliéres py, po, ..., p, de u
sont les racines carrées des valeurs propres non nulles de u* o u (avec multiplicité).

Les valeurs singuliéres sont uniquement définies & ’ordre prés. Nous verrons dans le
théoréme 1.22 que ce sont aussi les racines carrées des valeurs propres non nulles de u o u*.
Elles sont souvent ordonnées de maniére décroissante, ce qui assure en particulier leur
unicité.

Si A € Myun(R) (respectivement A € Ay, ,(C)) est une matrice rectangulaire réelle
(respectivement complexe), les valeurs singuliéres de A sont les racines carrées des valeurs

49. Je remercie Christina et Mattis Paulin pour leur tutorat!
50. Attention & l'ordre des indices m (nombre de lignes) et n (nombre de colonnes).
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propres non nulles de ‘A A € 4, ,(R) (respectivement A* A € #,, ,,(C)). Nous verrons que
ce sont aussi celles de A 'A € My, 1 (R) (vespectivement A A* € ., (C)). Ce sont donc
les valeurs singuliéres de I’endomorphisme de 1'espace euclidien usuel R™ (respectivement
hermitien usuel C") dont la matrice dans la base canonique est A.

Le résultat principal de cette partie 1.10 utilisera le lemme suivant, sur lequel nous
reviendrons au moment de l'utilisation de I’application exponentielle (voir la proposition

3.7 (3)).

Lemme 1.21. Si v € Z(E) est auto-adjoint positif, alors il existe un unique élément
2

v € Z(F) auto-adjoint positif tel que v’ = v*.
Démonstration. Par le théoréme de diagonalisation en base orthonormée de I’endomor-
phisme auto-adjoint positif v’ (voir les corollaires 1.17 dans le cas euclidien et 1.15 dans le
cas hermitien), il existe une base orthonormée % de E dans laquelle la matrice M de o’
est diagonale & coefficients diagonaux positifs ou nuls.

Pour montrer Uexistence, il suffit de poser v € Z(FE) l'application linéaire dont la
matrice dans A est diagonale a coefficients diagonaux les racines carrées de ceux de M.

Pour montrer I'unicité, si v est comme dans I’énoncé, alors une diagonalisation en base
orthonormée de I’endomorphisme auto-adjoint positif v montre que A est valeur propre de
v si et seulement si A? est valeur propre de u/, et qu’alors A > 0 et E)(v) = E\2(u’). Donc v
est uniquement déterminée par le fait qu’elle vaut I’homothétie de rapport /p sur I'espace
propre E,(u') de u/, pour toute valeur propre p de u'. O

Théoréme 1.22. (Décomposition en valeurs singuliéres) Soient m,n € N — {0},
et E, F des espaces tous deux euclidiens ou tous deuxr hermitiens, de dimension n et m
respectivement, et soit u € L (E, F). Les valeurs singuliéres de u et de u* sont égales. Il
existe des bases orthonormées B de E et € de F, formées de vecteurs propres de u* ou et
u o u* respectivement, telles que la matrice M,, de u dans les bases % et €, et la matrice
My~ de u* dans les bases € et B, soient des matrices rectangulaires diagonales (transposées
l'une de lautre : My = M, ), de coefficients diagonauz non nuls les valeurs singuliéres
de u.

Remarques. (1) Il n’y a en général pas unicité de telles bases. Si I’on ordonne les valeurs
singuliéres de u de maniére décroissante, et si on demande que les r premiers coefficients
diagonaux de la matrice diagonale M, sont ceux non nuls et sont ainsi ordonnés, alors la
matrice diagonale M, est unique.

(2) Interprétation matricielle. En prenant 'endomorphisme u entre les espaces
euclidiens usuels R™ et R™ (respectivement entre les espaces hermitiens usuels C" et C™),
dont la matrice dans les bases canoniques est la matrice A donnée, et en utilisant le fait
que la matrice de passage entre deux bases orthonormées est orthogonale (respectivement
unitaire), nous avons une formulation matricielle équivalente du théoréme précédent.

Corollaire 1.23. Pour tout A € My n(R) (respectivement A € My (C) ), il existe une
matrice D € Mpm n(R) diagonale, dont les coefficients diagonaux non nuls sont les valeurs
singulieres de A, et des matrices P € O(n) et P' € O(m) (respectivement P € U(n) et
P’ € U(m)) telles que

A=P D'P=P D P! (respectivement A=P DP*=P DP').
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Si les coefficients diagonaux de D sont ordonnés de maniére décroissante, alors la matrice
D = D(A) est unique, et D('A) = 'D(A) (respectivement D(A*) = D(A)*). O

Par contre, les matrices P et P’ ne sont pas forcément uniques. Tout tel triplet (P’, D, P)
est appelé une décomposition en valeurs singuliéres de A (et souvent noté (U, D, V') dans
la littérature).

(3) Si m = n et en restriction aux matrices inversibles, cette décomposition matricielle
s’appelle la décomposition de Cartan de G = GL,(R) (respectivement G = GL,,(C)). Si
K = O(n) (respectivement K = U(n)) et si AT est ’ensemble des matrices dans GL,,(R)
diagonales & coefficients diagonaux strictement positifs et décroissants, la décomposition
de Cartan

G=KAK

dit que pour tout élément g € G, il existe des éléments a € AT et ki, ks € K tels que
g = k1 a ky (avec a unique, mais ki, ko pas forcément uniques). Nous renvoyons a |Bor| pour
des généralisations. Par exemple, si n = 2, une conséquence de la décomposition de Cartan

dit que pour tout <CCL Z) € SLa(R), il existe un unique A > 1 et des 01,02 € R/27Z tels

que
a b\ (cosf; —sinb; A0 cosbly —sinfy
¢ d) \sinf; cosb; 0 % sinfly  cosly | °

La décomposition de Cartan de GL,,(R) et GL,,(C) est un raffinement de la décomposition
polaire décrite dans la partie 3.5, et peut aussi s’en déduire.

Démonstration. Nous renvoyons par exemple a | , page 123, Exer. 2.24|.

Par le lemme 1.21, soit v € Z(FE) 'unique endomorphisme linéaire auto-adjoint positif
de E tel que u* ou = v%. Soit Z = (ey, ..., e,) une base orthonormée de E dans laquelle v
(et donc u* ou) est diagonale. A permutation prés, nous pouvons supposer que v(e;) = j; €;
pour 1 <i <7, et que kerv = Vect(ey41,...,ey,), en notant r le rang de u et w1, o, ..., fr
les valeurs singuliéres de u. Rappelons que celles-ci sont strictement positives, donc non
nulles.

Posons f; = i u(e;) pour 1 < ¢ <r. La suite (fi,..., fr) dans F' est orthonormée, car
sil<iq,5 <r,alors

(u(ei),ulej)) = (U oule;), e5) = (v*(ei), e5) = i {eirej) -

Complétons la suite orthonormée (f1,..., f;) en une base orthonormée ¢ = (fi,..., fm)
de F'. Montrons que les bases % et € conviennent.

Nous avons u(e;) = p; fi pour 1 < i < r par construction. Par la proposition 1.8 (ii) et
les propriétés des noyaux des endomorphismes diagonalisables, nous avons

ker u = ker(u* o u) = ker(v?) = ker(v) = Vect(epi1,...,en) .

Donc u(e;) =0sir+1<i<n.
Nous avons

1
u*(fi) = U*(E u(e;)) = EUQ(%) = L €
pour 1 < ¢ < r. Par la proposition 1.8 (i), nous avons

ker(u*) = (im u)* = (Vect(fi,..., f,n))l = Vect(fri1s---s fm) -
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Donc u*(f;) = 0 si r+1 <i < m. En particulier, uou*(f;) = p; u(e;) = p? fisi1 <i<r
et uou*(f;)) =0sir+1<i<m.

Ceci montre d’'une part que £ est formée de vecteurs propres de u* o u, que % est
formée de vecteurs propres de u o u*, que les matrices de u et de u* sont diagonales dans
ces bases (et transposées I'une de lautre), et d’autre part que les valeurs singuliéres de u
et de ©* coincident. O

Exercice E.11. Soient m,n € N—{0} et A € My, (R) une matrice de valeurs singuliéres
décroissantes o1, ...,0.. Notons (U, %, V) une décomposition en valeurs singuliéres de A,
de sorte que A=U3X 'V avec U € O(m), V € O(n), ¥ diagonale, & coefficients diagonauz
décroissants et dont les r premiers sont les valeurs singuliéres de A ordonnées. Pour tout

o1 0
- 0 o
ke{l,...,r =1}, notons ¥} = 0 € Mmn(R) la matrice diagonale
Ok
0 0
dont les k premiers coefficients diagonauz sont les k premiéres valeurs singuliéres oy, ..., 0k

de A dans cet ordre, et les autres coefficients diagonauz sont nuls.
Montrer que Ay, = U X 'V est la matrice de rang k qui minimise la distance (pour la
norme d’opérateurs)®! a A des matrices de rang k, et que d(Ay, A) = op41.

Exercice E.12. Soient m,n € N — {0} et k = min{m,n}.
(1) Montrer qu’il existe un algorithme qui prend une matrice A € Mpymn(R) et, en
la multipliant & droite et & gauche par des matrices de réflexions de Householder (voir

Vexercice E.40), la transforme en une matrice de la forme (B O) ou <§> avec B =

(bij)i<ij<i € Ar(R) une matrice bidiagonale supérieure (c’est-a-dire triangulaire supé-
rieure et vérifiant b; ; = 0 si j > i+ 1). Montrer que les valeurs singuliéres de A et de B
sont égales.

. 0 B
(2) Si C = <tB 0
de C sont les valeurs singulieres de B, et qu’il existe un algorithme transformant toute
telle matrice C' en une matrice T = (t; j)1<i j<k € Mo (R) tridiagonale de diagonale nulle
(c’est-a-dire vérifiant t;; =0 et t;; =0 si |[i — j| > 1), ayant les mémes valeurs propres.

€ Mo (R), montrer que les valeurs propres strictement positives

(3) Donner un algorithme donnant les valeurs propres d’une matrice tridiagonale de
diagonale nulle.

1.11 Produit mixte et produit vectoriel

Soient n € N et F un espace vectoriel réel de dimension finie n.
Rappelons que I'espace vectoriel réel A" E* des formes n-linéaires alternées > sur E est

de dimension 1, engendré, pour toute base # de E, par I'application déterminant detg

51. La norme d’opérateur sur My »(R) (identifié de maniére usuelle & Z(R™,R™)) — aussi appelée la
norme matricielle subordonnée aux normes euclidiennes usuelles standards de R™ et R™ — d’un élément
A" € My (R) est définie par [|A'|| = maxgern . z=1 ||A"z]|.

52. Si K est un corps commutatif et si F1, ..., E,4+1 sont n+ 1 espaces vectoriels sur K, une application
f:E1 XX E, = E,t1 est dite multilinéaire si elle est linéaire en chacune des n variables, et alternée
si elle s’annule sur les n-uplets d’éléments dont deux au moins sont égaux. C’est une forme multilinéaire
alternée si de plus F,4+1 = K.
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dans la base % des n-uplets de vecteurs de E : pour tous les x1,...,z;,...,z, dans E,
de coordonnées (1,1,...,Tn,1),---, (Zij)i<i<n,---s (T1,ns--.,Tnn) respectivement dans la
base %, nous avons

det ,%»(xl, - ,xn) = det ((xi7j)1§i7jsn) .

De plus, soit P = Py g la matrice de passage de la base Z & une autre base %’ (dont les
colonnes sont les vecteurs colonnes des coordonnées des éléments de %’ dans la base A).
Alors

det P = det Py g = det 2B

et X = PX' ou X et X' sont les vecteurs colonnes des coordonnées d’un vecteur x € E
dans les bases % et %' respectivement. Donc

det = (det ,@:@/) det 4 . (22)

Si A est la base canonique de R™, nous notons det 4 = det : (R™)" — R. Remarquons
que si x1,..., T, sont n vecteurs linéairement indépendants de R™, alors le volume pour la
mesure de Lebesgue de R™ du parallélépipéde

P(xl,...,a:n):{zn:)\ixi: Vi=1,...,n, )\iG[O,l]}
=1

défini par xy,...,x, vérifie (voir par exemple la formule (25))

vol(P(z1,...,xy)) = |det g(z1,...,2,)| .

Rappelons qu'une orientation de E est une classe d’équivalence de bases de E pour la
relation & ~ %' si et seulement si le déterminant de la matrice de passage de & a %’
est (strictement) positif, qu’il y a deux orientations possibles, et que E est orienté s’il est
muni d’une orientation. Une base de F est alors dite directe (ou parfois positive) si elle
appartient & l'orientation choisie.

Exemples. (1) L’espace euclidien orienté usuel R™ est 'espace euclidien usuel R™ muni
de l'orientation rendant directe la base canonique de R™.

(2) Si E est un espace euclidien ou hermitien, si %’ est la base obtenue par le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a partir d’une base 4, alors & et %’ définissent
la méme orientation. En effet, si f : [0,1] — E™ est un chemin continu de bases entre
P et A’ (voir le commentaire qui suit ’énoncé de la proposition 1.11), alors I'application
t — detg(f(t)), qui vaut 1 en t = 0 et qui ne s’annule pas, est, par le théoréme des valeurs
intermédiaires, positive en f(1) = detz(%#').

(3) Tout espace vectoriel complexe de dimension finie E, considéré comme un espace
vectoriel réel, est muni d’une orientation canonique, de la maniére suivante.

53. En effet, pour tous les x1,...,2, dans E, dont les colonnes des coordonnées sont Xi,..., X, dans
P et X1,...,X] dans %', nous avons, en écrivant les matrices comme juxtapositions de leurs colonnes,

det @ (x1,...,2,) = det(X1...X,) = det(PX7 ... PX,) = (det P)det(X; ... X))
= (det » #')det g/ (21, ..., Tn) .
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Notons Eg 'espace vectoriel réel, dit obtenu de E par restriction des scalaires & R, qui
est le groupe additif sous-jacent & F muni de la restriction & R x E de la multiplication
externe de F. Si # = (e1, ..., e,) est une base de E (en tant qu’espace vectoriel complexe),
alors Zr = (e1,...,en,i€1,...,16p,) est une base de Fr (en tant qu’espace vectoriel réel).
L’orientation de Fr définie par % est indépendante du choix de la base A. En effet, soit
' une autre base, soit P € .#,(C) la matrice de passage de la base # a la base &', et
soient A € #,(R) et B € .#,(R) les parties réelles et imaginaires de P (de sorte que

P =A+iB). Alors P = <g _B> est la matrice de passage de Br a Ay, et son
déterminant, égal a

det(Pg) = | det P|?
par le lemme suivant, est strictement positif, ce qui montre le résultat.

Lemme 1.24. Pour tous les A, B € 4, (R), nous avons

A -B .
det <B ) :‘det(A—i-zB)‘Q.

Démonstration. En multipliant par ¢ les n derniéres lignes puis les n derniéres colonnes,
en ajoutant la premiére ligne par blocs a la derniére ligne par blocs, puis la derniére colonne
par blocs a la premiére colonne par blocs, et en utilisant la formule des déterminants des

matrices triangulaires supérieures par blocs, °* nous avons

A -B| ._,|A -B _ 1y A —iB _ 1y A —iB
B A|~ " |iB iA|” iB —Al|~ A+iB —A—iB
LA —iB | lA—iB  —iB
=V 4B —A—iB‘_(_l) 0 —A—iB’

= (—1)"det(A —iB)det(—A —iB) =det( A+ iB) det(A+iB) .
Le résultat en découle. O

Jusqu’a la fin de la partie 1.11, nous supposons que E est un espace euclidien orienté
de dimension n. 11 découle des rappels ci-dessus et du fait que la matrice de passage P
d’une base orthonormée & une autre base orthonormée est une matrice orthogonale, donc
de déterminant &1, que si & et %A’ sont deux bases orthonormées directes de E, si P
est la matrice de passage de & a %', alors P € SO(n) et dety = dety : application

54. Celle-ci dit que pour tous les n,m € N — {0}, pour tout corps commutatif k' et pour tous les
A€ Mmm(k'), BE Mmn(k') et DE Mnn(k'), nous avons

det (13 g) = det(A) det(D) .

Pour démontrer cette formule, nous pouvons supposer que A est inversible (sinon les deux termes sont
nuls, celui de gauche car son rang, vu comme le rang de ’espace vectoriel engendré par les colonnes, est
strictement inférieur & n 4+ m) ; nous écrivons

)

A B A 0
0 D|

0 I,

I, A™'B
0 D

et nous calculons les deux derniers déterminants en développant respectivement par rapport aux n derniéres
lignes dans l'ordre décroissant et par rapport aux m premiéres colonnes dans l'ordre croissant.
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dety : E™ — R dans une base orthonormée directe % ne dépend pas de son choix. Elle est
appelée la forme volume de E, et notée wg. Si E°P est I'espace vectoriel euclidien £ muni
de D'orientation opposée, alors

WEop = —WE .

Le choix indifférent d’une base orthonormée directe # de espace euclidien orienté E
de dimension n permet ainsi d’associer a tout n-uplet (z1,...,z,) de vecteurs de E un
scalaire réel

TN ANy =wp(T,...,2,) =det g(z1,...,2,) €R

appelé le produit mixte de (z1,...,zy). La notation x1 A - -+ A x,, pour ce nombre réel n’est
pas standard (voir 'exercice E.20, avec certes un danger de confusion de notation, qui donne
une explication profonde & la notation). Il ne faut pas confondre le scalaire réel associé a
un n-uplet avec le vecteur associé a un (n — 1)-uplet, voir ci-dessous. Ce produit mixte
dépend de maniére n-linéaire alternée de (z1,...,z,) et vérifie les propriétés élémentaires
suivantes (qui sont immeédiates).

Proposition 1.25. Soit (z1,...,z,) € E™.

(1) Le produit mizte wg(z1,...,%y,) est non nul si et seulement si (z1,...,x,) est une base
de E.

(2) Le produit mizte wg(x1,...,xy,) est strictement positif si et seulement si (x1,...,xy)
est une base directe de E.

(8) Si(x1,...,x,) est une base orthonormée de E, alors son produit mizte wg(x1,...,xy,)
vaut +1 si cette base est directe, et —1 sinon. O

Remarque. Par l'exercice E.39, pour tout (z1,...,2,) € E™, nous avons

n
’wE(:Cla"'vxn)‘ < H Hle ’
=1

avec égalité si et seulement si les vecteurs x1,...,x, sont deux & deux orthogonaux. En
particulier, dans un espace euclidien, le volume d’un parallélépipéde de longueurs de cotés
données est maximal lorsque ce parallélépipéde est & angles droits.

Dans la proposition suivante, nous associons, a tout (n — 1)-uplet (z1,...,2,-1) de
vecteurs d’un espace euclidien orienté E de dimension n, un vecteur 1 A--- Ax,_1 de F.

Proposition 1.26. Pour tout (n — 1)-uplet (z1,...,x,—1) de vecteurs de E, il existe un
et un seul vecteur
TIN- - Nxp1 €EFE

tel que
VyeE, (xt1 /N ANxp_1,y) =wp(T1,...,Tn-1,Y) . (23)
De plus, les propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) Uapplication (x1,...,Tn_1) = 1 A -+ Axp_q1 de E"! dans E est (n — 1)-linéaire
alternée,
(ii) z1 A -+ Nxp_1 =0 si et seulement si x1,...,x,—1 sont linéairement dépendants,

(iii) 1 A -+ Axp_1 € Vect(xy, ..., 20 1),

48



(iv) si(e1,...,en) est une base orthonormée directe, alors
LN Nep_1=¢€y. (24)

(v) sizi,...,Tn—1 sont linéairement indépendants, alors (x1,...,Tp_1,L1 A+ AZp_1) est
une base directe de E.

(vi) si A est une base orthonormée directe de E, si A = (z; j)i1<i<n, 1<j<n—1 €st la matrice
nx (n—1) dont les colonnes sont les vecteurs colonnes des coordonnées de x1, . .., Tp—1
dans la base A, alors la i-éme coordonnée (x1 N+ ANxp_1); de x1 A+ ANxp_1 dans la
base B est (—1)"" fois le déterminant de la matrice A; obtenue en enlevant la i-éme
ligne de A :

T11  eeennn T1n—1
il Ti—11 .. Ti—1n—1
n—i 1—1, =1,
(k1 AN ANap1)i = (—1)
Li+1,1 veeves Tit1n—1
Tpl  eeeenn Tnmn—1
Le vecteur 1 A --- A x,_1 est appelée le produit vectoriel de z1,...,x,_1. Il dépend

non seulement de la structure euclidienne de E, mais aussi de I'orientation de F : changer
l'orientation change son signe. La propriété (24) du produit vectoriel s’appelle en dimension
3 la regle des trois doigts de la main droite. Les propriétés (i), (iii) et (iv) caractérisent le
produit vectoriel.

Démonstration. Puisque 'application y — wg(z1, ..., 2n—1,y) est une forme linéaire sur
FE par multilinéarité du déterminant, I'existence et l'unicité de xz1 A --- A z,_1 vient de
I'isomorphisme de dualité E — E* défini par  — {y — (z,y)}.

Les propriétés (i), (ii), (iii), (iv) et (v) découlent de la définition et du fait que le
déterminant est multilinéaire alterné.

Montrons la propriété (vi). Par développement d’un déterminant par rapport a sa

derniére colonne, pour tous les y € E de coordonnées (yi,...,y,) dans la base A, en
notant (z1,- -, z,) les coordonnées de z = x1 A - -+ A z,_1, nous avons

n 11 -eeeen Tin—-1 Y1
Z y’izi:<Zay>:wE(x17"'7xnflay): : :
=1

Tnl ooens Tnn—-1 Yn
n .
=> (~1)"'y; det A; .
i=1
Ceci étant vrai pour tous les yq, ..., ¥y, dans R, le résultat en découle. O

Exercice E.13. Dans l’espace euclidien orienté usuel R?, considérons des vecteurs a, b et
c.

(1) Sia=(x,y,2) et b= (2',y,2"), montrer que

/
a/\b:(‘y Y

z 2z

/ /

‘a:x
ol 2z oz

‘mx
ly oy

AN
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(2) Montrer que
aN(bAc)=(a,c)b—(a,b)c,

(@ ANb) A (aNc)=det(a,b,c)a,
det(a Ab,a Ac,bAc) = (det(a,b,c))?.

(3) Montrer que |la Ab|| = ||a|| ||b]| |sin Z(a, b)
b, et que [la Ab|? + (a,b)* = [la]|? [|b]|*.

est l'arre du parallélogramme de cotés a et

Exercice E.14. Soient E un espace euclidien ou hermitien, n € N—{0} et x1,...,x, des
éléments de E. On appelle matrice de Gram de (x1,...,xy) la matrice de produits scalaires
((@i, xj))1<ij<n, €t on note

Gram(zy,...,z,) = det (((az,, xj>)15i7j§n)
son déterminant, appelé le déterminant de Gram de (x1,...,zy,).
(1) Montrer que si E est de dimension n et si B est une base orthonormée de E, alors

Gram(z1,...,2,) = (det g(x1,...,2,))? .

Montrer que Gram(x1, ..., x,) > 0 avec égalité si et seulement si les vecteurs x1,...,ZTy
sont linéairement dépendants. En calculant le déterminant de Gram de deux vecteurs,
en déduire linégalité de Cauchy-Schwarz, avec cas d’égalité, dans tout espace préhil-

bertien.
(2) Soientxy,...,x, € E etr € N. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) le rang du systéme {x1,...,x,} est inférieur ou égal a r,
(it) pour toute partie {x;,...,x; _,} de {x1,...,x,} de cardinal r + 1, nous avons
Gram(2;,, ..., 4,,,) =0,
(i1i) le rang de la matrice de Gram de (x1,...,x,) est inférieur ou égal a r.

(3) Si E est de dimension finie, et si B et B' sont deux bases de E, quelle est la relation
entre les matrices de Gram de B et de B’ ?

(4) Soit (x1,...,x,) une base d’un sous-espace vectoriel F' de E. Montrer que pour tout
reF,
Gram(z,z1,...,x
d(z, F)? = (2,71 n)
Gram(xy,...,Tp)

En déduire par exemple la valeur de

1
A= min /(1+a1$+02$2+-~+anx”)2d9:.
0

a1, ..., an€R
(5) Montrer que si E est l’espace vectoriel euclidien usuel R"™ et x1,...,x, € R", alors
Gram(zxy,...,zy,) = vol(P(z1,. .. ,xn))2
ot P(xy,...,xy,) est le parallélépipéde

P(a:l,...,:zn):{zn:tixi :Vi=1,...,n, tiG[O,l]}.
=1
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(6) Montrer que si E est un espace euclidien orienté de dimension n, alors pour tous les
T1,--.,Tpn—1 € E, nous avons

lz1 A Azp_q||* = Gram(z1, ..., T, 1) .

(7) Pour tout n € N—{0}, le déterminant de Cayley-Menger I';, € Z[X; ; : 0 <1 < j < nj

est le polynome a coefficients entier, en % indéterminées X; ;, défini, en posant

Xii=0et X 1;,=1pour0<i<netX;;=X;; pour —1<14i,5 <n, par
Ly = det (X)) -1<i<n) -

(i) Montrer que I'y, est un polynome symétrique en les indéterminées X; j pour 0 < i <

7 <n, et que
0 1 1 1
1 0 X3 X3,
I,=[1 X3, 0
: 2
'2 ) Xn—l,n
1 XO,n anln 0
, 2X2§,1 ) X5+ ng - Xty ... Xoi’l + X@n — Xlz’"
_ (o) Xo1+Xg2— Xio 2X5 9 o Xgo+ X5, — X5,
Xg,l + Xg,n - X12,n X%,Q + Xg,n - X22,n s 2X§,n
(i) Dans la suite de cette question (7), notons E' un espace affine euclidien orienté,
Zo, ..., Ty des points de E', et d; j = d(z;,x;) la distance entre x; et x;. Montrer
que
(_1)n+1 ) )
Gram(xoxi,...,Tox,) = o I(dij:0<i<j<n).
(111) Montrer que xg,...,x, appartiennent & un méme sous-espace affine de E' de di-
mension n — 1 si et seulement si I'p(d;; : 0 < i < j < n) = 0. En déduire

que trois points x,y,z d’un espace affine euclidien sont alignés si et seulement si
d(y,z) = |d(z,y) — d(z, 2)| oud(y,z) =d(z,y)+d(z,z).

(iv) Si E' est de dimension n, montrer que le volume V du simplexe® de sommets
o, ..., Ty VETIfie

(_1)n+1

2 _
Ve= 27 (n!)?

To(dij : 0<i<j<n).

(v) Soit ABC' un triangle d’un plan affine euclidien, de longueurs des cotés a,b,c, et
d’aire of . Montrer la formule de Héron

d:i\/(a+b+c)(b+c—a)(a+c—b)(a—l—b—c).

(8) Considérons un tétraedre T de R ayant un sommet A telle que la longueur des trois
arétes ayant A pour sommet soit 1, et les angles en A des trois faces ayant A pour
sommet soient %, g, Z, ot p,q,r € N—{0,1} vérifient % + % + % > 1. Calculer le
volume de T

55. c’est-a-dire de leur enveloppe convexe {> 7 tix;i : t; >0, >0 t; =1}
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1.12 Exercices complémentaires

Exercice E.15. Soient E un espace hermitien de dimension finie, et v € Z(F). Montrer
que u est trigonalisable en base orthonormeée.

Exercice E.16. Soient n € N et C,[X] l'espace vectoriel des polynéomes complexes de
degré au plus n.

(1) Montrer que
PQ = ~ 27r13 " Qe't) d
P.Q) = 5- [ P Q) d

est un produit scalaire hermitien sur C,[X], dont (1,X,X?2,..., X™) est une base
orthonormée.
(2) Soient k € {1,...,n} et ay,...,ar € C deux a deux distincts. Montrer qu’il existe une

base orthonormée (Py, Py, ..., P,) de C,[X] telle que
Pi(a1) = Pi(az) = --- = Fi(ay) = 0
pour tout i =k, ..., n.

Exercice E.17. Soient E un espace euclidien ou hermitien et u € Z(E). Montrer que u
est normal si et seulement si ||u(x)| = ||[u*(z)|| pour tous les z € E.
Exercice E.18.

(1) Montrer que I'application (A, B) — tr(B* A) est un produit scalaire sur I’espace vecto-
riel complexe .#,,(C), appelé produit scalaire de Hilbert-Schmidt sur ., (C), invariant
par l'action du groupe unitaire U(n) par multiplication a gauche. Notons | - ||gs la
norme associée a ce produit scalaire.

(2) Calculer la norme ||A||gs d'une matrice A = (a;;)1<i j<n en fonction de ses coefficients.

(3) Montrer que pour toute base orthonormée (e, ..., e,) de 'espace hermitien standard
C™, en identifiant de maniére usuelle .#,,(C) et £ (C"), nous avons

n

1AIZs =)l Aeill?.

=1

(4) Montrer que la base canonique (E; j)1<; j<n de .#,(C), formée des matrices indicatrices
(ot la matrice Ej; ; est a coefficients tous nuls sauf celui d’indice (4, j) égal a 1), est une
base orthonormée de .#,(C) pour le produit scalaire de Hilbert-Schmidt.

(5) Calculer la norme de Hilbert-Schmidt d’une matrice unitaire.

(6) Montrer que, pour toute matrice symétrique A = (a; j)1<i j<n dans .#,(R), de valeurs
propres Ai, ..., Ay, NOUS avons

n n

2 2
YoN=Daly
i—1 ij=1

Exercice E.19. Le but de cet exercice est la détermination de la droite de régression
linéaire, et la détermination de la meilleure approximation polynomiale de degré donné,
pour un nuage de points du plan réel euclidien.

Soit (E, (-,-)) un espace de Hilbert (réel ou complexe), de norme associée || - ||.
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(1)

Soit p € Z(F). Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) p est un opérateur linéaire auto-adjoint idempotent (c’est-a-dire tel que pop = p),
(ii) p est idempotent, et ker p = (im p)=*.

L’opérateur linéaire p est appelé un projecteur orthogonal (sur le sous-espace vectoriel
im p = ker(id —p), parallélement & kerp = (im p)*). Montrer que im p = ker(id —p),
que im p est fermé et que p est positif (c’est-a-dire (p(z),x) > 0 pour tout = € E).
Soit p le projecteur orthogonal sur un sous-espace vectoriel fermé F de E. Montrer
que, pour tout z dans F,

— = inf — = i — = inf N — - i ) — .
@)~ o = inf lly — o] = min lly ~ al] = inf p(e') ~ 2] = min |p(") - 2]

Soit n € N — {0}. Considérons les points A; = (x;,y;) pour i = 1,....,n dans R?, et
cherchons une droite de R? d’équation y = ax + b qui soit « la plus proche possible »
des points A;. Il s’agit de trouver des réels a et b minimisant la quantité

n

Z(yi — (az; +b))* .

i=1

Considérons les vecteurs = (z1,...,2n), ¥ = (Y1,...,yn) et 1 = (1,1,...,1) de R
et f I'application linéaire de R? dans R" définie par (a,b) — ax + b1.

(a) Montrer que le probléme consiste a déterminer (a,b) tel que la norme || f(a,b) — y||
soit minimale.

(b) Montrer que le couple (a, b) recherché vérifie

{ a<‘r7x>+b<lax> = <x,y)
a(l,z) +b(L,1) =(Ly) .

(c) Montrer que si z1,...,z, ne sont pas tous égaux, alors

_n i Tiyi — Qi @) Qi vi)
nyoig w = (3 %)

a

et

y— (i e (i i) — (T ) (i i)
nyiyaf = (i i)’

Soient p,n € N — {0}, A € 4, ,(R) une matrice réelle n x p de rang p, et B € R".
Nous identifions de maniére usuelle un vecteur de R¥ avec le vecteur colonne de ses
coordonnées dans la base canonique, et nous munissons R* de sa norme euclidienne
usuelle, pour tout £ € N — {0}.

(a) Montrer que p < n, qu'il existe un et un seul élément X € RP tel que [|[AX — B||
soit minimum, et que c¢’est I'unique solution du systéme linéaire tAAX = *AB.

(b) Etant donné n points (z;,1;) € R? pour 1 <4 < n, déterminer un polynome réel
P de degré strictement inférieur & p qui minimise la quantité Y7, (P(x;) — v;)?. Si
p = 2, montrer que le graphe de P dans R? passe par le barycentre de points (x;, ;)
pour 1 <1< n.
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Exercice E.20. Rappels sur la dualité linéaire. Soient k& un corps commutatif et
E un espace vectoriel de dimension finie sur k. Soient # = (ey,...,e,) une base de E et
B* = (e},...,e!) sa base duale®® dans le dual E* = Z(E,k) de E.

’r n

(1) Montrer que les coordonnées d’une forme linéaire £ € E* dans la base %* sont
(g(el)a s 76(671))

(2) Montrer que si M est la matrice dans la base & d’un endomorphisme u € Z(F),

alors la matrice M dans la base duale %* de Vendomorphisme dual ‘u € Z(E*) de
précomposition par u, c’est-a-dire défini par £ — tu(f) = £ ou, est égale & M.

(3) Montrer que si P est la matrice de passage de # a une autre base € de E, alors la
matrice de passage de la base Z* & la base duale €* de € est P = (*P)~".

(4) Nous identifions E et son bidual E** = (E*)* par I'isomorphisme linéaire canonique
en dimension finie x +— {evy : £ — ¢(x)}, qui & un élément z de E associe la forme linéaire
ev, sur E* d’évaluation en x des formes linéaires sur E. Pour toute base % de E, montrer
que la base duale de la base duale de & est £ :

(B) = 5.

(5) Dans cette question, n € N — {0} et k,[X] est I'espace vectoriel des polynomes
a coefficients dans k en une indéterminée X de degré au plus n. Considérons n + 1
éléments deux & deux distincts ag,aq,...,a, dans k. Montrer que les formes linéaires
ly : P+~ P(ay),...,4n : P — P(a,) forment une base #* de 'espace vectoriel dual
kn[X]*. Expliciter une base # = (P, ..., P,) de E dont la base duale est %*, et calculer
les coordonnées dans cette base d’un polynéme P € k,[X].

Pour toute fonction f : k — k, le polynéome Py = Y | f(a;)P; est appelé le polynome
d’interpolation de Lagrange de f sur ag,aq, ..., Gny.

Dualité de Hodge euclidienne. Soit E un espace vectoriel euclidien orienté "
de dimension n € N — {0}. Pour tout k& € {1,...,n}, notons A*E l'espace vectoriel réel
des formes k-linéaires alternées sur E*, de sorte que A'E = (E*)* = E. Pour tout k-uplet
(1,...,x) d’éléments de F, notons

xl/\---/\kaAkE,
appelé un k-vecteur de E, 1’élément de A¥E défini par
V(b ... 0) € (B, ay A Aol ... b)) = det ( (6i(25))1<ij<k) -

(1) Soient # = (eq,...,e,) une base de E et B* = (e],...,e)) sa base duale dans E*.
i) Montrer que
er N\ ANey = det g+

et que l'application de R dans A™E définie par A — Aejp A --- A e, est un isomorphisme
linéaire.

56. c’est-a~dire 'unique base de E* telle que, pour tous les 4,5 = 1,...,n, nous ayons € (e;) = 0;,; avec
(5i’i=16t51‘,j:08ii¢j.
57. Le choix de lorientation est crucial dans cet exercice.
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ii) Montrer que (e;; A -+ A€, )1<i,<-.<i,<n €st une base de I'espace vectoriel A¥E, qui

est donc de dimension égale au coeflicient binomial (Z)

(2) Pour tous les entiers k € {0,...,n} et 1 < i3 < --- < i, < n, calculer la signature
Efir,iry € {—1,+1} de la permutation (i1,...,%%,1,2,...,41,...,%,...,n) de 'ensemble
{1,...,n} (avec la convention usuelle que les termes avec un chapeau n’apparaissent pas).
(3) Posons AYE = R. Notons 1 € A°E I'élément 1 de R, et
n
AE =(PAE.
k=0

Montrer qu'’il existe un unique opérateur linéaire x € £ (AFE), appelé la dualité de Hodge,
tel que pour toute base orthonormée directe Z = (eq,...,e,) de E nous avons

xl=e A~ Nep, *x(e1A--Nep)=1,
et si ke {l,...n— 1}, alors

k(er N Neg) =epr1 A Ney .

(4) Montrer que *x = (—1)*"=%) id sur A*E, et en particulier que la dualité de Hodge est
un automorphisme linéaire de AE, envoyant A*E sur A"~*E pour tout k € {0,...n}.

(5) Remarquer que si (z1,...,2p—1) est un (n — 1)-uplet d’éléments de E, alors
*_l(lL‘l FANGIEIVAN :L'nfl) ,

qui est un élément de A'E = E, est exactement le produit vectoriel du (n — 1)-uplet
(z1,...,2p—1). Remarquer que si (z1,...,2,) est un n-uplet d’éléments de FE, alors

Nz A ANy,

qui est un élément de A°E = R, est exactement le produit mixte du n-uplet (x1,...,z,).
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1.13 Indications pour la résolution des exercices

Correction de 1’exercice E.1. Notons n la dimension de E et A la matrice de f dans
une base de E, qui est antisymétrique par I'interprétation matricielle. Alors

det(A) = det(*A) = det(—A) = (—1)" det(A) .

Comme A est inversible (donc de déterminant non nul) car f est non dégénérée, 'entier n
est pair.

Correction de ’exercice E.2. L’assertion (3) est en fait un cas particulier de ’assertion
(1). En effet, en identifiant de maniére usuelle C et R2, pour tout n € N, la sphére unité

Sanlz{(Zla"'a E(Cn : Z|ZZ|2

de l'espace hermitien standard C™ s’identifie avec la sphére unité de 'espace euclidien
standard R?", en utilisant I’application

(T1,...,xon) = (21 =1+ X2, .., 2 = Tp—1 + 1 T2,) -
De plus, le cone isotrope de la forme quadratique hermitienne
_‘751|2 - ‘zp|2 + |Zp-i-1’2 +ot |Zp+q|2

s’identifie avec le cone isotrope de la forme quadratique

2 2 2 2
T T T XYy T Ay T Topyg

(1) Munissons aussi RP*? de sa structure euclidienne usuelle, dont la sphére unité est

p+q

Sprq—1 = {(21,..., Tpsq) € RPT : Zl‘ + Z 7

i=p+1

Notons que Papplication (¢,z) — tx de |0, +00[ X Spyq—1 dans RPT? — {0} est un homéo-
morphisme. Puisqu’un coéne isotrope est un céne, il suffit de montrer que 'intersection du
cone isotrope et de la sphére unité est homéomorphe & S,_1 x Sy_1. Le résultat découle
du fait que si a,b sont deux réels tels que —a+b =0et a+b =1, alors a = b = %

L’application de Sp_1 X Sq—1x ]0, +00[ dans le cone isotrope étudié, définie par

((331;"' axp)v(yla"' ayq)vt) = (tmla"' atl‘patyla"' 7tyq)7

bijective d’inverse

R V2 V2
(1’17 7$p7$p+17 ’:Ep+q) — ((\/( ) I +( p+q) 29 ’ \/(1/1)2++(m;0+q)2)7
( V24 \/iqu )
\/( )Jr +(z p+q) > \/ )2+ +(z p+q)2 ’
(@1)*++(rppg)? )
V2 )
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est un homéomorphisme cherché.
(2) L’application

1 1
(1, .., Tprq) — (( — 1, .- — :rp), (Tptty s :L‘p+q)>
1+Zz p—i—lm ]‘+Z7, p—‘,—lx

est un homéomorphisme cherché.

Correction de I’exercice E.3. Pour tout polynome P € k[X], nous avons (P?)? = P et
(P(u))* = P?(u*) par la semi-linéarité de application u — u* et le fait que (u™)* = (u*)"
pour tout n € N. Donc P(u) est nul si et seulement si P?(u*) est nul, ce qui montre (avec
le fait que o(1) = 1) que le polyndéme minimal unitaire de u* est m,« = (m,)7.

Soient M et M* les matrices de u et u* dans une méme base, et A la matrice de f dans
cette base. Par la formule (12), pour tout A € k, nous avons

det(M* — \id) = det((M — A7 id)*) = det((A%) L {(M — X7 id)? A7)
= det("(M — \7id)?) = (det(M — A7id))” = (xu(X7))” = (xu)7(N) -

Donc le polynéme caractéristique de u* est xu+ = (xu)-

Correction de ’exercice E.4. En caractéristique différente de 2, le méme calcul qu’avec
des nombres réels pour SO(2) montre que

SO(f)z{(Z _ab) ca,b € Z/pZ, a2—|—62:1}.

Si p = 3,5, nous avons donc

wn-{+( 9+ )1

Si p =7, nous avons donc
10 0 —1 2 =2 2 2
So(f):{i<0 1>’i<1 0>’i<2 2>’i(—2 2>}

Correction de I’exercice E.5. (1) Si f est nulle, alors E est somme directe de droites
isotropes. Sinon, il existe des vecteurs e; et ey de E tels que f(ej,e2) # 0. Quitte a
remplacer ey par un multiple scalaire, nous pouvons supposer que f(ej,e2) = 1. Alors
P = Vect(eq, e2) est un plan symplectique, et Z = (e, e2) est appelée une base symplectique

de P. La matrice dans cette base de la restriction de f & P est (_01 (1)> Puisque P est

non isotrope, nous avons £ = P é PL. Par récurence sur la dimension, Pt est somme
orthogonale de droites isotropes et de plans symplectiques. Donc E 'est.

Si f est non dégénérée, alors F est somme directe de plans hyperboliques P, ..., P,.
Donc la dimension de E est 2n. De plus, la matrice de f dans une base concaténation de
bases symplectiques des plans Py, ..., P, est diagonale par blocs 2-2, d’éléments diagonaux

~~~~~

0 1
<_ 1 0) L’unicité & équivalence prés d’une forme bilinéaire alternée non dégénérée de

rang 2n en découle.
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(2) Par le résultat de structure précédent, si f est non dégénérée, alorstous les sous-
espaces vectoriels totalement isotropes maximaux ont la méme codimension, égale a la
moitié du rang de f. En général, leur dimension est donc égale & la somme de la dimension
du noyau de f et de la moitié du rang de f.

(3) Soit Z = (e1,e2) une base symplectique de E, de sorte que la matrice de f dans

cette base est (_01 (1)> Puisque

ifa b 0 1\ [a b\ _ 0 ad — bc
c d)\-1 0/ \ec d) \bc—ad 0 ’

I’application qui & un automorphisme de E associe sa matrice dans la base % est un
isomorphisme de groupes de Sp(f) dans SLo(k).

(4) Comme vu dans la question (1), puisque f est non dégénérée, la dimension de E
est paire, notée 2n, et pour i = 1,...,n, il existe des bases symplectiques (e;, €;) de plans
symplectiques P; dont E est une somme directe orthogonale. Alors la matrice de f dans la
base Z = (e1,...,en,€),...,€l) est égale & J,. Le fait que application donnée de Sp(f)
dans Sp,,(k) = {X € GLan(k) : X J, X = J,} soit un isomorphisme de groupes découle
de la formule (14).

(5) Une matrice X € O(2n), donc telle que ‘X = X! appartient a Sp,(R) si et

seulement X commute avec J,, donc, par un petit calcul par blocs, si et seulement s’il
. A -B

existe A, B € #,(R) tels que X = <B A >

Par la décomposition polaire (28) pour les matrices réelles, pour tout X € Sp,,(R), il
existe une matrice P € O(2n) N Sp,,(R) et une matrice symétrique définie positive @ telle
que X = PQ. Alors det P = 1 par l'assertion précédente sur la forme des éléments de
O(2n) N Sp,,(R) et le lemme 1.24. De plus, det Q > 0. Puisque det X = +1, nous avons
donc det X = 1.

Correction de I’exercice E.6. Voir la correction du probléme de CAPES externe 2007
de mathématiques.

La formule (18) est vraie sur ’hyperplan vectoriel z+ et sur la droite vectorielle engen-
drée par z, donc est vraie partout, par linéarité et somme directe £ = kx @ 2t (car z est
non isotrope).

Pour tout u € O(q), I'automorphisme linéaire u o s, o u™! appartient a O(q), et il est
involutif. 11 fixe u(z*) = (u(x))* et il vaut —id sur la droite engendrée par u(x), donc
U0 Sy O u = Su(z)-

(1) Pour tout @ € R, nous avons —a = s,(«) € R. Nous avons
(@, 8)?
leell* 118112

et le résultat découle de la formule donnant cos(6,,5). Puisque 4 cos?(0,,5) est un entier
entre 0 et 4, il ne peut prendre que les valeurs 0, 1,2,3 ou 4. Nous avons donc cos(0, ) =

n(a, B)n(B,a) =4

mnwm w 7w 2 3w 5w

0, :I:%, :I:%, j:@, 41, correspondant seulement & des angles 0, %, &, 2, 5 <% =%
Si n(o, B) = £4, alors n(B,a) = £1 et 6,3 = 0 ou b, 3 = 7, donc B = +a puisque le
systéme de racines est réduit, ce qui contredit le fait que n(q, +a) = £2.
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Si 0o # 5, cest-a-dire si a et 3 ne sont pas orthogonaux, alors la définition donne

n(B,2) llel?
n(a,B) 18112
Remarquons que n(q, 5) et n(f,a) sont de méme signe et simultanément nuls ou non

nuls, et que n(a, B) > n(B,a) si ||al| < ||B]]. Le tableau des valeurs possibles est donc le
suivant.

existe et vaut

immeédiatement que

n(a7 6) n(IBJ O[) aa,ﬁ %
Y 1
—2 -2 T 1
3T T

3 -1 [T &
—1 -1 | = 1

0 0 =1t e]o,1]

2 INERE
2 2 0 1
T 1

(2) Nous pouvons transformer R par une rotation pour que la racine « soit de coordon-
nées (t,0) avec t > 0, puis par une homothétie pour que « soit de coordonnées (1,0), puis,
si la deuxiéme coordonnée de 3 est strictement négative, par la symétrie orthogonale par
rapport & l'axe des premiéres coordonnées. Ces transformations préservent les constantes
de structure. Nous avons n(«, 3) # 0 car la racine 3 n’est pas orthogonale & a. De plus,
comme S, () = —q, nous avons

n(a,sa(ﬁ)) — <a7804<5)> — _<sa(a),sa(ﬂ)> — n(a,ﬁ) .

(o, ) (o, @)

(3) Supposons tout d’abord que R ne contienne pas de couple d’éléments non colinéaires
non orthogonaux. Soient «, 5 des éléments non colinéaires, qui existent par la premiére hy-
pothése. Quitte & transformer R par une rotation, par la symétrie orthogonale par rapport
a I'axe des premiéres coordonnées et par un automorphisme linéaire d’expression en co-
ordonnées (z,y) — (tz,t'y) ou t,t' > 0, qui préserve les constantes n(«, 3) puisqu’elles
sont nulles si a et 8 ne sont pas colinéaires, nous pouvons supposer que « et [ sont de
coordonnées (1,0) et (0,1). Donc R est de type A; x A; comme sur le dessin ci-dessous.

Sinon, nous prenons «,  comme dans la question (2). Quitte a remplacer § par s, (f),
nous pouvons supposer que n(a, 3) < 0.

D’aprés le tableau de la question (1), trois cas peuvent se présenter.

Cas 1. Supposons que ||| = V2 || et 6,5 = 2F. En calculant s,(8) = 8+ 2 et
sg(a) = B + a, et en utilisant I'invariance par I'antipodie v — —v, nous obtenons que R
contient le systéme de racines de type By du dessin ci-dessous. S’il existait une autre racine
~v dans R qui n’est pas dans Bs, nous obtiendrions un angle entre v et I'une des racines de
By qui n’est pas dans la liste possible. Donc R = Bs.

Cas 2. Supposons que [|B]| = V3 [la| et 0,5 = %”. En calculant s,(8) = 8 + 3a,
sg(a) = B+ a, s30sa(B) =20+ 3a et sq0sp(e) =+ 2a, et en utilisant I'invariance
par lantipodie v — —wv, nous obtenons que R contient le systéme de racines de type Ga
du dessin ci-dessous. S’il existait une autre racine v dans R qui n’est pas dans Go, nous
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obtiendrions un angle entre « et 'une des racines de Go qui n’est pas dans la liste possible.
Donc R = Gs.
27

Cas 3. Supposons que [|3]| = ||| et 04,5 = 5. En calculant s,(3) = $+a, nous obtenons
que R contient le systéme de racines de type As du dessin ci-dessous, qui convient. S’il
existe une racine v dans R qui n’est pas dans Ao, 'angle entre « et les deux vecteurs de
Az de part et d’autre de v est §. Il en découle que R = Go.

type A1 X Ay type As type Ba
B+a B+2«a
s f+a s

—a Q
—f—20 —f—-« P
B+ 3«
type Go
Correction de I’exercice E.7. (1) Pour £ =0,...,n—1, un calcul immédiat montre que
le vecteur (1,¢k, ... ,C(”*l)k) est un vecteur propre de C pour la valeur propre 2?2—01 ciCk,

Puisque Z?;ol Cih=K) = 0 si k # K/, ces vecteurs sont deux & deux orthogonaux, et donc
quitte a les renormaliser, ils forment une base orthonormée de C™, diagonalisant C'. Le

déterminant est alors
n—1n—1

det(C) = H Zcigik .

k=0 +=0
Toute matrice diagonalisable en base orthonormée est normale, comme vu dans le théoréme
1.13.

(2) Nous identifions R? et C de maniére usuelle. Le résultat étant immédiat si n = 2,
car alors P; est réduit au milieu de Py pour ¢ > 0, nous pouvons supposer que n > 3.

Zn, Q!

<2
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Notons Z = (z1,22,...,2,) € C" le n-uplet des sommets consécutifs de P (aprés le
choix du premier d’entre eux). Soient C' la matrice circulante C' = C’(%, %,0, ...,0), et
(Zi)ien la suite dans C™ définie par récurrence par Zyg = Z et Z;11 = C Z;. Alors Z; est le
n-uplet des sommets consécutifs de P; (pour un choix approprié du premier d’entre eux).
Par la question (1), les valeurs propres de C' sont %(1 +¢F) pour k = 0,...,n — 1 par
la question (1). Elles sont donc ou bien égale a 1 avec multiplicité 1, ou bien de module

strictement inférieur a 1. Par conséquent, dans une base orthonormée diagonalisant C' de

premier vecteur ﬁ (1,...,1), la suite (C?);en converge vers la matrice élémentaire Ej ;.
La projection orthogonale de C™ sur la droite de vecteur directeur 1 = (1,...,1) (dont la

norme est y/n) est z — (z, ﬁ 1) % 1. Donc la suite (Z; = C'Z);en converge vers le
vecteur Zoo = (z,...,z) vérifiant z = (21 + 22 + -+ + z,), C'est-a-dire I'isobarycentre de
P. Puisqu’un polygone (pas forcément convexe) est contenu dans ’enveloppe convexe de
ses sommets, le résultat en découle.

Correction de ’exercice E.8.
e La matrice de (la forme polaire de) ¢ = 7, ;- %% dans la base canonique de
C" est o

0 1 1
1 0
S
1 1 0
Cette matrice, qui est une matrice circulante, est, par I'exercice E.7, diagonalisable en base
orthonormeée, de valeur propre n — 1 de multiplicité 1 pour le vecteur propre (1,1,...,1) et
de valeur propre —1 de multiplicité n — 1 pour les vecteurs propres (1,¢* ¢%¢, ... ¢(n=DFk)
onk=1,--- n—1let (= e2m/m Par conséquent, ¢ est non dégénérée (donc de rang n),

de signature (n — 1,1).

e Sin =1, la forme quadratique hermitienne ¢ = Zlgi,jgn (i + J) 2z Z; est définie
positive, sa signature est (0,1) et son rang est 1. Supposons donc dans ce qui suit que
n > 2. Posons Z = > 0, G2 et W =3 ., z, qui sont des formes lin¢aires en
z=(21,...,%n) telles que Z + W et Z — W sont linéairement indépendantes (car n > 2).
Nous avons » 1 ; j<, 122 = Z W, donc

_ _ 1 1
q(z):ZW+WZ:§\Z+W|2—§|Z—W|2.

Par conséquent, la signature est (1,1) et le rang est 2.

e Sin =1, la forme quadratique hermitienne ¢ = >7,; ., (i +ij + j%) 2 Z; est
définie positive, sa signature est (0,1) et son rang est 1. Si n = 2, alors

7 13
=321+ 7 (nZ+2172)+ 12| =3 +§22l2 -3 |22)%

donc la signature de ¢ est (1,1) et le rang de ¢ est 2. Supposons donc n > 3. Posons

X = Z zi, Y = Z Jjzj et Z= Z K%z |

1<i<n 1<j<n 1<k<n
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qui sont des formes linéaires en z = (z1,...,2,) telles que Z + X, Z — X et Y sont
linéairement indépendantes (car n > 3 et par un petit calcul). Nous avons

_ _ 1 1
q(z):ZX+\Y!2+XZ:§\X+Z|2—§\X—Z|2+|Y|2.

Donc la signature est (1,2) et le rang est 3.

e La forme quadratique hermitienne ¢ = 219; <j<n |z; — zj|% est positive, donc par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz (sans cas d’égalité, voir la note de bas de page 20), le noyau
de g est égal a ’ensemble de ses vecteurs isotropes. Or nous avons ¢(z) = 0 si et seulement
siz1 = 29 =+ = zy, donc le rang de g est n — 1 et la signature est (0,n — 1).

e Notons Et le sous-espace vectoriel complexe des polynémes pairs°® sur R, et E~
le sous-espace vectoriel complexe des polynémes impairs sur R. Notons qu'un polynéme P
appartient & ET si et seulement si ses coefficients d’indices impairs sont nuls, et & E~ si
et seulement si ses coefficients d’indices pairs sont nuls. Donc ET est de dimension L”T”J
et £~ est de dimension L”T‘HJ

Notons f la forme polaire de la forme quadratique hermitienne q. SiP € ET et Q € E—,
alors f(P,Q) = fj;o e P(t) Q(—t) dt vaut — fj;o e P(t) Q(t) dt en utilisant le fait
que () est impair, et —}—fj;o et P(t) Q(t) dt par le changement de variable t — —t et le
fait que P est pair. Donc f(P,Q) =0, et ET et E~ sont orthogonaux.

Si P € E*, alors q(P) = [©° e~ |P(t)|? dt, qui est strictement positif si P n’est
pas le polynéme nul. Si P € E~, alors ¢(P) = — f_Jr;O et |P(t)|? dt, qui est strictement
négatif si P n’est pas le polynéme nul.

Donc g a pour signature (L”THJ, L%J) et rang n + 1.

[ ] Si A = (ai,j)lgi,jgm alors

Z i i = Za, 2 Z ((aij + aj, )%= (ai; — aj,z-)Q) )

7] 1 1<Z<]<n

Donc A + tr(A?) est non dégénérée de signature (%, @) sur #,(R). Elle est
définie positive sur Sym,, (R).

e La forme quadratique hermitienne A ~ |tr A|> a pour forme polaire la forme
sesquilinéaire (A, B) + (tr A)(tr B), qui est non nulle, dégénérée, de noyau I’hyperplan
des matrices de trace nulle, donc de rang 1, et de signature (0,1) en restriction a toute
droite vectorielle supplémentaire & son noyau.

Correction de I’exercice E.9. Cette correction est extraite de | , page 133, voir
aussi [Gou, §5.3.3].

(1) Nous pouvons supposer par continuité et densité que A est définie positive. Par le
théoréeme de diagonalisation en base orthogonale, il existe U = (u;j)i<ij<n € U(n) et D

une matrice diagonale de coefficients diagonaux strictement positifs A1, Ao, ..., A, dans cet
ordre telles que A = U D U*. Par calcul de coefficients, pour tout ¢ = 1,...,n, nous avons
n n
aii =Y uig Aty =y Juigl A
Jj=1 Jj=1

58. Une fonction [ : R — R est paire si f(—t) = f(t) pour tout ¢ € R, et impaire si f(—t) = —f(¢) pour
tout t € R
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Puisque U est unitaire, ses vecteurs lignes sont de norme 1, donc E?:l lu; ;| = 1 pour

tout i = 1,...,n. Par concavité de la fonction In, nous avons par conséquent Ina;; >
n 12 . PRRRN

> i—1 |uijl® InA;. Dot

n

ln<ﬁ am') > Z |ui7j|2 ln)\j :Zn: ln/\ji ”U,Z‘J“Q = Zn: ln>\j :ln<ﬁ /\j) y
i=1 j=1 i=1 j=1 =1

1,j=1

puisque U est unitaire, donc de vecteurs colonnes orthonormés. L’inégalité d’Hadamard en
découle, puisque det A = det D = []i_; A;.

11 est possible d’en déduire qu’il y a égalité dans I'inégalité d’Hadamard si et seulement
si A est diagonale.

(2) Pour tout (ey,...,e,) € &7, L’inégalité
det f < ] (f(ei), e -
i=1

découle de Iassertion précédente en prenant la matrice de f dans la base (eq,...,e,), et il

y a égalité en prenant une base orthonormée dans laquelle f se diagonalise.

Correction de ’exercice E.10. Ecrivons A = (@i x)1<i<m et B = (by j)i<k<n- Par la
1

<k<n 1<i<p
définition du produit des matrices, le résultat découle du fait que pour tous les éléments

ie{l,...,m}etje{l,...,p}, lasomme y ;_,a;rby; est nulle sauf peut-étre s’il existe
un k € {1,...,n} (forcément unique) tel que i = k et k = j, ce qui force i = j.

Correction de I’exercice E.11. Il est immédiat que la matrice Ay, comme X, est de
rang k. Puisque le groupe orthogonal préserve la norme euclidienne, et par définition de la

norme subordonnée, nous avons ||U'A'V’|| = || A’|| pour tous les A" € A4, »(R), U € O(m)
et V' € O(n). Donc

|A—A| = lUSV —US V|| = || — Skl = max  |oi]| = opy1 -

k+1<i<r
Notons (ey,...,e,) une suite libre de vecteurs propres de ‘A A associés aux valeurs
propres 03, ...,02, de sorte que ‘Vey,..., 'V e, soient les r premiers vecteurs de la base
canonique de R™. Le sous-espace vectoriel Fry1 de R™ engendré par eq,...,exyrq est de

dimension k + 1. Si B € #p, »n(R) est une matrice de rang k, alors son noyau N est de
dimension n — k par le théoréme du rang. Donc l'intersection Eyq N N, de dimension au
moins 1, contient un vecteur unitaire x € R".

Par la définition de la norme d’opérateur, puisque z appartient au noyau de B, puisque
U préserve la norme de R™, puisque 'V x appartient au sous-espace vectoriel engendré par
les k + 1 premiers vecteurs de la base canonique de R™ (en restriction auquel la norme
d’opérateur de la matrice diagonale ¥ est au moins oj41), et puisque V' préserve la norme
de R"™, nous avons

IA= Bl > (A= B)z|| = Azl = [USVa| = |2Vl > op| 'V ]
= opt1llzl] = opr = [[A — Agll -
Le résultat en découle.
Correction de ’exercice E.13. (1) Ceci découle de la proposition 1.26 (vi).
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(2) Soit & = (e1, e, e3) la base canonique de R3.

Les deux membres de la formule a A (b A ¢) = (a,¢) b — (a,b) c sont multilinéaires en
(a,b,c) et alternés en (b, ¢). 1l suffit donc de la vérifier lorsque a, b et ¢ appartiennent a %,
avec b # c. Elle est vraie si a est orthogonal a Vect{b, c}, donc quitte a échanger b et ¢, il
suffit de la vérifier pour a = b, et par permutation circulaire, si a = b = e;. Le membre de
droite vaut alors —c. Comme ejA(egjAeg) = e1Aes = —eg et epA(ejAes) = egA(—ez) = —es,
le résultat en découle.

Les deux membres de la formule (a Ab) A (aAc) = det(a, b, c) a sont bilinéaires alternés
en (b, c). Il suffit donc de la vérifier lorsque b et ¢ appartiennent a 4, et, quitte a échanger
b et ¢ et a effectuer une permutation circulaire de %, si b = eg et ¢ = e3. Si a = (z,vy, 2),
nous avons det(a,b,c) = x et a A ez = xes — zey et a A ez = —xez +ye;. L'assertion (1) de
cet exercice montre que le membre de gauche est (22, ry, z2), comme voulu.

Nous avons, par la définition du produit extérieur et ’assertion que nous venons juste
de démontrer,

det(a Ab,aAc,bAc)= ((aAb)A(ac)bAc)=det(a,b,c)a,bAc)=(det(a,b,c))?.

(3) Par invariance par rotations et par homothéties, nous pouvons supposer que a et b
sont dans le plan horizontal, et que a = (1,0,0). Si b = (z,y,0), nous avons donc

o 3 Dll=wi=very
= = x + ,
0 y |yl Y e

et le résultat en découle. La derniére affirmation découle du fait que

laAoll = ||(0.0,

sin? Z(a,b) + cos® Z(a,b) =1 .

Correction de l’exercice E.14. Nous travaillons en hermitien, le cas euclidien est
analogue. Sauf pour la question (7), voir par exemple | , §8.11], ou | , §5.3.4].

(1) Soient E’ le sous-espace vectoriel engendré par 1, ..., Ty, et m sa dimension. Soit

E" = F' éé C" ™ la somme directe orthogonale de E’ avec I’espace hermitien standard
C"™™. Soit %' une base orthonormée de E’ étendue par la base canonique de C"~™ en
une base orthonormée #” de E”. Notons A la matrice n x n dont les lignes sont les
vecteurs lignes des coordonnées de z1, ..., z, dans la base %”. Alors la matrice de Gram
est exactement AA*, par définition du produit matriciel. Donc

Gram(zy,...,2,) = det AA* = |det A|* >0

avec égalité si et seulement si A n’est pas inversible, c’est-a-dire si et seulement si x1, ..., 2z,
sont linéairement dépendants. Notons que nous avons alors

det A = det('A) = det g (21,...,2,)

par définition de det . La premiére affirmation de I’assertion (1) en découle en distinguant
les cas m # n et m = n.
Montrons maintenant la seconde affirmation. Nous avons

2
T T,y
delly o) | = NPl — o)
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d’ou I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec égalité si et seulement si x et y sont linéairement
dépendants.

(2) Notons E’ I'espace vectoriel engendré par x1, ..., x,. Il est immédiat que (iii) im-
plique (ii), car les mineurs d’ordre au moins r + 1 d’une matrice de rang r sont nuls.

Si l'assertion (ii) est vérifiée, alors par la question (1), toute partie de {x1,...,z,} ayant
r+ 1 éléments est liée, donc la dimension de E’ est au plus 7, ce qui montre Passertion (i).

Si lassertion (i) est vérifiée, alors les colonnes de toute matrice carrée extraite de la
matrice de Gram de z1,...,x, de taille au moins r + 1 sont linéairement dépendantes,
donc le mineur correspondant est nul.

(3) Si P € GL(FE) envoie une base & = (z1,...,xy) sur une base &' = (z},...,2),
alors, avec & une base orthonormée de E, nous avons

Gram(z),...,2") = (det o (2},...,2.))? = (det o (P, ..., Pxy,))?

n n

= (det P)*(det o (21,...,2,))? = (det P)> Gram(xy, ..., x,) .

(4) Soit = € E. Nous pouvons supposer que x n’appartient pas a F, sinon les deux
membres de I’égalité & démontrer sont nuls. Fixons une base orthonormée <7 de F @ Cx.
Soit y € F' la projection orthogonale de = sur F', de sorte que d(z, F) = ||z — y|| et que
x — 3y est orthogonal & F'. Nous avons par ce qui précéde

Gram(z,x1,...,z,) = (det y(z,z1,...,2,))% = (det y(z —y, 21, ..., 2,))>
= Gram(z — y,x1,...,Ty) .
Comme z — y est orthogonal & z1,...,x,, la matrice de Gram de (z — y,z1,...,2,) a ses

coefficients en premiére ligne et premiére colonne nuls sauf le coefficient (1, 1), et
Gram(z — y,x1,...,%,) = ||z — y||> Gram(z1, ..., z,) ,

ce qu’il fallait démontrer.

Dans l'espace de Hilbert réel s# = L2([0,1]), soit F le sous-espace vectoriel réel en-
gendré par les fonctions z, 22, ..., 2" Il s’agit de calculer le carré A de la distance de la
fonction constante 1 a F' dans J#. Par la formule précédente, nous avons donc

_ det ((fo1 & dx)o<ij<n) _ det ((i+]1'+1)0§i,j§n)
det ((f()l it dw)1§i7j§n) det ((i+]1'+1)1§i,j§n>

(5) Le résultat est immédiat si zp,...,x, sont linéairement dépendants, donc nous
supposons que (z1,...,Ty,) est une base de R™. L’assertion (5) découle alors de I’assertion
(1) et du fait que si Z est une base orthonormée de R™, alors

vol(P(z1,...,2y)) = |det g(x1,...,2p)] (25)

Ceci se démontre en utilisant le fait que le volume du cube unité est 1, et le fait que
detg(z1,...,x,) est le déterminant de lapplication de changement de base de la base
canonique a la base (x1,...,%,), par un changement de variable linéaire dans le calcul
de l'intégrale de la fonction constante 1 sur le polyeédre P(z1,...,z,) pour la mesure de
Lebesgue.
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(6) Notons o/ une base orthonormée de E et z = 21 A -+ A x,—1. Le résultat est
immédiat si x1,...,2,—_1 sont linéairement dépendants, donc nous supposons que z # 0.
Puisque z est orthogonal & x1,...,2,_1 par la proposition 1.26 (iii), par l'assertion (1), et
par la définition du produit extérieur, nous avons

|2)|* Gram(z, ..., 2n_1) = Gram(z, z1,...,Tn_1) = (det y (2,21, ..., Tn_1))*
= (det y(x1,...,2n-1,2))2 = ((x1 A A1, 2))2 = |]2||*,

Le résultat s’en déduit car z # 0.
(7) Voir par exemple le probléme 13 page 73 de [Zav], ou | , §9.7.3].

(i) La premiére affirmation s’obtient par permutation de deux lignes et de deux colonnes
(dans un ordre indifférent, vu que les éléments diagonaux sont nuls.)

FEn enlevant la seconde ligne aux lignes suivantes, puis la seconde colonne aux colonnes
suivantes, puis en développant par rapport a la premiére ligne et par rapport a la premiére
colonne, et enfin en changeant tous les coefficients de signe, nous obtenons

0 1 1 1
1 0 X3 X§
r,—|1 X3
. . 2
' : (Xi,j)lgz’,jgn
1 X3,
0 1 1 1
1 Xao Xg,l Xg,n
_| 0 X5,
: : 2 2
: : (Xi,j - XO,j)lgi,jgn
0 Xg,
0 1 0 0
1 X3, X3, X3,
_| 0 X3,
: 2 2 2
: : (Xz',j - XO,j - XO,z‘)1gi,j§n
0 Xgm

— —det (X2 — X3, — XZ)1<ijen) = (—1)" " det (X2, + X3 — X2i)1<ij<n)

ce qui donne le résultat sachant que X;; = 0.

(ii) Par le développement du carré de la norme d’une différence, et par la relation de
Chasles, pour tous les 1 < 4,5 < n, nous avons

.1
(Tow7, Zows) = §(H$oxz‘H2 + |Zoz;|1* — lzox; — zows||)
L— — — 1
= 5(“?60%\\2 + [|zoz} |)* — [|z@)||?) = §(d(2),i +d§;—dy;) -

La formule découle donc de la définition d'un déterminant de Gram et de la question (i),

aprés avoir mis en facteur la fraction % sur chacune des n lignes.
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(iii) Puisque les n+ 1 points xg, . .., z, appartiennent & un méme sous-espace affine de
E’ de dimension n — 1 si et seulement si les n vecteurs m e xo—xn> sont linéairement
dépendants, la premiére affirmation découle de la seconde affirmation de la question (1).

Par conséquent, en posant a = d(y, z), b = d(z, z) et ¢ = d(z,y), les points z,y, z sont
alignés si et seulement si

2c? b + % — a?
b2 + % — a? 2 b?
= (1?4 —a®)? = (2bc)? = —(a® — (b—)H)((b+c)? — a?),

0 =Ty(a,b,c)= (1)

donc si et seulement si a = |b—c| oua =b+c.

(iv) Si P est le volume du parallélépipéde de sommets o, .. ., zp, alors V = % P, etle
résultat découle donc des questions (5) et (ii) :
1

2 2
Ve T Wy

1 (=M
5 Gram(xozi, ..., ToTn) = (I

Fn(di,j:0§i<j§n).

(v) Par les questions (iii) et (iv), nous avons

= OV p b = 4% (@ = (b— ) ((b+ ) — a?)

=g latb—cla-btolatb+e)b+c—a).

(8) Nous pouvons supposer que A est l'origine de R3. Nous notons x,y,z les trois
vecteurs définissant les arétes en A. Rappelons que le produit scalaire de deux vecteurs
unitaires est le cosinus de 'angle qu’ils forment, et qu’un parallélépipéde P se subdivise
en six tétraédres de méme volume dont I'un est le tétraédre formé par un sommet de P et
les trois arétes de P qui en partent : voir une visualisation sur YouTube

https ://www.youtube.com /watch ?v=z{62GedkI0s !!

Donc
1
) ) 1 cos% cos T |?
vol(T') = — vol P(z,y,2) = 6 Gram(m,y,z)% =_|cosy 1 cosy
cos% cos% 1
1 T T T T T Tl
= - (1 —cos? = —cos® = — cos® = —|—2cos—cos—cos—)2
6 P q T p q

Correction de I’exercice E.15. Puisque le polyndéme caractéristique de u est scindé sur
C, 'endomorphisme u est trigonalisable. Soit (f1,..., f,) une base de E dans laquelle la
matrice de u est triangulaire supérieure. Soit (eq, ..., e,) la base orthonormée de F obtenue
par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Puisque

Vect{e1,...,ex} = Vect{f1,..., fr}

pour k = 1,...,n, lamatrice de u dans la base (e1, ..., e,) est aussi triangulaire supérieure.
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Correction de I’exercice E.16. (1) L’application (P, Q) — (P, Q) est clairement ses-
quilinéaire, hermitienne et positive. Puisque le seul polynéme complexe qui est nul sur le
cercle est le polynome nul, elle est définie. Puisque pour tout entier k, 'intégrale f eFit dt
vaut 27 si k = 0 et 0 sinon, la base canonique de C,,[X] est orthonormée.

(2) Les formes linéaires d’évaluations en ay,...,a; sont linéairement indépendantes,
car les a; sont deux & deux distincts et le déterminant de la matrice de Vandermonde

ai as ag
ai a3 aj,
k=1 k-1 k—1
aq ay ag,

est [[1<;c i<k (aj — a;), donc non nul. L’intersection des noyaux de ces formes linéaires est
donc un sous-espace vectoriel de dimension n+1—k. Elle admet donc une base orthonormée
(Pgy Pit1, ..., Pn), que nous pouvons compléter en une base orthonormée de C,[X] pour
obtenir une base cherchée.

Correction de ’exercice E.17. Par les formules de polarisation (4) en euclidien et (6)
en hermitien, et puisqu’un produit scalaire est non dégénéré, nous avons

Veek, [u@)|= v ()]

& Va,ye B, (u(z),uy) = (u'(2),u"(y)
& VryeE, (uou(x)y) = (uou™(x),y)

& VezeE, uoulr)=uou™(z) & u'ou=uou”

Correction de ’exercice E.18. (1) et (2). L’application (-,-)ggs : (4, B) — tr(B*A)
est, par la linéarité de la trace et son invariance par la transposition, clairement ses-
quilinéaire et hermitienne. Pour tout A = (a;j)1<ij<n € #,(C), nous avons A*A =
(X 1<ken @ik Akj)1<ij<n, donc

(A, A)ps =tr(A"A) = > Jay|”.

Ceci montre que la forme sesquilinéaire hermitienne (-, ) g est définie positive, et répond
aussi & la question (2) : nous avons

lAlas = (3 layl?)? . (26)

1<i,j<n

(3) Soit Z = (e1,...,en). Si B' = (€],...,€l,) est la base canonique de C", alors

ren
|Ael]|? = PR laij|?, et le résultat découle lorsque % = %' de la question précédente.
Soit U la matrice de passage de la base canonique %4’ a la base 4. Par les propriétés de la
trace et puisque U est unitaire, nous avons

tr((AU)* (AU)) = tr(U* A* AU) = tr(UU* A* A) = tr(A* A) .

Donc 37 [|Aeil® = 30, AU €]> = |AUl|us = || Al ms-
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(4) Si A = (aij)i<ij<n € Mp(C), alors A = 21§i,j§n a;jE; j, et le résultat découle
alors de la formule (26).

(5) Si U € #,,(C) est unitaire, alors ||U||gs = (tr(U* U))% = (tr In)% = /n.

(5) Si A € #,(R) (donc A € #,(C)) est symétrique, alors A est diagonalisable en
base orthonormée de R™ (donc de C™). Il existe donc une matrice réelle orthogonale (donc
complexe unitaire) U et une matrice réelle diagonale D, dont les coefficients diagonaux
sont les valeurs propres A1, ..., A, de A, telles que A = U D U*. Puisque les coefficients de
A et D sont réels, nous avons donc

n n n n
Yoaij= > laigl’ = Allus = [UDU*|us = IDlus =Y AP =) A7
=1

,j=1 1,j=1 i=1

Correction de l’exercice E.19. (1) Soit p € Z(FE) un opérateur idempotent tel que
kerp = (im p)*. Alors, en notant F = im p, pour tous les z et y dans J#, les deux vecteurs
p(z) € F et y—p(y) € kerp = F-, ainsi que les deux vecteurs p(z) — 2 € kerp = F* et
p(y) € F sont orthogonaux, et donc

Ceci montre que P est auto-adjoint, et positif, car (p(z),z) = (p(z),p(x)) > 0.

Réciproquement, soit p € Z(F) un opérateur auto-adjoint idempotent. Si y = p(x),
alors p(y) = p*(x) = p(z) = y. Donc I'image p(E) de p est contenue dans le noyau de
id —p, donc égal a ce noyau (car réciproquement, si « € ker(id —p), alors = p(z), donc x
appartient a l'image de p). En particulier, im p est fermé par la continuité de p € Z(E).
Puisque p est auto-adjoint, pour tous les = € kerp et y € im p, si ' € E vérifie p(z') = v,
nous avons

(,9) = {2, p(a")) = (pl), ) =0 .

Donc kerp C (im p)*. Réciproquement, si z € (im p)*, alors pour tout y € E, nous avons

(p(z),y) = (x,p(y)) = 0. Donc p(x) = 0 et x € kerp.

(2) I suffit de montrer que pour tout y € E, nous avons ||y — x| > ||p(z) — z||. Puisque
y —p(x) € F et p(x) —x € F* sont orthogonaux, la formule de Pythagore nous donne

ly ==l = l[(y = p(2)) + (p(z) = 2)|| = ly — p(2)]| + [lp(z) — 2| = |p(x) — ]|

(3) a) Nous avons en effet

n

| flab) =yl =laz+bl—yl = |> (ami+b—y)2.
=1

b) Si F, est le sous-espace de R™ engendré par x et 1, et si p, est la projection ortho-
gonale sur Fy, alors le couple cherché (a,b) est tel que f(a,b) = p,(y) d’aprés la question
(2). Cette égalité implique que f(a,b) — y est orthogonal a F,, c’est-a-dire a la fois & = et
a 1. Ceci donne le systéme

<(ax+bl_ya$> =0 et <(ax+bl—y,l> :Oa
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qui se réécrit comme cherché
a<x7$> +b<l7x> = (x,y) et a(l,x) +b<lvl> - <lay> :

c¢) Les formules de Cramer montrent le résultat.

(4) a) Puisque A est de rang p et puisque le rang d’une matrice est inférieure au
nombre de ses lignes, nous avons p < n. L’application linéaire A : RP — R" est injective,
sinon par le théoréme du rang, son rang serait strictement inférieur & p. Notons F' son
image, 7 la projection orthogonale sur F, et X l'unique (par injectivité) élément de RP
tel que AX = m(B). Alors X est I'unique minimum cherché. Pour tout Y € RP, puisque
m(B) — B =AX — B est orthogonal & F', nous avons

("AAX,Y)=(AX, AY)=(AX - B, AY)+ (B, AY)=('AB, Y).

Ceci montre que X est une solution du systéme linéaire ‘A AX = 'A B, car le produit
scalaire de RP est non dégénéré. L’unicité vient du fait que A étant injective, la matrice
tA A, symétrique de taille p x p, est définie positive.

b) Soient (x;,y;) € R? pour 1 < i < n, posons B = (y1,...,¥yn) et

-1
1z 23 - af
-1
1 zo 23 - af
A=
-1
1z, 22 - b

Chercher un polynéme réel P =ag+ a1 24 +--- + ap_lZf”*1 de degré strictement inférieur
& p qui minimise la quantité Y (P(z;) — y;)? est équivalent & chercher un p-uplet de
réels X = (ao,...,ap—1) tel que ||[AX — B|| soit minimum. Supposons que A soit de rang
p, ce qui est possible par la formule du déterminant de Vandermonde, s’il y a au moins p
éléments x; deux & deux distincts, et sinon, on cherche un polynéme de degré plus petit.
Par la question précédente, le polynéme P est donc 'unique polyndéme de degré au plus
p — 1 dont le p-uplet de coefficients est (*fAA)~! {AB.

Lorsque p = 2, on est ramené a la question (3).

Correction de l’exercice E.20. (1) Pour tout # € E de coordonnées (x1,...,xy)
dans A, par la linéarité de £, nous avons

U(z) = E(in ei> = ey ai= e el(a)
=1 =1 =1

donc £ =>"7"  l(e;) el

(2) Pour tous les z € E et ¢ € E*, notons X et L les colonnes des coordonnées de x et
¢ dans les bases Z et %* respectivement, de sorte que £(x) = 'L X. Alors

() () = fu(x) = 'L(M X) = '('M L)X |

ce qui montre le résultat.
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(3) Pour tout z € E, notons X et X’ les colonnes des coordonnées de - dans les bases %
et € respectivement, de sorte que X = P X’. Pour tout ¢ € E*, notons L et L’ les colonnes
des coordonnées de ¢ dans les bases B* et €* respectivement, de sorte que L = P L. Alors

lz)='LX=YPL)(PX')='L('P P)X".

Puisque nous avons aussi £(x) = 'L’ X', et ceci pour tous les z € F et £ € E*, nous avons

donc P P = id, ce qui donne le résultat.

(4) Si B = (e1,...,ep) est une base de E de base duale * = (e, ..., e}), alors pour
tous les 4,5 = 1,...,n, nous avons eve, () = €%(e;) = 0;,; = d; j, donc la base duale de %*

J J
est (eve,,...,eve, ).

(5) Soient Ag,..., A\, € k. Si Y. A\il; = 0, alors en appliquant le membre de gauche
de cette égalité aux polynoémes 1, X ..., X™, nous obtenons le systéme

Vi=0,...,n, Y Nal=0
=0

dont la matrice est la matrice de Vandermonde (a‘g )o<i,j<n- Puisque ao, ..., a, sont deux a
deux distincts, le déterminant de Vandermonde det ((af)ogingn) = [I;<;(a; — a;) est non
nul. Donc A\yp = --- = A\, = 0, et les n + 1 formes linéaires ¢, ..., ¢, sont linéairement
indépendantes dans un espace vectoriel de dimension k + 1. Elles forment par conséquent
une base de k, [X]*.

Posons A; = Hogjgn,j;éi(X_aj) et P, = m A;. Notons que A;(a;) # 0 car ag, . . ., ay,
sont deux & deux distincts. Alors £;(P;) = P;(aj) = 0;,, donc (P, ..., P,) est une base de
kn[X] de base duale (lo,...,~l,).

Les coordonnées de P dans la base (P, ..., P,) sont, par définition de la base duale,
égales a (Lo(P),..., 0 (P)) = (P(ao),...,Plan)).

(1) i) Soient ¢1,...,¢, € E*. Par la question A (1), les coordonnées de ¢; dans %*
sont (¢(e1),...,¢;(en)). Donc par la définition du produit extérieur, puisque le déterminant
d’une matrice et de sa matrice transposée coincident, et par la définition de 'application
det . dans le début de la partie 1.11, nous avons

er N Aen(ly,. .., 0) = det (((€i(ej)1<ij<n ) = det (((£5(e:))1<ij<n )
= det%*(ﬁl, e ,En) .

Puisque 'espace vectoriel E* est de dimension n et puisque %* est une base de E*, nous
savons déja (voir le cours d’algébre linéaire sur le déterminant) que 'espace vectoriel des
formes n-linéaires alternées sur E*, qui est A"(E*)* = A"E, est une droite vectorielle,
engendrée par det g«.

ii) Soient w € A*E et £4,...,0; € E*. Puisque ({;(e1),...,¢j(es)) est le n-uplet des
coordonnées de {; d’aprés la question A (1), par multilinéarité et par antisymétrie, nous
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avons

w(ﬂl, N ,fk) = ’w( Z 61(62‘1) 6;}, ey Z Kk(e,k) 6:9)
i1=1 ip=1

= > bleq) . lileq) wier, . ep)

1<, ip<n

= Z w(e;,,...,e; ) det ( (Cplei)1<pa<k )

1<t << <n

= Z (G A I AR AN = (S P /)

1<i1 << <n

Il en découle que la famille (e;; A -+ A e, )1<i,<-.<i,<n €St une partie génératrice avec
écriture unique de AFE, donc une base de AFE.

(2) Notons ¢ : ., — {£1} le morphisme de signature sur le groupe symétrique .7,
des permutations de ’ensemble {1,...,n}. Pour tous les éléments entiers k € {0,...,n} et
1 <141 < -+ <1 <n, en utilisant des transpositions pour remettre ¢ a la bonne place,
nous avons

E(il,...,ik,l,Q,...,il,...,ik,...,n)

—

= (=)D De(y i, 1,2, i, ity 1)

Donc par récurrence, nous avons e, ;.1 = (—1)25:1(25—4) = (—1)25:1"1'7@

(3) et (4) Fixons une base orthonormée directe Z = (eq,...,e,) de E.

Montrons I'unicité d’un endomorphisme * vérifiant les conditions demandées dans 1’as-
sertion (3). Notons que A°E et A"E de E sont de dimension 1, engendrés par 1 et e1 A- - -Aey,
respectivement, d’aprés la question (1) i). De plus, si k € {1,...,n— 1}, alors 'espace vec-
toriel A¥E est engendré par (e;, A - A €, )1<i,<-<iy<n, Par la question (1) ii). Comme
k < n, la suite orthonormeée e;,, ..., e; peut se compléter en une base orthonormée directe
de E. Donc les conditions demandées dans l’assertion (3), avec la condition de linéarité,
déterminent uniquement I’application linéaire * sur AKE

Par la question (1) ii), la famille (e;; A--- Aej, Jo<k<n, 1<i;<--<i,<n €St une base de AE.
Il existe donc un unique endomorphisme linéaire * de AFE, dépendant & priori du choix de
A, telle que pour tous les k, iy, ...,i, nous ayons

*(eil/\"’Aeik):5{1;1,...,ik}el/\"'Agi\l/\"'/\e/z;/\”’Aeik

(avec la convention que e;; A---Ae; = 1si k=0, et que la permutation {iy,..., i} est
I'identité si k = 0). Par construction et linéarité, nous avons *(A¥E) ¢ A" *E pour tout
k =0,...,n. Nous avons % o * = (—1)k(”_k) id sur A*E, en remarquant que la signature
de la permutation (k +1,...,n,1,...,k) est égale a (—1)*(»=) " ainsi que celle de tous
ses conjugués. De plus, les conditions demandées dans I’assertion (3) sont satisfaites pour
la base 4, ainsi que pour toutes ses permutations qui restent directe, c’est-a-dire dont la
signature est +1.°? Montrons que * ne dépend en fait pas du choix de 4.

59. Pour toute permutation o € .%,, pour toute base & = (e1,...,en) d'un espace vectoriel E de
dimension n sur un corps commutatif, le déterminant de I'unique isomorphisme linéaire de F envoyant e;
Sur e,—1(; pour tout i = 1,...,n est égal & la signature (o).
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Soient € = (f1,..., fn) une autre base orthonormée directe de F, et P la matrice de
passage de # a €, qui est orthogonale et vérifie det P > 0, donc appartient a SO(n).

Puisque la matrice de passage P de #* a €* est égale a (tP)~! par la question A (3),

nous avons det(P) = -5 = L. Par la question B (1) et la formule (22), nous avons donc

e1t A Ae, = det g+ :det(p) det g« =detge = f1 A+ A fp.

Il suffit donc de montrer que pour tout k € {1,...,n — 1}, la restriction de x a A*E ne
dépend pas du choix de Z.

Sin—92etP— (C089 —sin @

sinf cosf )’ alors f; = Pe; pour ¢ = 1,2, donc

*(f1) = #((cos ) e1 + (sinf) ea) = (cosh) * (e1) + (sinf) * (e2)
= (cosf) ea + (sinf) (—e1) = fo
et de méme *(f2) = —f1.

Comme SO(n) est engendré par les rotations sur les plans de coordonnées de la base
2 et les permutations paires de la base Z (voir 'exercice E.22), assertion (3) en découle.

(5) Ces affirmations découlent de la définition du produit mixte et du produit vectoriel.
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2 Groupes orthogonaux définis positifs

Dans cette partie, le corps de base est R. Soient n € N et E un espace euclidien
de dimension n, de forme quadratique, norme et produit scalaire notés respectivement g¢,
x> ||z]| et (z,y) — (z,y). Une référence globale pour cette partie est | , Chap. VIJ.

2.1 Propriétés de transitivité

Appelons suite orthonormée dans E une suite finie (z1,...,2zx), ou k € N, d’éléments
de E, de norme 1 et deux & deux orthogonaux.

Proposition 2.1. Pour tout k = 0,...,n, Uaction diagonale de O(q) sur l’ensemble des
suites orthonormées a k éléments de E est transitive 0, et simplement transitive si k = n.

Si k < n, laction de SO(q) sur l’ensemble des suites orthonormées a k éléments de E
est transitive.

Si E est orienté, 'action de SO(q) sur l’ensemble des bases orthonormées directes de
E est simplement transitive.

Pour tout k = 0,...,n, le groupe SO(q) agit transitivement sur l’ensemble des sous-
espaces vectoriels de E de dimension k.

En particulier, 'action de O(n) sur la sphére unité S,_; de l'espace euclidien standard
R™ est transitive, ainsi que celle de SO(n) si n > 2.

La derniére propriété de la proposition 2.1 est en général complétement fausse lorsque
q est une forme quadratique quelconque sur un corps commutatif quelconque, voir par
exemple | , Chap. VIII|.

Démonstration. La derniére affirmation découle de I'antépénultiemme, en prenant des
bases orthonormeées.

Toute suite orthonormée a k éléments se compléte en une base orthonormée de E, en
lui concaténant une base orthonormée de son orthogonal. Et si k < n, quitte & changer
le dernier vecteur par son opposé, nous pouvons supposer que la base est dans n’importe
quelle orientation choisie. Nous nous ramenons donc au cas k = n.

Il est immeédiat que I'image d’une base orthonormée (respectivement base orthonormée
positive) de E par un élément de O(q) (respectivement SO(q)) est encore une base orthonor-
mée (respectivement base orthonormée positive). Puisque 'action de GL(E) sur I’ensemble
des bases de E est simplement transitive, et puisqu’étre une isométrie de g se vérifie sur
les couples de vecteurs de n’importe quelle base de E, I'action de O(q) sur 'ensemble des
bases orthonormées est simplement transitive. Comme un élément de O(q) appartient a
SO(q) si et seulement s’il envoie une base orthonormée sur une base orthonormeée dans la
méme orientation, le résultat en découle. O

60. Rappelons qu’une action d’un groupe G sur un ensemble X est transitive si
Vez,ye X, 3ge G y=gx

et simplement transitive si
Ve,ye X, geG y=gx.
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2.2 Centre et partie génératrice des groupes orthogonaux

L’énoncé suivant regroupe les résultats sur le calcul du centre®' et d’une partie géné-

ratrice de O(q) et SO(q).

Théoréme 2.2. (1) Le centre de O(q) est Z(O(q)) = {—1id, +1id}.
(2) Sin >3, le centre de SO(q) est SO(¢q) N {—1id, +id}.
(3) Tout élément de O(q) est produit d’au plus n réflexions orthogonales.

(4) Tout élément de SO(q) est produit d’au plus n renversements orthogonauz.

En particulier, O(q) n’est pas commutatif si n > 2, car il contient d’autres éléments
que —id, +id.
b

d> € SO(2) si et seulement,

Il est facile de vérifier, en utilisant le fait que A = <CCL

sidetA=1et!A= A" cest-a-dire A = <i —ac> avec a? 4 ¢ = 1, que l'application

cosf —sinf
sinf  cosd
groupes (et un homéomorphisme pour les topologies évidentes). Donc SO(2) est abélien,
et en particulier égal & son centre.

Sin > 3, nous avons donc Z(SO(q)) = {id} si n est impair et Z(SO(q)) = {—1id, +1id}
si n est pair.

Le groupe O(q) est donc engendré par I’ensemble des réflexions orthogonales.

Le groupe SO(q) est donc engendré par ’ensemble des renversements orthogonaux.

de R/27Z dans SO(2) qui envoie § mod 27 sur < ) est un isomorphisme de

Remarque. Ce théoréme est encore valable si k est un corps quelconque de caractéristique
différente de 2 et si ¢ est une forme quadratique non dégénérée quelconque, sauf le point

1) quand k = F3 est un corps fini & 3 éléments, n = 2 et ¢ a pour matrice 01 dans
(1) q p qap 10

au moins une base de E, voir | , Chap. VIII].
Démonstration. (1) Il est immeédiat que {—1id,+id} C Z(O(q)). Soit u € Z(0O(q)). Pour
toute droite vectorielle D de E, puisque u o sp o u™' = Su(p) par la proposition 1.9,

nous avons u(D) = D. Un automorphisme linéaire qui préserve toutes les droites étant une
homothétie, et le déterminant d’un élément de O(g) valant £1, nous avons u € {—1id, +id}.

(2) Le méme argument que ci-dessus en remplagant réflexions orthogonales par renver-
sements orthogonaux montre que tout élément u du centre de SO(q) préserve tout plan
vectoriel de E. Si n > 3, alors toute droite vectorielle est 'intersection de deux plans vec-
toriels, donc u préserve toutes les droites vectorielles, et nous concluons comme ci-dessus.

(3) Soit u € O(q). Notons F,, = {z € E : wu(x) = x} le sous-espace vectoriel des
points fixes de u. Montrons par récurrence sur la codimension p, = n — dim F,, de F,, que
u est une composition d’au plus p, réflexions orthogonales. Si p, = 0, alors u = id et la
convention sur les produits vides conclut. Sinon, soient x € Fi- — {0} et y = u(z). Alors
y # x ety € Fi car u est orthogonale et F), est stable par u (voir la remarque (1) de la
partie 1.5).

61. Rappelons que le centre d’un groupe G est son sous-groupe distingué (formé des éléments qui com-
mutent avec tous les autres)
Z(G)={9€G : YVheG, gh=hg}.
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Notons 7 la symétrie orthogonale par rapport a I'’hyperplan orthogonal & x — y. Cet
hyperplan contient F, car z,y € Fi-, et il contient 4y car (x —y, z+y) = ||z||> - |Jy||*> =
0. La réflexion orthogonale 7 envoie y sur z, en prenant la différence des deux égalités
T(x+y)=z+yet 7(x —y) = —(z — y). Donc 7 ou fixe . D’out Froy, qui contient F,
et x ¢ Fy, est de codimension p;o, strictement inférieure a celle de F,,. Par récurrence, il
existe donc des réflexions orthogonales p1, ..., pr avec k < proy telles que Tou = pro---opg.
Donc u =710 pjo---0p est un produit d’au plus proy + 1 < p,, réflexions orthogonales.

Puisque p, < n, le résultat en découle.

(4) Le lemme suivant va nous permettre de passer des réflexions a des renversements.

Lemme 2.3. Sin > 3, et si p1 et pa sont des réflexions orthogonales, alors il existe des
renversements orthogonaur o1 et oy tels que p1 o po = o1 0 03.

Démonstration. Si n = 3, le résultat est immédiat, car o; = —p; est un renversement
orthogonal pour i = 1,2. Soient H; et Hs les hyperplans fixes de p; et ps. Soit V un
sous-espace vectoriel de Hy N Hy de dimension n — 3. Puisque p; o p2 vaut l'identité sur
V., il préserve son orthogonal V=, qui est de dimension 3. Il existe donc des renversements
orthogonaux oy et oy de V= tels que (py o p2) |y,L= 01 0 0. En prolongeant oy et oo par
I'identité sur V et par linéarité & F, le résultat en découle. O

Démontrons maintenant l'assertion (4). Si u € SO(q), alors puisque le déterminant
d’une réflexion orthogonale est —1, il existe des réflexions orthogonales p1, po, . . ., p2k—1, P2k
avec 2k < n telles que u = p1 0 pa 0+ 0 pog_1 © pai. Le lemme précédant conclut. O

2.3 Classification a conjugaison prés des transformations orthogonales
Le but de cette partie est de donner une « forme normale » pour tout élément de O(q).

Supposons tout d’abord que E est de dimension 2. Tout élément de O(gq) est produit
d’au plus 2 réflexions orthogonales d’aprés la partie précédente, et toute réflexion ortho-
gonale de FE est de déterminant —1. Donc tout élément de O(q) — SO(q) est une réflexion
orthogonale, ¢’est-a-dire une symétrie orthogonale par rapport a4 une droite vectorielle D de
FE. Dans une base orthonormée adaptée a la décomposition en somme directe orthogonale

1
E = D & D™, la matrice de u est donc

b5

Puisque O(q) agit transitivement sur ’ensemble des droites vectorielles de E, deux éléments
de O(q) — SO(g) sont conjugueés.
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Soit maintenant u € SO(2). Si A = (Z Z) est la matrice de u dans une base ortho-

normée de E, alors I'équation A~' = tA équivaut & ¢ = —b et d = a puisque det A = 1.
Et I'équation det A = 1 devient alors & a® + 0% = 1.
Ceci montre au passage que le groupe SO(2) est isomorphe au groupe multiplicatif

U = (S1, x) des nombres complexes de module 1 par (I'inverse de) a + ib +— (Z _ab),
lui-méme isomorphe & R/Z par (I'inverse de) ¢t mod Z s €2t

Il existe donc un unique 6 € R/277Z tel que a = cosf et b = sinf, de sorte que la
matrice de u est
cos) —sind
sinf cosf ) -

Cet élément 6 ne dépend pas au signe prés du choix de la base orthonormée, car les matrices
de u dans deux bases orthonormées sont conjuguées % et les valeurs propres complexes de
A sont e~ e 11 est appelé I’angle de la rotation u. Deux éléments de O(q) sont conjugués
dans O(q) si et seulement si ou bien ils sont tous les deux de déterminant —1, ou bien ils
sont tous les deux des rotations de méme angle modulo signe. Deux éléments du groupe
abélien SO(q) sont conjugués dans SO(q) si et seulement s’ils sont égaux.

Le résultat suivant généralise ceci en toute dimension.

Théoréme 2.4. Pour tout élément uw € O(q), il existe une suite (p—1,p1,61,...,6;) ot
p—1,p1,7 € N vérifient p_1 +p1 +2r =n et 01,...,0, € (R—7Z)/277Z, cette suite étant
unique modulo permutation et changement de signe de 01,...,0,, telle qu’il existe une

décomposition en somme directe orthogonale

1 1 1 1
E:E_l@El@Pl@...@PT

avec E41 lespace propre de u pour la valeur propre 1 de dimension p+1, et Py ..., P, des
plans vectoriels invariants par u, tels que u |p, soit la rotation plane d’angle 6;. Dans une
base orthonormée adaptée a cette décomposition, la matrice de u est

D(pflaplaela “e 391”)
-1

cosfy —sinb;
sinf; cosf;

cosf, —sinb,
sinf, cos6,

Deux éléments de O(q) sont conjugués dans O(q) si et seulement s’ils ont la méme suite
(p—1,p1,01,-..,0;) modulo permutation et changement de signe de 01, ...,0,.

62. En effet, si A’ = ‘PAP et P! = ‘P, alors A’ = P"'AP.
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Remarques. (1) La trace de cet élément u € O(q) est

™
tru=—p_1+p1 +Z2cos€i.
i=1

(2) Un tel élément u appartient SO(q) si et seulement si p_; est pair. Si n est impair et
si u € SO(q), alors nécessairement p; est non nul : u admet toujours au moins un vecteur
fixe non nul.

(3) En dimension 3, tout élément non trivial v de SO(q) admet donc une et une seule
droite invariante D, appelée son aze de rotation, et u induit une rotation plane non triviale
sur le plan orthogonal D+ & son axe de rotation, dont I'angle de rotation est appelé I’angle
de rotation de u. Il est bien défini modulo 27 et changement de signe, et bien défini modulo
27 si on a fixé une orientation de ’axe de rotation et de ’espace ambiant, voir ’exercice
E.21 ci-dessous.

D axe de rotation

10 angle de rotation
DL

(4) Fixons une orientation de E et u € SO(g). Quitte & changer le signe d'un vec-
teur de base en appliquant le théoréme 2.4 & u (qui appartient a O(q)), il existe une
base orthonormée directe # = (ey,...,e,) de E dans laquelle la matrice de u est égale
a la matrice D(p-1,p1,61,...,6;), o0t p_1,p1,7 € N vérifient p_1 + p1 + 2r = n et
01,...,0, € (R—nZ)/2nZ. Une telle suite (p_1,p1,01,...,0,) est uniquement déterminée
modulo permutation et changement de signe de 61, ...,0,, avec changement d’un nombre
pair de signes si p_1 = p1 = 0. De plus, deux éléments de SO(g) sont conjugués dans SO(q)
si et seulement s’ils ont la méme suite (p_1,p1,61,...,0,) modulo permutation et change-
ment de signe de 61, ..., 0,, avec changement d’un nombre pair de signes si p_; = p; = 0.%

Démonstration. Le résultat découle du corollaire 1.17 (4) et de la description des éléments
de O(2) précédant I’énoncé. Nous en donnons une démonstration résumée pour information.

63. En effet, soit u' € SO(q) ayant pour matrice D(p_1, p1,01, .. .,0.) dans une base orthonormée directe
B = (el,...,en) de E.

Supposons que p’_; = p_1, pi = p1 (et donc r = r’), et qu’il existe une permutation o € .%, et des signes
(€:)1<i<r € {£1}" tels que §; = €;0; pour tout i = 1,...,7 et [[;_, & = 1 sip_1 = p1 = 0. L’unique applica-
tion v : E — E qui est linéaire et envoie respectivement ei1, ez,...,ep_ yp, sur [[I_, €i€1, €2, ..., €p 1 1p,
ainsi que respectivement e, , p,42i €t ep | 4p;42i—1 sur €i€;,1+p1+2i et 6;,71_“,,1_;'_21-_1 pourtout:=1,...,r
conjuge u et u'. C’est un élément de O(q), car elle envoie une base orthonormée sur une base orthonormée.
De plus, puisque les bases 8 et %’ sont toutes les deux directes, et puisque [[;_, & =1 si p_1 = p1 =0,
son déterminant est égal & 1. Donc v est un élément de SO(q) qui conjuge u et u’.

Réciproquement, supposons que u’ soit conjuguée a u dans SO(q) (ce qui est en particulier vérifié si
u' = u). Alors les dimensions des espaces propres de valeurs propres —1 et +1 de u et u’ sont égales.
Par conséquent p’ = p_1, pi = p1 (et donc 7 = r’). De plus, u et u’ ont les mémes valeurs propres non
réelles & permutation prés. Donc, comme I’échange de deux valeurs propres conjuguées e’ et e =% revient
a changer de signe 6, il existe une permutation o € ., et des signes (e;)1<i<r € {1} tels que 0; = €,0;
pour tout 2 = 1,...,r. Enfin, un calcul de déterminant (et le fait que % et %’ sont toutes les deux directes)
montre que [[}_, e; =1sip_1 =p1 =0.
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Montrons par récurrence sur n ’existence d’une telle décomposition en somme directe
orthogonale. Sin = 1, c’est immédiat, et le cas n = 2 a déja été traité avant I’énoncé. Nous
pouvons donc supposer que 1 > 3. En fixant une base orthonormée de E, nous pouvons
supposer que E est I’espace euclidien usuel R™, voir le théoréme 1.12 (2) et la formule (16).

Si u admet une valeur propre réelle A, alors celle-ci vaut £1, car si z est un vecteur
propre non nul associé, alors A?(x, z) = (u(x),u(z)) = (z,z), donc A2 = 1. En appliquant
I'hypothése de récurrence a I'hyperplan 2 (qui est stable par u par la remarque (1) de la
partie 1.5), le résultat en découle.

Sinon, soit A une valeur propre complexe non réelle de u et x € C" un vecteur propre
complexe non nul associé. Puisque u est réel, le vecteur T (dont les composantes sont
les conjuguées des composantes de z) est vecteur propre de u pour la valeur propre \.
Puisque A # A, les vecteurs z et Z sont linéairement indépendants sur C. Les deux vecteurs
el =z + T et ea = i(x — T) sont réels, et engendrent sur C le plan complexe Cx + CZ,
donc sont linéairement indépendants sur R. Puisque

{ u(er) = u(x) +u(x) :Ax+X§i(Re Aer+ (Im N) ey
u(e2) =iu(x) —iu(Z)=iAx—iAT=—(Im ) e; + (Re A ez,

le plan vectoriel réel P dans R™ engendré sur R par e; et es est invariant par u. Par le cas
n = 2 et par application de I’hypothése de récurrence sur P, le résultat en découle.
Les autres affirmations en découlent aisément. [l

Exercice E.21. Dans Uespace euclidien orienté usuel R3, pour tout vecteur unitaire i
de R3 et pour tout ¥ € R, notons Ry o Uélément de SO(3) d’aze de rotation la droite
vectorielle engendrée par i, induisant sur le plan vectoriel i orthogonal & @i orienté®* par
7 la rotation plane d’angle .

(1) Montrer que
Ry oy = Rji, —y

et que pour tout x € R3,
Ry y(x) =2+ (1 —cosy) A (AAx)+ (sinp) T Az . (27)

(2) Montrer que les rotations d’angle v autour des azes de coordonnées de R3, identifiées
a leur matrice dans la base canonique (e1,ez,e3) de R3, sont les éléments de SO(3)
suivants

1 0 0
Rey .y =10 cosyp —siny
0 siny cosv

cosy 0 siny
R, y = 0 1 0
—siny 0 cosvy

cosy —siny 0

R,y = |siny cosyp 0

0 0 1

64. c’est-a-dire que (u,v) est une base orthonormée positive de At si et seulement si (u,v,7) est une
base orthonormée positive de R®
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(3) Notons

0 0 O
m = 0 0 -1 s, N2 =
01 0 -1

Montrer, en utilisant l’assertion (6) de la proposition 3./, que pour tout vecteur unitaire
i = (n1,n2,n3) € Sy et pour tout Y € R, nous avons

Ry 4 = exp (ﬁji Nk ﬁk) .

k=1

2.4 Groupe dérivé du groupe orthogonal

Rappelons que

e le groupe dérivé D(G) = [G,G] d’'un groupe G est le sous-groupe de G engendré par
les commutateurs [a,b] = aba™' b1,

e ses éléments, qui sont des produits de commutateurs car [a,b]~! = [b, a], ne sont pas
forcément réduits & un seul commutateur,

e il est distingué dans G car c[a,b]c !t = [cac !, cbcl] et

e le groupe quotient G/[G, G| est abélien. C’est en fait le plus gros groupe quotient
abélien de G, au sens que si G’ est un groupe abélien, alors tout morphisme de groupes
f: G = @G factorise par G/[G,G]. Ceci signifie qu'il existe un unique morphisme de
groupes f : G/[G,G] — G’ tel que le diagrame suivant, dont la fléche verticale est la
projection canonique p : G — G/[G, G], commute (c’est-a-dire que f = fop) :

G
P N !
G/[G,G] — G .

I
Proposition 2.5.

(1) Si s et s’ sont des symétries orthogonales par rapports a des sous-espaces vectoriels
de méme dimension, alors s et s' sont conjuguées dans SO(q), c’est-a-dire qu’il existe

u € SO(q) tel que s’ =u su~r.

(2) Sin > 2, le groupe dérivé de O(q) est SO(q).
(3) Sin >3, le groupe SO(q) est parfait, c’est-a-dire égal a son groupe dérivé.

Démonstration. (1) Si A et A’ sont les sous-espaces vectoriels fixes de s et s’ respec-
tivement, par la derniére affirmation de la proposition 2.1, il existe u € SO(q) tel que
u(A’) = A, et alors u s u~! = s’ par la formule (17) dans la proposition 1.9.

(2) Puisque det(aba=1b~!) = 1, nous avons [O(q), O(q)] € SO(q). Réciproquement, si
p, p' sont des réflexions orthogonales, alors par l'assertion (1), il existe u € SO(q) tel que
o =wuputl donc pp=ppt =upulpt € [O(qg),0(q)]. Comme tout élément de
SO(q) est produit d'un nombre pair de réflexions orthogonales, l'inclusion réciproque en
découle.
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(3) L’inclusion [SO(q),SO(g)] € SO(q) est triviale. Réciproquement, puisque tout élé-
ment de SO(q) est produit de renversements, il suffit de montrer que tout renversement est
un commutateur. Puisque tous les renversements sont conjugués par 1’assertion (1), il suffit
de montrer qu’il existe un renversement qui est un commutateur. Puisque n > 3, il existe
une suite orthonormée (e1, e2, e3) dans E. Pour i = 1,2, 3, soit o; le renversement de sous-
espace vectoriel fixe I'orthogonal du plan vectoriel Vect({e1, e2,e3} —{e;}). Par l'assertion
(1), soit u € SO(q) tel que o1 = u o9 u~'. Alors 03 = 01 09 = 071 051 =uogu! 051 est
un commutateur. O

2.5 Simplicité des groupes spéciaux orthogonaux modulo leur centre

Rappelons que

e un groupe G est simple s’il est non trivial et s’il ne contient pas d’autre sous-groupe
distingué que son sous-groupe trivial et lui-méme ;

e les groupes Z/pZ avec p premier sont les seuls groupes simples abéliens ;

e les groupes alternés 2, (des permutations de {1,...,n} de signature 1) pour n > 5
sont simples, voir | , 81.8];

e les groupes projectifs spéciaux linéaires PSL, (k) = SLy,(k)/Z(SL,,(k)) sont simples
pour tout corps commutatif k et tout n > 2 sauf si (n,k) = (2,F), (2,F3), voir | ,
§IV.4];

e un groupe simple non abélien est parfait, mais la réciproque n’est pas vraie. Par
exemple, SO(6) est parfait par la proposition 2.5, mais n’est pas simple, car son centre
{—1id,id} est non trivial.

Théoréme 2.6. Sin > 3 et n # 4, alors le groupe PSO(n) = SO(n)/Z(SO(n)) est simple.

Notons que si n est impair, alors le centre Z(SO(n)) est trivial, donc le groupe SO(n)
est simple. En particulier, SO(3) est simple, et la démonstration ci-dessous commence en
fait par montrer ceci. Il existe plusieurs démonstrations possibles de la simplicité de SO(3).
Nous utilisons par choix personnel de I'auteur (c’est beau la topologie!) celle ci-dessous
(voir par exemple | , page 67]). Voir par exemple | , §VL.6] ou | , §8.5] pour une
autre démonstration.

Remarque. Le groupe PSO(4) n’est pas simple, il est isomorphe & SO(3) x SO(3), voir
par exemple | , §VIL.3|.

Démonstration. Etape 1. Montrons que SO(3) est simple.

Soit G un sous-groupe distingué non trivial de SO(3). Montrons qu’il est é¢gal & SO(3).
Comme les renversements engendrent SO(3), et que deux renversements sont conjugués, il
suffit de montrer que GG contient un renversement.

Montrons tout d’abord que nous pouvons supposer que GG est connexe par arcs. Soit
Gy la composante connexe par arcs de 1’élément neutre e dans G.

Celle-ci est un sous-groupe de G, car si g,h € Gy, si «, 3 : [0,1] — G sont des chemins
continus dans G de e & respectivement g, h, alors t — a(t)(B(t)) ! est un chemin continu
dans G de e & gh™!. Le sous-groupe G est distingué¢ dans SO(3), car le conjugué par
h € SO(3) de tout chemin continu de g & e dans G est un chemin continu dans G (car G
est distingué¢) de hgh™' a heh™ =e.

Supposons par ’absurde que Gg soit trivial. Alors toutes les composantes connexes par
arcs de G le sont, car action (par homéomorphismes) de G par translations a gauche sur
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lui-méme est transitive sur ses composantes connexes par arcs. Soient g un élément non
trivial de G et A son axe de rotation. Soit h une rotation d’angle # non nul modulo 7, d’axe
de rotation B orthogonal & A, donc ne préservant pas A. L’application de [0, 1] dans SO(3)
qui & t associe la rotation h; d’axe de rotation B et d’angle de rotation tf est continue.
Donc t ++ hyg(ht)~! est un chemin continu dans G (puisque G est distingué) de g 4 hgh™!.
Il est donc constant et g = hgh~!. Mais I’axe de rotation de hgh™!, qui est h(A), n’est pas
égal & A, une contradiction. Donc quitte a remplacer G par Gy, nous pouvons supposer
que G est connexe par arcs.

Soit g un élément non trivial de G. Quitte a le remplacer par une puissance entiére
(puisque G est un sous-groupe), nous pouvons supposer que son angle de rotation 6, qui
n’est pas nul, appartient a [7, 37”] Puisque G est connexe par arcs, il existe un chemin
continu « de e & g dans G. L’application f :t — tr(«a(t)) — 1 est continue, vaut 2 > 0 en
t=0et2cosf <0ent=1.Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc tg
tel que f(tg) = 0. Donc a(ty) € G est une rotation d’angle +7, et a(tg)? est un élément
de G qui est un renversement. Ceci termine la démonstration de I’étape 1.

Etape 2. Pour n > 5, montrons que PSO(n) est simple.

Soit G un sous-groupe distingué non trivial de PSO(n). Notons G son image réciproque
par la projection canonique SO(n) — PSO(n), qui est un sous-groupe distingué de SO(n)
contenant proprement le centre de SO(n). Montrons que G = SO(n). Comme dans 'étape
1, il suffit de montrer que G contient un renversement.

Soit gg un élément de G différent de +id. Nous allons le modifier par étapes successives
jusqu’a obtenir un renversement dans GG, en augmentant la dimension de son sous-espace
vectoriel fixe.

Il existe au moins un plan vectoriel P qui n’est pas invariant par gg, sinon gg préserverait
toutes les droites vectorielles (qui sont intersections de deux plans vectoriels car n > 3),
donc serait une homothétie, donc serait égale a £ id car orthogonale. Soit 7 le renversement
par rapport a I'orthogonal de P. Alors g1 = goTg, Lr—1 appartient & G (car G est un sous-
groupe distingué) et est le produit de deux renversements 7! fixant P et 90T 9o ! fixant
go(P*) = go(P)*. Donc g1 est non trivial car P # go(P) et il laisse fixe l'intersection
PN go(P)*t, qui est de dimension au moins n — 4. Puisque n > 5, I'élément g; fixe au
moins un vecteur non nul a, et en particulier n’est pas —id.

Soit b € E un vecteur (non nul) tel que ¢1(b) et b soient non colinéaires, ce qui est
possible car g; n’est pas une homothétie. Notons p, la réflexion orthogonale par rapport
a I’hyperplan orthogonal a un vecteur non nul x de E. Posons g = ¢1 (pbpa)gfl(pbpa)_l,
qui est un élément de G. Nous avons, puisque ¢1(a) = a,

92 = (919091 ") (919091 ) PaPb = Py (8)Par () PaPb = Pgy(b)Pb -

Puisque g;(b) et b sont non colinéaires, ce produit de deux réflexions orthogonales go est
non trivial, et 'ensemble de ses point fixes F' = g1(b)* N b est de dimension n — 2.

Soit E’ un sous-espace vectoriel de E de dimension 3 contenant le plan vectoriel Ft.
Notons G’ le sous-groupe de SO(E’) formé des restrictions a E' des éléments de G valant
Iidentité sur (E’)*. Il est non trivial car il contient gs g, et il est distingué dans SO(E").
Donc par I'étape 1, il est égal & SO(E’). Il contient donc un renversement de E’, qui, en
le prolongeant par lidentité sur (E’)*, donne un renversement dans G. Ceci conclut la
démonstration. O
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2.6 Exercices

Exercice E.22. Soit F un espace euclidien de dimension n > 2, muni d’une base orthonor-
mée Z. Montrer que SO(E) est engendré par les rotations sur les plans de coordonnées de
la base Z (valant l'identité sur 'orthogonal de ces plans). Montrer que SO(E) est engendré
par les rotations sur le premier plan de coordonnées de la base % et les permutations paires
de la base A.

Exercice E.23. Soit F un espace euclidien de dimension n > 2.
(1) Montrer que le groupe spécial orthogonal SO(E) de E agit transitivement sur I’en-
semble des croix orthogonales, c’est-a-dire des n-uplets de droites deux & deux orthogonales.
(2) Supposons E orienté, muni de son produit vectoriel. Montrer que

G = {u eGL(E) : Vai,...,xn1 €E, ulxy N---Nxp_1)=u(x1) A Au(Tp_1) } .
est un sous-groupe de GL(E) et que G = SO(E).

Exercice E.24. Montrer qu'une matrice antisymétrique réelle S ne peut avoir pour valeur
propre —1. Montrer que (I —S)(I +.5)~! est une matrice spéciale orthogonale. En déduire
que SO(n) est connexe.

Exercice E.25. Dans l'espace euclidien usuel R™, identifions tout vecteur au vecteur
colonne de ses coordonnées dans la base canonique. Soient A une matrice réelle inversible
n X n, dont toutes les valeurs propres sont réelles, notées A1, ..., A, de sorte que

Al = ol >+ > ] > 0

(1) Montrer que
Ax, Az) (Az, A
Wads p | (Andn) (Ao
lej<yl<1! (Az, Ay)  (Ay, Ay)
(2) Soient p1, ..., un les racines carrées des valeurs propres de 'AA de sorte que %

M1 > o > - >y >0

Montrer que | A1 Az | < pq po.

65. Notons que p1, ..., n sont les valeurs singuliéres de la matrice inversible A, voir la partie 1.10.
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2.7 Indications pour la résolution des exercices

Correction de ’exercice E.21. (1) En écrivant z € R? comme somme z = 2/ + 2" d'un
vecteur 2’ colinéaire a 7 et d’un vecteur z” orthogonal & 77, nous avons par définition

Ri y(x) = 2’ + (cos ) " + (sin¢)) T Az”

La premiére formule en découle.
En utilisant les relations 7 A 2/ = 0 et, pour tous les a, b, ¢ € R?,

aN(bANc)={a,c)b—(a,b)c,
(voir l'exercice E.13), de sorte que
AA({fAAx)=0aAN@EAL") = (7@,2")7 - (#,7) 2" = —2",

la derniére formule (27) en découle.

(2) Cette assertion découle de la formule (27) en prenant pour (7, x) les divers couples
d’éléments de {e1, €2, e3}.

(3) Par l’assertion (1), I'application linéaire %lwzoRﬁw est égale & z — i Az. Un petit
calcul °© montre que cette application a pour matrice 22:1 ng Mg Puisque ¢ — Ry 4, est
un sous-groupe a un parameétre de GL3(R), la proposition 3.4 (6) montre que

Ry = exp (¢ ink nk) :

k=1
Ceci montre le résultat. 97 O

Correction de I’exercice E.22. Soit u € SO(E), montrons qu’il est produit de rotations
sur les plans de coordonnées de la base . Raisonnons par récurrence sur n > 2, le résultat
étant immeédiat pour n = 2.

Notons # = (e1,...,e,). Soient Ai,..., A\, € R tels que u(er) = > ;" A e;. Soit
Ee{l,...,n} telque \y #0et \; =0si k <i<n.

Montrons par récurrence sur k que nous pouvons supposer que k = 1 quitte a post-
composer u par des rotations sur des plans de coordonnées. En effet, si & > 2, soit r une

Y2 22 )
Ys z3
Y1 Z1 Y223 — Y3zz2
66. Rappelons (voir l'exercice E.13) que | y2 | A | 22 | = zi’ z’ ) = | y3z1 — Y123 | pour tous les
Y3 Z3 i oz ’ Y122 Y221
Y2 z2

Y1,Y2,Y3, 21, 22,23 € R.

67. Il possible d’utiliser les matrices J1 = im,Jo = in2,J3 = in3, qui sont hermitiennes, au lieu
des matrices 11,12, 1n3. Cette utilisation est due aux physiciens, qui préférent travailler avec des matrices
hermitiennes plutét qu’avec des matrices antihermitiennes. Ceci fait aussi apparaitre une analogie avec
Pexpression des rotations dans le plan euclidien orienté usuel, qui sont les applications linéaires z — € z
de multiplication par ¢’ pour § € R : nous avons

3
Rii, v :exp(—iw an Jk) .
k=1
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rotation du plan de coordonnées Vect{ey_1,ex} telle que r(Ag—1 ex—1 + \x ex) € Reg_q,
qui existe puisque les rotations d’un plan euclidien agissent transitivement sur les droites
vectorielles de ce plan. Alors

k—2
T o u(el) = Z e+ r()\k_l er_1+ Ak €k) € Vect{el, Ce ek_l} ,
=1

Ceci conclut par récurrence.

Donc u(e;) = A1 e; et puisque u préserve la norme, nous avons A\; = +1. Quitte a
postcomposer par la rotation d’angle 7 sur le premier plan de coordonnée, nous pouvons
donc supposer que u(e;) = e;. Comme u est orthogonal, il préserve alors 1’hyperplan
et orthogonal & e; (voir la remarque (1) de la partie 1.5), et la restriction v de u & ef
appartient a SO(ef). Par récurrence, v est une composition de rotations sur les plans de
coordonnées de la base (es,...,e,) de ef. En les étendant par 'identité sur R eq, nous
obtenons donc que u est une composition de rotations sur les plans de coordonnées de 4.

La derniére affirmation découle du fait que le groupe des permutations paires de & agit
transitivement sur les plans de coordonnées, et donc que toute rotation dans un plan de
coordonnées est conjugué par une permutation paire de % a une rotation sur le premier

plan de coordonnées de Z.

Correction de I’exercice E.23. (1) Puisque le groupe orthogonal O(F) agit transitive-
ment sur ’ensemble des bases orthonormeées, il agit transitivement sur I’ensemble des croix
orthogonales. Comme il est possible de changer un vecteur de base par son opposé, I'action
de SO(FE) est aussi transitive.

(2) 11 est immeédiat de vérifier que G est un sous-groupe de GL(E).
Soit u € SO(E). Puisque detu = 1, nous avons, pour tous les z1,...,T,-1,2 € E,

(w(z) A Au(zn_1), 2) = det(u(z1), ..., uw(@n_1), 2) = (detu) det(zy, ..., Tp_1,u 1(2))
= (X A A, uH(2)) = (u(zy A Ap_q),2)

Puisque ceci est vrai pour tout z et par la définition du produit vectoriel (voir la formule
(23)), nous avons donc u(xi) A -+ Au(zp—1) = u(x1 A+ Axp_1) pour tous les éléments
Z1y...,Tn—1 € E, et u € SO(E).

Réciproquement, soit u € G. Pour toute droite (vectorielle) D de E, puisque u appar-
tient & GL(E), nous avons que u(D) et u(D+)* sont des droites de E. De plus, tout élément
non nul de u(D) s’écrit comme u(xq A -+ Axp_1) avec x1,...,2,—1 des éléments linéaire-
ment indépendants de ’hyperplan D+. Donc il s’écrit de la forme u(z1)A-- - Au(z,_1) avec
u(1), ..., u(xr,_1) des éléments de u(D+). Par conséquent (voir la proposition 1.26 (iii)),
u(D) est contenu dans (u(D+))+, avec égalité par argument de dimension. Fixons-nous une
croix orthogonale Cy. Comme toute droite d’une croix orthogonale est 'intersection des
n — 1 hyperplans orthogonaux aux autres droites de cette croix, le groupe GG envoie la croix
orthogonale Cj sur une autre croix orthogonale. Puisque le groupe SO(F) agit transitive-
ment sur les croix orthogonales par 'assertion (1), et puisque G est un groupe qui contient
SO(FE), quitte & précomposer u par un élément de SO(E), nous pouvons supposer que u
fixe la croix orthogonale Cp. Dans une base orthonormée positive (ey,...,e,) de vecteurs
de la croix orthogonale Cj, la matrice de u est donc diagonale. Soient A1,..., A\, € R—{0}
ses coefficients diagonaux. Nous avons 1'égalité ey A -+ A e,—1 = e, (voir la proposition

85



1.26 (iv)), ainsi que ses permutations cycliques. Nous avons donc

Anen = uley) =uler A+~ Nep—1) =uler) A+ Au(ep—1)
= ()\1--')\n—1) eitN---Nep_1= ()\1...)\n_1)6n .
Donc A1... -1 = A, et de méme par permutations cycliques. En prenant les rapports
des équations consécutives, ceci montre que A2 = --- = A2, donc que les \; sont des

racines de l'unité. Puisqu’elles sont réelles, elles ne peuvent étre que +1. Donc u € O(E)
et detu = A1...\p_1A, = A2 = 1. Ceci montre que u € SO(E).
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3 Groupes unitaires définis positifs

Dans cette partie, le corps de base est C, muni de son automorphisme involutif de
corps z — z. Soient n € N et E un espace hermitien de dimension n, de forme quadratique
hermitienne (de signature (0,n)), de norme et de produit scalaire notés respectivement g,
x> ||z] et (z,y) — (z,y). Une référence générale pour cette partie est [MT].

3.1 Propriétés de transitivité

Appelons suite orthonormée dans E une suite finie (z1,...,zx), ot k € N, d’éléments
de F, de norme 1 et deux & deux orthogonaux.

Proposition 3.1. Pour tout k = 0,...,n, laction diagonale de U(q) sur l’ensemble des
suites orthonormées a k éléments de E est transitive, et simplement transitive si k = n.
Si k < n, laction de SU(q) sur l'ensemble des suites orthonormées a k éléments de E
est transitive.
Pour tout k = 0,...,n, le groupe SU(q) agit transitivement sur l’ensemble des sous-
espaces vectoriels de E de dimension k.

En particulier, I'action de U(n) sur la sphére unité
Son_1 = {(21, .. .,Zn) eC": ’Z1|2 + ... ’Zn|2 = 1}

de l'espace hermitien standard C™ est transitive, ainsi que celle de SU(n) si n > 2. Par
contre SU(1) est trivial, donc n’agit pas transitivement sur le cercle S;.

Démonstration. La derniére affirmation lorsque & < n découle de I'avant-derniére, en
prenant des bases orthonormées. Elle est immédiate lorsque k = n.

Il est immédiat que I'image d’une suite orthonormée de E par un élément de U(n) est
encore une suite orthonormée. Puisque I'action de GL(F) sur I'ensemble des bases de E est
simplement transitive, et puisqu’étre une isométrie de ¢ se vérifie sur les couples de vecteurs
de n’importe quelle base de E, 'action de U(g) sur 'ensemble des bases orthonormées est
simplement transitive.

Toute suite orthonormée & k éléments se compléte en une base orthonormée de FE,
en lui concaténant une base orthonormée de son orthogonal. Donc l'action de U(g) sur
I’ensemble des suites orthonormées a k éléments est transitive. Si k < n, il est possible de
modifier Paction d’un élément g € U(q) sur le dernier élément d’une base orthonormée par
un nombre complexe de module 1 pour obtenir un élément de SU(g) qui coincide avec g
sur les n— 1 premiers éléments. Ceci montre que l'action de SU(q) sur l'ensemble des suites
orthonormeées a k éléments est transitive si k < n. 0

3.2 Centre et partie génératrice des groupes unitaires
Notons U = (S, x) le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1, et
fin = {e¥™/™ -k =0,...,n—1}

le sous-groupe (fini et isomorphe & Z/nZ) de U des racines n-émes de 'unité.
Pour tout ¢ € U et pour toute droite vectorielle D de F, il existe un et un seul élément
sp,¢c de U(q) tel que la restriction de sp ¢ a 'orthogonal de D soit 'identité, et la restriction
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de sp ¢ a D soit (idp. Un tel élément est appelé une réflexion complexe 68 Elle est triviale
(c’est-a-dire égale a l'identité) si et seulement si ( = 1. Son déterminant est égal a (.
Notons que l'inverse d’une réflexion complexe est encore une réflexion complexe :

-1
SD:C = SD,C*1 .

Exercice E.26. Montrer qu’une réflexion complexe non triviale de E est une application
de la forme p : x — x — 7(x)r ot 7 est une forme linéaire non nulle et r un vecteur non
nul tel que 1 — 7(r) soit un élément de U — {1}. Le couple (r,7), bien déterminé modulo
multiplication du premier élément par un scalaire non nul et division du second élément
par le méme scalaire, est appelé le couple des racines et coracines de p.

Théoréme 3.2. (1) Le centre de U(q) est Z(U(q)) = {\id : X € U}.
(2) Le centre de SU(q) est Z(SU(q)) = {A\id : X € un}.

(3) Tout élément de U(q) est produit d’au plus 2n réflexions complezes.

Démonstration. (1) L’inclusion {\id : X € U} C Z(U(q)) est immédiate, car nous
avons (\id)*(\id) = |A\|?id = id si A € U.

Soit u € Z(U(q)). Pour toute droite vectorielle D de E, notons sp = sp,_1 1'unique
endomorphisme linéaire de F valant id sur l'orthogonal de D, et —id sur D. Alors nous
avons sp € U(q), et par unicité, nous avons vospov™! = Sy(p) pour tout v € U(q). Donc
u(D) = D. Un automorphisme linéaire qui préserve toutes les droites étant une homothétie,
et le déterminant d’un élément de U(g) étant de module 1 (voir la ligne qui suit la formule
(15)), nous avons u € {\id : A € U}.

(2) Montrons que Z(SU(q)) = Z(U(q))NSU(g). Comme nous avons Z(U(q))NSU(q) =
{Aid : X € u,} par assertion (1), le résultat en découle.

L’inclusion Z(U(q)) N SU(q) C Z(SU(q)) est immédiate. Si v € U(g), soit A € U une
racine n-éme de son déterminant (qui est non nul). Alors v = (A id)v’ avec v’ = $v € SU(q).
Donc un élément qui commute avec tous les éléments de SU(q), puisqu’il commute aussi
avec les homothéties, commute avec tous les éléments de U(q), ce qu'il fallait démontrer.

(3) Soit u € U(qg). Notons F,, = {x € E : wu(x) = x} le sous-espace vectoriel des
points fixes de u. Montrons par récurrence sur la codimension p, = n — dim F,, de F,, que
u est une composition d’au plus 2p, réflexions complexes. Comme p,, < n, cela montre le
résultat.

Si py = 0, alors u = id et la convention sur les produits vides conclut. Sinon, soient
r € F- — {0} et y = u(x). Alors y € F;- car u est unitaire et F, est stable par u (voir la
remarque (1) de la partie 1.5).

Notons ¢ € U un élément tel que (z,y) = (|(z,y)|. Il est unique si = et y ne sont pas
orthogonaux, et n’importe quel élément de U convient sinon.

Si ¢ = (y, alors en notant 7 la réflexion complexe sc; ¢ fixant I'hyperplan orthogonal
a x et valant ¢ id sur la droite engendrée par z, nous avons u o 7(x) = u(¢x) = (y = x.
Donc F,, contient = et F, car x € FuL Donc pyor < pu. Par récurrence, il existe donc
des réflexions complexes pi,...,pr avec k < 2p;o, telles que uo 7T = p; o--- 0 pr. Donc
w=p1o---0ppo7 ! est un produit d’au plus 2p,o, + 1 < 2p, réflexions complexes.

68. La terminologie est litigieuse car c’est une involution si et seulement si ¢ € {—1,+1}.
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Sinon, x — Cy # 0. Notons 7/ = SC(z—cy),—1 1a réflexion complexe fixant I'hyperplan
orthogonal & z — (y et valant —id sur la droite engendrée par x — (y. Cet hyperplan
contient F, car x,y € F,j-, et il contient = + (y car

(z+ Cy,z — Cy) = ||zl + ¢ (o y) — C () — lyll? = €12 K, )| — €12 (=, y)| = 0.

La réflexion orthogonale 7’ envoie y sur ¢!z, en prenant la différence des deux égalités
7' (z+Cy) = z+Cy et 7' (x—Cy) = —(x—Cy). Donc 7/ou envoie z sur (~'z. Notons 7 = scy. ¢,
qui envoie {1z sur . D’0olt Froroy, qui contient F, et x ¢ F,, est de codimension p;or/oy
strictement inférieure a celle de F},. Par récurrence, il existe donc des réflexions orthogonales

P1,- .., P avec k < 2proy telles que Tor ou = pro---opy. Doncu = (7/)"Lor"topio---op
est un produit d’au plus 2p,or70y + 2 < 2p, réflexions orthogonales.
Puisque p,, < n, 'assertion (3) en découle. O

3.3 Classification a conjugaison prés des transformations unitaires

Le résultat suivant est ’analogue du théoréme 2.4. 11 dit en particulier que tout élément
de U(n) a ses valeurs propres de module 1 et est diagonalisable en base orthonormée. Ceci
est un cas particulier du fait que u € U(n) commute avec u* = u~!, donc est normal (voir
le théoréme 1.13).

Proposition 3.3. Tout élément de U(n) est conjugué dans U(n) a un élément de la forme

etr 0
Dl,---.0,)=1 0 . 0
0 0 eitn

ot 01, 0, € R.

Remarque. Un tel élément appartient & SU(n) si et seulement si 61+ --+6, = 0 mod 2.
Deux éléments de U(n) (respectivement SU(n)) sont conjugués dans U(n) (respectivement
SU(n)) si et seulement s’ils sont les mémes 6y, - - - , 6, modulo 27 et permutations.

Démonstration. Nous ne donnons une démonstration que parce que la répétition est une
méthode pédagogique éprouvée.

Soient A € C une valeur propre d’'un élément u € U(n) et x un vecteur propre non nul
associé. Nous avons

Mlel® = (ul@), 2) = (o, (@) = (@0 @) = (w5 0) = 3 P
Donc |\ = 1.

Montrons par récurrence sur n que u est diagonalisable en base orthonormée. Si n = 1,
le résultat est vrai. Si n > 2, pour tout vecteur propre non nul x de u, U'hyperplan ' est
stable par u (voir la remarque (1) de la partie 1.5), et la restriction de u a z est encore
unitaire. Le résultat en découle par récurrence, et par concaténation de bases orthonormeées.

g
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3.4 Sur l’application exponentielle des matrices

Notons K le corps des nombres réels R ou le corps des nombres complexes C, muni de
sa valeur absolue usuelle |- |. Un outil essentiel pour la partie 3.5 est celui de I’exponentielle
des matrices réelles ou complexes, dont nous rappelons les propriétés.

Soit n € N —{0}. L’application ezponentielle des matrices exp : .4, (K) — GL,,(K) est
définie (voir juste ci-dessous l’assertion (1) de la proposition 3.4) par

L ok
X = expX = Z il X"
keN
Nous résumons ses propriétés dans le résultat suivant.

Proposition 3.4.

(1) La série Y oy X" converge normalement® dans 4, (K) (pour n'importe quelle
norme d’algébre sur 4, (K)).

(2) Pour tous les X,Y € #,(K), si XY =YX, alors
exp(X+Y)=expX expY

et en particulier exp X est inversible, d’inverse (exp X)~! = exp(—X).

(3) Pour tous les A1, ..., Ay, € K, nous avons
A 0 eM 0
exp = .
0 An 0 et
Plus généralement, si T € #,(K) est triangulaire supérieure de coefficients diagonauz
Ay -y A, alorsexp T est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux e, ..., e .
69. Rappelons les propriétés suivantes (voir par exemple [Car]). Une série Y x, de terme général z,

pour n € N dans un espace vectoriel normé réel ou complexe E (de norme notée || ||) est dite normalement
convergente si la série & termes positifs ou nuls ) ||z, || converge. Si E est complet et si Yz, est une série
normalement convergente, alors la suite (_;_; x)nen est convergente dans E, vers une limite appelée la
somme de la série et notée )\ Tn, qui vérifie

|5

neN

<Y llzall -
neN

Une algeébre normée A sur K (réelle ou complexe) est une algébre sur K munie d’une norme || || telle que
pour tous les z,y € A, nous ayons
Tzyll <=yl

Une série entiére dans A est une série Y a, 2" de terme général a,, " pour n € N, avec a,, € K et z € A.
Son rayon de convergence (normale) r € [0, +00] (avec les conventions usuelles pour 0 et co) est la borne
supérieure des p > 0 telle que la série Y an 2™ converge normalement pour tout x dans la boule ouverte
B(0, p) de centre 0 et de rayon B(0,p). Si A est une algébre de Banach (c’est-a-dire une algébre normée
compléte, par exemple une algébre normée de dimension finie, auquel cas toutes les normes (d’algébre)
sont équivalentes) et si > an 2™ est une série entiére de rayon de convergence r strictement positif, alors
I'application f de B(0,r) dans E définie par &+ ), -y an " est de classe C*°. De plus, pour tout k € N,

cette application admet un développement limité a ’ordre k en 0 donné par f(z) = 25:1 an ™ +O(zF ).
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(4) Pour tout X € #,(K), nous avons
flexp X) = exp('X)
et si K=C, alors
expX =exp X et (expX)" =exp(X")
De plus, si P € GL,(K), alors
P(exp X)P~! = exp(PXP7!).

(5) Pour tout X € A, (K), en notant tr X =" | a;; la trace de X = (ai;)i<i j<n, nOUS
avons
det(exp X) = e** % .

(6) L’application exp est de classe C* (entre deux ouverts de K”Z). De plus la différentielle
de exp en la matrice nulle 0 de #,(K) est Uapplication identité de A, (K) :

dexpo = id//[n(]K) .

Donc exp est un C*®-difféomorphisme d’un voisinage ouvert de 0 dans 4, (K) dans
un voisinage ouvert de la matrice identité I, dans M, (K).

(7) Appelons sous-groupe a un parameétre de GL,(K) toute application de classe C*° de
R dans l'ouvert GL,(K) qui est aussi un morphisme de groupes.® L’application de
M (K) dans lensemble des sous-groupes a un parametre de GL, (K), qui a X € 4, (K)
associe 'application

t — exp(tX)

est une bijection.

(8) Soit Ad : GL,(K) — GL(A4,(K)) le morphisme de groupes défini par
Ad:xr—>{Adx:X|—>mXx71}.
Soit ad : M, (K) — End(4,(K)) Uapplication linéaire définie par
ad: X — {ad X : Y —» XY -YX} .
Alors Uapplication Ad est C*°, et sa différentielle en la matrice identité est
dAd;, =ad .
De plus, pour tout X € M,(K), nous avons
Ad(exp X) = exp(ad X) .

(9) Pour tout X € #,(K), la différentielle dexpy de l'application exponentielle en X est

tnversible st et seulement si X n’admet pas de valeurs propres complexes \ et p telles
que A — p € 2inZ — {0}.

70. En fait, tout morphisme de groupes continu de R dans GL, (K) est automatiquement de classe C*°,
voir par exemple | , Coro. 5.22].
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Démonstration. (1) Rappelons que .#,(K) est une algébre sur K de dimension finie. En

notant || - || la norme usuelle sur K" (de sorte que ||v|* = Y_7_, |vg|> pour tout vecteur
v=(v1,...,v,) dans K"), soit || - || la norme d’opérateur sur .#,(K), définie par
IXl=sup [ Xv]
veKn, |lv]|<1

pour tout X € #,(K), en identifiant tout v € K™ avec le vecteur colonne de ses coor-
données. La propriété cruciale de sous-multiplicativité (|| XY || < ||X] [|[Y|| pour tous les
X,Y € #,(K)) de la norme d’opérateur montre la convergence normale de la série entiére
exp X dans toute I'algébre de Banach ., (K), avec de plus

lexp(X)| < el*I.

Les propriétés (2) a (4) sont élémentaires. La démonstration de la premiére est for-
mellement la méme que dans le cas de l'application exponentielle de R dans R, et jus-
tifiée par la commutativité des matrices. Mais on prendra bien garde que la formule
exp(X +Y) = expXexpY n'est en général pas correcte sans I'hypothése que X et Y
commutent. "' Une démontration soigneuse de la propriété (4) pour justifier le passage a la
limite utilise la continuité (par la linéarité) de application de ., (K) dans ., (K) définie
par X — P X P! pour tout P € GL,(K).

Notons que le déterminant et la trace sont invariants par conjugaison, puisque det est un
morphisme de groupes (nous avons det(xy) = det(x) det(y) pour tous les z,y € #,(K))
a valeurs dans un groupe abélien et que tr(zy) = tr(yx) pour tous les x,y € #,(K).
L’assertion (5) se montre alors en trigonalisant " (sur C) la matrice X et en utilisant les
assertions (3) et (4). En effet, puisque C est algébriquement clos, il existe P € GL,(C) et
T € .#,(C) triangulaire supérieure telle que X = PT P~1, de sorte que

det(exp(X)) = det(exp(P T P~1)) = det(P exp(T) P~1) = det(exp(T)) = e = et X |

Les deux premiéres affirmations de l'assertion (6) sont élémentaires par ’expression en
tant que série entiére de l'application exponentielle, et la derniére découle du théoréme
d’inversion locale. ™

Montrons l'assertion (7), qui dit en particulier que les sous-groupes a un paramétre de
GL,,(K) sont exactement les applications ¢ — exp(tX) pour X € .4, (K).

71. Par exemple, si X = (8 (1)) et Y = <8 (1)) (qui ne commutent pas), alors nous avons

(X +1)= (5 €)% (5 1) = ew(0) explr)

72. Une base d’un espace vectoriel V' trigonalise un endomorphisme de V' si la matrice de cet endomor-
phisme dans cette base est triangulaire supérieure.
73. Nous renvoyons par exemple a [Ave, , | pour une démonstration du résultat suivant.

Théoréme 3.5. (Théoréme d’inversion locale) Soient E et F' deux espaces vectoriels normés réels de
dimension finie, U un ouvert de E, k un élément de (N—{0})U{oo} et f : U — F une application de classe
C*. Si, en un point x de U, la différentielle df, : E — F est bijective, alors il existe un voisinage ouvert V
de x contenu dans U, et un voisinage ouvert W de f(x), tels que f : V — W soit un C*-difféomorphisme.
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Par lassertion (2) pour la propriété de morphisme de groupes, par le théoréme de
dérivation des applications composées, appliqué & I’application ¢t — t X linéaire donc C*
et Papplication exp de classe C* par I'assertion (6), il est immédiat que ¢ — exp(tX) est un
sous-groupe a un paramétre de GL,, (K) pour tout X € .4, (K). Réciproquement, soit ¢ un
sous-groupe & un paramétre de GL,,(K). Posons X = $|t:0g0(t), qui appartient a ., (K).

En dérivant en s = 0 I’équation p(t+s) = ¢(t)¢(s), nous obtenons Cg—f(t) = ¢(t)X. L'unique
solution de cette équation différentielle linéaire du premier ordre telle que ¢(0) = I, est

t — exp(tX).

Montrons I'assertion (8). L’application ¢ : z — =1 de GL,(K) dans GL,(K) est C*,
car par la formule donnant I'inverse, les coefficients de ! sont des fractions rationnelles
en les coefficients de x de dénominateur ne s’annulant pas. Comme 'application ® de
My(K) x M, (K) dans 4, (K) définie par (z,y) — zy est bilinéaire, donc de différentielle
en (I, I,) égale a (X,Y) — X + Y, et puisque ®(z,:(z)) = e pour tout = € 4,(K), la
différentielle de ¢ en I,, est

diy, = — ld///n(K) .

L’application de .#,(K) x ., (K) dans End(.#,(K)) définie par (z,y) — {Z — xzZy}
est bilinéaire donc C*°. En particulier, sa différentielle en (I, I,) est égale a I'application
(X,Y) = {Z— XZ+ ZY}. Le calcul de la différentielle d Ady,, qui est une application
de #,(K) dans End(.#,(K)), s’en déduit, par le théoréme de dérivation des fonctions
composeées :

dAd;, (X)={Z v XZ + Zdu,(X)} ={Z— XZ — ZX} .

L’application Ad : GL,(K) — GL(.#,(K)) est donc un morphisme de groupes et une
application C*°. Donc les applications ¢ — Ad(exp(tX)) et t — exp(tad X) sont deux
sous-groupes a un paramétre de GL(.#,(K)). Leur dérivée en t = 0 est respectivement
d Ady, odexpy(X) et ad X. Nous avons d exp, = id_4, (k) par I'assertion (6) et d Ad;, = ad
par ce qui précéde. Donc ces deux sous-groupes & un paramétre ont méme dérivée en t = 0.
Par l'assertion (7), ils sont donc égaux, ce qui montre le résultat en les évaluant en ¢t = 1.

Pour démontrer 'assertion (9), nous commencons par un lemme calculant la différen-
tielle de I’exponentielle en un élément quelconque X de ., (K). Pour tout endomorphisme
u d’un espace vectoriel réel V' de dimension finie, notons ©(u) = id_% la valeur de
la série (normalement convergente pour n’'importe quel choix de norme sur End(V'), par
exemple la norme d’opérateur)

id—expu Z 1 n
—_— - U .
|
u = (n+1)!

Pour tout Y € .#,(K), notons Ly l'élément de End(.#,(K)) défini par Z — Y Z.

Lemme 3.6. Pour tout X € #,(K), nous avons

id — exp(—ad X)

dexpy = Lexp x © X

Démonstration. Remarquons que I'application Y +— Ly de ., (K) dans End(.,(K))
est linéaire et que si Y est inversible, alors Ly est inversible, d'inverse Ly 1.

93



Soit X € A, (K). Puisque (Lexp x) ™" = Lexp x)-1 = Lexp(—x), il s’agit de montrer que
pour tout Y dans ., (K), nous avons

exp(—X) dexpx(Y) =0(—ad X)(Y) .
Notons fx : R — End(.#,(K)) l'application C* définie par
fx s {Y s sexp(—sX) dexp,x(Y)} .

Soient s,t € R. En dérivant par rapport & X I’équation exp((s+1t)X) = exp(sX) exp(tX),
nous obtenons par bilinéarité, pour tout Y dans ., (K),

(s +t)dexp(sipx(Y) = sdexp,x (V) exp(tX) + texp(sX) dexp,x (V) .

En multipliant & gauche par la matrice exp(—(s +t)X), nous avons, en utilisant les asser-
tions (2) et (8),

fx(s+1t) =exp(—tX) fx(s)exp(tX) + fx(t) = Ad(exp(—tX)) o fx (s) + fx(t)
=exp(ad(—tX)) o fx (s) + fx(t) = exp(—tad X) o fx (s) + fx(t) .

En dérivant cette équation par rapport a ¢ en ¢t = 0, et comme fx'(0) = dexp, = id par
'assertion (6), nous obtenons

fx'(s) =id—ad X o fx(s) .

Il est facile de vérifier que 'application s — s©O(—s ad X) est aussi une solution de cette
équation différentielle linéaire du premier ordre, dont la valeur en s = 0 est 0 = fx(0).
Par unicité, nous avons donc fx(s) = sO(—s ad X) pour tout s € R. En prenant s =1, le
résultat en découle. n

Revenons maintenant & la démonstration de ’assertion (9). Si (e1,...,en) est une
base de C" trigonalisant X, alors la base (E;;)i1<i j<n (ordonnée en mettant bout a bout
les lignes de cette matrice) de End(C") associée a (ey,...,ey,) trigonalise ad X. Donc si
Al,..., Ap sont les valeurs propres complexes de X, alors les A; — Aj pour 1 <4, 5 < n sont
les valeurs propres complexes de ad X, et les valeurs propres complexes de W

X=X
sont 1 si X admet une valeur propre complexe de multiplicité au moins 2 et les %
i Aj

1—exp(—ad X)

pour les valeurs propres distinctes A; et A;. En particulier, —— 35— est inversible si
et seulement si la différence de deux valeurs propres distinctes de X n’est pas un multiple
non nul de 2iw. Le résultat découle alors du lemme 3.6. g

Donnons quelques notations qui seront utiles dans cette sous-partie et la suivante. Soit

n € N—{0}.

Rappelons que Sym,, = Sym,,(R) = {X € #,(R) : 'X = X} est le sous-espace
vectoriel réel de .#,(R) (muni de n’importe quelle norme) formé des matrices symétriques.
Notons Sym I+ I'ouvert ™ de Sym,, formé des matrices symétriques définies positives (c’est-
a~dire dont la forme quadratique associée est définie positive).

74. L’application qui & une forme quadratique ¢ sur R” associe mingcs, , ¢(z) (ou de maniére équiva-
lente, qui & une matrice symétrique A, associe min{ *XAX : X € S,,—1}) est bien définie et continue par
compacité de S,,—1. De plus, ¢ ou A sont définies positives si et seulement si cette fonction est strictement
positive, ce qui est une condition ouverte. Dans la littérature, en particulier agrégative, cet ouvert Sym;+
est souvent noté .7, T (R), voire .7, .
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Rappelons que Herm,, = Herm,(C) = {X € #,(C) : X* = X} est le sous-espace
vectoriel réel de .#,(C) (muni de n’importe quelle norme) formé des matrices hermitiennes.
Notons Herm,!* I'ouvert ™ de Herm,, formé des matrices hermitiennes définies positives
(c’est-a-dire dont la forme hermitienne associée est définie positive).

L’exercice suivant montre d’une autre maniére que les sous-espaces topologiques Sym '

n
et Herm,! ™ sont ouverts dans Sym,, et Herm,, réciproquement.

Exercice E.27. (Critére de Sylvester) Soit A = (a;;)i1<ij<n une matrice n x n symé-
trique réelle ou hermitienne complexe. Montrer que A est définie positive si et seulement
st ses mineurs principaux det ((ai7j)1§,;7j§k) pour k =1,...,n sont strictement positifs.
Proposition 3.7. Soit n € N — {0}.

(1) L’application exp : Sym,, — Sym;' ™ est un C*-difféomorphisme.

(2) L’application exp : Herm,, — Herm !t est un C*-difféomorphisme.

(3) II existe un et un seul C*-difféomorphisme noté x +— /& de Sym,}™ (respectivement
Herm,t ) dans lui-méme tel que (/2 )? = z pour tout x dans Sym;t (respectivement

Herm, " ).
0 *x =
(4) Notons Nil,, = { 0 . % } le sous-espace vectoriel sur K de #,(K) formé des
0 0 O
1 * %
matrices nilpotentes © triangulaires supérieures. Notons Uni, = { 0 . = }
0 0 1

le sous-espace affine”” de My (K) formé des matrices unipotentes ® triangulaires su-
périeures. L’application exp : Nil,, — Uni,, est un C*°-difféomorphisme.

(5) Notons Ay, la partie de M, (K) formée des matrices nilpotentes, et U, la partie de
Mn(K) formée des matrices unipotentes. Alors Uapplication E,, : Ny, — U, définie

75. L’argument est presque le méme que celui de la note de bas de page précédente. Cet ouvert Herm; ™+

est parfois noté 2, .
76. c’est-a-dire dont une puissance est nulle, voir I'exercice ci-dessous pour des caractérisations.

Exercice E.28. Soient n € N— {0}, k un corps de caractéristique nulle et N € My (k). Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes.

e La matrice N est nilpotente.
e Toutes les valeurs propres de N dans une cléture algébrique de k sont égales a 0.
e Le polynome caractéristique det(X I, — N) de N est égal a X™.

o [l existe m € {1,...,n} tel que le polynéme minimal unitaire de N soit égal ¢ X™.

77. car Uni, = I, + Nil,
78. c’est-a-dire dont la différence avec 'identité est nilpotente, voir ’exercice ci-dessous pour des carac-
térisations.

Exercice E.29. Soient n € N — {0}, k un corps de caractéristique nulle et U € .y, (k). Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes.

e La matrice U est unipotente.
e Toutes les valeurs propres de U dans une cloture algébrique de k sont égales a 1.
e Le polynome caractéristique det(X I, —U) de U est égal a (X —1)".

o [l existe m € {1,...,n} tel que le polynéme minimal unitaire de U soit égal a (X — 1)™.
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par X — Ek 0 Lo Xk est un homéomorphisme, d’inverse lapplication Ly, : Uy — Ny,
définie par X — Zk:l )Hl (X — I,)*.

Démonstration. (1) Il suffit de remplacer (C, z — %) par (R,id), ainsi que le corollaire
1.15 (2) par le corollaire 1.17 (2), dans la démonstration de I’assertion (2) ci-dessous.

(2) L’application exp : Herm,, — Herm " est bien définie, car (expz)* = exp(z*) et
si « € Herm,,, alors x est a valeurs propres réelles et diagonalisable en base orthonormée
(voir le corollaire 1.15 (2)), donc il existe un élément P € U(n) et une matrice diagonale
réelle D tels que x = PDP~! donc expz = P(exp D)P~! € Herm .

L’application exp : Herm,, — Herm '™ est surjective, car si y € Herm, ", alors par le
corollaire 1.15 (2), il existe un élément P € U(n) et une matrice diagonale & coefficients
diagonaux strictement positifs D, tels que y = PD, P~ et siz = P(In D, )P~ ouln D,
est la matrice diagonale de coefficients diagonaux les logarithmes des coefficients diagonaux
de D, alors y = expx.

L’application exp : Herm, — Herm; ™ est injective, car si z € Herm,, alors toute
base qui diagonalise exp z diagonalise z et réciproquement. Donc si z, 2’ € Herm,, vérifient
expx = exp(a’), alors z, 2’ sont simultanément diagonalisables en base orthonormée donc
x = PDP'eta’ = PD'P~! avec P ¢ U( ) et D, D" diagonales réelles. Comme D =
InexpD = Inexp D’ = D', nous avons z = 2.

L’application exp : Herm, — Herm,'™ est donc une bijection de classe C* entre
deux ouverts de l'espace vectoriel réel Herm,, de dimension finie. Les valeurs propres des
éléments X de Herm,, sont réelles (et donc la différence de deux d’entre elles ne peut étre un
multiple entier non nul de 2i7). Donc la différentielle d expy de exp en tout élément X de
Herm,, est injective par la proposition 3.4 (9). Par conséquent, ’application linéaire d exp y
est bijective de Herm,, dans Herm,,. Par le théoréme d’inversion locale 3.5, 'application
exp : Herm,, — Herm! ™ est donc un C*-difféomorphisme local bijectif, donc un C°°-
difféeomorphisme.

(3) 11 suffit de poser

Vi = exp (£

5 exp_l(x)) .

(4) et (5) Notons que Nil,, est un sous-espace vectoriel de .#,,(K) stable par multipli-
cation et que Uni, = I, + Nil, est un sous-espace affine de .#,,(K), qui est de plus un
sous-groupe de GL,,(K). En particulier, il est possible d’effectuer du calcul différentiel sur
Nil,, et Uni,.

Notons en remarque préliminaire que .4;, est stable par combinaisons linéaires de ses
matrices commutantes (si X et Y commutent et sont nilpotentes d’ordre p et g, alors "’

79. Soient E un espace vectoriel (pas forcément de dimension finie) sur un corps commutatif & (quel-
conque), et u,v € Z(FE). Si u et v sont nilpotents, soient m,n € N tels que v™ =0 et v™ = 0. Si u et v
commutent, alors la formule du binéme montre que

n+m

u+ U 7L+m § : an uk n+m—=k

ot ax € N. Pour tout k = 1,...,n + m, nous avons k > m (auquel cas u* = 0) ou n +m — k > n (auquel
cas " TR = 0), et donc dans les deux cas uwFo™t™=k = 0. Donc u+ v est nilpotent, d’ordre de nilpotence
au plus n + m.

.. . . 0 1 .
Voici un contre-exemple sans ’hypothése de commutation. La matrice (1 0) est somme des matrices
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leur somme X + Y est nilpotente d’ordre au plus p + ¢), et par multiplication de ses
matrices commutantes (si X et Y commutent et sont nilpotentes d’ordre p et ¢ alors XY
est nilpotente d’ordre au plus min{p, ¢}).

Nous avons y € Uni,, (respectivement y € %,) si et seulement si y — I,, € Nil,, (respec-
tivement y — I, € A;,). Pour tout x € Nil,, (respectivement = € .4;,), nous avons zF =0
pour tout £ > n, donc expx = ZZ;S % k=1, + Zz;% % zF appartient a Uni, (res-
pectivement %) car ZZ;% % z* appartient a Nil,, (respectivement .4;,) par la remarque
préliminaire.

Notons In : %, — #,(K) l'application y ZZ;% (_1]);“ (y — I,)*, qui est & valeurs
dans .47, par la remarque préliminaire, en remarquant qu’elle envoie Uni,, dans Nil,,. Alors
In et exp sont continues, et de classe C* en restriction a Uni, et Nil, respectivement, car

polynomiales en les coefficients.
Considérons les polynomes réels

n—1 n—1, \k+1
En(X) = Z% XF et Ly(X) =Y (1]2 (X — 1)F
k=0 k=1

en la variable X. Puisque les applications réelles exp : R — ]0,+o0] et In :]0,400] — R
sont inverses I'une de 'autre et ont les développements limités bien connus en 0 et en 1 &
lordre n, les applications polynomiales réelles associées a F,, et L,, vérifient les propriétés
asymptotiques Ey, (L, (t)) —t = O((t — 1)") quand t — 1 et L, (E,(t)) —t = O(t") quand
t — 0. Donc les polynémes réels E, (L, (X +1)) — (X +1) et L, (E,(X)) — X, qui ont un
zéro d’ordre n en 0, sont divisibles par X". En passant aux polyndémes d’endomorphismes,
il en découle que Inoexp vaut l'identité sur Nil,, (respectivement .4;,) et que expoln vaut
'identité sur Uni,, (respectivement %,,). O

Remarques. (1) Notons que vV PrP~! = P/zP~! pour tous les x € Herm,' " et P € U(n)
(respectivement x € Sym,}'™ et P € O(n)), et que

A 0 VA1 0

0 An 0 Vn
pour tous les Ay,..., A, > 0.
(2) De méme,
exp:{r € Sym, : tr x =0} = {r € Sym} " : detx = 1}

et
exp : {z € Herm,, : tr 2 =0} — {2 € Herm,/ T : detz = 1}

sont des homéomorphismes.

Exercice E.30. Soit K =R ou K =R, et soit n € N — {0}.

. 1 . .
nilpotentes (8 0) et (O 0) mais n’est pas nilpotente (ses valeurs propres sont +1).

1 0)’
80. En fait, ce sont des C*°-difféeomorphismes, lorsque ’on munit les images de leur structure de sous-
variété différentielle des ouverts Sym; ™t et Herm; ™t (voir par exemple | ], [Cha, Chap. 6], [Laf]).
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(1) Soient k,nq,...,ny € N—{0} et Ay € #,,(K),..., A € Ay, (K). Montrer que

A1 0 exp(Al) 0

0 oo Ak 0 N eXp(Ak)

(2) Pour tous les A, t € K, calculer exp Jy; puis exp Jy; ol

0 ¢ o ... 0 At 0O ... O
Joji = 0 et Jy:= 0
: .t : t
o ... ... ... 0 0 A

(3) Est-ce que lapplication exp : .#,,(C) — GL,(C) est injective ?

(4) Pour tout x € .#,(C), montrer que exp(x) = id si et seulement si x est diagonalisable
de valeurs propres dans 2i7Z.

(5) Est-ce que 'application exp : ., (R) — GL,(R) est injective ?

(6) Pour tout A € 4, (K), montrer que la matrice exp(A) appartient a 'anneau K[A] des

polynoémes en la matrice A.

Exercice E.31. Montrer que GL, (K) est sans sous-groupe arbitrairement petit. %!

Exercice E.32. (Propriétés de surjectivité de ’application exponentielle) Soit

n € N—{0}.

(1) Montrer que l'application exp : .#,(C) — GL,(C) est surjective. Pour ceci, pour
tout A € #,(C), noter C[A] 'anneau des polynomes en la matrice A, noter C[A]*
le groupe multiplicatif des polynomes en A inversibles dans ’anneau C[A], et montrer
successivement que
o C[A]* = C[A]NGL,(C),

e exp(ClA]) C 4],

e C[A]* est connexe par arcs,

o exp(C[A]) est ouvert dans C[A]*,
o exp(C[A]) est fermé dans C[A]*,
o exp(C[A]) = C[A]*.

(2) Montrer que l'application exp : .#,(R) — GL,(R) n’est pas surjective, que son image
est strictement contenue dans GL; (R) = {z € GL,(R) : detz > 0} si n > 2, et que
son image est exactement {22 : z € GL,(R)}.

81. Un groupe topologique est dit sans sous-groupe arbitrairement petit s’il existe un voisinage U de
I'identité tel que le seul sous-groupe contenu dans U soit le sous-groupe trivial. Un célébre théoréme de
Gleason-Yamabe dit qu'un groupe topologique localement compact sans sous-groupe arbitrairement petit
est un groupe de Lie réel. Par exemple, pour le lecteur ou la lectrice qui connait le corps des p-adiques Q,
pour p € N—{0,1} premier (voir par exemple [Ser]), le groupe topologique additif localement compact Q,
contient une base de voisinages de 1’élément neutre formée de sous-groupes compacts ouverts : il suffit de
prendre (p*Zy)ren (et de méme pour GL,(Q,) avec (ker @k)keN) ot i : GLn(Zp) = GLn(Zp/(p"Zyp)) est

le morphisme de groupes de réduction modulo p*Z, des coefficients des matrices de GLy, (Zp).
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(3)

Montrer qu’'un élément A de GL,,(R) appartient & I'image de ’application exponentielle
exp : My (R) = GL,(R) si et seulement si, pour tous les A € | —o0,0[ et k € {1,...,n},

A1 0

le nombre de blocs de Jordan Ji(\) = R de A de taille k£ x k et de
o
0 A

valeur propre A, dans la décomposition de Jordan de A sur C, est pair.

Montrer qu’un élément A de SL, (R) appartient & I'image de I’application exponentielle
exp : 5l (R) = {x € #,(R) : trz =0} — GL,(R)

si et seulement s’il appartient a I'image de exp : ., (R) — GL,(R).

Montrer que 'application
exp :so(n) = {zx € #,(R) : 'z +2=0} — SO(n)

est surjective.

Montrer que 'application
exp:u(n) ={z € #,(C) : z*+2=0} — U(n)

est surjective.

Montrer que 'application
exp:su(n) ={zx € #4,(C) : 2" +2=0, trz =0} — SU(n)

est surjective.

Montrer que 'application
exp : 5la(C) = {x € #>(C) : trax =0} — SLy(C)

n’est pas surjective, et que son image est exactement {z € SLo(C) : (z+13)? # 0}. On
pourra montrer que si X € sl3(C) et si w est une des deux racines carrées complexes
de —det X, alors exp X = (coshw) Iy + % X.

Montrer que I'application
poexp :sl,(C)={z e #,C) : trx =0} — PSL,(C)

ou p : SL,(C) — PSL,(C) = SL,(C)/Z(SL,(C)) est la projection canonique, est

surjective.

Exercice E.33. Soit A € .#,,(C). Montrer que A est normale %2 inversible si et seulement
s’il existe une matrice B € ., (C) normale telle que A = exp B.

82. Rappelons qu’une matrice est normale si elle commute avec son adjointe.
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3.5 Décomposition polaire et topologie des groupes classiques

Une référence globale pour cette partie est [MT].

Notons K le corps des nombres réels R ou le corps des nombres complexes C, muni de
sa valeur absolue usuelle | -|. Nous munissons tout espace vectoriel sur K de dimension finie
de la topologie définie par n’importe laquelle de ses normes (elles sont toutes équivalentes,
et définissent aussi les mémes bornés).

Un groupe topologique est un groupe G muni d’une topologie rendant continues les
opérations de groupes, c’est-a-dire telle que I'application (z,y) + zy~! de G x G dans G
soit continue.

Par exemple, le groupe U des nombres complexes de module 1, muni de la topologie in-
duite de celle de C, est un groupe topologique compact connexe par arcs. Tout sous-groupe
de GL,(K), munie de la topologie induite de celle de K"Q, est un groupe topologique, car la
multiplication des matrices est polynomiale en les coefficients, et le passage a 'inverse des
matrices est une fraction rationnelle de dénominateur ne s’annulant pas en les coefficients.

Proposition 3.8. Pour tout n € N, les groupes topologiques
On)={zct,R): 'zx=1,} et Un)={xc #,(C): z*z=1,}
sont compacts.

Démonstration. Ils sont fermés, car définis par des équations continues (car polynomiales
sur R), et bornés, car leurs vecteurs colonnes sont de norme 1, dans les espaces vectoriels
de dimension finie .#,,(R) et .#,,(C) respectivement. O

Décomposition polaire de GL,,(R) et de GL,(C)

Soit n € N — {0}. Le résultat suivant permet de ramener I’étude des propriétés to-
pologiques des groupes linéaires & ceux des groupes orthogonaux et unitaires. Il dit en
particulier que pour tout A € GL,(C), il existe un unique couple de matrices (U, H) ou
U € U(n) est unitaire et H € Herm,' ™ est hermitienne définie positive tel que A = U H,
et pour tout A € GL,(R), il existe un unique couple de matrices (O, S) ot O € O(n) est
orthogonale et S € Sym,! " est symétrique définie positive tel que A =0 S.

Théoréme 3.9. (Décomposition polaire) L application de Herm;+ x U(n) dans GL,(C)
définie par (z,y) — xy est un homéomorphisme®® (appelé la décomposition polaire de
GL,(C) ), d’inverse z — (\/w,\/ﬁ_lx), ot x* = 'T est la matrice adjointe de x et
/ est Uapplication définie dans la proposition 3.7 (3).

L application de Sym;}* x O(n) dans GL,(R) définie par (z,y) — zy est un homéo-
morphisme®* (appelé la décomposition polaire de GL,(R) ), d’inverse l’application définie

par x — (Vzte,Vatz _l:c).

83. En fait, lorsque ’on munit (voir par exemple | |, [Cha, Chap. 6], [Laf]) U(n) de sa structure de

sous-variété différentielle de 'ouvert GL,, (C) de R2"2, la démonstration ci-dessous montre que la décom-
position polaire de GL,(C) est un C*°-difféomorphisme.

84. En fait, lorsque ’on munit (voir par exemple | |, [Cha, Chap. 6], [Laf]) O(n) de sa structure de
sous-variété différentielle de 'ouvert GL, (R) de R”Q, la démonstration ci-dessous montre que la décompo-
sition polaire de GL,(R) est un C*°-difféomorphisme.
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De méme, les applications de U(n) x Herm,! ™ dans GL,,(C) et de O(n) x Sym;' ™ dans
GL,(R), définies par (z,y) — xy, sont des homéomorphismes, dont les inverses sont les
applications = + (z vz*z _1, Vrrz) et z— (zV iz x _1, v/ tx ) respectivement.
Démonstration. Nous démontrons le premier résultat, le second étant analogue.

Les applications ¢ : (z,y) — zy et ¢ :  — (Vaz*, \/x?_lx) sont bien définies (en
effet zz* est hermitienne® définie positive®® pour tout z € GL,(C)), et continues (car
polynomiale en les coefficients pour la premiére et composée d’applications continues pour

la seconde, d’aprés la proposition 3.7 (3)). Il est immédiat que ¢ o 1) vaut l'identité de
GL,(C). Si z € Herm;t et y € U(n), alors

VEy) (@) = Valyy e = Va2 =z
Donc v o ¢ vaut 'identité de Herm,! ™ x U(n). 0

Corollaire 3.10. L’application de GLH(R) dans Sym; T définie par x — x 'z induit par
passage au quotient un homéomorphisme®”

GL,(R)/ O(n) ~ Sym,* .

L application de GL,(C) dans Herm}™ définie par x — xx* induit par passage au
quotient un homéomorphisme®

GL,(C)/U(n) ~ Herm; " .

Démonstration. Nous montrons le second résultat, le premier se démontre de maniére
analogue. Nous munissons ’ensemble quotient GL,,(C)/ U(n) pour I’action par translations
a gauche de U(n) sur GL,,(C) (définie par x + {y + yz =1} pour z € U(n) et y € GL,(C))
de la topologie quotient. B

La décomposition polaire montre que 'application 0 : x — x x* est bien définie, conti-
nue et surjective®. Pour tous les 2,5 € GL,(C) nous avons zx* = yy* si et seulement
si a7ty = y*(a*)7! = (z7y)*, clest-a-dire si et seulement si x~ 'y appartient a U(n), ou
encore si et seulement s'il existe z € U(n) tel que z = yz. Donc 6 passe au quotient en une
application 6 bijective de GL,,(C)/U(n) dans Herm; ", qui est continue par les propriétés
de la topologie quotient.

Notons 7 : GL,(C) — GL,(C)/U(n) la projection canonique, qui est continue par
définition de la topologie quotient. L’application réciproque de 6 est continue, car c’est
lapplication x — 7(y/x), ot  — +/z est I'application continue définie dans la proposition
3.7 (3). Donc 6 est un homéomorphisme. O

Application a la topologie des groupes classiques

Soit G est un groupe topologique (par exemple un sous-groupe de GL,(K), avec la
topologie induite).

85. car (za™)* = (z")*z" = xz”

86. car pour tout v € C™ (identifié au vecteur colonne de ses coordonnées), si (-, -) est le produit hermitien
standard de C", alors (xz*v,v) = (z*v,z*v) = ||z*v||?, qui est positif ou nul, et qui est nul si et seulement
si v = 0, c’est-a~dire si v est nul car z est inversible

87. En fait, lorsque I'on munit (voir par exemple [ ) GL,(R)/ O(n) de sa structure de variété diffé-
rentielle quotient, cette application est un C°°-difféomorphisme.

88. En fait, lorsque I’on munit (voir par exemple | ) GL,(C)/ U(n) de sa structure de variété diffé-
rentielle quotient, cette application est un C°°-difféomorphisme.

89. Ceci revient & dire que 'action de GL,,(C) sur Herm;* définie par = — {y — zyz*} ot x € GL,(C)
et y € Herm,' " est transitive.
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Proposition 3.11. L’ensemble moG des composantes connexes par arcs de G, muni de la
loi de composition interne qui aux composantes connexes par arcs de x € G et dey € G
associe la composante connexe par arcs de xy, est un groupe.

Démonstration. Cette loi est en effet bien définie, car pour tous les z,z’,y, vy’ dans G, si
a:[0,1] — G est un chemin continu de = a 2/ et 5 : [0,1] — G est un chemin continu de
y ay', alors t — «(t) B(t) est chemin continu de zy a z'y’.

Pour tout x € G, notons [z] la composante connexe par arcs de z dans G. Posons
[#]7! = [z7!], ce qui ne dépend pas du choix des représentants, car pour tous les z,y dans
G, si a:[0,1] = G est un chemin continu de x & g, alors t = «(t)~! est chemin continu de
r~tay~! La composante connexe [e] de 'élément neutre e de G est élément neutre dans
oG car [z][e] = [ve] = [z] = [ex] = [e][x]. L’associativité et le fait que [z]~! soit inverse
de x sont aussi immédiats par construction. O

Si Gg est la composante connexe par arcs de I’élément neutre de G, alors 'application
de G dans myG, qui & un point associe sa composante connexe par arcs, est un morphisme
de groupes surjectif par construction, de noyau Gg. Il induit donc par passage au quotient
un isomorphisme de groupes G/Gy ~ mG.

Corollaire 3.12. Soient n,p,q € N—{0}. Dans chaque ligne du tableau suivant, le groupe
matriciel de la colonne de gauche est homéomorphe a l’espace topologique produit de la
colonne centrale lorsqu’il est indiqué, et a pour groupe des composantes connexes par arcs
celui de la colonne de droite.

G décomposition polaire TG
GL,(R) O(n) x nlntl) 7.)27.
GL,(C) U(n) x R™ 1
SL.(R) | SO(n) x R™5-1 1
SL,(C) SU(n) x R™~1 1

O(n) 7/27
SO(n) 1
O(p,q) O(p) x O(q) x RP4 Z]27 x 7|27
SO(p,q) | S(O(p) x O(g)) x R Z[2Z
U(n) 1
SU(n) 1
U(p,q) | U(p) x U(g) x R 1
SU(p,q) | S(U(p) x U(q)) x R4 1

Dans le tableau ci-dessus, nous identifions O(p) x O(q) avec le sous-groupe de GL44(R)

diagonal par blocs

(

ﬁg)erO@%yEO@ﬁ,

dont I'intersection avec SLy;4(R) est notée S(O(p) x O(q)). Nous identifions U(p) x U(q)

avec le sous-groupe de GL,14(C) diagonal par blocs

(

32>:$€U@%y€U@ﬁ,
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dont I'intersection avec SLy44(C) est notée S(U(p) x U(q)).
Démonstration. Les deux premiers homéomorphismes

n(n+1) 2
2

GL,(R) ~ O(n) x R et GL,(C)~U(n) xR"

s’obtiennent en composant les homéomorphismes
GL,(R) — Sym; ™ x O(n) et GL,(C)— Herm,; " x U(n)

donnés par le théoréeme 3.9 et les homéomorphismes

++

+ 7 — Herm,,

exp!: Sym!t — Sym, et exp~ ! : Herm
respectivement donnés par les assertions (1) et (2) de la proposition 3.7, avec un calcul de
dimension élémentaire des espaces vectoriels Sym,, et Herm,, (déja effectué dans la partie
1.2).
-1, 0
0 I
des groupes matriciels G de la colonne de gauche ci-dessous, notons T, G 1’espace vectoriel
réel 0 de la colonne du milieu (dont la dimension sur R est donnée par la colonne de droite).

Rappelons que I, , = oul I est la matrice identité k£ x k. Pour chacun

G 1.G dimension sur R
GLn(R) Mn(R) n2
GLn (C) M(C) on?
SLn(C) {X € #,(C) : tr X =0} 9m2 _ 9

n(n—1
O(n) (X € M,(R) : 'X = —X} n(n—1)
SO(n) (X € Ma(R) : 'X = —X} n(n1)
O(p,q) (X € My yR) : X T, ,+ 1, ,X =0} (p+a)(pre-1)
SO(p, q) (X € My yR) : XTI, g4I, ,X =0} (pta)(pra—1)
U(n) {X € #,(C) : X*=-X)} n?
SU(n) (X ¢ #4,(C) : X*=-X, tr X =0} n2—1
U(p, q) {X € dyg(C) : X1y g+ Ip X =0} %
SO(p,q) | {X € My y(C) : X* Ly y+1,,X =0, tr X =0} | @robrel)

Nous renvoyons par exemple”t & [MT, Chap. 3] ou [Deh, §VIL7] pour une démonstration
de laffirmation que si G = SL,(C),SL,(R),O(p,q),SO(p,q), U(p,q),SU(p,q) (avec n =
p + q dans ces quatre derniers cas), et si G = Sp%(C),Sp%(R) lorsque n est pair, alors
I'application (z,y) — zy induit un homéomorphisme

(Un)NG) x (Herm! TN G) ~ G (28)

90. Il s’interpréte comme l’espace tangent en ’élément neutre de la sous-variété différentielle G de
GLn(K) pour (K, N) approprié, voir par exemple [ I, [ , Chap. 6], [Laf]. Mais nous n’aurons pas
besoin de ce fait.

91. Voir aussi le probléme 11 page 63 de [Zav] pour une démonstration directe de la décomposition
polaire de U(p, q) et de O(p, q).
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(donc (O(n) NG) x (Sym; TN G) ~ G lorsque G C GL,(R)), et que Papplication expo-
nentielle induit un homéomorphisme

(Herm,, N T.G) ~ (Herm " N G)

(donc (Sym,, N T.G) ~ (Sym; ™ N G) lorsque G C GL,(R)).

c lB)> € O(p+ q) NO(p,q) si et seulement si

A€ O(p), B=0,C=0et DeO(q). De méme,

Un calcul par blocs montre que <

A B
< e D) € Sym,,, (X € M,(R) : 'XI, 4+ I, X = 0}

si et seulement si A =0, D =0et C = !B (et B est une matrice réelle p x g quelconque).
Un calcul par blocs montre que (é g) € U(p+¢)NU(p, q) si et seulement si A € U(p),
B=0,C=0et DeU(qg). De méme,

<é ZB;> € Hermy,, N{X € #,(C) : X*I,,+ I,,X =0}

siet seulement si A =0, D = 0 et C = B* (et B est une matrice complexe px g quelconque).
La colonne centrale du tableau du corollaire 3.12 s’en déduit.

Pour tous les groupes topologiques G et les k € N, Papplication de moG dans 7o (G x R¥)
qui & une composante connexe par arcs C' de G associe C' x RF est une bijection de oG
dans my(G x RF). Par la décomposition polaire, I'inclusion des groupes topologiques

O(n), U(n), SO(n), SU(n), O(p) x O(p), S(O(p) x O(p))
dans
GL,(R), GL,(C), SLn(R), SL,(C), O(p,q), SO(p,q)

respectivement est donc un morphisme de groupes qui préserve les composantes connexes
par arcs. Pour montrer la colonne de droite du tableau ci-dessus, il suffit donc de montrer
que o O(n) ~ Z/27Z, moSO(n) =1, mo U(n) =1, et mo SU(n) = 1.

Montrons que U(n) est connexe par arcs. Nous avons vu dans la partie 3.3 que pour
tout = € U(n), il existe P € U(n) et 61,--- ,0, € R tels que x = PD(0y,--- ,0,) P!, ot

et 0 0
D01, ,0,)=1 0 . o0
0 0 ein

L’application ¢ : [0,1] — U(n) définie par t — PD(tf;,--- ,t0,)P~1 est alors un chemin
continu dans U(n) partant de 'élément neutre, et arrivant en x.

Comme PD(6;,--- ,60,)P~" appartient & SU(n) si et seulement si 6; +---+6,, = 0, et
puisqu’alors t0; + --- 4+ tf,, = 0 pour tout ¢t € [0,1], 'image de ce chemin ¢ est contenue
dans SU(n) si son extrémité c¢(1) appartient & SU(n). Donc SU(n) est connexe par arcs.
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Montrons que SO(n) est connexe par arcs. Nous avons vu dans la partie 2.3 que tout
élément de O(n) est conjugué dans O(n) & un élément de la forme

0 0 0
0 0 0

(cos f; —sin 91> 0 0

sinf; cosf

~1I,
0

0

o o

D/(p7Q7017"' 797‘) -
0 0 0

0 0 0 0 CT)S 0, —sinb,
sinf, cos6,

@)

ou p,q,r € N vérifient p+ g+ 2r = n et 61,--- ,0, € R, en notant I}, la matrice identité
k x k pour tout k € N. De plus, nous avons vu que D'(p,q, 61, -+ ,0,) appartient & SO(n)

cosm —sinTw

. . . . -1 0 .
si et seulement si p est pair. En écrivant < ) = ( ), cecl montre

0 -1 sinm cosw
que pour tout élément z de SO(n), il existe P € O(n), p,r € N et 61,---,0, € R
tels que x = PD'(0,p,01, -+ ,0,)P~1. Donc I'application ¢ : [0,1] — SO(n) définie par
t = PD'(0,p,t01,--- ,t0,)P~! est un chemin continu dans SO(n) entre I’élément neutre
et z. Donc SO(n) est connexe par arcs.
-1
0 In—l
dans l'espace discret {£1} sur O(n), et puisque det(zg) = —1, les composantes connexes
par arcs de O(n) contenant xq et I, sont distinctes. Puisque SO(n) est connexe par arcs
et puisque O(n) = SO(n) [[xoSO(n), il y a exactement deux composantes connexes par
arcs dans O(n). Donc application qui & la composante connexe par arc de x associe det x
est un isomorphisme de groupes de mp O(n) dans Z/27Z. O

Sixzg= >, alors zp € O(n). Comme 'application det est continue, a valeurs

Exercice E.34. (1) Soit E un espace euclidien ou hermitien de dimension finie, de norme
| |I. Soient K un sous-groupe compact de GL(E) et C' un convere compact non vide de
E invariant par K. Le but de cette question est de montrer le théoréme du point fixe de
Kakutani qui dit qu’il existe un point fixe par K dans C.

o Montrer que lapplication de E dans R définie par x — ||z|x = maxzek ||gz| est
une norme, et que |z + y||lxk = |||k + ||z]|x si et seulement si x et y sont positivement
dépendants (c’est-a-dire s’il existe A1, Ao € [0, +00[ non tous deux nuls tels que \yx+ Aoy =
0).

o Montrer que tout point xg € C réalisant le minimum de Uapplication de C' dans R
définie par x — ||x||x est fize par K.

(2) Montrer que tout sous-groupe compact Ko de GL,(R) ou GL,(C) préserve un
produit scalaire euclidien sur R™ ou hermitien sur C", respectivement. > En déduire que
O(n) est l'unique 4 conjugaison prés sous-groupe compact mazimal (pour l'inclusion) dans
GL,(R), et que U(n) est l'unique & conjugaison prés sous-groupe compact maximal (pour
Vinclusion) dans GLy,(C).

92. Il existe aussi une démonstration de cette affirmation qui utilise le théoréme de ’ellipsoide de John,
voir par exemple [ |, et une démonstration qui utilise 'existence d’une mesure de Haar sur le groupe
topologique compact Ky, c’est-a-dire d’'une mesure borélienne de probabilité sur Ky invariante par trans-
lations & gauche par Ky, mais il faudrait alors la construire.
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3.6 Exercices supplémentaires

Exercice E.35. Montrer que tout élément A € GL,,(C) s’écrit de maniére unique A = DU
avec D,U € GL,(C), D diagonalisable, U unipotente et D et U commutantes. Montrer que
de plus D et U sont des polynémes en A. Ce résultat s’appelle le théoréme de la décompo-
sition de Dunford multiplicative. Calculer la décomposition de Dunford multiplicative de
exp A.

Exercice E.36. Montrer que tout sous-groupe fini de GL,(R) (respectivement GL,,(C))
est conjugué a un sous-groupe de O(n) (respectivement U(n)).

Exercice E.37. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n, muni de la topologie
définie par n’importe laquelle de ses normes. Montrer que ’ensemble des bases de E est un
ouvert de I’espace topologique produit E” qui est homéomorphe a R™Mn+1)/2 x O(n). Si E
est orienté, montrer que I’ensemble des bases positives de E est un ouvert de E™ qui est
homéomorphe a R™("+1)/2 x SO(n). Si E est un espace euclidien, montrer que I’ensemble
de ses bases orthonormées est une partie de E” homéomorphe & O(n). Si E est un espace
euclidien orienté, montrer que ’ensemble de ses bases orthonormées positives est une partie
de E™ homéomorphe a SO(n).

Exercice E.38. Soit A € .#,(C) une matrice hermitienne définie positive. Montrer qu’il
existe une matrice triangulaire supérieure P telle que A = P*P.

Exercice E.39. (L’inégalité d’Hadamard) Soient n € N — {0} et B € GL,,(C). Mu-
nissons C" de la norme hermitienne usuelle, et identifions les éléments de C™ avec les
vecteurs colonnes de leurs coordonnées dans la base canonique de C™. Montrer [’inégalité
d’Hadamard

[det B| < [T llcill
i=1

ol les C; sont les colonnes de B. Quand y a-t-il égalité ?

Exercice E.40. (Matrices de Householder) Soit n € N — {0}. Le but de cet exercice
est de donner un algorithme pour écrire tout élément de O(n) et U(n) comme produit de
réflexions orthogonales.

Si X est un vecteur unitaire de I’espace euclidien (respectivement hermitien) usuel R™
(respectivement C"), identifié au vecteur colonne de ses coordonnées dans la base cano-
nique, notons Qx = I, —2X X* (en remarquant que A* = YA si A est une matrice réelle).
Une matrice (de réflexion) de Householder est une matrice M dans .#,(R) (respectivement
M (C)) telle qu'il existe un vecteur unitaire X tel que M = Qx.

a) Montrer qu’un tel vecteur est unique modulo multiplication par un scalaire de valeur
absolue 1. Montrer qu'une matrice de Householder est symétrique et orthogonale (respec-
tivement hermitienne et unitaire). Montrer que si P € O(n) (respectivement P € U(n) ),
alors PQxP~! = Qpx. Calculer le déterminant d’une matrice de Householder.

b) Montrer que si X est le premier vecteur colonne d’une matrice A € O(n) (respec-
tivement A € U(n)), si e; est le premier vecteur de la base canonique, alors il existe un
éléement « € U= {z € C: |z| = 1} tel que si X' = %, alors Qx/A est triangulaire
supérieure en blocs (1,n — 1).

c) Montrer que les matrices de Householder engendrent O(n), et que tout élément de
SO(n) est le produit d’un nombre pair inférieur & n de matrices de Householder.
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d) Montrer que les matrices de Householder et les matrices diagonales de U(n) en-
gendrent U(n).

Exercice E.41. (Introduction aux groupes de réflexions complexes) Considérons
des entiers n,d,e € N — {0}. Pour toute bijection 0 € &, notons P, la matrice de la
permutation de la base canonique de C" définie par o, et identifions &,, avec le sous-groupe
de GL,(C) constitué des matrices de permutations par 'application o + P,. Notons D le
groupe des matrices diagonales dont les coefficients diagonaux &1, . .., &, vérifient

(E...&)0 =1 et Vi=1,...,n, (&)¥*=1.

Notons G le sous-groupe de GL,,(C) engendré par &,, et D.

(1) Pour ay,...,a, € C*, chercher les valeurs propres et vecteurs propres de
0o ... 0 ay,
aq . 0
0 Ap—1 0

(2) Pour tout A = (ai7j)1§i7j§n € M (C), calculer PO'A(PO')_I'

(3) Montrer que le groupe G est isomorphe au produit semi-direct de &,, et de D, et en
déduire son ordre.

(4) Montrer que G est engendré par des réflexions complexes, que 1’'on déterminera. %

Exercice E.42. (Le revétement universel SU(2) — SO(3)) Notons
su(2) ={X € #(C) : X*+X =0, tr X =0}

I’espace vectoriel réel des matrices anti-hermitiennes de trace nulle de taille 2.

(1) Montrer que le groupe SU(2) agit linéairement sur su(2) par I'application définie par
A {X — AXAL

(2) Montrer que le triplet

@=( o) e=( o) a=( 5))

est une base de ’espace vectoriel réel su(2), et que I'application v/det est une norme
euclidienne sur su(2), rendant orthonormée la base (£1,&2,&3), invariante par Paction
de SU(2).

(3) Montrer que l'application ® de SU(2) dans GL3(R) qui & A associe la matrice de

I'application linéaire X +— AX A~! dans la base ({1, &, £3) est un morphisme de groupes
continu de SU(2) dans SO(3), de noyau {£id}.

93. Un théoréme de classification de Coxeter (voir par exemple [Bou, |) classe a conjugaison prés les
sous-groupes finis de GL, (R) engendrés par des réflexions orthogonales, dont le groupe des permutations
de la base canonique est un exemple typique. Un résultat analogue de Shephard-Todd [ST] en 1954 classe
a conjugaison prés les sous-groupes finis de GL,,(C) engendrés par des réflexions complexes. Les groupes
ci-dessus pour d,e € N — {0} sont des exemples typiques.
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(4)

Montrer que I'application
exp :so(n) = {zx € #,(R) : 'z +2=0} — SO(n)

est surjective.

Considérons l'application T® de su(2) dans .#3(R), qui & X € su(2) associe la ma-
trice dans la base (£1,&2,&3) de 'endomorphisme linéaire Y — XY — Y X de su(2).
Calculer T®(x1&1 + x2&2 + x3€3) pour tous les 1, x2, x5 € R. Montrer que T'® est un
isomorphisme linéaire de su(2) dans s0(3), et que le diagramme suivant est commutatif

su(2) 15 s0(3)

exp | | exp

SU(2) -2 S0(3)
On pourra utiliser le fait (voir la Proposition 3.4 (7)) que si E est un espace vectoriel
réel de dimension finie, alors l'application de .Z(E) dans ’ensemble des sous-groupes
différentiables a un paramétre de GL(E) définie par X — (exp(tX))er est une bijec-
tion d’inverse l'application (g;)ier — $|t70'gt. En déduire que ® est surjectif.
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3.7 Indications pour la résolution des exercices

Correction de I’exercice E.26. Si p = sp ¢ est une réflexion complexe non triviale,
notons 7 une forme linéaire non nulle de noyau ’hyperplan vectoriel D+ orthogonal a D,
et r 'unique élément (non nul car ¢ # 1) de D tel que 7(r) = 1 — (. Alors l'application
r + x — 7(z)r vaut I'identité sur D+. Pour tout A € C, elle envoie le vecteur \r sur
Ar —7(Ar)r = A1 —7(r))r = ¢Ar, donc vaut € id sur D. Par conséquent, elle coincide avec
p.

Correction de I’exercice E.27. Notons K = R ou K = R, et F ’espace euclidien ou
hermitien usuel K™, muni de sa base canonique & = (eq,...,e,). Pour tout k =1,...,n,
notons E}, le sous-espace vectoriel de E engendré par les k premiers vecteurs de la base 4.
Notons ¢ la forme quadratique ou quadratique hermitienne de E dont la matrice dans la
base £ est égale a A.

Si g est définie positive, alors pour tout k = 1,...,n, la restriction de ¢ au sous-espace
vectoriel Fj est encore définie positive sur Ej. Donc le mineur principal d’ordre k de A,
qui est le déterminant de la matrice Ay de ¢|g, dans la base (eq,...,ex), est strictement
positif.

Montrons la réciproque par récurrence sur la dimension n, le cas n = 1 étant immédiat
(il est aussi possible de commencer & n = 0). Soit n > 2. Par récurrence, la restriction
de la forme ¢ & E,,_1 est définie positive. Puisque le déterminant de A est non nul, la
forme g est non dégénérée. Donc 'orthogonal (En,l)J- de I'hyperplan vectoriel F,_1 est
une droite vectorielle supplémentaire de FE,_1, engendrée par un vecteur e},. Soit P la
matrice de passage de la base Z a la base &' = (e1,...,en_1,¢€),). Par la formule (2),
Anq 0

0 qlep,
que q(e!)det A,,_1 = | det P|?>det A. Puisque q(€/,) a le méme signe que de(éfj:il > 0, la

nous avons < )> = 'P A P. Donc en prenant le déterminant, nous obtenons

restriction de ¢ a la droite Ke/, est aussi définie positive. Par la décomposition en somme
directe orthogonale E = E,,_1 & Ke/,, la forme quadratique ou quadratique hermitienne ¢
est donc définie positive sur E.

Correction de I’exercice E.30. (1) Ceci découle, par combinaison linéaire et passage a
la limite, du fait que pour tout ¢ € N, nous avons

A0\ /At .0
0 ... A 0 ... (A
(2) Comme les matrices d’homothétie commutent avec toutes les matrices dans ., (K),
et puisque Jy; = A, + Jo ¢, nous avons

exp(Jy¢) = exp(Aly, + Jo) = exp(Aly,) exp(Joys) = e exp(Jo,t) -

En calculant les puissances de Jy; d’ordre & < n — 1, dont les coefficients sont nuls sauf
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ceux sur la k-éme sur-diagonale, égaux a t*, nous avons

t2 tnfl

I

exp(Jot) = e
2!
: t
0 1
(3) Pour tout n > 1, lapplication exp : .#,(C) — GL,(C) n’est pas injective car

exp I, = exp <267T 7 0 1) par la question (1) et puisque exp(2ikmw) = 1 pour tout k € Z.
—

(4) Puisque exp(PyP~!) = Pexp(y)P~! et puisque la classe de conjugaison de la
matrice identité est réduite a l'identité, le probléme est invariant & conjugaison prés.

Puisque e?™* = 1 pour tout k € Z, il est immédiat par la question (1) appliquée
avec np = --- = ng = 1 que si x est diagonalisable de valeurs propres dans 2iwZ, alors
expx = id.

Si x est diagonalisable et admet une valeur propre qui n’appartient pas a 2iwZ, alors
exp x admet une valeur propre différente de 1 par la question (1) appliquée avec ny = - -+ =
ni = 1, donc exp x # id.

Enfin, si x n’est pas diagonalisable, puisque I’exponentielle d’'une matrice diagonale par

A1 0 exp(Al) 0
blocs est la matrice diagonale par blocs par
0 Ap 0 exp(Ag)
la question (1), nous pouvons supposer que x = Aid+J est un bloc de Jordan de taille
0 1 0
n > 2 et de valeur propre \, avec J = R . Auquel cas (voir la question (2)),
S
0 0

puisque Aid et J commutent, nous avons expx = e Zz;é Z%Jp, qui n’est pas diagonale
car n > 2, donc exp x # id.

(5) Sin =1, alors 'application exp : R — ]0, +o0] est injective, car ¢’est un C*°-difféo-
morphisme (d’inverse le logarithme). Sin = 2, et donc si n > 2 en considérant des matrices
diagonales par blocs et en utilisant la question (1), pour tout k € Z, la matrice réelle

-1 0
I'exponentielle la matrice identité, par la question (4).

2km ( 0 1), qui est diagonalisable sur C de valeurs propres +2¢km, a pour image par

(6) Ceci découle du fait que K[A] est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel
normé de dimension finie .#,(K), donc est fermé, et que exp A est une limite dans ., (K)
d’éléments de K[A]. Montrons plus précisément que exp(A) € K,,—;[A].

Par le théoréme de Cayley-Hamilton, si x4 est le polynéme caractéristique de A, alors
I'égalité x4(A) = 0 permet d’exprimer A™ comme polynoéme de degré au plus n — 1 en
A & coefficients dans K. Donc par récurrence et linéarité, pour tout & € N, la somme
S = Zf:()% A? appartient au sous-espace vectoriel K, _1[A] des polynéomes de degré au
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plus n—1 en A. Puisque le sous-espace vectoriel K,,_1[A] de I’espace vectoriel normé ., (K)
de dimension finie est fermé, la limite exp(A4) = limy_, 1~ S, appartient aussi a K,,_1[A].

Correction de ’exercice E.31. Munissons ., (R) de n’importe quelle norme matricielle
|| ||. Par la proposition 3.4 (6), I'application exponentielle est un homéomorphisme local
d’un voisinage ouvert V' de 0 dans .#,(K) a valeurs dans un voisinage ouvert U’ de
I’élément neutre dans GL,, (K). Soit € > 0 tel que B(0,2¢) C V', et posons U = exp(B(0,€)).
Si par I'absurde il existe un élément y non trivial de U dont toutes les puissances restent
dans U, soit x € B(0,¢€) tel que y = expx. Soit k € N tel que kz € B(0,2¢) — B(0,¢) qui
existe car 0 < ||z|| < e et ||kx|| = k||z||. Alors y* = exp(kz) ¢ U, une contradiction.

Correction de I’exercice E.32. La correction des questions (1) et (2) est issue du livre
[Zav, page 48]. Voir [Djo] pour des développements plus poussés.

(1) Soit A € #,(C).

o Il est immédiat que C[A]* est contenu dans C[A] N GL,,(R). Réciproquement, soit
B € C[A4] N GL,(R). Par le théoréme de Cayley-Hamilton, si P = Y ja; X' est le
polyndéme caractéristique de B, alors ag # 0 car B est inversible, et si B’ = — """ | Z—é B~
alors B' € C[A] et BB' = B'B = I,,, donc B € C[A]*.

e Soit N € C[A]. Puisque C[A] est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel
complexe de dimension finie .7, (C), il est fermé. Donc exp(N) = limyen Y1 5 A® € C[A],
et puisque exp(N) € GLy(C), l'inclusion exp(C[A]) C C[A]* découle du premier point.

e Pour tous les My, M; € C[A]* et z € C, la matrice M(z) = zMy + (1 — 2)M;
appartient a C[A] et son déterminant, qui est un polyndéme d’une variable en z, n’a qu’un
nombre fini de racines, qui ne sont pas 0 et 1. Par connexité par arc de C privé d’'un
nombre fini de points, il existe donc un chemin ¢ : [0,1] — C entre 0 et 1 évitant les
racines de det M (z). Alors t — M (c(t)) est un chemin continu entre My et M; contenu
dans C[A] N GL,(R) = C[A]*. Ceci montre que C[A]* est connexe par arcs.

e L’application exp : C[A] — C[A] est de classe C> dans l’espace vectoriel complexe
de dimension finie C[A], et sa différentielle en 0 est inversible (c’est identité de C[A]).
Par le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert V' de 0 dans C[A] et un
voisinage ouvert U de I,, dans C[A] tel que exp : V' — U soit un homéomorphisme. Puisque
deux éléments de C[A] commutent, nous avons donc pour tout B € C[A],

exp(B + V) = exp(B)exp(V) =exp(B) U,

qui, par la continuité de la multiplication a gauche par exp(B), est un voisinage ouvert
de exp(B) dans C[A]. Donc exp(C[A]) est ouvert dans C[A], et contenu dans C[A]*, donc
ouvert dans C[A]*.

Remarque. Puisque I'application déterminant est polynomiale, donc continue, la partie
C[A])* = {B € C[4] : det B # 0} est ouverte dans C[A].

e Montrons que le complémentaire X de exp(C[A]) dans C[A]* est ouvert dans C[A]*.
Soit B € X, montrons que Bexp(C[A4]), qui est un voisinage ouvert de B dans C[A]*, est
contenu dans X. Sinon, il existe C, D € C[A]) tel que Bexp(C) = exp(D). Puisque C et
D commutent, nous avons donc B = exp(D — C), ce qui contredit le fait que B € X.

e La partie exp(C[A]) est ouverte, fermée et non vide dans I’espace topologique connexe
C[A]*. Elle est donc égale a C[A]*.
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La conclusion de la question (1) vient du fait que si A € GL,(C), alors A € C[A]*,
donc A appartient & I'image de I’exponentielle des matrices complexes.

-1 1 0
—1
(2) Les éléments A = 0 et A= 0 —1 0 | nesont pasdansl'image
0 In—l
0 0 Iy
de l'exponentielle des matrices réelles, comme nous le verrons dans la question (3). Voici une
démonstration directe pour A. Par 'absurde, s’il existe B € .#,(R) telle que A = exp(B),

soient A1, ..., A, les valeurs propres complexes avec multiplicités de B. Quitte & permuter,
nous avons exp Ay = —1 et exp Ay = -+ = exp A, = 1. Donc Ay € mi + 2i7Z et Ay, € 2inZ
pour k = 2,...,n, ce qui implique en particulier que A # A1. Ceci contredit le fait que

le spectre (I’ensemble des valeurs propres complexes) d’une matrice réelle est stable par la
conjugaison complexe.

Soit A € GL,(R). S'il existe B € .#,(R) tel que A = exp(B), alors A = (exp 5)2.
Réciproquement, s’il existe B € GL,(R) tel que A = B2, alors il existe C € M, (C) tel
que B = exp(C) par la question (1). Puisque la matrice B est réelle, nous avons aussi
B = exp(C) = exp(C). D’oi1, puisque C et C commutent et comme C + C est une matrice
réelle,

A= B?=exp(C)exp(C) = exp(C + C) € exp(,(R)) .

C
(3) Pour toute matrice A = <Z _ab> oua,beRavechb#0etk e {1,...,n}, appelons

A D 0

encore bloc de Jordan la matrice Ji(A) = R € Mo, (R). Rappelons (dé-
o
0 A

composition de Jordan réelle) que toute matrice A € GL,(R) est conjuguée dans GL,,(R)
a une matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont des blocs de Jordan Ji ()
avec A € R* ou Jj (A) comme ci-dessus.

Si A est dans I'image de I'exponentielle, par la question (2), la matrice A est le carré
d’une matrice B de GL,(R). Si A est une valeur propre réelle strictement négative de A,
alors c’est le carré d’une valeur propre imaginaire pure (non nulle) X' de B, et comme
N = —\ est aussi une valeur propre de B, de méme carré que X, ceci montre que les blocs
de Jordan Ji(A) de A de taille £ donnée sont en nombre pairs.

Réciproquement, par le comportement de 1’élévation au carré des matrices vis-a-vis
de la conjugaison et des matrices diagonales par blocs, et par la question (2), il suffit de
montrer qu’un bloc de Jordan Ji(A) avec A > 0 ou un bloc de Jordan J(A) comme ci-
Ji(N) 0

dessus ou une matrice ( > avec A < 0 est un carré. Toujours par I'invariance

0 Jr(A)
de I’élévation au carré par la conjugaison, ceci découle du fait que
NZ 2N 1 0
e la décomposition de Jordan réelle de Jy,(\')? = o1 | est I (W)
2\
0 )\/2

si N >0,
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a
b

_ (cosf —sin@\ o
A_p<sin0 cos9>_A

. —b .
e toute matrice réelle A = ( a ) avec b # 0 s’écrit

- b / cos? —sin? , o
avec p=+va?+b*>0,0 =arcsinZ et A'=/p | . 3 o2 | et la décomposition de
P sing  cosg

Jordan réelle de Ji(A")? est Ji(A"?),

e nous avons (Jk(OX) _J%(X))Q _ (-JkéXV

Jordan réelle de —Ji(\)? est Jp(—=A\?) si X > 0,

J (z)\,)2) et la décomposition de
—Jk

(4) Soit A € SLy,(R). Si A appartient a 'image de expq, (r), alors A appartient & I'image
de exp. Réciproquement, s'il existe B € .#,,(R) tel que exp B = A, alors par la proposition
3.4 (5), nous avons e** B = det(exp B) = det A = 1. Donc tr B = 0 et B € sl,(R), ce qui
montre le résultat.

(5) Un petit calcul par diagonalisation (ou, de maniére analytique, le fait de remarquer
cost —sint

I lication t — A(t) = .
que l'application (t) <Slnt cont

), qui vérifie I’équation différentielle linéaire a

coefficients constants A’'(t) = B A(t) ou B = (0 _1) avec condition initiale A(0) = Iy,

1 0
a pour solution A(t) = exp(¢t B) ) montre que

cosf) —sind 0 —6
(sin@ cos 6 ) = &P (0 0 > '
Donc exp : 50(2) — SO(2) est surjective.

L’application exponentielle commute avec les conjugaisons. La matrice exponentielle
d’une matrice diagonale par blocs de blocs diagonaux Aji,..., Ar est la matrice diago-
nale par blocs de blocs diagonaux exp(Aj),...,exp(Ag). Le conjugué d’une matrice anti-
symétrique par un élément de SO(n) est encore antisymétrique. Le résultat découle alors du
théoréme 2.4, qui dit que tout élément de SO(n) est conjuguée dans SO(n) & une matrice

diagonale par blocs avec des blocs diagonaux 1 x 1 valant 1 = €° et des blocs diagonaux
2 x 2 qui sont des rotations (y compris d’angle 7).

(6) et (7) L’application exponentielle commute avec les conjugaisons. La matrice ex-
ponentielle d’une matrice diagonale de coefficients diagonaux ai,...,a, est la matrice
diagonale de coeflicients diagonaux e®, ..., e* . Une matrice diagonale & coefficients dia-
gonaux imaginaires purs est anti-hermitienne. Le conjugué d’une matrice anti-hermitienne
(respectivement anti-hermitienne de trace nulle) par un élément de U(n) (respectivement
SU(n)) est encore anti-hermitienne (respectivement anti-hermitienne de trace nulle).

Le résultat découle alors de la proposition 3.3 qui dit que tout élément de U(n) (respec-
tivement SU(n)) est conjugué dans U(n) (respectivement SU(n)) & une matrice diagonale
de coefficients diagonaux e, ... e ot 6y,...,60, € R (respectivement 61,...,0, € R et
01+---+6,=0).

(8) Pour tout X = <Z Y ) € slp(C), notons w (qui dépend de z,y, z) une des deux
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racines carrées complexes de z? + yz, de sorte que
det X = —22 —yz = — w?.

Nous prolongerons par continuité la fonction ¢ +— %ht définie sur C — {0}, en lui donnant
la valeur limite 1 en ¢ = 0. Par le théoréme de Cayley-Hamilton qui dit que

X% — (tr X)X + (det X)I, =0
(ou tout simplement en calculant le carré de X'), nous avons
X2 =w’ly.

Donc X2" = w?"I, et X2t = 2" X pour tout n € N. En développant les séries, nous
avons donc

sinh w coshw + Sinhe 4 sinhw
exp X = (coshw) I + X = < Sirngw coshww— Sin‘?w e
. b . .
Soit A = <i d € SLy(C) tel que A + I ne soit pas nilpotente, et montrons que A

appartient a I'image de exp : sla(C) — SLo(C).
Par la formule centrée précédente, nous avons A = exp X si et seulement si

a+d sinhw a—d sinhw sinh w
coshw = 5 T = , y =b, z=c.
w 2 w w
Rappelons que cosh : C — C est surjective®® et que sinhw = —sin(iw) est nul si et
seulement s’il existe n € Z tel que w = iwn. En particulier, % est nul si et seulement

s'il existe n € Z — {0} tel que w = imn. Fixons donc w € C tel que coshw = %d.

Supposons tout d’abord que w ¢ inZ — {0}. Posons alors

w a-—d w b w
= — = — z = — c.
sinhw 2 sinhw sinh w

2

Pour montrer que A = exp X, il suffit donc de montrer que w? = 22 + yz. Or, en utilisant

le fait que bc = ad — 1, nous avons

w?(a —d)? w?be w?((a —d)? + 4(ad — 1))

2
X + Zz = + =
4 4sinh? w sinh? w 4 sinh? w
W((a+d)?—4)  w*(cosh?’w —1) 9
= = = W .
4sinh? w sinh? w

Supposons au contraire qu’il existe un élément n € Z — {0} tel que w = imn. En
particulier coshw = (—1)", donc tr A = a+d = 2(—1)". Si A1, A2 sont les valeurs propres
(complexes) de A, alors AjAy = det A =1 et \j + Ao = tr A = 2(—1)", ce qui implique
que \; = Ay = (—1)™

94. Pour tout a € C, I’équation ez+25_z = a admet une solution z € C si et seulement si I’équation
quadratique X2 — 2aX + 1 = 0 (obtenue en posant X = e?, en utilisant la surjectivité de exp : C — C*)
a une solution non nulle. Or X = a + v/a? — 1, qui ne s’annule pour aucune valeur de a € C, est une telle

solution.

114



Si n est pair, alors la matrice N = A — Iy est nilpotente. En effet, ses deux valeurs
propres sont égales & 0, donc elle appartient a sly(C) et vérifie (par trigonalisation) N2 = 0.
D’ou

expN=I»L+N=A,

et A appartient bien & l'image de exp : sla(C) — SLy(C).
Si n est impair, alors un raisonnement analogue montre que N = A + I5 est nilpotente,
une contradiction & 'hypothése sur A.

Réciproquement, soit A € SLo(C) tel que N = A + I soit nilpotente, montrons par
I’absurde que A n’appartient pas a I'image de exp : sla(C) — SLy(C). En effet, supposons
au contraire qu'il existe X € sl3(C) tel que exp X = A. Si N # 0 alors A = Is + N n’est
pas diagonalisable, donc X n’est pas diagonalisable (sinon A = exp X le serait), donc les
valeurs propres de X sont égales, et elles sont nulles car tr X = 0. Par trigonalisation, les
valeurs propres de A = exp X sont donc égales & ¢” = 1, une contradiction car les valeurs
propres de A sont toutes deux égales a —1.

(9) Soit B € SL,(C). Par la surjectivité de I'exponentielle des matrices complexes, soit
A € M, (C) telle que exp A = B. Puisque e A = det(exp A) = det B = 1, il existe k € Z
tel que tr A = 2iwk. Posons A’ = A — %In. Alors tr A’ = 0. Puisque A et tout multiple

ik ik
de l'identité commutent, nous avons exp(A’) = e nt expA = 7B , qui différe de B par
2imk

un élément du centre Z(SL,,(C)) ={e = I, : k € Z} de SL,(C).

Correction de ’exercice E.33. Pour toute matrice normale B, la matrice A = exp B
est inversible, d’adjointe A* = exp(B*), donc qui commute avec A.

Réciproquement, si A € ., (C) est normale inversible, alors par le théoréme de dia-
gonalisation 1.14, il existe une matrice diagonale D € ., (C) et une matrice unitaire
U € U(n) telles que A = UDU~L. Puisque A est inversible, les coefficients diagonaux
de D sont non nuls. Par la surjectivité de l'exponentielle complexe C — C*, il existe
une matrice diagonale D’ telle que D = expD’. Alors B = U D'U~! est normale (car
diagonalisable en base orthonormée) et

A=UDU'=U(expD)U ' =exp(UD'U™) =expB.

Correction de ’exercice E.34. Cette correction est issue du livre [Ale].

(1) Puisque K est compact et par continuité de I'application g — gz, la borne supé-
rieure sup ek [|gz| est atteinte. Par linéarité de I'action de g et la propriété de la norme,
nous avons ||[Ax| x = |A| ||z||x et

= < < = .
lz+yllx rgnealgngerng < Ignea;g(llgxll +llgyll) < r;lef}g\lgw\l +rgnea[g<Hng [l x + llyll

Le cas d’égalité et la compacité de K forcent 'existence d’un élément g € G tel que
llgx + gyl = llgx|| + llgyl|, ce qui, par la linéarité de g et par le cas d’égalité de la sous-
additivité de la norme dans les espaces euclidiens ou hermitiens, montre que x et y sont
positivement dépendants. Par changement de variable, nous avons ||gz|x = |z|x pour
tousles g€ K et x € E.

Puisque C est compact, 'application continue de C' dans R définie par x +— ||z|| x atteint
sa borne inférieure, disons en xg € C. Alors pour tout g € K, le point gzg appartient a C
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par invariance, donc le point %(xo + gxo) appartient a C par convexité. Donc

1
lzollz < 115 (0 + gzo)llx < llzollx -

L’analyse du cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire de la norme || ||x montre que x( et
gxo sont positivement dépendants, ce qui, puisqu’ils ont méme norme pour || || 5, implique
qu’ils sont égaux.

(2) Montrons le résultat dans GL,(C), la démonstration est la méme dans GL,(R).
Soit K un sous-groupe compact maximal de GL,,(C). Montrons que Kj est conjugué a un
sous-groupe du sous-groupe compact U(n), ce qui implique que K est conjugué a U(n)
par maximalité.

Rappelons que Herm,, est I'espace vectoriel réel des matrices hermitiennes n X n, que
nous munissons d’un produit scalaire euclidien quelconque. L’application de GL,,(C) dans
GL(Herm,,) définie par x — {y — xyz*} est un morphisme de groupes bien défini et
continu (car polynomial en les coefficients). Notons K I'image de K par cette application,
qui est un sous-groupe compact de GL(Herm,,). Remarquons que {z*z : 2z € Ky} est
un compact non vide, contenu dans le convexe Herm; ™, et qui est invariant par K, car
z(yy*)z* = (zy)(xy)* pour tous les z,y dans le groupe Kj. Notons C' 'enveloppe convexe
dans l'espace vectoriel réel Herm,, de {zz* : z € Kp}, qui est aussi compacte non vide,
contenue dans Herm ™ et invariante par K. Par I’assertion (1), il existe alors un point z
de C fixe par tout élément de K. Donc la matrice z est hermitienne définie positive, et
rzx® = z pour tout x € Ky. En particulier, Ky préserve le produit scalaire hermitien de
matrice z.

Par conséquent, (vz 'zvz)(vZ #vZ)" = 2z (zza*)yz ! =id, ce qui montre que
le conjugué de Ko par v/z ' est contenu dans U(n).

Correction de ’exercice E.36. C’est un cas particulier de ’exercice E.34, mais il a une
démonstration bien plus élémentaire. Traitons le cas complexe, le cas réel est analogue. Si
G est un sous-groupe fini de GL,,(C), alors

(z,y) = (z,9)a = Y _(g7,9y)

geG

est un produit scalaire hermitien sur C", qui est invariant par GG par changement de variable
dans la somme. Si ¢ est la forme quadratique hermitienne associée, alors G C U(q). Par
leur classification (voir le théoréme 1.12), il existe h € GL,,(C) tel que g o h soit la forme
quadratique hermitienne usuelle de C". Donc

h1Gh c ™' U(¢)h = U(go h) = U(n) ,

ce qu’il fallait démontrer.

Correction de I’exercice E.37. Notons Baseg I’ensemble des bases de E, qui est une
partie de E™. L’action diagonale de GL(E) sur E™ préserve Baseg. Fixons une base % de
E et identifions tout élément de GL(F) avec sa matrice dans la base %. Par la continuité
du déterminant, la partie Baseg est un ouvert de E™. De plus, I'application de GL(E) dans
Basep définie par g — g% est continue, et bijective car GL(FE) agit simplement transi-
tivement sur I’ensemble des bases de E. Son inverse, qui est ’application qui & une base
A’ associe la matrice de passage Py 4, est aussi continue. Donc Baseg est homéomorphe
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a GL(F), qui par la décomposition polaire (voir le théoréme 3.9), est homéomorphe a
R™"+1/2 5 O(n). Les autres affirmations s’en déduisent, par restriction.

Correction de ’exercice E.39. La matrice B* B est hermitienne définie positive, et pour
tout j = 1,...,n, son coefficient diagonal (j,j) est égal & 'C;C; = ||C;]|?. Par l'exercice
E.9, le résultat découle du fait que det(B*B) = |det(B)|?.

Par l'exercice E.9, le cas d’égalité se produit exactement quand il existe une matrice
diagonale D’ telle que B*B = D’ est diagonale. En posant D = /D’ (qui existe car
D’ est a coefficients diagonaux strictement positifs), 1’égalité B*B = D’ est équivalente
a (BD™YHY*(BD™') = I, c’est-a-dire au fait que BD~! soit unitaire. L’égalité étudiée
|det(B)| = [T}~ |C;]|* se produit donc exactement quand B = UD avec D diagonale a
coefficients diagonaux strictement positifs et U unitaire.

Correction de l’exercice E.40. Nous renvoyons par exemple a [MT, page 186]. Sauf
pour la question ¢), nous ne traitons que le cas complexe, le cas réel étant complétement
analogue.

a) Si A =1, alors Qxx = I, — 2|]A\]?’X X* = Qx. Puisque X est unitaire, nous avons
QxX =X —2XX*X = —XetsiY € Xt alors QxY =Y. Donc Qx est la symétrie
orthogonale par rapport a ’hyperplan orthogonal & la droite vectorielle D engendrée par
X (et, en particulier, @Qx est unitaire). Un vecteur directeur unitaire de D est uniquement
déterminé modulo multiplication par un scalaire de valeur absolue 1.

Nous avons ([, —2X X*)* = I,,—2X X*, donc @ x est hermitienne. Pour tout P € U(n),
nous avons, puisque P~ = P*,

PQxP ' =1,-2PXX*P* =1, - 2(PX)(PX)" = Qpx -

Puisque X est unitaire, comme U(n) agit transitivement sur la sphére unité de C", il
existe P € U(n) tel que X = Pej, ol e est le premier vecteur de la base canonique de C™.
Donc, puisque P* = P71,

det(I, — 2X X*) = det(I,, — 2(Pe1)(Pe1)*) = det (P (I, — 2e1€e)P™")
= det(I,, — 2e1e]) = —1.

b) Soit @ € U tel que @(X,e1) € R. Si (X,e;) € R, nous prenons a = 1. Puisque

|IX]| = ||aer]|| =1, la premiére colonne de la matrice @ x A est
QX =X 2 (X—ae)(X —ae)X
X=X—-———(X—ae —ae
" X —ael? 1 1
2
=X (X —ae)(1—(X,aer))

T 2—2Re((X,aer))
=X—(X—ae)=ae;.

Donc Qx A est triangulaire supérieure en blocs (1,n — 1), de coefficient (1,1) égal a a.

¢) et d) Montrons par récurrence sur n que tout élément de O(n) (respectivement U(n) )
est un produit d’au plus n matrices de Householder (respectivement d’au plus n matrices
de Householder puis d’une matrice diagonale).

Le résultat est immédiat sin = 1. Soient n > 2 et A € O(n) (respectivement A € U(n) ).
Soit X’ comme dans la démonstration de la question b). Puisque Qx/A est orthogonale
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(respectivement unitaire) et préserve la premiére droite de coordonnée, elle préserve aussi

son orthogonal, donc Q@ x/ A = < ) avec a = 1 et A’ € O(n—1) (respectivement o € U

a 0
0 A
et A’ € U(n—1) ). Remarquons que si Y est un vecteur unitaire de R"~! (respectivement

0 o .
C"1), alors (Y) est un vecteur unitaire de R™ (respectivement C") et

0\ (0\. (1 0
I”_2<Y> <Y> _<o In12YY*>'

Donc si @ est une matrice de Householder de .#,_1(R) (respectivement .#,,_1(C)), alors

<(1) g) est une matrice de Householder de ., (R) (respectivement .#,,(C)).

Par récurrence, il existe donc k € {1,...,n — 1} et des matrices de Householder
Qx,,Qx,,...,Qx, telles que Qx,Qx, ... Qx,Qx'A soit la matrice identité (respective-
ment une matrice diagonale). Remarquons que Q;(l = (Qx pour tout vecteur unitaire X.
Donc A est produit d’au plus n — 1+ 1 = n matrices de Householder (respectivement d’au
plus n matrices de Householder et d’une matrice diagonale).

Comme le déterminant d’une matrice de Householder est —1 par la question a), un
élément de SO(n) est produit d’'un nombre pair (au plus n) de matrices de Householder.

Remarque. Ceci redémontre que les réflexions engendrent O(n), et que tout élément de
SO(n) est le produit d’un nombre pair inférieur & n de réflexions.

Correction de l’exercice E.42. (1) Pour tous les A € SU(2) et X € su(2), nous
avons (AXA™1)* = (A")71X*A* = —~AX A ! et tr(AX A1) = tr X = 0. Par conséquent
AX A7 € su(2). L’application AdA : X — AXA™! est linéaire et inversible d’inverse
Ad(A~1). Comme Ad(AB) = (Ad A) o (Ad B), l'application A ++ Ad A est un morphisme
de groupes de SU(2) dans GL(su(2)).

(2) Toute matrice X de su(2), étant anti-hermitienne de trace nulle, s’écrit de maniére
unique
< 123 —xT9t+ 121
X =

gt iy i >=$1§1+$2§2+$3€3

ol x1,x2, x3 sont des nombres réels. Donc (€1, &2, &3) est une base de I'espace vectoriel réel
su(2). De plus, application X + Vdet X = (22 + 22 + w%)% est une norme euclidienne
sur su(2), rendant orthonormée la base (£1,&2,&3). Puisque det(AX A™!) = det X, cette
norme est préservée par l'action de SU(2).

(3) Considérons I'application ® de SU(2) dans GL3(R) qui & A associe la matrice de
Ad A dans la base (&1,&2,&3). Elle est polynomiale en les coefficients, donc continue. Par
ce qui précéde, I'image de ® est contenue dans le groupe orthogonal O(3). Comme SU(2)
est connexe et ® continue, son image est en fait contenue dans la composante connexe de
I’élément neutre dans O(3), qui est SO(3).

Le noyau Ker Ad de Ad est

{geSU©2) : VX €su(2), gXg'=X}.
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En prenant X = &3, qui est diagonale & valeurs propres distinctes, nous obtenons que
tout élément de Ker Ad est diagonal, donc de la forme <(C)L 2) avec |a| = 1. En pre-

nant X = &, nous obtenons que a = @ est réel, donc a = £1, d’ou Ker Ad est contenu
dans {£id}. L’inclusion réciproque étant immeédiate, nous avons Ker Ad = {£+id}. Donc
Ker ® = {£id}.

(4) Voir la solution de l'exercice E.32 (5).

(5) Pour tous les X,Y € su(2), nous avons
(XY -YX)" =YV'X"-XY"=YX - XY =—-(XY-YX)
et tr(XY —-Y X) = 0. Par conséquent XY —Y X € su(2). Pour tout X € su(2), 'application
adX Y —- XY -YX

est clairement linéaire, et I'application ad : su(2) — Z(su(2)) définie par X +— ad X est
aussi clairement linéaire.

Un petit calcul montre que ad&; (§2) = —ad & (&) = 2&3, ad&; (§3) = —ad &3 (&) =
—2¢&, ad &2 (§3) = —ad &3 (§&2) = 2&1, et ad &; (&) = 0 pour @ = 1,2, 3. Donc la matrice de
ad(z1 &1 + z2 &2 + x3&3) dans la base (£1,&2,§3) est

0 —2x3 2x9
213 0 -2z | €50(3).
—2 T2 21‘1 0

Donc Dapplication T'® est bien & valeurs dans so0(3). Elle est injective par la formule
centrée ci-dessus, et puisque les espaces vectoriesl réels su(2) et s0(3) sont tous les deux
de dimension 3, 'application linéaire T'® est un isomorphisme.

Montrons que le diagramme suivant est commutatif

su(2) 2L L(su(2))
exp | 1 exp

SU@2) 2% GL(su(2))

Pour tout X € su(2), le sous-groupe a un paramétre
t — Ad(exp(tX)) : Y — exp(tX)Y exp(—tX)

est différentiable, de dérivée en t = 0 égale A ad X : Y — XY — Y X. Par le rappel donné
dansl’énoncé de la question (5), nous avons donc Ad(exp(tX)) = exp(tad(X)) pour tout
t € R. Le cas particulier ¢t = 1 montre la commutativité cherchée.

Comme la matrice de I'exponentielle d’'un endomorphisme est I’exponentielle de la
matrice de cet endomorphisme, ceci montre la commutativité du diagramme de la question
(5).

La surjectivité de ® découle alors de la surjectivité de exp : s0(3) — SO(3) (voir la
question (4)) et de la commutativité du diagramme.
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4 Sur quelques groupes d’isométries euclidiennes et affines
euclidiennes

4.1 Sous-groupes finis de SO(3) et polyédres réguliers de dimension 3

Le théoréme suivant est un théoréme de classification & conjugaison prés (et pas seule-
ment a isomorphisme de groupes prés) des sous-groupes finis de rotations de 'espace eucli-
dien de dimension 3. Par ’exercice E.47, il permet d’obtenir aussi la classification & conju-
gaison pres des sous-groupes finis de O(3), GL3(R), O(1,3), SO(1,3), SOy(1, 3), GL2(C),
SL2(C), PGL2(C) et PSLy(C). Certains objets qui apparaissent dans I’énoncé du théoréme
4.1 seront définis au cours de sa démonstration.

Théoréme 4.1. Tout sous-groupe fini de SO(3) est conjugué a un et un seul des groupes
sutvants :

(1) un groupe cyclique d’ordre n ot n € N — {0}, engendré par une rotation d’angle 2%,

(2) un groupe diédral d’ordre 2n ou n € N — {0,1}, engendré par les renversements sur
deur droites vectorielles faisant un angle 7,

(3) le groupe des isométries directes d’un tétraédre régulier de barycentre 0, isomorphe au
groupe alterné Ay,

(4) le groupe des isométries directes d’un cube régulier de barycentre 0, ou, de maniére
équivalente, d’un octaédre régulier de barycentre 0, isomorphe au groupe symétrique
647

(5) le groupe des isométries directes d’un dodécaeédre régulier de barycentre 0, ou, de ma-
niere équivalente, d’un icosaedre régulier de barycentre 0, isomorphe au groupe alterné

as.

Démonstration. Nous nous inspirons par exemple des références | , Exercice V.54],
[Arn] et [AB, t. 1, Chap. IX]. Le résultat suivant permet de traiter, puis d’exclure par la
suite, le premier cas.

Lemme 4.2. Pour tout n € N—{0}, il existe un sous-groupe cyclique de SO(3) d’ordre n.
Un tel sous-groupe est engendré par une rotation d’angle %’T Deuz tels sous-groupes sont
CONJUGUES.

Démonstration. Nous pouvons supposer que n > 2. Le résultat découle de la classification
des éléments de SO(3) & conjugaison pres (voir le théoréme 2.4). Tout élément non trivial
de SO(3) est une rotation autour d’un unique axe de rotation orienté d’angle de rotation
dans le sens positif égal & 6 € |0, 27| . Cette rotation est d’ordre n si et seulement si § = %
ou ke {l,...,n—1} est tel que k et n soient premiers entre eux. Cette rotation engendre
le méme groupe cyclique que la rotation autour du méme axe orienté d’angle %’T Par la
transitivité de l'action de SO(3) sur Sy, deux rotations pi, p2 € SO(3) ayant le méme angle
de rotation dans le sens positif autour d’'un méme axe orienté sont conjuguées dans SO(3)

(par tout élément de SO(3) envoyant ’axe orienté de p; sur celui de pa). O

Notons |E| le cardinal d’un ensemble fini E. A partir de maintenant, nous considérons
donc un sous-groupe fini non cyclique G de SO(3). Notons n = |G| € N son ordre, qui
vérifie n > 4, car les groupes d’ordre au plus 3 sont cycliques.

Notons X ’ensemble (non vide) des points fixes des éléments non triviaux de G dans
la sphére unité Sy de I'espace euclidien standard R3. 11 est fini car tout élément non trivial
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de SO(3) admet deux points fixes seulement dans Sg, les points d’intersection de son axe
de rotation avec Sp. L’ensemble X est invariant par G, car en notant Fy l'ensemble des
points fixes dans So d’un élément ¢’ € G, pour tous les g, h € G, nous avons gF}, = Fypg-1-
Nous allons étudier les propriétés de ’action du groupe G sur I’ensemble X.

Notons Oy, ..., O les orbites de G dans X et n; > 2 'ordre commun des stabilisateurs
des points de O; dans G, de sorte que X = ]_[le O; (union disjointe) et

n
|0;| = —

)

par la formule des classes. Notons

I'={(g,2) € (G-{id}) x X : g(z) =z} .

Tout élément de SO(3) différent de I'identité est une rotation d’angle non nul modulo 27,
donc admet exactement deux points fixes dans So, les points d’intersection de son axe avec
cette sphére. Donc

M= Y HzeX:ga)=a}=2n-1).

geG—{id}
Tout élément de O; est fixé par exactement n; — 1 éléments non triviaux. Donc
b 1
T[=> HoeG—{id} : gla)=a}[=3 > (mi-1)=) n(l-—)
zeX i=1 z€0; i=1 ’
Les deux formules centrées précédentes impliquent que

k

1 1
2(1l — —) = 1——). 2
(-)=20-) (29)
=1
Nous pouvons supposer que n; < --- < ng. Comme n; < n (donc 1-— nil <1- %),

nous ne pouvons pas avoir £k = 1. Si nous avions ni = n, alors G admettrait un point
fixe global dans Sy, donc fixerait une droite vectorielle orientée, donc serait isomorphe & un
sous-groupe de SO(2), donc serait cyclique, ce que nous avons exclu. Par conséquent n;, qui
divise n, est inférieur ou égal & §. Si nous avions k = 2, la formule (29) donnerait I'égalité
1 1 _ 2 foalite oot ‘o . . ing 4
s T on Cette égalité est impossible puisque son membre de gauche est au moins .

Donc k > 3. Puisque n; > 2 et Zle(l — n%) < 2, nous avons k < 3. Par conséquent

k=3
et la formule (29) s’écrit
1 1 1 2
— Y — 4+ —=1+Z>1.
ny N2 N3 n

Si nous avions nj > 3, alors no,ng > 3 et le membre de gauche de I'inégalité ci-dessus
serait inférieur ou égal a 1, ce qui contredirait cette inégalité. Donc

’I’Ll:Q,
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ce qui implique que n est pair (car ny divise n), et la formule (29) s’écrit

1 n 11 n 2 S 1
ng ng 2 n_ 2
Donc de méme ng € {2,3}. Si ng = 2, alors n3 = % et nous décrirons la situation dans le

Cas 1 ci-dessous. Si ng = 3, alors % = 6 + > 6, donc n3 peut prendre trois valeurs,

ng = 3 (auquel cas n = 12) ou n3g =4 (auquel cas n = 24) ou n3 = 5 (auquel cas n = 60),
et nous décrirons respectivement la situation dans les Cas 2, Cas 3, Cas 4 ci-dessous. ?°

Nous décrivons maintenant les quatre situations ci-dessus, en faisant des disgressions
afin de donner des informations complémentaires sur les groupes et les polyédres (dont la
construction d’iceux) qui apparaissent dans le théoréme 4.1 ci-dessus.

Cas 1 : Supposons que (n1,n2,n3) = (2,2, §). Montrons alors que G est diédral d’ordre
n = 2ns, et que deux sous-groupes diédraux de SO(3) de méme ordre sont conjugués.

Les hypothéses du cas 1 montrent que G admet un sous-groupe cyclique C d’ordre
2 > 2, le fixateur d’un point £ de l'orbite Os. Le cardinal de Og est donc égal & % = 2.

Pulsque G préserve Oz et puisqu’il contient un élément non trivial a fixant £ (dont le seul
autre point fixe est —¢), nous avons par conséquent O3 = {£, —&}.

Comme les seules rotations envoyant un vecteur en son opposé sont les renversements, il
existe donc un renversement b € G envoyant ¢ sur —¢, donc conjuguant a & son inverse a L.
Par cardinalité, nous avons G = C' U b, donc G est engendré par une rotation a d’ordre
5 et un renversement b valant —id sur I'axe de rotation de a. La description ci-dessous,

bien plus longue que nécessaire, montre alors que GG est un groupe diédral d’ordre n.

Rappelons tout d’abord que pour tous les groupes N et H, et pour tout morphisme
de groupes ¢ : H — Aut(N), le produit semidirect de N et H par ¢ est le groupe G noté
N x4 H (ou simplement N x H lorsque ¢ est sous-entendu, mais il vaut mieux préciser
quand il y a plusieurs choix), d’ensemble sous-jacent N x H et de loi

(n,h)(n', h) = (ng(h)(n'), R 1) .

Les groupes N et H sont identifiés & leur image dans G par les morphismes de groupes
injectifs ¢ : n — (n,1) et s : h — (1,h). Le sous-groupe N est distingué dans G. Le
morphisme de groupes p : (n,h) — h de G dans H est surjectif car po s = idy. Son noyau
est égal a i(NV) et identifié & N. Il induit donc par passage au quotient un isomorphisme
de groupes de G/N dans H. Nous avons donc une suite exacte de groupes

1 NG5 H 51,

qui est scindée, c’est-a-dire qu’il existe un morphisme de groupes injectif s : H — G,
appelé une section de p, tel que p o s = idy, dans le cas présent 'application h — (1,h).
Réciproquement, tout groupe G qui admet une telle suite exacte scindée est isomorphe au

95. Cette discussion, avec le cas 1 traité ci-dessous, montre le résultat partiel suivant, dont la démonstra-
tion, contrairement & celle compléte du théoréme 4.1, bien trop longue, rentre parfaitement dans le cadre
d’un développement pour la legon 101 sur les actions de groupes.

Théoréme 4.3. Tout sous-groupe fini de SO(3) non cyclique et non diédral est d’ordre 12, 24 ou 60.
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produit semi-direct de N par H pour le morphisme ¢ : H — Aut(N) défini (en identifiant
N avec son image dans G par i) par h +— {n — s(h)ns(h)"'}.

Pour tout m € N— {0}, nous notons *° Dy, le groupe diédral d’ordre 2m, défini comme
le produit semi-direct de Z/mZ par le groupe Z/27 dont I’élément non trivial agit par 'au-
tomorphisme x — —z de Z/mZ. Nous appellerons un groupe diédral tout groupe isomorphe
a Day, pour m € N — {0}, et nous allons en donner une liste partielle.

e Le groupe diédral Ds,, admet les deux présentations suivantes®” (la seconde étant
une présentation de Coxeter, voir par exemple | , , )]

Doy, ~ <a,b ’am :b2 :babfla: 1> ~ <S,t ‘32 :t2 — (St)m: 1> .

Il est possible de montrer que Iapplication envoyant a sur le générateur 1 de Z/mZ et b
sur le générateur 1 de Z/27Z s’étend en un isomorphisme de groupes du groupe quotient
L({a,b})/{{{a™,b% bab—ta})) sur Day,. Il est de méme possible de montrer que 'applica-
tion envoyant ¢ sur le générateur 1 de Z/2Z, et s sur le conjugué de ce générateur par
le générateur 1 de Z/mZ, s'étend en un isomorphisme de groupes du groupe quotient
L({s,81)/({s,£2, (st)™})) sur Do,
e Pour toutes les droites vectorielles D et D' d’un plan euclidien faisant un angle
- entre elles (voir le dessin ci-dessous), le groupe diédral Dy, est isomorphe au sous-
groupe Rp pr de O(2) engendré par les deux réflexions orthogonales op et o d’ensemble
de points fixes D et D’ respectivement, par I'unique morphisme de groupes envoyant le
générateur 1 de Z/mZ sur sprosp (qui est une rotation d’angle :l:%r) et le générateur 1 de
Z)2Z sur sp. Les présentations ci-dessus sont alors obtenues en posant (¢,s) = (op,opr)
et (a,b) = (spr o sp,op).

e Sim > 3, le groupe diédral Ds,, est isomorphe au groupe G(P) des isométries d'un
polygone régulier % P a m cotés de barycentre 0 dans un plan euclidien. En notant b = s
la symétrie orthogonale par rapport & une droite passant par un sommet A de P, et ¢ la
symétrie orthogonale par rapport & la médiatrice d’un coté de P adjacent & A, en posant
a = st la composition de s et t, alors ce groupe G(P) est constitué de m rotations ak et
de m réflexions a¥ b ou k, k' € {0,...,m — 1}.

En fait, tout sous-groupe fini de O(2) est conjugué ou bien au groupe engendré par la
rotation d’angle 2% pour un entier n € N — {0}, ou bien a un groupe diédral Rp p pour
un entier m € N— {0, 1} comme ci-dessus. Deux tels sous-groupes dié¢draux de O(2) sont *
conjugués dans O(2). Chaque sous-groupe diédral de O(2) laisse invariants, & homothétie

96. Certaines références le notent D,.

97. Pour tout ensemble S, notons L(S) le groupe libre sur S (voir par exemple | , Annexe B.2]).
Pour toute partie R d’un groupe L, notons ((R)) le sous-groupe distingué de L engendré par R, c’est-
a-dire l'intersection de tous les sous-groupes distingués de L contenant R. Une présentation d’un groupe
G est un triplet (S, R,¢) (ou un couple (S, R) quand ¢ est sous-entendu) ot S est un ensemble, R une
partie du groupe libre L(S) et ¢ : L(S)/{(R)) — G un isomorphisme de groupes. On dit aussi que G est
défini par générateurs et relations par (S, R, ). Si S = {s1,...,sk} et R = {r1,...,7¢}, on note parfois
(s1,82,...,8k | 11 =72 = -+ =1y = 1) le groupe quotient L(S)/((R)).

98. Par exemple, le polygone régulier standard P,, est enveloppe convexe dans R? de Pensemble des
racines m-émes de I'unité {ezi”k/m : k=0,...,m—1}, dont le groupe des isométries G(P,) est constitué
des eléments a® : z > 2%/ ™ et les ak/b7 oub:z—zetkk €{0,...,m—1}.

99. En effet, le groupe O(2) agit transitivement sur les couples de droites vectorielles faisant un angle
£
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prés, exactement deux 'Y polygones réguliers de barycentre 0 qui ont m c6tés. Mais Da,), est
isomorphe au groupe des isométries d’'un ensemble non dénombrable (méme & homothétie
prés) de polygones @ non réguliers du plan euclidien a homothétie prés. Un tel polygone
Q@ peut étre défini comme 'enveloppe convexe de l'orbite par Do, de tout point du cercle
qui n’est pas fixe par I'une des réflexions de Do, et n’est pas sur la médiatrice entre deux
droites fixes par 'une des réflexions ba* de Da,, et cycliquement consécutives.

A D'
S D
t

S

P*

Le groupe diédral Dy, est non abélien si et seulement si m > 3 (car nous avons alors
bab~! = a~! # a). De plus, Dy ~ Z/27 et Dy = (Z./27.)>.

Lemme 4.4. Pour tout m € N — {0,1}, il existe un sous-groupe diédral, d’ordre 2m, de
SO(3). Tout tel sous-groupe est engendré par le groupe des isométries directes préservant un
m-gone régulier de barycentre 0, par une rotation d’ordre m et un renversement valant — id
sur laze de cette rotation, et par deux renversements par rapport a des droites vectorielles
orientées faisant un angle ;. Deux tels sous-groupes sont conjugués.

Démonstration. Pour deux droites vectorielles orientées D et D’ de R? faisant dans
cet ordre un angle -, le sous-groupe Gp p/ de SO(3) engendré par les renversements
respectivement t et s par rapport a ces droites est un groupe diédral. En effet, soit D”
la droite vectorielle orientée orthogonale a D et D', telle que, si les vecteurs directeurs
unitaires définissant 1'orientation de D, D', D" sont notés v, v/, v” respectivement, alors la
base (v,v',v") de 'espace vectoriel orienté R3 soit directe. Alors la restriction de Gp pr au
plan vectoriel P = D @ D’ orienté orthogonal & D” est un sous-groupe diédral du groupe
O(P), et st est une rotation d’axe D" et d’ordre m, qui engendre Gp pr avec s. De plus,
s induit —id sur axe D" de st.

Comme le groupe SO(3) agit transitivement sur les couples de points de So faisant un
angle donné, deux tels groupes Gp pr sont conjugués dans SO(3).

Le groupe G p pr préserve le m-gone régulier du plan P qui est I'enveloppe convexe de
'orbite par Gp pr d’un vecteur non nul de D', et est exactement le groupe des rotations

qui le préserve.

100. Les droites fixes des réflexions préservant un polygone régulier P doivent passer ou bien par un
sommet de P ou bien par le milieu d’une aréte de P. Les polygones réguliers & m cotés préservés par le
groupe diédral G(P) sont alors les homothétiques de P, ou ceux du polygone P*, dit dual & P, dont les
sommets sont les milieux des arétes de P (voir la figure ci-dessous & homothétie pres).
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Soit G un sous-groupe diédral de SO(3) d’ordre 2m. Les seuls éléments de SO(3) d’ordre
2 sont des renversements, donc en notant s et ¢ des éléments d’ordre 2 de G tels que st
soit d’ordre m, alors t et s sont des renversements, dont nous notons respectivement D et
D’ les droites vectorielles fixes. Ces droites sont distinctes car m > 2 donc s # t. Puisque
le produit st est d’ordre m, et fixe la droite vectorielle D" orthogonale & D et & D', c’est
une rotation d’axe de rotation D", et d’angle de rotation le double de 'angle entre D et
D'. Donc G = Gp pr. Le résultat en découle. Il

Cas 2 : Supposons que (n,ni,n2,ng) = (12,2,3,3).

Le groupe alterné @, des permutations de {1,2,3,4} de signature paire est d’ordre
%4! = 12. Notons (ey,ea,e3,e4) la base canonique de I'espace euclidien standard R*,
et (x1,x2,r3,24) ses coordonnées canoniques. La bijection i — e; de {1,2,3,4} dans
{e1,e2,e3,e4} permet d’identifier 1! @, des permutations de {1,2,3,4} de signature paire
est d’ordre % 4! = 12. Notons (e1, e2, e3, e4) la base canonique de I’espace euclidien standard
R*, et (x1,x2,23,74) ses coordonnées canoniques. La bijection i +— e; de {1,2,3,4} dans
{e1,e2,e3,e4} permet d’identifier @4 avec le sous-groupe du groupe linéaire GL4(R) des
permutations de déterminant 1 de la base canonique (e1, eg, €3, e4). Puisque le groupe @4
envoie base orthonormée directe sur base orthonormée directe, il est contenu dans SO(4),
et puisqu’il fixe la droite vectorielle R(1, 1,1, 1), il est contenu dans le fixateur dans SO(4)
de R(1,1,1,1), et est égal au stabilisateur de {ey,...,es} dans ce fixateur.

Notons ## I’hyperplan euclidien affine d’équation 2?21 x; = 1, et Ag Denveloppe
convexe de {ej,...,eq}. Par 'unicité a isométrie prés des espaces euclidiens de dimen-
sion donnée, il existe une isométrie de ’espace vectoriel Vi , obtenu en pointant 7 en
le barycentre (i, %, %, %) de As, muni de la structure euclidienne induite de celle R* sur
I'espace euclidien standard R3. Appelons tétraédre régulier de R3, et notons 7' I'image de

Aj par une telle isométrie et une homothétie de rapport 2= (I'inverse de la distance entre

V3
le barycentre (%, %, %, i) de Az et n’importe lequel de ses sommets). Ainsi @4 s’identifie au

sous-groupe de SO(3) préservant 7. Le tétraédre T', dont nous notons encore eq, €9, €3, €4
les sommets correspondants & ceux éponymes de Ags, est alors inscrit dans la sphére So.

Le groupe @4 contient, outre l'identité,

e trois doubles transpositions (12)(34), (13)(24) et (14)(23), qui sont les rotations
d’angles ™ par rapport aux médiatrices communes des trois paires d’arétes opposées de
T (voir la figure de gauche ci-dessous), et qui, avec l'identité, forment un sous-groupe
distingué N de @, isomorphe & (Z/27Z)%, donc d’ordre 4,

e huit cycles de longueur 3, deux pour chacun des 4 sommets de T correspondant
aux permutations cycliques non triviales des trois autres sommets (voir la figure de droite
ci-dessous). Le sous-groupe engendré par le cycle (123) est noté H, et A4 est isomorphe au
produit semi-direct de N par H, pour 'action par conjugaison dans @4 de H sur N. En
effet, le quotient H' = @4 /N est un groupe d’ordre 3 par cardinalité. Il est donc isomorphe
au groupe cyclique Z/37Z. La suite exacte

15N -Sa, 2 H 51

101. par l'application de @4 dans GL4(R) qui & o € @4 associe (la matrice dans la base canonique de)
I'unique application linéaire u, qui envoie e; sur e,—1(;) pour i = 1,...,4. Il est élémentaire de vérifier que
0 — u, est un morphisme de groupes injectif.
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oui: N — @4 est Uinclusion et p : 4 — H' = @4/N est la projection canonique, est
scindée, par la section s : H — @4 d’image H, qui au générateur p((123)) de H' associe le
générateur (123) de H.

€3 €3

—5

c c 7./37

“ 32/22 “

Le groupe 94 contient dix sous-groupes, qui sauf 44 lui-méme sont cycliques d’ordre 1,
2 ou 3 ou diédral d’ordre 4 : ce sont

e trois sous-groupes distingués, le sous-groupe trivial {id}, le sous-groupe total @y, et
le sous-groupe N ~ (Z/27)?, qui est 'unique 2-Sylow de @y ;

e trois sous-groupes cycliques d’ordre 2, les stabilisateurs des paires d’arétes opposées,
qui sont conjugués,

e quatre sous-groupes cycliques d’ordre 3, les fixateurs des 4 sommets de T, qui sont
conjugués et sont les quatre 3-Sylow de 4y.

Le groupe @4 admet pour présentation (voir par exemple [ADB, Prop. IX.5])
Ay~ (a,b|a®=0%= (ab)* =1)

en prenant pour a le 3-cycle (123) et b le 3-cycle (234), qui vérifient clairement les égalités
a® = b = (ab)? = 1 (mais il faut encore montrer, en notant G = L({a, b})/{({a3,b3, (ab)?}))
le groupe quotient du groupe libre engendré par {a, b} par le sous-groupe distingué engen-
dré par {a®,b%, (ab)?}, que 'unique morphisme de G dans @4 envoyant 'image de a dans
G sur a et 'image de b dans G sur b est un isomorphisme de groupes, voir loc. cit.).

Lemme 4.5. [l eziste un sous-groupe de SO(3) non cyclique et non diédral, d’ordre 12.
Tout tel sous-groupe est isomorphe a Ay, et égal au groupe des isométries directes préservant
un tétraedre régulier de barycentre 0. Deux tels sous-groupes sont conjugués.

Démonstration. La premiére affirmation découle de la construction géométrique de 9y
ci-dessus.

Soit G' un sous-groupe fini non cyclique non diedral de SO(3), d’ordre 12. Par I’analyse
ayant conduit au Cas 2, G admet exactement trois orbites O1, 02,03 de points fixes
d’élements non triviaux de G, dont le stabilisateur d’un élément est respectivement d’ordre
2, 3 et 3, et qui sont donc d’ordre respectivement 6, 4 et 4.

Dans le dessin ci-dessous,

e l'orbite O3 est constituée des quatres points rouges, que nous montrerons former les
sommets d’un tétraédre régulier P (d’arétes en traits rouges sur le dessin) dont G est le
groupe des isométries directes,

e lorbite O; est constituée des six points bleus (que nous montrerons étre les points
d’intersection avec la sphére des perpendiculaires communes (en trais bleus sur le dessin)
aux paires d’arétes opposées de P, et
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e lorbite O3 est constituée des quatre points verts, que nous montrerons étre les
sommets du tétracdre régulier P* (d’arétes en traits pointillés verts sur le dessin) dual (&
homothétie prés) de P, points d’intersection avec la sphére des hauteurs (en traits continus
verts sur le dessin) du tétraédre, dont le groupe des isométries directes est aussi égal a G.

Notons P l'enveloppe convexe de Oz, qui est donc un tétraédre. Le groupe G agit
transitivement sur les sommets de ce tétraédre, et le stabilisateur G, d’un point x de O,
qui est d’ordre 3 et préserve les trois autres sommets, est donc un groupe cyclique d’ordre
3, engendré par une rotation p d’axe contenant x et d’angle %’r Le groupe G, agit donc
simplement transitivement sur ces trois autres sommets, qui sont 4 méme distance de x
(puisque SO(3) préserve la distance euclidienne). Puisque G, agit transitivement sur les
trois arétes ayant x pour sommet, toutes les arétes de P ont la méme longueur. Le groupe
SO(3) agit transitivement sur la sphére Sy, donc quitte a conjuguer G, nous pouvons
supposer que = ej. Soit y un sommet de P différent de x. Par la transitivité de I'action
du groupe des rotations d’axe passant par e; sur les points de la sphére S, & distance
t € [0,2] donnée de e1, nous pouvons supposer que y appartient au demi-cercle d’extrémité

x passant par es. Comme la distance entre y et p(y) est égale a la distance entre e; et y,
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ceci n’est possible que si y = eg.'"? Donc P = T. Comme G est d’ordre 12, contenu dans
le groupe des isométries directes de T, qui est aussi d’ordre 12, nous avons G = Q4. Ceci
montre le résultat. O

Cas 3 : Supposons que (n,ny,ng,n3) = (24,2, 3,4).

Le groupe symétrique &4 des permutations de {1,2,3,4} est d’ordre 4! = 24. Notons
C3 = [~1,1]3, appelé le cube standard, qui est un polyédre convexe de l’espace euclidien
standard R3, ayant

e 8 sommets (€1, €2,€3) ou €; € {£1},

o 12 arétes [—1,1] x {e2} x {e3}, {e1} x [-1,1] X {e3} et {e1} x {e2} x [-1,1] on
€ € {:i:l},

o 6 faces [—1,1)% x {es}, [-1,1] x {e2} x [-1,1] et {e1} x [-1,1]? o1 ¢; € {£1}.

Z7.)3Z. VEL

Notons G le groupe des isométries directes de 'espace affine euclidien orienté R3 pré-
servant C3. Elles fixent son barycentre, qui est le point (0,0, 0), donc G est un sous-groupe
de SO(3). Appelons grande diagonale du cube C® toute droite vectorielle passant par deux
sommets opposés de C3. Elles sont au nombre de quatre, nous les numérotons (de maniére
indifférente) de 1 & 4. Le groupe G préserve 'ensemble des sommets de C3, et envoie som-
mets opposés sur sommets opposés. Donc G préserve 'ensemble A des grandes diagonales.
Les rotations d’angle 7 /2 autour des axes orientés de coordonnées appartiennent a G, donc
le sous-groupe de SO(3) qu’elles engendrent est contenu dans G, et puisqu’elles agissent
transitivement sur les sommets, I’action de G sur I’ensemble des sommets de C3, donc sur
A, est transitive. Ceci définit un morphisme de G dans &y.

Comme la seule rotation envoyant un vecteur non nul sur son opposé est un renver-
sement, et qu’'un renversement ne vaut pas —id sur trois droites non coplanaires, tout

A

€1

En effet, un calcul élémentaire montre que si zg est le V/3sin
point de ce demi-cercle faisant un angle 6 € 10, [ avec eq,
alors la distance entre x4 et p(zq) est égale a v/3 sin 6, la
distance entre xg et e; est égale & /2 — 2 cos 0, et I’équa-

102. tion v/3 sin® = /2 — 2cos § admet une et une seule so- p(wo)
lution § = arccos(—3) dans ]0,7[. Au passage, nous re-
trouvons que la longueur des arétes du tétraédre régulier

inscrit dans la sphére Sy est \/g.
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élément de G qui préserve chaque grande diagonale doit valoir I’identité sur au moins une
grande diagonale, et donc étre une rotation d’angle %’r, ce qui I’empéche de préserver les
autres grandes diagonales. Donc le morphisme ci-dessus est injectif.

L’ensemble des sommets du cube est partitionné de maniére unique en deux parties
disjointes A1 U Ao, chaque A; ayant quatre éléments dont aucune paire n’est jointe par une
aréte de C3. Par la transitivité sur les sommets, il existe une isométrie directe de C3 qui
envoie Ay sur A,. Le sous-groupe de G préservant A; est donc d’indice 2 dans G. Chaque
A; est 'ensemble des sommets d'un tétraédre régulier T; (voir le dessin ci-dessus), dont
toute isométrie positive préserve C3. Donc G est d’ordre 24, et le morphisme ci-dessus est

un isomorphisme.

Le groupe G4 a pour classes de conjugaison, outre celle de I'identité :

e la classe de conjugaison des six transpositions, qui sont les renversements du cube
valant —id sur le plan vectoriel passant par I'une des six paires d’arétes opposées, ou,
autrement dit, la rotation d’angle m autour de la médiatrice commune de deux arétes
opposées,

e la classe de conjugaison des trois doubles transpositions, qui sont les rotations d’ordre
2 autour des droites vectorielles passant par les milieux des faces opposées du carré, donc
par les sommets opposés de 'octaédre dual du cube (voir le dessin ci-dessus & gauche),

e la classe de conjugaison des huit cycles de longueur 3, qui sont les deux rotations
d’ordre 3 autour des quatre grandes diagonales, donc des droites vectorielles passant par
les barycentres des faces opposées de I'octaédre dual,

e la classe de conjugaison des six cycles de longueur 4, qui sont les deux rotations d’ordre
4 autour de chacune des trois droites vectorielles passant par deux sommets opposés de
I’octaédre dual, donc des droites vectorielles passant par les barycentres des faces opposées

du cube.
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Le groupe &4 contient (voir par exemple [A13, §IX.1]) exactement trente sous-groupes,
qui sauf &4 et A4 (qui est le stabilisateur de chacun des deux tétra¢dres réguliers inscrits
dans le cube, ou dans lesquels sont inscrits 'octaédre dual, en tant qu’enveloppe convexe
des milieux des arétes du tétraédre, voir les dessins ci-dessus) sont cycliques d’ordre 1, 2,
3 ou 4 ou diédraux d’ordre 4, 6 ou 8 :

e les quatre sous-groupes distingués, le sous-groupe trivial {id}, le sous-groupe total
Sy, le sous-groupe dérivé Ay = [S4, S4] et le sous-groupe [Ay,d4], qui comme vu dans le
Cas 2 est isomorphe & Dy et constitué outre de I'identité des trois doubles transpositions;

e les neuf sous-groupes cycliques d’ordre 2 répartis en deux classes de conjugais, en-
gendrés par les transpositions ou les doubles transpositions, voir ci-dessus pour leur inter-
prétation géométrique;

e les trois 2-Sylow, qui sont diédraux d’ordre 8

e les trois sous-groupes cycliques d’ordre 4 contenus dans les 2-Sylow ;

e les trois sous-groupes diédraux d’ordre 4 contenus dans les 2-Sylow ;

e les quatre 3-Sylow, qui sont cycliques d’ordre 3 (contenus dans @4), voir ci-dessus
pour leur interprétation géométrique;

e les quatre stabilisateurs de points de {1,2, 3,4}, qui sont isomorphes & &3 ~ D.

Le groupe &4 admet pour présentation (voir par exemple |AB, Prop. 1X.6])
A= (a,b|a®=0b=(ab)? =1)

en prenant pour a le 3-cycle (234) et b le 4-cycle (1432), qui vérifient clairement a® =
b* = (ab)? = 1 (mais il faut encore montrer, en notant G' = L({a,b})/N ({a3,b%, (ab)?}) le
groupe quotient du groupe libre engendré par {a, b} par le sous-groupe distingué engendré
par {a3,b%, (ab)?}, que I'unique morphisme de G' dans @4 envoyant l'image de a dans G
sur a et I'image de b dans G sur b est un isomorphisme de groupes, voir loc. cit.)

Lemme 4.6. II existe un sous-groupe de SO(3) non cyclique et non diédral, d’ordre 24.
Tout tel sous-groupe est isomorphe a Sy, et est égal au groupe des isométries directes
préservant un cube (ou, de maniére équivalente, un octaédre régulier) centré en 0. Deux
tels sous-groupes sont conjugués.

Démonstration. La premiére affirmation découle de la construction géométrique du
groupe des isométries directes du cube standard ci-dessus.

Soit G' un sous-groupe fini non cyclique non diedral de SO(3), d’ordre 24. Par I’analyse
ayant conduit au Cas 3, G admet exactement trois orbites 01,0, O3 de points fixes de
réflexions de G, qui sont d’ordre respectivement 12, 8 et 6, et dont le stabilisateur d’un
élément est respectivement d’ordre 2, 3 et 4. Dans le dessin ci-dessous, O2 est constitué
des huits points rouges, que nous montrerons former les sommets d’'un cube régulier P
dont G est le groupe des isométries directes, Op est constitué des 12 points bleus (que nous
montrerons étre constitués des points d’intersection avec la sphére des perpendiculaires
communes aux paires d’arétes opposées de P, et Os des six points verts, que nous mon-
trerons étre les sommets de l'octaédre régulier P* dual (& homothétie prés) de P, points
d’intersection avec la sphére des médiatrices des faces opposées de P, dont le groupe des
isométries directes est aussi G. Notons que contrairement au cas du tétraédre, le polyédre
dual du cube n’est pas isométrique au cube.
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Notons P I'enveloppe convexe de Og, qui a donc 8 sommets. Le stabilisateur de chaque
sommet, qui est d’ordre 3 est donc cyclique d’ordre 3, et G agit par cardinalité simplement
transitivement sur les arétes orientées. Comme chaque aréte a deux sommets, il y a donc
12 arétes. Notons que P est symétrique par rapport a 'origne (car si z est point fixe d’une
rotation, alors —z aussi), et par ce qui précéde, tout sommet de P est trivalent, c’est-a-dire
qu’exactement trois arétes de P en partent. Puisque le stabilisateur G, d’un point y de
O3 est d’ordre 4, il est cyclique d’ordre 4 car c’est un groupe de rotations ayant un point
fixe. Donc les orbites de Gy dans Oy sont deux carrés centrés sur le diamétre de Sy entre
y et —y. Puisque les sommets sont trivalents, il doit y avoir une aréte paralléle & cet axe
entre les deux carrés, et par rotation, P est donc un produit d’un carré perpendiculaire &
cet axe par un intervalle paralléle & cet axe. Puisque G agit transitivement sur le sommet,
ce paralélotope est donc un cube. Puisque le groupe des isométries directe d’un cube est
d’ordre 24, le groupe G est donc égal au groupe des isométries directes de P. Ceci montre
la deuxiéme affirmation du lemme 4.6.

La derniére affirmation découle du fait que SO(3) agit transitivement sur les cubes
centrés en 0 et inscrits dans la sphére, car il agit de maniére transitive sur les points de la
sphére, et le stabilisateur d’un point de la sphére agit transitivement sur les points de la
sphére & distance donnée de ce point. O

Cas 4 : Supposons que (n,ni,n2,ng) = (60,2,3,5).
Le groupe alterné @5 des permutations de {1,2,3,4,5} de signature paire est simple
(voir par exemple [Pcrl]) d’ordre § 5! = 60. 103

Lemme 4.7. II existe un sous-groupe de SO(3) non cyclique et non diédral, d’ordre 60.
Tout tel sous-groupe est isomorphe a @s, engendré par le groupe des isométries directes
préservant un dodécaédre régulier (ou, de maniére équivalente, un icosaédre réqulier). Deux
tels sous-groupes sont conjugués.

Démonstration. Nous renvoyons par exemple a [AB3, Chap. IX]. O

103. En fait, tout groupe fini simple d’ordre 60 est isomorphe a @5, voir [AB, t. 1, p. 25, théo. L.17], et le
plus petit ordre d’un groupe fini simple non abélien est 60.
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4.2 Groupes cristallographiques

Nous considérons maintenant quelques groupes d’isométries euclidiennes affines. Notons
& un espace affine euclidien, et ¥ son espace vectoriel associé. Pour simplifier les notations,
nous fixons une fois pour toute un isomorphisme d’espace euclidien affine entre & et ’espace
euclidien affine standard R"™, associé a isomorphisme d’espace euclidien entre E et I'espace
euclidien standard R™. Le lecteur saura remplacer quand nécessaire R par & ou E au
besoin dans ce qui suit. Nous notons || || et (, ) la norme et le produit scalaire de R".

Rappelons que le groupe Aff(R™) des bijections affines de I'espace affine standard R"”
s'insére dans une suite exacte de groupes

1 — R* 5 Aff(R") 25 GL(R") = GL,(R) — 1,

ol T : x +— T, associe & x € R™ la translation 7, : y — = +y de vecteur z, ot p : f — f
associe 4 une transformation affine f sa partie vectorielle f, et ot nous identifions comme
d’habitude une bijection linéaire de R™ & sa matrice dans la base canonique de R™. Cette
suite exacte est scindée %4 donc

AfE(R™) = R" x ¢ GLo(R)

ot ¢ : GL,(R) — Aut(R") est l'action linéaire de GL,,(R) sur R™. En particulier, pour
tout f € Aff(R"™), il existe un unique x € R™ et un unique p € GL,(R) tels que f = 7, 0 p.

Notons que lapplication (z,p) +— 7, o p de R™ x GL,(R) dans Aff(R™) est certes
bijective, mais n’est pas un morphisme de groupes. En effet, la translation 7, par x € R™
et une transformation linéaire p € GL,(R) ne commutent en général pas :

POTe="Tyg)Op - (30)

Le groupe Isom(R"™) des isométries euclidiennes affines de 1'espace affine euclidien R”
est un sous-groupe de Aff(R™). Il s’insére dans la suite exacte de groupes

1 — R® 5 Isom(R") 2 O(R") — 1,
qui est aussi scindée. Donc est Isom(R"™) est un produit semi-direct
Isom(R™) ~ R" x4 O(n)

du groupe additif des translations affines de R™ et du groupe O(n) des isométries vecto-
rielles de ’espace euclidien R™, pour laction ¢ : O(n) — Aut(R", +) linéaire de O(n) sur
R™. Nous munissons Isom(R"™) de la topologie telle que 'application de produit soit un
homéomorphisme. En particulier, Isom(R"™) est métrisable complet, et localement compact
(mais pas compact).

Nous noterons Isom™ (R") le groupes des isométries affines euclidiennes directes (pré-
servant l'orientation) de l'espace affine euclidien orienté R™, aussi appelé le groupe des
déplacements. Tout élément f € Isom™ (R™) s’écrit de maniére unique f = 7, 0p ot z € R
et p € SO(n). Le groupe Isom™ (R™) est isomorphe au produit semi-direct R™ x4 SO(n).

104. car toute transformation linéaire de l’espace vectoriel R™ est aussi une transformation affine de
I’espace affine R™
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Nous allons décrire dans cette partie quelques sous-groupes de Isom(R™), en commen-
¢ant par des sous-groupes du groupe de translation R".

Un réseau de 'espace euclidien R™ est un sous-groupe A du groupe additif de R™ tel
qu’il existe une R-base (e, e, ...,e,) de l'espace vectoriel réel R™ qui est une Z-base du
groupe abélien A (c’est-a-dire A = Ze; @ - - - § Ze,, ). En particulier, un réseau de R™ est un
groupe abélien libre de rang n. Nous renvoyons par exemple a [C'S, | pour une masse
de renseignements sur les réseaux.

Nous appellerons covolume d’un réseau A de 'espace euclidien usuel R", et noterons
vol(R™)/A le volume euclidien du parallélotope fondamental

PA = {t161 + -+ the, (751,.. . ,tn) S [0, 1]“}

défini par une Z-base (e, ea,...,€,) de A (et qui dépend de cette Z-base). Ceci ne dépend
pas du choix de cette base, car toute matrice de GL,,(Z) est de déterminant £1 (les seuls
inversibles de ’anneau Z), donc préserve le volume.

Comme le groupe GL,(R) agit transitivement sur les R-bases de I’espace vectoriel R",
comme le stabilisateur du réseau standard Z™ est GLy,(Z), 'application g — ¢gZ" de GL,(R)
dans I’ensemble Z,, des réseaux de 'espace euclidien R™ induit par passage au quotient
une bijection

GL,(R)/GLn(Z) ~ %, .

Cette bijection identifie le sous-espace de Z,, constitué des réseaux de covolume 1 avec
SL,(R)/ SLy,(Z). Nous renvoyons par exemple & | | pour des informations élémentaires
sur la topologie de I'espace de réseaux %p,.

Les deux exemples les plus connus de réseaux du plan euclidien R? = C sont le réseau
de Gauss 7 + iZ et le réseau d’Eisenstein Z + €3 7 = 7 + 5 7.

2im

L+ il Z+es 7

Nous donnons dans la proposition suivante une caractérisation topologique des réseaux.

Rappelons qu'une partie E d’un espace topologique X est discréte si la topologie induite
sur E est la topologie discréete Z(FE) de E, ou, de maniére équivalente, si tout point = de
E est isolé dans E (c’est-a-dire admet un voisinage dans X qui ne rencontre E qu’en ).
Rappelons que si X est un espace topologique muni d’une action (a gauche) d’un groupe
G,etsim: X — G\X est la projection canonique sur I’espace des orbites, alors la topologie
quotient sur G\ X est la topologie dont les ouverts sont les parties de G\ X dont l'image
réciproque par 7 est un ouvert de X, ou, de maniére équivalente, la plus petite topologie
rendant continue 7.
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Proposition 4.8. Un sous-groupe A du groupe additif de R™ est un réseau si et seulement
s’il vérifie 'une des conditions équivalentes suivantes :

1 €s 1scret, et e quotien est compact,
(i) A est discret, et le quotient R /A est compact ;

(i) A est discret et engendre R™ en tant qu’espace vectoriel réel.

Démonstration. Montrons qu’étre un réseau implique (i). Soit (e, ea, ..., €,) une R-base
de R™. 1l est immédiat que A = Zey + - - - + Ze,, est discret dans R™. Soit K I’ensemble des
Arer+- -+ Apen, ot Ay € [0, 1], qui est compact dans R™. La projection canonique 7 : R™ —
R"/A envoie ouvert sur ouvert, car si U est ouvert de R", alors 7~ H(7(U)) = U,cp 2+ U
est ouvert de R™, donc 7(U) est un ouvert de R"/A. Par conséquent, si deux éléments x
et y dans R™ ont des images distinctes dans R" /A, si e = inf{||A|| : A € A — {0}}, qui
est strictement positif par discrétude, alors les images par 7 des boules ouvertes B(z, §)
et B(y, §) sont des voisinages ouverts disjoints de 7(z) et m(y).

Montrons que (i) implique (ii). Soit E’ le sous-espace vectoriel réel de R"™ engendré
par A, et E” un supplémentaire de E’. Alors I'isomorphisme naturel R” — E’'x” induit
un homéomorphisme de R"/A sur (E'/A) x E”. Comme E’'/A x E” est compact et E'/A
non vide, 'image de la projection (continue)sur le second facteur, qui est E”, est compact.
Donc E” est réduit a {0}.

Montrons que (ii) implique étre un réseau. Nous pouvons supposer que n > 1. Construi-
sons par récurrence sur k des éléments linéairement indépendants e;, dans A avec 1 < k < n.
Soit e; un élément de A — {0} de norme minimale, ce qui est possible car A est discret.
Si n > 2, supposons construits ey, ..., e, linéairement indépendants, avec k < n — 1, et
posons Er = Rej +- - -+ Reg. Le sous-groupe Ay = Zey + - - -+ Zey, est contenu dans A. Par
I'implication étre un réseau entraine (ii), 'espace Ej /Ay est compact. Donc il existe r; > 0
tel que Ej soit recouvert par les translatés par les éléments de Ay de la boule B(0,rq).
L’application f : R™ — [0, 4o0[ définie par f : v — min{w € R™ : |[v — w||} est bien
définie, car f(v) = ||v — v*| ot vt est la projection orthogonale de v sur Ej, et elle est
continue. Comme A engendre ’espace vectoriel R™ et puisque la dimension de Ej est au
plus n — 1, il existe (au moins) un point vi dans A — Ej. Poons ro = f(v). Alors la borne
inférieure de f sur A — Ej, qui est la borne inférieure de f sur le compact B(0,r; + r2),
a cause de 'invariance de f par translations par Ag, est atteinte, en au moins un point,
noté ex11. Ce point n’appartient pas & Ey, donc les vecteurs ey, . .., exy1 sont linéairement
indépendants, ce qui compléte la construction par récurrence.

Alors la suite (eq, ..., e,) est une R-base de R™ (car libre), et une Z-base de A. En effet,
par 'absurde, s’il existe x € A — (Zey +- - -+ Zey,), alors, quitte & enlever & = un élément de
Zei~+---+Zey,, il existe kavec 1 <k <net Aq,...,\p € Rtelsque z = \je; +- -+ \pep,
Ak # 0 et [A] < 3. Mais alors ¢ € A — Ej_; (en posant par convention Ey = {0}) et
min{w € Ej_1||lx — w|| < ||[Aker|] < |lex]|, ce qui contredit la propriété de minimalité. [

Nous allons nous intéreser a la structure des groupes discrets d’isométries des espaces
affines euclidiens.

Un groupe cristallographique de dimension n est un sous-groupe I' du groupe Isom(R")
des isométries euclidiennes affines de R™ tel que son groupe des translations

Ar={zeR" : 7, €'}

soit un réseau de R™.
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Pour tout réseau A de R™, notons O(A) = {g € O(n) : g(A) = A} le groupe des
isométries vectorielles de I’espace euclidien R™ préservant le réseau A. Ce stabilisateur doit
préserver 'ensemble {r € A — {0} : |lz|| = mingep_qoy [lyll} des vecteurs de norme
minimale. Notons que cet ensemble ne contient pas forcément de Z-base de A.

Par exemple si n = 2, le stabilisateur du réseau de Gauss Z + ¢ Z, qui a exactement 4
vecteurs non nuls de norme minimale {41, +i} qui sont les sommets du carré, est contenu
dans le groupe des isométries de ce carré, et lui est en fait égal. C’est le groupe diédral Dg
d’ordre 8 engendré par la réflexion orthogonale sg par rapport a I'axe réel et la réflexion
orthogonale $ iz, Dar rapport a la droite vectorielle eTR :

O(Z +i7) = Ds

De méme, le stabilisateur du réseau d’Eisenstein Z + es Z, qui a exactement 6 vec-
teurs non nuls de norme minimale {£1, + e, + 62%} qui sont les sommets d’un hexagone
régulier, est contenu (et en fait égal) dans le groupe des isométries de cet hexagone : c’est
le groupe diédral D12 d’ordre 12 engendré par la réflexion orthogonale par rapport a ’axe
réel et la réflexion orthogonale § iz Dar rapport a la droite e R :

O(Z+e57Z) = Dyy

Lemme 4.9. Pour tout réseau A de R", le groupe O(A) est fini.

Démonstration. Si r > 0 est tel que la boule B(0,r) de centre 0 et de rayon R de R"
contient une Z-base de A, alors O(A) préserve B(0,7) N A. Cette intersection est finie car
A est discret, et action de O(A) sur cette intersection est injective (car un élément de
GL,,(R) est déterminé par son action sur une R-base de R™). Donc O(A) est fini. O

Pour tout sous-groupe G de O(A), notons
AxG={r,0g9 : z€AN, geG}.

Par la formule (30) et puisque G préserve A, c¢’est un sous-groupe du groupe Isom(R™). De
plus, c’est un groupe cristallographique, de groupe des translations égal & A par construc-
tion :

Arxwg = A
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La notation A x G est cohérente avec le fait que ce groupe est en effet isomorphe au produit
semi-direct de A et de G (pour l'action linéaire de G sur A). Notons que A X G est un
sous-groupe de A x O(A).

Mais tout groupe cristallographique n’est pas forcément de cette forme (seulement 13
sur 17 en dimension 2, voir le théoréme 4.11). Le premier théoréme de Bieberbach ci-dessous
explique ce qui reste valable.

Nous allons nous intéresser a la classification des groupes cristallographiques modulo
conjugaison dans Aff(R™), mais pas modulo conjugaison dans Isom(R™), ce qui serait trop
peu restrictif).

Par exemple, les réseaux Z+XiZ ou A > 1 et Z+€" Z pour 0 € 10, 5[ sont des groupes

cristallographiques conjugués au réseau de Gauss Z + i Z dans Aff(R?) (par <é ?) et
A

1 . . .
<0 iei9> respectivement), mais pas dans Isom(R?), comme précisé¢ dans le résultat
suivant.

Exercice E.43. Montrer que deux réseauz de R™ sont conjugués dans Aff(R™). Montrer
que tout réseau de covolume 1 de R? est isométrique & un réseau de la forme Z + 77 ot
Im 7 > 0. Montrer que deux réseaux Z + 77 et Z + 7'Z, ot Im 7 > 0 et Im 7/ > 0, sont

b) € SLy(Z) telle que 7/ = %£b

. oy ‘ ‘ . . a
1sométriques si et seulement s’il existe une matrice = .
c d cztd

Le théoréme suivant résume les propriétés structurelles des groupes cristallographiques.
Sa premiére assertion est une caractérisation topologique des groupes cristallographiques,
généralisant (et redémontrant) la proposition 4.8.

Théoréme 4.10. (Théorémes de Bieberbach)

(1) (Premier théoréme de Bieberbach) Un sous-groupe I' de Isom(R") est cris-
tallographique si et seulement s’il est discret dans Isom(R™) et si l’espace topologique
quotient T\R" est compact. Il existe un sous-groupe fini T' de O(Ar) et une suite ezacte
(pas forcément scindée)

l1—Ar —T —T —1.

(2) Pour tout groupe cristallographique T' de R™, le sous-groupe de translations T' N 7(R"™)
est abélien mazximal et distingué dans I'. Tout sous-groupe abélien et distingué de I' est
contenu dans I' N 7(R™).

(3) (Deuxiéme théoréme de Bieberbach) Pour toutn € N—{0}, il existe un nombre
fini de groupes cristallographiques de dimension n & isomorphisme prés.

(4) Pour tout n, il existe N(n) tel que pour tout groupe cristallographique T' de R™, lindice
du sous-groupe de translations I' N 7(R™) dans ' est au plus N(n).

(5) (Troisiéme théoréme de Bieberbach) Deuz sous-groupes cristallographiques de
R™ sont isomorphes si et seulement s’ils sont conjugués dans Aff(R™).

Démonstration. (1) Rappelons que 'application p : Aff(R") — GL,(R) qui & une trans-
formation affine f € Aff(R™) de 'espace affine R™ associe sa partie vectorielle f € GL,(R)
vérifie

forof™ =@
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Pour tout sous-groupe I' de Isom(R"), notons I = p(T"), qui est un sous-groupe du groupe
compact O(n), et Ap = {\ € R" : 7, € '}, qui est un sous-groupe du groupe abélien R".
Nous avons donc une suite exacte

1—Ar 5T -5T—1.

1

Pour tous les v € I' et A € Ar, nous avons 75y = v o7y o~y ~ appartient a I', donc

5
() € Ar et en particulier T' est contenu dans O(Ar).

Supposons que I soit un groupe cristallographique. Montrons que I est fini. Ceci mon-
trera que le groupe I' est discret dans Isom(RR™), car ayant un sous-groupe d’indice fini qui
I'est. Ceci montrera que I'\R™ est compact, car séparé par une démonstration analogue a
celle du point (i) de la proposition 4.8, et image d’un parallélogramme fondamental Py (qui
est compact) par la surjection canonique R” — I'\R", qui est continue par la définition de
la topologie quotient.

Soit (vk)ken une suite dans I' et g = 7%. Pour tout A € Ap, comme vu ci-dessus,
gr(A) € Ar. Puisque Ar est discret et puisque la suite des gi(A) est bornée (de norme
inférieure a celle de \), ceci implique que la suite (gx(\))gen est constante & partir d’'un
certain rang. En faisant varier A dans une Z-base de Ar qui est une R-base de R”, puisqu’un
élément de O(n) est déterminé par les valeurs qu’elle prend sur une base, ceci dit que la
suite (gx)ren est constante & partir d’un certain rang. Donc T est fini.

Réciproquement, supposons que I' est discret dans Isom(R™) et que R™/T" est compact.
Alors Ap, dont 'image par ’homéomorphisme A — 7y est un sous-groupe de I', est discret
dans R™. Nous renvoyons par exemple a [Bus] pour une démonstration courte du fait que
T est discret dans O(n) donc fini par compacité. Ceci implique que 'image de Ar dans T’
est d’indice fini dans ', donc que R™/A est compact, ce qui conclut par la proposition 4.8.

(2) Siy € T’ commute avec 7 pour tout A € Ar, alors la relation 75,y = yo 7y 07!

implique que l'application linéaire 7 fixe Ar, qui engendre R™ en tant qu’espace vectoriel.
Donc 7 = id et « appartient au noyau de la restriction de p a T, qui est égal & I' N 7(R™).
Donc celui-ci est un sous-groupe abélien maximal de T'.

Si I est un sous-groupe abélien distingué de T, alors pour touts les v € I et A € Ar,
nous avons

1

T0-x = (1 ) = (i) = (i Dy = iy

7'/\_1')’) = T)\_Wfl()\) .

Donc I'application linéaire ( — id)? vaut 0 sur Ar, qui engendre R en tant qu’espace
vectoriel. Par conséquent (7 —id)? est nulle. Puisque 7 € O(n), son polynéme minimal n’a
pas de racine multiple (voir le théoréme 2.4). Donc 7 = id et  appartient au noyau de la
restriction de p a I'. Ceci montre que I est contenu dans I' N 7(R™)

(3) Nous renvoyons par exemple a [Bus, §5] et [AB, Theo. XVII.23|.
(4) Ceci découle de I'assertion précédente.
(5) Deux groupes cristallographiques conjugués dans Aff(R™) sont en particulier iso-

morphes. Pour la réciproque, nous renvoyons par exemple a [A3, Theo. XVII.20]. O

Le probléme (une partie du 18éme probléme de Hilbert, voir [Mil]) du calcul du nombre
cristy, de classes d’isomorphisme (ou, de maniére équivalente par le théoréme de Bieberbach
4.10 (4), de classes de conjugaison dans Isom(R")) est largement ouvert. Il est immédiat
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que crist; = 2. Nous montrerons que cristo = 17 dans le résultat suivant. Nous avons
crist3 = 219 par un résultat de Fedorov, Schoenfliess et Barlow, et cristy = 4783, voir

[ |-

Le théoréme suivant est un théoréme de classification des groupes cristallographiques
du plan affine euclidien. Notons (P) le sous-groupe de Isom(R"™) engendré par une partie
P de Tsom(R") et Z[e®] = Z + € Z = (11, 7,) le groupe engendré par des translations
planes 71 et 7.

Théoréme 4.11. Il existe exactement 17 classes d’isomorphismes de groupes cristallogra-
phiques du plan affine euclidien R?, donc 5 sont contenus dans Isom™ (R™) qui sont :

1) Ty = Z[i] € Isom™ (R"),

2 i] X Go € Isom™(R"), ot Go = (—id : 2+ —2) ~ Z/27,

3 i| X Gs, ot Gg = (sp: 22— 2) ~7Z/2Z,

4 i] X Gy, 0'&G4:<8R6%r iz 1Z) ~7)27,

(

( [1]

( [i]

( [i]

(5 Z[i] x G5 € Isom™ (R"), ot G5 = (sg : 2+ i 2 ) ~ Z/AZ,
( [1]

( [i]

( [i]

(

=7
Z
Z

|
N

6 1 ><IG6, OOG6:<—id,SR>2D4,
7

I
N

1 NG7, O’iLG7:<—id,SR i >2D4,

b
e 4

Iy
I's
Iy
Is
T
I'7
Iy

8

)
)
)
)
)
)
) 71 NGg, ou G8:<SR,SR6%>2D8,
9) 'y = Z[e%r] x Gg € Isom™ (R"), ot Go = (2 — e%z) ~ 7/37Z,
10) Tyo = Z[e3] x Gyo € Isom™ (R"), ot Gio = (2 +> 5 2) ~ Z/67Z,
)
)
)
)
)
)
)

s

11) T'y1 = Z[e?] X G11, ot G11 = <SR,SR ix > ~ Dg,
e

2im

12) T'o = Z[e%ﬂ] X G2, ot G1g = (Z — GTZ,SR in > ~ Dg,
e
F13 = Z[e%r] X G13, ol G13 = <SR’SR6% > ~ D12,
14 F14 = <TZ‘,T1 OSR>,
2
15
16

17

—id,z»—>%—|—§),

(
(
(
(13
(
(
(
(

(
F16:<—id,2i—>%—|—§,’71>,
2
(

Tir=(z—iz,z— L+7).

Démonstration. Nous renvoyons par exemple a [AB, Chap. XVII| et [Bos]. O

4.3 Exercices

Exercice E.44. Montrer qu’a isomorphisme prés, tout groupe fini d’ordre 12 est isomorphe
a

o 7127 ~ 7./37 x 7.JAZ,

o 7)67 x 7.)27, ~ 7./]37 x (Z.]27)?,

o 7./3Z x Z/AZ, o le générateur de Z /47 agit sur Z/3Z par I'unique automorphisme
non trivial de Z/3Z,

o Dy ~ 7/37 x (Z/27)?%, ot les générateurs de chaque facteur de (Z/27)? agissent
sur Z/3Z par 1'unique automorphisme non trivial de Z/37Z,

o Ay~ (Z)27)? x 737, ot le générateur de Z/3Z agit sur (Z/27Z)? par <_11 _01)
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A quel groupe sont isomorphes Dg x Z/27 et Dg x Z/27 ot I’élément non trivial de
7,/27 agit sur Dg par l'inverse 7

Exercice E.45. Montrer que le centre du groupe diédral Dsg,, vérifie Z(D3) = Do,
Z(Dy) = Dy, Z(Day,) = {id} si m est impair au moins 3 et

Z(Day) = {id,ba? } ~ Z/27

si m est pair au moins 4, ol a est un élément de Dy, d’ordre m, et oit b est un élément de
Dy, d’ordre 2 qui conjugue a a son inverse.

Notons G = (Z/mZ) x (Z/mZ)* ou le groupe multiplicatif (Z/mZ)* des éléments
inversibles de Panneau Z/mZ agit sur Z/mZ par multiplication. Montrer que l'ordre de G
est m(m), ott ¢ : m — Card((Z/mZ)*) est la fonction d’Euler. Montrer que le groupe
des automorphismes du groupe diédral Ds,, vérifie Aut(Dy) = {id},

Aut(D4) = GLQ(Z/2Z) ~ G3 ~ Dg

et si m > 3, alors il existe un isomorphisme de groupes G ~ Aut(Da,,) qui envoie I’élément
(k,n) € G sur I'unique automorphisme de Dy, tel que a — a™ et b+ ba¥.

Montrer que le groupe Out(Day,) = Aut(Day,)/ Int(Day,,) des automorphismes exté-
rieurs de Doy, vérifie Out(D2) = {id}, Out(Dy) = Aut(D4) ~ Dg et si m > 3, alors
Out(Day,) ~ (Z/mZ)* si m est pair et Out(Day,) ~ (Z/mZ)* /{£1} si m est impair.

Exercice E.46. Déterminer le centre Z(G), le groupe dérivé [G, G|, le groupe des au-
tomorphismes Aut(G), le groupe des automorphismes intérieurs Int(G) et le groupe des
automorphismes extérieurs Out(G) pour G = Ay, Sy4,q5.

Montrer que @4 et &4 sont résolubles. 10

Exercice E.47. Notons (e, . .., e,) la base canonique de I’espace euclidien standard R"*1,
Notons A,, l'enveloppe convexe de {eq,...,en}, appelée le simplexe euclidien standard,
munie de la distance induite par celle de R™*!1. Montrer que le groupe des isométries de
A, est le sous-groupe du groupe orthogonal O(n + 1) préservant globalement A,,, et qu'il
est isomorphe au groupe symétrique S, 41.

Exercice E.48. (1) Soit n € N — {0}. Montrer que tout sous-groupe fini de GL,(R)
(respectivement SLy,(R) ) est conjugué a un sous-groupe de O(n) (respectivement SO(n) ).

(2) Soient p # ¢q dans N — {0}. En utilisant les notations du corollaire 3.12, montrer
que tout sous-groupe fini de O(p, q) (respectivement SO(p, q), SOo(p,q)) est conjugué a
un sous-groupe de O(p) x O(q) (respectivement S(O(p) x O(q)), SO(p) x SO(q) ).

(3) Le groupe SLa(C) agit sur P;(C) = CU {oo} par homographies
a b . (Z , + b)
c d cz+d

(avec les conventions usuelles co > % et § = oosiw € C—{0}). Le noyau de cette action est
{£1id}, donc nous identifions tout élément de PSLy(C) avec 'homographie qu’elle définit.

105. Si G est un groupe, sa suite dérivée est la suite décroissante de sous-groupes distingués (Gp)nen de
G définie par récurrence Go = G et Gpy1 = [Gn, Gr]. Un groupe G est dit groupe résoluble il existe n € N
tel que G, = {id}.
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Notons p : So — P1(C) = CU{oo} la projection stéréographique de pole nord. Montrer que
I'application de SO(3) dans PSLy(C) qui & g € SO(3) associe 'application de P;(C) dans
lui-méme définie par z — pogop~! est un isomorphisme de groupes sur le sous-groupe K
de PSLy(C) défini par

K= { [Z Z} € PSLy(C) : ad —be =1, }

(4) Montrer que les groupes SOg(1, 3) et PSLa(C) sont isomorphes. Pour cela, considérer
I'espace vectoriel réel Hermy = {X € #5(C) : X* = X} formé des matrices hermitiennes
de #5(C), muni de la base & = (09,01, 02,03) ou

(10 (01 (0 =i /10
0=\ 1) 7 \10) 27\ o) BT \o 1)

i) Montrer que 'application — det est une forme quadratique de signature (1,3) sur

-1 0 0 O

. . 0 1 0O

Hermg, dont la matrice dans la base % est la matrice 113 = 0 01 0
0 0 0 1

ii) Montrer que 'application ® : SLy(C) — GL(Hermg) définie par
A {O'(A): X — AXA*}

est un morphisme de groupes, de noyau {+id}.

iii) Montrer que Iapplication ® : SLo(C) — GL4(R) qui & A € SLy(C) associe la
matrice dans la base & de ®'(A), est un morphisme de groupes continu dont I'image est
contenue dans SOp(1, 3).

iv) Montrer que toute rotation dans R? est un produit de rotations autour des trois axes
de coordonnées. Montrer en fait que toute rotation dans R? est un produit de rotations
autour de deux des trois axes de coordonnées.

v) Montrer que

, 1 0 0 0
. ez 0 0 cosf —sinf O
. A_< 0 eig) alors  ®(4) = 0 sinf cos@ 0]’ (31)
0 0 0 1
et
10 O 0
0 - 0
. 4 _ [ coss  —ising ~n_ |0 1 0 0
AT = <—ising cos§ ) alors - ®(4') = 0 0 cosf —sind (32)
0 0 sinf cosé

En déduire que l'image de ® contient K = SO(1) x SO(3), vu comme le sous-groupe
diagonal par blocs (1, 3) de SOy(1, 3).
vi) Posons
coshty sinhy 0
sinhvy coshy 0
{ 0 0 1
0 0 0
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appelé le sous-groupe de Cartan de SOg(1,3). Montrer que

cosh) sinh
sinhvy cosh
0 0
0 0

RS N /)
g A — <cosh2 sinh 5

1 B(A") =
sinh% coshqg) alors (A7)

o= O O
— o O O

En déduire que I'image de ® contient A.

vii) Montrer que le coefficient (1,1) de tout élément de SO¢(1, 3) est supérieur ou égal
a 1. En écrivant les matrices par blocs 1-3 dans la décomposition R* = R x R?, montrer
que tout élément h de SOp(1,3)N Symi+ est conjugué par un élément k£ de K & un élément
a de A (au sens que h = kak™'). En utilisant la décomposition polaire (voir le corollaire
3.12) de SOg(1,3), qui dit que I'application de (SOg(1,3) N Symj; ") x K dans SOg(1,3)
définie par (h, k") — hk’ est un homéomorphisme, montrer la décomposition de Cartan

SOy(1,3) = KAK ,

c’est-a~dire que tout g € SOq(1,3), il existe des éléments k, k" € K et a € A tels que
g = kak”.
viii) En déduire le résultat.

(5) En déduire une classification a conjugaison prés des sous-groupes finis de O(n),
GL3(R), O(1,3), SO(1,3), SOq(1,3), GLy(C), SLy(C), PGLy(C), PSLy(C).
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4.4 Indications pour la résolution des exercices

Correction de ’exercice E.44. Voir par exemple |[Ale].

Correction de ’exercice E.45. Voir

https ://www.youtube.com/watch 7v=c-VIZK2GLIJg

Correction de ’exercice E.46. Voir par exemple | , AB].

Notons que [64,S4] = Ay, que [Ay,Ay4] est le 2-Sylow de 4,qui est le sous-groupe
abélien N de 24 (isomorphe & (Z/27)?) constitué, outre de Iidentité, des doubles trans-
positions, et que [N, N] = {id} (car le groupe dérivé d’un groupe abélien est trivial). Donc
A4 et G4 sont résolubles.

Correction de ’exercice E.47. Voir par exemple I'exercice 4.43 de | |.

Correction de ’exercice E.48.
(4) 1) Un calcul immédiat donne

n

~ det (Z ) ai) = —(20)% + (21)% + (22)* + (23) . (34)

1=0
ii) Notons que ®'(A) envoie bien Hermy dans Hermg, car
(AXA")" = AX"A" = AX A"

si X € Hermy, et que ®’(A) est lindaire et inversible d’inverse ®'(A~!). C’est un morphisme
de groupes, car pour tous les A, B € SLa(C) et X € Hermy, nous avons

(AB)X(AB)* = A(BXB*)A*

donc ®'(AB) = ®'(A) o '(B).
Soit A € ker ®. Alors pour tout X € Herms, nous avons

AXA*=X.

En prenant en particulier pour X la matrice identité, nous en déduisons que AA* = id,
donc que A est unitaire, d’inverse égal a A*. D’ot AX = XA pour tout X € Herms.
En prenant pour X la matrice o3, qui est diagonale & valeurs propres distinctes, nous en
déduisons donc que A doit étre diagonale. En prenant X = o1, nous en déduisons que les
coefficients diagonaux de A sont égaux. Comme det A = 1, ceci implique que A = +id.
Donc ker @ C {£id} et I'inclusion réciproque étant immédiate,

ker &' = {+id} .

iii) Puisque 'application de GL(Herms) dans GL4(R) qui & un élément de GL(Hermsy)
associe sa matrice dans la base % est un isomorphisme de groupes, 'application @ est un
morphisme de groupes. Il est continu, car polynomial en les coefficients. Puisque

det(AX A*) = |det(A)|? det X = det X

pour tous les A € SLy(C) et X € Hermg, 'application linéaire ®'(A) préserve I'application
— det, et donc par la formule (34), 'image de ® est contenue dans O(1,3).
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Par la continuité de ® et la connexité de SLy(C), cette image est en fait contenue dans
la composante connexe de I’élément neutre SOp(1, 3) de O(1, 3).

iv) Si (e1, ez, e3) est la base canonique de R3, et si R € SO(3), soit D l'axe de rotation
de R, soit R; une rotation d’axe Re; telle que la droite vectorielle Ry D soit contenue dans
le plan vectoriel Re; + Reg, et soit Re une rotation d’axe Res telle que RoR1D = Res.
Alors R3 = RyR1R(R2R1)~! est une rotation d’axe Res, donc R = (R1) " 1(Ry) " 'R3Ra Ry
est un produit de rotations autour des axes de coordonnées.

Notons Rj la rotation d’axe Res et d’angle 7. Si R} est une rotation d’axe Res, alors
(Ry)~! o R} o RY est une rotation d’axe Rej. Donc R} est un produit de rotations d’axes
Re; ou Res. En permutant la base, le résultat en découle.

v) L’application X — AX A* envoie les matrices o0, 01,02, 03 sur respectivement oy,
cosf o1 + sinf o9, —sinf o1 + cosf og et 03. D’ou la formule (31).

L’application X +— A’X A’* envoie les matrices oq, 01, 02, 03 sur respectivement o, o1
cosf oy + sinf o3 et —sinf oy + cosf o3. D’ou la formule (32).

Le résultat découle alors de la question iv).

vi) Un petit calcul montre que Papplication linéaire ®'(4) : X — AXA* envoie
00,01, 02, 03 Sur respectivement

cosh ) og + sinh ) o1, sinh g + coshy o1, o2, 03 .

Ceci montre la formule (33) et donc A est contenu dans I'image de ®.

a
. . b .
vii) Pour tout g € O(1,3) de premiére colonne AL la relation ‘g I 59 = I 3 donne
d
—a®>+ b+ +d>=—1.Donc a® > 1. Dot a > 1 ou a < 1. Par connexité, nous avons

donc que le coefficient (1, 1) de tout élément de SOp(1,3) est au moins 1.
¢
Nous identifierons un vecteur de R? avec son vecteur colonne. Soit donc h = <Z g),
avec a € R, u,v € R® et B € .#3(R), un élément de SOg(1,3) N Sym; *. Par la symétrie
de la matrice h, nous avons donc v = u et B € Syms.
La condition d’appartenance de h a O(1,3), qui est ‘h [ 3h = I 3, s’écrit donc

a ‘u -1 0 a ‘tu (-1 0
Cette égalité est équivalente au systéme d’égalités

—a’+ 'wu=-1, —au+Bu=0, —uwlu+B*=1I5.

Puisque h € SOg(1,3), nous avons a > 1. La matrice symétrique I3 + u ‘u est définie
positive, donc admet une unique racine carrée définie positive v/I3 + u tu (voir la proposi-
tion 3.7 (3)). Puisque h est définie positive, B doit étre définie positive. Donc le systéme
ci-dessus équivaut &

a=+14 tuu, Bu=au, B=+/Is+utu. (35)
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Pour tout C’ € SO(3), nous avons

1 0 a ‘u 1 0 71_ a by 1 0\ [a YCwu)
0o ' u B 0o ' - \C'v C'B 0 tc')  \C'u C'BtC") "

Puisque SO(3) agit transitivement sur les droites vectorielles de R* (voir la proposition
2.1), il existe C' € SO(3) tel que Cu appartienne a la premiére droite de coordonnée, donc
soit de la forme Cu = (b,0,0). La matrice CBC est alors de la forme

b
CB'C=+I3+Culu'C=/I;+Cui(Cu)= |I3+ (0] (b 0 0)
0

o 1
En posant d = v/1 + b2, nous avons donc montré qu’il existe un élément k = < O) de

0o C
K tel que
a b 0 0
b d 0 0
-1 _
Rk = 0 01 O
0 0 01

En notant A cette matrice, la relation 'A I 3 A = I 3, s’écrit

a c\ (-1 0\ (fa by (-1 0
I [ TR

Dot —a® +¢? = =1, —ab+cd = 0 et —b?> + d*> = 1. En multipliant par d la seconde
équation, et en utilisant la troisiéme et ad — bc = 1, nous avons —(1 4 be)b + (1 +b%) = 0,
donc b = ¢ et a? — b?> = 1. Puisque a > 0, cette derniére équation implique qu’il existe
1 € R tel que a = cosh ) et b = sinh . Puisque ad — bc = 1, nous avons ad = 1 + b* = a?
donc a = d puisque a # 0. Donc k h k™! appartient au sous-groupe de Cartan A.

Par la décomposition polaire, tout élément g € SOg(1,3) s’écrit sous la forme hk’ avec
h € SO0(1,3) N Sym; " et ¥’ € K. Par la premiére assertion, il existe k € K et a € A tels
que h = kak™!. Donc g = ka(k~'k’), ce qui montre la décomposition de Cartan.

)

viii) Puisque ® est un morphisme de groupes dont l'image contient des sous-groupes
de SOg(1,3) qui engendrent SOq(1,3), 'image de ® est égale & SOy(1,3). Comme le noyau
de @, qui coincide avec le noyau de @', est égal & {£id}, le résultat en découle.
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Index

action associée, 11
simplement transitive, 74 dual, 54, 124
transitive, 74 dualité, 9
adjoint, 17 de Hodge, 55
algébre déterminant
de Banach, 90 de Vandermonde, 71
normée, 90
angle, 77, 78 ellipsoide, 40
anisotrope, 15, 16 endomorphisme
application auto-adjoint, 18
alternée, 45 de passage entre formes quadratiques, 38
duale, 17 dual, 54
exponentielle, 90 hermitien, 18
involutive, 5 symeétrique, 18
multilinéaire, 45 espace
semi-linéaire, 17 de Hilbert
auto-adjoint, 18 complexe, 13
automorphisme, 5 réel, 13
euclidien, 13
base orienté usuel, 46
directe, 46 usuel, 13
orthogonale, 27 hermitien, 13
orthonormée, 27 usuel, 13
positive, 46 propre, 19
symplectique, 57 préhilbertien
base duale, 54 complexe, 13
réel, 13
centre, 75 vectoriel orienté, 46
conique, 39
conjugaison, 6 forme
convergence multilinéaire, 45
normale, 90 polaire, 9, 10
coracine, 88 quadratique, 9
covolume, 133 anisotrope, 16
croix orthogonale, 83 associée, 9
cube, 128 diagonale, 14, 37
cone, 16 diagonalisable, 37
coOne isotrope, 16 définie, 16
définie positive, 11
décomposition indéfinie, 16
de Cartan, 44, 141 isotrope, 16
en valeurs singuliéres, 43, 44 non dégénérée, 11
polaire, 100 positive, 11
déplacement, 132 simultanément diagonalisable, 37
déterminant équivalente, 9
circulant, 31, 60 quadratique hermitienne, 10
de Cayley-Menger, 51 associée, 10
de Gram, 50 diagonale, 14
de Vandermonde, 63 definie positive, 11
discret, 133 non dégénérée, 11
discriminant, 8, 11 positive, 11
distance équivalente, 10
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semi-linéaire, 6 isotrope

sesquilinéaire, 5 sous-espace, 15
alternée, 10 vecteur, 15
anisotrope, 15
antihermitienne, 10 k-vecteur, 54

antisymétrique, 10
discriminant, 8
définie, 15
équivalentes, 6
hermitienne, 10
indéfinie, 15
isotrope, 15

non dégénérée, 9

loi d’inertie de Sylvester, 29

matrice, 11
anti-auto-adjointe, 13
auto-adjointe, 13
circulante, 31
d’une forme sesquilinéaire, 6
de Vandermonde, 68

noyau, 9 "
positive, 10 de Gram, 50
rang, 9 de Householder, 106

de passage, 7
diagonale, 42
indicatrice, 52
nilpotente, 95
unipotente, 95
mesure de Haar, 105
mineur principal, 95

symétrique, 9
forme volume, 48
formule
de Héron, 51
de polarisation, 10
du parallélogramme, 12

groupe
cristallographique, 134
de Cartan, 141
des rotations, 23

nilpotente, 95
normal, 18
normale, 99
norme, 8

diédral 5
le, 123 associée, 11
ur’1 123 d’opérateur, 45, 92

dérivé, 80 matricielle subordonnée, 45

orthogonal, 22 noyau, 9, 11

pf%rfalt, 80 opérateur

résoluble, 139 auto-adjoint, 18
s1r{1ple, 81 hermitien, 18
spécial normal, 18

ort.ho.gonal7 23 positif, 18
unitaire, 23
symplectique, 22
topologique, 100
sans sous-groupe arbitrairement petit, 98
unitaire, 22

unitaire, 18
orientation, 46
orthogonal, 15
orthogonalité

parties, 15

vecteurs, 15

hermitien, 18
etk orthonormalisation de Gram-Schmidt, 27

idempotent, 53

impaire, 62 pau;e,. 6280
indice, 15 pr ait,
inégalité plah

symplectique, 24
polygone régulier, 123

dual, 124
polynéme d’interpolation de Lagrange, 54
positif, 53

d’Hadamard, 37, 106
de Cauchy-Schwarz, 12
invariant, 20
isométrie, 12
vectorielle, 12, 22
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positive, 10
produit
mixte, 48
vectoriel, 49
produit scalaire
de Hilbert-Schmidt, 52
euclidien, 11
usuel, 13
hermitien, 11
usuel, 13
projecteur orthogonal, 53

racine, 88
rang, 9, 11
rapport de similitude, 12
rayon de convergence, 90
réflexion, 25
complexe, 88
orthogonale, 25
renversement, 25
orthogonal, 25
réseau, 133
d’Eisenstein, 133
de Gauss, 133
standard, 133
retournement, 25

signature, 29
similitude
vectorielle, 12
simple, 81
simplexe
standard, 139
somme, 90
sous-groupe & un parameétre, 91
spheére, 16
stable, 20
suite orthonormée, 74, 87
SVD, 41
symeétrie, 25
orthogonale, 25
symétrique, 18
systéme de racines, 26
isomorphe, 26
série entiére, 90

théoréme
d’inversion locale, 92
de décomposition polaire, 100
de Bieberbach, 136
de diagonalisation des opérateurs normaux
complexes, 32
de Dunford
multiplicatif, 106

de décomposition en valeurs singuliéres, 43
de décomposition spectrale des opérateurs
normaux réels, 33
de Gram-Schmidt, 27
du point fixe de Kakutani, 105
topologie
discréte, 133
quotient, 133
totalement isotrope, 15
trace, 91
translation, 132
trigonaliser, 92
tétraedre régulier, 125

unipotente, 95
unitaire, 18

valeur
propre, 19
singuliére, 42
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