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Préambule.

En mécanique classique, on étudie I’évolution au cours du temps de certains systémes
physiques comme une toupie, un gaz, une étoile et ses planétes ... Si, au temps initial £ = 0,
le systéme est représenté par un point x de ’espace des phases X, alors au temps t, ce
systéme est représenté par un point ¢(x).

Lorsque les équations différentielles qui régissent ce mouvement sont indépendantes
du temps et lorque les solutions sont définies en tout temps, Dégalité ¢! = ¢t o ¢’ est
vérifiée pour tous les ¢,t dans R. On dit que ¢ = (¢!);er est un groupe a un paramétre de
transformations de X.

Lorsque I'on ne dispose pas de formule explicite pour ¢!, on cherche & comprendre le
comportement de ¢'(z) pour t grand. Une telle étude qualitative a été initiée par Poincaré.

Pour clarifier ces phénoménes, les mathématiciens sont sortis du cadre des équations
différentielles, en ne gardant qu’un espace (avec des structures appropriées) X et un groupe
a un parameétre de transformations (avec des propriétés appropriées de préservations de
structures) (¢')ser | systéme dynamique & temps continu | ou encore, en ne gardant qu’un
espace X et une transformation ¢ (pas toujours inversible) de 1'espace X [ systéme dyna-
mique & temps discret |, toujours avec des structures appropriées sur X et des propriétés
appropriées de préservations de structures par ¢. Dans ce dernier cas, on s’intéresse au
comportement asymptotique des itérations ¢" de ¢ quand I'entier positif n est grand.

Pour mener I’étude qualitative du comportement de ¢'(z) pour ¢ grand, deux cadres
s’avérent particuliérement bien adaptés : celui de la topologie | systéme dynamique topo-
logique, voire systéme dynamique différentiable quand ’espace des phases est une variété
différentielle | et celui de la théorie de la mesure | théorie ergodique |.

Nous étudierons dans ce cours le premier point de vue, et ses interactions avec le second,
en renvoyant au cours de seconde année de Master de I’Université Paris-Saclay de Théorie
ergodique ou [PV, , , , , , | pour son apprentissage. Bien plus
que de clarifier les idées de ce sujet, ces cadres plus larges et plus naturels ont permis
leur application a d’autres domaines des mathématiques (théorie des nombres, théorie des
groupes, géométrie différentielle). Nous discuterons de certaines de ces applications.

Une référence de base pour ce cours est le livre encyclopédique [[<H], dont nous ne
traiterons qu’une toute petite partie. Tous les portraits de mathématiciens qui apparaissent
en note de bas de page de ce cours sont extraits de Wikipedia, sauf ceux d’Anosov, Denjoy,
Nikodim et Stone, venant de https ://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies.

Caveat. Conformément & I’enseignement gaulois de N. Bourbaki, tous les espaces com-
pacts, localement compacts ou o-compacts sont, par définition, séparés.
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1 Vocabulaire des systémes dynamiques et exemples fonda-
mentaux

Un systéme dynamique’ est un couple ()?, ¢) (on parle alors de systéme dynamique a
temps discret) ou ()?, ¢ = (¢")ier) (on parle alors de systeme dynamique & temps continu),
ot X , appelé V'espace des phases (et noté souvent par abus juste par son ensemble sous-
jacent X)), est

un espace mesurable (X, %) (on parle alors de systéme dynamique mesurable), ou

un espace mesuré (X, %, u) (on parle alors de systéme dynamique mesuré), ou

un espace topologique (X, &) (on parle alors de systéme dynamique topologique), ou
e une variété différentielle (lisse, de dimension d)? (X, .27) (on parle alors de systéme

dynamique différentiable),

et ou ¢ : X — X est une application appelée la transformation du systéme dynamique a
temps discret ou ¢ = (¢! : X — X);er est un groupe & un paramétre?, appelé le flot du
systéme dynamique & temps continu, qui vérifie respectivement

e ¢ est mesurable ou ¢’ est mesurable pour tout ¢ € R,

e ¢ préserve la mesure? ou ¢! préserve la mesure pour tout t € R,

e ¢ est continue ou Papplication (¢,z) — ¢'(z) de R x X dans X est continue,

e ¢ est différentiable® de classe C* ou I’application (¢, z) — ¢'(x) de R x X dans X est
différentiable de classe C*, ou k € N— {0}, et on parle de systéme dynamique différentiable
de classe C* lorque nous voulons préciser k.

Sauf lorsqu’il convient de préciser la tribu®, la mesure, la topologie ou l'atlas, nous
noterons par abus (X, ¢) au lieu de (X, ¢) a partir de maintenant.

Exemples. (1) (Inversibilité) Un systéme dynamique a temps discret (X, ¢) est dit
inversible si I'application ¢ est bijective, et si (X, ¢~ ') est encore un systéme dynamique
du méme type (mesurable, mesuré, topologique, différentiable de méme classe). Le temps

1. Nous ne considérerons pas dans ce cours des systémes dynamiques constitués d’une action d’un
groupe ou d’un pseudo-groupe sur un espace, pourtant si intéressants.

2. c’est-a-dire un espace topologique métrisable séparable X muni d’un atlas de cartes &/ de classe C*°
de dimension d maximal. Nous renvoyons par exemple a [Lalf, | pour les définitions de base. Nous
n’aurons pas besoin de plus que

e les sous-variétés lisses M de RY (munies de 1'unique atlas de cartes lisse maximal contenant les
paramétrages locaux (U, @) ou U est un ouvert de R? et ¢ : U — RY une immersion lisse, d’image un
ouvert de M, et qui est un homéomorphisme sur son image) et

e les variétés quotients F\)? d’une variété différentielle lisse X de dimension d par un groupe I’
agissant librement et proprement par difféomorphismes lisses sur X (munies de l'unique atlas de cartes
lisse maximal contenant les (U, 7 o ¢) ot (U, ) est une carte locale de X telle que o(U) Nyo(U) = @ pour
tout v € I — {id}, et 7 : X — X = '\ X est la projection canonique), comme T" = R™/Z".

3. c’est-a~dire une famille indexée par R d’applications de X dans X telle que ¢° = id et ¢°T¢ = ¢° 0 ¢’
pour tous les s,t € R

4. Si (Y, €,v) et (Y',¢',') sont deux espaces mesurés, une application f : Y — Y’ préserve la mesure
si f est mesurable et fuv = v/, o f.v est la mesure image de v par f, définie par f.v(C') = v(f~1(C"))
pour tout C’ € €’. Notons que si g : Y/ — Y” est une autre application mesurable & valeurs dans un
espace mesuré (Y ¢" v"), alors

(go f)x =geo fu.

5. c’est-a~dire que ¢ est continue et que pour toutes les cartes (U, ) et (V,4) de atlas &7 telles que
#(p(U)) C ¥(V), Papplication "> o pop: U — V est de classe C*
6. aussi appelée o-algébre



1 d’un systéme dynamique & temps continu (X, (¢')scr) est le systéme dynamique & temps
discret (X, ¢'), qui est du méme type et inversible.

(2) (Appauvrissement de structure) Si (X,%,u,¢) est un systéme dynamique
mesuré, alors (X, %, ¢) est un systéme dynamique mesurable. Si (X, &, ¢) est un systéme
dynamique topologique et si & est la tribu des boréliens de X, alors (X, %, ¢) est un
systéme dynamique mesurable. Si (X, o7, ¢) est un systéme dynamique différentiable et si
O est la topologie sur X définie par l'atlas 7 (c’est-a-dire la topologie sous-jacente de la
variété différentielle (X, 7)), alors (X, 0, ¢) est un systéme dynamique topologique. Pour
tous les entiers k < K/, si (X, ) est un systéme dynamique différentiable de classe C*',
alors (X, ¢) est aussi un systéme dynamique différentiable de classe C*, en munissant X
de I’atlas de cartes maximal de classe C* contenant son atlas C*'.

Soient (X, ¢) et (X', ¢) deux systémes dynamiques, tous deux a temps discret (respec-
tivement & temps continu). Une semi-conjugaison ensembliste de (X, ¢) dans (X', ¢') est
une application h : X — X’ surjective telle que

ho¢=¢' oh (respectivement ho ¢’ = qS’t oh pour tout t € R) .

On dit que h est une conjugaison ensembliste si h est une bijection. Un systéme dyna-
mique est ensemblistement semi-conjugué (respectivement ensemblistement conjugué) a un
autre systéme dynamique s'il existe une semi-conjugaison (respectivement conjugaison)
ensembliste du premier dans le second.

Dans le cas de deux systémes dynamiques (X, ¢) et (X', ¢’) clairement identifiés comme
mesurables, mesurés, topologiques ou différentiables de classe C*, une semi-conjugaison de
(X, ) dans (X', ¢') est une semi-conjugaison ensembliste qui est de plus une application
mesurable, préservant la mesure”, continue ou différentiable de classe C* respectivement.
Le systéme dynamique (X', ¢’) a I'arrivée est alors appelé un facteur du premier. De méme
une conjugaison est une conjugaison ensembliste qui est de plus bimesurable, préservant la
mesure ainsi que son inverse , un homéomorphisme ou un C*-difféomorphisme, respective-
ment. Deux systémes dynamiques mesurables, mesurés, topologiques ou différentiables de
classe C* sont conjugués s'il existe une conjugaison entre eux. La relation « étre conjugué
a» est une relation d’équivalence sur tout ensemble de systémes dynamiques de méme type.
En cas de doute, ou par exemple lorsque le degré de régularité de la (semi-)conjugaison est
inférieur & celui des systémes dynamiques, il est fortement conseillé de préciser quelle
est la nature de la (semi-)conjugaison.

1.1 Orbites périodiques

Soient (X, ¢) un systéme dynamique et x un point de I'espace des phases X.
Si (X, ¢) est a temps discret, I’orbite positive de x (parfois juste appelée orbite), notée
Ot (z) (ou ﬁg(az) voire ﬁ& 8 (z) quand nous voulons préciser), est

0" (2) = {¢"() : n €N}

7. Dans le cas de deux systémes dynamiques mesurés, on omet la condition de surjectivité de la semi-
conjugaison, car la condition de préserver la mesure implique que I'image est de mesure totale.

8. On demande seulement le fait que la conjugaison et son inverse soient définis sur un ensemble de
mesure totale.



(ott ¢° = id et par récurrence? g™t = ¢ o @™ = @™ o ¢ pour tout n € N). Si (X, ) est a
temps continu, 'orbite positive de x, notée Ot (x) (ou ﬁg(x) voire ﬁ& 4 (x) quand nous
voulons préciser), est

O+ (z) = {¢'(z) : te[0,+o0]}.

Si (X,¢) est a temps discret et inversible, I’orbite (parfois appelée orbite compléte)
de z, notée O(z) (ou Oy(x) voire Ox 4)(z) quand nous voulons préciser), est, en notant
¢~ " = (¢~1)" pour tout n € N,

Ox) ={¢"(x) : neZ}.

Si (X, ¢) est a temps continu, 'orbite (parfois appelée orbite compléte) de x, notée O(x)
(ou Oy(x) voire Ox 4)(x) quand nous voulons préciser), est

Ox)={¢'(x) : teR}.

Si (X, ¢) est a temps discret, le point x est dit périodique sl existe n € N — {0} tel
que ¢"(z) = x. Si (X, $) est & temps continu, le point z est dit périodique s'il existe t > 0
tel que ¢!(z) = z. Une orbite périodique est 1'orbite positive d'un point périodique. Nous
noterons Per(¢) l'ensemble des points périodiques pour le systéme dynamique (X, ¢).

La période d'un point périodique = d’un systéme dynamique a temps discret (X, ¢) est
le minimum des n € N — {0} tels que ¢"(x) = x, ou de maniére équivalente, le cardinal de
son orbite positive. La période d'un point périodique x d’un systéme dynamique a temps
continu (X, (¢')scr) est la borne inférieure ' des t > 0 tels que ¢'(x) = .

Remarques. (i) Si h : X — X’ est une semi-conjugaison (ensembliste) entre deux
systémes dynamiques (X, ¢) et (X', ¢') de méme type, alors pour tout temps t (dans N
g’ils sont a temps discret, dans Z s’ils sont a temps discret et inversibles, et dans R s’ils
sont & temps continu), 'application h est aussi une semi-conjugaison (ensembliste) entre
les systémes dynamiques a temps discret (X, ¢f) et (X', ¢'*). La semi-conjugaison h envoie
point périodique sur point périodique :

h(Per(9)) C Per(d) | (1)

envoie toute orbite positive de (X, ¢) dans une orbite positive de (X', ¢') :
VeeX, hot(z) cot(h(x))), (2)

et envoie toute orbite dans une orbite dans le cas & temps discret inversible, ou a temps
continu :

VzeX, hO(x)c o). (3)

De plus, si (X', ¢') est ensemblistement conjugué a (X, ¢) par une conjugaison ensembliste
h:X — X', alors z est un point périodique de (X, ¢) si et seulement si h(z) est un point
périodique de (X', ¢'), et les périodes de x et h(x) sont alors égales.

(ii) Soient (X, ¢) un systéme dynamique topologique a temps discret et z € X un point
périodique de période p. Nous dirons que le point périodique x est (localement) attractif
s’il existe un voisinage U de x tel que pour tout y € U, nous avons lim,,_, - ¢*"(y) = =.

9. Lorsque X est un groupe multiplicatif et x € X, le lecteur prendra bien garde & ne pas confondre
6"(2) = (o0 §)(x) et d(z)" = $(x) x - X B(z).
10. Si (X, (¢")ter) est un systéme dynamique topologique et si X est séparé, alors cette borne inférieure
est un minimum.
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Ceci implique que 'ensemble des points d’accumulation de la suite (qb”(y))n cny st exacte-
ment 'orbite (finie) €(z) de z. Si le systéme dynamique (X, ¢) est inversible, nous dirons
que le point périodique x est répulsif s'il est attractif pour le systéme dynamique (X, ¢~ 1).
Si h est une conjugaison entre (X, ¢) et un systéme dynamique topologique a temps discret
(X', ¢), alors z est un point périodique attractif (respectivement répulsif) de (X, ¢) si et
seulement si h(z) est un point périodique attractif (respectivement répulsif) de (X', ¢').
Nous renvoyons au troisiéme exemple ci-dessous pour une illustration.

Exemples. (1) Dans ce texte, nous noterons S; = {z € C : |z| = 1} le cercle unité du
plan réel euclidien usuel. La rotation d’angle 0 € R/27Z est ’homéomorphisme de S; dans
Sy défini par

z»—>ewz.

Elle est dite rationnelle si 8 € 2mQ, et irrationnelle sinon. Le systéme dynamique & temps
discret (S, z — €?2) est inversible. Si § = 27r§ avec p € Z, ¢ € N—{0}, et p et ¢ premiers
entre eux, alors tout point de S; est périodique de période ¢ pour la rotation d’angle 6.
Une rotation irrationnelle n’a pas d’orbite périodique, et toute orbite est dense. '

(2) Soit %7 un ensemble non vide, muni de la topologie discréte, appelé un alphabet. 2

Le systéme de Bernoulli*® unilatére (respectivement bilatére) d’alphabet o7 est le systéme
dynamique topologique & temps discret (¥4, 04) (respectivement (X, 0)) ou

e lespace des phases est I'espace topologique produit ¥, = /N (respectivement
¥ = /%), dont les éléments (z,,)nen (respectivement (z,)nez) sont appelés des mots
infinis unilatéres (respectivement bilatéres) sur o,

e la transformation o (respectivement o), appelée décalage de Bernoulli a gauche est
I'application qui & une suite (z,,), associe la suite (y,), 00 Yy, = Tp+1 pour tout n dans N
(respectivement Z).

11. En effet, si a = % ¢ Q, alors pour tout tg € R, la partie to + Za + Z est dense dans R et s’envoie,
par le revétement (universel) de R dans S; défini par ¢ — €™t sur Dorbite de zg = 2™ par la rotation
d’angle 0.

12. Notons que &7 peut étre remplacé par n’importe quel espace mesurable (2, %) pour construire deux
systémes dynamiques mesurables (24 = QY,04) et (Z = Q% ). Voir le cours de Théorie ergodique ou
[PY, Wal, CorF'S, Pet, EW, Cou].

Jacques Bernoulli Georg Cantor  Olexandr Sharkovsky Stephah Banach
13. 1654-1705 1845-1918 1936- 1892-1945



Le systéme de Bernoulli unilatére (34, 04) est non inversible si le cardinal de < est
au moins 2. Le systéme de Bernoulli bilatére (3, o) est inversible. Le systéme de Bernoulli
unilatére est un facteur du systéme de Bernoulli bilatére : Iapplication my @ X — >,
appelée 'extension naturelle (ou, de préférence, 'application d’oubli du passé), définie par
(n)nez — (Tn)nen, est une semi-conjugaison :

M4+ 00 =04 074 .

Puisque &7 est discret, les espaces des phases > et X des systémes de Bernoulli sont
totalement discontinus '* et métrisables respectivement pour les distances

Y = (E)nes ¥ = (Wa)nen € Ba, d(a,y) = WP N TnEWN) an =}

Vo = @adnczs Y= (Wadnez € 3, d(w,y) = WP AN IRELNN] ma=un} ()
avec les conventions usuelles ' que sup® = 0 et e~ = 0. Lorsque l’alphabet .27 est fini
(ce qui sera en général le cas dans ces notes de cours), les espaces des phases X1 et ¥ sont
compacts, homéomorphes & un espace de Cantor '3. 10

Appelons cylindre (initial) du systéme de Bernoulli unilatére toute partie de ¥4 de la

forme
[0, ,2p] = {(Un)neny € X4 : YV €{0,...,p}, yn =2}

pour p dans N (nous dirons que la longueur de ce cylindre est p + 1) et zg,--- ,2, € &.
L’ensemble des cylindres de (X4,04) est une base d’ouverts de ;. Appelons cylindre
(centré) du systéme de Bernoulli bilatére toute partie de ¥ de la forme

[x—pv"' 71"}7] = {(yn)nEZ €X: Vn € {_p) "7p}7 Yn = .’L‘n}

pour p € N (nous dirons que la longueur de ce cylindre est 2p + 1) et x_p, -+ ,zp € .
L’ensemble des cylindres de (3, o) est une base d’ouverts de .

Les points périodiques de o (respectivement o) sont les mots (z,)nen (respectivement
(Zn)nez) périodiques, c’est-a-dire tels qu’il existe kK € N— {0} tel que x,, 4 = x,, pour tout
n dans N (respectivement Z). Lorsque 27 est fini, nous laissons au lecteur le soin de calculer
le nombre de points périodiques de période (exactement) p € N donnée.

Les ensembles des points périodiques Per(oy) et Per(o) sont denses dans ¥, et
respectivement. En effet, dans le cas bilatére (’argument est similaire dans le cas unilatére),

14. Un espace topologique est totalement discontinu si ses composantes connexes sont des singletons.
Tout produit d’espaces discrets (muni de la topologie produit) est totalement discontinu. Voir par exemple
[ .
15. Ici, () est considérée comme une partie de N, pas de R, auquel cas la convention pourrait étre différente.
16. Rappelons (voir par exemple | ) qu’un espace de Cantor est un espace topologique compact
métrisable totalement discontinu sans point isolé, et qu’ils sont tous homéomorphes & l’espace de Cantor
triadique Kz = { 370, % :a; € {1,2} }.
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pour tous les N € N et z = (2p)nez € 5, si ¥y = (Yn)nez € X vérifie y, = x, pour
—N <n < N et yprant+1 = yn pour tout n € Z, alors y est périodique et & distance au
plus eV de z.

(3) Notons X = R le compactifi¢ d’Alexandrov!” de R. Pour A > 1 fixé, notons
X — application définie par t —= At sit € R et co — oo.
X — X Papplication défini At si R

Ce systéme a exactement deux points pério-
diques, qui sont en fait des points fixes, les points T ¢ (x)
0 et co. Pour tout x € X — {0,00}, nous avons
limy, 100 ¢"(z) = 00 et lim,,,_ ¢'(x) = 0. En par-
ticulier, 0 est un point fixe répulsif et co est un point ()
fixe attractif. Voir le dessin ci-contre, ol nous rap-
pelons que I'application du cercle S; dans ]l/é, qui en-
voie le pole Nord N = (0,1) sur co et qui envoie
x € S; — {N} sur le point d’intersection avec l'axe
horizontal R de la droite passant par N et x, appelée T
la projection stéréographique (de pole Nord), est un v
homéomorphisme, qui envoie le pole Sud S = (0, —1) 0 ¢~ " (x)
sur 0.

Cet exemple de systéme dynamique topologique est un exemple archétypal de dyna-
mique Nord-Sud, qui est un systéme dynamique topologique (X, ¢) a temps discret inver-
sible, ou & temps continu, qui admet deux points fixes x, y tels que pour tout z € X —{z,y},
nous ayons lim;_, 1 ¢!(2) = y et limy_,_o, ¢'(2) = .

Le résultat suivant décrit les périodes des systémes dynamiques topologiques & temps
discret sur un intervalle compact réel.

Théoréme 1.1. [Théoreme de Sharkovsky'® (1964)] Soient I un intervalle compact de R
et f: I — I une application continue.

Si le systeme dynamique (I, f) a un point périodique de période 3, alors (I, f) a un
point périodique de période k pour tout k € N — {0}.

Ceci est une version simplifiée, popularisée par Li et Yorke (voir [LY]), du résultat de

Sharkovsky. L’ordre de Sharkovsky sur N — {0} est ordre total < défini par (dans 'ordre
décroissant)

3-5=T= - =2:3=2-5=2-7T»=--.=22.3=22.5%22.7»...... =23 =27 -2 1.

La version compléte du théoréme de Sharkovsky dit (voir par exemple | |) qu'une
partie de N — {0} est I’ensemble des périodes d’'une application continue de [0, 1] dans
lui-méme si et seulement si elle est Pensemble {...,22 2 1} des puissances de 2 ou un
ensemble {n € N — {0} : n <ngp} pour un nyg € N.

Démonstration. Le lemme suivant est élémentaire.

17. Si Y est un espace topologique localement compact, alors le compactifié d’Alezandrov de Y est
Pespace topologique compact Y défini comme l’ensemble Y U {co} (ol co est un ensemble n’appartenant
pas & Y') muni de la topologie dont les ouverts sont d’une part les ouverts de Y, d’autre part les parties de
la forme °K U {oco} o K est un compact de Y. L’espace Y est ouvert dans 37, et dense dans Y s'il n'est
pas compact. Voir par exemple l'exercice E.51 de | |.
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Lemme 1.2. Soient A et B deux intervalles compacts de R, et g : A — R une application
continue.

(1) Si g(A) contient A, alors g admet un point five dans A.
(2) St g(A) contient B, alors il existe un sous-intervalle C' de A tel que g(C) = B.

Démonstration. (1) Le résultat est immédiat si A est un singleton. Sinon A = [a, b] avec
a < b. Soient a’,b" € A tels que g(a’') = a, g(b') = b, et supposons par exemple que o’ < b'.
Nous avons g(a’) —a’ < 0et g(b') —b > 0, donc par le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe z € [d/,b] (donc z € A) tel que g(x) —z = 0.

(2) Le résultat est immeédiat si B est un singleton. Sinon B = [a,b] avec a < b.
Soient a’,b’ € A tels que g(a’) = a, g(b/) = b, et supposons par exemple que a’ < V/
(voir la figure de gauche ci-dessous). Soient alors d = min{t € [d/,b'] : g¢g(t) = b}, et
¢ =max{t € [d,d] : g(t) = a}, qui existent par compacité et continuité (et le fait que
les ensembles considérés sont non vides). Alors par le théoréme des valeurs intermédiaires,

nous avons comme voulu g([c, d]) = [a, b]. O
S
Pla) e
K
f) b
J Y
ap
% % i L’
a fla) f*a)

Pour démontrer le théoréme 1.1, fixons k¥ € N — {0}. Soit a un point périodique de
période 3. Montrons que si a < f(a) < f?(a), alors f a un point périodique de période k.

Quitte & conjuguer f par la symétrie z — —x, '® ceci montrera aussi le résultat si nous
avons a > f(a) > f?(a), et quitte & remplacer a par f(a) ou par f2(a), ceci montrera le
théoréme.

Posons J = [a, f(a)] et K = [f(a), f?(a)], de sorte que par continuité K C f(J) et
(JUK) C f(K) (voir la figure de droite ci-dessus). Par le lemme 1.2 (1) appliqué avec
A = K et g = f,’application f admet un point fixe dans K (I'intersection avec la diagonale
ci-dessus). Nous pouvons donc supposer que k > 2. Posons I, = K pour 0 < n < k — 1,
Iy = J et Iy = K, de sorte que I,+1 C f(I,) pour 0 <n < k — 1. Posons Ly = Iy, de
sorte que fO(Lg) = Iy et f'(Lg) contient I;. Par le lemme 1.2 (2) appliqué avec A = Ly,
B =1 et ¢ = f, il existe un sous-intervalle L; contenu dans Lg tel que fl(Ll) =1
Puisque k > 2, ceci implique que f?(L;) contient I5. Par récurrence sur n entre 0 et k — 1,
et par le lemme 1.2 (2) appliqué avec A = L,, B = I,,;1 et g = f"*1 il existe un sous-
intervalle L, .1 de L, tel que f"*'(L,y1) = I,11. En effet, ceci implique que f"*2(L,1)

18. c’est-a-dire quitte a remplacer f par g: x — —f(—x)
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contient I, tant que n < k — 2, ce qui permet de pousser la récurrence d’un cran tant
que n < k — 2.

Par le lemme 1.2 (1), puisque f¥(L3) = I, = K = Lo contient Lj, I'application f*
admet un point fixe x; dans Li. Donc zp est un point périodique de f, dont la période
p > 1 divise k. Nous avons

P ) € 7N L) € N D) = T = T
Supposons par ’absurde que p < k. Alors nous avons
P ) € L) € PN L) = L = K
)

car p—1 < k—1. Donc f*1(zx) = fP~1(f*P(x1)) = fP~(xx) appartient a I'intersection
J N K ={f(a)}. Par conséquent zy = f(f*"(z)) = f*(a), donc f(z}) = a n’appartient
pas & K. Or nous avons f(xg) € f(Lx) C f(L1) = I1, qui vaut K si k # 2. Donc k = 2 et
p = 1, c’est-a-dire que x, est un point fixe de f. Mézalors xp = f(x) = a est fixe, ce qui
contredit le fait que la période de a soit égale & 3. ]

1.2 Parties invariantes et mesures invariantes

Soit (X, ¢) un systéme dynamique. Une partie Y de 'espace des phases X est dite
positivement invariante si qﬁt(Y) C Y pour tout temps t > 0 (toujours avec la convention
que t est entier si le temps est discret, et il suffit alors de le vérifier pour ¢t = 1).

Par exemple, une orbite positive est positivement invariante, et si (X, ¢) est un systéme
dynamique topologique, alors 'adhérence Y de toute partie positivement invariante Y 1est
encore. 'Y

Soient (X, ¢) un systéme dynamique topologique ou différentiable, et Y un sous-espace
topologique ou une sous-variété de X respectivement, dont 1’ensemble sous-jacent est une
partie positivement invariante de X. Alors (Y, ¢|y) est un systéme dynamique topologique
ou différentiable respectivement, appelé la restriction de (X, ¢) a Y. Si (X, ¢) est a temps
discret et inversible, ou s’il est & temps continu, alors Y est dite invariante (ou globalement
invariante lorsqu’il convient d’insister) si ¢!(Y) C Y pour tout temps ¢, ou, de maniére
équivalente, si ¢'(Y) =Y pour tout temps ¢.

Si (X, ¢) est un systéme dynamique mesurable (respectivement mesuré) a temps discret,
une partie mesurable Y de X est dite invariante si ¢~1(Y) = Y. Cette condition implique
la condition d’étre positivement invariante, mais elle est en général bien plus forte que la
condition d’étre positivement invariante. Si Y est munie de la tribu induite (respectivement
de la tribu induite et de la mesure induite), alors (Y, ¢ |y) est un systéme dynamique
mesurable (respectivement mesuré), appelé la restriction de (X, ¢) a Y.

Si (X, A, ¢) est un systéme dynamique mesurable, et si p est une mesure sur (X, %),
rappelons que p est dite invariante si ¢.u = p en temps discret, ou (¢!).pu = p pour tout
t € R en temps continu. Par exemple, la mesure de comptage sur une orbite périodique
d’un systéme dynamique a temps discret est une mesure invariante.

Si (X, ¢) est un systéme dynamique topologique a temps discret, nous noterons

Proby(X)

19. En effet, en temps discret (la démonstration est analogue en temps continu), soit x € Y. Pour tout
voisinage ouvert U de ¢(x), montrons que U rencontre Y, ce qui implique que ¢(z) € Y. L’ouvert ¢~ (U),
qui contient x, rencontre Y. Si y € ¢~ (U) NY, alors U NY contient ¢(y).
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I’ensemble des mesures de probabilité boréliennes sur X invariantes par ¢. Le résultat
suivant garantit en particulier, sous des hypothéses de compacité, I'existence de mesure
invariante.

Rappelons qu'un point & d’un convexe C' d’un espace vectoriel réel E est dit extrémal
dans C s’il n’existe aucun segment de E contenant x dans son intérieur et contenu dans
C, c’est-a-dire si

VyzeC, YVte]0,1], si z=ty+(1—t)z alors y=z.

Si X est un espace topologique compact métrisable, nous noterons .Zr (X ) 'espace vectoriel

réel des mesures boréliennes signées ? sur X, muni de la topologie vague ?!.

Proposition 1.3. Soit X un espace topologique compact métrisable non vide, muni d’une
application continue ¢ : X — X. Dans [’espace vectoriel topologique MR (X) (pour la topo-
logie vague), la partie Probs(X) est métrisable compacte conveze non vide??, et Proby(X)
est ’enveloppe convexe fermée?® de ses points extrémaud.

Démonstration. Nous commengons par des rappels d’analyse fonctionnelle (voir par
exemple [Coh| ou | , §86]), plus généraux que ce qui est strictement utile pour la dé-
monstration de la proposition 1.3. Soit X un espace topologique localement compact.
Une application continue f : X — R s’annule a ’infini si pour tout € > 0, il existe un
compact K de X tel que |f(z)| < esiz ¢ K. Notons que si X est compact, alors toute
application continue s’annule & l'infini. Notons C’8 (X;R) l'espace de Banach'® réel des
applications continues de X dans R qui s’annulent & I'infini, muni de la norme uniforme

[l flloe = sup | f(2)] ,
zeX

20. Une mesure signée sur un espace mesurable (X, .o7) est une application y : & — R qui est o-additive,
c’est-a~dire telle que si (A;)icr est une famille dénombrable d’ensembles mesurables deux a deux disjoints,
alors la série ), ; u(Ai) converge (c'est automatique si I est fini) et

wlJA) =) ua),

i€l iel

et telle que p(@) = 0. Le théoréme de décomposition de Jordan dit que toute mesure signée est la différence
de deux mesures positives finies. La variation |u| d’'une mesure signée p est la mesure positive finie sur
(X, o) définie par
ul s A sup > |p(A)],
(Aidier jer

ou la borne supérieure est prise sur les partitions dénombrables (A;);c; de A par des éléments de 7. Voir
par exemple [ , §4].

21. c’est-a-dire, dans ce cas particulier o X est compact, de la topologie la moins fine rendant continues
les applications

uHu(f)=/deu

pour toute application continue f € C°(X;R). Ainsi .#&(X) est un espace vectoriel (réel) topologique (les
applications de soustraction et de multiplication externe sont continues), et une suite (p;)icn dans g (X)
converge vers une mesure signée p € #r(X) si et seulement si la suite réelle (1 (f))ien converge vers p(f)
pour tout f € C°(X,R). Lorsque la masse totale de |u;| est uniformément bornée, il suffit de vérifier ceci
pour tout f dans une partie dense de C°(X,R).

22. Ce résultat d’existence est parfois appelée le théoréme de Krylov-Bogolyubov.

23. L’enveloppe convexe fermée d’une partie 2 d’un espace vectoriel topologique est 'intersection de
tous les convexes fermés contenant F, c’est le plus petit convexe fermé contenant F.
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et CY(X;R) le sous-espace vectoriel des applications continues & support compact, qui est
dense dans CJ(X;R).

Notons .4 (X) Despace de Banach des mesures boréliennes signées réguliéres * sur X,
muni de la norme de la variation totale

o el = [pl(X) -

Par le théoréme de représentation de Riesz*® (voir [Coh, page 220]), I'application de

AE(X) dans le dual topologique 2 CJ(X;R)” de C§(X;R), définie par

pes Lt = [ _F@)duta)}

est un isomorphisme linéaire isométrique pour la norme de la variation totale sur . (X)
et la norme duale sur C’g (X;R)", par lequel nous identifions désormais ces deux espaces.

La topologie faible-étoile sur I'espace vectoriel réel ou complexe Cg(X :R) est la to-
pologie la moins fine rendant continues les applications ¢ — £(f) d’évaluation en tout
f € CY(X;R) des formes lindaires continues ¢ sur CJ(X;R). Elle fait de CJ(X;R)” un
espace vectoriel topologique localement convexe séparé.

La topologie vague sur 'espace vectoriel réel .#g(X) des mesures boréliennes signées
réguliéres sur X est la topologie la moins fine rendant continues les applications

uHu(f)z/deu

pour toute application f € ‘560 (X;R) continue a support compact. Notons que si X est
compact, alors toute application continue de X dans R est & support compact. Puisque
()] < [lpllll flloo pour tous les p € AE(X) et f € €2(X;R), la topologie vague est moins
fine que la topologie induite par la norme de la variation totale (et donc toute suite dans
A (X) qui converge en norme converge vaguement).

Lemme 1.4. Etant donné une application continue propre > p Y — Z entre deux espaces
topologiques localement compacts, lapplication p — @, de mesure image par @, de Mg(Y')
dans Mg (Z), est linéaire et continue pour la topologie vague.

24. Nous ne rappelons pas ici la définition des mesures boréliennes réguliéres, nous mentionnons seule-
ment que si X est localement compact et & base dénombrable d’ouverts (par exemple métrisable compact,

voir la note de bas de page 32), alors toute mesure de probabilité est réguliére, voir [Coh, page 206].
\? ;; &
\
s '
Frigyes Riesz Mark Krein Johan Radon Otto Nikodym
25.  1880-1956 1907-1989 1887-1956 1887-1974
26. Le dual topologique d’un espace vectoriel réel ou complexe normé (F, || ||) est 'espace vectoriel E~
des formes linéaires continues £ sur E, muni de la norme duale
€= sup [(z)].
zEE, ||l=||<1

27. Une application continue entre deux espaces topologiques localement compacts est propre si I’image
réciproque de tout compact est compact. Si ’espace de départ est compact, alors toute application continue
est propre.
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Démonstration. La linéarité est immédiate. Si f : Z — R est continue & support compact
contenu dans K, alors fo : Y — R est continue & support contenu dans ¢~ !(K), qui est
compact puisque ¢ est propre. Puisque @, u(f) = p(f o ¢), le résultat découle alors de la
définition de la topologie vague. O

Une conséquence du théoréme de Banach-Alaoglu de compacité de la boule unité fermée
de CJ(X;R)” pour la topologie faible-étoile donne le résultat suivant (voir par exemple
| , §6] pour les compléments). Notons Prob(X) l’ensemble des mesures boréliennes
réguliéres de probabilité sur X.

Proposition 1.5. Les restrictions a Prob(X) des topologies vague et faible-étoile sur l’en-
semble My(X) coincident, et Prob(X) est conveze dans Myg(X). Si X est compact, alors
Prob(X) est compact pour la topologie vague (ou faible-étoile®). Si X est métrisable com-
pact, alors la topologie vague sur Prob(X) est métrisable compacte. O

Revenons maintenant a la démonstration de la proposition 1.3. Pour tous les t € [0, 1]
et u, ' € Proby(X), la mesure ty + (1 — t)p est clairement une mesure de probabilité
invariante par ¢, par la linéarité de ¢,. Donc Prob(X) est convexe. Par la continuité de
¢s (voir le lemme 1.4), la partie Probg(X) est fermée dans le compact Prob(X), donc
compacte.

Montrons que Proby(X) est non vide. Partons d’une mesure de probabilité (forcément
réguliére) v sur X (par exemple la masse de Dirac A, en un point x de X, qui est supposé
non vide). Pour tout n € N — {0}, posons

n—1

Un ! Z(¢k)*y )

)
k=0

qui est une mesure de probabilité. La compacité et métrisabilité de Prob(X) (voir la pro-
position 1.5) assure qu'il existe une sous-suite (v, )reny qui converge vers un élément
dans Prob(X). Or la différence v, — ¢ (1) = (v — (¢™),v) converge (pour la norme de
la variation totale, car v, — ¢«(1,) est de norme inférieure a %, donc) vaguement vers 0.
Donc ¢, = p par passage a la limite et par le lemme 1.4 de continuité de ¢s.

La derniére assertion de la proposition 1.3 découle du théoréeme de Krein?’-Milman
disant qu’un convexe compact d’un espace vectoriel topologique localement convexe séparé

est 'enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux. O

La proposition suivante caractérise les points extrémaux du convexe compact non vide
Probg(X), et nous renvoyons au cours de Théorie ergodique ou a [PV, , , ,
, | pour des développements.

Proposition 1.6. Soient (X, A) un espace mesurable, ¢ : X — X une application mesu-
rable et p une mesure de probabilité sur (X, A) invariante par ¢. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(1) La transformation ¢ est ergodique?’ pour u, c’est-a-dire que les seules parties mesu-
rables invariantes sont de mesure nulle ou pleine :

VAeB, o A)=A = p(A)=0oupu(°A)=0.

28. Ces deux topologies coincident de maniére évidente si X est compact, car alors nous avons
C2(X;R) = CO(X;R) = C°(X;R).

29. Il est possible de définir ainsi I’ergodicité pour des mesures qui ne sont pas de probabilité, et pour
des transformations qui ne font que préserver la classe de la mesure, voir par exemple [Aar].
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(2) Toute application f : X — C mesurable, telle que fo¢p = f presque partout, est presque
partout constante.

(3) Toute application f dans L*(X,p), telle que f o ¢ = f presque partout, est presque
partout constante.

(4) Toute application f dans L2(X,p), telle que f o ¢ = f presque partout, est presque
partout constante.

(5) La mesure p est un point extrémal du convexe Probg(X, %) des mesures de probabilité
invariantes par ¢ sur (X, %), dans l'espace vectoriel Mr(X,B) des mesures signées
sur (X, A).

Démonstration. Nous renvoyons au cours de Théorie ergodique ou a [PV, , ,

, , | pour 'équivalence des quatre premiéres assertions. Montrons que pu est
ergodique si et seulement si, pour toutes les mesures de probabilité uy, ye invariantes par
¢ sur X et tout t dans |0, 1] tel que p = tug + (1 — t)pe2, nous avons p = g = a.

Supposons d’abord p ergodique. Soient i, 2 € Proby(X, %) et t € ]0,1] tels que
w = tuy + (1 — t)ue. Les ensembles de mesure nulle pour p sont aussi de mesure nulle
pour g1. Le théoréme®’ de Radon 2>-Nikodym % (voir [C'oh, page 132]) assure qu'il existe
une fonction f dans L'(X, ) telle que u1 = fu. Comme et pq sont invariantes par ¢,
nous avons f = f o ¢ presque partout pour p. Comme p est ergodique, I'application f est
constante presque partout et les mesures de probabilité u et pu; sont égales. Donc p; = s
et u est extrémale.

Réciproquement, supposons que p ne soit pas ergodique. Soit A; une partie mesurable
de X telle que nous ayons ¢ '(A1) = Ay et 0 < p(A;) < 1, et soit Ay = °A;. Posons
alors p; = ﬁu\ A, pour ¢ = 1,2. Les mesures de probabilité p; sont invariantes par ¢,

différentes de p et p = pu(A1)p1 + (1 — u(Az))pe. Donc p n’est pas extrémale. O

La propriété d’ergodicité d’un systéme dynamique mesuré est souvent utilisée en con-
jonction avec le théoréme suivant, pour la démonstration duquel nous renvoyons au cours
de Théorie ergodique ou a [PV, , , , , |. I affirme en particulier que,
lorsque le systéme est ergodique, pour toute partie mesurable A, la proportion de temps
passé dans A par presque toutes les orbites est égale a u(A).

Théoréme 1.7. (Théoréme ergodique de Birkhoff) Soit (X, B, u, ¢) un systéme dy-
namique mesuré. Pour tout f dans LY(X, ), pour tout T € N—{0} si le systeme dynamique
est a temps discret (respectivement pour tout T > 0 si le systéme dynamique est a temps
continu), notons

S
-

1

Srf(z) = T F(¢F(2))
0

B
Il

(respectivement

T
Srf@) =7 [ f@@) ).

(i) La limite f(x) = Tlim St f(z) existe pour p-presque tout x € X.
—00

(ii) fo ¢ = ]7 presque partout.

30. qui s’applique car p1 et p2 sont des mesures de probabilité, donc des mesures o-finies
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(iii) || Fllee < [ fllLs-

(iv) Si la mesure u est finie, alors la convergence a lieu dans L' :

157 = fllr = 0.

lim
T—o0

(v) Pour toute partie A dans £ invariante par ¢, de mesure finie, nous avons

/AfduzfAfdu.

(vi) En particulier, si u est une mesure de probabilité ergodique, alors
flw) = Jim $rf0) = [ £ au
T—o0 X
pour u-presque tout r € X. O

Une mesure de probabilité invariante, dont ’existence est assurée par exemple sous les
hypothéses de la proposition 1.3, est rarement unique (considérer par exemple ¢ valant
I'identité). Voici un critére d’unicité, pour la démonstration duquel nous renvoyons au
cours de Théorie ergodique ou a [PV, , , , , |.

Proposition 1.8. Soit X un espace topologique compact métrisable non vide, muni d’une
application continue ¢ : X — X. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) Le systeme dynamique topologique (X, @) est uniquement ergodique, c’est-a-dire il ad-
met une unique mesure de probabilité invariante ergodique.

(2) Le systeme dynamique topologique (X, @) admet une unique mesure de probabilité in-
variante.

(3) Pour tout f € CY(X,C), et pour tout x dans X, les moyennes orbitales
1 n—1
Snf(z) =— F
fla) =~ ’;Ofw ()

convergent vers une limite L(f) qui ne dépend pas de x.
Nous avons alors L(f) = p(f), ot u est l'unique mesure de probabilité invariante. O
Nous construirons dans les parties 6.4 et 6.5 de nombreuses mesures invariantes ergo-

diques pour les systémes dynamiques symboliques et les endomorphismes linéaires du tore.
Nous renvoyons a la proposition 3.2 (1) pour des cas d’uniciteé.

Exercice E.1. 3! Soient X un espace topologique & base dénombrable d’ouverts®*, u une
mesure de probabilité borélienne sur X de support? égal a X, et ¢ : X — X une application

31. Voir la partie 1.8 pour des indications de solutions.

32. Un espace topologique X est a base dénombrable d’ouverts s’il existe un ensemble dénombrable
% d’ouverts de X tel que tout ouvert de X soit une union d’éléments de A. Par exemple, tout espace
topologique métrisable séparable est & base dénombrable d’ouverts. Rappelons qu’un espace topologique
est séparable s’il admet une partie dénombrable dense. Tout espace topologique métrisable compact est
séparable.

33. Le support d’'une mesure positive borélienne est le plus petit fermé en dehors duquel la mesure est
nulle; c’est ’ensemble des points dont tout voisinage ouvert est de mesure non nulle.
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continue qui préserve p. Montrer que st ¢ est ergodique, alors p-presque toute orbite positive
du systeme dynamique topologique & temps discret (X, ¢) est dense dans X (c’est-a-dire,
pour p-presque tout x dans X, Uadhérence de 'orbite positive de x est l’espace X tout
entier : {¢"(x) : ne N} = X).

Exercice E.2. Soit X un espace topologique métrisable compact non vide, et considérons
o1,02 : X — X deux applications continues qui commutent. Montrer qu’il eriste une
mesure de probabilité borélienne sur X invariante par ¢1 et ¢o.

1.3 Reécurrence topologique

Soient (X, ¢) un systéme dynamique topologique (ou différentiable), et z € X.
L’ensemble w-limite de x est la partie de X, notée w(x) ou wy(x), définie par

we)= (N {d'@) - 12T =) 6% ((x)).

T>0 £>0

Si (X, ¢) est a temps discret et inversible, ou est & temps continu, alors nous définissons de
méme 'ensemble a-limite de x pour (X, ¢), noté a(x) ou ay(x), comme étant I’ensemble
w-limite de z pour la transformation inverse ou le flot inverse.

Le point z est dit positivement récurrent®* pour (X, ¢) si

x € w(z).

Si (X, ¢) est a temps discret et inversible, ou est & temps continu, on définit de méme un
point x comme étant négativement récurrent si x € a(x).

Par exemple, un point périodique est positivement récurrent (et négativement récurrent
si (X, ¢) est & temps discret et inversible, ou est & temps continu), et son ensemble w-limite
(et son ensemble a-limite si (X, @) est & temps discret et inversible, ou est & temps continu),
est toute son orbite positive :

w(r) =07 (x).

Remarques. (1) Si X est métrisable, alors w(z) est 'ensemble des y € X tels qu'il existe
une suite de temps (¢;);en positive qui converge vers +oo telle que lim;_, oo Pl (x) = y.
Donc si X est métrisable, alors = est positivement récurrent si et seulement s’il existe une
suite de temps (;);en positive qui converge vers +oo telle que

lim ¢'i(z) =z .
1—+00

(2) Comme intersection décroissante de fermés positivement invariants, tout ensemble
w-limite est un fermé positivement invariant, qui est non vide si X est compact.

Exercice E.3. Soit (X, ¢) un systéme dynamique topologique (ou différentiable), a temps
discret et inversible, ou a temps continu. Montrer que tout ensemble w-limite est globale-
ment invariant.

34. On prendra bien garde & ne pas confondre un point positivement récurrent (tout court) d’un systéme
dynamique topologique ou différentiable avec un point (infiniment positivement) récurrent dans A (ou A
est une partie mesurable donnée) d’un systéme dynamique mesurable ou mesuré a temps discret (X, ¢), ou
x est (infiniment positivement) récurrent dans A s’il existe une infinité de n € N — {0} tels que ¢™(z) € A.
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Exercice E.4. Soit (X', ¢') un systeme dynamique topologique (ou différentiable), et soit
h: X — X' une semi-conjugaison entre (X, @) et (X', ¢'). Montrer que

h(wg(2)) C wy (h(x)) , ()

avec égalité si h est une conjugaison.

1.4 L’ensemble (topologiquement) non errant

Soit (X, ¢) un systéme dynamique topologique (ou différentiable).

Un point z € X est dit (topologiquement) errant pour (X, ¢) s’il existe un voisinage
ouvert U de x tel que ¢~ t(U) N U soit vide pour tout temps ¢ > 1.

L’ensemble des points non errants est appelé l’ensemble non errant de (X, ). Il est
noté Q(¢) (ou Q(X, ¢) lorsqu’il convient de préciser). ** Le systéme dynamique topologique
(X, @) est dit non errant si Q(X) = X.

Comme ¢~ ¢(U)NU est vide si et seulement si UN@! (U) Vest, si (X, @) est & temps discret
et inversible, ou s’il est & temps continu, alors = est errant pour (X, ¢) si et seulement s’il
I’est pour le systéme dynamique inverse.

Proposition 1.9. L’ensemble non errant Q(¢) de (X, ¢) est un fermé positivement inva-
riant, qui est globalement invariant si (X, @) est a temps discret et inversible, ou a temps
continu.

Le support de toute mesure (positive borélienne) finie sur X invariante par ¢ est contenu
dans 'ensemble non errant Q(¢).

Démonstration. Soit Q@ = Q(¢). Montrons que son complémentaire °€2 est ouvert. Si
x ¢ Q, alors il existe un voisinage ouvert U de z tel que ¢~*(U) NU = () pour tout temps
t > 1. Donc U C “€), et par conséquent “€2 contient un voisinage de chacun de ses points.

Soient x € €2, t un temps positif (ou quelconque si (X, ¢) est a temps discret et inver-
sible, ou & temps continu) et U un voisinage de ¢'(x). Alors ¢*(U) est un voisinage de
z, donc il existe s > 1 tel que ¢~*H(U) N ¢~ *(U) soit non vide. Donc ¢~*(U) N U, qui
contient ¢' (¢~ (U) N ¢~*(U)), est non vide et ¢'(z) € Q.

Soit p une mesure sur X invariante par ¢. Si x ¢ €2, alors il existe un voisinage ouvert
U de x tel que les ouverts ¢~ "(U) pour n € N soient deux & deux disjoints. Donc

pX) > p({Jo@) =D ule™(U) =Y _ul).

neN neN neN

Donc si p est finie, nous avons p(U) = 0 et x n’appartient pas au support de p. O
Exemples. (1) Un point périodique ou positivement récurrent est non errant.

(2) Puisque '’ensemble non errant Q(¢) est fermé et contient Per(¢), il contient I'adhé-
rence Per(¢). En particulier, un systéme dynamique topologique, dont I’ensemble des points
périodiques est dense, comme un systéme de Bernoulli, est non errant.

35. On prendra bien garde & ne pas confondre I’ensemble non errant (avec un article défini) d’un systéme
dynamique topologique (ou différentiable) avec un ensemble non errant (avec un article indéfini) d’un
systéme dynamique mesuré a temps discret (X, %, u, ¢), ol une partie mesurable E € £ est dite errante
si u(¢~"(E)N E) = 0 pour tout n € N — {0}.
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Exercice E.5. Soit (X', ¢') un systeme dynamique topologique (ou différentiable), et soit
h: X — X' une semi-conjugaison entre (X, @) et (X', ¢'). Montrer que

hH(Q(¢) D Q(e) , (6)

avec égalité si h est une conjugaison.

1.5 Transitivité (topologique), mélange topologique et minimalité

Soit (X, ¢) un systéme dynamique topologique (ou différentiable).

Ce systéme dynamique est dit positivement transitif si pour tous les ouverts non vides
U et V, il existe un temps t > 0 tel que I'intersection U N ¢~*(V) soit non vide.

Si (X, @) est a temps discret et inversible (respectivement a temps continu), ce systéme
dynamique est dit transitif, ou topologiquement transitif lorsqu’il convient d’insister sur la
nature topologique de la terminologie, si pour tous les ouverts non vides U et V, il existe
t € Z (respectivement t € R) tel que l'intersection U N ¢~*(V) soit non vide.

En pratique, nous utiliserons les caractérisations (2) ou (ii) de l'exercice E.7 pour
montrer ou utiliser qu'un systéme dynamique est positivement transitif ou transitif.

Exercice E.6. Soit h : X — X' une semi-conjugaison entre (X, ¢) et un systeme dyna-
mique topologique (X', ¢"). Montrer que si (X, ¢) est positivement transitif (respectivement
a temps discret et inversible, ou a temps continu, et transitif), alors le facteur (X', ¢') Uest
aussi.

Remarquons que le systéme dynamique inversible x — x + 1 sur I'espace topologique
discret Z est transitif, mais pas positivement transitif. La réciproque de la propriété évi-
dente que topologiquement transitif implique transitif est néanmoins souvent vraie, comme
le montre I'exercice E.10.

Exercice E.7. Soient X un espace de Baire® a base dénombrable d’ouverts, et ¢ : X — X
une application continue. Montrer que les affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) la transformation ¢ est positivement transitive,
(2) il existe un point dans X dont l’ensemble w-limite est égal ¢ X,

(3) Uensemble Y des points dans X dont l’ensemble w-limite est égal a X est un Gs dense
de X.

St ¢ est un homéomorphisme, montrer que les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) la transformation ¢ est transitive,

(ii) il existe un point dans X dont ’orbite est dense dans X,

(iii) ’ensemble Z des points dans X, dont lorbite est dense dans X, est un G5 dense de

X.

Le systéme dynamique (X, ¢) est dit topologiquement mélangeant si pour tous les ou-
verts non vides U et V, il existe T > 0 tel que pour tout ¢ > T, intersection U N ¢ (V)
soit non vide. Notons qu’il suffit de vérifier cette condition pour U et V dans une base

36. Rappelons qu’un espace de Baire X est un espace topologique dans lequel l'intersection de toute
famille dénombrable d’ouverts denses est dense. Un théoréme de Baire dit qu’'un espace métrique complet
ou un espace localement compact est un espace de Baire. On appelle G5 (dense) dans X toute intersection
dénombrable d’ouverts denses.
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d’ouverts de X. Il est immédiat qu’'un systéme dynamique topologiquement mélangeant
est positivement transitif.

Par un argument similaire a celui de I'exercice E.6 (voir lexercice E.9), si h: X — X'
est une semi-conjugaison entre (X, ¢) et un systéme dynamique topologique (X', ¢'), et si
(X, ¢) est topologiquement mélangeant, alors le facteur (X', ¢') lest.

Exemples. (1) Une rotation du cercle n’est pas topologiquement mélangeante. En effet,
siU={e? : 0€]0,Z[} et V={e? : 0 €]m X[}, alors, que la rotation soit rationnelle
ou pas, pour tout € > 0, il existe des puissances arbitrairement grandes qui envoient V'
dans {€? : 0 € [r —¢,2F + €]}, donc de maniére disjointe a U.

Une rotation rationnelle du cercle n’est pas transitive, car elle n’admet pas d’orbite
dense (toute orbite est périodique). Une rotation irrationnelle du cercle est transitive, car
toute orbite est dense.

(2) Un décalage de Bernoulli sur un alphabet dénombrable est positivement transitif
(donc transitif dans le cas bilatére).

En effet, soient & un alphabet dénombrable et (X,04) le systéme de Bernoulli uni-
latére associé. Puisque ’ensemble des mots finis sur &/ est dénombrable, il existe un mot
x = (x;)ien € Y4 qui contient tout mot fini. L’orbite positive de w par le décalage o4
est dense, puisque pour tout mot y € ¥ et pour tout N € N, il existe un entier n tel
que les mots initiaux de longueur N de y et o’ (x) coincident. Donc I'ensemble w-limite
de x est égal a tout ¥;. Le cas bilatére (X, o) se traite de maniére similaire en complétant
x = (x;)ieN par un passé arbitraire en 2’ = (;);ez € 3, et en montrant que l'orbite positive
de 2’ par le décalage o est dense.

Un décalage de Bernoulli est topologiquement mélangeant (ce qui rédémontre qu’il est

positivement transitif).
En effet, (le cas bilatére se traite de maniére similaire) pour tous les p,p’ € N, et

x0," "+ ,Tp, Yo, - Yy dans I'alphabet &7, nous avons
['IOa e axp] N U_n([yO; e ?yp/])
= {(2n)nen e 2=, s 2p = Tpy Zn = Y0, Znkp! = Yp'}

est non vide pour tous les n € N tels que n > p. Le résultat découle alors du fait que
I’ensemble des cylindres initiaux est une base d’ouverts de la topologie de > .

Le systéme dynamique (X, ¢) est dit positivement minimal si I'une des conditions équi-
valentes ® suivantes est vérifiée :

(1) toute orbite positive est dense,
(2) l'ensemble w-limite de tout point de X est égal a X,

(3) les seuls fermés positivement invariants de X sont () et X.

37. Soit Y un fermé positivement invariant, alors pour tout y € Y, les fermés positivement invariants
O+ (y) et w(y) sont contenus dans Y. Donc les deux premiéres assertions impliquent la troisiéme. Réci-
proquement, comme 0% (z) est un fermé positivement invariant non vide pour tout z € X, la troisiéme
assertion implique la premiére. Enfin, la premiére assertion implique la deuxiéme, car alors, pour tout
r € X, nous avons

we)= (o7 @ @) = (X=X

t>0 t>0
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Si (X, @) est a temps discret et inversible, ou s’il est a temps continu, il est dit minimal
si 'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

(1) toute orbite est dense,
(2) les seuls fermés globalement invariants de X sont () et X.

Une partie Y de X est dite (positivement) minimale dans (X, ¢) si elle est fermée,
non vide, (positivement) invariante et minimale pour l'inclusion. Cette derniére condition
signifie que Y ne contient pas de fermé non vide (positivement) invariant autre que Y, ou
de maniére équivalente, que la restriction du systéme dynamique a Y est (positivement)
minimale.

Exemples. (i) Un point fixe ou une orbite positivement périodique (respectivement pé-
riodique) est une partie positivement minimale (respectivement minimale).

(ii) Une rotation irrationnelle du cercle est minimale, car toute orbite est dense.

Remarques. (1) Supposons (X, ¢) a temps discret et inversible, ou a temps continu. Si
le systéme dynamique topologique (X, ¢) est positivement minimal, il est aussi minimal
(car les parties globalement invariantes sont aussi positivement invariantes).

Par exemple, le systéme dynamique topologique inversible x — z+1 sur ’espace discret
7 est minimal, mais pas positivement minimal. Mais si X est compact, alors les propriétés
d’étre minimal et positivement minimal sont équivalentes. En effet, tout ensemble w-limite
est fermé, non vide par compacité et globalement invariant par 'exercice E.3, donc égal a

X si (X, ¢) est minimal.

(2) Comme la frontiére *® d’une partie (positivement) minimale M est encore un fermé
(positivement) invariant contenu dans M, elle est

e ou bien vide, auquel cas M = X si X est connexe, donc ne s’écrit pas comme réunion
de deux fermés non vides disjoints M = M et <M,

¢}
e ou bien égale & M, qui est donc d’intérieur vide puisque M = M — M.

(3) Tout systéme dynamique topologique (X, ¢), o X est séparé, qui contient une or-
bite périodique et n’est pas réduit & une orbite périodique, n’est pas positivement minimal.
Par exemple, un décalage de Bernoulli unilatére sur un alphabet & au moins deux éléments
n’est pas positivement minimal, et un décalage de Bernoulli bilatére sur un alphabet a
au moins deux éléments n’est pas minimal. Nous verrons ultérieurement que l'espace des
phases d’un décalage de Bernoulli sur un alphabet & au moins deux éléments admet de trés
nombreuses parties minimales (outre l'infinité dénombrable des orbites périodiques, voir
I’exemple (2) de la partie 1.1.

Proposition 1.10. Si X est compact non vide, alors X contient au moins un minimal.

Démonstration. Soit .# I'ensemble (non vide car X est fermé et non vide) des fermés non
vides de X positivement invariants, partiellement ordonné par l’inclusion. Nous voulons
montrer que % contient un élément minimal, qui sera donc positivement minimal, et

38. Rappelons que la frontiére d’une partie A d’un espace topologique X est
DA=AncA=A-4,

c’est-a-dire 0 A est I’ensemble des points de X dont tout voisinage rencontre a la fois A et son complémen-
taire.
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minimal par compacité, voir la remarque (1) ci-dessus. Ceci résulte du lemme de Zorn

(voir [I{ri]), car toute partie non vide .#’ de .# totalement ordonnée admet un minorant :
I'intersection des éléments de .#’, qui est non vide par compacité. O

Comme tout point d’une partie positivement minimale est positivement récurrent, le
résultat suivant est une conséquence immeédiate de I’existence de minimaux.

Théoréme 1.11. (Théoréme de récurrence de Birkhoff*?) Soit X un espace to-
pologique compact. Toute application continue ¢ : X — X admet un point positivement
récurrent. O

Remarques. (1) Il peut n’y avoir qu’un seul point positivement récurrent. Par exemple,
prendre X le compactifié d’Alexandrov R ~ S; et ¢(x) = =+ 1 pour tout = € R, ainsi que
¢(00) = 00, qui est I'unique point positivement récurrent.

(2) 1l peut n’y avoir aucun point périodique. Par exemple, prendre une rotation irra-
tionnelle du cercle.

(3) Donnons une démonstration du théoréme 1.11 qui n’utilise pas I'axiome du choix,
sous ’hypothése supplémentaire que X est métrisable. Elle utilise le théoréme de récurrence
de Poincaré?’ ci-dessous, pour une démonstration *’ duquel nous renvoyons au cours de
Théorie ergodique ou a [PY, Wal, Cork's, Pet, EW, Coul.

Théoréme 1.12. (Théoréme de récurrence de Poincaré) Soient (X, %, 1) un espace
de probabilité, ¢ : X — X une application mesurable préservant u, et A un élément de AB.
Alors, pour p-presque tout point x de A, l'orbite (¢™(x))nen repasse une infinité de fois
dans A. O

Montrons que le théoréme 1.12 implique le théoréme 1.11 sous I’hypothése supplé-
mentaire & celles du théoréme 1.11 que X est métrisable. Soient X un espace compact
métrisable, de tribu borélienne A, et (U, )nen une base dénombrable d’ouverts de X. Soit
¢ : X — X une application continue. Par la proposition 1.3, il existe une mesure de proba-
bilité p invariante par ¢. Notons R, ’ensemble mesurable des x € X tels que, pour tout
m € N, si € Uy, alors l'orbite positive (¢"(x))nen repasse une infinité de fois dans Up,.
Puisque X = {J,,cy Un, le théoréme de récurrence de Poincaré 1.12 appliqué a (X, %, )
et un argument de dénombrabilité montre que Ry est de mesure totale dans X, et en
particulier non vide. Mais si x € R4, pour tout voisinage ouvert U de z, il existe m € N

Max Zorn Georges Birkhoff Henri Poincaré  Henri Lebesgue
39. 1906-1993 1884-1944 1854-1912 1875-1941

40. Voici toutefois une démonstration par souci de complétude.
Démonstration du théoréme 1.12. Notons A, = J,,, ¢~ "(A) I'ensemble des points de X qui passent
dans A lorsque l'on itére ¢ au moins n fois. Notons Ac = [,,cx Ukzn $»~*(A) Pensemble des points qui
passent une infinité de fois dans A. Alors pu(An41) = pu(d ' (An)) = w(Ay), et A C Ao. Puisque la suite
(An)nen est décroissante et comme p(A, — Ag) = 0, nous avons p(A, N A) = u(Ao N A) = p(A). Par
conséquent p(As N A) = u(A) par les propriétés des mesures finies. Ceci démontre le résultat. O
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tel que z € U, C U, donc x revient une infinité de fois dans U. D’ou z est positivement
récurrent, ce qui démontre le théoréme de récurrence de Birkhoff.

Remarque. Cette démonstration montre que si X est métrisable compact, alors ’ensemble
des points positivement récurrents est de mesure totale pour toute mesure de probabilité
L invariante.

Supposons de plus ¢ inversible. Notons R_ ’ensemble mesurable des x € X tels que
pour tout m € N si € U, alors 'orbite négative (¢~ "(x)),en repasse une infinité de
fois dans U,,, En considérant R_ N R4, nous obtenons alors que l’ensemble des points
récurrents de (X, ¢) est de mesure totale pour toute mesure de probabilité p invariante.

Exercice E.8. Soient p € Z — {—1,0,1}, T! = R/Z et ¢, : T' — T! Uapplication™
continue définie par x — px.

(1) Montrer que le systéme dynamique topologique & temps discret (T*, ¢p) est non inver-
sible, qu’il est conjugué au systéme dynamique topologique (S1,z — zP), que l’ensemble
Per(¢y,) des points périodiques de ¢, est dense dans le cercle T!, que le systéme dynamique
topologique (T*, ¢p) est non errant, qu’il est positivement transitif, et qu’il est topologique-
ment mélangeant.

(2) Supposons p > 2. Soit © : {0,...,p — 1} = T Uapplication définie par

T
(fEi)z‘eN — Z z’-&l-l mod Z .
i€N p

Montrer que © est une semi-conjugaison entre le systéme de Bernoulli unilatére d’alphabet
{0,...,p— 1} et le systéme dynamique topologique (T, ¢,), que l'on appelle un codage de
(TY, ¢p,). Retrouver les propriétés précédentes.

(3) Supposons toujours p > 2. Notons C°(T') I’espace de Banach des applications continues
réelles sur T', muni de la norme uniforme || ||oo. Notons L : C°(T') — C°(T?) l’application
linéaire continue (de norme au plus 1), appelée opérateur de transfert, définie, pour tous
les f € CO(TY) ety € TY, par

1 1 v Y+
Lf: — - ’
£ GadeeT) Zeg(y)ﬂz) , ; 157

en notant par abus de la méme maniére y et un relevé de y dans R, le terme de droite ne
dépendant pas du choiz de ce relevé. Montrer qu’en notant \ la mesure de Lebesgue™® 42

de T, Uapplication ¢p préserve la mesure de Lebesque X, et que nous avons, pour tous les
frg € CUTY),

[oongar=[ swgar. (7)
"]1‘1 Tl

41. appelée Uapplication de doublement de l’angle si p = 2
42. Par définition (voir aussi le début du chapitre 3), pour toute fonction continue f € C°(T') sur T*,
identifiée & une fonction 1-périodique sur R, pour tout o € R, nous avons

/TlfdA_/t:OHf(t) dt
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Montrer que pour tous les f € C1(T') et n € N, nous avons

s~ [ i | < 3 [ 1o Q

En déduire que la transformation ¢, est mélangeante pour la mesure de Lebesgue du cercle,
c’est-a-dire (voir aussi la partie 3.3) que pour tous les f,g € L2(TY, \), nous avons

li ) gdX\ = dA dX) .
Jm | (fedp)g (/Tlf )(/Elg )
En déduire que la transformation ¢, est exponentiellement mélangeante pour la mesure de
Lebesgue du cercle (voir la partie 3.3), et plus précisément que pour tous les f,g € C1(T?),
en définissant la norme de Sobolev W1 de f par ||fll1.00 = max{||f]lcos [|f'loc}, mous
avons

[reaaar=—([ ran( [ oa)|< it o ©)

1.6 Reécurrence multiple
Voici une généralisation du théoréme de récurrence de Birkhoff 1.11.

Théoréme 1.13. (Furstenberg *>~-Weiss **) Soient X un espace topologique métrisable
compact non vide et f : X — X une application continue. Alors, pour tout £ dans N— {0},
il existe un point x de X et une suite strictement croissante d’entiers (ng)ren tels que

Vpe{l,....¢}, lim fP™(z)=u.
k—o0
Autrement dit, il existe un point z positivement récurrent pour f, f2,..., f¢, avec les
mémes temps de presque-retour. Nous utiliserons le lemme indépendant suivant.

Lemme 1.14. Soient Y un espace topologique métrisable complet et ¢ : Y — R une
fonction semi-continue supérieurement®*. Alors ensemble des points de continuité de
est dense dans Y .

Démonstration. Quitte & remplacer ¢ par e¥, nous pouvons supposer que @ est minorée.
Notons, pour tout € > 0,

Yo={yeY : I (yx)ren € Y", Jim gy =y et limsupp(yx) < p(y) — e} -

k—00

Hillel Furstenberg Benjamin Weiss Bartel Arnaud Denjoy

1935- 1941- van der Waerden 1884-1974
43. 1903-1996
44. Une fonction ¢ : Y — R définie sur un espace topologique Y est semi-continue supérieurement si
pour tout yo dans Y, nous avons limsup ¢(y) < ¢(yo), voir par exemple [Bre, page 8], [Pau3, §5.4]. Par
Y—Yo

exemple, une borne inférieure de fonctions continues est semi-continue supérieurement.
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Comme ¢ est semi-continue supérieurement, I’ensemble Y, est fermé?® et I'ensemble des
points de continuité de ¢ est l'intersection des ouverts °Y1 pour n € N. Par le théoréme
de Baire, il suffit de voir que chacun de ces ouverts est deﬁse, c’est-a-dire que chacun des
fermés Y, est d’intérieur vide.

Si, par I’absurde, I'intérieur de Y contenait un point g, il contiendrait aussi un point
y1 tel que ¢(y1) < ¢(yo) — §. Nous construirions ainsi une suite de points (y)ren dans
intérieur de Y; telle que o(yx) < @(yr—1) — 5. Ceci contredirait le fait que ¢ est minorée.
O

Démonstration du théoréme de Furstenberg-Weiss. Par la proposition 1.10, nous
pouvons supposer que X est minimal. Procédons par récurrence sur £. Pour £ = 1, c’est le
théoréme de récurrence de Birkhoff 1.11. Supposons le résultat vrai pour £ — 1. Notons x
un point de X et (ng)ren une suite strictement croissante d’entiers tels que

Vpe{l,...,0—1}, klim [P (z) = .
—00

Introduisons I'espace produit ¥ = X, la diagonale A = {(x,...,z) : £ € X} de Y et les
deux transformations continues g et h de Y données par

g(x1,... 1) = (f(x1)7f2($2)7 e 7f€(90e))
Mz, ..., xe) = (f(z1), f(z2),..., f(ze)) .

Nous voulons trouver un point positivement récurrent de g qui soit sur A. Pour cela, nous
utiliserons les trois propriétés suivantes de g et h.

( (i) Les applications g et h commutent (c’est-a-dire goh = ho g).
(ii) La transformation h préserve A et A est un minimal pour h.

Etape 1. {(iii) Il existe yo dans A et une suite de points (20, )ken dans A tels
que

lim ¢"*(z0%) = Yo -
k—o0

Démonstration. Les points (i) et (ii) sont clairs. Pour vérifier le point (iii), nous prenons

yo = (z,...,z) et 2o = (Tp,...,x) o0 xp, € X vérifie f™(x)) = x. C’est possible, car
par minimalité et compacité, f est surjective. Nous avons alors
9" (z0n) = (z, (@), ..., fEI(2)) —p oo (w2, 2) =y . O

Etape 2. Vyc A, Ve>0, 3z€ A, In>1, d(g'(2),y) <e

Démonstration. Soient y € A et € > 0. Par minimalité de A pour h, il existe m > 0
tel que d(h™(yo),y) < €. Nous prenons alors z = h"(zp ) et n = ny, pour k suffisamment
grand, car

9" (2) = K" g™ (20k) — k00 N (y0) - 0

45. En effet, soit (y%)ien une suite dans Y, qui converge vers y> dans Y. Montrons que y™ € Y.. Pour
tout i € N, considérons une suite (y%)ren € Y™ qui vérifie limg— oo yi = ¥ et limsup, . (yl) < p(y") —e.
Pour tout i € N, soit k; € N tel que ki > i et o(y;,) < ©(y') — e+ 745 Alors limi o0 yi,, = y™ et, par la
semi-continuité supérieure de ¢, nous avons

limsup ¢(yi,) < limsup p(y’) — e < p(y™) — €.

i— 00 i— 00
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Etape 3. Ve>0, 3yc A, In>1, d(g"(y),y) <e

Démonstration. Soient € > 0, ¢g = § et yo un point quelconque de A. L’étape 2 permet
de trouver un point y; dans A et ny > 1 tel que d(¢™ (y1),v0) < €o. La continuité de g™

permet de trouver ¢; < €g tel que

v Yy e A? d(ya yl) <€ = d(gnl (y)ay[)) < €p .

Recommencgons avec €1 et y;. Nous choisissons ainsi, de proche en proche, pour tout £ > 1
des entiers ng > 1, des points ¥y, dans A et des réels €5, < €,_1 tels que

VyeA, dy.ye) <e = dg"™ (1Y), yr—1) < €x—1 -

Nous avons alors

. . . €
VZ < j, d(gn]+n]71+---+m+1 (y])ay’b) < Ei < 5 .

Par la compacité de A, nous pouvons trouver i < j tels que d(y;,y;) < 5. Nous prenons
alors y = y; et n = n; + nj_1 +--- + ni;q1. Par I'inégalité triangulaire, nous avons donc
d(g"(y),y) <e. 0

Pour conclure la démonstration du théoréme de Furstenberg-Weiss, introduisons la

fonction ¢ : A — [0, +o00[ définie par
= inf d(y,g" :
ply) = nf  dy.9"(v))

Cette fonction ¢ est semi-continue supérieurement, car pour tout n € N — {0}, la fonction
y +— d(y,g"(y)) est continue. D’aprés le lemme 1.14 ci-dessus, il existe un point de conti-
nuité a de ¢. Il nous suffit de montrer que ¢(a) = 0 pour obtenir le résultat de récurrrence
au rang k.

Supposons, par ’absurde, que ¢(a) > 0. Il existe alors un réel 6 > 0 et un ouvert non
vide V' de A tel que, pour tout y dans V', nous avons ¢(y) > d. Nous avons 'égalité

YJnrmv)y=a
m>1

car le complémentaire de cette union (non vide) est un fermé positivement h-invariant,
donc vide par minimalité de A pour h. Par compacité de A, nous pouvons trouver une
partie finie F' de N — {0} telle que nous ayons

Urmv)=a.
meF

Par I'uniforme continuité des applications A" sur A, il existe € > 0 tel que
Vyy'e A, d(y,y')<e = VmeF, dh"(y).h"y") <.

Considérons alors le point y de A et 'entier n > 1 donnés par I’étape 3. Nous avons donc
d(g™(y),y) < e. Ce point y est dans un des ouverts h~"™ (V) pour un m dans F'. Nous avons
donc d(¢g™(h™(y)), h™(y)) < 6. En particulier, le point h™y de V vérifie p(h™(y)) < 6. Ceci
est une contradiction. O

Voici une application du théoréme de Furstenberg-Weiss.
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Théoréme 1.15. (van der Waerden **) Soit N = By U---U B, une partition finie de N,
alors il existe une partie B; qui contient une suite arithmétique {a,a+n,a+2n, ..., a+In}
avec n > 1, de longueur £ + 1 aussi grande que ’on veut.

Démonstration. Il s’agit de voir que, pour ¢ > 1 fixé, une des parties B; contient une
suite arithmétique de longueur ¢ + 1. La partition ci-dessus définit un mot w = (w;);en du
systéme de Bernoulli unilatére (X4 = {1,...,¢}",0,) par

VieN, wy=j & i€Bj.

L’espace topologique produit {1,...,¢}" est métrisable compact (voir la formule (4)). Soit
X = {o%w : n € N} I'adhérence de l'orbite positive de w par le décalage oy, qui est
positivement invariante par o. D’apres le théoréme de Furstenberg-Weiss, il existe un
point w’ de X et un entier n > 1 tel que d(w’,07,"w’) < 1 pour tout j = 1,...,¢, c’est-a-
dire, tel que w) = w), = wh, = -+ = wy,. Comme w’ est dans I'adhérence de 'orbite de
w, il existe un entier a > 0 tel que d(w', oGw) < et cest-a-dire, tel que Wati = w) pour
tout ¢ = 1,--- ,¢n. En particulier, nous avons w, = Watn = -+ = Watrn. Autrement dit,
en notant j cet entier, la suite arithmétique {a,a+n,a+2n,...,a+¢n} de longueur £+ 1
est contenue dans B;. O

1.7 Exercices

Exercice E.9. Soient (X, ¢) et (X', ¢') deux systémes dynamiques topologiques, et soit
h: X — X' une semi-conjugaison entre (X, ¢) et (X', ¢’). Parmi les propriétés suivantes,
quelles sont celles qui sont vérifices par (X', ¢’) si elles le sont par (X, ¢)? Donner des
contre-exemples lorsque ce n’est pas le cas.

e avoir 'ensemble de ses points périodiques dense,
avoir un point positivement récurrent,
ne pas avoir de point errant,
étre positivement transitif (et transitif dans le cas inversible),
étre topologiquement mélangeant,
étre positivement minimal (et minimal dans le cas inversible).

Exercice E.10. Soit X un espace topologique sans point isolé, et soit ¢ : X — X un
homéomorphisme transitif.

(1) Montrer que le systéeme dynamique topologique (X, @) est non errant.

(2) Montrer que pour tout ouvert V de X, les ensembles W = |J,cn @ " (V') et ¢(W) ont
la méme adhérence.

(3) Montrer que ¢ est positivement transitif.
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1.8 Indications pour la résolution des exercices

Correction de I’exercice E.1. Soit 4 une base dénombrable d’ouverts non vides dans
X. Pour tout élément B de €, la partie Ap = (,enyU,>, @ "(B) (formée des points de X
passant une infinité de fois dans B) vérifie ¢~ (Ap) = Ap. Cette partie est une intersection
décroissante de parties de mesure supérieure ou égale a u(B). Donc u(Ag) > pw(B) > 0
puisque le support de p est total. Par ergodicité de ¢, nous avons donc pu(Ap) = 1.
L'intersection A = (\zcy Ap est aussi de mesure totale, et les orbites des points de A sont
denses, car elles passent une infinité de fois dans chaque élément de %, donc dans chaque
ouvert non vide de X.

Correction de I’exercice E.2. Soit v une mesure de probabilité sur X (par exemple la
masse de Dirac A, en un point x de X). Pour tout n € N, posons

1 i 1 i
Up = ———5 V= ——> v,
= e 2 Gy = oy D (@0n)-
1,j=0 4,7=0
qui est une mesure de probabilité. La compacité et métrisabilité de Prob(X) (voir la pro-
position 1.5) assure qu'il existe une sous-suite (vy, )reny qui converge vers un élément p

dans Prob(X). Or la différence
1 & n
Vp — (¢1)*(Vn) = (TL n 1)2 J§0(¢%)*(V - (¢1+1)*V) ,

2(n+1)
(n+1)2>
norme. Elle converge donc vaguement vers 0. Par conséquent, (¢1).p = p par passage a la

limite et par le lemme 1.4. [invariance de p par ¢2 se démontre de méme.

dont la norme de la variation totale est inférieure & converge vers (0 pour cette

Correction de l’exercice E.3. Supposons (X, ¢) a temps discret et inversible (la dé-
monstration est analogue dans le cas a temps continu). Soient x € X, y € w(x) et n € Z.
Montrons que ¢"(y) € w(x), ce qui donne le résultat.

Puisque y € w(z), pour tout m € N, si m > —n, alors y € 0+ (¢™"(x)) et puisque ¢"
est continue et envoie orbite positive sur orbite positive, nous avons *°

¢"(y) € 9" (OF(9m () ) C OF(¢"(9m"(2))) = OF (¢™())) -

Ceci étant vrai pour tout m assez grand, nous avons ¢"(y) € w(x), comme souhaité.

Correction de I’exercice E.4. Supposons (X, ¢) a temps discret (la démonstration est
analogue dans le cas a temps continu). Nous avons, par la continuité de h pour la deuxiéme
inclusion,

hws(x) = h( () @) : n=N}) C () h({6"@) : n>N})

NZ>0 N>0
c () r{¢"(x) : n>=N}) =) {(¢)*(h(z)) : n> N}
N>0 N>0
= wy (h(x)) -

46. Rappelons que si g : Y — Z est une application continue entre deux espaces topologiques, et si Y’
est une partie de Y, alors g(Y’) C g(Y”).
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Si h est une conjugaison, I'inclusion réciproque s’obtient en remplacant h par h~! et
par h(x) : nous avons

h™Hwy (A(2))) € wo(h™H (A(2))) = wy(2) ,
donc wgy (h(z)) C h(wg(x)).

Correction de I’exercice E.5. Rappelons que les images réciproques commutent avec
les opérations booléennes d’intersection, de réunion et de passage au complémentaire. Soit
x € X tel que h(z) € “Q(¢'). 1l s’agit de montrer que z € “Q(¢).

Puisque h(z) est errant, il existe un voisinage U de h(z) dans X tel que (¢')(U)NU
est vide pour tout ¢t > 1. Donc pour tout £ > 1, I'intersection

¢~ (KN U) NA™HU) = k= (¢")(U)N D)

est vide. Or h=}(U) est un voisinage de z, puisque h est continue. Ceci montre que x est
errant, comme souhaité.

Si h est une conjugaison, I'inclusion réciproque se démontre comme dans 1’exercice qui
précéde.

Correction de I’exercice E.6. Supposons (X, ¢) positivement transitif (respectivement
transitif). Pour tous les ouverts non vides U et V de X', puisque h~1(U) et h=1 (V) sont
des ouverts non vides de X, il existe un temps ¢ > 0 (respectivement un temps t) tel que
intersection h=1(U) N ¢~*(h~1(V)) soit non vide. Comme I'image d’une intersection est
contenue dans 'intersection des images, comme

¢~ (I (V) = (hod")TH(V) = ((#) o )™ (V) = hH(¢)T'(V)

Vintersection U N (¢')~¢(V), qui contient h(h=1(U) N h=1((¢")~t(V)), est non vide. Donc
(X', @) est positivement transitif (respectivement transitif).

Correction de P’exercice E.7. Considérons la premiére équivalence triple. Montrons
que (2) implique (1). Soit x € X tel que w(x) = X. Soient U et V' deux ouverts non vides.
Puisque w(z) = X, il existe m € N tel que ¢™(x) € U et n > m tel que ¢"(x) € V. Donc
UnN¢™ (V) n’est pas vide, car il contient ¢ (x) = ¢™ " (" (x)).

Il est immeédiat que (3) implique (2), donc montrons que (1) implique (3). Soit (U;)ien
une base dénombrable d’ouverts de X, et nous pouvons supposer que les U; sont non vides.
Pour tous les i, m € N, puisque ¢ est positivement transitif, 'ouvert ¢~"*(U;) est non vide,
et U,sm @ " (U;) est un ouvert dense de X. Donc 'intersection dénombrable

vy= Ue¢mw)

i,meNn>m

est un G5 dense de X.

Montrons que pour tout = € X, nous avons w(z) = X si et seulement si x € Y. Le sens
direct est immédiat, car si w(z) = X, alors pour tous les i, m € N, il existe n > m tel que
o"(x) € U;.

Réciproquement, soit € Y, montrons que w(z) = X. Soient 2’ € X et U un voisinage
de 2/. Puisque que (U;);en est une base d’ouverts, il existe 7 € N tel que U; C U. Puisque
x € Y, pour tout m € N, il existe n > m tel que ¢"(x) € U; C U. Donc 2/ € w(x) et
w(x) =X.
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La seconde équivalence triple se démontre de maniére analogue, en considérant

z=UJe "W).

iENnEZ

Correction de I’exercice E.8. (1) L’application ¢, :  — p x n’est pas injective, car
0 et % ont méme image. L’homéomorphisme ¢t mod Z ~ %™ de R/Z dans S; est une
conjugaison entre x — px et z — zP. L’ensemble

{pnk_l : neN—{O},keZ}

est dense dans R, donc son image dans R/Z par la projection canonique est dense. De plus,
cette image est constituée de points périodiques pour ¢, car
n kK (" — 1)k k

k
P = + = mod Z .
pt—1 pr—1 ~pr—=1 pr—1

Puisque 'ensemble non errant Q(¢,) de ¢, est fermé et contient les points périodiques
de ¢, nous avons Q(¢,) = R/Z, et le systéme dynamique topologique (R/Z, ¢,,) est non
errant.

Pour tout € R/Z, sa préimage totale (J,cy qb];k(:v), qui vaut

U¢;k($)={x;k mod Z : nEN,kEZ},
keN

est dense dans R/Z. Donc pour tous les ouverts non vides U et V', en prenant € V (c’est
possible car V' est non vide), la propriété de densité ci-dessus et le fait que U est non vide
montrent qu’il existe n € N tel que U N ¢, " (z) soit non vide. En particulier, U N ¢, " (V)
est non vide. Par conséquent, ¢, est positivement transitif.

Pour tous les € R/Z et n € N, la préimage ¢,"(x) de x par ¢ est

r+k
pn

6" (@) = { mod 7 : k ez}

et tout point de R/Z est a distance au plus 2’% de I'un des points de ¢,"(z). Donc pour
tous les ouverts U et V non vides, soit N € N tel que U contienne un intervalle ouvert de
longueur —%. Alors pour tout n > N, l'intersection U N ¢, " (V') est non vide. Donc ¢, est

topologiquement mélangeant.

(2) L’application © : ¥, = {0,...,p — 1} — R/Z est clairement bien définie et
continue, ‘7 et elle semi-conjugue bien le décalage o et ¢p. La surjectivité de © vient de
I'existence du développement p-adique de tout élément de [0,1[. Puisque © est continue
et envoie point périodique sur point périodique, et puisque les points périodiques d’un
systéme de Bernoulli sont denses, nous avons

R/Z =0({0,...,p —1}) = ©( Per(oy) ) C O(Per(oy)) C Per(p,) C R/Z,

47. Six = (2;)ien et y = (xi)ien vérifient d(z,y) < e~ pour la distance définie par la formule (4), alors
|O(z) — O(y)| < le,l par sommation de série géométrique.
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donc Per(¢,) est dense.

Puisque © envoie l’ensemble w-limite de tout x € ¥, dans l’ensemble w-limite de
O(x), puisqu’il existe un élément = € X tel que w,, (x) = X4 (voir P'exemple (2) suivant
exercice E.7), nous avons donc wy, (©(r)) = R/Z. Donc ¢, est positivement transitif.

Puisqu’étre topologiquement mélangeant est préservé par passage a un facteur (voir
I'exercice E.9) et puisqu’un décalage de Bernoulli est topologiquement mélangeant (voir
I'exemple (2) suivant 'exercice E.7), ceci remontre que ¢, est topologiquement mélangeant.

(3) 11 est immédiat que l'opérateur L est bien défini, linéaire et continu, de norme au

plus 1, car [[Lflloc < 5 3201 Iflloc = I|fllsc pOUr tout f € CO(T").

Montrons la formule (7). Sur chacun des intervalles | &, £ pour k = 0,...,p— 1, ap-

plication x — px est un homéomorphisme sur l'intervalle |k, k+1[. Donc par changements
de variables, en identifiant les fonctions sur T' aux fonctions 1-périodiques sur R, nous
avons

p—1 p—1 1 [kt T
/<f by) g d\ = Z ) gle) do = /k f@) 9(%) da

P k=0
1 1’@1 r+k
- [ 1w
0 pk

p
En prenant pour g la fonction constante égale a 1, comme Lg est aussi la fonction constante
égale a 1, cette formule dit que I'application ¢, préserve la mesure de Lebesgue.
Montrons la formule (8). Soit f € C'(T!). Rappelons que si s < s, alors nous avons

g( ) dx = Tlf(Lg)d/\.

=0

f(&)—f(s) = f;, f'(u) du. Par récurrence, pour tout = € [0, 1], nous avons, en identifiant
les fonctions sur T' aux fonctions 1-périodiques sur R,

‘L”f(g;)—/wfd)\‘:);L<pnz_1f($;k)>_/zzf"+1f(t) a
) z+ k1 x;;k) —f(t)) dt‘

/. 1P )] du

z+k+1 z+k+1

L

p’rL

s/
;1/
WA

/ o 1 ! /
i/ <u>\dudtpn/0 ()|

Le fait qu’étre exponentiellement mélangeant implique étre mélangeant sera vu en toute
généralité dans la partie 3.3. Montrons donc la formule (9).
Soient f, g € C*(T!). Par les formules (7) et (8), nous avons

‘Al(fo¢g)gdA—(/TlfdA)(/TlgdA)‘:‘/Tlf(L"g)dA—(/TlfdA)(/TlgdA)(

. 1 1
< [st|zrg= [ gar]dxs il 9l < o
T! T! p p

gll1,00 -
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Correction de ’exercice E.9. e Par la formule (1), nous avons h(Per(¢)) C Per(¢’)

et puisque h est continue, nous avons h( A ) C h(A) pour toute partie A de X. Puisque
h est surjective, si Per(¢) est dense, nous avons donc

X" =nh(X) = h(Per(¢) ) C h(Per(¢)) C Per(¢)C X'.

D’ou Per(¢') est dense.

e Si z est un point positivement récurrent de ¢, alors x € w(x). Donc par la formule
(5), nous avons

h(z) € hw(z)) C w(h(z)) ,
d’out h(x) est positivement récurrent.

e Nous savons par la formule (6) que h=1(Q2(¢’)) contient Q(¢). Donc si ¢ n’a pas de
point errant, alors, puisque h est surjective, Q(¢') D h(2(¢)) = h(X) = X'. D’ou ¢’ n’a
pas de point errant.

o Si (X, ¢) est positivement transitif (respectivement transitif dans le cas inversible),
alors (X', ¢') lest, c’est l'exercice E.6. Voici un autre argument lorsque X et X’ sont des
espaces de Baire a base dénombrable d’ouverts. Si (X, ¢) est positivement transitif, soit x
un point de X dont I'ensemble w-limite est égal & tout X. Par la formule (5), 'ensemble
w-limite w(h(z)) contient h(w(z)) = h(X). Par la surjectivité de h, nous avons donc
w(h(z)) = X.

e Supposons que (X, ¢) soit topologiquement mélangeant. Pour tous les ouverts non
vides U et V de X/, puisque h~1(U) et h~1(V) sont des ouverts non vides de X, il existe un
temps T > 0 tel que, pour tout ¢ > T, I'intersection h=1(U) N ¢~ t(h=1(V)) soit non vide.
Comme 'image d’une intersection est contenue dans 'intersection des images, comme

¢~ (I (V) = (hod")TH(V) = (&) o )™H (V) = hH(¢) (V) ,

intersection U N (¢')~*(V), qui contient h(h~1(U) N h~1((¢')7t(V)), est non vide. Donc
(X', ¢') est topologiquement mélangeant.

e Supposons que (X, @) soit positivement minimal. Pour tout z’ € X', puisque h
est surjective, soit z € X tel que h(z) = 2/. Par la formule (5), 'ensemble w-limite
w(z") = w(h(x)) contient h(w(z)) = h(X) = X', ces derniéres égalités étant vérifiées par
la minimalité positive de ¢ et la surjectivité de h. Donc (X, ¢) est positivement minimal.

De méme, si (X, @) est minimal, pour tout 2’ € X', soit € X tel que h(z) = 2/. En
utilisant la surjectivité de h pour la premiére égalité, la densité de l'orbite de x pour la
seconde égalité, la continuité de h pour la premiére inclusion, et le fait que h envoie orbite

dans orbite pour la seconde inclusion (voir la formule (3)), nous avons

X' =h(X)=h(0()) C h(0@)) C O(h(x)) = O .

D’ou (X', ¢') est minimal.
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2 Dynamique des homéomorphismes du cercle

Rappelons (voir par exemple | , | pour des rappels de topologie algébrique
¢éléementaire) que I’application lisse yu de R dans S; définie par 6 — €™ est un revéte-
ment universel de S;, de groupe de revétement Z. Il induit par passage au quotient un
C*°-difféomorphisme R/Z — S; par lequel nous identifions ces deux variétés différentielles
lisses. *® Alors = R — R/Z est la projection canonique ¢ — ¢ = ¢t mod Z. Par le théoréme
du relévement, pour toute application continue f : R/Z — R/Z, il existe une application
f: R — R continue, unique modulo translation entiére, appelée un relevé de f, telle que
le diagrame suivant commute

RLR
Tt b

R/Z -1 R/Z,

c’est-a-dire telle que o f=fo /. Le nombre d = £(1) = £(0) ne dépend pas du choix

du relevé f. Il est appelé le degré de f et noté deg(f), et nous avons f(m +1) = f(:c) +d
pour tout = € R.

Exemple. Le degré d’un revétement de degré d du cercle est égal & d. En particulier,
Uapplication de doublement de l’angle,* qui est I'application f : # — 2 de R/Z dans
R/Z, est de degré 2.

/"_ 777777777777777 f“‘\\.\‘l
\_\» ) 1 < .‘
i
i
i
0 ,;l | /j
graphe de f:RHR graphe de f: R/Z — R/Z

Si f est un homéomorphisme du cercle, alors deg(f) = £1 et fest un homéomorphisme
de R. De plus, f préserve l'orientation du cercle si et seulement si deg(f) = 1, et si
et seulement si ’application f est strictement croissante. Par exemple, les relevés de la
rotation z — € z du cercle Sy, d’angle # € R/27Z, sont les applications t — t + a + k oil
a = % mod Z et k € Z. Le réel « est bien défini modulo Z, et cette rotation, notée R,
lorsque nous la considérons comme une application de R/Z dans R/Z, est rationnelle si et
seulement si « € Q, et irrationnelle si et seulement si & € R — Q. En rappelant que R/Z

est un groupe additif, nous appellerons encore a € R/Z [’angle de la rotation

Ry:z—zx+a.

48. En munissant R/Z de sa structure de groupe additif abélien quotient (donc de Z-module, de sorte
que pour tout z € R/Z, 'élément 2z = x + x est bien défini), et S; de sa structure de groupe multiplicatif,
ce C*-difféeomorphisme R/Z — S; est aussi un isomorphisme de groupes.

49. Voir les exercices E.8 et E.12 pour des compléments.
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2.1 Nombre de rotation d’un homéomorphisme du cercle

Proposition 2.1. Soit f : R/Z — R/Z un_homéomorphisme préservant l’orientation.
Alors pour tout x dans R et pour tout relevé f de f, la limite

r(B= lim ~(Fr) -2)

n—+oo N

existe dans R, est indépendante du choix du point x dans R, et

;glfm(rc)—mﬂf)—wlﬁl (10)

Elle est appelée le nombre de translation de f Sa classe modulo Z est indépendante du
choiz du relevé f de f. Elle est notée p(f) € R/Z, et appelée le nombre de rotation de f.

Exemple. Pour tout « dans le groupe additif R/Z, le nombre de rotation de la rotation
R, i x — =+ « est égal a 'angle de cette rotation :

p(Ry) =a € R/Z.

En effet, en notant & un relevé de o dans R, 'application IRZ iz — 2+ a est un relevé de

R, (les autres sont de la forme z — z + a + k avec k € Z), et donc Re, n(x) =r+na
pour tout n € N, ce qui montre le résultat.

/ 1 pi Y l
\\> ye ye - ‘\
!

i

i

|

O ”A 1 '/4'

graphe de R,:R—>R graphe de R, : R/Z — R/Z

Démonstration. Montrons 'existence de la limite. Rappelons le lemme suivant bien connu

des suites presque sous-additives (voir par exemple [Cal] pour une introduction aux quasi-
morphismes de groupes).

Lemme 2.2. Soient ¢ € R et (an)nen une suite réelle telle que
VonmeN, apim<an+an+c.
Alors la limite limy, 1o % eviste dans RU{—oo}. Si f € R, alors

sup (m € —ap) < c.
meN

Démonstration. Soit £ = inf,,>; % € RU{—oco}. Supposons tout d’abord £ > —oo. Alors
la suite positive b,, = a, — £n est encore presque sous-additive pour la méme constante c,
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bng
et pour tout € > 0, il existe ng > 1 tel que = < e et = < e. Pour tout n > ng, écrivons
n =qgng+r avec 0 < r < ng. Par presque sous add1t1v1te et récurrence, nous avons alors

b < qbpy +1by +(g+7r—1)c Sbﬂ+i+n0(b1+0) .

n
n n no no

Donc 0 < %’”‘ < 3¢ pour tout n assez grand, ce qui montre que e converge vers /.
Si £ = —oo, pour tout A > 0, il existe ng > 1 tel que T < A 2. Comme ci-dessus,
pour tout n > ng, sin = gng+ r avec 0 < r < ng alors

Sqan0+ra1+(q+r—l) _%+i+

an no(a; + ¢)
n n ng  ng )

Donc 9 < —A pour tout n assez grand, ce qui montre que * converge vers —oo.
Par presque sous-additivité et récurrence, pour tous les entiers m,n € N, nous avons
Amn < Nam + (n— 1)e. Donc

Qmn Amn — N Gm
—ayp=———<c.
mn n
En faisant tendre n vers +oo, le résultat en découle. O
Pour tout entier n € N, posons a, = f"(z) — x et k, = |an). Pour tout entier

m € N, puisque f™ est un homéomorphisme préservant 'orientation, remarquons que
f (z + k) = f™(x) + k pour tout k € Z, que | f™(y) — f™(2)| < 1si|y—z| <1 et que
F™(x) = (z+ ky) €[0,1]. Alors

’am+n_am_an|
= |(F" (@) = F™ @+ k) + F @) + ko — ) = (F™(2) —2) = (F"(2) — 2)]
<|FU @) = F @+ En) |+ [k 2= FR()] < 2.

Si n > 1, nous avons, par somme téléscopique et puisque la fonction y — f(y) — gy est
1-périodique,

n—1
b %Z (F(Fi) - Fi)) > inf, (fw)—v)-
i=0 ’

Donc la suite (52),en—{0}, qui converge dans R U {—oo} par le lemme 2.2 et qui est

minorée par la continuité de f et la compacité de [0,1], admet une limite dans R. Ceci
montre l'existence du nombre de translation 7(f), ainsi que la formule (10), en appliquant
le lemme 2.2 & (an)nen et (—an)nen avec ¢ = 2.

Soit n € N — {0}. Puisque la fonction y + f"(y) — y est 1-périodique, le nombre de

translation 7(f) ne dépend que de z modulo Z. Si z,y € [0,1], alors |f ™(x) — f "(y)| < 1,
donc
1 1~ 1, ~ 2
(@) —2) =~ (W) )| < | F@) - \+ o -yl <~

Donc le nombre de translation T(f~) ne dépend pas de z.
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Si F est un autre relevé de f, et si k € Z est tel que F(t) — f(t) = k pour tout t € R,
alors B
F'(z)—x=f"(x) —z+kn

pour tout n € N. Donc le nombre de rotation p(f) dans R/Z ne dépend pas du choix du
relevé de f. O

Le résultat suivant montre que le nombre de rotation est un invariant de conjugaison,
et décrit la situation quand le nombre de rotation est rationnel.

Proposition 2.3. Soit f : R/Z — R/Z un homéomorphisme préservant l’orientation.
(1) Nous avons p(f™) =m p(f) pour tout m € N.
(2) Le nombre de rotation p(f) est rationnel si et seulement si f admet un point périodique.

(3) Sih:R/Z — R/Z est un homéomorphisme préservant l’orientation, alors
p(hofoh™)=p(f).

Démonstration. (1) Notons que fm est un relevé de f. Nous avons

p(f)= Jim  — (F"(x)—x) mod Z=p(f").

n—+oo nNm

(2) Si f admet un point périodique de période g et si z est un relevé de ce point
périodique dans R, alors il existe un entier p € Z tel que f9(z) = = + p. Donc par
récurrence, pour tout n € N,

L Fngpy PP
nq(f (z) — ) na " q
Donc p(f) = g mod Z est rationnel.

Réciproquement, si p(f) = % € Q/Z, alors p(f?) = 0 par lassertion (1). Il suffit donc
de montrer que si p(f) = 0, alors f a un point fixe. Supposons par contraposition que f
n’a pas de point fixe. Soit f un relevé de f tel que f(()) € [0,1[. Pour tout z € R, le
réel f (z) — x n'est pas entier (sinon limage de z dans R/Z serait fixe). Par le théoréme
des valeurs intermédiaires, nous avons donc que f(:n) —x € ]0,1[ pour tout z € R. Par
continuité et 1-périodicité, il existe donc § > 0 tel que f (x) —z € )3, 1—d[ pour tout z € R.
Donc, pour tout n € N — {0},

i
L

L) -0) =

n

(f7H0) = F'(0) € 16,1 -4

S
.
Il
)

Ceci montre que p(f) # 0.

(3) Soient ]?et h des relevés de [ et h respectivement, tels que h (0) € [0,1]. Notons
que h o f o h ! est un relevé de ho foh™!. Puisque h est un homéomorphisme croissant
de R qui se projette en un homéomorphisme modulo Z, pour tout = € [0, 1[, nous avons

0—1<h(@) —xz<h(z)<h(1)<2,



et par 1-périodicité, nous avons | h () — x| < 2 pour tout x € R. De méme, nous avons
| h ~1(z) — x| < 2 pour tout € R. Soit n € N—{0}. Pour tous les #,y € R, si |y—z| < 2,
alors, en posant z = Lgy, de sorte que |z — x| <1let|z—y| <1, nous avons

) = @) [ < F ) = Fr @)+ M) - fr@)| <2
D’ou

| h h @) = [ (@)]
<|h hta) = froh H@)|+ | Fr (@) - Fi )] <4
Par conséquent, nous avons % ‘(iNz of o E‘l)”(x) - f"(az)‘ < ., ce qui montre que

p(ho foh™) = p(f). O

Exercice E.11. Soit f : R/Z — R/Z un homéomorphisme préservant [’orientation, de
nombre de rotation o rationnel.

(1) Montrer que toutes les orbites périodiques ont la méme période.

(2) Montrer que toutes les orbites périodiques ont le méme ordre cyclique sur le cercle
que toute orbite de la rotation R,,.

(3) Si le nombre de rotation de f est p/q avec p et q deux entiers premiers entre euz,
montrer que f est topologiquement conjugué a la rotation Ry, si et seulement s’il existe

un relevé f de f tel que ]?q soit 'application t — t + p.

2.2 Théorie de Poincaré-Denjoy ** des homéomorphismes du cercle

Théoréme 2.4 (Denjoy). Soit f : R/Z — R/Z un difféomorphisme de classe C? preé-
servant 'orientation, de nombre de rotation « irrationnel. Alors f est topologiquement
conjugué a la rotation R .

Remarques. (1) Nous verrons que f n’est pas forcément C?-conjuguée a R,. Le théoréme
reste vrai si f est de classe O et si 'application®” In f’ : R/Z — R est & variation bornée °!
(voir [IKH, §12.1]).

(2) Montrons qu’une conjugaison h : R/Z — R/Z telle que ho f = R,oh est uniquement
déterminée modulo postcomposition par une rotation : si h* est une autre conjugaison,
alors il existe 8 € R/Z tel que h* = Rg o h. Lorsque le choix de la conjugaison n’est pas
important, nous parlerons donc par abus de “la” conjugaison.

En effet, puisque deux rotations commutent, Rgoh est encore une conjugaison entre f
et Ry. Quitte & postcomposer h et h* par des rotations, nous pouvons supposer que h et
h* ont deux relevés qui conjuguent un relevé f de f et coincident en 0. Ces deux relevés

50. Si f : R/Z — R/Z est un difféomorphisme de classe C' préservant l'orientation, alors la dérivée
f : R — R d’un relevé f de f ne dépend pas du choix de ce relevé. Elle est 1-périodique et strictement
positive, donc définit une application f':R/Z — R strictement positive.

51. Une fonction g : R/Z — R est & variation bornée si la borne supérieure, sur toutes les suites finies
(Ix)1<k<n d’arcs de cercle I, d’extrémités xi, yx, d’intérieurs deux a deux disjoints,

Var(g) = sup Z |g Yk) |
(Ik)1<k<n k=1

est finie. Notons que si g est de classe C', alors g est a variation bornée et Var(g) = o= f% lg'(e?)] df.
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coincident donc sur la partie {j?"(O) +m : m,n € Z} de R, qui est dense par conjugaison
et car {na+m :n,m € Z} 'est (par 'irrationalité de «). Ils coincident donc partout par
continuité de h et h*.

La premiére étape de la démonstration du théoréme 2.4, due & Poincaré, est de mon-
trer que f est topologiquement semi-conjuguée a R,, donc que le systéme dynamique
topologique (R/Z, R,) est un facteur du systéme dynamique topologique (R/Z, f), avec
un complément disant que si f admet une orbite dense, alors les deux systémes sont topo-
logiquement conjugués.

Théoréme 2.5 (Poincaré). Soit f : R/Z — R/Z un homéomorphisme préservant l’orien-
tation du cercle, de nombre de rotation « irrationnel. Il existe une application continue
monotone® surjective h : R/Z — R/Z telle que ho f = Ry o h. Si f est transitif,*® alors
h est un homéomorphisme, qui conjugue f et Rq,.

Nous donnons deux démonstrations, au fond semblables.

Démonstration 1. (Voir par exemple [CGhy].) Soit fun relevé de f. L’application h
R — R définie par

h:xrﬁilé% (f™(t) —m7(f))

est & valeurs finies par la formule (10) et vérifie

(i) h(z+ 1) = h(z) + 1 pour tout z € R,

(ii) h(f(z)) = h(z) + 7(f) pour tout = € R.

Par (i) et puisque oo = p(f) = 7(f) mod Z, elle induit donc par passage au quotient une
application h : R/Z — R/Z telle que ho f = R, o h. L’application h est croissante, car
f I’est, et semi-continue inférieurement car borne supérieure de fonctions continues. En
particulier, elle est continue a gauche. Donc son image est le complémentaire d’une union
dénombrable (invariante par la translation ¢ — ¢+ 7(f) par (ii)) d’intervalles semi-ouverts
disjoints (les « sauts » de ?L), et h est continue si et seulement si cette union est vide.
Or cette union est la préimage par la projection canonique R — R/Z du complémentaire
de I'image de h. Puisque « est irrationnel et par (ii), 'image de h est dense, donc h est
continue.

L’application continue croissante h est strictement croissante en dehors d’une union
dénombrable (invariante par I’application f~‘ par (ii)) d’intervalles fermés maximaux d’in-
térieur non vide deux a deux disjoints, sur chacun desquels h est constante (les « plats »
de E) Notons U l'image dans R/Z de la réunion des intérieurs de ces intervalles, et wy le
fermé complémentaire, qui est invariant par f.

Si f est transitive, c’est-a-dire admet une orbite dense par 'exercice E.7, alors U est
vide, et donc h est injective. Par conséquent, h est une bijection continue de R/Z, donc un
homéomorphisme par compacité, qui conjugue f et R,. En particulier, toute orbite de f
est dense, et le systéme dynamique topologique (R/Z, f) est minimal.

Si f n’est pas transitive, alors wy est un espace de Cantor (fermé, sans point isolé et
d’intérieur vide du cercle). La préimage d'un point de R/Z par la restriction a wy de h est
constituée de 1 ou 2 points, ces deux points étant alors les extrémités d’une composante

52. Une application continue du cercle dans le cercle est monotone si au moins un (donc tout) relevé de
R dans R de cette application est monotone.
53. c’est-a~dire si le systéme dynamique topologique (R/Z, f) est (topologiquement) transitif
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connexe de U. Les points de U sont errants pour f, et ’ensemble non errant de f est
wy. Toute orbite de wy est dense dans wy, qui est donc I'unique minimal de f, appelé un
minimal exceptionnel.

Démonstration 2. La remarque clef pour une deuxiéme démonstration du théoréme 2.5
(donnée par la premiére assertion du lemme suivant) est que les orbites sur le cercle de
I’homéomorphisme f sont ordonnées exactement comme celles de la rotation R,,.

orbite par f orbite par la rotation R,
f(0) £%(0) o 3
0 _h . 0
12(0) 2a

Soit f comme dans ’énoncé du théoréme 2.5. Nous supposons que nous avons fixé un

relevé & € R — Q dans R du nombre de rotation a € (R — Q)/Z de f, et un relevé f de f

7k
de sorte que o = limg_, 1 ! k(o)_

Lemme 2.6. Nous avons les propriétés suivantes.

(1) Pour tous les x € R et n,m,n',m’' € Z, nous avons
na+m<n'a+m' sietseulement si f"(z)+m < f"(x) +m'

(2) Pour tous les x € R/Z et m < n dans Z, nous avons f"(x) # f™(x) et si I est l'un
des deux arcs de cercles d’extrémités f"(x) et f™(x), alors toute orbite positive de f
rencontre 1.

(3) L’ensemble w-limite d’un point de R/7Z est indépendant de ce point, et noté wy, et ou
bien wy = R/7Z (auquel cas f est transitif), ou bien le fermé wy est sans point isolé,
d’intérieur vide (auquel cas f n’est pas transitif), et est l'unique minimal de f.

La derniére assertion du lemme ci-dessus dit que f admet un unique minimal, et ou
bien toute orbite de f est dense (et donc le cercle tout entier est le minimal de f), ou bien
I'unique minimal de f est un ensemble de Cantor. Un tel minimal est dit exceptionnel.
Démonstration. (1) Montrons que la quantité (f”(w) +m) — (f”/(x) + m/) ne change
pas de signe quand z varie dans R, et donc que 'inégalité f"(x) +m< fr (x) +m’ est
indépendante de x. Sinon, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existerait y € R tel
que f"(y)+m = f" (y)+m/, et image de y dans le cercle R/Z serait un point périodique
de f, contredisant la proposition 2.3 (2).

Supposons que B B

F0)+m < F70)+m' . (11)

Montrons que na +m < n’ & + m/. Supposons par exemple que n > n’, le résultat se
démontre de maniére analogue sinon (prendre k € —N, k # 0, et lasomme dei = —1ai =k

’

dans ce qui suit). En posant y = f ™ (0), 'inégalité (11) équivaut a frn (y)—y <m'—m.
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Comme ci-dessus, cette inégalité est vérifiée pour tout y € R, donc pour tout k € N, k # 0,
nous avons

J?k(n—n z(n n') ) N f(z—l)(n—n/)(o)) < k‘(m' . m) )

M»

=1

Sin =n/, ceci implique que m’ > m, ce qui conclut. Sinon n > n’ et

_ ]?k(n—n’)(o) . k(m'—m) m'—m
a_kgrfoo k(n —n') <kll>gloo k(n—n')  n-—n

ce qui conclut.

(2) Pour tout k € N, posons I, = f~*("=™)(I). Remarquons que "~ envoie f™(z) sur
f™(x), et donc I et I41 ont une extrémité en commun (le point f*+Dm=kn(3)) Supposons
par 'absurde que nous ayons R/7Z # (J,cy Ix. Alors les extrémités de Ij, convergent vers un
point z € R/Z, qui est fixé par f"~". Donc z est périodique, ce qui contredit la proposition
2.3 (2).

(3) Soient z,y € R/Z, montrons que les ensembles w-limites de = et y coincident. Soient
z € w(x) et (ng)ren une suite strictement croissante dans N telle que limy_, o f™ (z) =
z. Pour tout k assez grand, notons Ij celui des deux arcs de cercle d’extrémités f™*(x)
et f™+1(x) dont la longueur est la plus petite, et donc tend vers 0 quand k — +o0.
Par 'assertion (2), l'orbite positive de y rencontre I, pour tout k, donc z € w(y). Par
conséquent, nous avons w(x) C w(y), avec égalité par symétrie.

Par la proposition 1.10, le systéme dynamique topologique (X, f) admet au moins un
minimal. Puisque tout minimal de f contient ’ensemble w-limite de chacun de ses points,
le fermé wy, qui est non vide par compacité et invariant par f d’aprés I'exercice E.3, est
I'unique minimal de f. Comme tout minimal, il est ou bien égal a tout I’espace, ou bien
d’intérieur vide (voir la remarque (2) de la partie 1.5).

Pour tout z dans wy, puisque = € wy = w(x), il existe une suite strictement croissante
(ni)ken dans N telle que limy_, 4o f™(x) = 2. Si x est isolé dans wy, alors f™(z) = x
pour k assez grand, donc x est périodique, ce qui contredit la proposition 2.3 (2). O

Revenons a la démonstration du théoréme 2.5. Pour construire ’application h, nous
commengons par la construire sur 'orbite par f du point 0 € R/Z en I'envoyant en préser-
vant le temps sur 'orbite par R, de 0. Nous I’étendrons alors par continuité & 1’adhérence
de son orbite, puis de maniére localement constante sur son complémentaire, s’il existe.

Plus précisément, soit A = {f"™(0) + m : m,n € Z} le relevé total de l'orbite de
0 € R/Z. Nous définissons h : A — R comme 'unique application strictement croissante
envoyant f"(0) + m sur na + m, ce qui est possible par le lemme 2.6 (1). En notant

R, : R — R l'application t — t 4+ &, par construction, nous avons, en tout point de A,
hof=Ryoh.

Montrons que h s’étend continfiment a ladhérence A de A dans R. Puisque h est
croissante, les limites a droites et & gauche de h existent en tout point de A, et si elles étaient
différentes, le complémentaire de I'adhérence de I'ensemble h(A) = {na+m : m,n € Z}
serait non vide, ce qui contredirait le fait qu’il est dense dans R, puisque a est irrationnel.
Par densité de h(A) I’application h:A— Rest de plus surjective.
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Puisque h: A — R est croissante et surjective, pour toute composante connexe I de
R — A (qui est un intervalle ouvert et borné par invariance de A par translations entieres),
les valeurs de h sur les extrémités de I sont égales, et nous étendons donc continiiment A
a R en envoyant chaque tel intervalle I de maniére constante sur son adhérence.

Par construction, nous avons h(z + 1) = h(z) + 1 sur A, donc sur A par extension
continue, puis sur R par la naturalité de ’extension ci-dessus. Donc h induit par passage au
quotient une application continue monotone surjective h : R/Z — R/7Z qui semi-conjugue
f et Ry.

Lorsque f est transitive, nous avons A = R et donc h est continue bijective, donc un
homéomorphisme par compacité. ]

11 est assez facile de construire des exemples d’homéomorphismes préservant 1’orienta-
tion du cercle, de nombre de rotation irrationnel prescrit, pour lesquels la semi-conjugaison
construite ci-dessus n’est pas une conjugaison.

I3 ~
h 0 -
2c
b3 Sy éclaté Sq graphe de la semi-conjugaison

Si @ € R/Z est irrationnel, fixons (¢,),cz une suite sommable de réels strictement
positifs. Partons de la rotation irrationnelle R, et éclatons une* orbite, au sens suivant.
Enlevons du cercle l'orbite compléte de 0 € R/Z par R,, et remplagons le point R (0) par
un intervalle I, de longueur ¢,, de maniére & préserver l'ordre. Considérons la topologie qui
fait qu’une suite de points du complémentaire de 'orbite qui s’accumulait par la gauche
sur R}(0) s’accumule maintenant sur 'extrémité gauche de I, et une qui s’accumulait par
la droite sur R (0) s’accumule maintenant sur lextrémité droite de I,,. Puisque la suite
réelle (¢,,)nez est sommable, nous obtenons ainsi un nouveau cercle topologique.

Considérons alors la transformation f sur ce cercle qui coincide avec R, en dehors
de U,,ez In, en demandant qu’elle envoie I'intervalle I, de maniére croissante affine sur
I'intervalle I,,41. L’application f est un homéomorphisme préservant 1’orientation du cercle,
non transitif (les points intérieurs des intervalles I, sont errants). Le nombre de rotation
de f est a. L’unique minimal de f est 'ensemble de Cantor adhérence du complémentaire
de U,z In- La semi-conjugaison h entre f et R, est constante sur chaque intervalle I,, et
son graphe est donc du type de U'escalier du diable de Lebesgue, voir la figure ci-dessus a
droite.

En travaillant un peu plus, il est méme possible de construire des exemples de classe C!,
et nous renvoyons par exemple a [[<I1, §12.1] pour une démonstration du résultat suivant,
et a [Her] pour des compléments.

Proposition 2.7 (Denjoy). Pour tous les p € (R — Q)/Z et a € ]0,1[, il existe un

54. 1l serait aussi possible d’éclater un ensemble dénombrable d’orbites.
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C'-difféomorphisme non transitif du cercle, de dérivée a-héldérienne™, de nombre de ro-
tation p. O

Par contre, le but du théoréme de Denjoy 2.4 est de montrer que de tels exemples ne
sont pas possibles en classe C2.

Démonstration du théoréme 2.4. I’argument principal est d’utiliser la régularité
supplémentaire pour obtenir des résultats de non distorsion permettant d’exclure le cas
non transitif (c¢’est-a-dire I’existence d’un minimal exceptionnel), ce qui permet d’appliquer
le théoréme 2.5.

Supposons par 'absurde que f ne soit pas topologiquement conjugué a la rotation R,.
Alors par le théoréme 2.5, 'unique minimal wy de f est un ensemble de Cantor, et nous
notons I une composante connexe de son complémentaire. Elle est disjointe de toutes ses
images par les applications f™ pour n € Z — {0}.

Rappelons que pour tout n € Z, '’homéomorphisme f™ préserve l'orientation, donc que
sa dérivée est minorée par une constante strictement positive, par compacité. Notons

2m n
[y o= sup 3 nf ) o (a)

21 Jo () 1<k<n p—1

la variation totale de In f’, ou la borne supérieure est prise sur toutes les suites finies
(I} )1<k<n d’arcs de cercle I}, d’extrémités xy, yi, d’'intérieurs deux a deux disjoints.

Lemme 2.8. Il existe une infinité d’entiers n € N tels que pour tout x € I,
eV < () (@) (f7) (2) <€V

Ce lemme de non distorsion permet de conclure, car pour tout n dans la partie infinie
de N donnée par le lemme, nous avons

/f”(l) ot /f"(l) o /I (f @)+ () (@) da
> [ V@ T @) drz eV [ s

I

Donc la somme des longueurs des intervalles f(I) pour n € Z est infinie, ce qui contredit
le fait qu’ils sont deux & deux disjoints dans le cercle.

Démonstration du lemme 2.8. Puisque [ s’envoie sur un point par la semi-conjugaison
h entre f et la rotation R, et puisque I'orbite de I est ordonnée sur le cercle comme celle de

55. Pour tout « € ]0, 1], si X et Y sont des espaces métriques, une application continue f : X — Y est
dite a-héldérienne s'il existe ¢ > 0 tel que pour tous les z,y € X, si d(z,y) < 1, alors

d(f(x), f(y)) < cd(z,y)* .

L’espace vectoriel C§(X) des applications continues bornées a-holdériennes d’un espace métrique X dans
R, muni de la norme héldérienne

[flloo,a = I Flloc + sup e,
z,ye€X, 0<d(z,y)<1 d(fE,’y)a

est un espace de Banach.
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la rotation irrationnelle R, et est dense, il existe une partie infinie .4 de N telle que pour
tous les n € A et x € I, si I' =]x, f~™(x)[, alors les intervalles f*(I’) pour 0 < k < n
sont deux a deux disjoints.

Donc pour tous les n € A et x € I, en posant y = f~"(z), nous avons

n—1 n—1
VY (@) - ) = | D s @)~ () |
k=0

k=0 =
= |m [T /'(f*
ITiso f/(f*

ce qui montre le lemme 2.8 car y = f7"(x). O

z)) (f") (@)
y))‘:)ln (fn ’

(
(

Ceci conclut la démonstration du théoréme 2.4. O

2.3 Probléme de C"-conjugaison et petits diviseurs

Soit r une régularité dans N U {oo,w} (muni de l'ordre usuel sur N complété par
n < oo < w pour tout n € N).”% Le probléme de la régularité d’une conjugaison h entre
un C"-difféomorphisme f du cercle de nombre de rotation « irrationnel et la rotation R,
d’angle a (lorsqu’elle existe, par exemple si r > 2) est une question naturelle, mais qui n’a
pas de réponse élémentaire. Elle a nécessité des développements profonds, par Arnold,°”
Moser ®”, Herman °” et Yoccoz°" entre autres. Je recommande fortement de regarder une
présentation historique en francais sur YouTube

https ://www.youtube.com/watch ?v=9C{q80f[jDw

des travaux de Herman et Yoccoz, en particulier la présentation de Chenciner, et le numéro
spécial de la Gazette des mathématiciens consacré & Yoccoz. Notons que la régularité de h
ne dépend pas du choix de la conjugaison, par la remarque (2) suivant I’énoncé du théoréme
2.4.

Cette régularité n’est absolument pas automatique : méme si f est trés réguliére, h
ne l'est pas forcément. En fait Arnold (voir par exemple [, §12.5]) a construit de nom-
breux exemples de difféomorphismes analytiques réels f du cercle, de nombre de rotation
irrationnel, dont la conjugaison h n’est pas de classe C! (et méme n’est pas absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesque Lebs, (c¢’est-a-dire que les mesures h, Lebg,
et Lebg, ne sont pas absolument continues 'une par rapport a l'autre)).

56. La régularité C* est la régularité analytique réelle. Etant donné un intervalle I de R et un espace de
Banach réel F, une application g : I — E est analytique réelle si elle est localement développable en série
entiére normalement convergente : pour tout to € I, il existe une suite (¢, )nen dans E et un voisinage U
de to dans I tels que pour tout t € U, la série 3 .\ (t — to)" ¢, soit normalement convergente dans FE, de
somme égale & g(t). Nous renvoyons par exemple a [Car] pour des informations. Une application continue
du cercle dans le cercle est analytique réelle si au moins un (donc tout) relevé Dest.

‘ i i l’fg &3l
Vladimir Arnold Jiirgen Moser Michaél Herman Jean-Christophe Yoccoz Klaus Roth
57. 1937-2010 1929-1999 1942-2000 1958-2016 1925-2015
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Pour éviter une perte de régularité pour la conjugaison, il se trouve étre nécessaire
d’introduire des conditions arithmétiques sur les nombres de rotation, disant qu’ils sont
mal approchables par des rationnels.

Pour tout 8 > 0, nous dirons qu’un irrationnel o € R — Q vérifie une condition dio-
phantienne d’ordre 8 s’il existe une constante v > 0 telle que

v
q2+ﬁ

EEHE
q

pour tout rationnel p/q. Un irrationnel « est dit diophantien s’il vérifie une condition dio-
phantienne d’ordre 8 pour un certain 5 > 0. Il est dit de Liouwille s’il n’est pas diophantien.
Notons Cg I'ensemble des irrationnels qui vérifient une condition diophantienne d’ordre 3,
et Dio I’ensemble des nombres diophantiens. Un théoréme de Roth®” (lui ayant valu une
médaille Fields en 1958) dit que presque tout réel (pour la mesure de Lebesgue) est de type
Roth, c’est-a-dire appartient a ﬂ5>0 Cp.

Un résultat d’Herman dit que la condition sur un irrationnel a d’étre diophantien est
nécessaire a ’existence d’une conjugaison C* pour tout difféomorphisme de nombre de
rotation «. Le résultat suivant de Yoccoz, pour lequel nous renvoyons a | |, dit en
particulier que I’ensemble des irrationnels « tels que tout difféomorphisme C* préservant
l'orientation du cercle de nombre de rotation « est C*°-conjugué a la rotation R, est
exactement ’ensemble Dio des irrationnels diophantiens. En régularité moindre que C*,
il y a une perte de régularité de la conjugaison. Rappelons que pour tous les a € |0, 1] et
r € N, un C"T*-difféomorphisme du cercle est un C"-diffécomorphisme du cercle f dont la
dérivée f(7) d’ordre r est a-hdldérienne.

Théoréme 2.9 (Yoccoz (1984)). Soit o un nombre diophantien d’ordre f > 0. Si k € N
vérifie k > max{2,28 + 1}, alors tout C*-difféomorphisme préservant l'orientation du
cercle, de nombre de rotation «, est conjugué a la rotation R, par un difféomorphisme h
de classe C*=1=8=¢ pour tout € > 0. O

2.4 Exercices

Exercice E.12. Soit (X, d) un espace métrique. Une application continue f : X — X est
dite strictement dilatante de rapport A > 1 §’il existe € > 0 tel que pour tous les z,y € X,
si d(z,y) < € alors

d(f(z), fy)) = Ad(z,y) -

Une application continue f : X — X est dite strictement dilatante s’il existe A > 1 tel que
f soit strictement dilatante de rapport A.

Le but de l’exercice est de donner une classification & conjugaison prés des applica-
tions strictement dilatantes du cercle dans lui-méme. °® Nous considérons le cercle comme
'espace métrique T! = R/Z, pour la distance d induite® de celle de R.

(1) Soit p € Z — {—1,0,1}. Montrer que l'application ¢, : T! — T! définie par = +— px est
strictement dilatante.

58. Nous renvoyons a [Gro] pour la généralisation optimale de ce résultat.

59. En notant & € T! = R/Z l'image de x € R par la projection canonique, la distance induite est définie
par d(&,y) = minkez |z — y + k| pour tous les z,y € R. Remarquons que si z,y € R vérifient |z — y| < 3,
alors d(z,9) = |z — y|-
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(2) Montrer que le degré p d'une application strictement dilatante f : T — T! est différent
de —1,0, 1.

A partir de maintenant, nous fixons une application strictement dilatante f : T — T*
de degré p > 2, et nous voulons montrer que f est topologiquement conjuguée & ¢,,.

(3) Montrer que f a un point fixe. Montrer que I'on peut supposer que f admet un relevé
[ (que nous fixons dans la suite) tel que f(0) = 0. Montrer qu'il existe une suite finie

strictement croissante de points ap = 0 < a1 < -+ < ap—1 < ap = 1 tels que f(a;) =1
pour ¢ =0,...,p.
(4) Notons E ’ensemble des applications continues croissantes h : [0, 1] — [0, 1] telles que

h(0) = 0 et h(1) = 1, muni de la distance induite par la norme uniforme

d(hl, hQ) = tIEII[aX ’hl(t) — hg(t)| .

)

Montrer que E est complet. Soit L : E — E I'application h — Lh définie en posant, pour
tous les h € E et t € [0,1],

1 Iy ; ( L . - _
Lh:t._}{fh(f(t)—z)—i—p mod 1 s?j1§1t<az+1et1—0,...,p 1,
sit=1.

Montrer que L est une application %—contractante %0 de F dans E.

(5) Conclure.

60. Soit ¢ € [0,1]. Une application f: X — Y entre deux espaces métriques est c-contractante si pour
tous les =,y € X, nous avons d(f(x), f(y)) < cd(z,y).
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2.5 Indications pour la résolution des exercices

Correction de ’exercice E.11. Ecrivons o = £ mod Z avec p, ¢ € Z premiers entre eux
et ¢ > 0. Nous pouvons supposer que ¢ > 2 (si¢ = 1; alors f =id) et que p € {0,...,q—1}.
Notons Y R & la projection canonique de R sur R/Z.

(1) Soit = € R tel que & soit périodique pour f. Soit f un relevé de f. Quitte a le
(@) —2) =2

remplacer par un autre relevé, nous pouvons supposer que lim, ;1 3
Puisque # est périodique, il existe donc r,s € Z avec 7 > 0 tels que fr(x) =1x + s. Alors

1~ ns s
P tm — (f"(x)—z)= lim —=—.
q n—+oo Nr n—-+oo nr r
Il existe donc m € N — {0} tel que s = mp et r = mq.
_ Montrons que f 9(x) = x+ p, ce qui montre I'assertion (1). Si par ’absurde nous avons
f9z) —p > x, alors puisque f est croissante,

FA@)—2p=FUf)—p)—p>fUz)—p>u.

Par récurrence, fr(x) -5 Zmeq(x) —mp > x, ce qui contredit la définition de 7, s. Donc
fUz) —p < x et de méme f9(x)—p >z, ce qui donne le résultat.

(2) Puisque p et ¢ sont premiers entre eux, l'entier p est inversible modulo g et il existe
ke€{0,...,q— 1} tel que kp =1 mod g. Soit = € R tel que & soit périodique pour f. Les
intervalles

@, f@)[, [f@), 2@ - [P @), [ (12)

sont consécutifs, deux a deux disjoints et de réunion Uintervalle [z, + p[. Cet intervalle
semi-ouvert de longueur p contient exactement p g éléments de

A= ({8 f@) . fN@))

Puisque f envoie [fi(z), ()] sur [fi+1(z), fi+2(z)[ pouri = 0,...,q—2 et préserve A,
chacun des ¢ intervalles de la liste (12) contient exactement p points de A. Le point de A le
plus proche de x dans [z, f(a?)[ est de la forme f¢ (x)—p oup €Zetq €{0,...,q—1}.
Puisque 'application N

Fite fO(t)—p

est strictement croissante et préserve A, et puisque [z, f(:c)[ contient exactement p points

de A, nous avons donc FP(x) = f(z). Par conséquent f97(i) = f(i), et donc ¢'p = 1

mod ¢, d’ott ¢ = k. Comme l'orbite &, Re (1), R2(%),..., Rj () de & par la rotation Re
4 q q kp

q

a
est cycliquement ordonnée comme la suite &, + %p, T+ 2%7’, ..., &+ q =B, Tassertion (2)

en découle.

(3) Si f est topologiquement conjuguée a la rotation d’angle p/q, alors f9(x) = = pour
tout x € R/Z. Donc si f est un relevé de f, pour tout x € R, il existe p, € Z tel que
qu (x) = x+ps, et par continuité 'application p, est constante. Par la définition du nombre
de rotation, cette constante est égale & p modulo ¢, donc égal a p quitte & modifier le relevé
de f. _ B

Réciproquement, supposons qu’il existe un relevé f de f tel que f9(x) = x+p pour tout
x € R. Alors toutes les orbites de f sont périodiques, de méme période ¢ par l'assertion
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(1), et cycliquement ordonnées comme les orbites de la rotation R, par 'assertion (2). Une
conjugaison h entre f et R, est obtenue, avec F' la notation introduite dans I'assertion (2),
par passage au quotient de I’application h envoyant linéairement [0, F'(0)] sur 'intervalle
[0, é], puis étendue sur [0, 1] de maniére & ce qu’elle conjugue F et la translation ¢ — ¢t + é.
Le fait que toutes les orbites aient la méme période g et soient correctement ordonnées
montre que h peut étre étendue de maniére Z-équivariante sur R.

Correction de l’exercice E.12. (1) Si z,y € R vérifient |x — y| < 2|p‘, alors

d(dp(2), 9p(9)) = Pz —pyl = Ipl |z —y| = |pl d(,9) ,
et comme |p| > 2, le résultat en découle.

(2) Soit A > 1 tel que f soit dilatante de rapport A. Puisque f est continue et que I'espace
métrique ’]I‘1 est compact, 'application f est uniformément continue. Si f est un relevé
de f, alors f est strictement monotone, car I’ apphcatlon (x,y) — f ( )— f (y) a un signe
constant sur {(z,y) € R? : 0 <y — 1z < €} pour € assez petit, donc pour tout ¢ > 0.
Par conséquent, pour n assez grand pour que % soit inférieur au € > 0 apparaissant dans
la définition d’une application dilatante, nous avons

= 1F) - Fool = |30 (F - ) |- é( F) - )

(3) Soient funrelevé de f et gz — f(m) — x. Alors
g1)=Ff1) = 1=f0)+p—1> f(0)+1=g(0)+1.

Donc ¢([0, 1]) contient un entier. Si x € R vérifie g(x) € Z, alors & est un point fixe de f.
Quitte & conjuguer f par une rotation (ce qui ne change pas son caractére dilatant), nous
pouvons supposer que ce point fixe est 0.

L’application f est donc un homéomorphisme de [0, 1] sur [0, p], et a1, ag, ..., ap—1 sont
les images réciproques de 1,2,...,p — 1 par cet homéomorphisme.

(4) L'espace E est un fermé de l'espace de Banach C°([0,1]) des applications continues
de [0,1] dans R pour la norme uniforme, donc est complet. Puisque le degré p de f est
strictement positif, I’application f est strictement croissante, donc ¢ < f ( ) < i+ 1si
a; <1 < a;y1. L'application Lh est continue sur a; <t < a;y1, et continue & droite en a;.
Elle est aussi continue a gauche, car h(1) = 1 et h(0) = 0. Comme h est & valeurs dans
[0, 1], Papplication Lh l’est aussi. Clairement Lh(0) = 0 et Lh(1) = 1. Comme h et f sont
croissantes, l'application Lh est aussi croissante. Donc L est bien définie. Pour tous les
i=1,....,p—1et hy,ho € E, nous avons

max  |L(n)(t) = L) (8)] = = max | ha(f(8) — ) — ha(f(t) — 1)
t€fai,ait1] P te€lai,aita|

1 /

<5 Ig{ég}i]lm ") = ha(t)]
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donc L est bien %—Contractante.

(5) Par le théoréme du point fixe ®! des applications strictement contractantes (nous avons
% < 1), soit h un point fixe de L. Notons h Iapplication induite sur T!, qui est continue

car h(1) — h(0) € Z. Alors pour tout x € T!, nous avons p h(x) = ho f(z) mod Z, donc
¢poh=nho f. Dol h est une semi-conjugaison entre (T, ¢,) et (T, f).

L’application h est croissante. Si elle n’est pas strictement croissante, alors elle est
constante sur un intervalle non réduit a un point [a, b]. La relation de semi-conjugaison dit
alors que h est constante sur I'intervalle f([a, b)), et par récurrence sur 'intervalle f™([a, b]).
Comme f est strictement dilatante, ’application h est constante, ce qui contredit le fait
que h(1) = 1 # 0 = h(0). Par conséquent, h est une application continue bijective du cercle

dans lui-méme, donc est un homéomorphisme par compacité.

On montre de maniére analogue que si f : T! — T! est une application strictement
dilatante de degré p < —2, alors f est topologiquement conjuguée & ¢y,.

61. Ce théoréme est le suivant.

Théoréme 2.10. (Théoréme du point fixe de Banach) Soit E un espace métriqgue complet non vide
et soit f : E — E une application c-contractante ot 0 < ¢ < 1. Alors f admet un unique point fize £ dans

E, qui vérifie d(¢,z0) < 1 d(f(x0),z0) pour tout zo € E.

Démonstration. Si z et y sont des points fixes distincts, alors d(z, y) = d(f(z), f(v)) < cd(z,y) < d(z,y),
une contradiction.

Soit xo un point de X, considérons la suite (x,)nen définie par la donnée de zo et la relation de
récurrence Tnt+1 = f(x,). Montrons que cette suite converge vers un point fixe de f. Par récurrence, pour
tout n € N, nous avons d(xn+1,2n) < ¢" d(z1,z0). Donc par inégalité triangulaire, pour tous les n,p € N,

p—1 n
c
d(Tntp, Tn) < d(xn T < d(zx1, . 13
($+p$)_2($+k+1fﬂ+k)_1_c(mlfﬂ0) (13)
k=0
Par conséquent, la suite (x,)nen est de Cauchy ®® dans X, donc converge vers un point = de X. L’application
f étant continue, par passage a la limite quand n — +oo dans I'équation z,41 = f(zn), nous avons
z = f(x).

La derniére affirmation du théoréme 2.10 découle de la formule (13) en prenant n = 0 et en faisant
tendre p vers +oo.
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3 Dynamique linéaire des tores

Fixons N € N — {0}. Le tore TV est le groupe topologique %> quotient de R par
son sous-groupe (distingué fermé) Z~, ou de maniére équivalente I’ensemble des N-uplets
0 = (01,...,0N) ou 6; est un réel modulo 1, muni de la topologie produit et de I’addition
modulo 1 terme a terme. C’est un groupe topologique métrisable compact et commutatif.

Les translations de TV sont les applications 75 :  — x + 6 pour 8 € TN. Pour tout
x € RY nous noterons # la classe de  modulo Z% | et = RY — TN la projection canonique
T T

Il existe sur TV une unique mesure de probabilité borélienne invariante par toutes les
translations : la mesure de Haar® (aussi appelée mesure de Lebesgue) A = df, image par
prx e & de la restriction au cube unité de la mesure de Lebesgue dx de R, définie par

v f e C’(TV;C), f(0) do = / f(&) dz .
TN (0,17
L’invariance par translations de A découle de I'invariance par translations de la mesure de
Lebesgue de RY car 7(%) = /r\(a: + y) pour tous les x,y dans RY. L'unicité de A découle
du fait que la mesure de Lebesgue de R™ est I'unique mesure borélienne positive sur R"”
invariantes par translations, qui donne mesure 1 au cube unité [0, 1]N )

Aprés la partie 2, otl nous nous sommes intéressé au cas N = 1, nous allons maintenant
commencer & étudier des systémes dynamiques sur le tore TV (voir la partie 6.5 pour
la suite de I'étude). Cette étude sera facilitée par la possibilité d’utiliser de I'analyse de
Fourier ® (voir par exemple [Dic2, Chap XIX] pour toute information).

3.1 Séries de Fourier sur le tore

Pour m = (my,...,my) dans Z", notons e,, € C°(TV;C) la fonction trigonométrique
définie par

em 1 0 s e2imimd)

ou (m,0) = Zjvzl m;0; € R/Z. Remarquons que, pour tous les m,n € Z", nous avons

€m =€_m et emen = Emin - (14)

62. Un groupe topologique est un groupe GG muni d’une topologie qui rend continues les applications
de multiplication et de passage & l'inverse, ou, de maniére équivalente, qui rend continue l'application
(z,y) — 2y~ L. Par exemple, si K = R ou K = C, en munissant tout espace vectoriel sur K de dimension
finie de 'unique topologie définie par n’importe quelle norme (elles sont toutes équivalentes), tout sous-
groupe de GLy(K) muni de la topologie induite par celle de I'espace vectoriel .Zn (K), est un groupe
topologique, car les opérations de multiplication des matrices et de passage & 'inverse sont respectivement
polynomiale et rationnelle (de dénominateur ne s’annulant pas) en les coefficients. Un morphisme de groupes
topologiques entre deux groupes topologiques est un morphisme de groupes continu.

Pour tout g dans G, nous noterons Ay et py les homéomorphismes de G définis par Ay :  — gz
(translation & gauche) et py : x — xg~" (translation & droite, certains ouvrages utilisent  +— xg).

Augustin Cauchy lfed Haar Joseph Fourier Marshall Stone  Karl Weirstrass
63.  1789-1857 1885-1933 1768-1830 1903-1989 1903-1996
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Pour toute mesure borélienne y sur TV, notons (¢, ()),ezy la famille indexée par ZV de
ses coefficients de Fourier, ol

em(p) = /T e dp= /T o TOR

Pour toute application continue f € CO(TY;C), notons (¢, (f))mezn la famille indexée
par ZN de ses coefficients de Fourier, ot

nlf) = [ e-n(®) F6) 8.

qui vérifient, pour tout m € ZY, que cn(f) = cm(fdh) si f > 0 (pour que fdf soit une
mesure positive), et

lem ()] < (I flloo -
Proposition 3.1. Nous avons les propriétés suivantes.

(1) Le sous-espace vectoriel complexe de CO(TN; C) engendré par la famille trigonométrique
(em)mezn est dense dans C°(TV;C).

(2) L’application p— (cm (1)) mezn est injective.

(3) Si f € CHTN;C), nous avons, avec convergence normale donc uniforme de la série,

F0) =Y culf) em() .

meZN

(4) Si f € CHTN;C), pour tout m € ZN et pour tout j = 1,...,N, en notant m(j) € Z
la j-éme composante de m et en supposant qu’elle est non nulle, nous avons
1 1
len(P)] =] 5o S -
" 27 m(j) 2 [m(5)]

(5) Pour tous les m,m’ € ZN | nous avons les formules d’orthogonalité

: _ !/
/ emem/dez/ em_m/dG:{l S (15)
TN TN 0 sinon.

Démonstration. (1) Le sous-espace vectoriel complexe de C°(TY;C) engendré par la
famille trigonométrique (ey,),,eznv est une sous-algébre, invariante par la conjugaison com-
plexe, de CO(TV;C) (voir la formule (14)). L’assertion (1) découle donc du théoréme de
Stone-Weierstrass. %4

(2) Ceci découle du résultat ci-dessus de densité, et du théoréme de représentation de
Riesz.

en(3f) | < 105 1l -

(3) C’est une propriété de la transformation de Fourier inverse, voir | , Chap XIX].
(4) Ceci découle d’une intégration par partie sur la j-éme composante.
(5) Le calcul est immédiat, par périodiciteé. O

64. Le théoreme de Stone®®-Weierstrass®® est le résultat de densité suivant (voir par exemple | | ou
[ , §5.6]). Un ensemble &7 d’applications d’un ensemble E dans C est dit séparant si pour tous les = # y
dans E, il existe f € o telle que f(x) # f(y). L’espace vectoriel complexe C°(X;C) est une algébre pour
la multiplication point par point des fonctions & valeurs complexes.

Soit X un espace topologique métrisable compact non vide. Toute sous-algébre séparante et invariante
par la conjugaison complexe de I'algébre C°(X; C) des applications continues de X dans C est dense dans
C°(X;C) pour la topologie de la norme uniforme.
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3.2 Unique ergodicité des translations sur le tore

Le résultat ci-dessous généralise les propriétés déja vues des rotations du cercle.

Proposition 3.2. Soient a = (ay,...,ay) € RN et a € TV la classe modulo ZV de a.
Notons 7o : TV — TN la translation 6 — 6+ «. Les assertions suivantes sont équivalentes :

T €st ergodique pour A = df ;

To admet une orbite dense;

)
)
4) toutes les orbites de 1o sont denses;
) To est minimal ;

)

les réels 1,aq,...,an sont linéairement indépendants sur Q.

Démonstration. (1) = (2) La mesure df est invariante, donc ergodique par unicité.
(2) = (3) Cela résulte de I'exercice E.1.

(3) = (4) Si l'orbite d’un point 6 est dense dans TV, il en est de méme de I'orbite de
tous les autres points 6, car comme les translations 7, et 79_g commutent, application
continue 7g_g envoie l'orbite de 6 par 7, sur celle de 6'.

(4) = (5) Ceci découle de I'équivalence des définitions d’un systéme dynamique minimal,
voir la partie 1.5.

(5) = (6) Sinon, il existerait un élément non nul m de Z" tel que (m,a) = 0. L’ensemble
des 6 dans TV tels que (m,f) = 0 dans R/Z serait donc un fermé non vide invariant par
T, différent de TV, contradiction.

(6) = (1) Soit u une mesure de probabilité borélienne invariante par 7,. Nous avons donc
les égalités

—2im(m,a) —2im(m,a)

cm(p) = ple—m) = ple—m o 7o) = p(e e_m)=e em () -

Par hypotheése, lorsque m # 0, ’élément (m, «) est non nul dans R/Z, donc ¢, () = 0. Nous
en déduisons que ¢, (1) = ¢,,,(d) pour tout m € Z. L'injectivité de la décomposition en
série de Fourier (voir la proposition 3.1 (2)) assure que p = df. O

3.3 Propriétés de mélange des endomorphismes linéaires du tore

Nous allons maintenant définir et étudier les transformations linéaires du tore, qui, tout
en permettant une approche élémentaire, représentent des modéles frappants de dynamique
riche et en particulier chaotique.

Soit M = (mj)1<i j<n une matrice N x N & coefficients dans Z, que nous identifions
avec la transformation linéaire de RY de matrice M dans la base canonique. Puisque Pap-
plication linéaire M envoie ZV dans Z¥, elle passe au quotient pour définir une application
éar 2 TN — TN, qui envoie = (0i)1<i<n sur

N
or(0) = (Z Mij 9]')1951\/ ’
=1
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de sorte que le diagramme suivant commute, avec s & = x mod Z" la projection

canonique

RV M, RN

(s .
TN 24, N
Lemme 3.3. Supposons que le déterminant de M soit non nul. Alors
(1) Vapplication ¢pr est surjective,
(2) Vapplication ¢pr préserve la mesure de Haar X = df sur TV,
(3) pour tout 6 dans TV, nous avons Card ¢y, (0) = |det M |.

Démonstration. (1) En effet, M et p sont surjectives.

(2) Comme nous avons ¢ o Ty = T, (9) © m pour tout ¢ dans TV, la mesure de
probabilité image (¢ar)«A est invariante par Ton(0)- Comme @y est surjective, et puisque

X est la seule mesure de probabilité invariante par toutes les translations sur TV, nous
avons (opr)«A = .

(3) L’application ¢y est un morphisme de groupes, donc toutes ses fibres ont le méme
cardinal. Comme ’application linéaire M est injective et puisque q- est un homéomor-

phisme local, le noyau (Z)Xj(O) est un sous-groupe discret de TV, donc fini car TV est
compact. Notons d = Card qb]\_/[l(()), A =] — e e[V et B, = /[x(AE) pour tout e dans
]0, (2N sup;<; j<n [mij|)~*]. Nous avons, par la commutativité du diagramme ci-dessus,

Pl oar pA) = M7 T M(A) = MTHMA A+ ZN) = Ac+ MT'ZY.
Puisque ¢y, (0) = (M ~1ZN) et puisque /v est un morphisme de groupes, nous avons
ot (om(B)) = |J (0+B)
06, (0)

et cette réunion est une réunion disjointe par I’hypothése sur €. Par invariance de A, nous
avons alors

Mo (Be)) = Moy (9n(Be))) = d M(Be) -

D’autre part, la formule de changement de variables dans RY donne
A(éar(Be)) = | det M| A(B.) .
Donc d = |det M |. O

En munissant TV de sa tribu borélienne, nous allons nous intéresser aux propriétés
ergodiques du systéme dynamique mesuré (TN , A, ¢ar). Nous introduisons pour cela une
propriété plus forte que 'ergodicité.

Si (X, 4%, 1) est un espace de probabilité, nous notons

LX) = {1 €L2Xw « [ fdu=o}.
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qui est le sous-espace de Hilbert %> de L?(X, 1) orthogonal aux fonctions constantes. Dans
I’énoncé ci-dessous, le temps t varie dans N, Z ou R en fonction du type de systéme
dynamique.

Proposition 3.4. Soit (X, B, u, ») un systéme dynamique mesuré, avec ji une mesure de
probabilité. Les conditions suivantes sont équivalentes. %6

(1) L’appplication ¢ est mélangeante, c¢’est-a-dire

VABER lm p(ANe(B) = u(A) u(B).

(2) Nous avons

Vg el (X,p),  lim [ (fod')gdu= (/ f du)(/ g dp) .
o Jx X X
(3) Il existe des parties E et E' de L?(X, 1), engendrant des sous-espaces vectoriels denses
dans L2(X, 1), telles que

VfEeE, VgeFE, lm (fodf/)gdﬂ:(/fdp)(/gdﬂ).
X X X

t—+o00

(4) Nous avons

Vfgely(X,p), lim [ (foo')gdu=0.
t—+o00 X
(5) Il existe des parties E et E' de 1L3(X, i1), engendrant des sous-espaces vectoriels denses
dans L3(X, ), telles que

VfeE,VgeFE, lim (fog") gdu=0.
t—=+oo [x

Remarques. (i) Lorsque la transformation ou le flot ¢ est sous-entendu, nous dirons aussi
que la mesure p est mélangeante. Certains auteurs disent mélange fort au lieu de mélange,
le mélange faible signifiant que 'action diagonale de ¢ sur X x X est ergodique pour p X p.

(ii) La propriété de mélange signifie que, pour les grands temps ¢, les événements A et
¢~ Y(B) sont asymptotiquement indépendants.

(iii) Un systéme dynamique mesuré mélangeant est ergodique. En effet, lorsque le temps
est discret (la démonstration est analogue en temps continu), si A = ¢~ 1(A), alors nous
avons ju(A) = u(AN¢~"(A)) pour tout n € N, et limy, 100 (AN~ "(A)) = u(A)2. Donc
u(A) = u(A)?, et u(A) vaut 0 ou 1.

=
=~
=
=
o
—_—
—_—
—
—
—
—_—

David Hilbert Karl §c:hwarz Rbger Howe Calvin Moore Elie Cartan
65. 1862-1943 1843-1921 1945- 1936- 1869-1951

66. Toujours avec la convention que ¢t € N lorsque (X, %, u, ¢) est & temps discret
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(iv) Notons que par invariance de la mesure, si le systéme dynamique (X, %, u, ¢) est
a temps discret et inversible, ou s’il est & temps continu, alors il est mélangeant si et
seulement si son inverse l'est, c¢’est-a-dire

li Y gdu= d du) .
Jim | (fod™) gdu (/Xf u)(/xg )
pour tous les f, g dans L2(X, i) (ou dans des parties engendrant des sous-espaces vectoriels
denses).

(v) I est par exemple possible de prendre pour F = E’ une base hilbertienne de
L2(X, ,u) dans l'assertion (3) ou de L3(X,u) dans l'assertion (5). Si L2(X,u) est sépa-
rable, 97 alors les bases hilbertiennes sont dénombrables, et cela réduit la démonstration de
la propriété de mélange a un ensemble dénombrable de vérifications.

(vi) L'espace L2(X,p) a le gros avantage d’étre un espace de Hilbert. Mais de trés
nombreux sous-espaces vectoriels denses sont parfois utiles, en choisissant celui approprié
en fonction du probléme a étudier. Voici quelques exemples (rappelons que nous supposons
que p est une mesure de probabilité).

e Le sous-espace vectoriel des fonctions étagées, c’est-a-dire les combinaisons linéaires
finies de fonctions indicatrices de parties mesurables de X, est dense dans L?(X, u1).

e Sip € [2,+00], Pespace vectoriel LP(X, ) est contenu et dense dans L2(X, u). Si
p € [1,2], Pespace vectoriel LP(X,u) NL2(X, u) est dense dans L2(X, ). En effet, les
fonctions étagées sont dans LP(X, ) pour tout p € [1, +o0].

e Si X est un espace topologique localement compact muni de sa tribu borélienne,
alors les espaces vectoriels CJ(X) des fonctions (a valeurs complexes) continues nulles &
Uinfini et CY(X) des fonctions (& valeurs complexes) continues & support compact sont
denses dans L2(X, ).

e Si X est une variété différentielle munie de sa tribu borélienne, alors pour tout
k € NU {00}, Iespace vectoriel C*(X) des fonctions (a valeurs complexes) différentiables
de classe C* a support compact est dense dans L2(X, ).

Démonstration de la proposition 3.4. Voici une démonstration par souci de complé-
tude (voir le cours de Théorie ergodique ou [PV, , , , , , D).
Rappelons que par 'inégalité de Cauchy-Schwarz %, le produit de deux fonctions L? est
L'. Puisque la mesure est finie, une fonction L2 est L'. Donc les différents termes sont bien
définis.

Notons P(f,g) la propriété lim, o [ (f 0 ¢") g du = ([x [ di)( [y g du). Elle est
vérifiée si f ou si g est constante (car ¢ préserve u). Par bilinéarité, les assertions (2) et
(4), ainsi que les assertions (3) et (5), sont donc équivalentes.

L’assertion (2) implique trivialement l'assertion (3). Elle implique l'assertion (1), car
il suffit de prendre les fonctions indicatrices f = 1p et g = 14. Si l'assertion (1) est
vérifiée, alors par bilinéarité, elle est vérifiée pour f et g des fonctions étagées. Puisque
I'espace vectoriel des fonctions étagées est dense dans L2(X, ), il suffit de démontrer
que l'assertion (5) implique l'assertion (2), ou de maniére équivalente que l’assertion (5)
implique l'assertion (4), pour terminer la démonstration de la proposition 3.4.

67. Comme p est une mesure de probabilité, il suffit pour cela que la o-algébre de X soit engendrée par
une partie dénombrable (par exemple si X est métrisable séparable), voir par exemple [Coh].
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Pour tout g dans L§(X, u), notons Hy Uensemble des fonctions f dans L3(X, p1) telles
que la propriété P(f, g) est vraie, qui est un sous-espace vectoriel de L3(X, 1) par linéarite,
et montrons qu'il est fermé dans L2(X, ).

Nous pouvons supposer que g n’est pas presque partout nulle. Soit f dans Fg. Pour
tout € > 0, il existe un élément fi dans Hy tel que || f — fiflp2 < . Nous avons alors

= 27lgll 2
|fx(f°¢t)9d/ﬁ| < T + T3 avec

= ‘/ ((f = f) o9 gd,u‘ <|If = fillzllglle < e/2
X

pour tout temps ¢, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'invariance de pu, et
Ty = (/ (floqﬁt)gdu( <¢/2
X

pour tout temps t assez grand car f; € Hy et fX g du = 0. Ceci montre que nous avons
lim fX(f o ¢™) g dpu = 0. Donc f appartient & Hg, et Hy est fermé.

t—+o00

Un raisonnement analogue montre que pour tout f dans IL%(X , 1), le sous-espace vec-
toriel des fonctions g dans ]Lg(X , 1t), telles que la propriété P(f, g) est vraie, est fermé dans
L%(X , i). Puisqu’une partie fermée et dense d’un espace topologique est égal a cet espace,
il est alors clair que I’assertion (5) implique I'assertion (4). O

Exercice E.13. Soient X un espace topologique, ¢ : X — X une application continue
et i une mesure de probabilité borélienne invariante par ¢ sur X, de support X. Montrer
que si le systeme dynamique mesuré (X, u, @) est mélangeant, alors le systeme dynamique
topologique (X, @) est topologiquement mélangeant.

Montrer qu’une rotation du cercle n’est pas mélangeante pour la mesure de Lebesque du
cercle.

Voici une propriété plus forte que celle du mélange. Soit (X, A, u, ¢) un systéme dyna-
mique mesuré, avec p une mesure de probabilité. Appelons un coefficient de corrélation de
(X, B, u, ») au temps t toute quantité

Ct(f,g)zcm(f,g)Z/X(foqbt)gdu—(/deﬂ)(/xgdu),

oti f, g € L2(X). Notons que I'application (f, g) — c:(f, g) est une forme bilinéaire continue
(avec [ci(f, )] < 2|1 £z [|g9ll2) sur L2(X), telle que si ¢ est une transformation préservant
la mesure et commutant avec ¢, alors

ct(f O¢,7go ¢/> = Ct(f7g) .

L’étude des propriétés d’annulation asymptotique effectives, c’est-a-dire avec un controle
de la vitesse de convergence vers 0 quand ¢ — +00, des coefficients de corrélation est actuel-
lement en plein développement (voir par exemple [Pol, , , , , ,

. Mel, Bal, Nau]).

Soit E un sous-espace vectoriel dense de L?(X, x), muni d’une norme || ||z (qui n’est
pas forcément la norme L2 elle-méme). Soit 1 : N — 0, 4+-o0[ si (X, %, i, ) est a temps
discret, et ¢ : R — 10, +oo[ si (X, A, u, ) est & temps continu, une application telle que
limy 4 o0 ¥(t) = 0.
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Nous dirons que le systéme dynamique mesuré (X, %, u, @) est 1p-mélangeant sur E, ou
qu’il est a Y-décroissance des corrélations sur E s’il existe ¢ > 0 tel que pour tout temps
t > 0, nous avons, pour tous les f,g € F,

| e gau—([ ran([ aa|<elnlslolsvo.

Notons qu’étre ¥-mélangeant sur un sous-espace vectoriel dense F implique étre mélan-
geant, par l’équivalence des définitions dans la proposition 3.4, car limy_, o 9(t) = 0.
Remarquons que si (X, 8, u, ¢) est & temps continu, alors la formule centrée ci-dessus est
alors valable pour tout ¢ € R.

Exemples. S’il existe k > 0 tel que le systéme dynamique mesuré (X, %, u, ¢) soit 1)-
mélangeant sur E avec 1(t) = e " nous dirons que (X, %, u,d) est exponenticllement
mélangeant sur E ou a décroissance exponentielle des corrélations sur E.

S'il existe un entier £ € N—{0} tel que le systéme dynamique mesuré (X, B, u, ¢) soit -
mélangeant sur F avec 1(t) = (|t|+1)~*, nous dirons que (X, %, i, ¢) est polynomialement
mélangeant sur E ou a décroissance polynomiale des corrélations sur E.

Nous dirons que (X, B, u, ) est rapidement mélangeant sur E ou a décroissance rapide
des corrélations sur E si pour tout k € N— {0}, le systéme dynamique mesuré (X, %, u, @)
est 1p-mélangeant sur E avec 9 (t) = (|t| + 1)7*.

Les sous-espaces vectoriels denses F de L?(X, i) les plus employés sont les suivants.

Soit v € ]0,1]. Soit (X, %, i, ¢) un systéme dynamique mesuré, avec p une mesure
de probabilité et X un espace métrique muni de sa tribu borélienne %. Notons C7*(X) le
sous-espace vectoriel (dense) de LL2(X, ) des fonctions continues bornées a-héldériennes
sur X, muni de la norme a-héldérienne f — || f|lco,o (voir la note de bas de page 55).
Notons que l'espace vectoriel normé (C7*(X), || [/oo,a) est un espace de Banach.

Pour tout k € N, une application continue f : TV — R est dite différentiable de classe
C* si lapplication ZM-invariante f o e RN — R l'est. Pour tout & € TV, et pour tous
les ¢ € {1,...,k} et iy,...,ip € {1,..., N}, les dérivées partielles de f d’ordre ¢ sont les
applications ,

0“(f o
Ot ] 2 & > Oiyiy(fop)(@) = M(UC) :

8952-1 ‘e 83:”

ce qui ne dépend pas du choix du relevé x de z.

Soient p € [2,4+00| et k € N. Soit (X, A, i, ¢) un systéme dynamique mesuré, avec f une
mesure de probabilité et X un ouvert de RV ou le tore TV muni de leur tribu borélienne. %
Notons E,, ;, le sous-espace vectoriel (dense) de L2(X, u) des fonctions différentiables f de
classe C*, qui sont dans LP (X, ) et dont toutes les dérivées partielles jusqu’a 'ordre k
sont dans LP(X, 1), muni de la norme®’ de Sobolev, notée || ||, ou || ||yy»x, définie par

1 llpge = WFlp+ Do MO Fllp -

1<e<k
1<it,ig <N

Théoréme 3.5. Soit ¢y : TN — TV la transformation du tore donnée par une matrice M
G coefficients entiers de déterminant non nul. Les assertions suivantes sont équivalentes :

68. Ceci se généralise a toutes les variétés différentielles.
69. Attention, cette norme sur E, ; n’est pas compléte. Le complété de Ep ; pour cette norme est noté

WPk (X).
57



(1) ¢rr est mélangeante pour la mesure de Haar \ = db,
(2) énr est ergodique pour la mesure de Haar A\ = df,

(3) aucune valeur propre (complexe) de M n’est racine de l'unité, ou, de maniére équiva-
lente,
VneN-—-{0}, det(M™—id)#0.

De plus, si les valeurs propres (complezes) de M sont de module strictement supérieur
a1 (nous dirons que ¢y est dilatante), si k = [%], alors le systéeme dynamique mesuré
(TN, df, pprr) est exponentiellement mélangeant sur lespace vectoriel des applications de
classe C* sur TN muni de la norme de Sobolev || ||y : il existe des constantes ¢,k > 0
telles que pour tous les f,g: TN — R de classe C*, et pour tout n € N, nous avons

[ rodinadn= ([ ran([ odn) | < el lalr e

11
10

S S

N\ =

P
B ¢3,(B) $1(B) oS,

Voici quelques dessins avec la matrice M = ( > qui montrent bien le mélange.

N

—~

B)

Démonstration. Nous avons déja vu que I'assertion (1) impliquait 1’assertion (2) (voir la
remarque (iii) ci-dessus). Nous allons donner une démonstration des autres implications du
théoréme 3.5 par analyse de Fourier. La remarque fondamentale est que pour tout m € Z,
NOUS avons €, 0 Py = €,y avec m’' = Mm I'image de m par la matrice transposée de M,
par la définition des fonctions trigonométriques (€y,),,czn et le fait que la matrice adjointe,
pour le produit scalaire usuel de RY, d’une matrice de .#x(R) est sa matrice transposée.

Montrons que l'assertion (2) implique I'assertion (3). Par contraposée, supposons qu'il
existe n > 1 tel que det(M™ — id) = 0, de sorte que 1 soit une valeur propre de la matrice
a coefficients entiers (donc rationnels) ‘M™. Alors, soit mg un élément non nul de Z" tel
que 'M™mgy = mg (commencer par le prendre dans QY puis multiplier par le ppcm des
dénominateurs de ses composantes). Notons m; = tMimg pour i = 0,...,n — 1, qui est
aussi un élément non nul de Z". La fonction continue f = e, +€m, +- - - +em,_, est alors
invariante par ¢js et non constante (car son produit scalaire .2 avec eg est nul). Donc ¢ps
n’est pas ergodique.

Montrons que ’assertion (3) implique l'assertion (1). Par la proposition 3.4, il suffit
de montrer que les coefficients de corrélation c¢,(f,g) tendent vers 0 quand n — +oo
pour f,g dans une partie de }L%(']I‘N ,df) engendrant un sous-espace vectoriel dense de
L2(TV, d). Puisque (em )z — {0y est une base hilbertienne de L2(TV,df), nous pouvons
donc supposer que f = e, et g = e; avec £, m dans Z" — {0}. En particulier f’IFN fdf=0.

Pour tous les m’ € ZV et n € N, posons

m!. = M"m’ e ZN

n
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(qui est non nul si et seulement si m’ est non nul). Nous avons 1'égalité
€m O Py = €m,, - (16)

Par hypothése, ‘M n’a pas de point périodique dans ZV — {0}. Donc la suite m,, prend
des valeurs deux a deux distinctes. En particulier il existe ng dans N tel que pour n > ny,
nous avons my, 7# —{. Nous avons alors ¢,(f,g) = [rn(f o %) g df = 0 par les relations
d’orthogonalité de la proposition 3.1 (5), ce qui démontre la propriété de mélange.

Montrons la derniére assertion sur le mélange exponentiel. Supposons que les valeurs
propres de M soient de module strictement supérieur a 1, et posons k = (%W Montrons
qu'il existe ¢, x > 0 tels que pour tous les f,g € C*(TY) et n € N, nous avons

len(fs9) [ < e Nlflloo [19llook €7 -

Remarquons que pour tout & € N, nous avons

1 = co(Plloos < fllock + lco(S)] < 1 fllook + I flloo < 2 [[flloc,n -

Puisque ¢, (f,g) = 0 si f est constant et par linéarité, quitte & remplacer f par f — co(f)
et la constante ¢ cherchée par 4¢, nous pouvons donc supposer que co(f) = 0. Par la
transformation de Fourier inverse et sa convergence uniforme (voir la proposition 3.1 (3),
en notant que (%1 > 1, donc f et g sont de classe C! au moins), par la formule (16) et
les formules d’orthogonalité (15), nous avons, pour tout n € N,

lfa) = [ (Fodin g o
[ (2 alhencdti®)( X cnlo) eml®) ds

mezZN —{0} m/€ZN
= X el ewle) [ ena6) en() a0
m,m’€ZN —{0} T

= Z cm(f) c—m,(9) -

meZN —{0}

Pour tout m’ € ZY¥ — {0}, posons ||m/||oc = maxi<j<y |m'(j)| ot m'(j) € Z est la j-éme
composante de m/. Pour tous les £ € N et h € C*(TV), par la proposition 3.1 (4) et par

récurrence en considérant la dérivée partielle de h par rapport a une variable j € {1,..., N}
telle que |m/||cc = | m/(j)], et puisque 27 > 1, nous avons
1
[em ()] < [lloore ()
[[m/ o
Puisque les valeurs propres Aq,...,Axy de M (donc de ‘M) sont de module strictement

supérieur a 1, en posant A\ = inf1<;<n |A;| > 1, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour
tous les m € ZN — {0} et n € N, nous avons

Imnloe = I "M ml|oc > [lmlloc inf M 3]ee 2 A [l . (18)

B N lz]leo=1
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Puisque k = { H] la série EpeN 0} ]ﬁ converge. Remarquons que pour tout p € N,

2
il y au plus 2N(2p + 1)V~1 ¢léments m € Z" tels que ||m||sc = p. Nous avons donc, par
les formules (17) et (18),

1
lafo)l<s 3 lenDllem@< Y e Il lglloe k
e o) e oy s lmnlloc
1
< 1 e, gl
2 2 [mllac® (e Al )F

peEN—{0} meZN {0}, ||mloo=p

2N (2p+ 1)N-1 _
= > (Y pTE AR [flloo,k glloc, k= ¢ €™ [ flloo, & lI9lloc, & -

peN—{0}

enposantc:zpeN_{O}QJV((gngil)m<ooet/<—kln)\>0 O

3.4 Exercices

Exercice E.14. Soient (X, %, u, ¢) et (X', B, 1/, ¢') deux systémes dynamiques mesurés,
avec 4 ety des mesures de probabilité. Soit h : X — X’ une semi-conjugaison entre (X, ¢)
et (X', ¢'). Parmi les propriétés suivantes, quelles sont celles qui sont vérifiées par (X', ¢')
si elles le sont par (X, ¢), éventuellement quitte a rajouter des hypothéses sur h?

e étre ergodique,
étre mélangeant,
étre meélangeant d’ordre k pour un k € N — {0,1} donné (voir I'exercice E.15),
vérifier la propriété de mélange multiple (voir l'exercice E.15),
étre Y-mélangeant sur un sous-espace vectoriel dense.

Exercice E.15. Soit (X, <7, u, ¢) un systéme dynamique mesuré, avec p une mesure de
probabilité. Pour k dans N — {0, 1}, nous dirons que (X, %, u, ®) (ou ¢ lorsque (X, .o/, u)
est sous-entendu ou u lorsque (X,.o7,¢) est sous-entendu) est mélangeant d’ordre k™ si
pour toutes les parties mesurables Aq,..., A, de X, et toutes les applications 7q,..., 7
de N dans N si le temps est discret, ou de R dans R si le temps est continu, telles que

lim  7;41(t) — 7(t) = +o00 pour tout i = 1,...,k — 1, nous avons
t—+o00

N(é‘b_Ti(t)(Ai)) — 1:[#

t—-+o00

Nous dirons que (X, .o, pu,¢) (ou ¢ lorsque (X, .o, u) est sous-entendu ou tout simple-
ment p lorsque (X, 97, ¢) est sous-entendu) vérifie la propriété de mélange multiple s’il est
meélangeant d’ordre k pour tout k dans N — {0, 1}.

(1) Montrer que (X, .o/, u, ¢) est mélangeant d’ordre k si et seulement si I'une des deux
assertions suivantes est vérifiée

70. Remarquons que la propriété de mélange d’ordre 2 est équivalente & la propriété de mélange, par
invariance de la mesure u par ¢. De plus, en prenant pour fi la fonction constante 1, si (X, .o, u, ¢) est
mélangeant d’ordre k > 3, alors il est mélangeant d’ordre k — 1.
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e pour tous les fi,..., fr € L¥(X, 1) et toutes les applications 71, ..., 7, comme ci-
dessus, nous avons

k k
/X (Hf’ o ¢Ti(t)) du t_> H/X fi du . (19)
=1

—+00 i1

e il existe une partie P de L*(X, ), qui engendre un sous-espace vectoriel dense E
de L*(X, i), telle que pour tous les fi,..., fr dans P et toutes les applications 71,. .., 7
comme ci-dessus, la formule (19) soit vérifiée.

(2) Soient o/ un alphabet dénombrable (muni de la topologie discréte) et u une mesure
de probabilité sur o/. Montrer que le systéme de Bernoulli sur &/, muni de la mesure
produit ;" dans le cas unilatére et de la mesure produit u? dans le cas bilatére, vérifie la
propriété de mélange multiple.

(3) Soit p dans Z — {—1,0,1}. Montrer que l'application ¢, :  — p x du cercle R/Z
dans lui-méme vérifie la propriété de mélange multiple pour la mesure de Lebesgue du
cercle.

(4) Soient N dans N — {0} et M € .#n(Z) une matrice N x N a coefficients entiers
de déterminant non nul, dont les valeurs propres (complexes) sont de module strictement
supérieur a 1. Montrer que I'application ¢y :  mod ZY +— Mz mod Z" du tore TV =
RN /ZN dans lui-méme vérifie la propriété de mélange multiple pour la mesure de Haar du
tore.

Exercice E.16. Soient (X, u, ) et (X', 1/, ¢’") deux systémes dynamiques mesurés, tous

deux & temps continu ou & temps discret, avec u et u’ des mesures de probabilité. Nous

noterons ¢ x ¢’ 'application ou le flot de I’espace mesurable produit X x X’ dans lui-méme

défini terme par terme par (z,2") — (¢(z), ¢'(2)).

(1) Montrer que si (X, u,d) et (X', 1/, ¢') sont mélangeants, alors le systéme dynamique
mesuré produit (X x X', p® u', ¢ x ¢') est mélangeant.

(2) Soit k € N —{0}. Montrer que si (X, u, ¢) et (X', 1/, ¢') sont mélangeants d’ordre k,
alors le systéme dynamique mesuré produit (X x X' p® ;¢ x ¢') est mélangeant
d’ordre k.

(3) Soit E (respectivement E') un sous-espace vectoriel dense de L?(X, 11) (respectivement
L2(X’,1') ), muni d’une norme || ||z (respectivement || ||z) telle que || |2 < ¢ ||&
(respectivement || |2 < ¢|| ||gr) ot ¢ > 0 est une constante. Soit ¢ : N — ]0,1]
si (X, P, u,d) est a temps discret, et ¢ : R — ]0,1] si (X, B, pu,¢) est a temps
continu, une application telle que lim; 1~ () = 0. Soit E” le sous-espace vectoriel
de L2(X x X', u ® u') engendré par les applications & variables séparées définies par
ff s (z,2) = f(z) f'(2'),on f € Eet f/ € E'. Munissons E” d’une norme équivalente
a la norme

lgll 2 = inf{ SUfillelfile  fi€eE, fleEetg=> fi- f{} :
=1 =1

Montrer que si (X, i, @) est -mélangeant sur F et si (X', i/, ¢') est ¢»-mélangeant sur
E' alors (X x X', p®@ ', ¢ x ¢') est ip-mélangeant sur E”.
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Exercice E.17. Soient N € N—{0} et M € .#n(7Z) une matrice entiére N x N telle que M
n’admette pas de valeur propre complexe de module inférieur ou égal a 1. Notons Ty = i
la projection canonique de RY sur le tore TV. Notons ¢y : TV — TV D'application lisse
0 = (0i)1<i<n — (ZlngN mijej)1<z‘<N’ définie par passage au quotient modulo ZV de
'application linéaire M : RN — RY.

(1) Montrer que le systéme dynamique topologique & temps discret (T, ¢ps) est non
inversible, que ’ensemble Per(¢s) des points périodiques de ¢y est dense dans le tore
TV que le systéme dynamique topologique (T, ¢ ) est non errant, qu’il est positivement
transitif, et qu’il est topologiquement mélangeant.

(2) Notons C°(T) I’espace de Banach des applications continues réelles sur T, muni de
la norme uniforme || ||oo. Notons Ly : CO(TY) — CO(T¥) I'application linéaire continue
(de norme au plus 1), appelée opérateur de transfert, définie, pour tous les f € C°(TV) et
z €TV, par

1
L : —_— .
I Cdtoton 21

i) Pour tous les f € CO(TV) et y € TV, montrer que

Larf () = S fopMy+1).

" |det M|
liezN /MZN

ii) Montrer qu’en notant A = df la mesure de Haar de TV, nous avons, pour tous les
f,g € CO(TV),

/(fo¢M>gdA=/ f (Larg) d. (20)
TN TN

iii) Nous munissons .Z(R"V) de la norme d’opérateur usuelle. Montrer qu'il existe ¢ > 0
et A > 1 tel que pour tous les f € C*(TV) et n € N, nous avons

L) - [

c
far|< g [ sl i) (21)
TN A" N
iv) En déduire, lorsque M n’admet pas de valeur propre complexe de module inférieur
ou égal & 1, une nouvelle démonstration de la propriété du mélange de ¢p; pour la mesure
de Haar du tore.

v) En déduire, lorsque M n’admet pas de valeur propre complexe de module inférieur
ou égal a 1, que la transformation ¢,; est exponentiellement mélangeante pour la mesure
de Haar du tore, sur 'espace vectoriel C'(TV ) muni la norme de Sobolev W1 définie

par || f]|1,00 = max{]| flloo, [|df loc}, 00 [[df[loc = supgers ||da f]-
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3.5 Indications pour la résolution des exercices

Correction de ’exercice E.13. Soient U et V' des ouverts non vides. Puisque la mesure
w est de support total, nous avons p(U),u(V) # 0. Si (X, u, o) est mélangeant, alors
w(U N ¢ H(V)) converge vers u(U)u(V) > 0 quand ¢t — +oo. Donc il existe T tel que si
t > T, alors u(UN¢~4(V)) > 0. En particulier UN ¢4 (V) est non vide, et donc (X, ¢) est
topologiquement mélangeant.

Les rotations du cercle ne sont pas topologiquement mélangeantes, comme vu dans
I'exemple (1) de la partie 1.5, donc ne sont pas mélangeantes pour la mesure de Lebesgue
du cercle.

Correction de ’exercice E.14. e Supposons que (X, %, u, ¢) soit ergodique. Si une
partie mesurable A’ € %’ est invariante par ¢’, alors

oL (Y (A) = (hod) HA) = (¢/ o h)™HA) = h™H(¢' 1 (A) = h™H(A) .

Puisque h est mesurable, la partie mesurable h=1(A’) € % est donc invariante par ¢.
Puisque h préserve les mesures (c’est-a-dire p/ = h,u) et par ergodicité, nous avons donc

WA = ot (A') = (b (A)) € {0,1) .
Donc (X', &', 1/, ¢') est ergodique.

e Rappelons qu'un systéme dynamique mesuré est mélangeant d’ordre 2 si et seulement
s’il est mélangeant, et que par définition il vérifie la propriété de mélange multiple s’il est
mélangeant d’ordre k pour k dans N — {0, 1}. Il suffit donc de montrer le troisiéme point
pour obtenir le deuxiéme et le quatriéme. Nous supposons que le temps est discret, la
démonstration dans le cas du temps continu est similaire.
Soit k € N — {0,1}, supposons que (X, %, u,¢) soit mélangeant d’ordre k. Soient
T,..., A} des parties mesurables de X’ et 71,...,7; des applications N dans N telles que
lim  741(n) — 7i(n) = 400 pour i = 1,...,k — 1. Alors h=*(A}),...,h (A} sont des

n—-+o0o
parties mesurables de X, par la mesurabilité de h. Puisque (X', #', i/, ¢') est mélangeant

d’ordre k, et puisque h préserve les mesures (c’est-a-dire p/ = hyp), nous avons
k k k
(e ™) =n(r (N ™)) =u( o 001 (4))
i=1 i=1 i=1

k k
il § G E | O
i=1 i=1

n—-+00

Donc (X', %', 1/, ¢') est mélangeant d’ordre k.

e Montrons le dernier point. Nous supposons que le temps est discret, la démonstra-
tion dans le cas du temps continu est similaire. Soit ¢ : N — |0, +00[ une application telle
que lim, 00 %(n) = 0. Soient E et E’ deux sous-espaces vectoriels denses de L?(X, )
et L2(X’, /), munis de normes || ||g et || ||z, respectivement. Faisons I’hypothése sup-
plémentaire que l’application linéaire Ly : f — f o h de précomposition par h envoie E’
dans E, et qu'elle est continue pour les normes de E’ et de E. "' Soit donc k£ > 0 tel que
If ohlle < k|| fller pour tout f € E'.

71. Par exemple, si E = L2(X, ) et E' = L*(X’, i), alors le fait que h préserve les mesures montre (et
en fait est équivalent au fait) que ’application L;, de précomposition par h préserve la norme : nous avons
1 o hlls = ||f |l pour tout f € E.
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Supposons que (X, 4, u, ¢) soit -mélangeant sur E. Pour tous les f', ¢’ € E’, et pour
tout n € N, avec la constante ¢ donnée par la propriété de ¥-mélange de (X, A, u, ¢),
puisque h préserve les mesures, nous avons

[ oo g ar—([ ran([ ol

—| [ (oo om @ enyau—( [ fondn( [ g ondl
| semesn @ an— ([ sona( [ donm)]
<c|f ohllelg ohlevn) <cw® |f e lgle bn).

Donc (X', %', 1/, ¢') est 1-mélangeant sur E’.

Correction de l’exercice E.15. (1) La démonstration est trés proche de celle de la
proposition 3.4. Par invariance de la mesure, si une fonction est de classe L, alors sa
composée par une puissance quelconque de ¢ ’est encore. Rappelons que le produit de k&
fonctions de classe ¥ est de classe L' :

k k
[ sidu | < TD0AIe = TTC[ 150 )™ (22)
=1 =1

Ceci se démontre par récurrence sur k en utilisant 'inégalité de Hélder

p 1/p q 1/q
\/ngdulé(/xlf! ) (/Xrgr )
k

si%—k%zlsifest]lf’etgestLﬂ en prenant f = f1... fx_1, 9= fr,q=ket p= 5.
Puisque la mesure p est une mesure de probabilité, une fonction h de classe L* est de classe
L', et | [y b du| < ||A]|lLe. Donc les différents termes sont bien définis.

Le premier point implique trivialement le second, et il implique le mélange d’ordre k,
car il suffit de prendre les fonctions indicatrices f; = 14, pour 1 <7 < k. Pour tout temps

t, posons . .
alfiveofi) = [ (TLsio6™®) du =TT [ fiau.
i=1 i=1

qui est k-linéaire en (fi,..., fi). Si le systéme (X, A, i, ¢) est mélangeant d’ordre k, alors
par multilinéarité, la propriété limy_,o ct(f1,..., fr) = 0 est vérifiée pour toutes les fonc-
tions étagées fi,..., fr. Montrons que pour tous les fi,..., fp—1 dans L*(X,u), le sous-
espace vectoriel Hy, ¢, des fonctions fj dans L*(X, 1) telles que

tli}g)ct(flw")fk) =0

est fermé dans Lk(X ,it). Puisque l'espace vectoriel des fonctions étagées est dense dans
Lk(X, i), et par une récurrence, cela montrera le résultat.

Nous pouvons supposer que fi,..., fr—1 ne sont pas presque partout nulles, sinon le
résultat est immédiat. Soit fr, € Hy, . 7 , et, pour tout € > 0, soit g, € Hy, 7 , telle

que ||fx — grllpr < W Pour tout temps t assez grand, puisque gx € Hy, ¢,
i=1 il k
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nous avons |¢;(f1, ..., fi—1,gr)| < §. Par DVinégalité (22) et la majoration de la norme L!
par la norme L*, nous avons

k—1
}ct(fl, . .,fk—l,fk)} = ‘ /X (H fio qﬁn(t))((fk —gr) o 9™ W) d

H/ o) ([ (=) du) +elfion fiori)

ko1
€ €
<2 [T Ifilleellfe = grllns + lee(frs s fomrs gr)] < 22+ 3=
i=1

Donc fj, appartient & Hy, ¢, et Hy 7 . est fermé.

(2) Nous considérons le cas du décalage unilatére, le cas bilatére se traite de maniére
similaire. Soient .7 un alphabet dénombrable discret, X = ¥, = &N et ¢ = o, le
décalage a gauche sur X. Comme la tribu (o-algébre) de I’espace mesurable produit X est
engendrée par les cylindres, il suffit de vérifier I’assertion lorsque les A; sont des cylindres.
Soient p1,...,pr dans N et, pour tous les ¢ = 1,..., ket j = 0,...,p;, soit z;; € .
Notons A; le cylindre [xo4, 214, ...,%p,]. Alors si n est assez grand, par '’hypothése sur
les fonctions 7;, les parties de N définies par {0,...,p;} +7;(n) pour i = 1,...,k sont deux
& deux disjointes. Donc, si n est assez grand, par définition du décalage et de la valeur de
la mesure produit sur les cylindres,

k  pi

MN<6UI_”( > HHM{UUN} H N4

i=17=1
ce qui montre le résultat.

(3) et (4). L’assertion (3) découle de 'assertion (2) et du dernier point de I’exercice
E.14 si p > 0, car Iapplication de développement en base p est une semi-conjugaison
entre le systéme de Bernoulli unilatére (27N, uN, oy) sur alphabet {0,...,p — 1} muni de
I’équiprobabilité p = ]l) f 0 A; (ot A; est la masse de Dirac unité en i) et le systéme
dynamique mesuré (R/Z,df, ¢,). Mais elle est aussi un cas particulier de I’assertion (4)
avec N = 1.

Soient X = RY/ZN et yu = A = df la mesure de Haar sur X. Pour tout m dans ZV,
notons comme d’habitude e,, : X — C la fonction trigonométrique 6 — €™M0 Par
I’assertion (1) et par le théoréme de Stone-Weierstrass, il suffit de montrer que pour tous
les k € N — {0} et my,...,my dans ZV, la formule (19) est vérifiée pour u = A\, f; = em;
pour 7 = 1,....k et ¢ = ¢p. Raisonnons par récurrence sur k. C’est vrai pour k = 1,
comme conséquence de l'invariance de A\ par ¢ps. Supposons k > 2. Si myp = 0, alors le
résultat est vrai par I’hypothése au rang k — 1. Supposons donc my, non nul. En particulier,

/kad,i:o:jﬁ[l/xfjdx

T;(N .
Nous avons f; o i(n) _ em.  avec min, = M7 (Mm. Montrons que pour tout n assez
J M mjn J,m J
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grand, la somme Z?:l ENT (”)mj est non nulle. Ceci implique que

k
o A7) gy _
/X Jl;[lfj ogy  dA /X €Z§:1 T, (0)do =0,

ce qu’il fallait démontrer.
Supposons par ’absurde que

k
S M = g (23)
j=1

pour une sous-suite d’entiers n tendant vers +oo. En trigonalisant M sur C et puisque les
valeurs propres complexes de M sont de module strictement supérieur a 1, il existe une
matrice triangulaire inférieure complexe T', dont nous pouvons supposer que les coefficients
diagonaux Ap,... Ay soient ordonnés de sorte que 1 < |[A;| < |Ag| < -+ < |An]| et une
matrice inversible P € GL,(C) telle que M = PT P~'. Notons v; = 'Pm; pour j =
1,...,k. La formule (23) implique alors

k
> ity =0 (24)
i=1
pour une sous-suite d’entiers n tendant vers +oo. Puisque le vecteur vy = (vg1, ..., VkN)

est non nul, il existe r € {1,..., N} tel que v, # 0 et vyy =0 pour £ =r+1,...,N.
Puisque ‘T est triangulaire supérieure, le module du r-éme coefficient du N-uplet T (),
est égal & |\ | vy .| Puisque limy, oo (7k—1(n) — 7j(n)) = +o00 pour j = 1,...,k — 2,
le module du r-éme coefficient de Zf;ll t77(My; est borné par ¢ |\|™* 1 pour une
constante ¢ > 0. Mais comme lim,,_, { oo (7x—1(n)—7x—1(n)) = 400 et |A,| > 1, ceci contredit

la formule (24).
Correction de l’exercice E.16. Nous supposons que le temps est discret, le temps
continu se traite de maniére semblable.

(1) C’est le cas particulier £ = 2 de 'assertion suivante.

(2) Soient 11,...,7; : N — N telles que lim oo (7i41 — i) = +oo pour i = 1,...,k — 1.
Montrons que pour tous les boréliens A, ..., A de X x X', nous avons

k n
tim_p o (Y6 x 6) D) = [Juee (4
i=1

n—+o0o !
=1

Puisque les produits de boréliens engendrent la tribu borélienne produit, nous pouvons
supposer que A7 = A; x A} ou A; est un borélien de X et A} un borélien de X', pour tout
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i=1,...,k. Nous avons alors

k k k
e (6 x @)™ An) = peu (60 x (¢ A))
=1 =1 =1
k k
= u( BERER (Ai)) //( N ¢’_”(")(A§)>
=1 =1
k k
—notoo [ [0(A) TTW(AD) =] rew'(4Y)
=1 =1 i=1

(3) Notons que

E”:{g:XXX’—HC:ElnEN,f@'EE,fz‘/eE,7g:Zfi'fz‘/}

i=1

est bien un sous-espace vectoriel de L?(X x X', u®@y'), car stable par addition par définition,

stable par multiplication scalaire car E l'est, et composé de fonctions de classe L2 par la

majoration ||glrz < 230, I fillLe [[£/]l2. Il est de plus dense dans L2(X x X', u® '),

car le sous-espace vectoriel engendré par les fonctions & variables séparées est dense dans

L2(X x X', u®u'), et que E et E’ sont denses dans L2(X, u1) et L?(X, i) respectivement.
En rappelant la notation ¢, 4(f, g) pour le coefficient de corrélation

cno(f,9) Z/X(f0¢”)gdu— (/deu)(/xgdu) ,
montrons que pour tout n € N

| cngxe (f - f'9-9) | =0 (@) Il e lole e ) -

Par la bilinéarité des coefficients de corrélation, et par la définition de la norme de E”, ceci
montrera le résultat.

Puisque (f - ') o (& x ¢)" = (f o 6") - (f/ 0 ™) et & p(h - K) = u(h) (W) pows
tous les h € L2(X, ) et ' € L2(X’, i/’), nous avons
| e gy dudd = ([ (oo gau) ([ (Foo™ g aw)
XxX' X X/
= (u(f) nlg) +OW(m) I fllellgle) (w'(F) 1 (g) +O@m) 1 e llg'ller)

Pour tout élément f € E, puisque p est une mesure de probabilité sur X, nous avons
l(H) < IIflle < ¢ ||Iflle par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et par I'hypothése sur la
norme de E. De méme, pour tout f' € E’, nous avons la majoration |1/ (f')| < ¢ ||f'||z-
Puisque (n)? < 1(n) car 1 < 1 par hypothése, nous avons donc, comme voulu,

| cngxe (f - f' 9-9") | = O(() I fllellgle | £ e l9'lle) -

Correction de ’exercice E.17. (1) Par le lemme 3.3 (3), nous savons que les fibres
d)X/[l(H) pour 6 dans T sont de cardinal égal & |det M | > 1, donc ¢ n’est pas injective.
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Soit y € RY. Pour tout n € N — {0}, nous avons ¢%,(y) = ¢ si et seulement si
M"y € y+ Z~. Comme les valeurs propres complexes de M ne sont pas des racines de
I'unité, la matrice M™ — id est inversible. Puisque toutes les valeurs propres complexes de
M sont de module > 1, les valeurs propres de (M™ —id)~! tendent vers 0 quand n tend
vers l'infini. Le réseau uniforme (M™ —id)~*(Z") du groupe localement compact RY (voir
la partie 4 pour la terminoloie, qui n’est pas nécessaire ici) devient donc de plus en plus
dense quand n tend vers +oo, car son parallélépipéde fondamental (M™ — id)~1([0, 1])
est de diametre qui tend vers 0. Donc {J,,ey_qoy (M" — id)~Y(Z") est une partie dense de
RY | et son image dans TV par I’application uniformément continue surjective 1 qui est
égale a Per(¢ys), est aussi dense.

Vu les hypothéses sur les valeurs propres de M, nous savons par le théoréme 3.5 que
la transformation ¢y; du tore est mélangeante pour la mesure de Haar de T, donc est
topologiquement mélangeante par ’exercice E.13, donc est positivement transitive et non
errante comme vu dans la partie 1.5.

(2) Soient y, 2 € RY. Pour tout n € N — {0}, nous avons ¢%,(2) = ¥ si et seulement si
M'zey+ ZN Notons que MZN est un sous-groupe d’indice fini (égal & | det M|) de Z".
Done ¢/ (9) = p({M"(y +1) : [i] € ZV/M"ZN}).

i) L’assertion i) découle alors du lemme 3.3 (3).

ii) Lorsque i parcourt Z~, les compacts M ~1([0, 1] + i) recouvrent RV . Ils sont d’in-
térieurs deux a deux disjoints, et de frontiére de mesure de Lebesgue nulle. L’applica-
tion 7, 0 M : M~1([0,1]N +4) — [0,1]" est un C*-difféomorphisme (affine) de jacobien
(constant) égal & | det M|, et d’inverse y — M ~t(y +1).

De plus, lorsque i parcourt un systeme de représentants des classes [i] € ezN /M ZN | les
images de ces compacts M ([0, 1]V +4) dans T sont d’intérieurs deux & deux disjoints,
et recouvrent T™V. Pour tout f € CO(']I‘N ), notons fv: fo e qui est ZN-périodique (c’est-

a-dire f(y +1i) = f~(y) pour tous les i € ZN et y € RY) et continue sur RY. Alors pour
tous les f € C°(TY), en effectuant les changements de variables ci-dessus, par l’assertion
i), nous avons

[reomaan= > F(Mz) §(a) do

LlezN /MZN —1([0,1]N +4)

= 2 1 1 1
= Y TR ) e

[i|€ZN /MZN

=/ f (Larg) dx
'ﬂ‘N

68



4 Dynamique sur les espaces homogénes

Dans toute cette partie, nous fixons un entier N € N — {0,1}. Nous avons étudié¢ dans
la partie précédente divers exemples de systémes dynamiques sur le tore TV, qui est le
quotient du groupe topologique G = R par le sous-groupe discret I' = Z% | en particulier
pour I'action par translations de R sur TV. Dans ce chapitre, nous étendons cette étude
a des groupes topologiques non abéliens comme G = SLy (R).

L’exemple le plus simple de tel systéme dynamique sur I'\G s’interpréte géométrique-
ment comme le flot géodésique sur un quotient du plan hyperbolique, voir la partie 4.5,
ainsi que le joli livre [Dal].

Le quotient I'\ G n’est en général plus un groupe, mais un espace homogeéne sous l’action
de G. Les séries de Fourier, qui jouaient un réle si important pour le tore TV, seront
remplacées ici par les représentations unitaires de GG, voir la partie 4.2.

En effet, si G = RY, T' = Z" alors la famille des fonctions trigonométriques (e,),,ezn
est une base hilbertienne de I'espace de Hilbert 7 = L2(TV, df), sur lequel le groupe R
agit par (¢, f) — (w(t)f : 2 mod TV = f(z 4+t mod TV)). Cette action est une représen-
tation unitaire de G = RY sur J# (voir ci-dessous pour leur définition). La démonstration
de I'ergodicité des translations par un élément ¢ de RY totalement irrationnel sur TV (voir
la proposition 3.2) passait par I’étude des coefficients matriciels (voir ci-dessous pour leur
définition) (mw(nt)en,, e, ), et en particulier leur annulation pour n assez grand. Cest ce
résultat d’annulation qui formera la trame de tout ce chapitre (voir la proposition 4.9).

4.1 Le groupe unimodulaire SLy(R)

Notons G le groupe topologique localement compact, métrisable, séparable
G = SLN(R) = {g S GLN(R) cdetg = 1} .

Il existe sur G une (en fait de trés nombreuses, voir par exemple | , Coro. 1.3]) distance
dg invariante & gauche, c’est-a-dire telle que pour tous les g, z,y dans G, nous ayons

da(9z,9y) = da(z,y) .

Par exemple, en notant indifféeremment e = id = Iy la matrice identité de taille N et || ||
une norme matricielle ”® quelconque sur .#y (R), nous pouvons prendre la distance "

de(z,y) =In(1 +[lz7y —id ||) + In(1 + [ly "'z —id ) . (25)

72. Cette étude se généralise a tous les groupes de Lie réels G connexes, semi-simples, de centre fini, voir
par exemple [ ]

73. c’est-a-dire une norme sur .#n(R) vérifiant ||zy|| < ||z| ||y||, comme la norme d’opérateur des ma-
trices vues comme applications linéaires de ’espace euclidien standard R

74. L’inégalité triangulaire découle par exemple des inégalités

—1 —1 -1 —1 -1 -1
Ltz z—el =1+llz"y—ell+lly " 2z —ell + (a7 2z el = [z y —el = [y z —ell)
Ltz ly —ell+lly 2 —el + ez —e) = (@ 'y —e) = (y 'z e

L+lz ly—el+lly tz—el+@ y—e)y z—e)| <A+ z 'y —el)(1+ Iy~

IN

1

z—e|).
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Lemme 4.1. (1) I existe une mesure borélienne positive non nulle vg sur G, finie sur les
compacts, invariante par les translations & gauche ™, unique & un scalaire multiplicatif
pres.

(2) La mesure u est aussi invariante par les translations a droite .

Remarque. L’assertion (1) est vraie pour tout groupe topologique localement compact
G (en renforcant “finie sur les compacts” par “réguliére” si G n’est pas supposé métrisable
séparable, voir [Coh]). La mesure vg est appelée une mesure de Haar (& gauche) de G.
Lorsque I'assertion (2) est vérifiée, nous dirons que G est unimodulaire. Par exemple un
groupe topologique compact est unimodulaire. Voir par exemple |\Wei] pour des démons-
trations et informations supplémentaires sur les mesures de Haar.

Démonstration. Il est facile de construire explicitement v pour G = SLx(R). Notons A
la mesure de Lebesgue sur .#y(R) = RY 2, et posons, pour tout borélien A de G,

1

Nous avons bien (A\g)«vg = (pg)«Va = v, car les endomorphismes linéaires de .y (R)
définis par = — gz et x +— g~ ! sont de déterminant 1, pour tout g dans G. "7

Pour montrer 1'unicité, soient v et v/ deux mesures positives boréliennes non nulles,
finies sur les compacts, invariantes par les translations & gauche sur G.

Notons que le support d’'une mesure de Haar de G est égal a G. En effet, tout ouvert
non vide U de G contient un translaté a gauche de la boule ouverte Bg(e, €) pour un € > 0
assez petit. Comme G admet une partie P dénombrable dense et par invariance a gauche
de la distance, nous avons G = gep 9 Bg (e, €). Puisque v est non nulle et invariante, nous
avons v(Bg(e,€)) # 0, donc v(U) # 0. Donc toute fonction continue a support compact,
qui est positive et non identiquement nulle, est d’intégrale finie non nulle pour toute mesure
de Haar.

Une mesure de Haar sur G est o-finie car si V' est un voisinage compact de e, alors
G=U geP gV par argument ci-dessus, et la mesure de Haar de V est finie.

Fixons g € CY(G) positive non identiquement nulle ®. Pour tout f € C2(G), notons

f(z) g(yz)
ng(ta:) av'(t)’

qui est une application de G x G dans C bien définie (le dénominateur ne s’annule pas par
ce qui précede), a support compact dans G X G, et continue (le dénominateur est continu
en x par I'uniforme continuité de g).

h:(xz,y)—

75. c’est-a~dire (A\g)«vag = va pour tout g € G, ol Ag : & — gx est la translation a gauche par g

76. c’est-a-dire (pg)«ve = ve pour tout g € G, ol py : x> xg~ ' est la translation & droite par g

77. En effet, en considérant une matrice de .#n(R) comme le N-uplet de ses vecteurs colonnes, et par
un calcul de déterminant diagonal par blocs, pour tout g dans G, le déterminant de ’endomorphisme
de (RM)N défini par (Xi1,...,Xn) = (gX1,...,9XnN) est (detg)™. De plus, zg = (g ‘z) pour tout

n(n—1)

x € Mn(R) et le déterminant de 'endomorphisme linéaire involutif x — ‘x de .#n(R) vaut (—1)" = .

78. par exemple la restriction 4 G d’une fonction dans C? (RN 2), positive et valant 1 en In
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Par le théoréme de Fubini (puisque les mesures sont o-finies) et par I'invariance par
translation a gauche de v par y~! et de / par z, nous avons

// (2,y) d/(y) dv(x // (z,y) dv(x) d (y)
// (y o, y) dv(z) dv/(y // (ylz,y) dv'(y) dv(z)
= [ [ nt ) av') o).

o ng(ym) dv'(y) S
[t v = [ s T o(tz) dor() )

= x v v(r) = ~Hay) d vz
_/G/Gh(,y)d(y)d() /G/Gh(y,y)d(y)d()
. f(y_l)g(x) ! e
= [, | Tt a0

-1
= (o ) ([ ot i )

Puisque l'intégrale de droite de la ligne ci-dessous ne dépend pas de la mesure v, nous

avons donc
fG z) dv(z) fG z)
ng dv(z) fcg x d”’

> 0 qui ne dépend pas de f, nous avons par conséquent

Donc

_ Jog(x) dv(x)
En notant ¢ = W

Jo f(x) d = Jo f( V')(x). Puisque deux mesures donnant méme intégrale a
toutes les fonctlons contlnues a support compact coincident, nous avons donc v = cv/'.

g

Nous fixons dans la suite une mesure de Haar v sur G. Soit I' un sous-groupe discret de
G. 1l existe donc ¢y > 0 tel que Bg(e,2¢p) NI' = {e}. Par définition, le quotient X = I'\G
est ’ensemble des classes a gauche © = I'g des éléments g € G. Nous le munissons de la
distance (qui induit la topologie quotient)

d(lg,T¢") = inf di(g,v9')
yel’

et nous notons la projection canonique de G dans X = I'\G définie par g — T'g.
Nous notons encore p 'action de G sur X par translations & droite sur les classes a
gauche modulo I" : pour tout g dans GG, nous avons, lorsque T parcourt G,

pg:xzfing_lefg_l.

Lemme 4.2. (1) Pour tout g dans G, lapplication n induit un homéomorphisme de
Be(g, €0) sur B(T'g, e0). De plus, l'image réciproque 7171(3@97 €0)) est la réunion disjointe
des boules Bg(vg,€9) pour vy dans T.

(2) 1l existe une mesure positive borélienne non nulle p = px sur X, finie sur les
compacts et invariante par translations & droite™ , unique & scalaire multiplicatif prés.

79. c’est-a-dire telle que (pg)«p = p pour tout g € G
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Remarque. L’assertion (2) est encore vraie pour tous les groupes topologiques localement
compacts unimodulaire G (en remplagant “finie sur les compacts” par “réguliére” si G n’est
pas supposé métrisable séparable) et leurs sous-groupes discrets I'. La mesure p est appelée
une mesure de Haar (& droite) de I'espace homogeéne X = I'\G. Voir par exemple [Wei]
pour des démonstrations et généralisations (en particulier lorsque I' est remplacé par un
sous-groupe fermé de G). Attention, la mesure p n’est en général pas la mesure image de
VG par . Par contre, la restriction de p & toute boule B(I'g, ) est la mesure image par
T de la restriction d’un multiple scalaire strictement positif de v a Bg(g, % ).

Démonstration. L’assertion (1) se démontre comme pour le tore TV, et implique que e
est un revétement (voir par exemple | D).

(2) Nous définissons d’abord p sur les boules B(I'g, §') : pour tout borélien A contenu
dans B(I'g, ¢), nous écrivons A = p(A) avec A un borélien contenu dans B(g, 3) et

posons (A) = vg(A). Cela ne dépend pas des choix, car vg est invariante & gauche.
Définissons alors p sur X : pour tout borélien A, nous écrivons A = | |,y A; avec les
Aj; qui sont des boréliens deux & deux disjoints, de diameétre au plus %, et nous posons
p(A) = > ;en 1(A;). Cela ne dépend pas non plus des choix. Par construction, et comme G
est unimodulaire, pour tout g dans G, nous avons (pg).«u (A) = p((pg) "1 (A)) = u(Ag) =

p(A). O

Un sous-groupe discret I' de G est appelé un réseau si u(I'\G) < 0o, ce qui ne dépend
pas du choix de p. Nous normaliserons alors la mesure de Haar pu de ’espace homogéne
I'\G pour qu’elle soit de probabilité. Un sous-groupe discret I' de G est dit cocompact (ou
uniforme) si le quotient I'\G est compact ; c’est en particulier un réseau.

Exemples : (1) Le sous-groupe SLy(Z) est un réseau non uniforme de SLy(R). Voir la
proposition 4.16 ci-dessous pour N = 2.

(2) Le groupe topologique SLy(R) contient aussi des réseaux cocompacts.

Nous ne montrerons pas ces assertions, voir par exemple |Bor, |. Ces exemples
sont construits de fagon arithmétique et sont le point de départ d’une interaction riche
entre systémes dynamiques et arithmétique, voir par exemple | , , |.

4.2 Représentations unitaires

Soit " un réseau de G. L’action par translation & droite d’un élément g de G sur
X = T'\G est un systéme dynamique topologique, qui préserve la mesure de Haar p de
X (qui est finie). Pour étudier les propriétés ergodiques de ce systéme dynamique, nous
aurons besoin de la définition suivante. Nous renvoyons par exemple & | | pour des
généralités sur cette partie.

Si 7 est un espace de Hilbert (complexe),®’ notons U(J#) le groupe unitaire de 2,
c’est-a-dire le groupe des bijections linéaires continues®' u : # — #
e qui préservent le produit scalaire de J7 :

Va,yeH, <u($)7u(y)> = <x7y> )

80. Son produit scalaire sera noté (x,y) — (z,y). Il est supposé linéaire a gauche et anti-linéaire a droite.
81. leur inverse est alors automatiquement continu par le théoréme de Banach, mais cela découle aussi
de la propriété suivante d’isométrie
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e ou, de maniére équivalente par les formules de polarisation, qui préservent la norme
hilbertienne de 77 :
Veed, |ul)|=Iz],
e ou, de maniére équivalente, qui sont isométriques pour la distance hilbertienne d définie
par (z,y) — |ly — x| :
Va,ye A, du(z),uly))=dzy),

e ou, de maniére équivalente, dont l'inverse est égal & leur adjoint : nous avons uwu* =
w*u = 1 ot u* est I'adjoint % de w.

Une représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert J# est un morphisme de
groupes ™ : G — U(J) tel que, pour tout v dans S, 'application G — # définie

par g — 7(g)v soit continue. En particulier, application de G x . dans . définie par
(g,v) — 7(g)v est une action du groupe G sur ’ensemble 7. Nous noterons

C={ve#:Vgeq, nlgv=1}.

le sous-espace vectoriel (qui est fermé) des vecteurs fixes de 7 par cette action.

Exemple : La représentation quasi-réguliére (droite) de G sur X = I'\G est la représen-
tation unitaire 7 : G — U(L?(X, 1)) de G dans l'espace de Hilbert # = L2(X, u), ou
pour tous les g € G et f € J, nous avons

m(9)f :x = f(zg) .

Le sous-espace vectoriel
L3X.0 = {f € LX) s [ fdu=0}
est un sous-espace de Hilbert de 4, qui est invariant par G. Nous avons
Lo(X, m) = {0} . (26)

Démonstration. Montrons que 7 est en effet une représentation unitaire. Comme p est
invariante par l'action par translations a droite de G, nous avons

v f,f € LA(X, 1),V g € G, /fng’(xgdu /f )P (@) du(s)

donc I'application linéaire m(g) appartient bien a U(). Il est immédiat que 7 est un
morphisme de groupes. ®* Montrons la continuité, pour tout f € . fixé, de I'application
g+ m(g)f. C’est vrai si f appartient a l’espace vectoriel C?(X) des fonctions continues a
support compact sur X, par continuité uniforme. Nous concluons par la densité de C?(X)
dans 4 de la maniére suivante. Soient (gp)nen une suite dans G qui converge vers un
élément g € G et € > 0. Il existe fo dans C2(X) tel que ||f — follr2 < e. Alors

17 (gn) f = 7(9) fll> < 201 = follLe + [17(gn) fo — w(g) follLz < 3€

82. Rappelons que 'adjoint ©* de w est 'unique application linéaire continue de J# dans JZ telle que
(u(z),y) = (z,u"(y)) pour tous les z,y € .
83. En effet, pour tous les g,¢ € G, f € L*(X,u) et * € X, nous avons (n(e)f)(z) = f(x) et

(m(99")f)(z) = f(zgg") = (7(g')f)(zg) = ((w(g)m(g') )(x).
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pour n assez grand.
Comme la mesure p est finie, nous avons

| [ | <10 <l 151

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Donc L2(X, i) est contenu dans L'(X, 1), et L2(X, p)
est bien défini. 11 est immédiat que le sous-espace LZ(X, i) est fermé dans L2(X, u) par la
continuité de la forme linéaire f — [ fdp, et qu'il est invariant par G.

Soit f € L&(X, 1) Pour tout g dans G, nous avons f(xg) = f(zx) pour p-presque tout
x. Done, par le théoréme de Fubini, pour u-presque tout z, nous avons f(zg) = f(z) pour
vg-presque tout g. Fixons un tel point . Lorsque g décrit le complémentaire d’un ensemble
vg-négligeable, les points xg décrivent le complémentaire d’un ensemble p-négligeable.
Donc f est constante p-presque tout. Comme f est d’intégrale nulle, elle est nulle p-presque
tout. g

Le résultat suivant découle de ce qui précéde.

Corollaire 4.3. Si u est une mesure de Haar sur l’espace homogéne X = T'\G, alors
L2(X, ,u,)G est réduit aux fonctions u-presque partout constantes. ]

Soit m : G — U(.%) une représentation unitaire de G. Pour tout v dans ., notons
Gy={9€G:m(g)v=nr}
le fizateur de v. Pour v,v’ dans ¢, notons ¢, 'application de G dans C définie par

cow(9) = (m(g)v,0') ,

appelée un coefficient matriciel de w. C’est une fonction continue sur G, uniformément
bornée par ||v ||| v"| par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Le coefficient matriciel ¢, a
comme propriété remarquable d’étre invariant a droite par le fixateur G, de v et invariant
a gauche par le fixateur G,/ de v’ :

Vg, hheG, sinahjv=uvet n(h)' =, alors ¢, (h'gh)=rc,n(g). (27)

4.3 Ergodicité des translations sur les espaces homogénes

Dans cette partie, nous étudions les propriétés d’ergodicité de I’action par translation
a droite de certains éléments de G = SLa(R) sur les espaces homogénes I'\G pour I' un
réseau de G. Cette étude sera généralisée dans la partie suivante.

20 1 s _ (10 .
Pourt,seR,notonsat:<0 o—t/2 , Ug = 0 1 ,etugy = s 1 , qui sont des

éléments de SLa(R). Notons id = <é (1)>

Proposition 4.4. Soient I' un réseau de G = SLa(R) et t,s # 0. Alors les translations a
droite par ai, us et uy sur X = I'\G sont ergodiques pour la mesure de Haar pv de l’espace
homogeéne X.
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Démonstration. D’aprés I'assertion (4) de la proposition 1.6, ce résultat est une consé-
quence de la proposition suivante, appliquée a # = L?(X, i) et 7 la représentation quasi-
réguliére de G sur 7, en utilisant le corollaire 4.3. O

Proposition 4.5. Soient (2, ) une représentation unitaire de G et t,s # 0. Alors tout
vecteur v de J qui est invariant par a; (respectivement invariant par us ou invariant par
ug ) est invariant par G.

Cette proposition repose sur les lemmes suivants.

Lemme 4.6. (Phénoméne de Mautner) Soit v € 7.
a) Le fizateur G, de v est un sous-groupe fermé de G.
b) Nous avons g € G, si et seulement si ¢y, (g) = |[v]|*.
c¢) Soit g dans G tel qu’il existe des suites (gn)nen dans G et (Sp)nen, (8, )nen dans G,
telles que
lim g, =g et lim s,g,s, =id .
n—oo n—oo

Alors g appartient a G,.

Démonstration. L’assertion a) est claire par la propriété de continuité des représentations
unitaires.
Montrons l'assertion b). Nous avons I'égalité

Iw(g)v = vl* = 2([[o]|* = Re (co,0(9))) -

Si cpu(g) = |[v]|?, alors en particulier ¢, ,(g) est réel, et I'égalité ci-dessus montre que
g € G,. Réciproquement, si g € G, alors 'égalité ci-dessus montre que Re (¢,,(g)) = [|v||*.
Or par I'inégalité de Cauchy-Schartz, nous avons

\/Re (cow(9))? +1m (co,0(9))? = levw(9)] < Im(g)ll vl = [[v]l* .

Donc Im (¢,(g)) = 0 et cy(g) = [Jv]|?.
Pour montrer I’assertion c¢), remarquons que ¢, ,(gn) = cyu(Sngns,) par la formule (27).
Par continuité, nous en déduisons que ¢, ,(g) = ¢y ,(id) = [|v||%. Il résulte de I'assertion b)

que g appartient a G,. 0
Le phénoméne de Mautner permet de montrer le lemme suivant.

Lemme 4.7. Soit v € .

(1) S’il existe t # 0 tel que v est invariant par ay, alors, pour tout s € R, le vecteur v est
muvariant par us et par uy .

(2) S’il existe s # 0 tel que v est invariant par us (respectivement invariant par ug ), alors
pour tout t € R, le vecteur v est invariant par a.

Démonstration. (1) Nous pouvons supposer ¢ > 0. Pour montrer que v est invariant par
us pour tout s € R, appliquons le lemme 4.6 ¢) avec g, = g = us, s, = a; " et s, = a}.
Nous avons juste a vérifier que

1 —nt .
SngnS/n:< € 8> — id,

0 1 n—s00
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ce qui est clair. Nous montrons de méme que v est invariant par u; pour tout s € R.

(2) Supposons que v est invariant par us. Pour montrer que v est invariant par a; pour
tout ¢ € R, il suffit par densité et par le lemme 4.6 a) de le prouver lorsque ¢ est de la

forme t = 2 lng avec % un rationnel non nul. Nous appliquons alors le lemme 4.6 c) avec

Comme lim,, o gn = g, nous avons seulement & vérifier que

1 0
SngnS;1 = ( 21 ) — id,
1 n—oo

snp

ce qui est clair. Nous procédons de la méme fagon lorsque v est invariant par u; . O

Démonstration de la proposition 4.5. Soit v un vecteur de 57 invariant par a; pour
un t # 0 ou par ug ou u; pour un s # 0. Il résulte du lemme 4.7 que le groupe G, fixant v
contient tous les éléments de la forme ay, uy ou u, pour t',s’ € R. Comme ces éléments
engendrent ** G, nous avons G, = G. U

4.4 Meélange des translations sur les espaces homogénes

Nous renvoyons par exemple a | , | pour le contenu de cette sous-partie. L’étude
précédente pour G = SLa(R) va nous permettre de montrer le résultat plus général suivant.
Comme déja dit, nous munissons 'espace vectoriel réel de dimension fini .#x(R) d’une
norme matricielle quelconque.

Théoréme 4.8. Soient I' un réseau de G = SLy(R) et g un élément de G tel que

lim ||g"|| = oo. Alors la translation a droite par g sur l’espace topologique X = T'\G
n—oo

est mélangeante pour la mesure de Haar p de X.

Une démonstration analogue montre que si (g%);cr est un sous-groupe & un para-
métre de G tel que tligl |lgt|| = oo, alors le systéme dynamique mesuré a temps continu
—+00

(T\G, 11, (¢")ter) est mélangeant. Comme un systéme dynamique mesuré inversible (Y, p, ¢)
est mélangeant si et seulement si son inverse (Y, pu, 1) l'est, le théoréme 4.8 est valable
pour g € G tel que li_>m da(e,g™) = +oo.

n o

Nous allons utiliser le théoréme suivant de Howe %°-Moore % de décroissance des co-
efficients des représentations unitaires de G. Le théoréme de Howe-Moore, ainsi que le
théoréme 4.8, sont valables lorsque G est n’importe quel groupe de Lie réel connexe, semi-
simple, de centre fini. Voir par exemple | , Chap. IIIJ).

b
84. Nous avons (a Z) = (1 O> (a ?) (1 a) si a > 0. Si a < 0, nous nous ramenons au cas
C @ 1 0 a 0 1 .
- . a b -1 0 % _% .
précédant en multipliant a) P o 1)=1x ? . Si a = 0, nous nous ramenons au cas
¢ - V22

e 1\ £2
a > 0 en multipliant (O Z) par ( :81 :'Bl) =2 V2 . Voir plus généralement le lemme 4.14.
¢ V2
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Proposition 4.9. (Théoréme de Howe-Moore) Soient G = SLy(R), 7 une représenta-
tion unitaire de G dans un espace de Hilbert 7, et v,w des vecteurs de A . Si #C = {0},
alors
lim (w(g)v,w)=0.
llgl|—o0

Démonstration du théoréme 4.8. Appliquons le théoréeme de Howe-Moore 4.9 avec
A =13(T\G,p) et 7 la restriction a4 5 de la représentation quasi-réguliére de G. L’hy-
pothése de la proposition 4.9 est vérifiée par la formule (26). Le théoréme 4.8 découle alors
de la proposition 3.4 (4) car pour tous les v,w € 7, le n-éme coefficient de corrélation
cn(v,w) est un coefficient matriciel de 7 :

(o) = [ (00 ()" wan= [ v(eg™) () dua) = (g™ . D

Pour montrer le théoréeme de Howe-Moore 4.9, nous aurons besoin de deux résultats
classiques. Notons A le sous-groupe de Cartan® de SLy(R), constitué des matrices diago-
nales de déterminant 1 & coefficients diagonaux strictement positifs. Notons A" la partie
de A, définie par

t 0 N
A*:{( ): t1 > >ty >0 et Htizl}.

0 tn i=1
Notons K le sous-groupe compact maximal
K =SO(N) ={z € GLy(R) : 27! = 'z}
de SLy(R).
Lemme 4.10. (Décomposition de Cartan) Nous avons G = KATK.

Autrement dit, tout élément g de G peut s’écrire g = kiaks avec ky, ko dans K et a dans
AT, Notons que a est unique (ses valeurs propres t1,...,ty dans cet ordre sont appelées
les waleurs singuliéres de g, voir par exemple | , §1.10]. Par contre, les éléments k; et
ko ne sont pas forcément uniques.

Démonstration. (Voir par exemple [MT].) Soit ¢ € G. La matrice 'gg est symétrique,
définie positive. Il existe donc une matrice symétrique définie positive p telle que tgg = p?.
En posant k' = gp~', nous avons k'K’ = e, donc k' € K et ¢ = k’p. Nous pouvons
diagonaliser p dans une base orthonormée en ordonnant ses valeurs propres de maniére
décroissante, d’ott p = kak~! avec k dans K et a dans A1. Nous avons alors g = k'kak™!.
C’est ce que nous voulions. O

Rappelons qu’une suite (vy,)nen dans un espace de Hilbert 5 converge faiblement vers
un vecteur v dans 47 si, pour tout w dans .57, nous avons

ango<vn,w> = (v,w) .

Nous noterons alors v, — v. Le produit scalaire de 52 étant non dégénéré, ce vecteur v est
. = . . .. . .

alors unique. Rappelons ®® qu’une application linéaire continue u : 5% — J# est faiblement

continue : si v, — v, alors u(v,) — u(v).

85. En effet, pour tout w € 5, nous avons

Jim (u(on),w) = lim (vn, v (w)) = (v, u” (w)) = (w(v), w) .
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Lemme 4.11. (Compacité faible des boules unités fermées des espaces de Hil-
bert) Toute suite bornée (vy)nen dans un espace de Hilbert admet une sous-suite (vp, )keN
qui converge faiblement. 50

Démonstration. Quitte & remplacer 5 par 'adhérence du sous-espace vectoriel engen-
dré par {v, : n € N}, nous pouvons supposer que J# est séparable. Soit (w;);en une
partie dénombrable dense dans . Par un procédé d’extraction diagonale, nous pouvons
supposer que pour tout i, la suite bornée ((vy,, w;))nen converge. Nous en déduisons, par ap-
proximation, que pour tout w dans .7, la suite ((vy, w)),en est de Cauchy, donc converge
vers un réel f(w). La majoration |f(w)| < ||w| max,en ||vn| (obtenue par I'inégalité de
Cauchy-Schwarz) montre que f est une forme semi-linéaire continue. Donc par le théoréme
de dualité de Riesz®7, elle est de la forme f : w + (v, w) pour un v € JZ. O

Démonstration du théoréme de Howe-Moore 4.9. Supposons par ’absurde qu’il
existe € > 0, des vecteurs v/, w’ dans J# et une suite (g, )nen dans G tels que

VneN, [(r(gy)v,w')]>€¢ et lim |gy]|=o00.
n— o0

Par le lemme 4.11, quitte a extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que la suite
(de norme constante) (m(gn)v' )nen converge faiblement vers un vecteur vj). Un passage a
la limite dans I'inégalité |(m(gy,)v’, w')| > € assure que v, est non nul.

Par la décomposition de Cartan, écrivons g, = knankl, avec ky, k), dans K et a, dans
AT, Comme K est métrisable compact, quitte & extraire, nous pouvons supposer que les
limites k = nh_)rrolo kn et k' = lim k!, existent. Posons v = w(k')v" et vg = m(k™1)v}.

n—0o0

Lemme 4.12. Avec ces notations, la suite (ap)nen de AT vérifie
lim ||la,| = oo
n—oo
et la suite (m(an)v)pen converge faiblement vers le vecteur non nul vy.

Démonstration. La premiére assertion est claire. Pour montrer la seconde, pour tout w
dans 77, en posant w” = 7(k)w, puisque 7 est une représentation unitaire, nous avons

{7 (an)v — vo, w)| = [(m(kay k") — v, w”)| < Ty + Ty + Ts

avec

Ty = [(m(kank)o" — m(kanky)v', w")| < [|x (K)o = w(kp)o'|| [|w"] — 0,
n—oo

86. Le théoréme de compacité faible des boules unités fermées des espaces de Hilbert dit plus précisément
qu’un fermé borné d’un espace de Hilbert J# est compact pour la topologie faible sur J# (la plus petite
topologie sur # rendant continue les formes linéaires continues (pour la norme) sur J#). Rappelons que
la boule unité fermée de 7 est métrisable pour la topologie faible si et seulement si 7 est séparable. Voir
par exemple | , §6.2].

87. Notons . ’espace vectoriel complexe conjugué de ’espace vectoriel complexe 77 (c’est-a-dire dont
la multiplication externe (\,x) — Az est remplacée par (), z) — Az). Le théoréme de dualité de Riesz dit
que l'application de s# dans (5#)* donnée par = +— {y + (z,y)} est un isomorphisme linéaire isométrique
entre la norme de . et la norme duale de la norme de % (qui est aussi une norme sur 4#), voir par
exemple [Rud] ou | , §6.2].
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Ty = {m(kank, )V — m(knank,)v', w")| = |<7r(ank;)vl,7r(k_1)w” - ﬂ(k_l)w"ﬂ

n

< W (k™ Dw” = w (b Hw”| — 0,

n—oo
et
T5 = |{m(gn)V — v, w")] — 0. O
n—oo
Soient 7,j € {1,..., N}. Notons E;; la matrice N x N dont les coefficients sont tous nuls

sauf le coefficient d’indice (4, j) qui vaut 1. Pour i # j, notons Ujj, A;j, Sij les sous-groupes
suivants de G :
Uij = {id +5Eij HCNS R}
Aij = {id+(t = 1)Ey + (t" = 1)Ej; : t > 0}
Sij ={id+(a = 1)Ey + bEij + cEj + (d — 1)Ej; - ad — be = 1}

Le sous-groupe Uj; est abélien unipotent (isomorphe au groupe additif (R,+) par I'iso-

morphisme s — id +sE;;). Le sous-groupe A;; est abélien diagonal (isomorphe au groupe

multiplicatif (R*, X) par isomorphisme s — id +(t — 1) E;; + (! — 1) Ej;). Le groupe Sj;
b .

d) — id+(a — 1)Ej + bE;; +

cEj; + (d — 1)Ej;). Nous pourrons lui appliquer la proposition 4.5.

est isomorphe au groupe SLo(R) (par l'isomorphisme (CCL

Lemme 4.13. Avec ces notations, il existe £ € {1,..., N —1} tel que, pour tous les entiers
i,7 tels que 1 <1 <L < j <N, le vecteur vg soit invariant par Us;.

Démonstration. La matrice a,, € A" de la décomposition de Cartan de g, est diago-

nale avec des coefficients diagonaux (t;,)i1<i<n décroissants. Comme lim ||a,| = oo et
- n—oo

det a,, = 1, nous pouvons trouver un entier £ € {1,...,N} tel que lim ty,/tp41, =
n—oo

oco. Rappelons que si X est une matrice diagonale inversible, de coefficients diagonaux
T1,..., 7N, et si Y = (yij)1<ij<n, alors la matrice X 'Y X est égale a (%yij)1§i7j§N.
Soit u dans U;; avec 1 < i < £ < j < N. Nous voulons montrer que m(u)vg = vo.

Le choix de £ assure que nous avons lim a,'ua, = e. Par un calcul analogue & celui du
n—oo

lemme 4.12, nous avons alors (les limites étant prises au sens de la convergence faible sur
S, en rappelant que les applications linéaires continues sur .# sont faiblement continues)

m(u)vg = lim 7(u)w(a,)v = lim 7(a,)7(a, 'ua,)v = lim 7(a,)v = vg .
n—00 n—00 n—0o0

C’est ce que nous voulions. O

Lemme 4.14. Le groupe G = SLy(R) est engendré par les sous-groupes A;; et Uj pour
1<4,j<Neti#j.

Démonstration. Pour g dans G, la matrice (id +sE;;)g est obtenue & partir de g par
« une opération élémentaire sur les lignes » qui consiste a ajouter a la i-éme ligne de ¢
un multiple de sa j-éme ligne. De méme, la matrice g(id +sE;j) est obtenue a partir de
g par « une opération élémentaire sur les colonnes ». Partant de n’importe quelle matrice
g € G, nous nous rameénons, par une succession d’opérations élémentaires sur les lignes
et les colonnes & une matrice diagonale dans G, qui est produit d’éléments de A; ;41 pour
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i=1,...,N —1, & un nombre pair de signes prés, qui sont traités comme dans la note de
bas de page 84. O

Terminons maintenant la démonstration du théoréme de Howe-Moore. Pour résumer
ce qui précede, en raisonnant par 'absurde, nous avons construit un entier £ < N —1 et un
vecteur non nul vy de J#, qui est invariant par tous les groupes U;j avec 1 < ¢ < ¢ < j < N.
D’apreés la proposition 4.5, ce vecteur vg est invariant par .S;;. Il est en particulier invariant
par Aj; et donc invariant par toutes les matrices Ay j avec 1 < @',j" < N et i’ # j' (car
sid,j' < ¢, alors Ayjr C AynAj, et sid’,j’ > ¢, alors Ay C Ay Aqyr). De nouveau par
la proposition 4.5, ce vecteur est invariant par Uy ;.. Le lemme 4.14 ci-dessus montre alors
que le vecteur non nul vy est invariant par G, contradiction. ]

4.5 Flots géodésique et horocyclique sur les surfaces hyperboliques

Nous renvoyons par exemple a [Dal] pour le contenu de cette partie. Voir aussi le livre
[I[{at], en particulier son premier chapitre, et | , Chap. IV]. Le but de cette partie est
de construire des exemples remarquables de systémes dynamiques différentiables a temps
continu, de nature géométrique, et d’étudier leurs propriétés ergodiques.

Il existe une fagon géométrique trés simple de « visualiser » le groupe SLa(R), ou plus
précisément le groupe quotient®® G = PSLy(R) de SLy(R) par son centre {£id}. Un
élément de G est, par définition, une matrice de déterminant 1 définie au signe prés, que
Z] == (Z Z) avec a,b,c,d € R et ad — bc = 1.

Nous munissons G d’une mesure de Haar (& gauche), de sorte que la projection ca-
nonique de SLa(R) sur PSLy(R) soit localement un isomorphisme mesuré pour les deux
mesures de Haar. Le groupe G est aussi unimodulaire, ses mesures de Haar & gauche sont
invariantes par les translations a droite. 8

Pour tout sous-groupe discret I' de G, il existe une mesure positive borélienne non nulle
sur l'espace topologique quotient I'\G, invariante par translations a droite par G, unique
modulo scalaire strictement positif, appelée la mesure de Haar de 'espace homogene I'\G.
En fait, si pu: SLa(R) — PSL2(R) est la projection canonique, alors I = /rx_l(F) est un

a
nous noterons g = [
c

sous-groupe discret de SLz(R), et v induit un homéomorphisme I\ SLy(R) — I\G, qui
préserve les mesures de Haar de ces espaces homogénes.

Un sous-groupe discret I' de G est un réseau si la mesure de Haar de I'\G est finie.
Il est dit cocompact (ou uniforme) si I'\G est compact. Nous normalisons alors la mesure
de Haar de ’espace homogéne I'\G pour étre une mesure de probabilité. Notons que I
est un réseau (respectivement réseau uniforme) de G si et seulement si I' est un réseau
(respectivement réseau uniforme) de SLa(R).

Le groupe G agit sur le demi-plan supérieur

H={:=2+4+iyecC:y=Imz>0}

88. Notons que la notation G dans cette partie ne désigne pas le méme objet que les notations G des
parties 4.1 & 4.4.

89. Une maniére de voir ceci est de dire que puisque le sous-groupe Z = {+id} est discret et central,
le groupe SL2(R) agit aussi par translations a gauche sur ’espace homogéne Z\ SL2(R), et une mesure de
Haar de cet espace homogéne est aussi invariante a gauche par SLa(R).
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par la formule

a b

b
Vg:[c d}GG, Vz e H, g-z:az+

cz+d’

En effet, cette formule ne dépend pas du signe de g; un petit calcul montre que ’on a bien
g- (g -2)=1(g9) - z; et le fait que G préserve H découle du calcul

Im 2

Notons que z +— ¢ - z est une application holomorphe sur 'ouvert H de C, dont la différen-

tielle (en tant qu’application de classe C'!) est & m.

L’action de G s’étend contintiment au compactifi¢ d’Alexandrov RU {oo} de I'axe réel
en posant, pour tous les g € G et t € RU {0},

ath siteR et t# -1

ct+d
g sit=o00 et c=0
g-t= e sit=00 et ¢c#0
4 _ b
oo sit=-7et c#0.

Le fibré tangent & louvert H de C est TH = H x C, réunion disjointe des espaces
tangents T,H = {z} x C en tout point z € H. L’action tangente de G sur TH est donnée

par la formule
az+b 13
cz+d (cz+d)?)

526 ( (29)

Pour tout vecteur tangent v = (z,&) € TH ou z = x + iy, notons

ol = £
Yy

et appelons cette quantité la norme hyperbolique de v.”° Appelons plan hyperbolique réel,
et notons H]%{, I'ouvert H muni de ’application norme hyperbolique de TH dans R définie
par v = (z,§) — ||v]|s. Il est élémentaire de vérifier que 'action de G préserve la norme
hyperbolique *!, ¢’est-a-dire que pour tous les g € G et v = (z,£&) € TH, nous avons

lg - vllg-= = [lvll- -

Le volume hyperbolique de Hf% est la mesure VOIHD% sur H absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue de H, définie par

dx dy
y:

dvolHD%(z) =

Un calcul élémentaire montre que l'action de G sur Hﬁ préserve le volume hyperbolique.

Notons
T'HE = {v= (2,8 €eH: xC: |v|, =1},

90. Cette norme étant une norme euclidienne sur chaque espace tangent, variant de maniére lisse, ceci
définit une métrique riemannienne sur Hi, voir par exemple [ , .
91. On dit que l'action de G est isométrique pour la métrique riemannienne susdite.
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que nous appelons le fibré tangent unitaire du plan hyperbolique réel H]%{. Il est invariant
par Paction du groupe G. L’application de R x |0, +00o[ x R/Z dans le fibré tangent unitaire
T'HZ2 définie par (z,y,0) — (z+iy, y %) est un homéomorphisme, que nous utiliserons
comme paramétrage local et global.

Sip: TlH%{ — H%{ est la premiére projection v = (z,&) — z, alors la fibre de p au-dessus
de z € H%& est la sphere tangente unité en z, notée

THHE = {v = (2,€) : [¢§| = Im z} .

La mesure sphérique sur T;H%& est I'image de la mesure de Lebesgue du cercle R/Z par
I’homéomorphisme 6 — (z, (Im z)e?™), notée volT;HH%(v). Nous la considérerons aussi

comme une mesure sur TlHi, a support dans TZIHJQR.

La mesure de Liouwville?” sur le fibré tangent unitaire T'HZ, notée mriou est la me-
sure qui désintégre par la projection p au-dessus du volume hyperbolique, avec mesures
conditionnelles sur les fibres les mesures sphériques :

MLiou(V) = / volpipz (v) dvolyz (2) .
z€H3 =R R

Ceci signifie que pour toute fonction continue & support compact f € CO(T 111-]1%&), nous
avons

/TIHD% f(v) dmyiou(v) = /ZGHH% </veTle]§ f(v) dvoszlHD%(v)> d voly (2)

:/ / / fla+iy, y ™) dedifdy- (30)
z€R Jy€ ]0,+00[ JOER/Z )

Il est élémentaire de vérifier que la mesure de Liouville est une mesure positive borélienne
non nulle sur TlH]%g, finie sur les compacts, invariante par 'action de G.

Le lemme suivant dit en particulier que G = PSLy(R) agit simplement transitivement
sur le fibré tangent unitaire du plan hyperbolique réel T1H%&.

Lemme 4.15. Notons ® : G — T'HZ lapplication définie par ® : g — g - (i,1).

(1) L’application ® est un homéomorphisme.

(2) L’application ® est équivariante : pour tous les éléments g,g' dans G, nous avons
D(g9") = g- 2(g").
(3) La mesure image de la mesure de Liouville sur T'HZ, par @~ est une mesure de Haar

de G.

Joseph Liouville  Shrikrishna Dani
92.  1809-1882

93. en fait un C*°-diffeomorphisme quand G et T'HZ sont munies des structures de variété différen-
tielle quotient de la sous-variété différentielle SLo(R) par {4 id} et de sous-variété différentielle de H x C,
respectivement
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Démonstration. (1) et (2) L’action par homographies du groupe topologique G sur 'es-
pace topologique Hﬁ est continue. Elle est transitive, car par une translation horizontale

t .
0 J ), tout point de HZ
s’envoie sur un point de l'axe vertical, et par une homothétie z — A2z pour un certain

. . 1
Zz +— z 4+t pour un certain t € R (correspondant a I'action de [

A > 0 (correspondant a I'action de B 1?)\} ), tout point de 'axe vertical s’envoie sur le

point <.
Le stabilisateur du point ¢ dans G est constitué des éléments [Z Z} tels que a, b, c,d €
R,ad —bc=1¢et ‘C‘Zis =i, donc avec a = d, b= —c et a® + b*> = 1. Il est donc égal &
PSO,(R) = SO (R)/{id)} = {ps = cosf —simb) ., R/2n2}
sinf  cosf

Comme T}HZ = {(i,&) : |¢| =1} et puisque par la formule (29) nous avons

. . 3 ) . _2ip
) = 7 — Z,e
p0-:9) = (b (g reosar) = 0209
le groupe PSO2(R) agit simplement transitivement sur T} H2. Donc G agit simplement
transitivement sur le fibré tangent unitaire TIH%&.

Par conséquent, application orbitale ® : g — ¢ - (i,4) est une bijection continue équi-
variante. Il n’est pas difficile de montrer qu’elle est propre, donc est un homéomorphisme.

L’assertion (3) découle alors des assertions (1) et (2), car celles-ci montrent que la
mesure image (®71),mLioy est une mesure positive borélienne non nulle sur G, finie sur les
compacts, invariante par l'action par translations & gauche de G sur lui-méme. U

Soit I" un sous-groupe discret de G. .’homéomorphisme équivariant ® induit par pas-
sage au quotient un homéomorphisme de I'\G' dans T'\T'H2, que nous notons encore .
La mesure de Liouville sur Tlll-]ll%g induit une mesure sur I'\T'HZ, de sorte que la pro-
jection canonique de Tl]HI]% sur F\TlHﬁ soit localement un isomorphisme mesuré, que
I'on appelle encore la mesure de Liouwville de F\TlH]%. Sa mesure image par 'inverse de
® : T\G — I'\T'HZ est la mesure de Haar de I'espace homogene I'\G (voir le lemme 4.2
et la remarque qui le suit, ainsi que le début de la partie 4.5).

Proposition 4.16. Le sous-groupe discret I' = PSLa(Z), appelé le groupe modulaire, est
un réseau de G = PSLy(R).

Ceci montre aussi que SLa(Z) est un réseau de SLa(R). Avant de fournir une démonstra-
tion, donnons quelques exemples de dessins de pavages du plan hyperbolique réel invariants
par le groupe modulaire. Le premier est la bibliothéque de Richard Pink, les autres sont
dus respectivement & J. Diaz-A. Verjovsky-F. Vlacci, P. McCreary-T. Murphy-C. Carter
et P. Fradin.
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Démonstration. Par I'assertion (3) du lemme 4.15, il suffit de montrer que la mesure de
Liouville de I'\T'HZ, est finie.

k,,:,,: H]%

-

1

1 1
-1 -3 0 3

Par la méthode du pivot de Gauss, il est élémentaire de montrer que le groupe PSLy(7Z)
11
01

84

est engendré par S = [(1) _01] et T'= [ ] Comme le groupe infini cyclique engendré



par T agit sur H]%g par les translations horizontales entiéres, et S par 'inversion z +— —%
par rapport au cercle unité, nous avons donc que

1
9:{26H Dz] > 1, ]Rez\gi}

est un domaine (faiblement) fondamental®* pour I'action de T' sur Hﬁg. Voir 'exercice E.19.

Par désintégration de la mesure de Liouville sur TI]HI]%@, et puisque les mesures condi-
tionnelles sur les fibres sont des mesures de probabilité, nous avons

mLiou(F\TlHi) S mLiou(Tlﬁ) S VOIHD%(y) .

o 1
volHQ(ﬁ):/ dﬂ”jyg/ /2 W <,
R z Y y:l z:—% )

2

Or %

Ceci montre le résultat. O

Nous définissons la longueur (hyperbolique) ¢(c) d'une courbe c : [a,b] — HZ, de classe
C' par morceaux, par la formule

b
(e) = / 1)l dt

Une courbe ¢: I — H%{ de classe C', ot I est un intervalle de R, est dite paramétrée par
longueur d’arcs (hyperbolique) si ||c'(t)[|.4) = 1 pour tout ¢ € I, de sorte pour tous les
s <t dans I, nous avons £(c |[s ) =t — s.

Nous définissons la distance (hyperbolique) d(z,w) entre deux points z et w de H%
comme la borne inférieure des longueurs des courbes C'! par morceaux entre z et w. Il est
facile de vérifier que d est bien une distance, et qu’elle est invariante par ’action de G sur
HZ.

Appelons géodésique (hyperbolique) toute courbe continue ¢ : I — ]H[]i, avec I un inter-
valle quelconque de R (pas forcément borné), telle que pour tous les s < ¢t dans I, nous
avons

d(c(t),c(s)) =t—s.
Si I = [0,+00], nous dirons que c est un rayon géodésique de H% d’origine c(0). Notons
que 'image g-c: s+ g (c(s)) d'une géodésique ¢ : I — HZ par action par homographie
de tout élément g € G est encore une géodésique.

o
94. c’est-a-dire que J,cpv¥ = HE. Nous avons aussi, en notant .# = {z € H : |z| > 1, |Rez| < } }

o o
lintérieur de .7, les égalités v .Z N~y .F = 0 si v # ' (voir exercice E.19), mais nous n’en aurons pas
besoin ici. Il est aussi possible de montrer que

f’z{zéf : Rez#%etz#ew pour tout 8 € [%,g[}
est un domaine fondamental strict, c’est-a-dire contenant un et un seul point de toute orbite de I'" dans
HZ.

95. En fait, ces deux inégalités sont des égalités. Elles découlent du fait que I’ensemble des points z de
H2 dont le stabilisateur dans T' est non trivial est de mesure nulle (cet ensemble est en fait discret, réunion
des deux orbites de i et equ'”, voir l'exercice E.19), du fait déja mentionné que les images de l'intérieur du
domaine fondamental .% par les éléments du groupe dénombrable I" sont deux & deux disjointes, et parce
que la frontiére de .# est de mesure nulle.

96. Un calcul plus précis laissé au lecteur montre que VolHﬁ (F)=Z.

3
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Lemme 4.17. Les géodésiques sont les arcs de demi-droites (ouvertes maximales) verti-
cales et demi-cercles (ouverts maximauz) contenus dans Ha et orthogonauz & aze réel,
paramétrés de maniére C>° par longueur d’arc hyperbolique.

| (

Les deux points a l’infini d’une géodésique ¢ de H%R définie sur R sont les points d’inter-
section de I’axe réel avec le cercle contenant (I'image de) ¢, si ¢ est un demi-cercle. Si ¢ est
une demi-droite verticale, ses points a l’infini sont le point co et le point d’intersection de
'axe réel avec la droite contenant (I'image de) ¢. On définit de maniére similaire le point
a l'infini d’un rayon géodésique de ]HI%{. L’espace a Uinfini de H]%{, noté BOOH]%{, est 'espace
R U {00} des points & l'infinis des rayons géodésiques de Hz.

Démonstration. Pour tout chemin ¢ de classe C! par morceaux entre deux points ¢(0)

et ¢(1) de I'axe imaginaire, comme |¢/(t)| > |(Im ¢)'(¢)], nous avons £(c) > £(iIm ¢), avec
inégalité stricte si la courbe ¢ n’est pas contenue dans I'axe imaginaire.

Y
8

De plus, tout chemin sur I’axe imaginaire faisant un aller-retour non trivial est de
longueur (hyperbolique) strictement supérieure a celle de ce chemin privé de cet aller-
retour. Donc, pour tout y > 1,

y
d(i,yi) = ﬁzlny,
o S
et la courbe c: [0,Iny] — HZ définie par
trseli (31)

est 'unique (modulo translation & la source) géodésique C! par morceaux joignant i & y 1.
Par approximation, nous montrons facilement que c’est aussi la seule géodésique (continue)
joignant i a y i (et elle est donc de classe C*°). Comme tout élément g de G est une isométrie
hyperbolique, la courbe ¢ — g-(e! i) est I'unique (modulo translation & la source) géodésique
joignant g-i a g- (y1).
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Il est bien connu (voir [Rud]) que les homographies z gjis avec a, b, c,d dans C et

ad — bc = 1 préservent la famille des cercles-droites, ainsi que la relation d’orthogonalité,
qu’elles préservent le demi-plan supérieur si a,b,c,d sont réels, et qu’elles agissent de
maniére transitive sur la famille des cercles-droites. Le résultat en découle. O

Pour tout v = (z, &) dans T'HZ, il existe donc une unique géodésique ¢ — c(t), définie
sur R, telle que v = (¢(0),/(0)). Notons alors, pour tout ¢t € R,

qui, si t > 0, est le vecteur tangent unitaire, tangent a la géodésique ¢ au point a distance
hyperbolique ¢ de ¢(0) sur cette géodésique, voir le dessin de gauche ci-dessous.

H2 y

s

Appelons horocycles® les droites horizontales contenues dans Hﬁ, dites centrées en oo,
ou les cercles contenus dans le demi-plan supérieur fermé, tangents a 1’axe horizontal et
privé de leur point sur cet axe, dits centrés en ce point (voir le dessin ci-dessus a droite). Le
groupe G des homographies z — gjj:s avec a,b,c,d € R et ad — bc = 1 agit transitivement
sur I’ensemble des horocycles : les translations z — 2z + b permettent de ramener tout
horocycle centré en un point de ’axe horizontal sur un horocycle centré en l’origine 0,
I’homographie z — —% permet de transformer tout horocycle centré en l'origine sur un
horocycle centré en oo, et les homothéties z — A2z avec A > 0 agissent transitivement sur
les horocycles centrés en oco. Les horocycles sont perpendiculaires aux géodésiques passant
par leur point a 'infini, car ¢’est vrai pour les horocycles centrés a I'infini, et par transitivité
pour les autres. L’application

c:s—i+s (32)

est I'unique paramétrage par longueur d’arc hyperbolique de ’horocycle horizontal d’équa-
tion Im z = 1 tel que (¢(0),ic(0)) = (i,7) : les vecteurs tangents (c(s) =i+ s, (s) = 1)
sont des vecteurs de norme hyperbolique 1.

Soit v = (2,§) € TlHﬁ un vecteur tangent unitaire a H]%. Appelons horocyclique stable
de v, et notons H*(v), 'unique horocycle passant par l'origine z de v et centré au point en
I'infini v4 du rayon géodésique défini par v. Appelons horocyclique instable de v, et notons
H*"(v), 'unique horocycle passant par l'origine z de v et centré au point en 'infini v_ du
rayon géodésique défini par (z, —&). Voir le dessin ci-dessous, celui de gauche étant le cas
oll v4+ # oo. Notons que pour tous les g € G et v € T'H2, nous avons

g-H*(v)=H*(g-v) et g-H"(v)=H"(g-v).

97. Poincaré disait horicycle.
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Flots horocycliques stables et instables

Pour tous les v € T'HZ et s € R, notons (voir le dessin ci-dessus)
b (v) = (c(s),ic/(s)) € T'HE , (33)

ol s — ¢(s) est 'unique paramétrage par longueur d’arc hyperbolique de I’horocycle stable
H?(v) de v tel que v = (¢(0),7(0)) soit le vecteur tangent unitaire positivement orthogonal
au vecteur tangent (c(0),(0)) de ’horocycle. De méme notons

b7 (v) = (e(s), ie'(s)) € T'Hf (34)

ol s + ¢(s) est l'unique paramétrage par longueur d’arc hyperbolique de I’horocycle in-
stable H"(v) de v tel que v = (€(0), i¢’(0)).

Lemme 4.18. Les familles (g')icr et (h%)ser sont des groupes a un parametre de C°-
difféomorphismes de TlHﬁ, appelés respectivement le flot géodésique et le flot horocyclique
(stable) sur le plan hyperbolique réel H]%, qui commutent”® avec l’action de G sur TlH]%.
Pour tous les g € G et t,s € R, nous avons

a'(®(9) = ®(gar) et b°(P(g)) = P(gus) (35)
t/2

. e 0 1 s
ot a;y = 0 et et ug = 0 1l

La mesure de Liouville sur TlH%% est tnvariante par le flot géodésique et par le flot
horocyclique.

Démonstration. La premiére assertion est immédiate. Pour la seconde, il suffit, par équi-
variance, de vérifier que nous avons

o légalité gl(i,i) = ®(ar), ce qui est clair car I'unique géodésique définie sur R de
vecteur tangent (i,7) au temps t = 0 est ¢ — e’ 4 par la formule (31), donc les deux termes
de cette égalité valent (e, eld), et que

o l'égalité h*(i, 1) = P(us), ce qui est clair car 'unique paramétrage par longueur d’arc
hyperbolique de I'horocycle stable H*(i,i) = {z € H2 : Im 2 = 1}, tel que (i,i) soit le
vecteur tangent unitaire positivement orthogonal au vecteur vitesse au temps ¢ = 0 de ce

98. pour tous les t,s € R, g € G et v € T'HE, nous avons g'(g-v) = g-g'(v) et h*(g-v) = g-h*(v)
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paramétrage, est s — i + s par la formule (32), donc donc les deux termes de cette égalité
valent (i + s,1).

La derniére assertion découle de la deuxiéme, du lemme 4.15 (3), et de l'invariance par
translations & droite des mesures de Haar de G. O

Pour tout sous-groupe discret T' de G, les flots (g!)icr et (h%)ser sur T”HI%R induisent
par passage au quotient des flots sur F\TIH%&, appelés respectivement le flot géodésique
sur T\HZ et le flot horocyclique sur T'\HZ, et que nous notons encore (g")icr et (h*)ser.
Par sa construction et la derniére affirmation du lemme 4.18, la mesure de Liouville sur
IRVA 1HJ§ est invariante par les flots géodésiques et horocycliques sur F\H]%g.

En conclusion, pour tout réseau I' de G, le flot sur ’espace homogéne I'\G défini par la
multiplication a droite par a; pour ¢t € R (respectivement us pour s € R), étudié (modulo
passage au quotient par le centre de SLo(R)) dans la proposition 4.4, est C'°°-conjugué au
flot géodésique (respectivement horocyclique) sur le quotient F\TlHﬁg, et en particulier les
diagrammes suivants commutent :

nG % I\G NG = TI\G
LR @ ¢l 1@

t s
NEZ S N\EE N\TEHE S T\TUHR
Corollaire 4.19. Si T est un réseau de PSLa(R), alors les flots géodésiques (g')er et ho-
rocycliques (h*)ser sur T\T'H% sont mélangeants pour la mesure de Liouville de T\T'HZ.

Démonstration. Notons r I'image réciproque de I' par la projection canonique de SLa(R)
sur PSLy(R). Alors I' est un réseau de SLa(R), et la projection canonique induit un ho-
méomorphisme © de I'\ SLa(R) sur I'\ PSLy(R), qui conjugue la translation a droite par

g = (Z Z) a la translation & droite par [CCL 2], pour tout g € SLo(R). Par I'assertion

(3) du lemme 4.15, la mesure image de la mesure de Liouville sur T'\T'H2 par ©~1 o &1
est une mesure de Haar de l’espace homogene I'\ SLy(R). Par 'invariance de la propriété

de mélange par une conjugaison de systémes dynamiques mesurés, le résultat découle alors
du théoréme 4.8. O

Le résultat suivant découle du fait que mélangeant implique ergodique (voir la remarque
(iii) suivant la proposition 3.4), du fait que la mesure de Liouville sur I\T'HZ est de
support total, et de I'exercice E.1.

Corollaire 4.20. Si ' est un réseau de PSLa(R), alors les flots géodésique (gt)icr et
horocyclique (H%)ser sur F\Tl]HI]% sont ergodiques pour la mesure de Liouville myioq de
F\Tl]HI]%. L’orbite de myiou-presque tout point de I‘\Tl]HI]%g par le flot géodésique ou par le
flot horocyclique est dense. O

Exercice E.18. Soit I' un sous-groupe discret de PSLa(R).
(1) Montrer la propriété de commutation suivante des flots géodésique et horocyclique
sur F\TlH% : pour tous les t,s € R, nous avons

glohtogt=p"" (36)
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(2) Montrer que la famille (HS)SER définie par la formule (34) est un groupe & un
parameétre de C°-difféomorphismes de TI]HI%{. 1l est appelé le flot horocyclique instable sur
le plan hyperbolique réel Hﬁ. Montrer qu’il commute avec l’action de G sur TlHﬁ, qu’il
préserve la mesure de Liouville sur TlHﬁ, et qu’il vérifie, pour tous les g € G et s,t € R,

goh ogt =5 et B (D(g) = D(guy)

o ug, = 1 ﬂ Montrer que si T' est un réseau de PSLao(R), alors le flot horocyclique

s
instable (ES)SGR sur I‘\TllHIIQR défini par passage au quotient, est mélangeant pour la mesure
de Liouville de T\T H%.

(8) Si T est un réseau de PSLa(R), donner une autre démonstration de ’ergodicité du
flot géodésique sur Y = T\T'HZ, en considérant une fonction f € L*(Y, mpion) invariante
par le flot géodésique (c’est-a-dire telle que f o gl = f dans L2(Y, myrion) pour tout t € R),
en montrant que ||foh® — flliz =0 et [[f o b’ — fllr2 = 0 pour tout s € R en utilisant la
formule (36), et en montrant que f est invariante par l'action par translations a droite de

G sur'Y identifié¢ a T\G par @ 1.
4.6 Exercices

Exercice E.19. Notons I' = PSLy(Z) le groupe modulaire, M = I'\H2 la courbe modu-
laire® et T'M = I'\T'HZ.'" Notons % = {z € C : |z| > 1, |Re 2| < 3} le domaine

(faiblement) fondamental usuel du groupe modulaire I" sur H]%. Notons S = [(1) _01] et
11
-

PSL»(Z)\H3

vecteur non
positivement —
récurrent par

le flot géodésique

horocycle
- périodique

vecteur d’orbite
. dense par le
o, Hot géodésique

2
I':

(1) Montrer que si deux points distincts z et 2’ dans .# sont dans la méme orbite par T,
alors ou bien Re z = i% et z =2 +1, ou bien |z| = 1et 2/ = —%. Montrer que le

99. Elle est souvent appelée la surface modulaire quand le demi-plan supérieur H est considéré comme
une sous-variété réelle de dimension 2, mais il vaut mieux le considérer comme une sous-variété complexe
de dimension 1.

100. Nous renvoyons par exemple a | | pour une description topologique de l’espace topologique
quotient T M, homéomorphe au complémentaire du noeud de tréfle dans la sphére Ss.
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stabilisateur I’y = {y € I" : v-2z = z} d’un point z € .% dans I est trivial (réduit a
{id}) sauf dans les trois cas suivants :
e z =i, auquel cas I', = {id, S},
e z=w=¢e%, auquel cas T', = {id, ST, (ST)?},
e z=—-w=¢3 =w+1, auquel cas T, = {id, TS, (TS)?}.

(2) Montrer que la projection canonique H% — M = I'\HZ est un revétement ramifi¢
d’ordre 2 au-dessus de I'i et d’ordre 3 au dessus de T'w ot w = €2™/3. Montrer que M
est homéomorphe au disque ouvert unité.

(3) Déterminer les géodésiques périodiques de M et les orbites périodiques du flot géodé-

sique sur 7'M = T'\T'HZ. On rappelle (voir par exemple [I<hi]) que le développement
en fraction continue d’un irrationnel quadratique est périodique & partir d’un certain
rang.

(4) Déterminer les orbites périodiques du flot horocyclique sur T M.

(5) Montrer que la réunion des orbites périodiques du flot géodésique est dense dans T M.
On rappelle (voir par exemple [[K<hi]) que si a« = [@g, a1, - - -, Gm—1, G, | €st un irrationnel
quadratique dans R dont le développement en fraction continue est purement pério-
dique de période ag, a1, ..., am—1, am (donc de premier coefficient ag = || > 1), si a
est le conjugué de Galois de « (I'autre racine d’un polynéme quadratique a coefficients
entiers dont « est une racine), alors le développement en fraction continue de —a% est
[@m, @m—1,---, a1, ag |, périodique de période I'image mirroir a,, Gm—1, ..., a1, ag de la
période de a.

(6) Montrer que pour tout v € TlHi, I'orbite de T'v € T M par le flot géodésique de T M
est positivement récurrente dans 7'M si et seulement si le point & I'infini du rayon
géodésique de HZ défini par v n’appartient pas a Q U {oc}.

(7) Notons pry : T*M — S; P'application bien définie mpou-presque partout, telle que si
v € T'HZ, alors pro(T'0) = € avec ([0)N(F xS1) = {(z,€)}. '°! Montrer, en utilisant
le théoréme ergodique de Birkhoff 1.7, que pour mryiou-presque tout v € T M, le nombre
d’enroulements moyen du rayon géodésique défini par v autour de la pointe de M est
nul, c’est-a-dire que la limite

1 (T
lim — !
P T/o Re pry (g'v) dt

existe et vaut 0.

Exercice E.20. Notons I' = PSLy(Z) le groupe modulaire, M = I'\HZ la courbe modu-
laire et T'M = F\TlHﬁ. Le but de cet exercice est de montrer, dans le cas particulier oul
I est le groupe modulaire, le théoréme de Dani”?-Furstenberg suivant : si ' est un réseau
de G = PSL3(R), les seules mesures boréliennes sur I'\T'HZ2, de probabilité, invariantes
par le flot horocyclique et qui sont ergodiques sont :

e la mesure de Liouville mp,;q,, renormalisée pour étre de probabilité,

e les mesures de Lebesgue %y sur les orbites périodiques & du flot horocyclique :
si v € T'M est périodique de période T > 0 par le flot horocyclique, alors la mesure

101. Autrement dit, pour tout élément v € T\T HE, I'élément pr,(v) est la direction & € S; d’un relevé
(2,€) € T'HZ de v par la projection canonique T'HZ — F\TlHD% dont 'origine appartient a %, ce relevé
o

étant unique si z €.Z.
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de Lebesgue L,y sur O(v) est la mesure image de la mesure de Lebesgue sur [0,7] par
I'application s — u®(v), renormalisée pour étre de probabilité.

De plus, si I' est un réseau uniforme, alors la mesure de Liouville my;oy est uniquement
ergodique pour le flot horocyclique.

(1) Montrer que ces mesures sont ergodiques pour le flot horocyclique.

Dans la suite, fixons une mesure borélienne y sur 7'M, de probabilité, invariante par
le flot horocyclique et qui est ergodique.

(2) Montrer que si v € T'HZ est tel que ensemble w-limite wy(I'v) de I'image de v dans
T'M pour le flot géodésique est vide, alors le point a l'infini v, du rayon géodésique
deéfini par v appartient & Q U {oo}.

(3) Notons R Iensemble des points v € T'M dont I’ensemble w-limite pour le flot géo-
désique est non vide. Montrer, en utilisant le théoréme ergodique de Birkhoff 1.7, que
si u(R) = 0, alors p est une mesure de Lebesgue sur une orbite périodique du flot
horocyclique.

(4) Montrer que si p(R) = 1, alors p est la mesure de Liouville, renormalisée pour étre de
probabilité. Pour cela, on pourra procéder de la maniére suivante. 0%

i) Munissons R? de la norme euclidienne usuelle, .#5(R) de la norme d’opérateur
associée, SLa(R) de la distance définie par la formule (25) et G = PSLy(R) de la
distance quotient. Munissons TlH]% de la distance telle que ’lhoméomorphisme (défini
dans le lemme 4.15) ® : G — T'H2 soit une isométrie, et munissons 7'M de la
distance quotient. Montrer qu’il existe £ > 0 tel que pour tous les v € T'M et t, s € R,
Nnous avons

d(v,g'v) < klt], d(v,h’v) <wls|, d(v,hv) < kls],
et,sit >0,

dlg~tv, g7 h"v) < klsle”, d(glv, g’ b%v) < kls|et.

ii) Pour tous les f € CO(T'M) et t > 1, posons

. ! —Int s
Mtf.v»—>/0 f(g b(v)) ds .

Montrer (ou admettre) que la famille (M;f);er d’applications de T'M dans R est
équicontinue, et uniformément bornée.
iii) Pour tout f € CY(T!M), montrer qu'il existe une suite réelle strictement croissante
(tn)nen convergeant vers +oo telle que

lim Mtnf — f dmLiou .
n——+0o0

lmLioull J710s

102. Rappelons (voir par exemple | , §5.5]) que si X et Y sont deux espaces métriques, une famille
(fa)aca d’applications de X dans Y est dite équicontinue si

Ve>0, VzeX, 36>0, Vae A, Vye X, sid(y,z) <9 alors d(fa(y), fa(z)) <e€.
Le théoréme d’Arzela-Ascoli dit que si X, Y sont des espaces métriques, si (fa)aca est une famille d’appli-
cations continues de X dans Y, telle que
e la famille (fa)aca est équicontinue,
e pour tout z dans X, 'ensemble {fo(z) : a € A} est d’adhérence compacte dans Y,

alors adhérence de {fo : « € A} est compacte (et équicontinue) dans I’ensemble C'(X,Y") des applications
continues de X dans Y, muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.
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En utilisant le théoréme ergodique de Birkhoff 1.7, en déduire que p = liou

ImLioull”
(5) Conclure.
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4.7 Indications pour la résolution des exercices

Correction de ’exercice E.18. (1) Par conjugaison (en faisant attention a l'ordre :
nous avons g'h*gt®(g) = ®(ga_tusar) ), la formule (36) découle du fait que

e t/2 0 1 s| [et/? 0 1 set
Atts@ =1 o 2] lo 1) [0 e¥2| T |0 1 |7 et

(2) Le fait que h° commute avec 'action de G pour tout s € R découle de la construction
du flot horocyclique instable et du fait que par la formule (29), pour tout ¢ € G et
(2,€) € T'HE, si g - (2,€) = (2/,¢), alors g - (2,i€) = (¢/,i¢). En effet, si s — ¢(s)
est I'unique paramétrage par longueur d’arc hyperbolique de ’horocycle instable H"(v)
de v tel que v = (€(0), i¢’(0)), alors s — g - ¢(s) est 'unique paramétrage par longueur
d’arc hyperbolique de I’horocycle instable g - H*(v) = H"(g-v) de g - v tel que g-v =
(g-2(0), ig'(c(0)) - 2'(0)) = (g - ¢(0), i(g-2)'(0)). Donc

h°(g-v) = (g-2s),i(g-2)(5)) = (g-2(s), ig'(&(s)) -¢'(s) = g- b (v) .
Montrons que pour tous les g € G et s € R, nous avons
H°(2(9)) = ®(guy) (37)

Puisque @ : G — TlH%& est un C*°-difféomorphisme qui envoie la mesure de Haar de G
(qui est invariante par translation a droite par uy ) sur la mesure de Liouville de T HZ
(voir le lemme 4.15), ceci montrera que (Hs) scr est un groupe A un parameétre de C'°°-
difféomorphismes de TlH%&, qui préserve la mesure de Liouville.

L’homographie z — —%, qui est une isométrie de HZ, envoie 1’horocycle stable H*(v)
du vecteur tangent v = (7,7) sur I’horocycle instable H"(v) du vecteur tangent v = (i, 1)
(voir la figure précédant le lemme 4.18). Comme s — i — s est un paramétrage par longueur
d’arc hyperbolique de H*®(v), 'application ¢ : s — —i est un paramétrage par longueur
d’arc hyperbolique de H"(v) tel que (¢(0),7¢'(0)) = (4,7 x 1) = v. Pour montrer la formule
(37), il suffit, par équivariance, de vérifier que Es(z’,i) = ®(u, ). Par la définition du flot
horocyclique instable, nous avons

b7 (i,0) = (e(s),ie(s)) = (= ——, ~ir

Par la formule (29), nous avons

luy) = E ﬂ 0= G i) ~ i i)

Donc §°(i,1) = ®(u]), ce qu'il fallait établir.
Comme dans la question (1), par conjugaison (en faisant attention a I'ordre : nous
avons g' b g~'®(g) = ®(ga_sus az)), la formule

Vs, teR, glof’ogt=0" (38)

découle du fait que

N e t2 071 o] [et/2 0 1 0 _
A=t =1 /2| |5 1| | 0 e t2| |set 1| “se-
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Le fait que le flot horocyclique instable (h°)ser sur I\T'HZ soit mélangeant si I' est
un réseau se démontre comme le corollaire 4.19.

(3) Soient I' un réseau de PSLy(R), Y = T\T'HZ, et f € L3(Y,mLiou) telle que
fogt = f (presque partout). Soit s € R. Par I'invariance de la mesure de Liouville par
le flot géodésique, par la formule (36) et par l'invariance de f par le flot géodésique, nous
avons

Ifob® = flle = llfob®og™ — fog 'Lz =fogob* — fog |
= fob* " = flle2,

qui tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo, par continuité. '’ Avec le méme argument (en
prenant ¢ — —oo) pour le flot horocyclique instable (en utilisant la formule (38)), nous

avons donc que ||foh® — fl2=0cet ||f OES/ — fllz = 0 pour tous les s,s" € R.

Par la commutativité des diagrammes précédant le corollaire 4.19 et par la formule (37),
nous avons donc que 'application fo® € L2(I'\G, pr\q) est invariante par la multiplication
a droite par a¢, us, uy, pour tous les t, s, s’ € R. Puisque ces éléments engendrent G, la
fonction fo® est donc invariante par G, donc est constante presque partout par le corollaire
4.3. Par conséquent, f est constante presque partout, et le flot géodésique est ergodique.

Correction de ’exercice E.19. (1) Cette démonstration est extraite de [Ser, §VII.1.2].

. b .
Soient z € .F et v = [Z ] € T tels que v -z € .Z. Quitte a remplacer (z,7) par

d
(7-2,771), nous pouvons supposer que Im z > Im 7z, donc que |cz +d| < 1 par la formule
(28). Puisque § le| < leIm z| < |ez +d|, ceci implique que |¢] < %, donc ¢ € {—1,0,1}.
Quitte & changer globalement les signes de a, b, ¢, d, nous pouvons supposer que ¢ > 0.

Sic =0, alors d = +£1, donc a = é = 41 et y = T*°. Comme les parties réelles de z et

de ~ - z sont dans [—%, %], ceci implique ou bien que b = 0 (auquel cas y =id et z =7 - z)
ou bien que b = +1 et v-z = z £ 1, auquel cas I'un des réels Re z et Re (v - z) est égal a
—1/2 et autre & 1/2 (et en particulier ils sont distincts).

Supposons maintenant que ¢ = 1. Si d = 0, alors |z| < 1, donc |z] = 1 puisque z € Z.
Comme ad—bc = 1, nous en déduisons que b = —1 et v-z = a—1/z. Comme le cercle unité
ne rencontre un de ses translatés par un entier non trivial qu’en w = e ou —W=w +1,
nous obtenons a = 0 (auquel cas v = S et 7 -z = z si et seulement si z = i) ou a = 1

(auquel cas v = (ST)? et 2 = v-2z = w) ou a = —1 (auquel cas v = ST, z = w, et
v -z = —w), ce qui montre le résultat. Si d # 0, alors z appartient a 'intersection avec .#
du disque fermé de centre —d et de rayon 1, donc ou bien d =1 et z = w, ou bien d = —1
et z = —w.

Sid=1letz=w,alorsa—b=1lety-2=a—-1/(z+1)=a+z2,donca=0oua =1,
ce qui implique le résultat. Le cas z = —w et d = —1 se traite de la méme maniére.

(2) Par la question (1), si M’ = H2 — (I'i UTw) est le demi-plan supérieur privé
des orbites de i et de w, alors le groupe I' agit proprement et librement sur M. Donc
la projection canonique M’ — T'\M’ est un revétement, dont I'image est exactement le
complémentaire dans M des points I'i et I'w. Puisque les stabilisateurs de ¢ et w dans I" sont
des groupes cycliques d’ordre 2 et 3 respectivement, ceci démontre la premiére assertion
de la question (2).

103. Cet argument est une variante du phénoméne de Mautner décrit dans la partie 4.3.
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Par la question (1), Pespace topologique quotient M est homéomorphe au recollement
de deux copies de {z € C : [2| > 1, 0 < Re z < 1} par l'identité sur le bord. Donc M
est homéomorphe au recollement de deux moitiés de disques ouverts par I'identité sur leur
diamétre de bord, donc est homéomorphe & un disque.

(3) Les géodésiques périodiques de M sont les images par la projection canonique
HZ — M = I'\HZ des géodésiques ¢ de HZ définies sur R qui sont invariantes (modulo
. . b
reparamétrage par translation) par un élément non trivial v = [CCL d] dans I'.
En particulier, v fixe les deux points (distincts) a I'infini de ¢, qui sont solutions de

)4 : az+b __
I'équation =57 = z.

!/ /

Les seuls élements CCL, Z,
a = d = + puisque a,d € Z et ad — ba = 1. Ils agissent donc par des translations entiéres
z+— z+ kouk € Z, qui n'ont pas d’autre point fixe que oo dans la sphére de Rieman
C U {o0}.

Donc la géodésique ¢ n’est pas une demi-droite verticale, donc est un arc de cercle
perpendiculaire & ’axe des réels, et en particulier ¢ # 0 et cz+d # 0 si z est une extrémité
de £. Donc les points & l'infini de ¢ sont les deux solutions de ’équation quadratique a
coefficients entiers cz? + (d — a)z + b = 0. Ces points a l'infini ne sont pas rationnels, car

s’ils étaient de la forme g

€ T' qui fixent oo sont ceux qui vérifient ¢ = 0, donc

avec p et g premier entre eux, alors par Bezout, il existerait

-1
r,s € Z tels que pr — gs = 1 et donc 7 = [5 f} , qui appartient a I', enverrait la

géodésique périodique £ sur une géodésique périodique qui est une demi-droite verticale,
ce que nous avons exclu. Donc ¢ admet pour couple d’extrémités un couple de nombres
algébriques quadratiques a, a? conjugués de Galois (c’est-a-dire solutions distinctes d’une
équation quadratique a coefficients entiers).

Réciproquement, soit o un irrationel quadratique, et montrons que « est un point fixe
d’un élément non trivial v de I', ce qui montrera que la géodésique d’extrémité o et son
conjugué de Galois est invariante par v, donc se projette sur une géodésique périodique
de M. Quitte & translater @ par un entier, nous pouvons supposer que « € ]0,1[. Par

1
un résultat classique, son développement en fraction continue o = . , ol
ay +
1
ag + ———
as _|_ o
1
a; € N — {0}, est périodique a partir d’un certain rang. Notons que x = ——— si et
ar +
az +y

a2
a1 14 ajas
entiére, nous pouvons donc supposer que le développement en fraction continue de « est pé-

1
riodique. Par conséquent, « est solution d’une équation o = , donc

a +

seulement si x = -y, oy = [ } € I'. Quitte a modifier a par une homographie

1
agn +

est un point fixe d’'une homographie entiére non triviale (a coefficients entiers strictement
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positifs).

Les orbites périodiques du flot géodésiques sont donc les images par la projection ca-
nonique TlH]% — T'M des vecteurs unitaires tangents a une géodésique de H]%Q définie sur
R dont les points & 'infini sont deux irrationels quadratiques conjugués de Galois.

(4) Les orbites périodiques du flot horocyclique sur 7'M sont les images par la pro-
jection canonique TIH%& — T'M des orbites du flot horocyclique sur TIH]%{ qui sont in-
a b

d
dans I'. Cet élément va donc avoir comme seul point fixe a U'infini le point & 'infini de ’ho-
rocycle projection de I'orbite du flot horocyclique par la projection T’ 1Hf§ — H%R. Puisque
a, b, c, sont entiers, si I’équation Zzzis = z admet une unique solution, alors cette solution
appartient & Q U {oo}.

Réciproquement, montrons que tout horocycle # centré en un point de Q U {oo} est
la projection par TlHﬁ — H%K d’une orbite périodique modulo I'" du flot horocyclique.

Le groupe I' agit transitivement sur QU {oco}, par argument de Bezout vu ci-dessus :

variantes (modulo reparamétrage par translation) par un élément non trivial v =

pour tout g € Q avec p et ¢ premiers entre eux, 'image de co par [Z :] est exactement

g. Puisque le flot horocyclique commute avec I'action de I', nous pouvons donc supposer
11 . .
0 1 est non trivial, et il
préserve toute horosphére centrée en oo, donc 'orbite du flot horocyclique correspondante
dans I'\HZ est périodique.

que le point a l'infini de J#Z est oo. Mais alors ’élément u; =

(5) Soient z,y € R deux réels distincts. Montrons qu'il existe une suite (ay,)nen d'ir-
rationnels quadratiques tels que lim, 400 4 = = and limy, 4o @) = vy, ce qui implique
le résultat. Quitte & modifier x et y par une méme homographie rationnelle et & rempla-
cer x et y par des points arbitrairement proches, nous pouvons supposer que z > 1 et
y €] —1,0[. Notons (an)nen les coefficients du développement en fraction continue de x
et (bn)nen les coefficients du développement en fraction continue de —%, qui vérifient donc

ap > 1 et by > 1. Pour tout n € N, posons «,, = [ag, a1, ..., an,bn,...,b1,bpl. Alors la suite
(an)nen convient, par la propriété rappelée des fractions continues.

(6) Si S est un horocycle, définissons ’horoboule (ouverte) HB de bord # comme
le demi-plan ouvert au-dessus de 7 si S est une droite horizontale, ou comme la boule
ouverte euclidienne de bord % (union son point a l'infini) si # est un cercle tangent a
I'axe réel (privé de son point a 'infini).

Par la description des géodésiques et des horocycles, tout rayon géodésique qui rentre
dans l'intérieur d’une horoboule, et qui ne converge pas vers son point a I'infini, en ressort.
Par la description du domaine fondamental de I', si HBoo = {z € C : Im z > 1}, alors
I'image de HB, par un élément v € I' est ou bien égale & HB,, ou bien d’intérieur disjoint
de HBo. Nous avons vu qu'un élément de R U {oo} est le point & I'infini d’une horoboule
vHBy, pour v € T si et seulement s’il appartient &8 QU{oo}. Toujours par la description du
domaine fondamental de I', le complémentaire C' dans IHI%{ de 'intérieur de Uwer v HB est
de quotient compact par I' (car . privé des points intérieurs & HBo, est compact). Donc
tout rayon géodésique p dans ]HI%R ou bien converge vers le point & 'infini de v HB,, pour
un certain v € I'; ou bien revient une infinité de fois dans C'. Par conséquent, 'image dans
T M du vecteur tangent a l'origine de p est positivement récurrente par le flot géodésique
dans T M si et seulement si le point & l'infini de p n’appartient pas & Q U {oo}.
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(7) Puisque la mesure de Liouville my;o, sur T1M est finie, puisque le flot géodésique
sur T M est ergodique (voir le corollaire 4.20, ainsi que I'exercice E.18 (3)), puisque I'ap-
plication Reo pr, est mesurable bornée, donc intégrable pour my,ioy, le théoréme ergodique
de Birkhoff 1.7 dit que pour myiou-presque tout v € TTM, la limite suivante existe et a
pour valeur celle indiqué, qui se simplifie en utilisant la formule (30),

1

[mLioull Jr1ams

- dx dy
= Re (e*7) df =0.
/zeﬁZ (/GER/Z ¢ (6 ) ) y?

Correction de ’exercice E.20. (1) Le fait que le flot horocyclique pour la mesure de
Liouville my oy est ergodique a été vu dans le corollaire 4.20, puisque I" est un réseau (par
la, proposition 4.16).

Le flot horocyclique agissant sur une orbite périodique de période T > 0 est conjugué
au groupe a un paramétre des translations du cercle R/TZ. L’ergodicité (et méme I'unique
ergodicité) des mesures de Lebesgue sur les orbites périodiques du flot horocyclique découle
donc du fait que la mesure de Lebesgue sur le cercle R/TZ est I'unique mesure (borélienne
positive finie) invariante par les translations, modulo multiplication par un scalaire stric-
tement positif.

Re o pry dmyiou

1 /(7
lim — R t) dt =
. 1 /0 € pry (g v) t

(2) Ceci découle de la question (6) de l'exercice E.19.

(3) L’ensemble R est mesurable. Puisque nous supposons que u(R) = 0, nous avons
1(“R) = 1. Notons A une partie dénombrable dense de 'espace des fonctions continues a
support compact sur 7'M pour la norme uniforme. Par le théoréme ergodique de Birkhoff
1.7 et par dénombrabilité, il existe v € “R tel que, pour tout f € A, nous avons

Y L B
lim © /0 F(6°(v) dt = u(f)

t—+oo t

Puisque v est I'image d’un vecteur v € TlHi tel que le point & I'infini du rayon géodésique
deéfini par v appartient & Q U {oo}, et par la question (4) de lexercice E.19, lorbite de
v par le flot horocyclique est périodique, de période T° > 0. Nous avons donc, pour tout
feA,

1
= lim —

nT i B 1 T i
| oy ae= g [ s ar.

Par densité de A dans CO(T1M), ceci est vrai pour tout f € CO(T'M), et donc p est la
mesure de Lebesgue sur une orbite périodique du flot horocyclique.

(4) i) Soient t, s € R. Munissons .#>(R) de sa norme d’opérateur sur I’espace euclidien
usuel R%. Remarquons que

: 11 : -
lar —id || < e =1, Jlus —id[[ < s et [ug —id[] < s

Pour tout g € G = PSLs(R), nous avons par la formule (35), puisque ® est une isométrie
et puisque la distance sur G est invariante & gauche,

d(®(g), 9" ®(g)) = d(®(9), P(g ar)) = d(g, g ar) = d(e, ar)
<ln(l+ (7 —1)) +In(1+(e? — 1)) = |¢].
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De méme (et le calcul pour le flot horocyclique instable est identique)
d(®(g),h°®(g)) = d(®(g), ®(gus)) = d(g, gus) = d(e, us) < 2In(1 + [s]) < 2[s] .

Sit > 0, alors par la formule (36) (et le calcul pour le flot horocyclique instable est analogue
en utilisant la formule (38) )

d(g'®(g), o' h°®(g)) = d(g'®(9),b*¢ g’ ®(9)) = d(®(gar), P(gar use+))

=d
= d(gatvgat use_t) = d(ea use_t) <2 |$| e_t :
Le premier point en découle avec k = 2.

ii) Soit f € CY(T*M). Nous avons ||M;f|leo < ||f|loc pour tout ¢ > 1, donc la famille
(M¢f)ier est uniformément bornée.

Soient € > 0 et vg € T'M. Par I'uniforme continuité de f, il existe 6 > 0 tel que si
d(v,v") < 2k, alors |f(v) — f(v')| < e. Pour tous les v € T'M et t € [1,+00[, posons

K, = {gtlﬁrhs(v) : (t/,T, 5) € [_5’ 5]2 X [O? 1]} ’

et
1

— fog ™ dmyy
mLiou(Kv) Koy o

Nif(v) =

Int qur K,.

t t
ez(l+rs) se 2
T e% e 2
sur T'HZ, pour tout v € TTHZ, Papplication ¢ du compact [—§,8]% x [0,1] dans TTHZ
définie par (t,7,5) — g* of’ oh*(¥), qui est continue et injective, est un homéomorphisme
sur son image. En particulier, K, est un compact de 7'M d’intérieur non vide, et N; f est
bien définie. De plus, ¢ est C> et envoie la mesure de Lebesgue sur [—6,6]? x [0,1] sur
une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Liouville, ayant une dérivée
de Radon-Nikodym de classe C*. Donc sur K,, par l'invariance de dmy;io, par le flot
horocyclique et par l'invariance de la mesure de Lebesgue de R par translations, nous
avons dmipie, = p(t',r)dt' drds avec p : [—0,6)> — ]0,+o00[ continue, et en particulier
Miou(Ky) = f[*5,5]2 p(t',r)dt' dr. D’ot, pour tous les v € T*M et t € [1,+00[, nous avons

la moyenne de fog~

Puisque usu, ay = [ ] et puisque G agit simplement transitivement

mLiou(Kv)(Mtf(U) - Ntf(v))

1
= / (/ (fo g mtops(v) — fog (g oh o he(v)) p(t',r) dt’ dr) ds .
0 [7&5]2
En omettant les parenthéses dans ce qui suit, posons v = b* v et 0" = g0t §" /. Par
I'inégalité triangulaire et par 'assertion i), nous avons

dg ™ b v,g ™ g" B b )
< d(g—lnt hs U’g—lnt ET []8 1)) + d(g—lnt H’" hs ng—lnt gt’ 67" hs U)
< d(g—lnt v/’g—lnt ET UI) + d(v”,gt, ’U”) < H|T‘ e—lnt 4K ’t/‘ <2k,

Donc par 'uniforme continuité de f,

1
mrion(Ko) | Mif (v) — Nuf(v)] < /0 /[_Wepa’,r) 0t dr = e mujon(F5y)
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D’ou, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et par 'invariance de la mesure de Liouville par
le flot géodésique,

| My f(v) — My f(vo)| < 2€+ | Nef (v) = Nef(vo)]
e 1k,
< 2e+/ ‘ og_mn - — 2 ‘ dmy;
TiM / -1 t(mLiou(Kv) mLiou(Kvo)) Hou
]lKU - HKUO
MLiou (Kv) MLiou (Kvo )

< 2e+ || £l |

‘2'

Puisque la mesure de la frontiére de K, est nulle, la seconde norme L2 (qui est indépendante
de t) tends vers 0 quand v tend vers vy. Ceci montre I’équicontinuité de la famille (M f)icr.

iii) Soit v € R. Par la question (6) de l'exercice E.19, le vecteur tangent v est alors
positivement récurrent par le flot géodésique. Il existe donc une suite réelle strictement
croissante (t,)nen convergeant vers +o0o telle que la suite (glnt" (v))n cn Soit convergente
vers v, et en particulier reste dans un compact K de T'M. Par le théoréme d’Arzela-
Ascoli, quitte & extraire, il existe une fonction continue F : T'M — C telle que nous avons
lim,, 400 My, f — F pour la convergence uniforme sur K. Donc par la formule (36), nous

avons

1 tn 1 1
= [ o ds= [ rteyds= [ gt ds = i, f(g" ) < Flo).
n Jo 0 0

Par lergodicité de la mesure de Liouville (qui donne masse totale & R) par le flot horo-
cyclique, la fonction F' est my;ou-presque partout constante. Puisqu’elle est continue, elle
est constante, égale a m le [ dmLioy. Pour p-presque tout v € R, par le théoréme
ergodique de Birkhoff 1.7, nous avons aussi lim,_, 1o i fO" f(h%v) ds = leM f du. Donc

— 1 . A . _MLiou
wu(f) = ] MmLiou(f), et par conséquent p = T

(5) Pour tout n € R U {oo}, le flot horocyclique sur T'M préserve l’ensemble des
vecteurs unitaires tangents v tels que le point a 'infini du rayon géodésique défini par v
est égal a n. Donc par la question précédente, ’ensemble mesurable R est invariant par le
flot horocyclique. Puisque p est ergodique, nous avons donc p(R) = 0 ou u(R) = 1. Donc
les deux questions précédentes concluent.
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5 Systémes dynamiques hyperboliques

Les références principales pour ce chapitre sont | , , , | et nous suivrons
surtout cette derniére référence.

Dans ce chapitre, nous introduisons des systémes dynamiques (& temps discret) trés
chaotiques, qui vérifient des hypothéses d’hyperbolicité (de contractaction et dilatation
dans des directions transverses). Nous montrons des phénomeénes de stabilité sous petite
perturbation pour ces systémes dynamiques. Dit en terme de physiciens, il s’agit de mon-
trer que “le chaos est stable par petite perturbation”. Nous montrerons trois tels résultats
de stabilité par petite pertubation, un cas linéaire (la proposition 5.3), un cas local (le
théoréeme de Grobman-Hartman 5.6) et un cas global (le théoréme 5.8 de stabilité structu-
relle d’Anosov '** pour les automorphismes linéaires du tore dits d’Anosov). Le plus gros
travail de ce chapitre sera le théoréme d’existence de variétés stables et instables (voir la
partie 5.8).

Outre I'exemple du fer a cheval de Smale '°* traité dans la partie 5.5, les exemples prin-
cipaux sont encore les automorphismes linéaires du tore, qui, lorsque leur matrice entiére
associée n’a pas de valeur propre de module 1, sont des archétypes des transformations
“chaotiques”. Les démonstrations de ce chapitre reposent surtout sur le théoréme du point
fixe pour les applications contractantes.

5.1 Endomorphismes linéaires hyperboliques

Soient E un espace de Banach réel et T un endomorphisme linéaire continu'%® de
E. Pour tout espace de Banach réel ou complexe E’, nous munirons l'espace .Z(E’) des
endomorphismes linéaires continus de E de la norme d’opérateur. '’

L’endomorphisme linéaire continu 7" est dit hyperbolique s’il existe des sous-espaces
vectoriels E* et E" de E, appelés les sous-espaces stable et instable de T' respectivement,
et ki, k), € R tels que 0 < k), < 1 < &), de sorte que

(1) lespace vectoriel E est somme directe de E® et E“, et la décomposition F = E* @ E*
est dite associée & T,

(2) les sous-espaces stable et instable sont invariants par T, c’est-a-dire qu'ils vérifient
T(E®) C E® et T(E") C E", et 'endomorphisme linéaire continu 7' |gu: E* — E" est
inversible,

Dimitry Anosov Stephen Smale

104. 1936-2014 1930-
105. En dimension finie, la condition de continuité est automatique, mais il est crucial de ne pas ’oublier en
dimension infinie. Nous aurons besoin du cadre de la dimension infinie dans des démonstrations ultérieures.

106. Avec les conventions usuelles si E’ est nul, pour tout élément f € Z(E’), rappelons que la norme
ILf (@)l

[Ed]
que Z(E’) est alors un espace de Banach réel ou complexe, et que le sous-espace 4% (E’) des automor-
phismes linéaires continus de E’ est un ouvert de .Z(E’) (voir par exemple | , §1.1]).

d’opérateur de f est définie par || f|| = sup,cp_ (o . Nous munirons .Z(E’) de cette norme. Notons
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(3) il existe ¢ > 0 tel que

VneN, [[Tg"] <ckl’, [|Tipe " <ecw .

s

Si ks, ky € R, nous dirons que T est (ks, ky, )-hyperbolique sl existe des sous-espaces vec-
toriels B et E" de E et ki, k!, € R tels que 0 < k), < ks < 1 < Ky < K], et les conditions
(1) a (3) ci-dessus soient vérifiées.

Nous verrons dans le lemme 5.1 ci-dessous que les sous-espaces vectoriels £® et E* sont
alors fermés, et qu'une décomposition £ = E® @ E* associée & T est alors unique. Lorsque
E est de dimension finie, la définition ne dépend pas de la norme de E. Le passage de
(KL, kL) & (Ks, ky) dans la définition d’endomorphisme (ks, .y )-hyperbolique est mineure
et purement technique (en particulier utilisé pour la proposition 5.2 en dimension infinie).
L’important est I'idée de contraction / dilatation uniforme des espaces stables / instables.

Une norme || ||" sur E est dite adaptée & un endomorphisme (ks, K, )-hyperbolique T si
elle est équivalente & la norme de E (ce qui est automatique en dimension finie) et si

Va, € B, Va, € B, oy + o] = max{, 2}

et
I Tigs I < ks | e | < k5"

Nous appellerons alors constante d’hyperbolicité de T' la constante, qui dépend du choix de
la norme adaptée || ||’, définie par

eh(T) = max{|[Tipe I, [T~ '} < mafrey, iy} < 1. (39)

Lemme 5.1. Reprenons les notations de la définition d’un endomorphisme linéaire hyper-
bolique T de E.

(1) Une décomposition E = E®* @ E® associée a T est unique.
(2) Les sous-espaces vectoriels stable E® et instable E* sont fermés.

(3) Il existe au moins une norme sur E adaptée a T .

Démonstration. Soient 0 < ks < 1 < Ky < 400 tels que T est (ks, Ky )-hyperbolique.
Soit A = max{ks, rx,1} < 1, et soit ¢ > 0 comme dans la condition (3) de la définition des
endomorphismes linéaires hyperboliques.

(1) et (2) Montrons I'¢galité
Ef={zeFE :VneN, [T (z)| <cA"x]}, (40)
dont 'inclusion directe est vérifiée par définition. Une démonstration analogue montre que
E'={xecFE :VneN, |z|<c\"|T"(2)]|},

donc E? et E* sont uniquement déterminés. Par la continuité de la norme et de T donc de
ses puissances, ceci montre aussi que E® et E* sont des intersections de fermés, donc sont
fermés.
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Soit * = x5 + x, € E, avec zs € E® et x,, € E", tel que || T"(z) || < ¢ A"|| x| pour
tout n € N. Pour tout n € N, nous avons 7" (z,,) € E* par la condition (2), donc par la
condition (3), nous avons

[ || = [T (T" (@) | < A" [T (zu) [| = X[ T (2 — 24) |
< AT @) |+ 1T @) ) < A2 (2 )+ | s )
Comme cZ\?" tend vers 0 quand n tend vers +oo, ceci implique que x, = 0 donc que
x = x4 appartient & F*. L’égalité (40) cherchée en découle.

(3) L’application || ||" : E — R définie par

N-1 N-1
Vas € B, Va, € B, |os+ o] =max{ > s |T(z)l, > & I1T ()] }
1=0 =0

pour N assez grand est une norme adaptée : il est facile de vérifier qu’il suffit de prendre
K

N tel que (?/E)N7 (%Z)N < % O

Rappelons (voir par exemple les rappels de I'appendice 5.11 de ce chapitre) que le
spectre Sp(T') de T est I'ensemble compact non vide des A € C tels que, si E¢ est 'espace
de Banach complexe complexifié de E, et si T¢ est ’endomorphisme linéaire continu de E¢
étendant T, alors T — A\id soit inversible. Pour les parties 5.1, 5.2 et 5.3, le cas ot E est
de dimension finie suffit, auquel cas Sp(7’) est I’ensemble des valeurs propres complexes de

T.

Proposition 5.2. L’endomorphisme linéaire continu T de E est hyperbolique si et seule-
ment si son spectre Sp(T') ne rencontre pas le cercle unité Sy = {z € C : |z| = 1}.

Si 0 < ks < 1 < Ry, Uendomorphisme T est (ks, ky)-hyperbolique si et seulement si
Sp(T) ne rencontre pas l'anneau {z € C : ks < |z| < Ky}

Démonstration. Nous ne démontrons ici ce résultat que si E est de dimension finie, en
renvoyant a l'appendice 5.11 de ce chapitre pour une démonstration dans le cas général.
Tout compact ne rencontrant pas le cercle unité ne rencontre pas un anneau assez fin
contenant le cercle unité dans son intérieur, donc la seconde assertion dans I’énoncé de la
proposition 5.2 implique la premiére.

Supposons que T s0it (ks, ky, )-hyperbolique. Alors T' n’a pas de valeur propre de module
compris entre kg et Ky, car si x = x5+ Ty, avec xs € E° et x, € E", est un vecteur propre
non nul de valeur propre A, alors x5 ou x,, est un vecteur propre non nul de valeur propre A
par invariance des espaces stable et instable, et les relations T'(zs) = Axs ou T'(zy,) = A2y
contredisent I’assertion (3) de la définition des endomorphismes linéaires hyperboliques si
ks < A < Ky

Réciproquement, si T' n’a pas de valeur propre de module compris entre k4 et Ky, alors
par la théorie de la réduction '°7 des endomorphismes réels en dimension finie, nous avons

107. Si xr = det(Xid-T) = H/\GSp(T)(X — A) est le polynéme caractéristique de T', si x7 = PsPy
est la décomposition de xr en produit de deux polynomes de coefficient dominant 1 telle que les racines
de Ps = [ csp(r), |nj<1 (A = X) (respectivement Py = [y cqp(r), |n>1(A — X)) soient les valeurs propres
complexes de module strictement inférieur (respectivement supérieur) a 1, alors les polynémes Ps et P,
sont réels et premiers entre eux, donc le lemme de décomposition des noyaux dit que nous avons une
décomposition en somme directe E = ker Ps(T') ® ker P, (T).
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une décomposition en somme directe £ = FE° & E* ot E° et E" sont deux sous-espaces
vectoriels réels invariants par 7', tels que les valeurs propres complexes de Tigs et T|gu
soient de module respectivement strictement inférieur a xs et strictement supérieur a ky,.
En particulier, 'endomorphisme Tjgu : E* — E" est inversible, car sans valeur propre
nulle. La décomposition de Jordan '*® de T donne alors I’assertion (3) de la définition des

A1 o ... 0
0 A 1
108. Un bloc de Jordan de taille d € N— {0} est une matrice Jy(A\) = | : .. . . | € #a(C),
: . o1
0 ... ... 0 X

ot A € C. Notons I la matrice identité d x d. Remarquons que Jq(\) = A+ J4(0) avec J4(0) triangulaire
supérieure stricte. Un bloc de Jordan J4(A) est inversible si et seulement si A # 0, et alors il existe une
matrice triangulaire supérieure stricte Py telle que Jg(A\) ™" = & Ia + Px.

La dynamique d’un bloc de Jordan, ainsi que de son inverse lorsqu’il est inversible, est donnée par
les formules suivantes. Pour tout p € C, pour toute matrice P € .#4(C) triangulaire supérieure stricte,
pour tout n > d, puisque les matrices d’homothéties commutent avec toutes les matrices dans .#4(C), et
puisque P est nilpotente d’ordre d, nous avons

d—1
(HId +P)n _ /J/nfd Z‘udfkpk )
k=0

En particulier, pour la norme d’opérateurs sur .#4(C), pour tout € C tel que |u| < 1, pour tout
Kk €]|pl,1[, il existe ¢ > 0 tel que pour tout n € N, nous ayons

I (wla + P)"[| < c k"

Par exemple, nous pouvons prendre

d—k pk
c=maxq max | (ula+ P)"|, I i OM P ”}

1<n<d—1
Le théoréeme de Jordan réel dit que pour toute matrice M € #n(R), il existe une matrice inversible
Q € GLn(C), des entiers di,...,dr € N — {0} tels que di + -+ + di, = N et des nombres complexes
Aty ..., Ak € C (pas forcément deux a deux distincts) tels que les \; répétés d; fois soient les valeurs
propres complexes avec multiplicités de M, et tels que

Ju(\) 0 .. 0
0 : _
M=Q| . Q.
: i 0
0 ce 0 Ja ()

Nous pouvons supposer que 0 < [A] < -+ < | A < 1< [Agg1] < -+ < |Ag| pour un certain £ € {1,...,k},
quitte & permuter les blocs de Jordan. Avec les notation de la note de bas de page précédente 107, nous
avons alors

Es =ker Ps(M) = Q Vectr(e1, ..., €d+do+...d,) €t Ey = ker Py(M) = Q Vectr(€d, +do+...dp+1s- - -, EN)-

Comme
Jo, (A1) 0 L. 0
M"=P 0 Pt
: . 0
0 cer 0 g (M)

pour tout n € N, 'affirmation finale de la démonstration de la proposition 5.2 en découle.
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endomorphismes linéaires hyperboliques avec

k€ Jmax{|A] : A€ Sp(T), |\ <1},1] et s, € Jmin{|A| : XA € Sp(T), [N\ > 1}, 1] . O

Le résultat suivant implique en particulier qu'une petite perturbation non linéaire (suffi-
samment réguliére) d’un automorphisme linéaire hyperbolique de F lui est topologiquement
conjugué (donc admet un comportement de dynamique topologique semblable, voir le cha-
pitre 1). Nous rappelons que 'espace CY, (E, E) des applications uniformément continues
bornées de E dans E, muni de la norme uniforme || f||o = sup,cg ||f(z)||, est un espace

de Banach. '’ Notons If(z) — fw)l
. x _
Lip (f) = sup CALAEAL 2L
Ty ||35 - y”

la constante de Lipschitz (globale) d’une application f : E — E. Rappelons qu’une applica-
tion f: E — E est (globalement) §-lipschitzienne pour un 6 > 0 si Lip (f) < 4, qu’elle est
(globalement) lipschitzienne s’il existe § > 0 telle que f soit o-lipschitzienne, et qu’elle est
(globalement) bilipschitzienne si elle est lipschitzienne, bijective, d’inverse lipschitzienne.

Proposition 5.3. (Stabilité des automorphismes linéaires hyperboliques) Soit
T un automorphisme linéaire continu hyperbolique d’un espace de Banach réel E, dont la
norme est adaptée a T. Soit FF =T + f ou f : E — E est une application bornée et
§-lipschitzienne avec § < &y = inf{1 — ch(T), || T~Y|~1}. Alors il existe un unique homéo-
morphisme H = id+h de E tel que h : E — E soit uniformément continue et bornée,
avec

HoToH '=F.

En particulier, les systémes dynamiques topologiques (E, F') et (E,T) sont conjugués.

Remarques. (1) Puisque le vecteur nul de E est I'unique point fixe de T' et par conju-
gaison, l'application F' admet donc un unique point fixe : le point p = H(0). Il résultera
de la démonstration que
[FQI
IH(0)] <

~ 0y — 90 '
Les images par H de E® et E" sont invariantes par F'. Privées de H(0), elles sont respec-
tivement contractées et dilatées par F'.

109. Rappelons qu’une application f : X — Y entre deux espaces métriques est uniformément continue
si
Ve>0, 3n>0, Vo,y e X, si d(z,y) <n alors d(f(z), f(y)) <e€.

Le sous-espace vectoriel CU, (E, E) est un sous-espace fermé (donc complet) de I'espace de Banach Cf (E, E)
des applications continues bornées de F dans F, muni de la norme uniforme. En effet, soit (fn)nen une
suite dans CY,(E, E) qui converge uniformément vers f € CY(E, E). Soit € > 0. Fixons n assez grand tel
que || f — falleo < 5. Puisque f,, est uniformément continue, il existe 6 > 0 tel que pour tous les z,y € E,
si |lo —yll <6, alors ||[fu(y) — fu(z)]] < §. Donc par l'inégalité triangulaire, pour tous les z,y € E, si
|z — y|| <9, alors

1£(y) = F@ < 1F (W) = @) + [1Fa(y) = fa(@)| + [1f(2) = fa(2)]| < €.
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(2) II résultera de la démonstration que

< - -
Ihlle < t—5=au7s |

et que h dépend continiiment de f (pour la topologie de la norme uniforme).

(3) Il n’est pas toujours possible de trouver une telle application h qui soit lipschitzienne.
Par exemple, prenons E =R, T : z — 2z, f : z — —esinx avec € € ]0,2[, de sorte que
f est bornée et e-lipschitzienne. Alors H(0) = 0 (car 0 est 'unique point fixe de T et
de F =T + f), donc h(0) = 0. Si nous notons x,, = 2" pour tout n € N, nous avons
H(z,) #0 et lim H(x,) = 0. De plus,

n— oo
lim 7H(mn+1) = lim 7H(mn+1) = lim H(@n+1) = ! = ! >
n—oo  H(xy) n—oo H(2xp41) n—soo F(H(xny1)) F'(0) 2—ce€

| =

Puisque H = id +h, nous avons donc lim M:g(o) = lim % —1=o00.
n—oo n n—oo n

Démonstration. Soit § < inf{1 — ch(T), ||T~!||7!}. Pour des raisons d’argument de sy-
métrie, soient F =T+ fet G=T+gou f,g: F — E sont deux applications bornées et
d-lipschitzienne. Montrons que

(i) il existe un unique élément h de C2,(E, E) tel que H = id +h vérifie Fo H = HoG,

(i) hlloe < (1= 8= ch(T)) "1 f = glles b

(iii) H est un homéomorphisme.
Le cas g = 0 donne le résultat.

Nous commencons par démontrer un lemme de déformation d’automorphismes linéaires
en homéomorphismes qui n’utilise pas I’hyperbolicité.

Lemme 5.4. Soient T' € YL (FE) et ¢ : E — E une application 0'-lipschitzienne avec
§ < || Y7t Alors Uapplication G' =T’ + ¢' est un homéomorphisme bilipschitzien.

Démonstration. Comme G/ = T" o (id+T" Lo ¢/) et Lip (7" ' og') < | T""| Lip(¢), il
suffit de montrer ce lemme avec T" = id et ¢’ < 1, ce que nous supposons désormais.
Soient y € E et ¢ : & — y — ¢'(x). Puisque ¢’ < 1, lapplication ¢ est contractante sur
I'espace métrique complet E. Elle admet donc ' un unique point fixe z. Celui-ci vérifie
G'(z) =z + ¢'(x) = y. Donc G’ est surjective.
L’application G’ est clairement (1 4 ¢’)-lipschitzienne. Pour tous les x,y € FE, nous
avons

IG'(z) = G' Wl = llz = yll = [lg'(x) =g’ Wl = (1 = &) = — | -
110. Voir les notes de bas de page (60) et (61).
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Donc G’ est injective, et G’ est (1 — &)~ !-lipschitzienne. O

(i) Pour toute application v : E — E, notons vs : £ — E® et 7, : E — E" les
applications telles que v = 75 + 7,. Notons S et U les restrictions de 1" a E* et E
respectivement. En utilisant les relations F =T + f, G = T + g et H = id +h, 'égalité
FoH=HoGS¢sécrit foH+Toh=g+ hoG. En projetant sur E® et E“, cette égalité
est équivalente au systéme

fsoH+Sohs = gs+hsoG
fuocH+Uohy, = gy+h,oG,

la premiere équation étant une égalité entre applications de E dans E®, la seconde entre
applications de F dans E“. Ce systéme est équivalent a ’égalité h = h entre applications
de E dans FE, ou

he = (fsoH 4+ Sohg—gs)oG1
hy = U_lo(huOG+gu_quH)'

Notons que par le lemme 5.4, puisque § < ||T1||~!, 'application G est un homéomor-
phisme bilipschitzien de F. B

Montrons maintenant que application ¢ : CY, (E, E) — C?,(E, E) définie par h — h
est (§4ch(T))-lipschitzienne. Comme la norme de E est adaptée a T', pour évaluer ||h—h/||o
avec h, b’ dans CY, (E, E), il suffit ’évaluer [7s—Hsloo €t ||Fu—h'y||so. Posons H' = id +h/,
de sorte que H — H' = h — I/. Puisque les applications fs et f, sont d-lipschitziennes et
par la formule (39), nous avons

Hffls - i{/sHoo <|IfsoH — fs OH,HOO + HS” hs — h;HOO < (Lip (fs) + HSH)Hh_ h/Hoo
< (8 +ch(D))[Ih — Ao -

Nous avons ||[U~Y|| < 1, puisque la norme de E est adaptée a T'. Donc

= Bulloo < N 1w © G = iy 0 Glloo + U | fuo H = fuo H' o

< (U7 + Lip (fu))llh = Hlloo < (8 + ch(T))l|h = B[l -

Puisque 0 + ch(T") < 1, I'existence et I'unicité d’une solution h : £ — E de I"équation
h = h résulte alors du théoréme 2.10 (dans la note de bas de page (61)) du point fixe des
applications contractantes, appliqué a application (§ + ch(7'))-lipschitzienne .

(ii) La majoration de ||h|o s’obtient & l’aide de la derniére assertion du théoréme 2.10,

qui dit que
1

(0 + ch(T))

pour tout zg € C’Sb(E, E), en prenant zy = 0. En effet, puisque la norme est adaptée, nous

d(h, x0) < 1— d(p(x0), o)

avons

d((0),0) = |0 loc < max{[|(fs = 95) © G oo, IV Nlgu = fulloo} < llg = flloo -

(iii) Montrons pour conclure que H est un homéomorphisme. En échangeant les roles
de f et g, par Dassertion (i), nous obtenons un élément b’ € C% (E, E) tel que H' = id +h'
vérifie H' o F' = Go H'. Nous avons donc (HoH')oF = Fo(HoH'). Comme Ho H' —id =
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W + h o H' appartient & C,(F, E), par la propriété d’unicité dans l'assertion (i), nous
avons H o H' = id. De méme, nous avons H' o H = id, et H est un homéomorphisme. O

Nous aurons besoin dans le théoréme 5.20 d’un meilleur controle sur 'unique point fixe
p de F' (voir la remarque (1) ci-dessus).

Proposition 5.5. Avec les hypothéses de la proposition 5.3, l'unique point fixe p de F
vérifie, pour tout v € E, l'inégalité
[1F(v) — vl

S—0
Démonstration. Avec les notations de la démonstration de la proposition 5.3, identifions
E*® x E" avec E par (xs,2y) — Ts + x, et notons F' : E — E 'application définie par

lp =l <

Flzg,24) = (Fo(zg,20), Ty + U N zy — Fu(zs, 24)) -
Alors F et F ont les mémes points fixes. Puisque F = T + f, nous avons
F(xs,2y) = (S5 + fs(zs, 2u), U_l(xu — ful®s, 7)) -
Puisque les applications fs et f, sont é-lipschitziennes et |[U || < 1, nous avons donc
[Fs(2s, 2a) = Fs(@g, @)1l < (1S + 0)l(zs, 2u) — (2, 7,) |
et

1F (s, 2a) = Fulal, z) | < MU+ ) (@, 24) = (2%, 7))
< (U7 + 0)ll(s, ) = (2, @)l -

Donc par la formule (39), Papplication F est (§ + ch(T))-lipschitzienne.
Remarquons que, puisque la norme est adaptée et U1 < 1, nous avons

||F(xs’ Ty) — (75, 04)|| = || Fs(2s, Tu) — s, Uﬁl(xu — Fy(ws, 7y))|| < || F(zs, 70) — (75, 70) || -

Le fait que 'unique point fixe de F, qui est I'unique point fixe de F, vérifie la proposition
5.5 découle alors de la derniére assertion du théoréme 2.10, car 1 — (6 + ch(T")) > dp —
par la définition de dg. O

5.2 Le théoréme de Grobman-Hartman

Le théoréme suivant affirme que, dans certains cas, un difféomorphisme est localement
topologiquement conjugué au voisinage d’un point fixe & sa différentielle en ce point fixe.
En particulier, la dynamique de ce difféomorphisme sera, dans ce voisinage, “la méme” que
celle de sa différentielle. Voir [I[<I1, §6.3] pour une autre démonstration.

Théoréme 5.6. (Théoréme de Grobman-Hartman) Soient N € N—{0}, Q un ouvert
de RN, ¢ : Q@ — RN un C'-difféomorphisme local et xy un point fixe hyperbolique de ¢
(c’est-a-dire xo est un point de Q) tel que ¢(xo) = xo et tel que la différentielle T = dy,¢
de ¢ en xg soit un automorphisme linéaire hyperbolique de RN).

Alors il existe des voisinages ouverts U de 0 dans RN et V de xq dans 2, et un homéo-
morphisme H : U — V tel que H(0) = xq et, pour tout x € U, si T(x) € U, alors

HoT(x)=¢oH(z).
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Remarque. Si le point fixe zg n’est pas hyperbolique, ceci n’est plus vrai en général. Par
exemple, pour tout € € |0, 1], nous pouvons considérer I’application ¢ : C — C définie par
2 = €"2(1—¢€|2?]), qui n’est topologiquement conjuguée a la rotation z +— €’®z dans aucun
voisinage de 0 (regarder quels sont les ensembles w-limites).

z ez

Démonstration. Soit o : R — R une fonction plateau de classe C* telle que a(x) = 1
siflzf] <1et afx)=0si|z| > 2. Pour tout € > 0, soit ae(z) = a(%).

Nous pouvons supposer que o = 0. Ecrivons alors ¢ = T + f ot f : Q@ — RY est
de classe C! et vérifie f(0) = 0 et dof = 0. Posons F. = T + f. avec f. = a.f. Prenons
€ assez petit. L’application F, : RN — RN coincide avec ¢ sur B(0,¢) et avec T' en
dehors de B(0, 2¢). L’application f. est bornée et lipschitzienne, avec (par le théoréme des
accroissements finis)

Lip (fe) = sup ||dzfe| -
xRN

Or nous avons
fl) .
€

€

dofe=o(7) duf +

Notons M = max { ||&||c0, || 2 — [|dz¢] ||so }- Nous avons alors

. X
Llp(fe)§M< sup [dof]| +  sup ”ﬂ)")ssM sup [,/
z€B(0,2¢) z€B(0,2¢) € x€B(0,2¢)

(encore par le théoréme des accroissements finis, car f(0) = 0). Puisque dof = 0, la
constante de Lipschitz Lip (fe¢) tend donc vers 0 quand € — 0, et nous pouvons appliquer
la proposition 5.3 & F, pour € > 0 fixé assez petit. Il existe donc un homéomorphisme H de
RY tel que HoT = F.oH. Puisque 7' admet 0 comme seul point fixe, et puisque F.(0) = 0,
nous avons par conjugaison H(0) = 0. Nous prenons alors U = B(0,¢€) et V = H(B(0,¢))
et nous remplagons H par sa restriction & U afin d’obtenir le résultat. 0
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5.3 Stabilité structurelle des automorphismes hyperboliques du tore

Avant de donner la définition générale d’un systéme dynamique (uniformément) hyper-
bolique dans la partie 5.4, donnons un résultat de stabilité globale de dynamique chaotique.
C’est un cas particulier d'un résultat plus général que nous énoncerons ultérieurement, mais
dont la démonstration est plus simple.

Soient N € N — {0} et M € .#xn(Z) une matrice carrée a coefficients entiers de déter-
minant non nul de taille N. Nous avons vu dans les chapitres précédents que la dynamique
de la transformation ¢p; : TV — TV (définie dans la partie 3) peut étre trés chaotique :
mélange, densité des orbites périodiques, mélange multiple, mélange exponentiel, ... Le
théoréme suivant affirme que, lorsque M est hyperbolique, cette dynamique chaotique
n’est pas modifiée par une petite pertubation de ¢;.

L’application du chat d’Arnold, qui est un des exemples le plus étudié de systéme

. . 2 1 .
dynamique hyperbolique, correspond au cas N = 2 et M = 1 1) L’une des raisons

est sans doute que les valeurs propres complexes de M sont le carré du nombre d’or
©r = 3+—2‘/5 > 1 et son conjugué de Galois 3_2—\/5 < 1 (qui ne sont donc pas de module 1).

. 11 . . . o .
La matrice < 1 o) dont le carré est la matrice précédente, conviendrait aussi bien (voire
mieux du point de vue des valeurs propres complexes!), mais pour des raisons historiques,

c’est la précédente qui fait ’objet de nombreux documents.

La transformation linéaire de matrice M = envoie le carré unité [0, 1]? sur le

parallélogramme de sommets (0,0), (2,1), (3,2) et (1,1), comme il est facile de vérifier en
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regardant 'image des sommets du carrés. Pour comprendre 'application ¢,s induite par
M sur le tore TV, il suffit alors de réduire modulo Z2, voir le dessin ci-dessus pour une
visualisation de qﬁ?\/f : nous avons vraiment 'impression que M mélange les couleurs, ce qui
illustre le théoréme 3.5.

Comme dit ci-dessus, ce sont les propriétés fortes de contraction et dilatation, couplées
avec de la récurrence, qui provoquent ce phénoméne. Les deux droites propres de M sont

Ev = R(#g, 1), dilatée par le facteur ¢? = %g >1let B = R(l_z‘/g, 1), contractée par

le facteur %g < 1. Nous reviendrons sur une description générale de la décomposition
dynamique R? = E* @ E* dans la partie 5.4.

En hommage & Arnold, qui en 1967 introduisit une téte stylisée de chat dans le carré
unité [0, 1]?, et dessina son image par ¢y, ce qui donna son nom & 'application ¢y, voici
une image de transformation de chat, extraite de Wikipédia (pour une matrice légérement
différente de M, mais conjuguée, donc ayant les mémes valeurs propres complexes).

Nous aurons besoin du rappel de topologie algébrique élémentaire suivant, pour lequel
nous renvoyons par exemple & [Paud, Paus], ainsi que [Godl, Spa, Hat], définissant, pour
toute application continue ¢ du tore TV dans lui-méme, d’une part ses relévements ¢ au
revétement universel RY de TV, et d’autre part son action ¢, sur le groupe fondamental
ZN de TN,

Proposition 5.7. Soient ¢ : TV — TN une application continue et e RN — TN
la projection canonique. Appelons un relévement de ¢ par 1 toute application continue
¢ : RN 5 RV telle que po¢=g¢op.

(1) Pour tout les points o et xf, de RN tels que 71(336) = ¢(p(x0)), il existe un et un seul

relevement 5 de ¢ tel que 5(3:0) = . UL De plus, si ¢ est un homéomorphisme de TV,

111. Ceci découle du fait que la projection canonique T est un revétement, et que R est connexe par
arcs et simplement connexe, voir les références ci-dessus, dont [Pau8, Coro. 2.26]. Notons que le point
zo € RY étant fixe (et nous prendrons souvent 0), le relévement 5 dépend du choix de (. Mais si x{ est
un autre point de RY tel que /rx(ac’o' )= gb(/rx(ﬂco)) et si ¢* est le relévement associé & ce nouveau choix, alors
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alors ¢ est un homéomorphisme de RN . 112

(2) Il existe une matrice ¢ € MN(Z) a coefficients entiers telle que
Ve eRY, VzeZV, ¢(a+2z)=dx)+ dulz) . 113

De plus, si 1 : TN — TN est une autre application continue, alors (¢ 0 V), = ¢y 0 1Py.
En particulier, si ¢ est un homéomorphisme de TN, alors pour tout n € Z, nous avons
(¢n)* = (¢*)n

(3) La matrice ¢, est lunique matrice M € Mn(Z) telle que 'application 5 — M soit
bornée sur RN, 114

(4) Si le tore TV est muni de la distance quotient d(6,0") = inf 2R, p(x)=0 |l — ||, si
z'eRN, 71(90’):9’

¢, : TV — TV sont deux applications continues telles que supgern d(¢(6),¥(0)) < 1,

alors ¢y = 1P, 119 O

La différentiabilité des applications de la variété différentielle TV dans elle-méme (voir
un cours de géométrie différentielle, par exemple |Laf, |) s’'interpréte facilement. No-
tons C* (TN, TV) I’ensemble des applications f : TV — TV de classe C!, c’est- a-dire telles
que f RN — RV est de classe C', ce qui ne dépend pas du choix de relevement f de f,
puisque deux relévements différent d’une constante, comme vu dans la proposition 5.7 (1)
(et sa note de bas de page 111). _

Pour tout point 6 dans T, nous notons alors Tyf = d.f € ZL(RY) ot 2 € RV est
n’importe quel point de RY tel que 6 = /r\(az) Par les propriétés rappelées ci-dessus, cette
application linéaire Ty f ne dépend ni du choix du relévement f de f ni du choix du point
x dans la fibre /rx_l(O) au-dessus de 6. C’est, par définition, la différentielle de f en 6.

En utilisant la norme d’opérateur || || sur I'algébre .Z(R"), nous munissons 1’ensemble
CHTN,T¥) de la distance d donnée par

d(f,g) = sup (d(f(0),9(0)) + |Tof — Togl ) -

PeTN

il existe m € Z" tel que mo = :v J 4+ m, et les deux relévements <j> et ¢ différent seulement de la constante
additive m : nous avons ¢* = ¢ 4+ m par unicité.

112. En notant g/i)—:/l l'unique relévement de Papplication continue ¢~ tel que &5\_/1(%6) = xp, ce qui est
possible car /rx(xo) =¢'o ¢(/]’L(3:0)) = ¢_1(/r\(m6)), nous avons 551 0 ¢ = idgn par unicité du relévement
de l’identité fixant xo, et de méme go q?jl = idgn.

113. Soient z,z’ dans Z~. L’application = > (5(35 +z) — q~$(m) est une application continue sur l'espace

topologique connexe RY & valeurs dans 1’espace topologique discret Z . Elle est donc égale & une constante
¢«(2) € ZV . Pour n’importe quel z € RY, nous avons

$u(2) + 0u(2) = ($(x+2 +2) = d(@+2)) + (d(a+72) - d(x) =pu(z+72) .

Donc ¢. est un morphisme de groupes de ZY dans lui-méme, et est donc donnée par une matrice a
coefficients entiers.

114. Ceci découle du fait que qz — ¢« est une application continue et Z-périodique par I'assertion (2),
donc bornée, et du fait que toute application linéaire bornée est nulle.

115. Notons qg, {/JV :RY — RY des relévements de ¢ et 9. Par hypothése de Iassertion (4), lapplication

~ ~ o
continue ¢ — ¢ prend ses valeurs dans ,.,~v B (2, %) Comme RY est connexe et puisque ces boules

ouvertes sont disjointes, I'image de ’application ¢ — 1) est contenue dans une de ces boules, donc est
bornée. Par conséquent, par lassertion (3), application linéaire ¢. — 1. est bornée, donc nulle.
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La topologie induite par cette distance est appelée la topologie C1 sur C* (']I‘N , TN (voir la
généralisation de cette notion & toutes les variétés, avant I’énoncé du corollaire 5.16).

Exemple. Soit M € .#xn(Z) une matrice a coefficients entiers, de déterminant non nul.
Puisque la différentielle d'une application linéaire en tout point est elle-méme, puisque
ér(0) = 0 et en prenant xop = z{, = 0 dans la proposition 5.7 (1), nous avons ¢y = M
et Tyopr = M pour tout & € TV. Par l'unicité dans la proposition 5.7 (3), nous avons

(Orr)s = M.

Le résultat suivant est le théoréme de stabilité structurelle d’Anosov dans le cas par-
ticulier des difféeomorphismes d’Anosov linéaires des tores. Nous renvoyons par exemple &
[I<H, 18.2] pour une version générale.

Théoréme 5.8. (Anosov) Soit M € .#n(Z) une matrice a coefficients entiers, de déter-
minant non nul et hyperbolique. Alors il existe un voisinage % de ¢pr dans CH(TN, TV)
tel que toute application ¢ dans % est topologiquement conjuguée & ¢pr : il existe un et un
seul homéomorphisme h de TV tel que ho ¢ = ¢y o h et hy, =1id.

Démonstration. D’aprés la proposition 5.7 (4), si nous choisissons % suffisamment petit,
tous les éléments ¢ de % vérifient

¢*:(¢M)*:M~

D’aprés la proposition 5.7 (3), les relévements qz~5 de ¢ s’écrivent gz~5 = M + ) avec 9 une
application bornée sur RV. Quitte & réduire %, nous pouvons supposer que la constante
de Lipschitz

Lip (v) = sup [ Toy|| = sup [[Top — Tyou||
9ecTN 0eTN

est aussi petite que 'on veut. B
La proposition 5.3 nous donne alors un homéomorphisme H de R tel que Ho¢p = MoH
et tel que 'application H — id est bornée.

Lemme 5.9. Soit x dans RY. Le point H(z) est l'unique point y de RN tel que
sup [|M™y — 3 (x)]| < oo .
ne”Z

Démonstration. Tout d’abord, le point H(z) vérifie bien cette condition, car nous avons

M"H (z) — ¢"(z) = H(¢"(z)) — ¢" () et Papplication H — id est bornée.
Réciproquement, si un point y = H(z) + v vérifie cette condition, alors la suite

(M™)pez est bornée. Comme M est hyperbolique, nous avons forcément v = 0. O

Pour terminer la démonstration du théoréme d’Anosov 5.8, montrons que la conjugaison
H entre M et 5 passe au quotient en une conjugaison h entre ¢ps et ¢ : montrons qu’il
existe une application continue h : TV — TV telle que 1o H=ho e Pour cela, il suffit
de montrer que
VzeZV, Vo eRY, H(z+z2)=H(z)+z.

Mais cette égalité résulte du lemme ci-dessus, car la suite indexée par n € Z des
M™(H(z) + z) = ¢"(@ + 2) = (M"H(z) + M"z) — (§"(2) + ¢ (2)) = M"H(x) — ¢"(«)
est bornée.
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L’application h vérifie h o ¢ = ¢ o h par passage au quotient. Il reste a voir que h est
un homéomorphisme. Or l'inverse H' = H~! vérifie aussi les égalités

VeezZV Ve eRY, H'(z+2)=H'(z)+z.

Il existe donc aussi une application continue h’ telle que M0 H =N o Par construction,
h' est l'inverse de h. O

5.4 Ensembles hyperboliques de difféomorphismes

Nous renvoyons par exemple a |Laf, | pour les prérequis sur les variétés différen-
tielles, les fibrés tangents et les champs de vecteurs.

5.4.1 Fibrés vectoriels normés

Nous commencons cette partie par des “rappels” sur les fibrés vectoriel normés, que le
lecteur savant (ou pressé) peut omettre pour commencer aprés la fin de la démonstration
de la proposition 5.10, il n’y en a pas vraiment besoin pour “comprendre” la suite.

Si K est un espace topologique, un fibré vectoriel (réel) sur K est un espace topologique
E, appelé I'espace total, muni d’une application continue surjective 7 : £ — K, appelée
la projection, et, pour tout € K, d’une structure d’espace vectoriel réel sur la fibre
E, = m Y(z), vérifiant la propriété de trivialité locale suivante : pour tout » € K, il
existe un voisinage ouvert U de x dans K, un espace vectoriel réel de dimension finie F’
et un homéomorphisme 6 : 7=1(U) — U x F tel que pour tout z € U, si pry,pry sont
les projections sur les deux facteurs de U x F', alors 'application pryof | E, : E, — F
soit un isomorphisme linéaire et pr; o6 (E,) = {z}. Cette derniére condition signifie que
le diagrame suivant est commutatif :

) 5 UxF

T\ v’ pry
U .

Un tel ouvert U est appelé un ouvert trivialisant et une telle application 6 est appelée
une trivialisation locale. Si n € N est fixé et si les espaces vectoriels F' ci-dessus sont de
dimension n, nous dirons que E est de rang n.

Si ¢ : K — K’ est une application continue enre deux espaces topologiques, un mor-
phisme au-dessus de ¢ d’un fibré vectoriel E sur K de projection 7, a valeurs dans un fibré
vectoriel B/ sur K’ de projection 7', est une application continue ® : £ — E’ telle que
7’ o ® = ¢ o, ou autrement dit le diagramme suivant

E > E

4 4w

est commutatif et, pour tout x € K, lapplication ® : E, — Eclb(m) soit linéaire. Un
isomorphisme est un morphisme bijectif d’inverse un morphisme. Par exemple, si M, M’
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sont des variétés différentielles lisses, et si ¢ : M — M’ est une application C*, alors son
application tangente T'¢ : TM — TM’, définie par

d
Tf:v— — oc
from g 6

pour n’importe quelle courbe ¢ de classe C' dans M, définie sur un intervalle ouvert
contenant 0, de vecteur tangent v = %Ihoc au temps ¢ = 0, est un morphisme du fibré

tangent T'M dans le fibré tangent TM' au-dessus de ¢.

Soit E un fibré vectoriel sur un espace topologique non vide K, de projection .

Un sous-fibré de E est une partie E’ de F telle que 7(E’) = K et pour tout = € K,
I'intersection E, N E’ soit un sous-espace vectoriel de E, variant continiiment avec x, c¢’est-
a~dire de sorte que E’, muni de la restriction 7' = 7 | et des structures de sous-espaces
vectoriels sur les fibres de 7/, soit un fibré vectoriel. Un endomorphisme de fibrés vectoriels
® : I — F au-dessus d’une application continue ¢ : K — K préserve un sous-fibré £’ de E
si ®(E') C E, ou, de maniére équivalente, si pour tout « € K, nous avons ®(E;) C E} .
La restriction @ |gs est alors un endomorphisme de fibrés vectoriels au-dessus de ¢. Un
fibré vectoriel £ sur K est dit somme directe de sous-fibrés F1, ..., E}, et nous noterons
E=FE® - @®E;siE,=(FE1);® @ (Fg), pour tout z € K.

Si K’ est une partie de K, I'espace topologique E' = 7~ }(K’) muni de la restriction
7' = m |pr et des mémes structures d’espaces vectoriels sur les fibres, est un fibré vectoriel
sur K', appelé la restriction du fibré vectoriel E a K’, et noté F |g/. Par exemple, si M’
est une sous-variété lisse d’une variété lisse M, alors le fibré tangent T'M’ est un sous-fibré
du fibré restriction T'M)y.

Une norme sur E est une application continue || || : £ — R dont la restriction || |,
a la fibre E, au-dessus de tout x € K est une norme sur ’espace vectoriel réel E,. Un
fibré vectoriel normé est un fibré vectoriel muni d’une norme. Par exemple, une métrique
riemannienne sur une variété lisse M est une norme sur le fibré tangent TM de M qui
est une norme euclidienne sur chaque fibre. Si E est muni d’une norme, nous munirons
tout sous-fibré de E de la norme restreinte. Si K est métrisable, tout fibré vectoriel sur K
admet une norme. % Si K est compact, par un argument de continuité et le fait que deux
normes sur un espace vectoriel réel de dimension finie sont équivalentes, deux normes || ||
et || ||' sur E sont éguivalentes, c’est-a-dire qu’il existe ¢ > 0 tel que 2 || || < [[ |/ < ¢ |-

Si® : F — E’ est un morphisme de fibrés vectoriels, entre deux fibrés vectoriels normés,
au-dessus d’une application continue ¢ : K — K’, sa norme d’opérateur est

|@]] = sup [ D
rzeK

116. En effet, soit (U;)ier un recouvrement ouvert de K par des ouverts trivialisants de E, et fixons
0; : 7r_1(U1-) — U; x F; une trivialisation locale au-dessus de U;. Fixons une norme || ||, sur l’espace
vectoriel réel de dimension finie Fj;, et notons || |; : v — || pryo8;(v)||F;, qui est une norme sur le fibré
vectoriel E |y,. Puisque K est métrisable (hypothése qui peut étre affaiblie, mais qui sera suffisante pour
nous), il existe (voir par exemple [Dug]) une partition de I'unité (p;)icr subordonnée au recouvrement
(Us)ser, c’est-a-dire la donnée pour tout ¢ € I d’une application ¢; : M — [0, 1] continue et nulle en dehors
de U, telle que la somme ), @; soit localement finie et égale & 1. Posons alors

= giomll i,

i€l
en prolongeant || ||; par 0 en dehors de 7~ (U;). Alors || || est une norme sur E.
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12(0)ll¢()

ot |||l = supyep, {0} .~ est la norme d’opérateur de 'opérateur linéaire ®, =

® |, entre les espaces vectoriels normés E, et Ey,). Le morphisme ® est dit borné si sa
norme d’opérateur est finie, ce qui est par exemple le cas si K est compact.

Une section ensembliste (respectivement section) du fibré vectoriel E est une application
(respectivement application continue) o : K — E telle que 7 o o soit 'application identité
sur K. Cette égalité m o o = id signifie que le diagrame suivant est commutatif :

E
UZ( s
K 4 K.

Nous noterons T'Y( E) I’espace vectoriel réel 7 des sections de E. Si E est un fibré vectoriel
normé, nous noterons I')(E) le sous-espace vectoriel de I'’(E) des sections bornées, muni
de la norme uniforme

[ollec = sup [lo(z)]lz -
zeK

Remarquons que si K est compact, alors toute section est bornée.
Notons I'y(E) Pespace vectoriel des sections ensemblistes (donc pas forcément conti-
nues) du fibré vectoriel E, qui sont bornées, muni de la norme uniforme ci-dessus.

Proposition 5.10. Les espaces vectoriels normés I'y(E) et T)(E) sont des espaces de
Banach.

Démonstration. L’argument est analogue a celui pour montrer la complétude de la norme
uniforme de C(K;R).

Pour tout x € K, I'application d’évaluation en = des sections, définie par o +— o(x)
de T'y(F) dans E,, est 1-lipschitzienne par définition de la norme uniforme. Puisque F,
est de dimension finie, sa norme || || est compléte. Si (oy,)nen est une suite de Cauchy
dans I'y(E), alors (0,(x))nen est une suite de Cauchy dans E;, donc converge dans E
vers un élément que nous notons o(x) € E,. Soit € > 0. Soit N € N tel que si m,n > N
alors ||oy, — omlec < €. Alors pour tout z € K, nous avons ||op(z) — om(2)|lz < €, donc
en faisant tendre n vers +o00, nous avons ||o(z) — o (z)||z < €. Par conséquent, la suite
(0n)nen converge vers lapplication o : z — o(z) pour la norme uniforme.

En particulier, la section o est bornée, car toute section ensembliste & distance uniforme
au plus 1 d’une section ensembliste de norme uniforme au plus C' est de norme uniforme
au plus C + 1.

Ceci montre que I'y(E) est un espace de Banach. Montrons que le sous-espace vectoriel
I')(E) est fermé dans I'y(E). Supposons qu'une suite (0y,)nen dans I')(E) converge pour
la norme uniforme vers o € I',(E). Montrons que o est continue. Soit o9 € K. Soit V
un voisinage ouvert de o(xzg), montrons qu’il existe un voisinage ouvert U de z( tel que
o(x) € V pour tout x € U. Nous pouvons supposer que V C 7 1(U;) ott U est un
voisinage ouvert de xg trivialisant F, c’est-a-dire tel qu’il existe un espace vectoriel F' et
une trivialisation locale 6 : 7=1(U;) — Up x F. Fixons une norme || ||¢ sur F, et notons
B(w,r) sa boule de centre w € F et de rayon r > 0. Montrons que quitte a réduire Uy, il

117. pour les opérations points par points o + o’ : x — o(x) + o'(z) et Ao : x — Ao(z) pour tous les
0,0 € TY(E) et A € R, qui sont bien définies par la structure d’espace vectoriel réel de chaque fibre, et qui
sont continues par la continuité de ces structures
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existe ¢ > 0 tel que pour tout v € 7~ 1(U1), nous avons

[pra 0 8(v)l|lF < cflv] -

En effet, application f de U; dans R définie par x — inf,cp.u|=1 10~ (z, w)||
est continue par la continuité de ' et la compacité de la sphére unité de F. Elle est
strictement positive en xg puisque v — ||v]|z, est une norme sur E,,. Quitte a réduire Uy,
il existe donc ¢ > 0 tel que f(x) > %, ce qui montre la formule centrée ci-dessus.

Par la continuité de 01, si € > 0 est assez petit, il existe un voisinage ouvert Us de xq
contenu dans U tel que 61 (U x B(pryo8(c(xp)),€)) soit contenu dans V. Soit N € N
tel que

lox = olloe < =
ON — O — .
N = 3¢
Par la continuité de oy et de 0, il existe un voisinage ouvert Us de zy contenu dans Us tel
que, pour tout x € Us, nous avons

[ pryo0(on(z)) — proob(on(zo))llr <

Wl ™

Donc pour tout 2 € Us, nous avons pr; of(o(z)) =moo(x) =z € Us et

[ pryob(o(x)) — praob(o(xo))llr < || pryob(o(z)) — pryob(on(z))lr

+ [ praeb(on(z)) — pryob(on(zo))llF + || pry 0 0(on(x0)) — pra o b(o(xo))llF
< cllo(@) —on(@)|| + [[pryob(on(z)) — proob(on(zo))llr + ¢ llon(zo) — o(zo)||
<c % + § +c 3— =€.

Par conséquent, pour tout x € Uz, nous avons o(x) € 0~ (Us x B(pryo8(c(xg)),€)) C V,
ce qui montre la continuité de o. O

5.4.2 Parties hyperboliques d’une variété munie d’un difféomorphisme

Soient M une variété différentielle lisse et @ : TM — M son fibré tangent (de fibre
au-dessus de * € M notée T,M = 7 !(x)). Soient ¢ : M — M un C'-difféomorphisme
et T¢ : TM — TM son application tangente, qui vérifie que T,¢ = (T <Z>)‘Tz A est un
isomorphisme linéaire de T, M dans Ty, M, dépendant contintiment de z. Soit A une
partie de M invariante par ¢, c’est-a-dire telle que ¢(A) = A. Nous munirons A de la
topologie induite par M.

Nous noterons encore 7 : TM|y = J,ep TeM — A la restriction de 7 & la préimage
de A par m, qui est un fibré vectoriel sur A. Nous fixons une norme sur T My, c’est-a-dire
une application continue notée || || : TM|, — R dont la restriction || ||, & la fibre T, M
au-dessus de tout z € A est une norme sur 'espace vectoriel réel T, M. Si A est compact,
deux normes || || et || || sur TM, sont équivalentes, c’est-a-dire qu’il existe ¢ > 0 tel que
LU <1 € el |- Nous munirons tout sous-fibré de T M de la norme restreinte.

Pour tous les z € A et £ € L (T M, Ty(,)M), notons ||€[|; = sup,cr, pm— {0} % la
norme d’opérateur de £. Nous supposons que

sup max {[| To¢ |1z, | To(¢™") o} < +o0, (41)
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ce qui automatiquement vérifié si A est compact.

Un champ de vecteurs sur A est une section continue de m : TM|, — A, c’est-a-dire
une application continue X : A — T'M|, telle que X(z) € T, M pour tout z € A. Nous
notons I')(T'M 1a) I'espace de Banach (voir la proposition 5.10) des champs de vecteurs X
(continus) bornés (ceci est automatique par continuité si A est compact) sur A pour la
norme uniforme

[ X [oo = sup | X ()]l -
TEA

La transformation ¢ induit un automorphisme linéaire continu ¢, de l’espace de Banach
Fg(TMM) en posant, pour tout champ de vecteurs X € FS(TM‘A),

u(X) iz €N = Tyr(0 (X(¢7 ' (2))) € TuM | (42)

dont I'inverse est (¢,) ™! = (¢~ 1).. Notons que I'application ¢,(X) est bien continue bornée
par la formule (41), que id, = id, et que si ¢ : M — M est un C'-difféomorphisme de M
tel que Y(A) = A et supyep max{|| 7ot ||z, | Te(¥™1) ||z} < +oo, alors

(Yo d)s =1huody.

Notons I'y(T'M|5) I'espace de Banach (voir la proposition 5.10) des champs de vecteurs
pas forcément continus sur A (c’est-a-dire des applications pas forcément continues notées
o : A — TMy telles que o(z) € T, M pour tout x € A), mais qui sont bornés, muni de la
norme uniforme ||o||oc = sup,ey ||o(x)||; définie par la méme formule que ci-dessus, et de
I’automorphisme linéaire continu

¢y o {z > Ty-1(2)® (0(¢_1($))) } (43)

défini par la méme formule que ci-dessus. En particulier, Fg(TM‘ A) est un sous-espace
fermé de Fb(TM|A).

Définition 5.11. Soit A une partie de M invariante par ¢, munie d’une norme sur TM .

Nous dirons que A est une partie hyperbolique de M pour ¢ sila propriété (41) est vérifiée et

sl existe kg, Ky € R tels que 0 < ks < 1 < Ky, et nous dirons que A est une partie (kg, Ky )-

hyperbolique de M lorsqu’il convient de préciser, de sorte que l'une des deux conditions

équivalentes soit vérifice :

(1) Vautomorphisme linéaire continu ¢, de Uespace de Banach T{(TM)y) est (kg,kuy)-
hyperbolique,

(2) Vautomorphisme linéaire continu ¢. de l'espace de Banach Ty(TM)y) est (ks,kuy)-
hyperbolique,

(3) il existe une décomposition T My = E° @ E* en somme directe de deuzr sous-fibrés E°
et E* sur A continus et To-invariants (c’est-a-dire Top(E®) = E® et Top(E*) = E*),
appelés les sous-fibrés stable et instable de ¢, et des constantes ¢ > 0 et k., k!, € R
telles que 0 < Kl < ks < 1 < Ky < K,,, de sorte que, pour tout n € N

IT¢" s | < esl”, I T¢™" gull < crf™™

S

Démonstration de I’équivalence des définitions. Nous renvoyons a la partie 5.11 en
appendice & ce chapitre 5 pour des rappels de théorie spectrale.
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Comme I') (T'M, o) est un sous-espace vectoriel fermé de I'y(T'M|, ) invariant par ¢, le
spectre de ¢, dans I')(T'M|,) est contenu dans le spectre de ¢, dans I'y(TM),). Donc si le
spectre de ¢, dans I'y(T'M|,) ne rencontre pas 'anneau {z € C : ks < [z| < Ky}, alors le
spectre de ¢, dans I')(TM),) non plus. Le fait que I'assertion (2) implique I'assertion (1)
découle alors de I’équivalence dans la seconde partie de la proposition 5.2.

Si l’assertion (3) est vérifiée, alors la décomposition en somme directe

Ty(TMy) = Ty(E®) @ Ty(EY) ,

définie par X — X+ X, ot Xs(z) € ES et X, () € EY pour tout z € A, vérifie les axiomes
(1) a (3) du début la partie 5.1 définissant le fait que 'automorphisme linéaire continu ¢,
de T'y(T'M|,) (donné par la formule (43)) soit (s, ky)-hyperbolique. Donc I'assertion (2)
est vérifiée.

Pour montrer que l'assertion (1) implique I’assertion (3), nous allons utiliser le lemme
de tensorialité suivant, pour lequel nous renvoyons par exemple & | , Lem. 2.24]. Notons
que ’espace de Banach

& =Ty(T M)

admet une structure de Cg (A;R)-module, en posant, pour tout champ de vecteurs continu
borné X € & et toute application continue bornée f € CP(A;R),

fX:z— f(x)X(x).

Lemme 5.12. ''® Soit A : & — & une application continue C’g(A;R)-lme’aire. Alors 1l
existe une unique famille continue (Az)zep € (L (TeM))zen telle que, pour tous les x € A
et X € &, nous ayons

(AX)(z) = Ax(X(2)) . O

Supposons que ¢, : & — & so0it (ks, Ky )-hyperbolique, et soit & = &° @ & la décom-
position en somme directe de sous-espaces de Banach donnée par la définition au début
de la section 5.1 et le lemme 5.1 (2). Notons 7% : & — &% et % : & — & les projections

118. Par souci de complétude, voici une démonstration. L’unicité est immédiate. En effet, pour tous les
x € Aetwve T, M, il existe un champ de vecteurs X, € & tel que X, (x) = v (en construisant X, dans une
carte locale en x, puis en multipliant par une fonction plateau pour étendre & tout M, puis en restreignant
a A). Donc si une famille (A )zea vérifie 'énoncé du lemme, nous avons A, (v) = (AX,)(x) pour tous les
xz € Aetve T, M, ce qui caractérise la famille (Az)zen.

Montrons que pour tous les X € & et z € A, la valeur de AX en z ne dépend que de la valeur v = X ()
de X en z. En la notant A, (v), il est alors élémentaire de vérifier que la famille (Az)zea convient.

e Montrons que si X s’annule sur I'intersection avec A d’un voisinage ouvert U de x dans M, alors
AX s’annule sur ANU. En effet, pour tout x € AN U, soit ¢ € C*°(M) a support compact contenu dans
U, valant 1 en z. Alors f = ¢ |a appartient & C’g(A; R) et f X est le champ de vecteurs nul sur A. Donc
par la Cf (A; R)-linéarité de A, nous avons AX (z) = f(x)AX (z) = A(fX)(z) = 0.

e Montrons que si X s’annule en z, alors AX s’annule en x. En effet, soit (¢n)nen une suite dans
C*°(M), dont chaque élément vaille 1 sur un voisinage ouvert de x et soit a valeurs dans [0, 1], telle que
le support K, de ¢, soit compact, vérifiant K,11 C K, et ﬂn K, = {z}. Alors f, = ¢n |a appartient a
C?(A;R), le champ de vecteurs X — f, X s’annule sur un voisinage de = et (f,X)nen converge vers 0 dans
& (car X (x) = 0). Donc, par le point précédent et par la continuité de A, nous avons

AX(z) = lim (AX = fuX)(z) + A(fuX)(z) ) = lim A(fuX)(z)=0.
n——+oo n——+oo
Maintenant, pour tout = € A, si X, X’ € & vérifient X (z) = X'(z), alors (X — X")(x) = 0, donc nous avons
A(X — X")(x) =0, c’est-a-dire AX(z) = AX'(z) par linéarité de A. C’est ce que nous voulions montrer.
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linéaires. Remarquons que pour tous les X € & et f € CY(A;R), par la formule (42) et la
linéarité des applications tangentes, nous avons

¢*(fX) = fo(b—l (b*(X) :
Donc (¢.)" (fm*(X)) = fo g™ (¢x)"(7*(X)) et ()" (fn (X)) = fo¢" () "(x"(X)).

Puisque les applications f o ¢" pour n € Z sont uniformément bornées, les propriétés
de contraction/dilation de ¢, montrent que nous avons fr®(X) € &% et fr*(X) € &
Puisque fX = fn¥(X) + fn*(X), ceci montre que les applications continues 7% et 7 sont
CI? (A;R)-linéaires. Par le lemme ci-dessus, il existe donc des uniques familles continues
(P3)zen et (PY)zen avec pi,pt € L(T, M) pour tout z € A, telles que

vXed, Veel, (mX)(r)=pi(X(2)) et (7'X)(z)=py(X(2)).
Par unicité, puisque 7° + 7% = id, (7°)? = 7% et (7%)? = 7%, pour tout = € A, les deux
opérateurs ps, pt € £ (T, M) sont des projecteurs linéaires ((p3)? = ps et (p)? = p¥) tels
que p; +py = id.
Posons E? = p3(T, M) et E¥ = p(T,M). Alors T,M = E3 @ E¥, et par la continuité

de (p5)zen et (Pf)zen, les ensembles B = o) £ et B = J, .5 £y sont des sous-fibrés
de T'M), en somme directe, qui vérifient I'assertion (3). O

Remarques. (1) Si A est compact, la définition 5.11 est indépendante du choix de la
norme sur T'M.

(2) Comme dans le cas linéaire, une décomposition T M|y = E° @ E* en somme directe
de deux sous-fibrés, comme dans la définition 5.11, est alors unique. '*

(3) Une norme || || sur T'M), est dite adaptée a ¢ si elle est équivalente & la norme || ||
de T'M|p (ce qui est automatique si A est compact) et si

Veel Vs € B, Vo, € B, s+ vy = max{|Jos, [lvull'}
et

| Ty I = sup | Tedips " < ksy | (Type) ™" | = sup [ (Togyge) ' ' < "
TEA TEA

Es £
Ty

(=)

- T e

B . 1 . | EY,

T,M Ty M

119. En effet, la méme démonstration que celle du lemme 5.1 (1) montre qu’en posant A = max{xs, r%}
et avec ¢ > 0 comme dans la condition (3) de la définition 5.11, pour tous les € A, nous avons

E,={veT:M : VneN, [Txo" ()| <cA"||v]},

et
Ei={veTeM : ¥VneN, |v]<cA\"|To")]}.
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Par une démonstration analogue a celle du cas linéaire (voir le lemme 5.1 (3)), il existe au
moins une norme adaptée. 2

(4) Il est possible dans la définition 5.11 (voir par exemple | , §1.2]) de remplacer
(A,TMjp) par (A, E) ott A est un espace topologique, et m : £ — A un fibré vectoriel
normé au-dessus de A, et (¢,T¢) par (¢, P) o ¢ : A — A est un homéomorphisme et
® : F — F un isomorphisme de fibrés vectoriels au-dessus de ¢ tel que

sup maX{H (I)\n—l || H ¢~ |7r—1 (z) H} < +oo.
TEA

Voir la sous-partie 5.4.1 pour des définitions.

(5) En fait, la condition de continuité des sous-fibrés stable et instable dans la définition
5.11 est automatique, par le lemme suivant.

Lemme 5.13. Soit A une partie de M invariante par ¢, munie d’une norme sur le fibré
vectoriel T My vérifiant la propriété (41). Supposons qu’il existe ¢ > 0 et A € ]0,1] tels
que pour tout x € A, nous ayons une décomposition en somme directe vectorielle T,M =
E$ & EY, préservée par Ty (c’est a-dire Typ(E2) C Eg(z) et Typ(EY) C Eé)‘(m)) telle que
pour tous lesn € N, v € ES et v' € EY, nous ayons

I To"™ () | < eA™ [l V(| < e A™ [|[Teg™|| - (44)

Alors les dimensions de E et EY sont localement constantes, les sous-espaces vectoriels
E3 et EY varient continiment en x, et A est une partie hyperbolique de M pour ¢.

Démonstration. Puisque T3¢ est un isomorphisme linéaire de T, M dans Ty, M, les
conditions T, ¢(E?) C E? B ©F T.¢(EY) C ES (et un argument de blocs) impliquent que
T, 0(E?) = B, et T,o(EY) = EY ), et en particulier T ¢|gu est inversible.

Soient (zg)ken et (wk)gken des suites dans A et T'M, convergeant vers z € A et v € TM
respectivement. Montrons, par une démonstration analogue '?! & celle du lemme 5.1, que
si wy € B, pour tout k € N, alors nous avons v € Ej.

Le vecteur v € T, M s’écrit de maniére unique v = vg5 + vy, avec vs € B et v, € EY.
Pour tout n € N, nous avons T,¢"(v,) € E;n(m). Donc par la continuité de ’application
tangente et de la norme, puisque wy € E3 et vs € E, pour tout n € N, nous avons

[oull = Tgr @)@ (Ted" (0u)) | < A || Teg™ (va) | = ¢ A" Teg™ (v = vs) ||
< A" (I Tog" () |+ 1| Tad™ (05) 1) = €A™ Hm | T @™ (wie) |+ | o™ (05) II)

<2)\2n li :2)\271, ‘
< N( tim w4+ [lvs[]) = X ([[o] + ] vs )

120. 11 suffit en effet de poser, pour N assez grand, pour tous les z € A, vs € Ej et v, € E,

N-1
[[vs + vl = max { ZH |1 Ted" (ws)lls D ma |1 Te(¢™) (wa)ll } -
i=0
L’hypothése (41) que sup,c, max{||T:¢ |z, [|T2(¢ ") |l«} < +oo montre que cette norme | |’ est

équivalente a || ||.

121. et en fait conséquence de, car la derniére assertion du lemme 5.13 découle aussi du fait que les
hypothéses du lemme 5.13 font que la décomposition en somme directe I'y(T'M|x) = T'y(E®) @ I'y(E")
vérifie la définition 5.11 (2).
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Comme ¢?\?" tend vers 0 quand n tend vers 400, ceci implique que v, = 0 donc que v = v,
appartient a E?.

Une démonstration analogue montre si wy € Ej, pour tout k € N, alors nous avons
ve By

En travaillant dans un voisinage compact de x (contenant les x, quitte & extraire)
contenu dans un domaine de carte locale, nous pouvons supposer que la dimension de
M est constante, égale a N, et que la norme de T'M|5 est euclidienne sur chaque fibre.
Quitte & extraire, nous pouvons supposer que la suite (dim Eik)keN dans {0,..., N} est
constante, de valeur notée r. Pour tout k € N, soit %, une base orthonormée de T, M,
concaténation d’une base orthonormée %} de Ej, et d’une base orthonormée %’ de £y .
Quitte & extraire, la suite (% )ken converge vers une suite finie de T, M, formée, par I’étude
de limite précédente, d'une partie libre #° de r éléments de E; et d’une partie libre %"
de N —r éléments de EY. Puisque T, M = ES @& E¥, ceci implique que #° est une base de
E3 et %" une base de EY. Le résultat en découle. O

Exemples. (1) Une orbite périodique hyperbolique est 'orbite d’un point périodique = de
période p > 1 tel que 'application linéaire T, (¢4P), qui va de ’espace vectoriel de dimension
finie T, M dans Typ(,)M = T, M, soit un automorphisme linéaire hyperbolique de 7, M.
Il est immédiat qu'une orbite périodique hyperbolique est une partie hyperbolique de M
pour ¢, en posant, avec T, M = E; @ EY la décomposition en sous-espace stable et instable
de T,,M pour I’endomorphisme linéaire hyperbolique T, (¢P) et pour tout k =1,...,p—1,

Sk = To(@F)(B3) et Bl = Tu(d")(BL) .

(2) Soit M une variété différentielle lisse, dont le fibré tangent est muni d’une norme
(par exemple riemannienne, indifférente lorsque M est compacte). Un C!-difféomorphisme
¢: M — M est appelé un difféomorphisme Anosov de M si la variété M toute entiére est
une partie hyperbolique pour ¢.

Par exemple, si la variété est le tore TV pour un N € N—{0}, et si .# € GLx(Z) est une
matrice entiére inversible, n’ayant pas de valeur propre de module 1, alors la transformation
¢+ TN — TN définie dans le chapitre 3 est un diffeomorphisme Anosov. En effet, .#
(identifié & la transformation linéaire de RY de matrice .#) est un automorphisme linéaire
hyperbolique de RY (voir la proposition 5.2). Notons RY = E* @ E* la décomposition de
RY en somme directe invariante par . telle que les valeurs propres complexes de M s et
M| soient respectivement de module strictement inférieur & 1 et strictement supérieur
a 1. Alors le fibré tangent TTV s’identifie & TV x RY, la projection 7 : TTN — TV
s’identifie & la premiére projection pry : (TV x RV) — TV 1a différentielle T'¢_ 4 s’identifie
a lapplication ¢ 4 x A : (x,v) — (¢ y(x), M), et les sous-fibrés stable et instable de
TTN pour ¢ 4 s’identifient respectivement a TV x E* et TV x E". Le caractére Anosov
du difféomorphisme ¢_; est au coeur de la démonstration de sa stabilité structurelle (voir
la partie 5.3).

(3) Soit M une variété différentielle lisse, dont le fibré tangent est muni d’une norme
(par exemple riemannienne, indifférente lorsque M est compacte). Comme introduit par
Smale [Sma], un C!-difféomorphisme ¢ : M — M est dit Aziome A si

e l'ensemble non errant Q(¢) de ¢ est une partie hyperbolique de M pour ¢,

e l’ensemble non errant 2(¢) est 'adhérence Per(¢) de I’ensemble des points pério-
diques de ¢.
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Exercice E.21. Montrer que si # € GLN(Z) est une matrice entiére inversible, sans
valeur propre de module 1, alors la transformation ¢ 4 est Axiome A.

(4) 11 existe une définition analogue a celle de I’exemple (2) pour les systémes dyna-
miques & temps continu. Soit M une variété différentielle lisse, dont le fibré tangent est
muni d’une norme (par exemple riemannienne, indifférente lorsque M est compacte). Soit
(¢)¢er un groupe & un paramétre de classe C'! de C'-difféomorphismes 1?2 de M tel que

sup | Te¢" ||l < 400,
xeM,te[—1,1]

ce qui automatiquement vérifié si M est compacte. Alors (¢');cr est appelé un flot d’Anosov
g’il existe une décomposition

TM =E°®FE°* @ E"
en somme directe de trois sous-fibrés vectoriels EV, E® et E* sur M continus et T¢-
invariants (c’est-a-dire tels que T'¢!(E®) = EY, T¢'(E*) = E et T¢!(E*) = E* pour tout
t € R), appelés les sous-fibrés neutre, stable et instable de ¢, et des constantes ¢ > 0 et
A €10, 1] telles que, pour tout z € M,

d
EO — R t
v dth:0¢ v
et, pour tout t > 0,
IT¢ gs | < X, ([T g || < A

Comme pour les difféeomorphismes d’Anosov, il n’est pas nécessaire de demander la conti-
nuité des sous-fibrés E0, E%, E%, elle découle des autres propriétés.

Par exemple, si I est un sous-groupe discret de PSLy(IR), alors le flot géodésique (g?)ser
sur la variété quotient '#* M = I'\T'HZ de dimension 3 est un flot d’Anosov, dont le sous-
fibré stable (respectivement instable) est le fibré tangent aux orbites du flot horocyclique
stable (respectivement instable). En effet, pour tout v € M (c’est I'orbite par I' d'un
vecteur tangent unitaire & H]ﬁ), posons

0 d T s d T u d W
X’U = %“:09 v, XU = E‘T:Oh v, Xv = %‘T:O
Nous munissons le fibré vectoriel TM de la norme (dite norme de Sasaki), qui est euclidien-
ne sur chaque fibre et rend la base (X2, X, X%) de T, M orthonormée pour tout v € M.
Alors par les relations de commutations

glog’ =g og', gloh=h""og et gloh =5 " ogt

(voir lexercice E.18 (1) et (2)) et le théoréme de dérivation des fonctions composées, nous
avons

VieR, T.g'(X)=X2, T.o' (X)) =e¢' X5, T.g (X)) =c X, .

gtvo gtvo

122. Ceci signifie que I’application ¢ : R x M — M définie par (¢, z) — ¢'(z) est de classe C*.

123. Comme vu dans la partie 4.5, le fibré tangent unitaire T*HZ s’identifie avec G = PSLa(R). Puisque
le sous-groupe I est discret dans G, ’action par translations & gauche de I" sur G est propre et libre. Donc
la projection canonique T'HZ = G — M = F\TIHH% = I'\G est un revétement. La structure de variété
quotient sur M est alors 'unique structure de variété lisse telle que cette projection canonique soit une
submersion lisse. Voir par exemple | , §2.4.2] pour des explications.
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h*v

T'HZ

Ceci montre que (g*)scr est un flot d’Anosov, avec décomposition Ty; = E° @ E* @ E¥
en somme directe de sous-fibrés neutre, stable et instable (tous trois de fibres de dimension
1) donnée par

VoeM, ES=RX?, ES=RX: E'=RX",

et avec pour norme adaptée a (g)ier sur TM

Voe M, onXS—l—msX;f—i—qu}f

/
= max{ |z, |7, |7}

Remarquons que si I' est trivial, alors ’ensemble non errant de (g');cr est vide. Donc
la dynamique du flot géodésique (g!)ier, méme s’il est d’Anosov, ne sera intéressante
que lorsque le groupe I' est intéressant (mais pas forcément de quotient M = I'\T'H%
compact, comme par exemple pour le groupe modulaire I' = PSL9(Z), voir la partie 4.5).
Nous renvoyons par exemple au joli livre [Dal] pour les aspects de dynamique topologique
du flot géodésique sur les surfaces hyperboliques.

5.5 Le fer a cheval de Smale

Je recommande de visualiser le chapitre 6 du superbe film d’animation Chaos par
Leys-Ghys-Alvarez sur

https ://www.chaos-math.org/fr.html

Le fer a cheval, introduit par Smale (voir par exemple | ]), est 'un des examples
les plus simples de difféeomorphisme admettant un ensemble hyperbolique remarquable
(en particulier d’intérieur vide, contrairement au cas des difféomorphismes d’Anosov), qui
sert d’illustration a de trés nombreux phénoménes de dynamique hyperbolique (dont la
propriété d’étre Axiome A, d’avoir un codage par un décalage de Bernoulli, d’étre un
modéle pour des points homoclines, etc). Cet exemple est traité dans de nombreux livres
de systémes dynamiques, voir par exemple [[<I1, §2.5], [AP, 3.5].
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A

d

Soit @ = ]0,1[? le carré unité (ouvert). Découpons-le en cinq rectangles verticaux et
notons Py = |1, 2[ x ]0,1[ et P, = ]2, 2[ x ]0,1[ les deuxiéme et quatriéme rectangles
verticaux. Effectuons une dilatation horizontale de rapport 5, et une contraction verticale
de rapport 1/5, puis replions (de maniére lisse) le rectangle ainsi obtenu en un fer a cheval.

Faisons en sorte que la composition de ces transformations, notée ¢, envoie le rectangle

vertical Py sur le rectangle horizontal @1 = ]0,1[ x ]$, 2[ par une dilatation horizontale
de rapport 5, une contraction verticale de rapport 1/5 et puis une translation, et de méme
Py sur le rectangle horizontal QO =10,1[ x ]2, 2[, avec en plus une rotation d’angle 7. Le

rectange vertical du milieu |2, 2[ x ]0,1[ est envoyé sur la partie courbe du fer & cheval.
Nous pouvons faire en sorte que la transformation envoie la réunion

=[0,1?u{z€C : Rez <0,

2—1—%‘|§1

du carré fermé et de ses deux demi-disques latéraux dans l'intérieur d’elle-méme. 11 est
possible d’étendre de maniére lisse la transformation ¢ de R dans lui-méme en un difféo-
morphisme encore noté ¢ de la sphére Sy, identifiée & R? U {oo} par la projection stéréo-
graphique, ayant un point fixe répulsif en oo.

| QOI QO N ¢(Q1) ¢(P0) N ¢2(P1)
Qoo = Qo N d(Qo) = ¢(FPo) N ¢?*(Py)
Q10 = Q1 N P(Qo) = ¢(P1) N ¢ (P)
Q1 = Q1N (Q1) = ¢(P1) N (Py)

L’intersection @ N ¢(Q) est la réunion Qo U @1 de 2 rectangles horizontaux d’adhé-
rences disjointes Qg et Q1. L’intersection Q N ¢(Q) N ¢?(Q) est la réunion de 4 rectangles
horizontaux d’adhérences deux & deux disjointes

Qoo = QoNd(Qo), Qo1 =QoNd(Q1), Qo= Q1NP(Qo), Qu =CQ1Ne(Q1) .
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Par récurrence, pour tout n > 1, l'intersection (., ' (Q) est réunion de 2" rectangles
horizontaux d’adhérences deux & deux disjointes, chacun d’entre eux de la forme

n—1
Qu = m qbl(sz)
=0
ot w = (wo,wi,...,wp—1) € {0,1}". Donc Ay = ;e ¢'(Q) est un produit ]0,1[ x K3
ot K5 est un espace de Cantor dans [0, 1]. De plus,

A+ = U ﬂ ¢Z(Qw1) )

w=(ws)ien€{0,1}N €N

ot chaque (o ?*(Qu,;) pour w = (w;)ien € {0, 1} est un segment horizontal de la forme
10, 1] X {4 }-

De méme, l'intersection ¢~1(Q) N Q, qui est 'ensemble des points de @ dont I'image
par ¢ est encore dans @, est la réunion des 2 rectangles verticaux d’adhérences disjointes
Py et Pp. L'intersection ¢~2(Q) N ¢~ 1(Q) N Q est la réunion de 4 rectangles verticaux
d’adhérences disjointes

Po=¢""(Po)NPy, Pu=0¢"(Po)NP, Po=¢ " (P)NPy, Pu=0¢"(P)NP.

~
I

OOJ

R
1

PiiNnQu=¢"HP)NPNo(P) N (P)
PioNQu = ¢~ HPr1) N PyN¢(Pr) N> (Pr)

(‘d);_¢
(%)@
(0 )¢
(‘d);_¢

oD oD
R
Par récurrence, pour tout n > 1, I'intersection [, #~4(Q) est réunion de 2" rectangles
verticaux d’adhérences disjointes, chacun d’entre eux de la forme

0
Po= () ¢'(Pu)
1=—n+1
ot w = (W_pnt1,W_pny2,...,w1,wo) € {0,1}". Donc A_ = N,y ¢~ (Q) est un produit

K5 x ]0,1[ ot K5 est un espace de Cantor dans [0, 1]. De plus,

A= U m (bi(Pwi) )

w=(wi)ie-n€{0,1}~N €N
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ou chaque ey ¢'(P,,) pour w = (w;)ie—n € {0,1} 7 est un segment vertical de la
forme {*,}x ]0, 1].

Notons alors A = A_ NA; = ey #'(Q), appelé lattracteur de Smale. Notons que
Q est un voisinage ouvert de A. Par la construction, pour tout € RZ, nous avons
lim,, s 400 d(¢"(x),A) = 0, et nous dirons que R? est le bassin d’attraction de A pour ¢
dans Sy = R2U{oo}. Le bassin de répulsion de 0o pour ¢, c’est-a-dire le bassin d’attraction
de oo pour ¢!, c’est-a-dire 'ensemble des = € Sy tels que lim, 1o ¢~ "(z) = 00, est le
complémentaire de I'attracteur de Smale : nous avons

{xeSy : nll}lfoogzﬁ* () =00} =Sg—A.

En particulier, pour tout voisinage d’adhérence compacte U de A, nous avons (une propriété
sur laquelle nous reviendrons plus tard)

() ¢"(WU)=A. (45)
nez
Proposition 5.14. Le fer a cheval ¢ : So — So est un C°-difféomorphisme ayant exac-
tement deux minimauz, {00} qui est un point five répulsif, et A = (1,5, ' (Q), qui est une
partie hyperbolique pour ¢ homéomorphe a un espace de Cantor. La restriction de ¢ & R?
est un difféomorphisme Aziome A de R?, d’ensemble non errant A.

La restriction de ¢ a A est un systéme dynamique topologique & temps discret, topologi-
quement mélangeant, minimal, topologiquement conjugué au décalage de Bernoulli bilatere
(X ={0,1}2,0) sur l’alphabet o7 = {0,1}. L’ensemble des points périodiques de ¢ dans A
est dense dans A.

Démonstration. L’espace A est le produit K5 x K5 de deux espaces de Cantor, donc est
un espace de Cantor, et en particulier compact.

Rappelons que Q; = ¢(P;) pour i = 0,1. Pour tout w = (w;)iez € ¥ = {0,1}%,
Iintersection (¢ #'(P,,) est réduite & un singleton, intersection du segment vertical
Nic_n @' (Fu,) et du segment horizontal (\;en_o1 ¢'(FPo;) = jen ¢'(Quy;), dont nous no-
tons h(w) l'unique point. L’application h : ¥ — A ainsi définie est continue et bijective,
entre deux espaces compacts, donc est un homéomorphisme. Par construction, h conjugue
le décalage o : 3 — ¥ a la restriction de ¢ & A. Par l'exercice E.9, la transformation ¢ |, est
donc non errante, topologiquement mélangeante, minimale, & orbites périodiques denses,
comme le décalage de Bernoulli bilatére sur 'alphabet &/ = {0,1}.

La décomposition de R? en produit R x R de ’axe horizontal par I’axe vertical donne
la décomposition cherchée (qui est constante) de I'espace tangent en tout point = de A en
E¥ @ B2, car pour tout x € A, Pautomorphisme linéaire T,,¢ : R? — R? est hyperbolique
de matrice diagonale <8 ?) Donc A est une partie hyperbolique de So pour ¢.

5

Puisque A est un attracteur de basin d’attraction R?, I’ensemble non errant de la
restriction de ¢ & R? est égal & I’ensemble non errant de sa restriction a A, donc égal & A.
Par conséquent, ¢ |g2 est un difféomorphisme Axiome A. ]

5.6 Le critére des champs de cones et la stabilité des ensembles hyper-
boliques

Les champs de cones sont un outil primordial pour monter I’existence, dans un ouvert
d’une variété, de parties hyperboliques pour un difféomorphisme de cette variété.
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Soient M une variété différentielle lisse, ¢ : M — M un C'-difféomorphisme, A une
partie de M invariante par ¢ et || || = (|| ||z)zea une norme (continue) sur le fibré vectoriel
T M), vérifiant la propriété (41) (ce qui est automatique si A est compact).

Un champ de cones sur A est une famille (Cy)zen de parties de T M, telle qu'il existe
¢ > 0 tel que, pour tout & € A, il existe une décomposition en somme directe vectorielle
T.M = E! ® E2, et des normes || |14 et || [|l2,2 sur El et E? respectivement telles que

e (condition de céne) C, ={v=wv;+vy : v1 € EL vo € E2, |0y

12 < |Jvall2,2}-

e (condition de compatibilité avec la norme) pour tous les v; € E et vy € E2,
nous avons = || vy + vzl < max{||vi[l1z, [vall2z} < ¢ [lv1 + voa.

Remarquons que nous ne demandons pas d’hypothése de continuité en x, ni de la
décomposition T, M = El & E2, ni des normes || ||1,5 et || |22, ni de Cy.

Notons que C, détermine les dimensions d. = dim(E}) et d2 = dim(E?) des sous-
espaces vectoriels E! et E2 : 'entier d. est la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel
de T, M ne rencontrant C,, qu’en {0} et 'entier d2 est la dimension maximale d’un sous-
espace vectoriel de T, M contenu dans C'.

o
Notons que la famille (C} = T,M— C, )x ¢ des complémentaires des intérieurs des
cones C, pour x € A est aussi un champ de cones sur A, obtenu en échangeant E! et E2.
Notons que si A’ est une partie de A, alors (Cy)zeas est un champ de cones sur A'.

T:6(v)

Tp¢(Ca)

Proposition 5.15. (Critére des champs de cones instables) Une partie compacte
et invariante A de M est hyperbolique pour ¢ si et seulement s’il existe un champ de cones

(Cx)zen sur A, des constantes A, > 1 et N € N — {0}, tels que, pour tout x € A,
e (condition d’inclusion stricte) nous avons dim(E.) = dim(Eé(Z)) pour i =1,2

et Txgb(Cx) C C¢(m) = {’U =v+v2 : V] E E(})(m), V9 € E(%(z)’ A ||’U1||17¢(z) < ||U2||27¢(33)}.

e (condition de dilatation) pour tous lesv € Cy et v’ € C%, nous avons
N -N
I Tod™ (0) lgn iy Z pllvlle et [ Tad™ () lg-n@ =m0 e -

Notons que C, C C, (et méme C, — {0} C C,) pour tout = € A.

Démonstration. Nous traitons d’abord le sens direct, plus facile, de cette équivalence.
Le sens réciproque, qui est fort utile pour la construction de parties hyperboliques pour
un difféomorphisme, se démontrera par le méme principe que pour la démonstration de
I’exercice E.24 : pour construire ’espace stable en un point x, on considére le cone stable
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en ¢ "(x), et on le pousse en avant par ¢"; les deux propriétés de contraction donnée par
le critére garantissent alors une convergence du cone image vers I’espace stable cherché.

Supposons tout d’abord que A soit une partie hyperbolique pour ¢. Remplagons la
norme de TMj, par une norme adaptée. Posons A, = sup,ep [|T%(¢7 ) jpull < 1 et As =
sup,en | To0jz;]| < L. et prenons

E,=E}, E;=Ey, |liz=1l. \E;, 2z =1l llz |22
} N=1.

Considérons la famille (Cy)zen avec Cp = {v1+vy @ vy € EL, vg € B2, ||v1]l12 < [Jvall2.2}
pour tout x € A, qui vérifie par construction la condition de céne. La condition de
compatibilité avec la norme pour la famille (C;),cp découle du fait que la norme
de T'M|5 est adaptée. Montrons la condition d’inclusion stricte. Puisque T;¢ est un
isomorphisme linéaire préservant les sous-espaces stables et instables, nous avons

dim(E},)) = dim(T,¢(E})) = dim(Ey) .

De plus, pour tous les z € A et v € Cy, c'est-a-dire v = v, + vs € T, M avec v, € EY,
vs € ES et || vs ||lo < || vy ||, nOus avons

A (Tzg(v))s

1
s [ < - N

G ON RS

Ai [ou || <N Tep(vu) | = [[(Ted(@))u | = [ (Te¢(0)u [2,6()

Ceci montre que T,¢(Cy) C C¢( ) comme voulu. Montrons enfin la condition de dilata-

tion. Pour tous les x € A, v € C, et v € CZ, puisque N =1 et T,¢(C) C C¢(x) C Co(a)s
et puisque la norme est adpatée, nous avons

1 1

I Te6™ () llgn @) = I (Ted@))u | = 1 Ted(a) | 2 3= llvull = 1= 0]
> p ol
De méme, puisque T,¢ 1 (C?) C C-1(z) DOUS avons
- _ _ 1
1T ™ (") llg-n (@) = (T~ (0)s | = [ Tog™ (vg) | 2 || vl = L Il

> p v e -

Réciproquement, soit (Cy)zen un champ de cones sur A vérifiant les propriétés d’inclu-
sion stricte et de dilatation pour ¢. Montrons qu’il existe, pour tout 2 € A, des (uniques)
sous-espaces vectoriels EY et E? tels que, avec les notations des remarques précédant
I’énoncé de la proposition 5.15,

(i) E C C! et dim(ES) = d
(ii) B C Oy et dim(EY) = d2

(i) Too(EY) = Bl ot Top(E3) = B3,

129



Les conditions (i) et (ii) montreront en particulier que T, M = E$@® EY. Avec la condition
d’inclusion stricte, le point (iii) montrera que

E; = T¢71($)¢(E;71(x)) C T¢71(I)¢(C¢71(I)) C 6\; .

Par la condition de compatibilité avec la norme de (C,),en, ceci montrera qu’en
posant E° = |J,c E; et E" = J,cp £, nous avons une décomposition en somme directe
[y(TMp) = Ty(E£°) @ Iy(E"). Par la condition de dilatation, cette décomposition

vérifiera lassertion (2) de la définition 5.11, donc A sera une partie hyperbolique de M
pour ¢.

Maintenant, fixons un point « € A, et discutons suivant la nature de 'orbite (compléte)
O(x) ={¢"(x) : n€Z} de x par ¢.

Cas 1 : Supposons que = n’est pas périodique. Pour tout y € A, notons G(y) le sous-
espace fermé donc compact 1?4 non vide des sous-espaces vectoriels de Ty M de dimension
df/ contenus dans le cone fermé C,,. L’application linéaire T ¢ induit une application conti-
nue (Ty¢). de G(y) dans G(é(y)), car Ty¢ envoie C, dans Cy,). Comme intersection
décroissante de compacts non vide de C}, I'intersection

G = () (Tynwd"): (G (@)

neN

est non vide, en fait réduit & un singleton par la condition d’inclusion stricte. Notons
EY son élément, qui vérifie la condition (ii). Notons que pour tout n € Z, le point ¢"(x)
n’est pas non plus périodique, et que par unicité, nous avons T,¢(EY) = Ez(x), ce qui
montre la premiére partie de 1’assertion (iii). En remplacant ¢ par ¢!, nous construisons
E2, qui vérifie (i) et la seconde partie de 'assertion (iii).

Cas 2 : Supposons que z est périodique, de période k > 1. Notons A = T,¢*, qui est un
automorphisme linéaire de T, M. Si A admettait une valeur propre (complexe) de module
1, alors il existerait ¢ > 0 et un vecteur non nul v € T, M (n’importe quel vecteur non
nul dans le sous-espace vectoriel stable correspondant & l’ensemble des valeurs propres
complexes de module 1 de A) tel que 1 [[v]|y < [[A™v|| < ¢ [[v]|s pour tout n € Z, ce qui
contredirait la condition de dilatation du champ de cones.

Donc A est un automorphisme linéaire hyperbolique, et nous notons E? (respectivement
EY) le sous-espace stable (respectivement instable) de T, M pour A. Par la condition de
dilatation du champ de cones, nous avons E$ NC, = E¥NC: = {0}, ce qui démontre les
propriétés (i) et (ii). Puisque Tyn(yy¢p 0 Tpp" = Tpp™th = Ty(z)@" © T, la propriété (iii)
est vérifiée. O

Ce critére d’hyperbolicité par les champs de cones permet de montrer la stabilité de
I’existence d’une partie hyperbolique par petite pertubation. Nous avons besoin de donner
un sens précis a cette notion de “petite pertubation” de systéme dynamique différentiable.

Soit k € N—{0}. Rappelons que toute variété différentielle lisse est supposée métrisable
et séparable (donc o-compacte et & base dénombrable de voisinages, voir par exemple | ,
§2.1]), et munie d’une distance induisant sa topologie.

124. dans la variété grassmannienne %d?; (TyM) des sous-espaces vectoriels de dimension di de l'espace
vectoriel réel Ty M, voir par exemple | , §2.4.3]
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Pour toutes les variétés différentielles lisses M, N et les applications f,g: M — N de
classe C*, nous définissons par récurrence les espaces tangents itérés de M par TOM = M
et T"M = T(T" M) si n > 1, et les applications tangentes itérées de f par TOf = f et
T f =T(T" 'f) : T"M — T"N si 1 < n < k. En notant K; un compact de T*M pour
tout i =0,...,k, et & = (K;)o<i<k, notons

k

dy(f,9) =" sup d(T'f(x), T'g(x)) .

i=0 IEEKi

La topologie C* (faible) sur I'ensemble C*(M, N) des applications C* de M dans N est la
topologie métrisable 2% définie par la famille de pseudo-distances (d_y ) 4 (voir par exemple
| , §2.2] pour une définition, complétement analogue a celle qui définit la topologie
induite par une seule vraie distance).

On montre (voir par exemple [I1ir]) que Diff*(M) est ouvert dans C*(M, M), que
c’est un espace de Baire (voir 'exercice E.7 pour une définition), que c’est une variété
banachique si M est compacte (mais nous n’aurons pas besoin de ce dernier point, donc
nous ne donnons pas de définition), et que la composition des applications C* est continue
pour la topologie C*. La définition convient si k = oo en prenant toutes les suites finies de
compacts & = (K;)o<i<n pour n € N, sauf que la topologie n’est pas forcément métrisable,
et la variété Diff (M) n’est pas banachique, mais de Fréchet si M est compacte.

En pratique, pour travailler avec la topologie C*, on regarde la convergence uniforme,
dans les compacts des cartes locales, des applications et de toutes leurs dérivées partielles
jusqu’a l'ordre k.

Par exemple, lorsque k = 1, la topologie C'* sur le groupe Diff! (M) est définie par la
famille de pseudo-distances dg g, ou pour tous les compacts K de M et K’ de T'M, pour
tous les éléments f, g € Diff* (M), nous avons

dic.ic(F,9) = sup d(f(z), g(x)) + sup d(Tf(v), Tg(v)) .

Lorsque M = T¥, nous retrouvons la définition de la topogogie C' sur C1(TV, TV)
donnée avant I’énoncé du théoréme 5.8 de stabilité structurelle des difféomorphismes Ano-
sov linéaires du tore.

Corollaire 5.16. (Théoréme de stabilité des parties hyperboliques) Soit A un
compact invariant hyperbolique de M pour ¢. Alors il existe un voisinage ¥V de ¢ dans
Diff! (M) et un woisinage compact U de A dans M tels que, pour tout 1) € ¥, la partie
Ay = Npez ¥ " (U) soit un compact invariant hyperbolique (non vide) de M pour 1.

Démonstration. Nous pouvons supposer que la norme de T'M|, est adaptée pour ¢.
Comme les dimensions de E et EY sont localement constantes en x € A, nous pouvons
supposer qu’elles sont constantes, notées d® et d“. Par partition de I'unité, nous pouvons
construire, pour tout y dans un voisinage compact U de A des sous-espaces vectoriels E;

125. Pour i = 0,...,k, soit (Kin)nen une suite de compacts de T°M telle que K; , soit contenu dans

I'intérieur de K; 41 et T'M = UnEN K n. Alors la distance

d(f,g) = Z 27(n1+-4.+nk)min{1, d(Klmq"“’Kkmk)(ﬁg)}

convient.
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(respectivement E;) de dimension d® (respectivement d*) dans T, M, dépendant contind-
ment de y et coincidant avec Ej (respectivement Ey) si y € A. Quitte a réduire U, pour
tout y € U, nous avons T, M = E; @ Eg

De meéme, quitte a réduire U, nous étendons contintiment la norme de TM|; a U, de
sorte que [|v1 +v2l|, = max{[|vi[ly, [[v2]ly} pour touslesy € U, v € E,, et vy € E;. Notons
[vill1y = llvilly et [[vallzy = llvally pour tous les v1 € E, et va € Ey, ce qui définit un
champ de cones (Cy)yer sur le compact U en posant

Cy ={vi+v2 : v GE;, V2 GEZ, [lv1]

Ly < [|v2] 2,y}

pour tout y € U. Notons que les conditions d’inclusion stricte et de dilatation de la propo-
sition 5.15 pour le difféfomorphisme ¢ sont vérifiées en tout point y € A puisque la partie
A est hyperbolique pour ¢ et la norme de T'M|, est adaptée pour ¢.

Pour tout ¢ € Diff' (M), notons Ay, = (,,cz % "(U) 'ensemble des points de U dont
lorbite compléte par 1 reste dans U. Il est fermé dans le compact U, donc compact.
Par continuité et compacité, il existe un voisinage ¥ de f dans Diﬁl(M ) tel que, quitte
a restreindre U, pour tout ¢ € ¥/, I'ensemble Ay est non vide (sinon en prenant des
limites, il existerait des points de A dont l'orbite par ¢ sortirait de A) et les conditions
d’inclusion stricte et de dilatation du champs de cone (Cy)yen , sur 'ensemble Ay pour
le diffeomorphisme v sont encore vérifiées (quitte a remplacer \ et p par N € |1, \[ et
' €11, 1[). La partie réciproque de la proposition 5.15 permet de conclure. O

Le résultat suivant est alors immédiat, puisqu’un difféomorphisme d’Anosov est un
difféeomorphisme dont la variété toute entiére est un ensemble hyperbolique. Notons qu’il
existe des variétés différentielles n’admettant pas de difféfomorphisme Anosov, donc 'ouvert
ci-dessous peut étre vide.

Corollaire 5.17. Pour toute variété différentielle lisse M, l’ensemble des C'-difféomor-
phismes Anosov de M est un ouvert de Diffl(M) pour la topologie C*. O

5.7 Expansivité et lemme de pistage des systémes dynamiques hyper-
boliques

Dans cette partie, nous donnons deux conséquences dynamiques de l’existence d’en-
sembles hyperboliques de difféomorphismes de variétés.

Soient M une variété différentielle lisse, w : TM — M son fibré tangent, ¢ : M — M
un C'-difféomorphisme, et A une partie de M invariante par ¢.

Fixons 1?0 une norme || || : TM — R (dite riemannienne) euclidienne sur chaque fibre
et de carré C*.

126. Pour l'existence des objets || ||, exp et d ci-dessous, nous renvoyons & un cours de géométrie rieman-
nienne, par exemple | | :
e lanorme || || : TM — R d’une métrique riemannienne g lisse convient,

e lapplication exp : v — (m(v), expﬂ(v)(v)), ou pour tout z € .#, application exp, : ToM — M est
I’application exponentielle en x de cette métrique riemannienne g, convient

e en notant dy la distance riemannienne de cette métrique riemannienne sur toute composante connexe
de M (rappelons que pour tous les x,y dans une méme composante connexe de M, la distance dg(z,y) est
la borne inférieure des longueurs riemanniennes des courbes continues de classe C'' par morceaux entre
et y), nous pouvons prendre la distance d sur M définie par d(z,y) = min{d,y(x,y), 1} si = et y sont dans
la méme composante connexe de M, et d(z,y) = 1 sinon.
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Fixons un C*°-difféomorphisme exp d’un voisinage de 'image de la section nulle de T'M
dans un voisinage de la diagonale dans M x M, envoyant la section nulle sur la diagonale,
tel que le diagrame suivant commute sur le domaine de définition de exp :

exp

TM M x M

T\ v’ Pry
M .

Ainsi, pour tous les x € M et v € T, M assez petit, nous avons exp(v) = (x,exp, v) ou
exp,, est un difféomorphisme d’un voisinage ouvert de 0 dans T, M sur un voisinage ouvert
de x dans M, envoyant 0 sur . En identifiant ’espace tangent en tout point d’un espace
vectoriel (réel de dimension finie) E avec E, nous supposons que I’application tangente
Tyexp, : TpxM — T, M de exp,, au vecteur nul 0 est I’application identité.

Fixons une distance d sur M qui vérifie la propriété suivante : pour tout compact K
de M, il existe ¢g > 0 et ¢ > 0 tels que pour tous les zg,z,y € K, si d(zg,z) < € et
d(zo,y) < €0, alors x et y appartiennent au voisinage ouvert de xg sur lequel exp, est un
difféomorphisme, et

1 _ _ _ _
- exp, (y) — exp, (z)|| < d(z,y) < ¢ [|expy(y) — expy, ()] - (46)

Le principal probléme pour parler de proximité pour la topologie C' est que deux
difféeomorphismes proches n’envoient pas forcément une fibre donnée du fibré tangent sur
la méme fibre du fibré tangent, et qu’il est utile de comparer des fibres proches par un outil
global plutot que de devoir travailler dans chaque trivialisation locale. Le lemme technique
suivant permet de contourner ce probléme.

Lemme 5.18. (Procédure de localisation) Supposons A compact. Il existe > 0 assez
petit et un voisinage % assez petit de ¢ dans Diff! (M) tels que pour tout € U , il existe
une application continue G : T My — T M|y, que nous noterons Gy, en cas de besoin pour

marquer sa dépendance en 1, telle que w o G = ¢ om et pour tout x € A, Uapplication
ér = é‘TzMi Ty M — Ty M vérifie les propriétés suivantes :

e clle est de classe C,

o clle est C'-proche de lapplication linéaire Ty : TpyM — Ty(z)M uniformément en
T €A,

o clle coincide avec Ty sur {veT,M : ||v||z>260}, et

e clle coincide avec equ5 o oexp, sur{veT,M : ||v|, <8}

De plus, si ¢ est de classe C* et si v est suffisamment C*-proche de ¢, alors Uapplication
G s’étend en une application de classe C* sur TM telle que pour tout x € A, Uapplication
G soit C*-proche de Tpp. Sip = ¢ est de classe C*, alors nous avons doGy = z® pour
tout ¢ € A.

Il est important de remarquer que dans le diagramme commutatif suivant correspondant
a la propriété mo Gy, = ¢ o, c’est bien la fonction ¢ elle-méme et non pas sa perturbation
1) qui apparait :
€
TMy —% TMy
Tl I

M % M.
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Démonstration. Par la compacité de A, il existe 6y > 0 assez petit et % un voisinage
assez petit de ¢ dans Diff!(M) tels que pour tous les éléments ¢ € %, z € A et v € T, M
tels que [Jv]| < 26p, le point ¢)(exp, v) appartienne a I'image de expg,. L’application

G, = eXp;(lx) 01 o exp,

est un C'-diffécomorphisme d’un voisinage ouvert de 0 dans 7, M dans un voisinage ouvert
de 0 dans Ty, M. Notons que la différentielle en 0 de Iapplication exp;(lx) o¢ o exp,
est égale & T,¢, par le théoréme de dérivation des fonctions composées et le fait que
Ty exp, = idr,pr. L’application G, est donc C'-proche de I'application T,¢ sur la partie
compacte {v € T, M : |[v||z <26y} de maniére uniforme en z € A, si 0y et Z sont assez
petits.

Par un argument de recollement standard, nous allons étendre G, de maniére continue
en x et C' sur T, M de sorte qu’elle coincide avec T¢ en dehors d’un voisinage de 0. Pour
cela, soit n : R — R une fonction lisse, valant 1 en¢ < 1et 0 en ¢ > 2. Pour tout 0 < 6 < 6y,
posons Gy : Tp M — Ty(,) M définie par

lv]I? -
v Tpd(v) + H(W)(equs(l@ o1p o exp,(v) — Tpd(v)) . (47)
Considérons 'application G valant G, sur chaque fibre T, M de T'M|,. La formule (47), et
le fait que le carré de la norme riemannienne soit lisse, montrent que si ¢ et 1 sont de classe
gk sur M, alors il existe un petit voisinage ouvert U de A dans M tel que 'application
G soit définie sur la sous-variété différentielle TU C T'M et de classe CF. Par partition
de l'unité, nous pouvons étendre I'application G : TU — T'M sur tout T'M de maniére
CF. Si ) = ¢ est de classe C1, alors 'application G, : T,M — Ty M, qui coincide avec
I’application exp;(lx) o ¢ o exp, sur un voisinage de 0, a pour différentiege dQCNJx =T,¢ par
ce qui précéde. Maintenant, si 0y et % sont assez petits, application G convient. U

Le résultat suivant dit en particulier que les orbites par ¢ de deux points distincts
d’une partie hyperbolique compacte A ne peuvent pas étre arbitrairement proches I'une de
I’autre pour tous les temps.

Nous dirons qu’un systéme dynamique topologique (X,%) a temps discret, ou (X, d)
est un espace métrique, est (positivement) expansif s'il existe € > 0 tel que, si x # y, alors

sup d(¢" (x), ¥" (y)) = €,

neN

et qu’il est expansif si ¢ est inversible, et s’il existe € > 0 tel que, si x # y, alors

sup d(¢" (z), ¥" (y)) > €.

neL
Tout € comme ci-dessus est appelé une constante d’expansivité de 1.

Exemple. Un systéme de Bernoulli (X, 0) unilatére (respectivement bilatére) sur un al-
phabet &7 est positivement expansif (respectivement expansif), de constante d’expansivité
1 (pour la distance définie par la formule (4) ).

Proposition 5.19. (Expansivité des systémes dynamiques hyperboliques) Sup-
posons que A soit une partie compacte de M hyperbolique pour ¢. Il existe un voisinage U
de A tel que la restriction de ¢ a (),cz ¢~ "(U) soit expansive.
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Notons que I’ensemble (., ¢~"(U), formé des points de M dont I'orbite compléte par
¢ reste dans U, contient A (qui est invariant par ¢). Donc ce résultat montre en particulier
que le C'-diffeomorphisme ¢ est expansif sur toute partie hyperbolique compacte. Mais en
général, (), ez ¢ " (U) peut étre strictement plus grand que A. Nous reviendrons dans la
partie 5.9 sur ce point.

Démonstration. Soit U un voisinage compact de A de sorte que A’ = (), ., ¢~ "(U) soit
un compact hyperbolique pour ¢, ce qui est possible par le corollaire de stabilité 5.16.

Notons F = é¢ : TMn» — T M)y 'application donnée par le lemme 5.18 en prenant
Y = ¢ et A = A'. Sila constante # apparaissant dans ce lemme est assez petite, alors
pour tout z € A’, Papplication F, — Trgp : TyM — TyyM est &-lipschitzienne avec §
arbitrairement petit.

L’application F induit un endomorphisme linéaire borné F' de 'espace de Banach
[y(T'Myr), qui envoie un champ de vecteurs borné pas forcément continu o € I'y(T'My)
sur le champ de vecteurs borné pas forcément continu

F(o):z €N — Fyay (0(¢7 (2)) € TuM .

Si T est 'endomorphisme ¢, défini par la formule (43), la différence f = F — T est bornée
et d-lipschitzienne pour la norme uniforme sur I'y(T'M|y/), avec § arbitrairement petit. Par
la proposition 5.3, les endomorphismes linéaires continus 7" et F' sont conjugués.

Soient z et y deux points distincts de A’ suffisamment proches. Alors il existe un vecteur
v € T, M non nul tel que y = exp, v. Soit o le champ de vecteurs borné (non continu)
sur A, valant 0 en tout point différent de x et valant v en x. Puisque son orbite compléte
par T est non bornée (car T' est un automorphisme linéaire hyperbolique, donc le seul
point d’orbite bornée est le vecteur nul), il en est de méme de son orbite par F'. Comme
F, = exp;(lm) o ¢ o exp, au voisinage de la section nulle par le lemme de localisation 5.18,
ceci implique que l'orbite compléte de y ne peut pas rester proche de celle de . O

Pour tout € > 0, une e-pseudo-orbite de ¢ est une suite (x,)ncz dans M telle que

sup d($n+17¢(xn)> <
nez
Le résultat suivant, qui généralise I’exercice E.24 et qui se démontre par des méthodes
analogues, dit que les pseudo-orbites sont proches de vraies orbites.

Théoréme 5.20. (Lemme de pistage des systémes dynamiques hyperboliques)

Supposons que A soit une partie compacte de M hyperbolique pour ¢. Il existe g > 0,
co > 1 et un voisinage U de A tel que pour tout € € |0,€g], pour toute e-pseudo-orbite
(Tn)nez de ¢ contenue dans U, il existe un et un seul x € M tel que

sup d(zn, ¢"(2)) < coe.
neL

De plus, si ey et U sont assez petits, alors le point x appartient & un compact hyperbolique
invariant [,z @~ "(V) ot V' est un voisinage compact de A.

Le point x n’appartient pas forcément & A, mais il appartient bel et bien & A si celui-ci
est de plus supposé étre localement maximal (voir la partie 5.9).

Démonstration. (Voir par exemple | , §2.7].) Soient €¢p > 0 et U un voisinage de
A, assez petits (& préciser ultérieurement). Soit (xy,)necz une e-pseudo-orbite de ¢ dans U
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avec € < €. Pour tout ¢ € Z, soit y; 'un des points du fermé A les plus proches de x;. Si
€0 > 0 et U sont assez petits, alors x; est proche de y;, et par continuité uniforme ¢(y;—1)
est assez proche de ¢(x;—1) donc assez proche de x;y;, pour que x; soit dans 'image par
diffeomorphisme local de exp,, et y; dans I'image par difféomorphisme local de €XPe(y;_1)
pour tout ¢ € Z.

Pour tout i € Z, solent E; =Ty, M, E} = E,, E}' = E,, v; € Ej et a; € Ty, )M tels
que

exp,, (vi) = z; et expd,(yi_l)(ai) =y .

Notons que dim E} = dim £}, | et dim E}' = dim E}, | si € et U sont assez petits.
Pour tout ¢ € Z, soit T; : E; — E;11 un isomorphisme linéaire proche de ’application
v —aiy1 + Ty ¢(v) (qui va de E; dans Ty, M) tel que

Ti(E;) = z’s+1 et Ti(E}')= z‘u+1-

x; $i+£ ° ¢($z)

Yi
Notons & l'espace de Banach

& ={w = (w;)iez € HE’L ¢ |lw]] = sup ||w;|| < +oo} .
i€Z =2

Alors T : (w;)iez — (Ti—1(wi—1))iez est un automorphisme linéaire continu de &, qui est
hyperbolique si €y et U sont assez petits, par les propriétés de contraction/dilatation des
T, ¢, de sous-espace stable & = [[,., E; et sous-espace instable & = [];., E}".

Comme dans la démonstration du lemme 5.18, pour tout ¢ € Z, soit F; : F; — FE;y1 tel
que si 0 > 0 est assez petit, alors

- _{ T, sur {veE; : ||v]| > 20} (48)

v exp;ilﬂo(b oexp,, sur {veEE; : v <0},

et "application E — T; soit d-lipschitzienne pour un § > 0 assez petit (indépendant de 7).
Si g et U sont assez petits, il existe ¢; > 1 tel que pour tout ¢ € Z, nous pouvons supposer
que dans la construction des v;, nous avons

0 -
]| < 5 ¢ | Fi(vi) = vigal| <ecre - (49)

ceci est possible car nous avons v;11 = exp;i}rl(miﬂ), d(xit1,0(x;)) < € et

Fy(vi) = expy, |, 0 o expy, (vi) = exp,| (¢(:)) - (50)

Notons F' : (w;)iez — (Fi—1(wi—1))icz, qui est une application de & dans & telle que
lapplication f = F — T soit bornée (car F' coincide avec T' en dehors d’'un borné) et
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d-lipschitzienne avec 6 > 0 assez petit. Alors par la proposition 5.3 et la remarque (1) qui
suit son énoncé, 'application F' admet un unique point fixe w = (w;);ez. Donc

VieZ, Fi(w)=uwi .

Par la formule (49) de droite, si v = (v;)iez, alors ||F(v) — v|| < ¢1 € par la définition
de la norme de &. Par la proposition 5.5, il existe donc ¢o > 1 tel que

Jo—ofl < e |F(w) — o] < caere.

Posons z = exp,, (wo). Alors si € est assez petit, pour tout 7 € N, par les formules (43)
et (50), nous avons

¢'(z) = (expy, oFi_1 o eXngil,l) oo (exp,, oFy o eXP;OI)(eXPyO (wo))
= exp,, (Fi—1 o0 Fo(wo)) = exp,, (w;) .

De méme, ¢'(z) = exp,, (w;) pour tout i € —N. Puisque x; = exp,, (v;) et par la formule
(46), il existe donc c3 > 1 tel que

d(gbi(:r),xi) < egllw; — vl < escacie.

Donc la pseudo-orbite (z;);cz est a distance comme souhaitée de 'orbite du point x.
L’unicité de = découle de la propriété d’expansivité (Proposition 5.19), si €y et U sont
assez petits.

Montrons la derniére affirmation du théoréme 5.20. Par le corollaire 5.16, soit V un
voisinage compact de A tel que (1, o5 ¢~ "(V) soit un compact hyperbolique pour ¢. Si ¢
et U sont assez petits, alors le (¢ €)-voisinage fermé de U est contenu dans V. Donc pour
tout n € Z, le point ¢"(x), qui est a distance au plus ¢ € d’un point de U, appartient a V.
Donc x € (,cz ¢ (V). O

Le corollaire suivant dit qu’une orbite qui se referme presque est a petite distance d’une
orbite périodique.

Corollaire 5.21. (Lemme de fermeture d’Anosov) Supposons que A soit une partie
compacte de M hyperbolique pour ¢. Il existe eg > 0, cg > 1, et un voisinage U de A tel
que pour tout € € )0, €], pour tout m € N — {0} et tout y € U tel que ¢*(y) € U pour
k=0,....,m et d(¢™(y),y) < e, il existe un et un seul point x € M périodique (de période
divisant m) tel que

sup  d(¢"(x),0"(y)) < coe.

0<k<m
<e
¢*(y) ¢£y) y.""“én(y)
(/52.('7:) d)(l) ; _ (b771,(51;)
) o 6" (x)
. A ()



Démonstration. Soient €y, ¢, U comme dans I’énoncé du théoréme 5.20 et €, m,y comme
dans I’énoncé du corollaire 5.21. La suite périodique dans U définie par xpipm = " (y)
pour tous les k = 0,...,m — 1 et p € Z est une e-pseudo-orbite de ¢ contenue dans U
par les hypothéses du corollaire 5.21. Donc la suite (z;);ez est & distance au plus cpe de
l'orbite d’un unique point x € M par le lemme de pistage (théoréme 5.20). Comme c’est
aussi le cas pour l'orbite de ¢™(z), nous avons donc ¢™(z) = x par laffirmation d’unicité
dans le théoréme 5.20. Il

Ce lemme de fermeture permet de montrer qu’'un systéme dynamique hyperbolique a
de nombreuses orbites périodiques.

Corollaire 5.22. Supposons que A soit une partie compacte de M hyperbolique pour ¢,
et soit V. un wvoisinage compact assez petit de A. Alors l’ensemble Per(¢ |p/) des points
périodiques de ¢ dans N = (,c;, ¢~ (V) est dense dans l’ensemble non errant Q(¢|r) de
la restriction de ¢ a N'.

En particulier, I’ensemble des points périodiques d’un difféomorphisme Anosov d’une
variété compacte est dense dans son ensemble non errant, et un difféeomorphisme Anosov
d’une variété compacte est Azxiome A.

Démonstration. Par le théoréme de stabilité des parties hyperboliques (corollaire 5.16),
si V est assez petit, le compact A’ est une partie hyperbolique pour ¢. Pour tout € > 0,
pour tout z € (¢ [4/), notons B la boule ouverte de centre z et de rayon 7 7 dans
Q(@|ar), ot ¢y > 0 est comme dans le lemme de fermeture d’Anosov (corollaire 5.21) pour
A’. Puisque z est non errant, il existe N € N tel que I'intersection ¢~V (B) N B soit non
vide. Si y est dans cette intersection, alors d(y, ¢™ (y)) < 5 c%j—l par I'inégalité triangulaire.
Donc par le lemme de fermeture d’Anosov (corollaire 5.21), si € est assez petit, il existe
z € N tel que ¢"V(x) = = (donc x est périodique) et d(z,y) < 22;)0;1. De nouveau par
I'inégalité triangulaire, nous avons d(z, z) < €, donc Per(¢|a/) est dense dans Q(¢|p/). O

Les énoncés 5.20, 5.21 et 5.22 ont des analogues en temps continu, par exemple pour
les flots d’Anosov des variétés compactes (voir la fin de la partie 18.1 de [I[XH] pour une
variante plus générale du résultat suivant, et pour une démonstration).

Soient (¢?);er un flot lisse 1?7 sur M (muni de sa norme || - || et de sa distance d choisies
au début de la partie 5.7), et €,5 > 0. Une e-pseudo-orbite de (¢');cr est une courbe lisse
c: R — M telle que pour tout ¢t € R, nous ayons

Il éct) - zs|8:0¢5(c(t)) oy <€

Une courbe lisse ¢ : R — M piste a § prés orbite par le flot (¢!)er d'un point z € M s’il
existe un reparamétrage s : R — R de classe C! de ¢ tel que [§ — 1] < § et pour tout ¢ € R,
nous ayons

d(cos(t), ¢ (x)) < 6.

Théoréme 5.23. Si M est compacte et si (¢')ier est un flot d’Anosov lisse sur M, alors
pour tout 6 > 0, il existe € > 0 tel que toute e-pseudo-orbite (respectivement e-pseudo-orbite
fermée) de (¢')ier est pistée a & pres par une orbite (respectivement orbite périodique) de
(") ter- [l

127. Ceci signifie que 'application ¢ : R x M — M définie par (¢, ) — ¢'(x) est de classe C*.

138



5.8 Le théoréme des variétés stables et instables

Un probléme standard en géométrie différentielle est celui de I'intégrabilité des champs
de plans. '?® Etant donné, en tout point x d’une partie A d’une variété différentielle lisse
M, un sous-espace vectoriel A, de l'espace tangent T, M, il s’agit de trouver une famille
de sous-variétés '?? de M deux a deux disjointes, dont la réunion contient A, et tel que
I’espace tangent en tout point x de A & la sous-variété passant par x soit exactement A,.
Lorsque A = M et le champ de plans est lisse et de dimension 1, la situation se rameéne
localement au probléme bien connu d’intégrabilité des champs de vecteurs, auquel cas de
telles sous-variétés existent localement, ce sont les courbes intégrales locales de ce champ de
vecteurs (voir par exemple [Laf, ]). En dimension plus grande, les situations différent,
et donnent lieu a la fois & la théorie des feuilletages (voir par exemple | , )

|) dans le cas intégrable et a celle des champs de contact (voir par exemple [Gei])
dans le cas (fortement) non intégrable.

Dans cette partie, nous étudions le probléme de l'intégrabilité des champs de plans
stable (E2)zca et instable (E%),ca pour une partie hyperbolique A d’un C*-difféomor-
phisme. Les méthodes sont encore des méthodes a base du théoréme du point fixe d’ap-
plications contractantes, et nous commencons par donner la version linéaire a laquelle se
raménera le probléme différentiel. Les variétés intégrant la distribution stable seront lo-
calement exprimées comme des graphes d’applications de E? dans EY, et seront obtenues
comme point fixe d’une application de transformation de graphes. Nous suivons de maniére
proche I'exposition de | |.

5.8.1 Variétés stables des perturbations d’endomorphismes linéaires

Soient F un espace de Banach réel et 7' un endomorphisme linéaire continu hyperbolique
de F, avec E = E* @ E" la décomposition associée en sous-espaces stable et instable.
Supposons la norme de F adaptée a T', et rappelons que la constante d’hyperbolicité de T’
est alors ch(T') = max{||Tjp: |, | Tjp« "I} < 1.

Pour toute application F': E — FE, notons

WH(F) = {a € B : sup ||F"(x)] < oo} ,
neN

appelé 'ensemble stable de F'. Nous avons
F(W3(F)) c W3(F) .

Remarquons que W#(T') = E*, qui est un sous-espace vectoriel, donc W?*(T') est le graphe
de I'application nulle de E® dans E*. Notons que I’endomorphisme 7" contracte sur W*(T').
Le but du résultat suivant est de montrer que si F' est assez proche de T, alors I'ensemble
stable de F' reste un graphe d’une application proche d’étre nulle de E® dans E", et de
montrer que ’application F' contracte sur son ensemble stable.

Théoréme 5.24. Soit ' =T + f ou f : E — E est une application d-lipschitzienne
avec 6 < 1 — ch(T) telle que f(0) = 0. Alors il existe une application 8'-lipschitzienne

128. Notons que cette terminologie, bien qu’usuelle, n’est pas forcément rigoureuse car ici les « plans »
peuvent étre des sous-espaces vectoriels de n’importe quelle dimension.
129. si possible, ou de sous-variétés immergées si nécessaire
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g: E® — EY avec § <1 et g(0) =0, telle que l’ensemble stable W*(F') de F soit égal au
graphe de l'application g. De plus, nous avons

WS (F)={z € E : lim [F"(z)|=0}.

n—-+00

En outre, il existe une constante A < 1 telle que || F(x) — F(y) || < ||z —y|| pour tous les
x,y € W3(F).

Pour des raisons de régularité, nous aurons besoin du résultat plus technique suivant,
qui implique le précédent en prenant x = 1 dans I’énoncé 5.25, ce qui est possible car
1 —ch(T) < ch(T)~! — 1, et en utilisant alors comme constante A dans 1’énoncé 5.24 la
valeur

A=0+ch(T)<1.

Appelons ensemble k-stable d'une application F' : E — FE la partie

WiF)={z€E : sup £ "[|[F"(z)| <oo},
neN

Théoréme 5.25. Soit k € |ch(T),1]. Soit F =T+ f ou f: E — E est une application
§-lipschitzienne avec § < min{x—ch(T),ch(T)~t—x} telle que f(0) = 0. Alors il existe une
application &'-lipschitzienne Gy, : E® — E", avec 6’ < 1 et G4(0) = 0, telle que ’ensemble
k-stable de F' soit le graphe de Uapplication G. De plus,

Va,ye Wi(F), [ F(z)—=F(y)ll <(6+ch(T))[z—yl, (51)
et
WiF)={zeE : lm & "|F"()]|=0}. (52)

En outre, si k < 1 et s’il existe k > 1 tel que f soit de classe C*, alors Uapplication G,
est de classe C*, et nous avons dyG, = 0 si dof = 0.

Démonstration. Nous allons utiliser une version & parameétre du théoréme du point fixe
2.10 dans la note de bas de page 61, qui se démontre de la méme maniére. 3%

Théoréme 5.26. Soient X, Z deux espaces métriques, avec Z complet non vide, & < 1
et © : X X Z — Z une application §'-lipschitzienne, en munissant X x Z de la distance
d((z, 2), (2, 2") = max{d(z,2),d(z,2")}. Alors pour tout x € X, lapplication z — O(z, z)
admet un et un seul point five p(x) dans Z, et Uapplication ¢ : X — Z ainsi définie est
&' -lipschitzienne.

St Z est un espace de Banach, si X est un ouvert d’un espace de Banach, et si © est de
classe C* pour k € (N—{0})U{co}, alors ¢ est de classe CF, et, en notant respectivement d*
et d? les différentielles par rapport aux premiére et seconde variables des fonctions définies
sur X X Z, nous avons

([ 2 -1 1

130. Pour tout z € X, l'existence de ¢p(x) est obtenue par application du théoréme du point fixe 2.10
dans la note de bas de page 61 a lapplication de Z dans Z définie par z — O(x,z). Le fait que ¢
est ¢'-lipschitzienne s’obtient en prenant z = ¢(x) et 2’ = p(z’) dans la formule d(O(z, 2),0(z’,2")) <
8’ max{d(z, '), d(z,2")}. La différentiabilité s’obtient en différentiant I'équation ©(z, ¢(z)) = p(x), sachant
que puisque © est §’-lipschitzienne, la norme de 'opérateur linéaire continu d?z,w(z))Q de différentielle en

(z,p(x)) de © par rapport a la seconde variable est au plus §’ < 1, donc I’endomorphisme id —d?m’v(z>>@
de Z est inversible.
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Reprenons les notations de la proposition 5.3. Pour toute application v : £ — E|
notons s : B — E® et vy, : E — E" les applications telles que v = 5 + 7v,. Notons S et U
les restrictions de T a E* et E* respectivement, de sorte que ch(T') = max{|S||, |7~}
Posons N* = N — {0}. Pour tout s € | ch(T), 1], par 'hypothése sur d, nous avons que

8 =max{x1(||S|| +0), U (k+0)} < 1.
Considérons les espaces de Banach

& = {as = (@M)nen+ € (BN 1 ||| = sup K2l < +oo }
neN*

" = {wy = (@)nen € (BN ¢ |zl = sup Ryl < oo )
ne

et munissons les espaces vectoriels produits Z = &° x &% et E® x Z des normes sup.
Considérons I'application © : E* x Z — Z définie par (2, x4, 2,) — (s, %) 011, pour
tout n € N, nous posons, en utilisant que f = F — T,

P = (e +al) = S@) + folal + o) (54)

yr =2l + U@t = Fu(a? +22)) = U (@t — fu(a? +27)) . (55)

Notons que si (y/5,/,) = O(«'%, 2, 2/,), nous avons

+1
g2t =T < (SN + 0) (2% + 2) — (@5 + 2" (56)
donc

lys = yall < &7HUSI + Ol (s, ) = (2, 2l

et de méme
9w = Yl S NUTHI (54 6) |16, mu) — (2, -

Donc, par la définition de ¢’, 'application © est ¢’-lipschitzienne.

Lemme 5.27. Soit k € (N —{0}) U {4+o0}. Sir < 1 et si f est de classe C*, alors © est
de classe C*.

Démonstration. Considérons ’espace de Banach

&={r=("wen € BN : |z =sup & 2" < 400} .
neN

Par la définition de © dans les formules (54) et (55), et par le fait qu’'une application
linéaire continue est de classe C*°, il suffit de montrer que 'application fv: & — & valant
f sur chaque composante (c’est-a-dire définie par (2™),en — (f(2™))nen) est de classe CF.
Puisque x < 1, pour tous les éléments z = (2")peny et h = (h")pen de &, et pour tout
t € [0,1], les suites (z")nen, (A")nen et (" + th™)nen tendent vers 0 dans E. Donc les
différentielles din 4ipnf d'ordre £ de f sont de normes uniformément bornées pour tout
¢=1,... k. En particulier, 'application ¢-linéaire D’ de &* dans & définie par

((h?)neNv ) (h?)neN) = (dfc”f( ?7 ) h?))neN
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est bien a valeurs dans &, et est continue. La formule de Taylor de f avec reste intégral

f(@" +h")

k—1 1
= f(=")+) @dﬁnf(h soesh )—i‘m /0 (1—t)f = ak pn F(R", .. ™) dt
— ¢ !

k
= P Y g ()
=1

1

1
T Eo1 /0 (1= )5 (g f = dEu f) (R, B dt

et le fait que la norme d’opérateur || d¥, |, ,» f — d%na f || tende vers 0 uniformément en n € N

et t € [0,1] quand sup,,cy ||h"|| tend vers 0, montre de plus que f est de classe C*, ayant
pour différentielle d’ordre ¢ 'application Dﬁ pour tout £ =1,... k. O

Par le théoréme 5.26, pour tout z € E* notons ¢(z) € &° x &" 'unique point fixe
de l'application z — O(z, z), et notons G, : B — E" Iapplication qui a € E* associe
(o(z))Y (c’est-a-dire le premier terme de la seconde composante de p(x) € &% x &Y).

Puisque F'(0) = T'(0)+ f(0) = 0, le point 0 est un point fixe de I'application z — ©(0, z)
par les formules (54) et (55) définissant ©. Donc par l'unicité dans le théoréme 5.26, nous
avons ¢(0) = 0 et G,(0) = 0. Par le théoréme 5.26, 'application ¢ est ¢’-lipschitzienne.
Donc G, est §-lipschitzienne (puisque la projection (x4, z,,) + 20 de & x & dans E est
1-lipschitzienne).

Si k < 1 et sl existe £ > 1 tel que f soit de classe C*, alors par le lemme 5.27,
I’application © est de classe C*. Donc I'application ¢ (et par conséquent G, ) est de classe
C* par le théoréme 5.26. De plus, si dof = 0, alors par la formule (53) et le fait que
(©(z,0))% = U~ f,(z) par la formule (55), nous avons doG,, = 0.

Le but d’avoir introduit ’application © est que, en regardant les composantes dans la
somme directe £ = E* @ E¥, puisque 2" = y? si et seulement si 2! = F, (27, 27) par la
formule (55), nous avons I’équivalence

vneN, F(a +2?) =22 + 2" «— VvneN =gt (57)
) s w/) s u ? ZL’Z — yLL ,

c’est-a-dire si et seulement si ((z7)nen+, (21 )nen) est un point fixe dans Z de I'application
z + O(2Y, 2). Donc pour tout x5 € E*, par la définition de &%, 'élément G (s) est un
élément x,, € E" tel que

xs+ax, EW(F)={x € FE : sup & "||F"(2)| < o0} .
neN

C’est de plus l'unique tel élément 1z, par I'unicité du point fixe de z — O(xs, z). Ceci
montre que W2(F) est le graphe de I'application G.

Soient © = x5+ Gy(xs) et y = ys + G (ys) deux éléments de WS (F'). Puisque la norme
est adaptée et puisque Gy est §'-lipschitzienne avec ¢’ < 1, nous avons

[z =yl = max{[|zs —ys |, | Gr(es) = Gulys) I} = s —ys |l -
Donc par l'inclusion immédiate F(W2(F)) C W (F'), nous avons

I F(z) = F(y) || = [l Fs(z) = Fs(y) || -
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Par les formules (57) et (56), nous avons
| Fs(z) = Fo(y) | < (IS +0) |z =yl -

Donc
Va,ye WAF), |[[F(z)-F)l <(Tg:ll+6) =yl . (58)

Ceci montre la formule (51). L’assertion (52) du théoréme 5.25 en découle, car nous avons
F(0) = 0 et par I'hypothése sur d, nous avons || S| + 0 < k. O

5.8.2 Variétés stables et instables locales des difféomorphismes

Soient M une variété différentielle lisse et m : T'M — M son fibré tangent. Soient

¢ : M — M un C*-diffcomorphisme (ott k € N — {0}) et A une partie compacte de M,

invariante par ¢ et (ks, Ky, )-hyperbolique pour ¢, ot 0 < ks < 1 < ky. Reprenons la norme

riemannienne || ||, Papplication riemannienne exp et la distance riemannienne d de la partie
5.7. Fixons

k€ | max{rs, ki, }, 1] . (59)

Munissons le fibré vectoriel T M|y d’une norme || || : M|, — R adaptée a ¢. Une telle
norme est utile pour des raisonnements dynamiques, mais le fait qu’elle ne soit en général
pas de classe C! est la raison de 1'utilité d’introduire aussi une norme riemannienne pour
la procédure de localisation.

Pour tout € > 0 assez petit et pour tout z € A, notons

Vi(z,e) =exp,({ve T.M : |v|| <e€}). (60)

Remarquons que puisque deux normes sur 7'M, sont équivalentes, et par la formule (46)
avec £o = = = z, il existe des constantes €{, > 0 et ¢’ > 1 telles que, pour tous les € € ]0, €]
et z € A, nous ayons
1
By(z, 7 €) C V(z,€) C By(z,c€) . (61)
Le résultat suivant montre en particulier 'intégrabilité (locale) des champs de plans
stable (E?2).cr et instable (EY),cr, et donne les propriétés dynamiques des sous-variétés
intégrales (locales).

Théoréme 5.28. [l existe c,eq > 0 tels que pour tout x € A, il existe deur boules ou-
vertes C*-plongées W (z) et W (x), d’adhérence des boules fermées C*-plongées, dans
M contenant x, appelées respectivement les variétés stables et instables locales de x, dé-
pendant contindment de x 3!, telles que

(1) To(Wi (x) = B} et To(Wi.(z)) = EY,
(2) (W () C W ((x)) et o~ (WE (x) C W (o7 (2)),
(3)
VneN, Yyy' € Wi(x), d(¢"(y),o" () <ck"d(y,y),
VneN, Vyy e Wi (z), do"),¢ ")) <ck"dy,y),

131. pour la distance de Hausdorff entre parties d’adhérences compactes de M, ou la distance de Hausdorff
entre deux parties A et B d’adhérences compactes de M est la borne inférieure des € > 0 tels que A soit
contenue dans le e-voisinage de B et que B soit contenue dans le e-voisinage de A
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(4)
Wige(z) est égal & W () ={ye M : YneN, ¢"(y) € V(¢"(x),€0)} ,

Wioe(x) est égal a Wi(r)={yeM : VneN, ¢7"(y) € V(¢ "(v),€)} -

Notons que la notation W (x) et Wi’ _(z) omet la mention de ¢, ainsi que de choix
de la métrique riemannienne || ||, avec son application exponentielle exp et sa distance
d associée. Cette notation dépend vraiment de ces choix. Par contre, le germe en z des
sous-variétés W (x) et W) (x) ne dépend pas de ces choix, et il est important et suffisant
de travailler quitte & restreindre & un voisinage ouvert de x dans ces sous-variétés.

Remarquons que la dépendance en x des variétés stables et instables locales est continue,
comme affirmé ci-dessus, mais méme si A = M, elle n’est en général pas trés réguliére (et en
particulier pas forcément de classe C* méme si A = M). Sauf cadre homogéne (comme par
exemple pour les feuilles stables et instables du flot géodésique des surfaces hyperboliques,
voir la partie 4.5), la seule régularité transverse aux feuilles que nous puissions espérer est
la régularité holdérienne (voir par exemple [[<H]).

Démonstration. Nous montrons l'existence des variétés stables locales, 'existence des
variétés instables locales s’en déduit en remplagant ¢ par oL
Notons F' = Gy : TM|px — T My lapphcatlon donnée par le lemme 5.18 en prenant

1) = ¢. En particulier, en rappelant la notation Fx = F|T M pour tout x € A, nous avons

Fy(0) = exp,y 0 0 expy(0) = expy ) (¢(x)) =0 . (62)

Si la constante 6 apparaissant dans ce lemme est assez petite, alors pour tout z € A,
I’application F, —T, ¢ est d-lipschitzienne avec § > 0 indépendant de x et que nous pouvons
supposer arbitrairement petit.

Le résultat technique suivant est juste une version fibrée du théoréme 5.25. Rappelons
que k£ < 1 a été fixé dans la formule (59).

Lemme 5.29. Il existe une famille continue (g )zen d’applications g, : ES — E¥ de classe
C* et §'-lipschitziennes avec &' < 1, telle que g.(0) = 0 et dog, = 0, et dont le graphe est

Wiz, F)={veT,M : sup v ™| F*(v)| < +oc}. (63)
neN

De plus, nous avons

B F,(W;(x, F)) € Wi(g(x), F) , (64)
Vo, e@(mﬁ), | F(v) = F) | < (55 + ) o= ||', (65)
Ve Wia, F), Jdim 57 F'(v)|'=0. (66)

Démonstration. Notons 7' = ¢, 'application définie par la formule (42) et

Fiom {z = Fygy(o@ (@)}, (67)

qui sont des endomorphismes linéaires continus de 'espace de Banach T'y(T'M|p) des sec-
tions ensemblistes bornées (pas forcément continues) du fibré vectoriel TM|. Par 1'équiva-
lence des définitions 5.11, 'opérateur T' est hyperbolique, et a pour décomposition associée
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Ly(TM|p) = Ty(E®) @ Ty(EY), ot E° = (J ep By et E* = (U, cp £y sont les sous-fibrés
stables et instables de TM|A. Le fait que la norme || - ||" de TM |5 soit adaptée pour ¢
montre que la norme uniforme ||o||,, = sup,ep [|o(x)|]" sur T'y(TM|a) est adaptée pour T,
et que la constante d’hyperbolicité ch(T') de T est au plus max{xs, k, ' }. En particulier,
nous avons k € | ch(T"), 1] par la formule (59). Nous avons F'(0) = 0 par les formules (67)
et (62). Par les explications du début de démonstration du théoréme 5.28, I’application
F — T est §-lipschitzienne avec § > 0 que nous pouvons supposer strictement inférieur a
min{x — ch(T),ch(T)~! -k} > 0.

Puisque ¢ est de classe C*, par les propriétés de la procédure de localisation (lemme
5.18), 'application F = C~¥¢ est la restriction & TM |5 d’une application de classe C* sur
TM. Par la derniére affirmation du lemme 5.18, nous avons doF' = T', donc do(F' —T) =0
par linéarité de T

Par le théoréme 5.25, il existe donc une application Gy : Ty(E?®) — Ty(E"), qui est §'-
lipschitzienne avec &' < 1 et de classe C¥, telle que G, (0) = 0, dgG = 0 (car do(F—T) =0
et par la derniére affirmation du théoréme 5.25) et W2 (F) soit le graphe de G.

Pour tous les x € A et v € T, M, considérons la section ensembliste bornée o, de
TM |p valant O en tout point de A différent de x, et valant v en x. Pour tout x € M
fixé, Papplication de T, M dans I'o(T'M|p) définie par v — o, est linéaire continue, et en
particulier, nous avons

do((o0)1,01) = (0010 -
Nous avons de plus |0y |5 = [[v]| et F™(0y) = O fin(yy POUT tout n € N. En particulier,

vE WS (n(v),F) < o, W:(F). (68)
Pour tout # € A, notons g, : £ — E¥ 'application définie par
gz 10— Gyloy)(z)

en remarquant que o, appartient a I'y(E®) et Gy (0y,) a I'y(E") lorsque v € E2.

Pour tout x € A, lapplication v — o, de T, M dans I',(T'M|,), ainsi que I'application
de T',(T'M|p) dans T, M d’évaluation des sections en z, sont linéaires continues, donc de
classe C*. Puisque I'application G, est de classe C* et par le théoréme de dérivation des
fonctions composées, 'application g, : B — E¥ est donc de classe C*. Puisque doG, = 0,
nous avons dog, = 0 pour tout x € A.

Montrons que le graphe de g, est égal & W,ﬁ (z,F). Pour tousles z € A et o € Ty(TM |5),
nous avons F(o(x)) = F(o)(¢(x)) par la définition 67 de F, et donc par récurrence

F'(o(2)) = F"(0)(¢" ()
pour tout n € N. Par conséquent, si 0 € W;(F), alors

sup & " F(o(x))|' = sup & F"(0)(¢" ()] < sup £ "|[F™(0)] < +o0,
neN neN neN

donc o(z) € W (z, F). Pour tout v € ES, nous avons

)

v+ gz (v) = (04 + Gr(ow))(7)
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et o, + Gi(oy) € WE(F) puisque W;(F) est le graphe de l'application G. Nous avons
donc . B
v+ gz (v) € Wi(z, F) .

Réciproquement, si un vecteur w = ws + w,, € T, M appartient & /V[v/,f (z, F ), alors nous
avons oy, € ['h(E?®), 0y, € T'y(EY) et la section oy, = 0y, + 0y, appartient & WS (F') par
la formule (68). Puisque W2(F) est le graphe de G, nous avons donc oy, = Gx(0w,), €t

Wy = oy, (T) = Gr(ow,)(®) = gz(ws) .

Donc w appartient au graphe de g,.

Le fait que g, soit &-lipschitzienne découle du fait que G, l'est. Montrons que g,
dépend continiiment de z. Il suffit de montrer que si o5 € FS(ES), alors l'application
oy € Ty(E*) définie par = +— g, (0s()) est continue. Notons T9 et FU les restrictions de T
et F au sous-espace de Banach T')(T'M |4). Par le théoréme 5.25 appliqué a T° et FO, il
existe une application GO dont le graphe est W2 (F?). Ceci implique comme ci-dessus que
(05 + G%(0s))(z) appartient a ’Wv,f(:z:, F), donc que

7u(2) = ga(0s(2)) = Gr(os)(2) .

Par conséquent, o, = G () est continue.

La formule (65) découle du théoréme 5.25 (et plus précisément de la formule (51)).

L’anté-pénultienne assertion (64) est immédiate par définition des W2 (xz, F).

En itérant la formule (65) avec v/ = 0, la derniére assertion (66) découle du fait que
Kk > ks + 60 et que pour tout x € A, nous avons ﬁ(v’) =0siv =0¢&T,M. Ceci conclut la
démonstration du lemme technique 5.29. O

Revenons a la démonstration du théoréme 5.28. Fixons ¢y > 0 assez petit (& préciser
ultérieurement), et pour tous les € € |0, €] et z € A, posons

Wé(x)={yeM : VneN, ¢"(y) € V(¢"(z), )}, (69)
Bi(e) ={v e E: : ||v]|! <€} et j,: Bi(eg) — M Vapplication définie par
Jz : v expy,(v+ gz (v)),

ol (gz)zex est la famille donnée par le lemme 5.29. L’application j, dépend contintiment
de x. Le second lemme technique suivant décrit les propriétés de cette application j,.

Lemme 5.30. (i) Sieg est assez petit, l'application j, est un plongement C*, envoyant
0 sur x, dont l'image est W (x), et qui vérifie Ty j.(Ej;) = Ej.
(i) Nous avons p(We(x)) C Wi (¢p(x)).

Démonstration. (i) L’application de E2 dans E? & EY, définie par vs — vs + go(vs),
est un C*-plongement comme graphe d’une application de classe C¥, qui envoie 0 sur
(0,0). Puisque g, est ¢'-lipschitzienne, si €y est assez petit, I'image de B:(ep) par cette
application est contenue dans le domaine de définition du difféomorphisme exp,. Donc j,
est un C’k—plongement qui envoie 0 sur exp, 0 = x, si ¢y est assez petit.

L’application tangente

T ju : To(By(€)) = E; — T, )M =T M
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de j; en O est I'application vs — v car dog, = 0 par le lemme 5.29 et Tjexp, = idr,um
Nous avons donc Tj jz(ES) = E3.

Puisque ﬁw coincide avec exp;éﬁ) o ¢ o exp, sur des petits vecteurs (uniformément en
x € A d’apres le lemme 5.18) et par la définition des voisinages V (z, €) dans la formule 60,
si €p est assez petit, pour tout € € ]0, €], nous avons

exp, (Wi (z)) = () exp, ' (7" 0 expyn(py({v € Tyn(myM : [[v]| < €}))
neN
= F (v € TynyM : |jv]| <e}).
neN
Cette intersection infinie est contenue dans 'intersection Ws(a; F )N{veT, M : |v|| <e}

par la définition de Ws (x, F ) dans la formule (63) et par le fait que F est r-lipschitzien
sur cette intersection infinie par 'assertion (51) du théoréme 5.25 appliquée avec k = 1.

Puisque F(0) = 0 et F contracte Ws (z, F), I'inclusion inverse est aussi vérifiée, et donc
WE(x) = exp, (WE(z, F) N {v e T.M : |jv||' <¢€}) . (70)

Puisque le graphe de g, est égal a W,j(x, F ) par le lemme 5.29 et puisque la norme est
adaptée, nous avons j.(Bj(eo)) = W (z).

(i) Puisque k > K, + 6, le fait que p(W2(z)) C Wi (¢(z)) découle du fait que, par le
lemme 5.29, I'application F est (ks + 0)-lipschitzienne sur WS (z, F). O

Vérifions maintenant les assertions du théoréme 5.28 concernant les variétés stables
locales. L’assertion (4) est la définition de W (z) = W¢ ().

Le lemme 5.30 (i) montre que Ty j,(E;) = Ej; et que W (x) est I'image de la boule
ouverte Bj(eg) de £ par le plongement j,. L’assertion T, W (x) = Ej du théoréme 5.28
(1) en découle.

L’assertion ¢p(Wy (z)) C Wy (é(x)) du théoréme 5.28 (2) découle du lemme 5.30 (ii).

Enfin, I'assertion (3) concernant les varietes stables locales découle de la propriété (65)
de contraction de F qui coincide avec exp ¢( )© ¢ o exp, sur des vecteurs proches de la

section nulle, de la formule (46) et de I’équivalence des normes. O

5.8.3 Variétés stables et instables globales des difféomorphismes

Reprenons les notations M, ¢, A et d pour la définition des variétés stables et instables
locales.

Pour tout point x € A, définissons la variété stable (globale) de z, notée W#(x) ou
W#(x, ¢) lorsqu’il convient de préciser ¢, par

Wi(a) = {y € M: lim_d(¢"(x),¢"(y)) = 0} . (71)

De méme, la variété instable (globale) de z, notée W*(x) ou W*(x, ¢) lorsqu’il convient
de préciser ¢, est définie par

Wh(z) =Wz, ¢~ ') ={ye M: lim d(¢~"(x),¢ "(y)) =0} . (72)

n—-+0o0o
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Les variétés stables et instables des points de A sont clairement équivariantes par ¢ :

p(W3(x)) =W?3(o(x)) et d(W"(x)) =W*(¢(x)) . (73)

Notons que deux variétés stables sont ou bien disjointes ou bien confondues : pour tous

les 7,y € A, si Wé(x) N WS(y) # 0, alors W*(z) = W3(y).'? De méme, deux variétés
instables sont ou bien disjointes ou bien confondues.

Par la définition des variétés stables et instables, et par le théoréme 5.28, nous avons

= Uo7 (Mee(@"(2))) et W) = | " (Wite(¢7"(2))) . (T4)

neN neN

133

Par le théoréme 5.28 (2), ces unions sont des unions croissantes. Toujours par le théoréme
5.28, il existe €2 > 0 tel que pour tout z € A, nous ayons

We(z) ={ye M : limsup d(¢"(2),¢"(y)) < e},

et il existe kK > 0 tel que pour tout x € A, nous ayons

Wi(z)={yeM : TLEI—&I}OO kT d(¢"(z), 9" (y)) =0},

et de méme pour les variétés instables en remplacant ¢ par ¢~ !.

Le résultat suivant dit en particulier que les variétés stables et instables globales sont
des sous-variétés immergées (qui ne sont pas fermées en général, voir par exemple I’exercice
E.26).

Théoréme 5.31. Pour tout point x € A, il existe des immersions de classe C* injectives

cES — M etj, : EY —> M d’ zmages égale o W#(zx) et W¥(x) respectivement, telles
que les applications x — ]x et x — ]x soient continues sur A pour la topologie C*. Le
sous-espace tangent en x a sa variété stable/instable est le sous-espace stable/instable de
l’espace tangent en x :

T.(Wé(x))=E; e T,(W%=x))=EY.

x x

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour la variété stable. Reprenons les
notations F et (9z)zea de la démonstration du théoréme 5.28. Pour tous les x 6 Aetyg e
E?. soit V un voisinage compact de vy dans EZ. Puisque F coincide avec exp , ¢( )© poexp,
sur les petits vecteurs de T, M par le lemme 5.18, puisque le graphe de g, est égal a
WS (z, F) (défini par la formule (63)) sur lequel F' contracte par le lemme 5.29, il existe
ng € N tel que pour tous les n > ng et v € V, le point

Ja(v) = 67" 0 expyn(y) F™v + go(v))

ne dépend pas de n. En utilisant la partie gauche de la formule (74) et les propriétés des
variétés stables locales, le résultat en découle. O

132. En effet, si z € W?*(z) NW?(y), alors pour tout w € W*(z), la distance d(¢" (w), ¢" (y)), qui est infé-
rieure ou égale a la somme d(¢" (w), ¢" (z)) + d(¢™ (), 9" (2)) + d(¢™(2), ™ (y)) par I'inégalité triangulaire,
converge vers 0 quand n — 400, donc w € W?(y). D’ou l'inclusion W*(x) C W?(y), qui est une égalité
par symétrie.

133. L’assertion (4) du théoréme 5.28 et la formule (61) montrent que si y € W?(x), alors il existe
no € N tel que pour tout n > ng, nous avons ¢"(y) € V(¢"(z),€0). Donc ¢™°(y) € Wi (¢™°(z)), ce qui
donne l'inclusion W*(z) C U, ey @ " (Wise(¢™(2))). L'assertion (3) du théoréme 5.28 montre I'inclusion
réciproque.
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5.9 La structure de produit local

Reprenons les notations M, ¢, A et d pour la définition des variétés stables et instables
(locales et globales).

Par la transversalité des sous-fibrés stable et instable E° et EY, et par la continuité
des feuilles stables et instables locales, qui sont tangentes au fibres stables et instables, si
x et y sont suffisamment proches, alors la feuille stable locale W} (z) de x rencontre la
feuille instable locale W* (y) de y en un et un seul point, noté [x,y| (voir le dessin ci-
dessous) et appelé le crochet de Bowen (local) de z et y. Plus précisément, par uniformiteé,
il existe € = €j(A) > 0 et Oy = Op(A) > 1 tels que pour tous les z,y € A et € € |0, €], si
d(z,y) < 0y'e, alors

e lintersection W (x) N W (y) est réduite & un seul point, et

e ce point appartient de plus & W2 (x) N W(y).

I1 découle de la définition (69) des variétés stables locales et de la propriété (61) de
I’exponentielle des boules pour la norme adaptée, qu’il existe une constante c¢; > 0 telle
que pour tous les € > 0 assez petit et x,y € A tels que d(x,y) < ¢, nous ayons

[l‘a y] € Bd(fL‘, 616) N Bd(y7 616) : (75)
Par invariance et unicité, si d(z,y) < 6, 'eo et d(¢(z), d(y)) < 0, 'eo, alors

o[z, y]) = [¢(x), o(y)] -

Nous dirons que la partie hyperbolique A admet une structure de produit local s’il existe
e1 €10, €o[ tel que pour tous les 2,y € A tels que d(z,y) < 6, 'e1, nous avons [z,y] € A.

Si A admet une structure de produit local, alors pour tous les € > 0 assez petit et x € A,
nous avons un homéomorphisme de AN By(x, €) dans V7 x V* ot V,J est un voisinage de x
dans AN (x) et V' est un voisinage de x dans ANW}% (), donné par y — ([z,y], [y, z]).

Nous dirons que la partie hyperbolique A est localement maximale (ou isolée) sl existe
un voisinage U de A tel que A = (1, ., ¢ "(U).
Théoréme 5.32. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) la partie hyperbolique A admet une structure de produit local,
(2) la partie hyperbolique A est localement mazximale,

(3) il existe e3 > 0 et un voisinage U de A tel que pour toute es-pseudo-orbite (x;);cy, de
¢ dans U et pour tout v € M tel que sup;cz d(¢'(x),x;) < coea (ot cg > 0 est la
constante du lemme de pistage 5.20 pour A), nous ayons x € A.
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Démonstration. Montrons que (3) implique (2). Prenons un voisinage U de A assez petit
pour vérifier les hypothéses du lemme de pistage et de l'assertion (3). Alors pour tout
€ Nez @ "(U), lorbite (¢™(x))nez est une e-pseudo-orbite dans U qui reste & distance
nulle (donc au plus cpe) de l'orbite de = pour tout € > 0. Donc 'unicité dans le lemme
de pistage et I'assertion (3) impliquent que = € A, donc (), ¢~ "(U) C A, et I'inclusion
inverse est évidente par invariance.

Montrons que (2) implique (1). Soit U un voisinage de A tel que [, ¢~ "(U) = A.
Soit € € 10, o] tel que les feuilles locales W2 (x) et W (x) soient contenues dans U pour
tout = € A.

Soient x,y € A tels que d(z,y) < 90_16. Alors par la définition du crochet de Bowen,
nous avons [x,y] € W(xz) N W¥(y) C U. Pour tout n € N, par les propriétés du théoréme
5.28 (2) des feuilles locales et par I'invariance de A par ¢, nous avons

¢"([z,y]) € W2(9"(2)) CU et ¢ "([z,y]) e W "(2)) C U .
Dot [2,y] € (V,ez 67" (U) = A

Montrons que (1) implique (3). Soient €; > 0 comme dans la définition de la propriété
de produit local. Soient (z;);ez et * comme dans (3), pour des e > 0 et U assez petit que
nous allons préciser. Quitte a prendre U assez petit et & remplacer z; par un de ses points
le plus proche sur A, nous pouvons supposer que x; € A. Par la derniére affirmation du
théoréme 5.20, si €5 > 0 et U sont assez petit, nous pouvons supposer que x appartient a
un ensemble hyperbolique compact A’ contenant A.

Si €2 > 0 est assez petit (devant les constantes nécessaires pour définir le crochet de
Bowen pour la partie hyperbolique compacte A’), alors par ’hypothése de P'assertion (3),
nous avons

d(x,xo) < cpeg < 90(A/)7163(A/) .

Donc les points T = [z, x¢] et = = [z0, 2| sont bien définis. De plus, par la formule (75),
nous avons xt,z_ € By(xg,cicpez). Par 'inégalité triangulaire, si eo > 0 est assez petit,
nous avons donc

d(l’_,$+) < 2610062) < 90(1\)7161 .

Montrons qu'ils appartiennent a A, ce qui par 'assertion (1) et la formule centrée ci-dessus
implique que x, qui est égal & [x1, 27|, appartient a A. Par symétrie, il suffit de montrer
que z+ € A.

Montrons par récurrence que si ea > 0 est assez petit, il existe une constante co > 0 et

une suite (});en telle que g = xo, 5 € ANWE, , (z3) et ) = [ziq1, p(])].
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Nous avons zg € AN W, (zo) pour tout ¢ > 0 et nous posons x( = xo. Supposons
x, construit. Alors pour ey est assez petit devant la constante ¢y du théoréme 5.28 (plus
précisément si e < £2), nous avons ¢(z;) € V(¢(xi), c2€2) par la définition (69) des va-
riétés stables locales. Si ey est assez petit devant la constante ¢, de la propriété (61) de

I'exponentielle des boules pour la norme adaptée (plus précisément si e < Z—g), alors cette
propriété montre que

d(¢(xi), ¢(x7)) < c(c2€2) -

Donc, si ez est assez petit, puisque la suite (x;);cz est une es-pseudo-orbite de ¢, nous
avons

d(wiv1, d(x7)) < d(zir1, 6(2:)) + d(d(2:), $(a7)) < e2 + ¢ (c2e2) < 5 er .

Par l'assertion (1), le point xj,; = [2;11,#(x;)] est donc bien défini et appartient a A.
Comme affirmé dans | , page 284], il appartient & W2 _ (2i11) si c2 est assez grand
(indépendant de 7).

Notons alors (z});ez la suite dans A étendue par a} = x; pour i # 0. Si ez est assez
petit et ¢ > 0, nous avons qb_l(Wgé (7541)) C W (z}). Donc ¢'(z 1) = [¢'(x), 2] € A. Par
conséquent T = lim;_, gb_z(x;), qui appartient & A, comme voulu. O

Nous dirons qu'une partie A d’une variété M munie d’un C'-difféomorphisme ¢ est
une piéce basique de ¢ si elle est invariante, compacte, hyperbolique, localement maximale
et si ¢ est transitif sur A (c’est-a-dire admet une orbite dense dans A).

Par exemple, si ¢ : R? — R? est le fer a cheval de Smale, alors I'attracteur de Smale
A est une piéce basique : par construction, le carré unité @ =10, 1[? est un voisinage de
A tel que A =),z ¢"(Q), donc A est localement maximal. Voir I'exercice E.27 pour une
vérification directe que A vérifie la propriété de produit local.

Le fait que les points de 'attracteur de Smale, qui sont périodiques pour le fer a cheval,
sont denses dans cet attracteur est en fait un résultat général sur les piéces basiques.

Proposition 5.33. Si A est une piéce basique d’un C'-difféomorphisme ¢ d’une variété
M, alors l’ensemble des points périodiques de ¢ dans A est dense.

Démonstration. Ceci découle du corollaire 5.22; du fait que ’ensemble non errant d’un
systéme dynamique transitif sans point isolé est égal a tout I’espace (voir 'exercice E.10),
et du fait qu’une piéce basique qui a un point isolé est réduite & une orbite périodique. [J

5.10 Exercices

Exercice E.22. Soit F un espace de Banach. Un endomorphisme linéaire continu 7' de
E est dit linéairement structurellement stable s'il existe € > 0 tel que si S € Z(FE) vérifie
|IT — S|| <e, alors T et S sont topologiquement conjugués.

(1) Montrer que pour toute application lipschitzienne ¢ : F — E| il existe une application
lipschitzienne @ : F — E bornée, qui coincide avec ¢ sur la boule unité de FE, telle que

Lip (¢) <3 Lip (¢).

(2) Montrer que I'ensemble des automorphismes linéaires hyperboliques de E est ouvert
dans Z(E).
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(3) Montrer qu'un automorphisme linéaire hyperbolique est linéairement structurellement
stable.

Exercice E.23. Montrer qu'il existe pour N > 4 un automorphisme linéaire du tore TV,
qui est mélangeant pour la mesure de Haar du tore TV, et qui n’est pas structurellement
stable.

Exercice E.24. (Lemme de pistage linéaire) Soit 7' un automorphisme linéaire
continu hyperbolique d’un espace de Banach E, dont la norme ||.|| est adaptée a T, et
e > 0. Montrer que, pour toute suite (y,)ncz dans E telle que

sup ||ynt1 — T(yn)|l <e,
nez

il existe un unique point y de F tel que

€
sup |lyn —T"()|] € ———.
Autrement dit, toute e-pseudo-orbite de T est €'-pistée par une unique (vraie) orbite avec
I _ 1 T
€ = T=ary- On pourra se ramener au cas IT]| <1 et considérer y = ngrfoo T™(Y—p).
Exercice E.25. Soient M une variété différentielle lisse et k € N — {0}. Rappelons qu'un
point fixe 2y d’'un C'-difféomorphisme ¢ de M est hyperbolique si son application tangente
Tpy¢ € ZL(TpyM) n'a pas de valeur propre (complexe) de module 1. Notons Diff*(M)
I’espace de Baire des C*-diffeomorphismes de M muni de la convergence uniforme sur les
compacts des applications et de leurs applications tangentes jusqu’a l'ordre k.'** Nous
supposons que M est compacte dans cet exercice.

(1) Pour tous les p,q € N, construire un C!-difféomorphisme du cercle préservant
l'orientation ayant exactement 2p points fixes, tous hyperboliques, et, si ¢ > 1, un C'-
difféomorphisme du cercle préservant l'orientation ayant exactement p + ¢ points fixes,
dont p hyperboliques et ¢ non hyperboliques.

(2) Soit ¢ un C'-diffeomorphisme du cercle préservant l'orientation ayant un nombre
fini non nul de points fixes, tous hyperboliques.

e Montrer que ¢ admet un nombre pair de points fixes, notés p1, ..., por dans 'ordre
trigonométrique.

e Montrer qu'il existe € > 0 assez petit tel que les arcs ouverts de cercle A; de longueur
2¢ centrés en p; sont deux a deux disjoints, et que si ¢’ est C'-proche de ¢, alors ¢’ a
exactement un point fixe p; dans chaque arc de cercle de longueur 2e centré en p; et n’a
pas de point fixe en dehors des A;.

e En fixant un point a; de l'arc de cercle entre p; et p;4+1 qui n’appartient pas a
A; U A;1, montrer qu’il existe une application continue h : S; — S; telle que, pour tout
i=1,...,2k, nous avons h(p;) = p;, h(a;) = a;, h(¢(a;)) = ¢'(ai), h est affine sur l'arc de
cercle entre a; et ¢(a;), et hop = ¢ oh.

e En déduire que ¢ est structurellement stable. 13°

134. Voir les définitions et propriétés de la topologie C* avant le corollaire 5.16.

135. Pour tout k € (N — {0}) U {co}, un systéme dynamique différentiable (X, ¢) de classe C* est dit
structurellement stable 8’il existe un voisinage ¥ de ¢ dans C*(X, X) pour la topologie C* tel que tout
élement ¢’ € ¥ soit topologiquement conjugué & ¢. En général, la conjugaison n’est pas de classe C¥.
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(3) Soient ¢ € Diff*(M) et U un ouvert de M d’adhérence compacte dans laquelle ¢
admet un et un seul point fixe z4 tels que x4 € U et I'application tangente de ¢ en ce point
soit sans valeur propre égale a 1 (respectivement soit hyperbolique). Montrer qu’il existe
un voisinage ¥ de ¢ dans Diffk(M ) tel que tout ¢’ € ¥ admette un et un seul point fixe
Ty dans U, et tel que 'application tangente de ¢’ en ce point est sans valeur propre égale
a 1 (respectivement sans valeur propre de module égal & 1). On pourra successivement, si
1 n’est pas valeur propre de d;,¢, et si ¢’ est Cl-proche de ¢ :

e se ramener au cas ot M = RY et Ty =0;

e montrer que l'application gg/ :x — ¢ (x) — x est un difféeomorphisme d’un voisinage
ouvert de 0 sur un voisinage ouvert de 0, et en déduire que ¢’ admet un point fixe x4 ;

e montrer que ¢ admet au plus un point fixe dans un voisinage de 0 ;

e montrer que si de plus d;,¢ n’a pas de valeur propre de module égal a 1, et si ¢
est Cl-proche de ¢, alors d% ¢’ n’a pas non plus de valeur propre de module égal a 1, en

considérant les applications z — ¢'(z) — Az pour tout A € S;.

(4) Montrer que le sous-espace E; (respectivement Ey) de Diff*(M) des C*-difféomor-
phismes de M ayant un nombre fini de points fixes et en lesquels 'application tangente de
¢ est sans valeur propre égale a 1 (respectivement est hyperbolique) est un ouvert dense.
Pour montrer la densité, on pourra successivement

e cn appliquant le théoréme de Sard '*° & I'application f : z +~ z — ¢(x), montrer
que pour toute application 1 : @ — RY de classe CT, ot Q est un ouvert de RY, il existe
des y arbitrairement proches de 0 tels que I'application 1, :  — ¢(x) + y ait, dans tout
compact de €2, un nombre fini de points fixes, en lesquels la différentielle de ¥ n’a pas la
valeur propre 1;

e montrer que tout point de M admet un voisinage U d’adhérence compacte tel que
'ensemble Eyy des C*-diffeomorphismes de M qui n’ont qu’un nombre fini de points fixes
dans U, ceux-ci appartenant a U, et en lesquels la différentielle de ¢ n’a pas la valeur
propre 1, est un ouvert dense de Diff* (M) ;

e en déduire la densité cherchée, en utilisant aprés vérification, dans le cas des points
fixes hyperboliques, que pour tout e > 0, il existe une fonction ¢, : RY — R valant = en
dehors de B(0, 2¢), valant (1—e€)z sur B(0, €) et convergeant en topologie C* vers I'identité
quand € tend vers 0.

(5) Montrer qu'il existe un Gs dense de Diff*(M) constitué d’éléments, ayant, pour
tout n € N, un nombre fini de points périodiques de période n, tous hyperboliques.

(6) Montrer que si ¢ est un C*-diffeomorphisme structurellement stable de M, alors ¢
admet, pour tout n € N, un nombre fini de points périodiques de période n.

21
11
morphisme du tore T? = R?/Z? défini par la matrice ..

Exercice E.26. Notons .Z = ( ) et ¢ = ¢y :x mod Z? — .#x mod Z? le difféo-

136. Si f : M — N est une application C'* entre deux variétés différentielles lisses, une valeur critique de
f est un point y € N tel qu’il existe un point z € M tel que f(z) =y et Tof : Te M — Ty N ne soit pas
surjective. Une valeur réguliére est un point de N qui n’est pas valeur critique. Le théoréme de Sard (voir
par exemple le joli petit livre [Mil], ainsi que | , §6] pour le cas m = n qui nous intéresse ici) dit que
si M et N sont deux variétés de dimensions m et n, et si f : M — N est une application de classe C* ou
k > max{0, m — n}, alors 'ensemble des valeurs réguliéres de f est dense dans N (en fait de mesure pleine
pour toute mesure sur N absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue dans chaque carte).
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(1) Montrer que 0 € T? est un point fixe hyperbolique de ¢, et déterminer les espaces
stable E et instable Ej dans ToT? = R2.

(2) Calculer les variétés stable W#(0) et instables W*(0) de 0, et montrer qu’elles sont
denses dans T?.

(3) Pour tout x € W#(0)NW*"*(0) (un tel point différent de 0 est appelé un point homocline
du point fixe 0), décrire 'orbite compléte de z.

Exercice E.27. Soient ¢ : R? — R? le fer a cheval de Smale, et A I'attracteur de Smale.

(1) Calculer les points fixes de ¢. Pour tout « € A, calculer les espaces stable E? et instable
E¥ dans T,R? = R2. Calculer les variétés stables et instables locales.

(2) Calculer I'adhérence de I'intersection avec le carré unité [0,1]? d'une variété stable ou
instable globale.

(3) Montrer que A vérifie la propriété de produit local.

(4) Montrer que ¢ est un difféomorphisme de Kupka-Smale, c’est-a-dire que tous les points
périodiques sont hyperboliques, et que toutes les intersections £ € W*5(x) N W*(x) des
variétés stable et instable d’un point périodique = sont transverses.

5.11 Appendice : rappels de théorie spectrale

Nous renvoyons par exemple a | , , | pour une introduction & la théorie
spectrale.

Soient E un espace de Banach complexe et T' € Z(F) un endomorphisme linéaire
continu de E. Le spectre de T, noté Sp(T') est 'ensemble des A € C tels que T' — \id soit
inversible dans .Z(E) (ou, de maniére équivalente par le théoréme de Banach, %7 bijectif).
L’application Ry : C —Sp(T) — Z(E) définie par A + (T — \id)~! s’appelle I’ application
résolvante de T. Le rayon spectral de T est

p(T) = sup [}l
AeSP(T)

(avec la convention usuelle que p(7T") = —oo si Sp(7T') est vide).
L’opérateur T est inversible si et seulement si 0 ¢ Sp(7T'), et alors

— _ 1
Sp(T 1) = Sp(T) 1 — {X i A€ Sp(T)} .
En particulier, pour tout x, > 1, si Sp(T") C {z € C : |z| > Ky}, alors T est inversible et

1
p(T™H < —<1.

Ry
Nous renvoyons par exemple a | , §1.3] pour une démonstration du résultat suivant.

Théoréme 5.34. Soient E un espace de Banach compleze et T € L (E).
(i) Le spectre Sp(T') de T est un compact de C, et

p(T) < || -

137. Le théoréeme de Banach dit que si E et I sont deux espaces de Banach réels ou complexes et si
f: E — F est une application linéaire continue bijective, alors ' : ' — E est aussi continue.
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(ii) Si Sp(T') est non vide, alors

1
— ; m|
o) = tm [T
(iii) Le spectre Sp(T) de T est non vide si et seulement si E # {0}.
(iv) L’application résolvante Ry : C—Sp(T) — £ (E) est holomorphe '*® et les éléments
de son image commutent deux & deux. O

Soient F un espace de Banach réel et T' € Z(F) un endomorphisme linéaire continu
de E. Notons E¢ l'espace de Banach complexe complexifié de E et T 'extension de T' a
E¢. Faisons des rappels sur la procédure de complexification des espaces de Banach réels,
que le lecteur savant pourra contourner.

Sur la complexification des espaces de Banach réels

L’espace vectoriel complexe E¢ est 'unique (modulo unique isomorphisme d’espaces
vectoriels complexes valant I'identité sur F) espace vectoriel complexe dont ’espace vecto-
riel réel sous-jacent (Ec)r contient E et est somme directe (au sens des espaces vectoriels
réels) (Ec)r = E®i E. Tout élément de E¢ s’écrit de maniére unique z+iy avec z,y € E.
L’espace vectoriel réel (Ec)r admet une involution R-linéaire canonique ¢ : Ec — Eg,
définie par z =z + iy — Z = x — i y d’ensemble des points fixes F, appelée la conjugaison
compleze. Notons que

VAEC, Vz€Ee, 1t(A2)=Xu(2).

Un sous-espace vectoriel complexe F’ de E¢ est le complexifié F d’un sous-espace vectoriel
réel ' de FE si et seulement s'il est stable par ¢, et alors ' = F' N E.

Toute norme || || sur 'espace vectoriel réel E s’étend (par une formule surprenamment
subtile, mais élémentaire a vérifier) en une norme || ||c sur l'espace vectoriel complexe E¢
par

Vez,ye E, ||x+iy|lc= max |cosfz+sinfy] .
9ER /27
Si (E, || ||) est un espace de Banach, alors (Eg, || ||c) est un espace de Banach. Ceci est
élémentaire & vérifier, en remarquant que ||z + iy ||c > max{ ||z |, ||y }.

Toute application R-linéaire T': FF — E s’étend de maniére unique en une application
C-linéaire Tc de Ec par Tc(x + iy) = T(x) + i¢T(y). Nous avons les propriétés dites
fonctorielles idc = id et (T o T")c = T o T¢.. En particulier, (T")c = (T¢)™ pour tout
n € N et si T est inversible, alors T¢ l'est et (Tg)~! = (T~ 1)¢c. De méme, si T¢ est
inversible, alors puisque T¢, considérée comme une application R-linéaire de (E¢)r dans
(Ec)r, est diagonale par blocs dans la décomposition en somme directe vectorielle réelle
(Ec)r = E @i E, et vaut T sur le premier bloc, I'opérateur T' est inversible. L’extension
Tc commute avec la conjugaison complexe :

Tcotr=101.

Si T est continue pour une norme || || sur E, alors T¢ est continue pour || ||c, et a méme
norme d’opérateur :
ITellc =171 -

138. Notons que 'espace vectoriel .Z(E) des endomorphismes linéaires continus de E, muni de la norme
d’opérateur, est un espace de Banach complexe.
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En effet, nous avons
[Te(z +iy)llc = T(x) +iT(y)|lc = max |lcosf T'(x)+sind T'(y) ||
0cR/27Z

= max |T(cosf z + sinf < T |z + i ’
oo, I D | < ITN e + iyl

donc [|Tc|lc < ||T']] et comme (1¢)|p = T, I'inégalité inverse est immeédiate.

Aprés ces rappels sur la complexification des espaces de Banach réels, nous définissons
le spectre de T', noté Sp(T'), par

Sp(T) = Sp(Tc) - (76)

Notons que Te — Aid = o (Te — Aid)or ol ¢ est la conjugaison complexe de Ec. Donc (une
propriété bien connue en dimension finie) le spectre de T' est invariant par la conjugaison
complexe : pour tout A € C, nous avons A € Sp(7T) si et seulement si A € Sp(T), ou
autrement dit

Sp(T) = Sp(T) - (77)

Proposition 5.35. Soient E un espace de Banach compleze, T € £ (E) et ks € ]0,1[. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) p(T) < ks,
(2) il existe une norme || || sur E équivalente a la norme || || de E telle que la norme
d’opérateur de T vérifie | T < ks,

(3) il existe k!, €10, ks[ et ¢ > 0 tels que pour tout n € N, nous ayons | T"|| < ¢ (k)™ .

Démonstration. Le résultat est immédiat si £/ est nul. Supposons donc que E n’est pas
nul. Le fait que (1) implique (3) découle du fait que p(T") = lim;,—y 40 | T ”||% en prenant
pour £, n’importe quel élément de |p(T), k.

Le fait que (3) implique (2) se vérifie comme dans la démonstration du lemme 5.1 (3)
en posant, pour N assez grand,

lzll" =) &t IT @)l -
=0

Le fait que (2) implique (1) découle du fait que lim, 4o HT"H% = limn_>+oo(\|T"H')%
puisque les deux normes sont équivalentes. O

Proposition 5.36. Soient E un espace de Banach compleze et T € £ (E). Supposons que
Sp(T') = 01 U0y avec o1 et oo des compacts disjoints, tels qu’il existe une courbe de Jordan
lisse v : S — C contenant o1 dans son intérieur et oo dans son extérieur. Alors il existe
deux sous-espaces vectoriels fermés 1 et Es de E tels que

E=FE ®E,, T(E)CE, T(Ey)CEs, Sp(T|g,) =01, Sp(T|g,) =02 .

Démonstration. Soit v une courbe de Jordan lisse orientée dans le sens trigonométrique,
contenant g1 dans la composante connexe bornée de C—- et oo dans la composante connexe
non bornée de C — . En déformant un peu v par compacité de oo, soit 4/ une courbe de
Jordan lisse orientée dans le sens trigonométrique, contenant v dans la composante connexe
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bornée de C —+' et o9 dans la composante connexe non bornée de C —~'. Par le théoréme
des résidus, puisque v est dans la composante connexe bornée du complémentaire de ~/,

nous avons
1 [ dA 1 [ v
W €y /:0 £ WA /:1. 78
T gim a=n T © R V5 Y (78)

Puisque v et 7/ sont contenus dans C—Sp(T) et par le théoréme 5.34 (iv), 'application
A = R)(T) est analytique complexe sur un voisinage de 'anneau de bords v et +'. Le
théoréme des résidus dit donc que

1 1
5 7RT(A) dX = 2”/7 Rr()) dA .

Notons P, € Z(F) cet opérateur linéaire continu et P, = id —P;. Montrons que P est
un projecteur lindaire continu, c’est-a-dire que PZ = P;. Ceci montrera que P» est aussi un
projecteur linéaire continu (car alors (id —P;)? = id —2P; — P? = id —P1), que By = Py (E)
et Fy = Po(FE) sont fermés (car E; = ker P, et Fy = ker Pl) et que E est somme directe
de E; et de Ey (car id = Py + P2 et ker PL N P (E) = {0}).

Nous avons, pour tous les A\, N € C — Sp(7T),

Rr(\) = Rp(\) (T = Mid +(A — N)id ) Rp(N) = Re(N) + (A = X)Rp(\)Rr(X) . (79)

D’oi, en utilisant le théoréme de Fubini et les formules (79) et (78),

pro 1 / / Rr(\Rr(X) dX dN = / / Q) = BeN) ) gy

(2im)?
1 1 X' 1 dX

=— = d\+ 5~ | Rr(N)s— dN =P
2ir Nain /7 = x T 2in L TN g0 / A= N '

Puisque T' commute avec Rp(\) pour tout A € C — Sp(7T), il commute avec P, par
intégration et avec P, = id —P;. Donc T préserve By = Pi(E) et Ey = Po(E).

Montrons que
Sp(T) = Sp(T'|5,) USP(T |k,) - (80)

En effet, pour tout A € C, puisque £ = E; @& Fy et comme FE; et Fy sont fermés et
invariants par T' — Aid, ’endomorphisme linaire continu 7' — Aid de E est inversible si et
seulement si ses restrictions a Fq et & Es le sont.

[Voici une autre méthode, plus longue. Pour tout A\ € C — Sp(T), en intégrant sur
N € 7/ la relation de commutation

Rr(M)Rr(XN) = Rr(N)Rr(}) ,
nous avons P;Rr(A) = Rr(A)Py. En particulier Ry (X) préserve By = Pi(E), et
Rr(N) |, (T g, —Aid) = (Rp(A)(T = Xid)) |, = idp, = (T|g, —Aid)Rr(N)|p,

Donc A € C—Sp(T'|g, ). De méme, A € C — Sp(T'|g,).
Réciproquement, si A € (C — Sp(T'|g,)) N (C — Sp(T'|g,)), nous avons

(B, (A) & Ry, MW))(T" = Aid) = idp = (T’ — Aid)(Bry, (A) & By, (V)
157



donc A € C — Sp(T'). Ceci remontre la formule (80) par passage aux complémentaires. |

Notons Q I'adhérence de la composante connexe bornée de C — . Elle contient o dans
son intérieur et son complémentaire contient o. Soit N € C — Q.
Remarquons que pour tout A € «y, nous avons

(T = XNid)Rp(A) = (A = N)id +(T — Xid)) Rp(A) = (A = N)Rp(A) +id .

Donc en divisant par A — X et par intégration sur A € 7, en notant 7" = ﬁ f7 }E\T_(:‘,) dA,

qui préserve Eq, nous avons, par la formule (78),

1 d\
(T—)\'id)T’:,/RT()\) d)\+/ d=DP .
2im J, ,y)\—)\’

En particulier, (T'|g, =N id)T" |p,= T |k, (T'|g, =X id) = idg,. Donc X\ € C — Sp(T'|g, )-
Par conséquent, Sp(T' |g,) C Q. Un argument similaire montre que Sp(7T'|g,) est contenu
dans 'adhérence du complémentaire de la composante connexe bornée de C — /.

Par la formule (80), nous avons donc Sp(T |g,) = QN Sp(T) = o1. De méme, nous
avons Sp(T' |g,) = o2. O

Corollaire 5.37. Soient E un espace de Banach réel et T € L (FE). Supposons que nous
ayons Sp(T') = o1Uos avec o1 et oo des compacts disjoints de C, tels qu’il existe une courbe
de Jordan lisse v : S — C contenant o1 dans son intérieur et oo dans son extérieur, et
commutant avec la conjugaison complexe, c’est-a-dire vérifiant v(e~%) = (i) pour tout
0 € R/27Z. Alors il existe deux sous-espaces vectoriels fermés Ey et Ey de E tels que

E=F| & Es, T(El) C Ej, T(Eg) C Es, Sp(T|E1) =01, Sp(T‘EQ) =09 .

Démonstration. Nous identifions E avec son image dans E¢c = F @i E par 'application
x +— x4 10. Puisque Sp(T') = Sp(T¢), par la proposition 5.36, il existe des sous-espaces
vectoriels fermés F ¢ et Ey ¢ de Ec tels que

Ec =E,c® Eyc, Te(Eic) C Eic, Tc(Fac) C Eaoc

Sp(T(C ’EI,C) =01, Sp(T(c ‘Ez,«:> =02 .
De plus, la démonstration de la proposition 5.36 dit que Ej ¢ = Pi(Ec) ol

1
Plzf
2w

Ry, (N) dA .
;

Nous avons vu que si ¢ est la conjugaison complexe de Eg, alors (Tc—Aid)o ¢ = ¢ o(Tc—\id)
pour tout A € C. Rappelons (voir la formule (77)) que le spectre de T est invariant par
conjugaison complexe. Donc pour tout A € C—Sp(T'), nous avons Rr.(A\)o ¢ =t oRp.( ).

Par intégration sur v et changement de variable ¢ — e (ce qui est possible par
I'hypothése sur la courbe ), nous avons donc Py ot = v o P;. Donc Ej¢c = Pi(Ec) et
Esc = (id —P;)(Ec) sont invariants par ¢. Donc Ey = By cNE et By = Ey ¢ N E sont des
sous-espaces vectoriels réels fermés de E tels que £ = E; @ F». Ils sont invariants par T,
et comme (T'|g,)c = (1c) |E, ¢ et (T'|E,)c = (Tc) |E, ¢, le résultat en découle. O

Démonstration de la proposition 5.2. Comme déja dit, la seconde assertion implique
la premiére. Soient 0 < ks < 1 < Ky.
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Soit T' € Z(F) un élément (ks, ky)-hyperbolique. Soient E* et E" les sous-espaces
vectoriels fermés de ' comme dans le début de la partie 5.1. Comme E = E®* @ E“, et
puisque E* et E" sont fermés et invariants par T' (voir la démonstration de la formule
(80)), nous avons Sp(T) = Sp(T'|gs) U Sp(T' | g« ). La proposition 5.35 implique que

Sp(T|gs) C{z € C:|z| < ks}

et
(SP(T[50) ") =Sp ((T]ee) ") C{z € C: |2 < r,'} .

Donc Sp(T') ne rencontre pas 'anneau {z € C : ks < |2]| < Ky}

Réciproquement, soit T' € Z(F) tels que Sp(T) N{z € C : ks < |z] < Ky} = 0. Soit
o1 =Sp(T)N{ze€C : |z| <1}, 00 =Sp(T)N{z € C : |z| > 1}, qui sont deux fermés
disjoints de réunion Sp(T'). La courbe de Jordan v : S; — C définie par € — € contient
o1 dans son intérieur et oo dans son extérieur, et est invariante par conjugaison. Donc
par le corollaire 5.37, I’espace E est somme directe de deux sous-espaces vectoriels fermés
(donc de Banach) Fj et Eo préservés par T tels que Sp(T |g,) = 01 et Sp(T' |g,) = 02. En
particulier, 0 ¢ Sp(T'|g,), donc (T'|g,)c est inversible, donc T'|g,: E2 — Es est inversible,
et Sp((T |g,) ) Cc{z€C : |z| < i} En appliquant la proposition 5.35 & T |g, et a
(T|g,)~1, le résultat en découle. O
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5.12 Indications pour la résolution des exercices

Correction de ’exercice E.23. Notons P le polynome X% +2X3 + X2 42X + 1, et

0 00 -1

1 0 0 -2 . R N .
M = 01 0 —1]|% matrice compagnon. Le polynéme caractéristique det(M — \id)

001 =2

de M est, par récurrence en développant par rapport & la premiére ligne, égal a (—1)*P.
La matrice M est inversible (car P(0) # 0) et elle est a coefficients entiers. Les valeurs
propres de M sont les racines de P, qui sont

1 1
7(—\/5—1— 2\6—1):—1,883, 5(—\/5—1+\/2x/§—1):—0,531,

2
Wvio1oiavart). L(veotriavara).

Il est possible de montrer qu’aucune racine de P n’est une racine de 'unité. Donc la
transformation ¢,; du tore définie par M est mélangeante pour la mesure de Haar du tore,
par le théoréme 3.5. Il est possible de montrer que P admet une valeur propre de module
1 (les deux derniéres ci-dessus, qui sont conjuguées), et qu’il est possible de perturber ¢ de
maniére lisse et arbitrairement petite sans étre topologiquement conjugué, en perturbant
la rotation induite par M dans le plan vectoriel réel invariant par M correspondant aux
deux derniéres valeurs propres, par I’exemple donné dans la remarque suivant le théoréme
de Grobman-Hartman 5.6.

Correction de ’exercice E.24. En écrivant y, = (y5,y") dans la décomposition en
sous-espaces stable et instable E = FE°* @ E* de T, qui est T-invariante, et puisque la
norme est adaptée, nous avons sup,cz |51 — T ()|l < € et sup,ez ymy —T(yn)| < e
En se restreignant & E* et E* et en remplacant T par T~ sur E%, nous pouvons donc
supposer que E = E*® et ||T]| < 1.

Comme

||Tn+1(y_(n+1)) _ T"(yfn)H < ||TH”||T(yfn*1) — y7n|| < €HT||n s
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la suite (T™(y—n))
élément y de E.
Pour tout k dans Z, si n > 1 — k, nous avons

nen ©st de Cauchy dans l'espace complet E, donc converge vers un

n+k—1

ve = Tw) = D (T(ye—i) = T (Yhoic1)) + Ty — Ty .
1=0

Donc

n+k—1
lye =TI < D7 1T ki = T i)l + 1T IT™ (y—n) =yl -
1=0

En faisant tendre n vers 400, nous avons donc |y — T*(y)]|| < m

Correction de ’exercice E.25. (1) Une rotation d’angle non nul (modulo 27) est un
C'-difféomorphisme préservant 1’orientation sans point fixe. Un C'-difféomorphisme ¢ du
cercle préservant l'orientation et ayant au moins un point fixe est, modulo identifications,
un C!-difféomorphisme strictement croissant de [0, 1] ayant mémes dérivées en 0 et 1. Un
point fixe de ¢ correspond a un point d’intersection du graphe de ¢ avec la diagonale du
carré. Il est hyperbolique si et seulement si la dérivée de ¢ en ce point est différente de
1. Les exemples sont obtenus en mettant bout a bout des blocs (p, q) avec p points fixes
hyperboliques (de dérivée 2 ou %) et ¢ points fixes non hyperboliques pour (p,q) valant
(2,0), (1,1) (avec deux sous-types (1,1) et (1,1)"), (0,1), et (2,1).

(2,0) (1,1) (0,1) (1,1) (2,1)

Si ¢ = 0 (auquel cas p est supposé pair), on prend & blocs (2,0). Supposons ¢ > 1. Si
p < ¢, on prend p blocs (1,1) et ¢ — p blocs (0,1). Si p > ¢ et p — ¢ est pair, on prend ¢
blocs (1,1)" et 252 blocs (2,0). Enfin, si p > ¢ et p — ¢ est impair, on prend ¢ — 1 blocs
(1,1)', 2=2=L blocs (2,0) et 1 bloc (2,1).

(2,1)+2(2,0)+2(1,1) = (8,3)
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(2) @ Par le théoréme des valeurs intermédiaires, les dérivées de ¢ aux points fixes de ¢
doivent étre, lorsque 1’on parcours le cercle dans le sens trigonométrique, alternativement
strictement supérieure & 1 et strictement inférieure & 1. Donc le nombre de points fixes de
¢ est pair.

e Fixons ¢, > 0 assez petits tels que les arcs ouverts de cercle A; de longueur 2¢
centrés en p; sont deux a deux disjoints et tels que la dérivée de ¢ sur 'adhérence de A;
soit & distance au moins € de 1. En dehors de ces arcs, la distance du graphe de ¢ a la
diagonale est supérieure & une constante 6 > 0. Si ¢’ est C''-proche de ¢, alors sa dérivée
dans I’adhérence de chaque A; est & distance au moins %l de 1, et la distance du graphe de

¢’ a la diagonale est supérieure a % > 0. En particulier, ¢ n’a pas de point fixe en dehors
des A;.

I 1
+ +

27'2 +€ p3 —
b2 p3

a1 éla
” 1 ¢(ar)

P4

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, le graphe de ¢’ rencontre la diagonale en au
moins un point de A;, et au plus en un point car sinon, encore par le théoréme des valeurs
intermédiaires, la dérivée de ¢ serait égale & 1 en au moins un point de A4;.

Puisque p} € |p; — €, pi +e€[, piyq € [piv1 — € Diy1+¢€], et a; € [p;+¢€,piy1+€], nous avons
a; € [pj + €,pj4, + €]. La restriction de ¢ a I'arc de cercle |p;, piy1[ est un diffeomorphisme
strictement croissant dans lui-méme. Si ¢(a;) > a;, alors pour tout = € |p;, pi+1[, la suite
(¢™(x))nez est une suite strictement croissante dans |p;, p;+1[, qui converge vers p; 11 quand
n — 400 et vers p; quand n — —oo. Donc ¢(a;) > a; est équivalent au fait que ¢(p;) > 1,
donc a ¢/'(p;) > 1, donc a ¢'(a;) > a;. En particulier |p;, pi+1] est la réunion disjointe
des arcs de cercle ¢" ( [a;, #(a;)[) = [¢"(a:), #" T (a;)[ pour n € Z. De méme, |p}, p} [ est
la réunion disjointe des arcs de cercle [(¢')"(a;), (¢')""1(a;)[ pour n € Z. Si nous posons
h(pi) = p}, h(a;) = ai, h(P(a;)) = ¢'(a;), et h affine de [a;, ¢(a;)] dans [a;, ¢'(a;)], nous
pouvons donc étendre h : [a;, ¢(a;)] — [ai, @' (a;)| de maniére unique en une application
croissante continue A de [p;, p;+1] dans [p}, i, 1] pour que, sur cet intervalle [p;, p;11], nous
ayons la relation de conjugaison ho¢ = ¢'oh : pour tous lesn € Z et t € [¢"(a;), " (a;)],
nous posons

h(t) = (¢")" (h(67"(1))) ,
ce qui est bien défini car ¢~"(t) appartient a [a;, ¢(a;)[.
En procédant sur chaque intervalle [p;, p;y1] pour i = 1,...,2k (en procédant de ma-

niére similaire si ¢(a;) < a;), nous définissons donc une application continue bijective h du
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cercle dans lui-méme, qui est donc un homéomorphisme par compacité, qui conjugue ¢ et
¢'. Ceci montre que ¢ est structurellement stable.

(3) @ Pour tout voisinage ouvert U’ de x4 d’adhérence compacte et contenue dans U,
si ¢ est uniformément proche de ¢, alors comme application continue = — d(¢(z),z) a
un minimum J strictement positif sur le compact U — U’, I'application x — d(¢' (), ) sera
minorée par %, donc I'application ¢’ n’aura pas de point fixe dans U — U’. En prenant une
carte locale, nous pouvons supposer que M = RY et zp = 0 et montrer qu’il existe un
voisinage U’ de 0 tel que si ¢’ est C''-proche de ¢, alors ¢’ admet un et un seul point fixe
dans U’, avec les mémes conditions sur les valeurs propres. _

e Puisque 1 n’est pas valeur propre de dy¢, la différentielle de ¢ : @ — ¢(z) — 2 en 0 est
inversible. Donc par le théoréme d’inversion locale, 139 quitte a restreindre U’, application
¢ :x— ¢ (x) — x est un difféomorphisme d’un voisinage de 0 dans un voisinage de 0. En
particulier, puisque 0 appartient a I'image de 5’ , 'application ¢’ admet un point fixe 4.

e Montrons que quitte a restreindre U’, I'application ¢’ admet au plus un point fixe.
Sinon, il existerait une suite (¢;);en qui converge pour la topologie C* vers ¢, de sorte
que ¢; admette deux points fixes distincts x4, et ys, qui convergent vers 0. Mais alors
quitte & extraire, par un développement litiité a 'odre 1 de ¢; en 0, la suite de vecteurs

Th: —Ye: . s .
v; = M convergerait vers un vecteur non nul fixe par la différentielle de ¢ en 0, ce
7 T

qui n’existe pas.

e Prolongeons les applications sur RY a CV de maniére constante sur les droites verti-
cales, ce qui préserve les caractéres C'! et Cl-proche. Par compacité de S1, un raisonnement
analogue montre que, quitte a réduire U’, si 'application d, »® n’a pas de valeur propre
de module égal & 1, et si ¢’ est C'-proche de ¢, alors, pour tout A € S, I'application
x — ¢'(x) — Az est de différentielle non nulle dans les directions réelles, donc que d, & ¢
n’a pas de valeur propre de module égal a 1.

(4) En travaillant sur des voisinages disjoints autour de chaque point fixe, la question
(3) montre que Ej et Fy sont ouverts dans Diff*(M).

e Remarquons que x est un point fixe de v, si et seulement si x € f~(y). Par le
théoréme de Sard, qui s’applique en régularité C car et RY ont la méme dimension,
I’application f a un ensemble dense de valeurs réguliéres. Si y est une valeur réguliére de
f, puisqu’'un endomorphisme linéaire surjectif est bijectif, et par le théoréme d’inversion
locale, I'application f est un difféomorphisme local en tout point de f~!(y), et en particulier
F~1(y) est discret, donc son intersection avec tout compact est finie. Pour tout z € f~1(y),
comme dg;1 —id = —d, f est bijectif, nous avons donc que d; est sans valeur propre égale
a 1. Enfin, si y est proche de 0, alors I'application v, est C'-proche de I'application 1,
puisqu’elles ne différent que d’une petite constante.

e L’ouverture de Ey découle de la question (3). Pour la densité, il suffit d’appliquer en
carte locale le point précédent, avec des arguments usuels de fonction plateau, en utilisant
le fait que Diff*(M) est ouvert dans C*(M, M).

e Par compacité de M, nous pouvons recouvrir M par un nombre fini Uy, ..., Uy de voi-
sinages vérifiant la propriété précédente. La densité de I'ensemble des C*-difféomorphismes

139. La version uniforme (voir par exemple la démonstration de [Car]) du théoréme d’inversion locale dit
que pour tout k € (N — {0}) U {oc}, si Q est un ouvert de RY, si 29 € Q, et si f: Q — RY est une
application de classe C* telle que Papplication linéaire dz, f soit inversible, alors il existe des voisinages
ouverts U de zo et V de f(zo) tels que si g est C*-proche de £, alors g est un diffcomorphisme de U sur
son image et V est contenu dans g(U).
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de M qui n’ont qu'un nombre fini de points fixes dans M, et en lesquels la différentielle de
¢ n’a pas la valeur propre 1, découle alors du fait qu'une intersection finie Fy, N---N Ey,
d’ouverts denses est encore ouverte et dense.

Pour passer au cas des points fixes hyperboliques, il suffit alors d’approcher, en topologie
C*, un C*-difféomorphisme ¢ de classe C*, ayant un nombre fini de points fixes, et en
lesquels la différentielle de ¢ n’a pas la valeur propre 1, par une application C* qui coincide
avec ¢ en dehors d’un petit voisinage compact U de chaque point fixe, et qui n’a dans U
qu’'un seul point fixe, qui est hyperbolique. Par partition de 'unité et carte locale, il suffit
de travailler avec M = R¥ et ¢ diffeomorphisme local en 0, fixant 0, et de différentielleen 0
n’ayant pas la valeur propre 1. Pour construire une application ¢, comme dans 1’énoncé, il
suffit de multiplier Papplication identité par une fonction z — f.(||z||) ou fe : [0, +oo[ = R
est C*, croissante, vaut 1 sur |2¢, +oo[ et 1 — € sur [0, €], et dont les dérivées convergent
uniformément vers 0 quand ¢ — 0.

Notons que 0 est un point fixe dans U de ¢ o ¢, donc c’est le seul par I'ouverture
montrée a la question (3) si € est assez petit. Comme dy(¢p o ) = (1 — €)dpo, il suffit donc

1

de prendre € arbitrairemnt petit tel que do¢ n’ait pas de valeur propre de module ;=.

(5) Pour tout n € N — {0}, notons %, I’ensemble des C*-difféomorphismes ¢ de M
ayant un nombre fini de points périodiques de période n, en lesquels la différentielle de
¢" soit hyperbolique. Montrons que 7, est un ouvert dense de Diff*(Af). Comme 7, =
Mhen— (0} ), est un G dense puisque Diff*(M) est un espace de Baire, ceci montre la
question (5). Le cas n = 1 a été traité dans la question (4). Le caractére ouvert de 47,
découle du cas n = 1, car si ¢ est suffisamment C*-proche de ¢, alors ¢/ est C*-proche
de ¢™. Nous renvoyons a [[<I1] pour la densité.

(6) Soit ¢' € o, arbitrairement proche de ¢. Puisque ¢ est structurellement stable, les
difféomorphismes ¢’ et ¢ sont conjugués. Puisque qu’une conjugaison induit une bijection
de 'ensemble des points fixes de période n de ¢ sur celui de ¢', le résultat en découle.

Correction de ’exercice E.26. (1) Il est immédiat que 0 est un point fixe de ¢ car
#(0) = .#0 mod Z? = 0.

Notons ¢ = HT\/E le nombre d’or et ¢ = 1_7\/5 son conjugué de Galois. L’espace tangent
ToT? en 0 (et en fait en tout point du tore T?) s’identifie & R2. Puisque la différentielle
en tout point d’une application linéaire est égale & elle-méme, ’application tangente Ty¢ :
ToT? — TyT? s’identifie donc a I'application linéaire .# : R? — R2. Les valeurs propres
de 4 sont ¢? = 3+T‘/5 > 1 et 52 = 3;2\/5 € ]0,1[, correspondant aux espaces propres
EY = R(1,¢? — 2) (sur lequel Ty¢ agit par dilatation par ¢?) et Ej = R(l,&Q —2) (sur
lequel Ty¢ agit par dilatation par 52)

(2) Puisque la projection canonique = R? — T? est une isométrie locale, et puisque
les variétés stables/instables locales de ¢ sont des parties ol ¢ contracte/dilate (voir les
formules (3)), les variétés stables et instables locales de ¢ en 0 sont des images par /[xde
segments ouverts contenant 0 dans I et Ej respectivement.

Par la définition des variétés stables/instables globales en fonction de celles locales (voir
les formules (74)), nous avons donc que W*(0) = n(Ej) et W*(0) = p(Ef). Ces variétés
stables et instables sont des droites immergées denses dans T?, car Ej et EY sont des
droites de pente irrationelle.
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6 Mesures d’entropie maximale

L’entropie topologique est une mesure de la complexité d’un systéme dynamique to-
pologique, qui n’est pertinente que lorsqu’il est “chaotique”. Si nous comptons le nombre
minimum d’orbites de longueur n qui permet de les “pister” toutes & e-prés, nous obte-
nons une fonction de n. L’entropie topologique est, grosso modo, le taux de croissance
exponentiel de cette fonction de n lorsque € est trés petit.

Le premier but de ce chapitre est de définir précisément l’entropie topologique (partie
6.1) et de montrer (partie 6.3) qu’elle est égale a la borne supérieure des entropies mesurées
pour toutes les mesures de probabilités boréliennes invariantes, lorsque 1’espace des phases
est compact. Nous renvoyons au cours de Théorie ergodique ou [PV, , , , EL,

| pour tout ce qui concerne I'entropie mesurée des systémes dynamiques mesurés (mais
nous ferons des rappels complets dans la partie 6.2). Nous nous intéresserons au probléme
de 'existence et de l'unicité des mesures d’entropie maximale : ces mesures apportent des
informations fondamentales sur la structure statistique du systéme dynamique considéré.

Nous calculerons ’entropie topologique de quelques exemples dans les deux parties 6.4
pour les systémes dynamiques symboliques et 6.5 pour un exemple représentatif de sys-
témes dynamiques hyperboliques, par la méthode du codage par partition de Markov. Nous
montrerons en particulier que les mesures d’entropie maximale jouent un réle crucial afin de
comprendre la distribution des points périodiques des systémes dynamiques hyperboliques.
Les problémes d’équidistribution de points périodiques ont donné lieu & de trés nombreux

développements (voir par exemple le survol de Sharp dans | ], [DS, , |et| ,
Part I1J).

Des références possibles pour ce chapitre sont les livres | , , | et les notes de
cours | ].

6.1 Entropie topologique

Une maniére possible de mesurer la complexité d’un espace topologique est de com-
prendre comment se comportent ses recouvrements ouverts de plus en plus “fins”. Le com-
portement de ces recouvrements ouverts fins par itération d’une application continue per-
mettra de mesurer le “désordre” d’un systéme dynamique topologique par un invariant
numérique, que nous appellerons ’entropie topologique.

Recouvrements ouverts

Soit X un espace topologique compact. Pour tout recouvrement ouvert % de X, notons
N (%) le cardinal minimum des sous-recouvrements finis de % . (L’existence de cet entier
N(% ) résulte de la compacité de X.) Pour toute application continue ¢ : X’ — X ou X' est
un espace topologique compact, notons ¢p~'% le recouvrement ouvert {¢~Y(U) : U € %}
de X'.

Soit # un (autre) recouvrement ouvert de X. Notons % V ¥ le recouvrement ouvert
de X, appelé le joint de % et ¥, défini par

wNY={UNnV:Ue«%,Ve¥}.

L’opérateur binaire V est une loi de composition interne sur I’ensemble & des recouvrements
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ouverts de X, qui est associative 1“0 et commutative '*'. Pour %4, ..., %, € %, notons

\/;Lzl%:%1\/"'V%n={U1ﬂ"'ﬂUn:Vi:1,...,n, Ule%}

Nous dirons que % est moins fin que ¥ (ou que ¥ est plus fin que % ), et nous noterons
Y < ¥, si tout ouvert de ¥ est contenu dans un ouvert de % . La relation =< est une
relation d’ordre sur ’ensemble des recouvrements ouverts de X. Notons que < % V%,
mais qu’en général, nous avons % V U # U .

Voici quelques propriétés élémentaires de cet entier N (% ).

Lemme 6.1. Les propriétés suivantes sont satisfaites.
i) Nous avons N(¢~ %) < N(%) avec égalité lorsque ¢ est surjective.
ii) Nous avons ¢~ (U N V) = (¢~ U)V (¢~ V) et N(U N V)< N(%) N(V).
i) Si U 2V, alors 91U ¢V et N(U) < N(V).
Démonstration. i) Si les ouverts Uy, ..., U, appartenant a % recouvrent 'espace X,

alors les ouverts ¢~ 1(Uy),...,¢ 1 (U,) appartenant & ¢ 1% recouvrent X'. La réciproque
est vraie lorsque ¢ est surjective.

ii) Si les ouverts Uy, ..., U, appartenant & % recouvrent X et si les ouverts V1,..., V),
appartenant a 7 recouvrent X, alors les ouverts U; NV pour i =1,...,net j=1,...,p
recouvrent aussi X.

iii) Si les ouverts Vi, ..., V, appartenant & ¥ recouvrent X, choisissons pour tout i un
ouvert U; de % contenant V;. Alors les ouverts Uy, ..., U, de % recouvrent aussi X. [

Soit maintenant (X, d) un espace métrique compact. Les exemples les plus simples de
recouvrements de X sont les recouvrements &, par les boules ouvertes de rayon € dans X,
ol € > 0, définis par

O.={B(z,e)={yeX:dzy)<e}:zeX}.

Nous dirons qu’une partie F' de X est e-dense (pour d) si tout point de X est a distance
strictement inférieure & € d’au moins un point de F', ¢’est-a-dire si nous avons

X = U B(z,e) .
zeF
Nous dirons que F est e-séparée (pour d) si deux points distincts de F' sont a distance au
moins € I'un de 'autre, c¢’est-a-dire si nous avons

inf {d(z,y):z,y € F, s #y} > €.

Notons Ny(€) la borne inférieure des cardinaux des parties e-denses de X, et N/(e) la
borne supérieure des cardinaux des parties e-séparées de X. Ces deux nombres sont finis,
par compacité de X. Nous avons bien sir Ny(e) = N(O,).

Lemme 6.2. Pour tout € > 0, nous avons les inégalités

N}(26) < Nale) < Ni(e) -

140. pour tous les %, ¥, W € %, nous avons (X N VINW =UN (VN W)
141. pour tous les %,V € X%, nous avons # NV =V N U
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Démonstration. En effet, d’'une part deux points d’une partie (2¢)-séparée n’appar-
tiennent pas & une méme boule ouverte de rayon e (par l'inégalité triangulaire). D’autre
part, une partie e-séparée de cardinal maximal est forcément e-dense. ]
Définition de 1’entropie topologique

Soit (X, ¢) un systéme dynamique topologique a temps discret, ou X est compact.

Lemme 6.3. Pour tout recouvrement ouvert % de X, la suite (11n N(\/?:_O1 o'U))
admet une limite finie quand n tends vers +oo.

neN

Démonstration. La suite <an = 1In ]\7(\/?:_01 _Z%)> N est sous-additive, car par le
ne

lemme 6.1 ii) et i), nous avons

n+m—1

an+m§1nN<n\_/1gb_i%)+lnN( \/ w@)
=0 =n

(Vo) emn (6 67 %)) < o+
=0 =0

Le résultat découle alors du lemme classique 2.2 sur les suites sous-additives. O

La limite donnée par le lemme 6.3 est appelée I'entropie de ¢ relativement au recouvre-
ment ouvert % , et nous la noterons

n—+oo N neN—{0}

n—1 1
We %)= lim  ~In N(\/O¢%) —  inf %111 N(Z\/ng%) .

Si ¢ est inversible, par le lemme 6.1 1), nous avons donc

. 1 Y . 1 V=
row)= tm gogwN(VoeTw)= o N( Vo)
(81)

Remarque. Si % < ¥, alors h(¢, %) < h(¢,?’), donc passer & un recouvrement plus fin
ne peut que faire croitre I’entropie relativement au recouvrement. Ceci motive la définition
suivante.

Nous appellerons entropie topologique de ¢, et nous noterons hiop(¢) 1'élément de
[0, +00] suivant :
hiop () = Sup heo, %) ,
ou la borne supérieure est prise sur tous les recouvrements ouverts % de X.

La proposition suivante dit que l’entropie topologique est un invariant de conjugaison
des systémes dynamiques topologiques.

Proposition 6.4. Soient (X, ¢) et (X', ¢') des systémes dynamiques topologiques a temps
discrets (topologiquement) conjugués, avec X et X' compacts. Alors

htop(¢) = htop(¢,) .
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Démonstration. Soit b : X’ — X un homéomorphisme tel que h o ¢’ = ¢ o h. Pour tout
recouvrement ouvert ¥ de X, le recouvrement ouvert h=*% = {h=1(V) : V € ¥} de X’
vérifie N(h~1#) = N(¥). Donc h(¢p,¥) = h(¢/,571¥). Dol hiop(¢) < hiop(), et par
symeétrie, le résultat en découle. O

Soit d une distance sur X compatible avec la topologie de X. La proposition suivante
fournit une définition plus intuitive de 'entropie topologique de ¢ : elle affirme que nous
pouvons nous contenter des recouvrements .

Notons df la distance sur X , appelée la distance de pistage jusqu’au temps n, définie
par

df(z,y) = max d(¢'(z),¢'(y)) -

0<i<n—1
L’entier N, ( ) peut étre considéré comme le nombre minimum d’orbites de longueur n
permettant “de pister & € prés n’importe quelle orbite de longueur n. L’entier N s (€) est

a considérer comme le nombre maximum d’orbites de longueur n telles que deux “Qentre
elles ne se suivent pas a € prés. Nous avons 1’égalité

n—1
- N( \/ wa) .
i=0
Proposition 6.5. Pour toute distance d sur X induisant sa topologie, nous avons

hiop(P) = lim( lim ! —InN, ( )) = lim <hmsup ! lnN ( )) .

e—~0 \n—oo 1N e—0 n—oo N

Remarque. En particulier, puisque hiop(¢) est indépendante de d, ces limites restent
inchangées si nous remplacons la distance d par une autre distance qui induit la méme
topologie.

Démonstration. La premiére égalité résulte du lemme suivant, et la seconde du lemme
6.2. O

Lemme 6.6. (Lemme de Lebesgue) Pour tout recouvrement ouvert % d’un espace
métrique compact X, il existe € > 0 tel que % est moins fin que O..

Démonstration. Pour tout = dans X, il existe €; > 0 tel que la boule ouverte B(x, 2¢;)

soit contenue dans I'un des ouverts de % . Nous extrayons du recouvrement par les boules

ouvertes B(z, €;) un sous-recouvrement fini (B(z, €;)) et nous prenons € = inlf? €z > 0.
e

0

zeF”’

Si % est un recouvrement ouvert de X, notons diam (%) la borne supérieure des
diameétres des ouverts U de % .

Corollaire 6.7. Si X est métrisable, pour toute suite (%, )nen de recouvrements ouverts

de X telle que li_>m diam (%) = 0, nous avons

hiop(¢) = lm h(¢, %,) .

n—oo

Démonstration. En effet, pour tout € > 0, le recouvrement ouvert %, est plus fin que le
recouvrement ouvert &, dés que diam (%,) < €, donc h(¢, %,) > h(, O). O

Propriétés élémentaires de ’entropie topologique
Soit (X, ¢) un systéme dynamique topologique & temps discret, ot X est compact.
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Proposition 6.8. Soit Z un recouvrement ouvert de X.

(1) Pour tout k > 1, nous avons h(¢, %) = h(¢, \/f“‘:0 &U), et, si ¢ est inversible, alors
Wo, %) = h(o,\i__, 67 %).

(2) Pour tout k € N, nous avons hiop(¢*) = k hiop(¢). Si ¢ est inversible, alors nous
avons hiop(@F) = |k| hiop(¢) pour tout k € Z.

Démonstration. (1) Pour tout n € N, notons a,(%) = In(N(V}_,¢~'%)). Nous avons
an(\/fzo O U) = any1 (%), et lorsque ¢ est inversible, an(\/f:_k O U) = anyor1(%).

an(%) Ayt k! (Q/)

- )nEN t( o )neN ont la

Le résultat s’en déduit, car pour tout &’ € N les suites (
méme limite quand n tend vers +oc.

(2) Si k = 0, alors la suite (N (\/?:_01 w ))n cn est bornée, car le recouvrement ouvert

\/?:_01 % contient le recouvrement ouvert %, donc

n—+oo n

1 n—1
h(id, %) = lim —lnN< \/ @/) =0
i=0
pour tout recouvrement ouvert % . Si k > 1, nous avons

k
W@*, %) < h(¢",\/ ¢~'%) = lim () = k h(6.%) < K haop(9)

. —oon
=0

Les inégalités montrent que h(¢¥, %) < k hiop(), et les égalités (prises en sens inverse!)
que k hiop(¢) < htop(qﬁk). Donc htop(¢k) = k hiop(¢). La derniére affirmation découle de
I’exercice suivant. 0

Exercice E.28. Soit ¢ un homéomorphisme d’un espace métrique compact X. Montrer

que htop(¢_1) = htop(¢)'

Remarque. La proposition 6.8 (2) rend naturelle la définition suivante. Soit ¥ = (%)ier
un groupe & un paramétre continu '*> d’homéomorphismes d’un espace topologique com-
pact X. L’entropie topologique du systéme dynamique topologique & temps continu (X, 1))
est définie par

hiop(¥) = heop(¥') -
Exercice E.29. Montrer que hiop(¢') = [t| hiop () pour tout t € R.

Supposons X muni d’une distance d induisant sa topologie. Le résultat suivant permet
d’éviter de prendre la borne supérieure dans la définition de I’entropie topologique.

Un recouvrement ouvert % de X est dit générateur pour ¢ si

lim diam ( \n/ w@) ~0.
=0

n—oo

Lorsque ¢ est inversible, nous demanderons seulement que

T}Lr{:o diam( \”/ qﬁ*iﬁi/) =0.

=N

142. Rappelons que ceci signifie qur I'application de R x X dans X définie par (¢, ) + %" () est continue.
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Théoréme 6.9. Si un recouvrement ouvert % est générateur pour ¢, alors

htop(¢) = h((ﬁ, %) .

Démonstration. D’aprés la proposition 6.8 (1), la suite (h(qb, Vi, gb_i%))neN est cons-
tante égale & h(¢, % ). D’aprés le corollaire 6.7, cette suite converge vers hiop(¢). Nous
avons donc hiop(¢) = h(¢, % ). Nous procédons de méme lorsque ¢ est inversible, avec la
suite (h(qb, Vie_, ¢7i%))n6N' O
Remarque. Nous renvoyons aux lignes précédant la proposition 5.19 pour la définition
d’un systéme dynamique topologique expansif. Notons que le systéme dynamique (X, ¢)
est expansif si et seulement s’il existe g > 0 (une constante d’expansivité de (X, ¢)) tel
que le recouvrement ouvert 0, de X soit générateur pour ¢.

Corollaire 6.10. L’entropie topologique hiop(¢p) d’un systéme dynamique topologique ex-
pansif (X, ), ot X est un espace métrique compact, est finie : nous avons

htop(¢) < o0.
De plus, si €y est une constante d’expansivité de ¢, alors, pour tout € €0, o[, nous avons
. 1 ) 1 ,
htop(¢) = nh_{rgo - In N s (e) = llririsolip - In Ndﬁ (€) .

Démonstration. En effet, hiop(¢) = h(p, O) oit ¢ > 0 est tel que le recouvrement
ouvert O, soit générateur. Nous utilisons alors la proposition 6.8 (1) et I’égalité précédant
la proposition 6.5. O

6.2 Rappels sur ’entropie mesurée

Soit (X, A, p) un espace de probabilité. Nous appellerons partition mesurable de (X, )
une famille finie o = {A1,..., Ay} de parties mesurables non vides de X, appelées les
événements (ou parfois atomes) de «, telles que, pour ¢ # j, nous ayons A; N A; = () et
A1 U---UA, = X. Dans la suite de la partie 6.2, les symboles «, 3,7, ... désignerons des
partitions mesurables.

Nous pouvons aussi admettre des familles dénombrables, avec des intersections deux &
deux de mesure nulle, et de réunion de mesure totale dans X. C’est parfois plus pratique
pour des calculs explicites. Cela ne change pas les définitions et résultats qui suivent (voir
par exemple [PV, Chap. 8] [I[XH, Part 1, 4.3]), sauf que l'entropie de certaines partitions
dénombrables peut étre infinie, et qu’il faut parfois exclure les partitions dénombrables
d’entropie infinie ou demander une condition de non indétermination de type +o0o — oo
dans certains énoncés.

Appelons partition jointe de « et 5 la partition mesurable

aVB={ANB : Aca,BeB,ANB#0}.

L’opérateur binaire V est une loi de composition interne sur I’ensemble &2 des partitions
mesurables de X, qui est associative 143 et commutative '**. Pour a4, ..., a, € &, notons

\/ai:al\/---\/an:{A1ﬂ~-ﬂAn: Vi=1,...,n, A; € oy, AlﬂﬂAn#Q}
=1

143. pour tous les a, 8,7 € &, nous avons (aV B)Vy=aV (8V~y)
144. pour tous les a, f € &, nous avons aV =V «
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Nous dirons que « est moins fine que 5 (ou que [ est plus fine que «), et nous noterons
a = [, si tout événement de « est réunion d’événements de (. La relation < est une
relation d’ordre sur I’ensemble des partitions mesurables de X. Si o < 3 et o/ < 3/, alors
(ava)=(BVA).

Pour toute partition mesurable o d’un espace mesurable (X', %'), et pour toute appli-
cation mesurable ¢ : X — X', notons ¢ '« la partition mesurable de X, appelée partition
1mage réciproque de o par ¢, définie par

o la={¢7"(4) : A€a}.
Nous avons ¢~ L(a V ) = (¢ 1a) V (¢715).

Notons que I'application
p:t— —tint

de l'intervalle [0, 1] dans lui-méme (avec la convention justifiée pour obtenir la continuité
que p(0) = 0) est une application continue, positive et concave sur [0, 1], s’annulant en 0
et en 1, de graphe suivant.

o |

L’entropie d’'une partition mesurable « est

Hy(o) = o(u(4))

A€x

qui appartient a [0, +00[ si « est finie, et & [0, +00] si « est dénombrable. L’ entropie relative
d’une partition mesurable o par rapport & une partition mesurable 8 est

melh = X oM s,
A€a, BeS

Notons qu’en prenant 8 = {X} dans cette formule, nous avons
Hu(a[{X}) = Hu(a) .

On note parfois H(a) = H,(a) et H(a|8) = H,(a|B) lorsque la mesure p est sous-
entendue.

Les entropies et entropies relatives des partitions vérifient les propriétés suivantes (voir
le cours de M2 de Théorie ergodique ou [PV, , , , EL, | ou | , 89]).

Proposition 6.11. Nous avons les propriétés suivantes.

(1) (Majoration cardinale de I’entropie des partitions) Pour toute partition mesu-
rable a de X, nous avons linégalité H, (o) < InCard(«r), avec égalité si et seulement
si, pour tout A dans «, nous avons u(A) = m.
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(2) (Naturalité de ’entropie des partitions) Pour tout espace mesurable X', pour
toute application mesurable ¢ : X — X' et toutes les partitions mesurables o/, 3" de
X', nous avons

Hu(‘lrlalwilﬁl) = Hduu(alwl) .
En particulier, H,(¢™'a/) = Hy, ,(!).
(3) (Monotonie de ’entropie des partitions) Pour toutes les partitions mesurables

a et de X,
si a=xXf alors Hy(aly) < Hu(Bly),

et en particulier H, (o)) < Hy,(B).

(4) (Sous-additivité de I’entropie des partitions) Pour toutes les partitions mesu-
rables o, 8,7, a1, ...,a, de X, nous avons

Hy(av Bly) < Hu(aly) + Hu(Bly)
et en particulier H,(\/7 o) < >0 Hy(oy) .

(5) (Concavité de ’entropie des partitions en la mesure) Soient (X', #') un espace
mesurable et o une partition mesurable de X'. Pour toutes les mesures de probabili-
tés v1,... v, sur X' et tous les paramétres barycentriques si,...,s, € [0,1] tels que
Zle si = 1, nous avons

k k
Z )< Hy (0 Z o) +Ink.

(6) (Continuité de ’entropie des partitions) Pour toute partition mesurable o de X
et pour tout n > 0, il existe € > 0 tel que, si B est une partition mesurable de X telle
que, pour tout A dans «, il existe B dans f avec B C A et u(A — B) < €, alors nous
avons H,(a|B) <. O

Soit (X, A, u,¢) un systéme dynamique mesuré, avec p une mesure de probabilité.
Soient « et [ des partitions mesurables de X. Puisque ¢ préserve la mesure, par I'assertion
(2) ci-dessus, nous avons H, (¢ 'a|¢™18) = H,(a|B), et donc H, (¢ a) = Hy (o).

Nous appelons entropie de ¢ relativement a la partition mesurable o la limite (qui
existe, voir la proposition 6.12 (1) ci-dessous)

h(g,) = Tim (\/df’ ). (82)

Il découle de la proposition 6.11 (3) que si a = 3, alors h, (¢, a) < hyu(¢, ). Donc passer
& une partition plus fine ne peut que faire croitre ’entropie relative & la partition. Ceci
motive la définition suivante.

Nous appelons entropie mesurée (ou parfois juste entropie) du systéme dynamique
mesuré (X, %, u,¢) (ou parfois juste de ¢ lorsque (X, A, i) est sous-entendu ou parfois
juste de p lorsque (X, A, ¢) est sous-entendu) la quantité

hu(d)) = Sgp hu(‘ba a) € [07 +OO} ’

145

145. Une terminologie plus classique, mais moins appropriée car il n’y a pas de distance impliquée, est
celle d’entropie métrique.
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ot la borne supérieure est prise sur toutes les partitions mesurables a de (X, %, u).

Une partition mesurable o de X est dite génératrice pour ¢ si la suite des partitions
an =\Vi, ¢ '« engendre la o-algébre 4. Lorsque ¢ est inversible, nous demandons seule-
ment que la suite des partitions a,, =\ ¢ ' engendre la o-algébre 2.

Nous résumons dans la proposition suivante les propriétés qui nous seront utiles de
I'entropie mesurée (voir le cours de M2 de Théorie ergodique ou [PV, , , ,

, Cou] ou | , §9]).

Proposition 6.12. Nous avons les propriétés suivantes.

(1) (Existence de I’entropie relative) La limite dans la formule (82) existe, elle ap-
partient a [0, +o00[ et nous avons de plus h, (¢, ) = inf,cn_q0y 1 HM(\/?;O1 ). Si
¢ est inversible, alors nous avons aussi

n—+oo 2n + 1 neN 2n +1

hu(da) = lim — Hﬂ( \n/ ¢—fa) ~inf HM( \n/ ¢>—ia).

=N

nvariance de ’entropie par conjugaison) 5i (X, %, u,®) e B W, ') son
2) (I i de P’entropi jugai Si (X, B, 1 t( X', B W, t
deuz systémes dynamiques mesurés de probabilité conjugués, alors

(3) (Inégalité de Rokhlin) Nous avons h,(¢, ) — hu(¢,8) < Hy(a|f).
(4) (Multiplicativité de I’entropie) Pour tout k € N, nous avons h,(¢*) = k h,(¢),
et si ¢ est inversible, alors h,(¢*) = |k| h,(¢) pour tout k € Z.

(5) (Dépendance affine de I’entropie en la mesure) Pour tous lest € [0, 1] et toutes
les mesures de probabilité p, v invariantes par ¢ sur un espace mesurable (X, ), nous

avons htu+(1—t)u(¢7 @) = thu(¢7 a)+ (1 —t)hy(,a) et
hm+(17t)u(¢) = thu(¢) + (1 - t) hu(¢) :

(6) (Théoréme de Kolmogorov-Sinai) Si une partition mesurable o est génératrice
pour ¢, alors

hu(¢) = hu(¢’a) O

Le théoréme de Kolmogorov-Sinai est 'un des moyens les plus pratiques de calculer des
entropies mesurées, voir les références susdites, ainsi que les exercices F.35 et E.36 .

6.3 Principe variationnel

Soit (X, ¢) un systéme dynamique topologique, ot X est un espace métrique compact.
Rappelons (voir la partie 1.2) que nous notons Probg(X) 'espace métrisable compact des
mesures de probabilité boréliennes sur X invariantes par ¢, muni de la topologie vague
(égale a la topologie faible-étoile).

Théoréme 6.13. (Principe variationnel) Soient X un espace métrique compact et
¢ : X — X une application continue. Alors nous avons [’égalité

htop(¢) = sup  hyu(9) -
pnEProby (X)
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Démonstration. Nous procédons en deux étapes.
Etape 1. Montrons la majoration hy(¢) < hiop(¢) pour tout u dans Proby(X).
Nous aurons besoin du lemme suivant, qui est un des lemmes clefs de la démonstration

du théoréme de représentation de Riesz, voir par exemple | , Prop. 7.2.3|.

Lemme 6.14. Soient X un espace métrisable localement compact séparable, 1 une mesure
de probabilité borélienne sur X et A un borélien de X. Alors, pour tout € > 0, il existe un
compact K de X et un ouvert U de X tels que K CACU et p(U—-K) <e. O

Soit o« = {Ay,...,Ap} une partition mesurable de X. D’aprés le lemme ci-dessus, il
existe des compacts K7, ..., K, contenus dans Aj,..., A, respectivement (donc deux a
deux disjoints) tels que le nombre réel € = sup;<,;<,, u1(A4; — K;) > 0 soit aussi petit que
nous le souhaitons. Posons Uy = X — (K U- - -UK_p)_, et introduisons la partition mesurable
B ={Ki, -, K, Up}. Dapres la proposition 6.11 (6), nous pouvons nous arranger pour
que H,(a|f) < 1. L’inégalité de Rokhlin (voir la proposition 6.12 (3)) assure que

hu(f,a) < h,(f,B)+1.

Remarquons que Uy U K; = X — (K U---U f(\l U---UK,) est un ouvert de X pour tout
i=1,...,p. Introduisons maintenant le recouvrement ouvert = {UgUK7,...,UyUKp}
de X.

Lemme 6.15. Pour tout n € N—{0}, nous avons Card \/?:_01 i3 < 2”N( \/?:_O1 *i%)
Démonstration. Pour tous les ig,...,i,—1 € {0,...,p}, notons Ky = Uy et

K; =Ky N o N Ky NN e (K ).

0y--esbn—

Alors les K, sont deux a deux disjoints et

yeeeyn—1

n—1
Card( \/ gi)_z,é’) = Card{(ig,...,in—1) €{0,...,p}"  Kig, i, #0}.
=0

Le lemme découle alors du fait que Kj est contenu dans

ninfl
(UO U Kmax{io,l}) N ¢_1(UO U Kmax{il,l}) M---nN ¢_(n_1)(U0 U Kmax{in,hl}) )

ce qui donne 2" choix possibles d’un élément du recouvrement ouvert \/?:_01 ¢~'U pour
tout événement de la partition mesurable \/?:_01 ~'B (ces événements étant deux a deux
disjoints). O

D’aprés la proposition 6.11 (1) et en passant au logarithme le lemme ci-dessus, nous
avons donc la majoration

n—1 n—1 n—1
#,(\/ 678) <t (Cara(\/ ¢78)) <o N(\/ 67%) +nn2.
i=0 i=0 i=0
En divisant par n et en passant & la limite, nous obtenons

h(9,0) < hu(6,8) + 1 < h(6, %) + 102 +1 < huop(6) +n2 + 1.
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Nous en déduisons la majoration hy,(¢) < hiop(¢) +1n2 + 1. En remplagant dans cette
égalité ¢ par une puissance ¢" ot n € N — {0}, en utilisant les propositions 6.12 (4) et 6.8
(2), et en divisant par n, nous obtenons h,(¢) < hiop(¢) + MT‘H Par conséquent, nous
avons hy,(¢) < hiop(¢), ce qui conclut 1'étape 1.

Etape 2. Montrons que SUP e Proby (x) P (@) = Ntop(¢), ce qui avec I'étape 1 démontre le
principe variationnel.

Le lemme suivant est 'un des sens du résultat classique (voir le théoréme de Port-
manteau dans [Bil]) qui dit que la convergence en loi (qui est la méme que la convergence
étroite et que la convergence vague lorsque 'espace est métrisable compact) des mesures de
probabilité est équivalente & la convergence des mesures des boréliens donnés de frontiére
de mesure nulle.

Lemme 6.16. Soient X un espace métrisable compact, (iin)nen une suite de mesures de
probabilité boréliennes sur X qui convergent vaguement vers une mesure de probabilité
et A un borélien de X, tel que u(0A) = 0. Alors

lim jin(A) = u(A)
n—oo

Démonstration. Comme 1'adhérence A de A est fermée, la fonction caractéristique 13

est une limite d’une suite décroissante de fonctions continues (fx)ren : nous pouvons par

exemple prendre fi(x) = max{l—k d(z, A),0}. L'inégalité u,( A) < pn(fr) et les égalités

Hm g (fx) = w(fr) et im pu(fx) = u( A) (cette derniére par le théoréme de convergence
n—r00 k—o0

monotone de Lebesgue) impliquent que

limsup pi,( A) < p(A) .

n—oo
De méme, intérieur A de A vérifie lirg inf gu,( ;1) > u( ;1) L’hypothése du lemme assure
n (0. 0]
que () = () = p(A). Done lim_ o (4) = u(A). 0

Lemme 6.17. Soient X un espace métrisable compact, u une mesure de probabilité boré-
lienne sur X et € > 0. Alors il existe une partition mesurable o de X telle que, pour tout
A dans «, nous avons diam(A) < € et u(0A) = 0.

Démonstration. Par la finitude de u, pour tout point x de X, il existe un réel €, dans
]0, 5[ tel que la sphére de centre z et de rayon e, dans X soit de mesure nulle pour pu.
Nous pouvons extraire du recouvrement ouvert de X par les boules B(x,¢,) pour z € X

un sous-recouvrement fini {B1, ..., B,}. Par construction, nous avons p(0B;) = 0. Nous
construisons o = {A,..., Ap} en posant A; = B; — (B1 U---U B;_1). Nous avons alors
0A; C OBy U---U0B,, donc pu(04;) = 0. O

Le lemme crucial suivant permet de construire des mesures de probabilités boréliennes
invariantes par ¢ de grande entropie mesurée. Notons d, la masse de Dirac unité en tout
point x d’un espace mesurable.

Lemme 6.18. Soient X un espace métrisable compact, ¢ : X — X une application conti-
nue et € > 0. Pour tout n € N, choisissons une partie E, de X qui est e-séparée pour la
distance d, et notons vy, = m > wep, Oz €t pn = %H S o (@)u(vy). Alors la suite
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(tin)nen admet une sous-suite vaguement convergente vers une limite . De plus, une telle
mesure de probabilité u est invariante par ¢ et nous avons

lim sup E In(Card E,,) < hyu(9) .
n—oo T

Démonstration. L’existence de p résulte de la compacité vague et métrisabilité vague de

Prob(X) (voir la proposition 1.5). L’invariance par ¢ de p résulte de la continuité vague

de la mesure image (voir le lemme 1.4) et (sachant que v, est une mesure de probabilité

pour tout n € N ) d’un passage a la limite dans 1’égalité

1

n+1
m((ﬁb * )iln = Vn) .

Qsfln — P =
D’apres le lemme 6.17, il existe une partition mesurable o de X telle que, pour tout A
dans «, nous avons diam(A) < e et u(0A) = 0. Pour tout n € N, posons a,, = \/?;01 o "a.
Comme chaque événement de la partition «, contient au plus un point de E,, chacun
d’eux étant de masse m pour la mesure v,, nous avons l’égalité

1 1
H, (an) =— ln( )zlnCardE .
va(@n) Z Card E,, Card E, ( n)
Acay,, ANE,#D
Soient 0 < k < ¢ < §. En notant |z] = max{n € Z : n < z} la partie entiére
(inférieure) de tout réel x, et en regroupant par paquets de ¢ éléments consécutifs les
entiers entre k et n — 1, nous avons

_ |22 .
an:(f\_/w)v( Voot v (- yl 55a)
j=0 j=0 J=aqlg]—qtk

Par la sous-additivité de ’entropie des partitions mesurables (voir la proposition 6.11 (4)),
et puisqu’il y a au plus 2qg — k < 2q entiers entre qL%j —q+ k et n — 1 nous avons alors

L7]-2
In(Card E,,) = Hy, (o) < Z H,, (6" Ya,) + 3qIn(Card o) .
j=0

Notons que H,, (¢~'cy) = H i), (q) pour tout i € N, par la naturalité de l'entropie

des partitions (voir la proposition 6.11 (2)). En sommant la formule centrée précédente sur

k € {0,...,q—1}, puis en appliquant la concavité de ’entropie d’une partition en fonction

de la mesure (voir la proposition 6.11 (5) pour les paramétres barycentriques constants
1

égaux & -7 ), nous obtenons

gIn(Card E;,) < Z H,, (¢ 'ay) + 3¢ In(Card @) < (n+ 1)H,, () + 3¢* In(Card ) .
=0

En divisant par ng et en faisant tendre n vers 'infini, nous obtenons

1 1 1
limsup — In(Card E,,) < — lim H,, (og) = —Hp(oy)
q

n—oo M q n—oo
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par le lemme 6.16. Nous faisons alors tendre ¢ vers 'infini, ce qui donne

limsupl In(Card Ey,) < hyu(¢,a) < hy(o) .

n—oo TN

Ceci démontre le lemme 6.18. O

Fin de la démonstration du théoréme 6.13. Pour tout ¢ > 0, appliquons le lemme
précédent avec F,, de cardinal maximal parmi les parties finies de X qui sont e-séparées
pour la distance d%, de sorte que N¢,i¢(€) = Card E,,. Pour tout € > 0, il existe donc un

élément p. dans Proby(X) tel que

1
sup  hy(¢) > hy (¢) > limsup —In Ncll¢(e) .
pEProby(X) n—oo T i

D’aprés la proposition 6.5, le membre de droite tend vers hiop(¢) quand e tend vers 0. Nous
obtenons donc, comme souhaité, que Sup,eprob, (x) Pu(®) = top(9). O

Corollaire 6.19. Nous avons hiop(¢) = hiop(Pla(s))

Démonstration. Par la proposition 1.9, le support de toute mesure finie invariante par
¢ est contenu dans l'ensemble non errant Q(¢) de ¢. Le résultat découle alors du principe
variationnel. O

Soit (X, ¢) un systéme dynamique topologique, ot X est un espace topologique loca-
lement compact. Une mesure d’entropie mazimale de (X, ¢) est une mesure de probabilité
borélienne pmax sur X invariante par ¢ telle que

hlumax (¢) = Sup h,“‘(¢) °
pnEProbg (X)

Le probléme de I'existence d’une mesure d’entropie maximale (et plus généralement des me-
sures d’équilibre), le probléme de 'unicité (ou de la compréhension de 1’espace des mesures
d’entropie maximale) lorsqu’il y a existence, et les problémes de constructions effectives
lorsqu’il y a existence et unicité, sont des problémes fondamentaux en théorie ergodique,
et encore largement ouverts en absence d’hypothéses de compacité ou d’hyperbolicité uni-
forme (voir par exemple | , , , , , , , , |, mais
ce n’est qu’un échantillon aléatoire).

Le résultat suivant, immédiat par la proposition 6.12 (2) et la proposition 6.4, dit que
ces problémes d’existence et d’unicité sont invariants par conjugaison.

Proposition 6.20. Soient (X, ¢) et (X', ¢') deuz systémes dynamiques topologiques conju-
gués par un homéomorphisme h : X — X', avec X et X' compacts. L’application h, de
mesure image par h est une bijection de l’ensemble des mesures d’entropie mazimale de
(X, ¢) dans Uensemble des mesures d’entropie mazimale de (X', ¢'). H

En particulier, le systéme dynamique (X, ¢) admet au moins une mesure d’entropie
maximale (respectivement admet une unique mesure d’entropie maximale) si et seulement
s’il en est de méme pour (X', ¢').
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Corollaire 6.21. Un systéeme dynamique topologique expansif (X, ¢), ou X est un es-
pace métrique compact, admet au moins une mesure d’entropie mazximale Lmax telle que

Ppaas (9) = Titop (@)

Démonstration. Par la deuxiéme affirmation du corollaire 6.10, il existe eg > 0 tel que

htop(¢p) = lim sup 1 In N(;f (€0) -
n—oo T n

En appliquant le lemme 6.18 avec E,, de cardinal maximal parmi les parties finies de X qui

sont ep-séparées pour la distance dﬁ, il existe donc un élément ;1 dans Proby(X) tel que

hu(@) > hiop(@). L'inégalité inverse étant vérifiée par le sens facile du principe variationnel,

le résultat en découle. O

Exemples. (1) Pour tout N > 2, la mesure de Lebesgue est 'unique mesure d’entropie
maximale pour les applications ¢t — Nt de R/Z dans lui-méme (voir I'exercice E.35).

(2) Si (X, ¢) est un décalage de Bernoulli sur un alphabet fini &7, si v est la mesure
d’équiprobabilité sur o7, alors la mesure produit v dans le cas unilatére et v% dans le cas
bilatére est 'unique mesure d’entropie maximale (voir 'exercice E.36). Nous généraliserons
ceci dans la partie 6.4 pour les sous-décalages de type fini.

(3) Nous montrerons dans la partie 6.5 que la mesure de Haar sur le tore T est 'unique
mesure d’entropie maximale pour un automorphisme linéaire hyperbolique du tore.

6.4 Entropie topologique des systémes dynamiques symboliques

Les références recommendées pour cette partie sont [PV, |.

Une description combinatoire ou symbolique d’un systéme dynamique est parfois sou-
haitable (méme si elle n’existe pas toujours). Un codage d’un systéme dynamique topolo-
gique (X, ¢) consiste a repérer 'orbite d’un point x de X a partir d’'une décomposition
finie X = (J;c,, Ri en fermés d’intérieurs disjoints. Nous dirons qu’une suite w = (wp)n
de &N (ou de 7% si ¢ est inversible) code le point z si, & chaque temps n, le point ¢™(x)
appartient a R, , autrement dit si 2 appartient a (1), ¢ ™" (R, )-

Choisir un bon codage, c’est choisir une décomposition de sorte que les intersections
N, ¢ "(R.,) contiennent au plus un point et telles que I'on puisse facilement décrire
les suites w pour lesquelles cette intersection est non vide. Le systéme dynamique (X, ¢)
apparait alors comme une semi-conjugaison d’un systéme de Bernoulli ou d’un sous-espace
invariant d’un systéme de Bernoulli. Le premier but de cette partie est d’introduire une
classse de tels sous-systémes qui seront bien adaptés aux divers calculs, appelés les sous-
décalages de type fini.

Le prototype d’un codage est 1’écriture décimale d’un réel x de [0, 1[. Ceci code le sys-
téme dynamique (X = R/Z, ¢ : © — 10z), en prenant pour alphabet fini & = {0,1,...,9}
et pour parties les R; = [%, %] pour i dans . L’application de codage (non injective)
est I'application de &7 dans R/Z définie par

Qn
(an)neN — Z 10n+1L -
neN

Un autre exemple fondamental de codage est celui que nous avons effectué pour I'étude
du fer a cheval sur l'attracteur de Smale (voir la partie 5.5). Dans cet exemple, la semi-
conjugaison était une conjugaison, et il n’y avait pas besoin de passer & un sous-systéme
du systéme de Bernoulli, mais cette situation est loin d’étre générale.
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La discussion ci-dessus justifie 'importance des sous-décalages de type fini. Cette partie
leur est entiérement consacré. Nous calculerons leur entropie topologique. Nous montrerons
que, pour les sous-décalages de type fini vérifiant une propriété simple d’irréductibilité, il
existe une unique mesure d’entropie maximale, et que cette mesure refléte la répartition
statistique des orbites périodiques.

Nous ne considérerons que les codages avec alphabet fini dans ces notes. Mais il est
parfois utile, en particulier en l’absence de compacité de l'espace des phases (voir par
exemple | , Chap.5|), de considérer des codages par des alphabets dénombrables. Nous
renvoyons pour cela par exemple aux références | , , , , , |.

6.4.1 Sous-décalages de type fini

Soient &/ un ensemble fini de cardinal au moins 2, appelé un alphabet, muni de la
topologie discréte, et A = (App)a,per une matrice carrée de coeflicients égaux a 0 ou 1. Se
donner une telle matrice revient & se donner un graphe orienté ¢, d’ensemble de sommets
4, tel qu’il existe une aréte allant du sommet o € o/ au sommet 5 € & si et seulement si
Ay g = 1. La matrice A est alors appelée la matrice d’incidence 146 qu graphe orienté 9y4.

Exemple. A

o O = O
— O =
_ o O
o= OO

3 4

Nous appellerons sous-décalage de type fini '*7 bilatére de matrice d’incidence A (ou
de graphe ¥4) le systéme dynamique topologique inversible (a temps discret) (X 4,04) o
e Y, est la partie fermée donc compacte de ¥ = 7% définie par

Ya={wed?: Vnez, Avwpwonn = 1},

e o4 est la restriction du décalage de Bernoulli bilatére o a X 4.

Nous munissons ¥ 4 de la distance induite d et de la topologie induite par celles de ¥ (voir
la formule (4)).

Nous définissons de méme le sous-décalage de type fini'*® unilatére de matrice d’inci-
dence A (ou de graphe ¢4) comme le systéme dynamique topologique (& temps discret)
(X A4,04,+) obtenu en remplagant Z par N (et donc (X,0) par (X4,04)) ci-dessus.

Si A est la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1, ou, de maniére équiva-
lente, si ¢ est le graphe orienté complet, alors nous retrouvons les systémes de Bernoulli :
(Ba,04) = (3,0) et (Ba4,044) = (E4,04).

Une matrice carrée B = (b;); jer & coefficients positifs ou nuls est dite
o irréductible si pour tous les ¢,j dans I, il existe n > 0 tel que (A™);; # 0,

146. Certains ouvrages, dont [Kit], disent matrice de transition, mais nous préférons réserver cette termi-
nologie aux matrices de transition des chaines de Markov, voir la sous-partie suivante.

147. Certaines références disent systéme de Markov, mais nous préférons n’utiliser la terminologie marko-
vienne que pour les aspects de théorie de la mesure et de probabilités des chaines de Markov.

148. Voir la note de bas de page précédente.
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149 ¢'j] existe un entier ¥ € N — {0} tel que les coefficients de B* soient

150

e apériodique
tous strictement positifs.

La condition d’apériodicité est plus forte que celle d’irréductibilité. >! Voir les exercices
E.30 ci-dessous et E.37.

Exercice E.30. Soit A = (Ayp)a,pewr une matrice d’incidence. Montrer que les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(1) la matrice A est irréductible

(2) le graphe orienté G4 est connexe (en tant que graphe orienté),

n'a pas de ligne ou de colonne nulle et le systéme dynamique topologique inversible
3) An de li de col lle et l teme d jque topologique 1 bl
(X4,04) est positivement transitif,

(4) A n’a pas de ligne ou de colonne nulle et le systéme dynamique topologique inversible
(X4,04) admet une orbite dense,

(5) A n’a pas de ligne ou de colonne nulle et le systéme dynamique topologique (XA 4,04 +)
est positivement transitif,

(6) A n’apas de ligne ou de colonne nulle et le systéme dynamique topologique (X4 4,04 +)
admet un point dont l’ensemble w-limite est égal 4 X4 4.

Si A est irréductible, montrer que 34 est ou bien fini et réduit a une orbite périodique, ou
bien un espace de Cantor.

Exercice E.31. Montrer qu’un sous-décalage de type fini est expansif, et d’entropie topo-
logique finie.
Nous allons calculer ’entropie topologique d’un sous-décalage de type fini. Rappelons

(voir par exemple | , 89]) le résultat classique suivant.

Théoréme 6.22. (Théoréme de Perron-Frobenius) Soit B une matrice carrée a co-
efficients réels positifs ou nuls, qui est apériodique.

a) La matrice B admet un vecteur propre vmax 4 coefficients strictement positifs. Tout
vecteur propre a coefficients positifs ou nuls est proportionnel & vVpax.

b) Si Amax = Amax(B) est la valeur propre de B correspondant & Vmax, alors Amax €st
simple, strictement positive, et toute autre valeur propre \ de B vérifie

Al < Amax - O

L’entropie topologique d’un sous-décalage de type fini est donnée par le résultat suivant.
Proposition 6.23. Soit p(A) = lim HA”H% le rayon spectral de la matrice A (qui ne
n—0o0
dépend pas du choiz d’une norme matricielle '™ || .||), alors
htop(UA) = htop(UA,+) =Inp(A4) .

Si A est apériodique, alors hiop(0a) = htop(0a,+) = In Amax(A).

149. Voir P'exercice E.37 pour une explication de la terminologie.
150. Noter la différence formelle dans 'ordre des quantificateurs avec le fait d’étre irréductible : ’apério-
dicité signifie qu’il existe n > 0 tel que pour tous les ¢, j dans I, nous avons (A");; # 0.

1 . . . L
151. Par exemple, A = (1) 0 est irréductible, mais pas apériodique.
152. c’est-a-dire d’une norme || || sur l'algébre .# (R) des matrices carrées de lignes et colonnes indexées

par & vérifiant, pour toutes les matrices A, B € .# . (R), 'inégalité || AB| < ||A| || Bl
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Démonstration. La seconde assertion découle de la premiére et du théoréme de Perron-
Frobenius. Nous montrons le cas bilatére (c’est-a-dire I'égalité hiop(ca) = Inp(A)), le cas
unilatére se traite de maniére similaire. Nous aurons aussi besoin des deux assertions du
lemme de comptage ci-dessous ultérieurement.

Lemme 6.24.

(1) Pour tout a dans &7, notons [a]o le 1-cylindre {w € ¥ 4 : wo = a}. Alors pour tous les
n €N eta,be o, le cardinal de I’ensemble

{0, an) € Z™ M [agloNay([ar)o) N Ny ([anlo) # 0, ag =a, an = b}

est égal au coefficient (A™)qp de la matrice A™.

(2) Pour tout N € N, si Py = {w € 4 : oY w = w}, alors
Card Py =tr AV .
Démonstration. (1) Cet ensemble est aussi ’ensemble
{(ag,...,an) €™ iapg=a, ay=>, et VE=0,...,n—1, Aagapn = 1}

Son cardinal est donc le nombre de chemins joignant a & b de longueur n dans le graphe
orienté 4. Ce nombre est exactement le coefficient (4™),; de la matrice A™.

(2) Ceci découle du fait que tr AN =3 _ (AV)q,. O

Pour tout n € N, appelons dans cette démonstration (2n + 1)-cylindre toute partie de
Yqdelaforme {w € Xg:w_p=0a_p,...,wn = Gp} POUr G_p,...,a, € . Deux éléments
qui appartiennent & un méme (2n+ 1)-cylindre ont les mémes coefficients d’indice entre —n
et n. Donc par la définition (4) de la distance d sur ¥ 4, le diamétre d'un (2n + 1)-cylindre
est au plus e™".

Par la définition de la topologie produit, les (2n + 1)-cylindres sont des ouverts de X 4.
Le recouvrement ouvert % de X 4 par les 1-cylindres est générateur pour o4, car pour tout
n € N, le recouvrement ouvert \/;__ 021’% est le recouvrement par les (2n + 1)-cylindres,
donc son diamétre est au plus e ™. Deux (2n + 1)-cylindres sont égaux ou disjoints, donc
N(Vr_, O'Zi%) est égal au nombre de (2n + 1)-cylindres non vides.

Par I'équivalence des normes en dimension finie, il existe ¢ > 1 telle que, pour toute
matrice B € RY 2, nous avons

1
~ Bl = > [Bagl<c|BIl. (83)
a,feo/

Par le théoréme 6.9, par la formule (81), par le lemme 6.24 (1) et par la formule (83),
nous avons donc

_ _ 1 Y i n+1
htop(O'A)—h(UA,gZ/)—nll_{go 2n+1lnN(i:\/naA )—nh_1>101<> 2n+11 abged(A )a,
= lim In|[A*"*| =1np(4). O
Jm s AP = ()
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6.4.2 Chaines de Markov sur un alphabet fini

Si A est une matrice d’incidence, il existe sauf cas particulier de trés nombreuses mesures
invariantes sur les sous-décalages de type fini (¥4,04) et (¥4,4,04,+). Le but de cette sous-
partie est de donner une construction d’une famille de telles mesures, classique en théorie
des probabilités, & ’aide de matrices de transition, de calculer leur entropie mesurée et
d’étudier leur propriété de mélange.

Soit 7 un ensemble fini, de cardinal au moins 2, muni de la topologie discréte. Une
matrice de transition 2 sur &7 est par définition une matrice 7 = (Waﬁ) a,Bew & coefficients
positifs ou nuls tels que la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1 : pour tout « dans

&/, nous avons
Z Tag = 1.
Bed

La matrice d’incidence associée & la matrice de transition 7 est la matrice d’incidence
Ay = (App)a,pes définie par Aypg vaut 1 si et seulement si mo5 est non nul. Notons que 7
est apériodique (respectivement irréductible) si et seulement si A Pest.

Une mesure (borélienne) de probabilité v sur l'espace discret o7 est identifiée de ma-
niére usuelle avec le vecteur (vg)acy de R défini par v, = v({a}), de sorte que pour
toute partie ' de .27, nous ayons v(E) = ) .y Va. Notons que le vecteur (Vq)aew est a
coefficients positifs ou nuls, de somme égale a 1

Z Vo =1,

acd

et que nous l'identifions a la matrice ligne correspondante. Une mesure w-stationnaire (ou
mesure stationnaire lorsque 7 est sous-entendue) sur 7 est par définition une mesure de
probabilité v sur o7 qui est un vecteur propre de ! pour la valeur propre 1. avec v identifié
& une matrice ligne, ceci revient a demander que ’égalité matricielle vw = v soit vérifiée,
c’est-a-dire que, pour tout 8 dans &/, nous ayons

Z VaTlag = V3 -

acd

Lemme 6.25. Soit &/ comme ci-dessus.
(1) Toute matrice de transition w sur </ admet au moins une mesure 7-stationnaire.

(2) Sim est apériodique, alors cette mesure T-stationnaire est unique, ¢’est 'unique vecteur
V' = (V] )acw tel que vTm =v" et ) ., vi = 1. La mesure v™ est de support égal a
o (tous les coefficients de v™ sont strictement positifs). Le réel 1 est une valeur propre
simple de 7 et les valeurs propres \ différentes de 1 vérifient |\ < 1.

Démonstration. (1) L’ensemble des matrices de transition est un fermé borné de R,
donc compact. Pour tout n € N, il est immédiat de vérifier que les matrices 7" et
n%rl Y ko 7% sont des matrices de transition. Soit @ un point d’accumulation de la suite
(n%rl > o wk)n eN- Alors il est immédiat de vérifier que Qm = @, donc chaque ligne de @
est une mesure w-stationnaire.

153. Certains ouvrages disent aussi matrice stochastique, et dans | | c’est la matrice transposée qui
est appelée une matrice stochastique.
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(2) La matrice '7 est aussi une matrice apériodique. Puisque 7™ est une matrice de
transition, la norme matricielle de (7)™ est bornée. Donc le rayon spectral p('7) de ' est
inférieur ou égal a 1, et en fait égal & 1 car 1 est une valeur propre de r. Le résultat découle
alors du théoréme de Perron-Frobenius 6.22 appliqué a ‘mr, puisque Apax(‘7) = p(t7) = 1.
a

Par une construction classique en théorie des probabilités, la donnée d’'une matrice de
transition 7 et d’une mesure w-stationnaire v sur 7 définit une marche aléatoire sur le
graphe ¥4, de probabilité de passage du sommet o au sommet 3 égale a 7,3, et de loi
initiale v, et donc une mesure de probabilité sur I’espace de probabilité produit (o7, )N des
trajectoires de la marche aléatoire. Mais nous allons démontrer cela de maniére autonome.

Lemme 6.26. Pour toute matrice de transition m et toute mesure w-stationnaire v sur
o, il existe une et une seule mesure de probabilité P, (respectivement P, 1) sur 'espace
mesurable produit ¥ = o/ (respectivement ¥y = o/~ ) invariante par le décalage o (res-
pectivement o) telle que, pour tous les ayp, ..., €

n
P,{weX:wy=ag,...,wn =0an}) = Va, Hﬂ'wi_hwi .
i=1
(respectivement
n
P,+({we Xt two=ag,...,wn =an}) = Va, wazq,wz' ).
=1

De plus, le support de P, (respectivement P, 1 ) est le sous-décalage de type fini ¥4, (res-
pectivement X4, ).

Nous appellerons P, (respectivement P, ;) la mesure de Markov sur ¥4, (respective-
ment ¥4 ;) associée a (m,v). L’application o4, (respectivement o4, 1) est parfois appe-
lée le décalage de Markov du systéme dynamique mesuré (X4 ,P,, 04, ) (respectivement
(ZATF7+’ IP)V,-H UAw,+) )

Démonstration. Nous ne considérons que le cas bilatére, le cas unilatére se traite de
meéme.

Rappelons d’abord le résultat suivant, que nous admettrons (voir par exemple | ],
| , page 23|). Soit X un ensemble. Une algébre de Boole de parties de X est une partie &
de ensemble Z(X) des parties de E, contenant (), telle que 'intersection de deux éléments
quelconques de &, et le complémentaire de tout élément de &, soient des éléments de &.
En particulier, nous avons X € &.

Théoréme 6.27. (Théoréme de Carathéodory) Soient & une algébre de Boole de
parties d’un ensemble X et X la o-algébre de parties de X engendrée par &. Considérons
w:& — [0,400] une application vérifiant

i) Uapplication p est o-finie sur & (c’est-a-dire X est une union dénombrable d’éléments
de & dont l'image par p est finie),

it) pour tous les éléments C1,Cy de & d’intersection C1 N Cy vide, nous avons [’égalité

p(C1UCy) = pu(Cr) + pu(Ca),
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iii) pour toute suite décroissante (pour linclusion) (Cp)nen d’éléments de & telle que
1(Co) < 00 et (,en Cn =0, nous avons le u(Cp) = 0.
n—oo

Alors ju se prolonge de maniére unique en une mesure o-finie sur B. Si u(X) = 1, alors
son extension est une mesure de probabilité.

Deuz mesures sur un espace mesurable (X, %), dont au moins une est o-finie, et qui
coincident sur une sous-algébre de Boole de 9B qui engendre la o-algébre B, sont égales. [

En généralisant la terminologie introduite dans l’exemple (2) de la partie 1.1, nous
appellerons cylindre dans ¥ = 7% toute partie de ¥ de la forme

[, Oty s e ={weX: Vi=mm+1,...,n, w;=a;},

avec k et m < n dans Z (nous dirons que ce cylindre part du rang k et que sa longueur est
n—m+1) et am, ¥nt1, ..., q, dans &7. Notons que pour toute mesure p sur ¥ invariante
par le décalage o, et pour tout k£ € Z, nous avons

w([my Qmg1y -- s Qpli) = u(a_k([ozm, Wty -5 o)) = p([um, Qg1 -+, o) -

L’ensemble &y des unions finies disjointes de cylindres est une algébre de Boole engendrant
la g-algébre produit de 3.

Afin de construire une mesure de probabilité borélienne P, sur ¥, nous la définissons
sur tous les cylindres en posant (avec la convention usuelle qu'un produit vide est égal a
1), pour tous les m < n dans Z et a;, ..., q, dans o,

n—1
Pu([ama Am41y - - an]m) = Va,, H Mooy € [07 +OO[ .
i=m

Nous étendons par additivité cette application P, sur les unions finies disjointes de cy-
lindres, ce qui ne pose pas de conflit lorsqu’un cylindre est une union disjointe de cylindres :
en effet, par récurrence, puisque v = v et puisque la somme des coefficients de toute ligne
de la matrice w est égale a 1, nous avons

Py ([am, Qmtty - s Qnlm) = Z]P’V([a, Oy« v ey Qplm—1) = ZPV([am, ceey Oy Q)
acl acl

Il est alors immeédiat de montrer que I'application P, : &1 — [0, 4+-o00[ vérifie les proprié-

tés i), ii) et iii) du théoréme de Carathéodory. En effet, la propriété ii) est acquise par

construction. Pour montrer la propriété i), ainsi que le fait que 'extension soit une mesure

de probabilité, il suffit de remarquer que puisque v est une mesure de probabilité sur 7,

P,(X) =P, (| |lalo) = Y _Pullale) = > va=1.

a€EA acd acd

nous avons

Enfin, la condition iii) du théoréme de Carathéodory est automatiquement satisfaite, car les
unions finies de cylindres sont des compacts de X, donc si (C),)nen est une suite décroissante
dans &y telle que [,cn Cn = (0, alors il existe ng tel que, pour tout n > ng, nous avons
Cp=0.

La condition d’invariance de P, par le décalage est satisfaite par la derniére affirmation
du théoréme de Carathéodory. g

Le résultat suivant calcule ’entropie mesurée des systémes de Markov bilatére (3, P, o)
et unilatere (X4,P, +,04).
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Proposition 6.28. Soient m une matrice de transition et v une mesure m-stationnaire sur
. Alors

h]}DV(O') = hpyﬂL (O‘+) = — Z Uaﬂaﬁ ln(ﬂ‘aﬁ) .
a,Bed

Démonstration. Nous ne considérons que le cas bilatére, le cas unilatére se traite de
méme.

Reprenons les notations de la démonstration précédente concernant les cylindres. No-
tons & la partition mesurable & = {[a]o : @ € A} de &% par les cylindres de lon-
gueur 1 partant en 0. Cette partition est génératrice pourla transformatin inversible o, car
Vie_, o€y est la partition mesurable par les cylindres de longueur 2n + 1 partant en —n,
et puisque ces cylindres lorsque n parcours N, engendrent la o-algébre produit de . Nous
avons donc, d’aprés le théoréme de Kolmogorov-Sinai,

n

he, (0) = he, (0,&) = lim 2n1+ 1 Hm( V U_i&)) -

it=—n

Or pour tout N € N — {0,1}, en utilisant I’égalité

n—1 n—1
InP,([a—p, ..., ay]—pn) =1In (l/o_n H Wak’ak+1) =lnv, , + Z In o, g
k=—n k=—n

et le fait que v = v pour tout p € N, ! et que la somme des coefficients de chaque ligne
de 7P est égale a 1, %", nous avons

He, ( \n/ o) == > Pullocm s anln MP(amns s an]on)

i=—n Ay €

n—1

= - E Va_, Mva_, E |I Tag,cip1

a_n€d (lfn+1,...,()én€% i=—n
k—1

n—1
- E E ( E Va_, H 7TO¢1‘70¢7:+1>7T0£19,O¢I¢+1

k=—noag,0p41€H O pn,...,0_1E€EHL i=—n

n—1
X In o, iy ( E H 7T05i7a1+1)

QApg2sem00n—1 €A i=k+1

= — Z Volnv, —2n Z VaTapB ln(Waﬁ) .

acd a,Bed
En divisant par 2n + 1 et en faisant tendre n vers +o00, ceci montre le résultat. O
Si une matrice de transition 7 sur I'alphabet o7 est apériodique, donc admet une unique

mesure 7-stationnaire v” sur &/ par le lemme 6.25 (2), nous noterons P, et P 4 les mesures
P,~ et P~ 4 respectivement. Le résultat suivant montre que les sous-décalages de type fini

154. ce qui implique que >, . Va_, =t Teov,ai41 = Vay, PoUr tous les k € {—n,...,n—1}
et ap € &

155. c’est-a-dire 251 Bt Hf;ol Tp;.8,41 = 1 pour tous les éléments So € &/, ce qui implique que
Z&k+27~wan—1€d ?;klﬂ Teoi,aip, = 1 pour tous les k € {—n,...,n —1} et apy1 € &
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bilatére (X 4,,04,) et unilatére (X4, +,04, +), qui sont de mesure totale dans (X, 0) et
(34, 04) pour les mesures P et Pr  respectivement, sont mélangeants pour ces mesures.
L’hypothése d’apériodicité est nécessaire, comme nous le voyons facilement en prenant
pour 7 la matrice identité.

Lemme 6.29. Soit m une matrice de transition apériodique sur <. Alors le décalage de
Bernoulli bilatéere o sur 3 est mélangeant pour la mesure de Markov Py, et le décalage de
Bernoulli unilatére o4 sur ¥4 est mélangeant pour la mesure de Markov Py 4.

Démonstration. Nous ne considérons que le cas bilatére, le cas unilatére se traite de
méme.

Reprenons les notations de la démonstration du lemme 6.26. Puisque les cylindres
engendrent la tribu borélienne de ¥, le sous-espace vectoriel de L2(3,P,) engendré par
les fonctions caractéristiques 1¢ des cylindres C' est dense dans L2(X,P;). D’aprés la
proposition 3.4, il suffit donc de montrer que, pour tous les cylindres C1,Cy de X, nous
avons

lim Pr(CyNo NCy) = Pr(C)) Pr(Co) .

N—o0

Nous pouvons supposer que C1 = [tm, ..., Op)m et Co = [By, ..., Bglpoum <netp <q.
Nous avons alors, pour N > n — p,

n—1 q—1
Pw(cl N UﬁNC2) = ng ( H WaiaiH) (7TN7H+p)anﬂp ( H W6i6i+l) :
=m i:p

Pour conclure, puisque P,(C;) = ngfm(l_[?:_nl1 Tasais,) €t Pr(Co) = Vgp( fg:_; TBiBisr ) il
suffit donc de montrer que, pour tous les «, 8 dans <7, nous avons
Jim () = 3.

Or, par le lemme 6.25, le polynéme caractéristique x(X) = det(X id — tm) s’écrit x(X) =
(X — 1)Q(X) on @ est un polyndéme premier avec X — 1, dont les racines complexes
sont les valeurs propres complexes de ! différentes de 1, qui sont donc toutes de module
strictement inférieur & 1. Donc par le lemme des noyaux, 'espace vectoriel R? est une
somme directe R = Rv™ @ Hy ou Rv™ = ker(tm —id) est la droite vectorielle propre de
valeur propre 1 pour 7, et Hy = ker Q( ) est un hyperplan vectoriel stable par !7 tel que le
rayon spectral de la restriction t7r| H, Soit strictement inférieur & 1. En particulier (t7r| )"
tend vers 0 dans .Z(H) quand n — +oo. Par conséquent, la limite 7 = limpy_so0 (‘7)Y
est le projecteur sur la droite vectorielle R ™ parallélement & I’hyperplan vectoriel Hy.
De plus, par passage a la limite, la somme des coefficients de chaque colonne de 7 est
égale a 1. Les coefficients matriciels de 7 sont donc 7,53 = v}, pour tous les o, 8 € &, et
Hy={veR7: > acw Va = 0}. Donc limN_mo(ﬁN)aﬁ = "T0p = Tga = vj pour tous les
«, B € &, comme voulu. O

Remarque. Avec 'exercice E.38, ceci montre en particulier qu'un systéme dynamique
symbolique (AZ, o) sur un alphabet fini & au moins deux éléments admet une famille non
dénombrable, & plusieurs paramétres réels, de mesures de probabilité invariantes, mélan-
geantes et deux a deux étrangéres.
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6.4.3 Problématique de I’équidistribution

Soit X un espace topologique localement compact, de tribu borélienne &, muni d’une
mesure (borélienne positive) réguliére . Notons (Ay)nen une suite de réels strictement
positifs et # = (F)nen une suite d’ensembles dénombrables Fy de parties fermées f de
X munies d’une mesure réguliére py de support f, tels que la mesure

1
'UNZT Z 125
N feFN

soit réguliére. Ceci est en particulier le cas si Fiy est fini.

Par exemple, X peut étre compact, p une mesure de probabilité, et Fiy un ensemble
fini de singletons f = {z} de X, que nous identifions & un ensemble fini de points = de X,
munis de leur masse de Dirac unité py = d,, avec Ay = Card Fy.

Soit A, 'ensemble des boréliens B € % d’adhérence compacte tels que u(0B) = 0.
Des résultats classiques de théorie de la mesure (voir par exemple [Coh] ou le lemme de
Portmanteau de [3il]) montrent le résultat suivant.

Proposition 6.30. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) la suite de mesures (un)Nen converge vaguement vers la mesure p (c’est-a-dire (voir
la partie 1.2) que pour toute application continue a support compact f € CB(X), nous

avons limy 400 i (f) = 1(f)),
(2) pour tout B € %, nous avons imy_, o un(B) = p(B),

(3) il existe une partie B' de B, qui engendre la o-algébre A telle que pour tout B € A,
nous ayons imy_, 1o un(B) = u(B). O

Si 'une de ces assertions est vérifiée, nous dirons alors que la suite .F s’équidistribue
dans X vers la mesure p a l'échelle (Ay)nen.

Lorsque X est compact, si Fiy est fini et Ay = Card Fly, si les mesures py pour f € Fiy
sont des mesures de probabilité, la mesure u, lorsqu’elle existe, doit alors étre une mesure
de probabilité. Mais lorsque X n’est pas compact, il peut apparaitre des phénomeénes
intéressants de perte de masse a l'infini de la suite (vy)nen : la mesure p limite pour la
topologie vague, lorsqu’elle existe, n’est pas forcément une mesure de probabilité si X n’est
pas compact.

Donnons des exemples de parties %’ comme dans I'assertion (3) ci-dessus. Lorsque
(X, 1) est la droite réelle munie de la mesure de Lebesgue, nous pouvons prendre pour %’
I’ensemble des intervalles bornés dans R, voire I'ensemble des intervalles bornés dont les
deux extrémités appartiennent & une partie dense fixée de R. Lorsque (X, p) est 'espace
euclidien R”™ muni de la mesure de Lebesgue, nous pouvons prendre pour %4’ ’ensemble
des cubes dans R". Lorsque X est I’espace de phases d’'un sous-décalage de type fini,
nous pouvons prendre pour %’ I'ensemble des cylindres, et ceci pour toutes les mesures
boréliennes, la frontiére d’un cylindre étant vide.

Lorsque Fi est un ensemble fini de points (munis de leur masse de Dirac unité) de X
et Ay = Card Fl, dire que .# s’équidistribue dans X vers la mesure p (c’est-a-dire que
(uN)Nen converge vaguement vers la mesure p) est alors équivalent a dire que pour tout

156. Il est important de ne pas oublier cette condition.
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élément 1°7 B € 2, (ou, de maniére équivalente, pour tout ¢lément B d’une partie %’
donnée de %, qui engendre la g-algébre %), la proportion de points de Fy dans B est
asymptotiquement égale a la mesure de B pour p :

lim Card(B N Fy)

= u(B).
N—+o00 Card FN M( )

Exemples. (1) Par les propriétés de U'intégrale de Riemann, la suite
k

9:(17 —{ " 0<k<N+1 )

e 0skENAY)

de parties finies de [0, 1] s’équidistribue dans I'intervalle [0, 1] vers la mesure de Lebesgue
Leb[()’l].

(2) Soit @ € R — Q un nombre réel irrationnel. Pour tout réel t € R, notons de maniére
usuelle {t} =t — [t|] € [0,1] la partie fractionnaire de t. Par 1'unique ergodicité de la
rotation R, sur R/Z (et la version adaptée du théoréme ergodique de Birkhoff, voir la
proposition 1.8), la suite

F = (FN ={{na}:0<n< N})NEN
de parties finies de [0, 1] s’équidistribue dans I'intervalle [0, 1] vers la mesure de Lebesgue
Lebjg 1) Plus généralement, si P est un polynome réel en une variable dont au moins I'un des
coefficients est irrationnel, alors la suite des Fiy = {{P(n)} : 0 < n < N} s'¢quidistribue
dans [0, 1] vers Lebyg,1). Ce résultat, originellement dit & Weyl, se démontre aussi par les
méthodes de séries de Fourier (voir la partie 3). !9

(3) Soit a €]0,1[. Puisque (n + 1)* — n® ~ a/n'~* quand n — +o0, la suite
F = (FN = {{no‘} :0§n§N})N€N
de parties finies de [0, 1] s’équidistribue dans I'intervalle [0, 1] vers la mesure de Lebesgue
Lebj q)-
(4) La suite de Farey
p
F = (FN:{gzogp <q, 0<qg<N, (p,q)zl})NeN
de parties finies de [0, 1] s’équidistribue dans l'intervalle [0, 1] vers la mesure de Lebesgue
Leb, 1) (voir | |, ainsi que | | pour une démonstration géométrique et | ,
Chap. 16] pour une version en caractéristique positive).
(5) Le dessin en couverture de ces notes représente I’équidistribution de points dans
Q(e%) dans C, voir par exemple | | pour la description de la famille .# considérée.
Nous allons nous intéresser a des problémes d’équidistribution de points périodiques de

systémes dynamiques, ou d’autres familles . construites par des moyens dynamiques ou
arithmétiques, dans le reste de ces notes.

157. attention & ne pas oublier de vérifier 'hypothése que u(0B) =0

158. Le critére de Weyl (voir par exemple [[K, §21], ainsi que pour de nombreux autres exemples d’équi-
distribution de suites arithmétiques) dit qu’'une suite réelle (xn)nen §’équidistribue modulo 1 (c’est-a-
dire la suite des Fy = {{zn} : 0 < n < N} s’¢quidistribue dans [0,1] vers Lebyg 1)) si et seulement si
Iimpy 400 % 22]:0 e = 0 pour tout £ € Z — {0}. Ceci découle de la densité du sous-espace vectoriel
complexe engendré par les fonctions trigonométriques dans l’espace de Banach des fonctions continues de
[0,1] dans C pour la norme uniforme, voir la proposition 3.1 (1).
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6.4.4 Mesures d’entropie maximale des sous-décalages de type fini

Le but de cette partie est de montrer qu’il existe une et une seule mesure d’entropie
maximale pour tout sous-décalage de type fini de matrice d’incidence apériodique, de don-
ner une construction précise de cette mesure, et d’en déduire ’équidistribution des points
périodiques dans un sous-décalage de type fini.

Notons encore &/ un alphabet fini de cardinal au moins 2, et A = (Ayp)a,geer Une
matrice d’incidence (de coefficients égaux a 0 ou 1). Supposons que A soit apériodique. Avec
les notations du théoréme 6.22 de Perron-Frobenius, notons A = Apax(4), v = (Va)acw
un vecteur propre de ‘A pour la valeur propre A i coefficients strictement positifs, et
f = (fa)acw un vecteur propre de A pour la valeur propre A\ a coefficients strictement
positifs, normalisés °? de sorte que

> vafa=1. (84)

aEd

Nous avons donc, pour tout « dans 7,

va >0, fo>0, > vgAga=Ava, et > Aagfz=Afo. (85)
Bsed Be

Notons alors 7* = (78, 5)a,ses la matrice de coefficients

. Aapfs
ﬂ-aﬁ = )\fa .

(86)

Il est immeédiat de vérifier par cette formule (86) que 7m® est une matrice de transition
apériodique, dont la matrice d’incidence associée est égale & A. La mesure de Markov
associée
= DPre (87)
sur ¥ 4, respectivement
prt = Pre 1 (88)

sur X4 4, s’appelle la mesure de Parry du sous-décalage de type fini bilatere (X4,04),
respectivement unilatére (X4 4,04 4 ).

Exemple. Lorsque A est une matrice carrée de coefficients tous égaux a 1, alors \ vaut
g = Card &7, vy = fo = —= pour tout o dans o7, et 7 est la matrice carrée de coefficients

Va
tous égaux a %. Le sous-décalage de type fini (X4, 04) est alors égal au systéme de Bernoulli
(,0) et la mesure de Parry de (X4,04) = (X, 0) est alors la mesure produit %, pour 1
la mesure d’équiprobabilité sur ..

Remarque 6.31. L’unique (par le lemme 6.25 (2)) mesure 7®-stationnaire est

piad

v = (vafa)aca

car ™ est un vecteur de coordonnées strictement positives dont la somme est égale a 1
par la formule (84), et ™ 7® = ™ par les formules (85) et (86).

159. 1l reste encore plusieurs choix possibles, puisqu’il est possible de multiplier v et de diviser f par un
méme A > 0, mais ce qui suit ne dépend pas d’un tel choix.
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Le résultat suivant montre ’existence et l'unicité d’une mesure d’entropie maximale
sur tout sous-décalage de type fini de matrice d’incidence apériodique, égale & la mesure de
Parry que nous venons de construire explicitement, et montre I’équidistribution des points
périodiques vers la mesure d’entropie maximale.

Théoréme 6.32. Soient (X 4,04) un sous-décalage de type fini bilatére, de matrice d’in-
cidence A apériodique, et i la mesure de Parry sur 4. Pour tout N € N, notons

Py ={weXs:olw=w}

Uensemble des points périodiques de o4 de période divisant N, et uy = m ZwEPN Ows
ot 0, est la masse de Dirac unité en x.

a) Nous avons hiop(ca) = hu(oa).

b) La seule mesure de probabilité o s-invariante p' sur X4 telle que hy(04) = hiop(0a)
est ' = p.

¢) La famille & = (Pn)nen $’équidistribue dans X 4 vers la mesure d’entropie mazimale :
la suite des mesures de probabilité (un)Nen converge vaguement vers L.

Une démonstration analogue donne que si (X4 4,04.4) est un sous-décalage de type
fini unilatére, de matrice d’incidence A apériodique, et si p4 est sa mesure de Parry, alors

e /4 est 'unique mesure d’entropie maximale de (X4 4+,04.+),

® htop(0a+) =Py, (0a4), et

e la famille F = (Py)nen des ensembles Py = {w € S4 4 : aﬁf&w = w} des point
périodiques de période divisant N de o4 4 s’équidistribue vers I'unique mesure d’entropie
maximale de (X¥4.4,04 ).

En particulier, 'unique mesure d’entropie maximale du décalage de Bernoulli ¢ sur
/%, pour o7 un alphabet fini de cardinal au moins 2, est la mesure produit 1/(%, pour g
I'équiprobabilité sur o7 (voir aussi l'exercice E.36).

Démonstration. a) La proposition 6.28 appliquée & m = 7® et & v = v™, la remarque
6.31 et la formule (86) donnent

VaAg
o) = 3 A5 Cnans g 4 g ).
a,Bedl

Remarquons que A,z1In Ayg = 0 car Ays € {0,1}. Donc par les formules (85) et (84), nous
avons

W Ag 1
3~ In(Aug fﬁf’jfﬁ = 3 D_In(fa)vadasfs =~ ) (fa)vafs
a,p a,B B

Vo Ag
Zln(fa)%fﬁ = Zln(fa)vafoa )
a,f «

C!AQ
Zﬁzln)\len)\;vafa:ln)\.

Comme htop(0a) = In X par la derniére affirmation de la proposition 6.23, le résultat
en découle. Donc la mesure de Parry est une mesure d’entropie maximale du systéme
dynamique topologique (X4,04).
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b) Soit p' une autre mesure de probabilité borélienne o 4-invariante d’entropie maximale
sur X4, donc telle que hy(04) = hiop(ca) = In A

Si i/ est absolument continue par rapport a la mesure de Parry p, alors il existe, d’aprés
le théoréme de Radon-Nikodym, une fonction v positive ou nulle dans L} (X 4, 1) telle que
' = u. Cette fonction est o 4-invariante p-presque partout. Comme p est ergodique (car
mélangeante, voir le lemme 6.29), et puisque p et p’ sont des mesures de probabilité, nous
avons ¢ = 1 (au sens de 1'égalité dans L' (X4, 1)) et ¢/ = p, ce qui est exactement ce que
nous cherchons a démontrer.

Supposons donc par absurde que p’ ne soit pas absolument continue par rapport a
w. 11 existe donc un borélien B, de Y4 tel que p/(By) > 0 et u(B.) = 0. Rappelons que
I’ensemble & des unions finies disjointes de cylindres est une algébre de Boole engendrant
la g-algébre produit de 3.

Nous allons utiliser le lemme suivant, ot nous notons BAC = (BUC) — (BNC(C) la
différence symétrique de deux parties B et C.

Lemme 6.33. Soit (X", $",u") un espace de probabilité et € une sous-algébre de Boole
de B" qui engendre la o-algeébre B". Alors, pour tous les B dans #" et € > 0, il existe C
dans € telle que p(BAC) < e.

Démonstration. Soit ' ={Be€ %" :Ve>0, 3C €€, pBAC) < e}. Comme B’
contient ¢, il suffit de montrer que %’ est une o-algebre. Or £’ est stable par

— passage au complémentaire, car (°B)A(°C) = BAC,
— union finie, car (A1 U A2)A(C1 UCy) C (A1ACT) U (A3ACs),

— union dénombrable croissante, car si B est la réunion d’une suite croissante de (By,)nen,
alors lim p(BAB,) =0. O
n—+oo

Ce lemme appliqué a la mesure %( p' + ), permet de trouver une suite (Bp)pen d’unions
finies disjointes de cylindres de X 4 telles que lim p/(B,) = p/(By) # 0 et lim p(B,) = 0.
p—00 p—r00

Notons &y la partition mesurable de ¥ 4 définie par
So={Zan[alo:a €, XaN[alo #}

et &, la partition &, = Vi__, agifo. Comme & est une partition génératrice pour la
transformation inversible o4, d’aprés le théoréme de Kolmogorov-Sinai (proposition 6.12

(6)) et la proposition 6.12 (1) dans le cas inversible, nous avons

hMI(O'A) = hM/(O'A,f()) = inf

H,, .
n>1 2n+ 1 e (&n)

Nous avons donc, pour tout n > 1, I'inégalité H,/(&,) — (2n+1)In A > 0.

Lemme 6.34. Soient x1, ...,z des réels strictement positifs tels que Ei?:l x; = a. Alors
—Zle zilnz; < aln%.
Démonstration. Par la concavité de la fonction ¢ : t — —t1Int sur [0, 1], nous avons

k

1 1 1> -
k;—xilnu’vig_(k;xi>ln(k;xi)Zklna, 0
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Lemme 6.35. Il existe ¢ > 0 tel que, pour tout cylindre C = [a, ... , ap]m non vide de
Y4, nous ayons p(C) > ¢ A=(=m).,

Démonstration. Par la définition (87) de la mesure de Parry et le lemme 6.26 ap-
pliqué avec m# = 7°® et v = v par la remarque 6.31 et la formule (86), et puisque
fan, TTIZE @0 — £ nous avons

i=m oy
n—1 n—1
:U(C) - ng H W{;Z‘7ai+1 - ( H Aaioéi+1)vamfan/\_(n_m) .
i=m i=m
Il suffit donc de prendre ¢ = ming, ge va fg > 0. O

Fin de la démonstration de ’assertion b) du théoréme 6.32. Fixons p et choisissons
n de sorte que B, soit une réunion finie de parties de la partition &,. Nous avons alors, en
utilisant les deux lemmes précédents,

0< Hu(&)—(2n+1)In X
=— Y JOWgC)- > p(C)mp(C) - (2n+1)InA

Ce¢,, CCB, Ccet,,CCeB,

nCard {C eé,:CC Bp} Jr,LL/(CBp)l

nCard{Céﬁn:CC ‘Bp}
' (°Bp)

—(2n+1)In X

S /u’/(BP)l M/(Bp>

B))\2n
< (B, MBI e
:U’( p) C//LI(Bp) ,U,( p)

— 4/ (By)In :j,((f;’j) By In

(2n+1)InA

u(ch))\2n
e/ (°Bp)
1(°Bp)
' (°Bp)
Ces inégalités sont vraies pour tout p. Mais le dernier terme tend vers —oo quand p tend

v . . . °B, )
vers Uinfini, car limy, 4o u(Bp) = 0, limy, 1 p/(Bp) > 0 et 1/ (°By) IH%BP)) est borné

—Inc—InA\.

supérieurement par % Ceci donne la contradiction cherchée.

¢) Comme les fonctions localement constantes sont denses (pour la norme uniforme)
dans les fonctions continues sur I’espace de Cantor 272, il suffit de montrer que, pour tout
cylindre C = [, ... , @n)m de &%, nous avons A}gn un(C) = u(C).

Puisque de tout sommet du graphe orienté ¥4 pacﬁc et arrive au moins une aréte, il est
possible de compléter la suite finie (v, ..., @,) en un élément de Y4 si et seulement si
1_[::711 Aaaiy; = 1. Dans ce cas et si N > n —m, cette suite finie se compléte en une suite

/ /

/ /
(Oém, sy Qs Qg - ey aN—i—m—l)

de longueur N qui elle-méme se compléte en un élément de Py N C, si et et seulement si

! /! / _ / / / : A
Qpp = Qs+ vy Ay = Qi Qg = Qi €t (Qg, Q04 -+ 5 @y, 1) appartient &

{(an ce. 76N+m—1) S MN?ner : /80 = Qlp, /Bn =y et
[Bulo N o3 ([Bugalo) N - N oM ([Bygm—1o) # 0} -

D’aprés le lemme 6.24, nous avons donc les égalités Card Py = tr AN et, pour N > n—m,

~ Card (PNnNC) 1 nol Nentm
un(C) = Card Py  tr AN( Zl_T[n Aaia”1>(A Janam -
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Soient f = (fa)acw €t v = (Va)acy définis juste avant la formule (84). Notons % 7 le
projecteur sur la droite Rf parallélement & I’hyperplan H noyau de la forme linéaire duale
a v, défini par
H = {(2a)acy € R : Z VaZo =0} .
acd

D’apres le théoréme de Perron-Frobenius, nous avons A}im )%NAN = 7. En effet, nous
— 00

avons A}im )%NAN f = f. Puisque v est fixé par 'A, 'hyperplan H est invariant par A :
— 00

si x € H, avec ( , ) le produit scalaire euclidien canonique (rendant la base canonique

orthonormée) de R, nous avons (Ax,v) = (x, *Av) = (r,v) = 0. Comme les valeurs

propres de A distinctes de A sont de module strictement inférieur & A\, et comme A est de

multiplicité 1, la restriction de A & H est donc de rayon spectral strictement inférieur a .

Donc A}im A%ANx = (0 pour tout z € H.
— 00

Nous avons 7 = (favg)a,per car si 7 = (fav)a,pew, alors 7'f = f par la formule
(84), et pour tout x € H, nous avons 7’z = 0, donc 7/ = 7.
En particulier, nous avons que A}im )%N tr AN = tr 7 =1 par la formule (84) ainsi
— 00
que ]\}im A%(AN)Q,ﬁ = favg. D’out par la formule (86), par une simplification télescopique
%

o
du troisiéme terme et par le lemme 6.26, nous avons

n—1

. vam fan _ o —
]\}Egloo HN(C) = ( H AOQ‘OQ‘+1>W - fOém/UOCm H ﬂ-aiaprl - IU’(C) .
=m =m
Ceci démontre I'assertion c). O

6.5 Entropie topologique des automorphismes linéaires du tore

Cette partie est consacrée a I’étude de ’entropie topologique, de I'existence et 'unicité
d’une mesure d’entropie maximale et des conséquences sur ’équidistribution des points pé-
riodiques pour les systémes dynamiques (uniformément) hyperboliques. Nous décrirons es-
sentiellement la situation du tore T™ muni d’un automorphisme linéaire hyperbolique ¢/,
déja moultement étudié dans ces notes. Il est de toute fagon primordial de se familiariser
avec cet exemple pour comprendre le cas général des systémes dynamiques hyperboliques.

Nous procéderons par codage (au sens de I'introduction de la partie 6.4) du systéme
dynamique (TV,¢ys) par un sous-décalage de type fini (X4,04), défini a I'aide de “par-
titions de Markov” construites & partir des variétés stables et instables de (TV, ¢,/). La
démonstration de 'existence de telles partitions représente 1’essentiel du travail.

Nous utiliserons alors ’analyse des sous-décalages de type fini effectuée dans la partie
6.4 pour montrer que la mesure de Haar sur TV est I'unique mesure d’entropie maximale
pour ¢y, pour calculer I'entropie topologique de (’]I‘N , O ), et pour montrer I'équidistri-
bution des points périodiques de ¢y, vers la mesure de Haar sur TV,

160. en identifiant les endomorphismes linéaires de R® avec leur matrice dans la base canonique (ea)acs
N lsia=
ol eq(B) = B

0 sinon de R¥, et R¥ avec son dual par l'isomorphisme envoyant la base canonique de
R“ sur sa base duale
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6.5.1 Partition de Markov du tore

Dans toute la suite de cette partie, nous reprenons les notations de la partie 5.3 sur la
stabilité structurelle des automorphismes linéaires hyperboliques du tore. En particulier,
nous notons

e N un élément de N — {0} et M une matrice N x N a coefficients entiers, hyperbo-

lique (c’est-a-dire sans valeur propre de module 1), que nous supposons de plus de

2 1
déterminant égal & £1 (pour que ¢ soit inversible), par exemple M = ( 1 1) ;

e RY = E* @ E* la décomposition en somme directe de RN en sous-espaces vectoriels
stables et instables pour M ;

e ||. || une norme sur RN adaptée a M (c’est-a-dire telle que, si nous notons encore || . ||
la norme d’opérateur associée, alors || M |gs || < 1, ||[M~1|gu| < 1 et, pour tous les z
dans E° et z, dans E%, nous ayons ||z + 2, || = max{||zs||, |z.[|}) °*. Nous noterons

B(v,r) la boule fermée de centre v € RY et de rayon r > 0 pour la norme || || ;
e ch(M) la constante d’hyperbolicité de M

ch(M) = max{||M |p= ||, |M~" |« |} <1;

* RN — TN la projection canonique;

e ¢ = ¢y automorphisme linéaire hyperbolique du tore TV défini par ¢y o o= o M ;
et

d la distance quotient sur TV

d(z,y) = nf{lo - wl : p(v) = 2, pw) = y} -

Fixons €y > 0 tel que 'application T soit isométrique (et en particulier injective) sur
la boule B(0,¢1) = {v € RV : |lv]| < ¢} dans RY de rayon

e1 = 2eomax {1, | M|, [|M7Y]}} . (89)

Elle est alors isométrique sur toute boule fermée de rayon €.
Pour € < ¢ et « dans T, notons, comme cas particulier de la situation générale décrite
dans la partie 5.8,

We(x)={yeT":¥n>0, d(¢"(x),¢"(y)) <}
la variété stable locale en x et

We(z)={yeT":Vn>0, d¢ "(x),¢ "(y) <e}

la variété instable locale en x.
Rassemblons quelques propriétés élémentaires de ces sous-espaces.

Lemme 6.36. Soient € < €y et x,y dans TV.
(1) Nous avons p(We(x)) C W (o(x)) et W(g(x)) C ¢(Wi(x)).

161. Attention, il ne s’agit pas d’une norme euclidienne.

195



(2) Le point y appartient & WE(zx) si et seulement si pour tout n > 0, nous avons
d(¢"(x), 9" (y)) < € ch(M)"
(3) Le point y appartient @ W (x) si et seulement si pour tout n > 0, nous avons

d(¢™"(x),¢"(y)) < e ch(M)"

(4) Si d(x,y) <€, alors lintersection W2 (x) N W (y) est réduite a un point, noté [z,y].
L application de {(x,y) € TN x TV : d(z,y) < €} dans TN définie par (x,y) — [x,y]
est continue, et appelée le produit local associé a ¢pay.

(5) St p(v) ==, la variété stable en x est
Wi(@) ={y € T : lim d(¢"(x),¢"(y) =0} = |J 67" (We(&"(2))) = plv + E)
neN

et la variété instable en x est

Wh(z) ={y e TV: lim d(¢~"(x),¢ "(y)) = 0} = | ¢"(W(¢™"(2))) = plv + EY) .

n—-+4o00
neN

Notons que les variétés stables et instables W*(x) et W"(z) sont des sous-variétés
immergées comme dicté par la théorie générale (voir la partie 5.8), mais ne sont en général
pas des sous-variétés plongées : elles peuvent étre denses dans le tore TV, comme c’est par

2 1
exemple le cas pour I'application du chat d’Arnold ¢p; donnée par M = ( 1 1), ou les
droites stables et instables de M dans R? sont de pente irrationnelle (voir Pexercice E.26).

Démonstration. Il est possible aussi de donner une description explicite des variétés
stables et instables locales. Fixons € < ¢y. Pour tous les points z,y de TV, notons Z, 7 des
relevés dans RY de x,y, de sorte que si d(x, %) < ¢, alors ||Z — 7| < e. Nous allons montrer
les égalités

We(x) = /p(?(:f, N(T+E%)) et Wliz)= /p(?(f, )N (T +EY)), (90)
dont découle en particulier I'assertion (5).
(1) Ceci est immédiat par les définitions de W (z) et W (x).

(2) Soit v € B(Z,e) N (T + E®). Par la définition de la distance quotient d, par la
linéarité de M, puisque T —v € E* et puisque M|ps est ch(M)-lipschitzienne sur E*, pour
tout n € N, nous avons

d(¢"(x),¢" (p(v) < [|M"F — M"D|| < ch(M)"[|T — || < ech(M)" <e.
Donc
MBEON@+E%) C{yeT":VneN, d(¢"(z), " (y)) < e ch(M)"} € W(z) . (91)

Réciproquement, si y € W2(x), alors en particulier d(z,y) < e. Comme dit ci-dessus,
nous choisissons des relevés Z,y de x,y, de sorte que ||Z — || < e. Notons § — T = vs + vy
avec vs € ¥ et v, € E". Supposons par I'absurde que v, # 0. Puisque M|g. est dilatante,
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il existe un entier n € N tel que M™v, € B(0,¢) et M" v, ¢ B(0,¢). Notons que
M" Ly, € B(0,¢||M]||) et que par la définition (89) de €1, application - est une isométrie
sur B(M™17Z, ¢y||M]]). Donc, puisque la norme est adaptée, nous avons

d(@" " (y), ¢ (2)) = [IM" g = M"TIE| = [ Mo+ MM || > [ M ey > €

ce qui contredit le fait que y € W(z). Donc § — 7 = vs € E® et § € B(Z,€) N (T + E?).
Par conséquent y € /p(?(i, €) N (Z + E%)). Ceci montre que la chaine d’inclusions dans la
formule (91) est en fait une chaine d’égalités. L’assertion (2) en découle, ainsi que 1’égalité
de gauche dans la formule (90).

(3) L’assertion (3), ainsi que l’égalité de droite dans la formule (90), découlent de
la démonstration précédente, en remplacant ¢ par ¢~' = ¢,;-1, et en remarquant que
ch(M) = ch(M~1!) et que la définition (89) de ¢ est symétrique en M et M L.

(4) Comme vu dans les préliminaires, soient z,y des relevés de z, y tels que ||z —y|| < e.
Les sous-espaces affines & + E° et y + E“, dont les directions sont supplémentaires, se
coupent en un et un seul point z. De plus, le point zZ dépend continuement de z,y. Puisque
la norme est adaptée, puisque T — z € E* et z — y € E", nous avons

max {[|Z - 2|, [Z-7ll} = IG-D)+ E-Dl =7 -3l <e

Par les formules (90), nous avons donc z = p(2) € We(z) "W (y). Si 2 est un autre point

de We(x) " W2(y), alors 2’ admet un unique relevé 2" appartenant & B(Z, €) N (7 + E*) et
il existe un relevé 3 de y tel que 2z’ € B(y',¢) N (y' + E*). Donc comme ci-dessus

ly =2l = — =) + (2 = D)l = max {||7 — /||, | = /[ } <.

Donc les points 3;’ et ¥ sont tous deux & distance au plus € < ¢y de z, et s’envoient par T
sur le méme point y. Puisque qu est injective sur la boule B(Z, €) par la définition (89) de

€1, ceci implique que i = 7 et 2/ = 2. O

Nous appellerons rectangle de TV pour ¢ = ¢y toute partie R non vide de diamétre
au plus € telle que si 2,y € R, alors [z,y] € R.

Autrement dit, dans une identification locale de TV avec E = E* x E%, nous avons
R = R®* x R" avec diam(R?®) < ¢y et diam(R") < ¢y. Les parties R® et R" ne sont pas
forcément des boules de E® et E". La frontiére de R s’écrit alors OR = 0°R U 0"R ou
0°R=R° x OR" et "R = OR® x R".
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Le rectangle R est dit propre s’il est ’adhérence de son intérieur. Pour x dans R, notons
Wi(z) =W (x)NR et Wi(x)=Wi(x)NR,

que nous appellerons les feuilles stables et instables dans R de x. Une partie S de R est
appelée un sous-rectangle stable (resp. instable) si pour tout x dans S, la partie Wj(x)
(resp. Wg(x)) est contenue dans S.

-

sous-rectangle instable sous-rectangle stable

Une partition de Markov'%? % de TN pour ¢ est un recouvrement fini Z = (Ry)acwy
de TV par des rectangles propres de TV pour ¢, tel que, pour tous les a, 3 dans o7, nous
ayons

a) ]-gaﬂ}gg:@sia#ﬁ,
b) si @ € Ro ct ¢(x) € R, alors ¢(W3_ () C Wi, (6(2)) et Wi (6() C (W ().

Voici un dessin expliquant graphiquement la condition b).

Es
Si Rpg R
. R ]
alors
oui oui non non
Nous renvoyons par exemple a | , §10] pour une démonstration du résultat suivant.

Théoréme 6.37. Pour tout € > 0 et tout automorphisme linéaire hyperbolique ¢y de TV,
il existe une partition de Markov Z pour ¢ par des rectangles de diamétre au plus €. [

162. La terminologie “partition de Markov” est classique, bien que £ ne soit jamais une partition de TV
au sens strict, et que, étant un objet de dynamique topologique, elle n’est pas initialement reliée a des
chaines de Markov.
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6.5.2 Codage des automorphismes linéaires hyperboliques du tore

A chaque partition de Markov, nous associons sa matrice d’incidence A = (Aqg)a,pew
ou, pour tous les «a, § € &7, nous avons

A= { ! 5i ¢(Ra) N R # 0

0 sinon.

Théoréme 6.38. Soient Z = (Ra)acoy une partition de Markov pour ¢ = ¢pr par des
rectangles de diamétre au plus € avec € > 0 assez petit, A sa matrice d’incidence et (X 4,04)
le sous-décalage de type fini associé.

a) Pour tout w dans X4, Uintersection [,z ¢ "(Rw,) est réduite a un point, que nous
noterons h(w).

b) L’application h : ¥4 — TN ainsi définie est continue, surjective et vérifie la propriété
de semi-conjugaison ¢ o h = hooa entre o et ¢.

c) Pour toute mesure de probabilité o4-invariante et ergodique i, de support ¥4, nous
avons

p({w € ¥4 : Card At (h(w)) > 1}) =0.

Ce théoréme (avec l'existence de partitions de Markov vue en théoréme 6.37) dit en
particulier que pour tout automorphisme linéaire hyperbolique du tore, il existe un sous-
décalage de type fini qui lui est (topologiquement) semi-conjugué. De plus, quitte a enlever
un ensemble négligeable (pour toute mesure raisonnable), cette semi-conjugaison est en
fait une conjugaison.

Démonstration. Nous noterons

=\ Ba» 0% =] 0Ra, 0% =] 0°Ray "% = | 0"Ra .
acd acd acd acd

a) Soit w = (wp)nez un élément de ¥ 4. Par la définition de ¥ 4 et la propriété b) des
partitions de Markov, la partie Ry, N ¢~ (Ry,) est un sous-rectangle stable non vide de
R,,. Par récurrence, I'intersection (%, ¢ "(R,,) est un sous-rectangle stable non vide
pour tout ng € N. Par compacité, I'intersection (),,~, ¢~ " (R, ) est aussi un sous-rectangle
stable non vide. -

E;

SSSSNSSINNS

NN\

=
/1177
ST

RUJO mf_l(Ruh) mf_Q(sz) Rwo mf(wal) nf2(RUJ72)

Nous montrons de méme que (), ¢ "(Rw,) est un sous-rectangle instable non vide.
Donc I'intersection (., ¢~ " (Rw,) est non vide. Deux points de cette intersection ont des
orbites qui se suivent & e prés (puisque les diameétres des rectangles sont au plus €), et sont
donc égaux (par le lemme de pistage 5.20) si € est assez petit.
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b) Par compacité, il résulte de a) que pour tout w = (wy, )pez, nous avons

no
nol_igl_oo diam(nr]no an(an)) =0.

Ceci prouve la continuité de h par la définition de la distance sur ¥4 induite de celle sur

Y = AZ (voir la formule (4)). Par construction, nous avons ¢oh = hoa 4. Par construction,
o

tout point de I'intersection (1), o, ¢~" (%) appartient a I'image h(X4) de h. Par le théoréme
de Baire, cette intersection est dense dans TV. Comme h(X4) est compact, 'application h
est surjective.

¢) La mesure de probabilité image p/ = h.p est donc invariante par ¢, ergodique et de
support TV, Soit Z = {x € TV : Card h~!(x) > 1}. Nous voulons montrer que x'(Z) = 0.
Par construction, I'ensemble Z est contenu dans J,,c;, ¢"(02). Ecrivons 0% = 0" #UO*A.
La propriété b) des partitions de Markov implique que ¢(9°%) C 9°%. Comme ' est
invariante par ¢, nous avons p/'(0°%Z) = p (¢™(0°Z)) = ' (N> @™ (0°Z)). Or la partie
fermée F = (50 ¢"(0°%) vérifie 71 (F) = F et n’est pas de mesure 1, car le support de
i est égal a T". Par ergodicité, elle est donc de mesure nulle, et donc p/(9°%) = 0. De
méme, nous avons p'(0“#) = 0, donc p/(0#) = 0 et p/(Z) = 0 par union dénombrable
d’ensembles de mesure nulle.. g

Remarque. (1) Sous les hypothéses du théoréme, nous pouvons montrer que, pour tout

x dans TV, nous avons
Card h™!(z) < (Card @)% .

(2) Comme ¢ = ¢ est topologiquement mélangeante (par le théoréme 3.5 et 'exercice
E.13), le sous-décalage 0 4 est aussi topologiquement mélangeant et la matrice A est irréduc-
tible (voir I'exercice E.37). Ceci permet, pour toute matrice stochastique II = (7a8)a,gc.o
telle que w3 = 0 si et seulement si A,g = 0, de construire une mesure de probabilité inva-
riante par o4 et ergodique Pr de support 3 4. Par I’exercice E.38, en prenant 'image dans
TV de ces mesures de probabilité, nous construisons une famille & plusieurs parameétres
réels (donc une famille non dénombrable) de mesures de probabilité images Py sur TV
qui sont ¢ps-invariantes, ergodiques et deux & deux étrangeres.

6.5.3 Mesure d’entropie maximale des automorphismes hyperboliques du tore

Proposition 6.39. Soient ¢y un automorphisme linéaire hyperbolique du tore TN et u la
mesure de probabilité de Haar sur TV . Notons A = |det(M |gu)|. Alors

htop((ﬁM) = hu(¢M> =In )\_1_ .

De plus, p est l'unique mesure d’entropie mazimale de ¢y sur TV,

Remarque. Nous avons In Ay = > In|\;], oit les \; sont les valeurs propres complexes de
M telles que |\;| > 1.

Démonstration. Soit #Z = (Ry)acw une partition de Markov pour ¢ps. Choisissons
& = {R., : a € &/} une (vraie) partition mesurable de TV telle que, pour tout «, nous

ayons R, C R,, C R,. La proposition résulte alors des deux lemmes suivants.
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Lemme 6.40. Il eziste ci1,co > 0 tels que, pour tout n > 0 et tout évenement C non

p-négligeable de la partition mesurable \/;:01 Xj{o, nous ayons

A" < u(C) <™.

Démonstration. Notons m = mg ® m,, la mesure de Lebesgue de RV = E$ x E*, qui
s’identifie localement & p par la projection canonique . Nous avons donc, pour tout rec-
tangle R, = RS x RY, I'égalité pu(Ry) = ms(RE) my,(RY). Notons que puisque le rectangle
R, est propre, les intérieurs de RS, et RY% sont non vides, donc ms(R2,) > 0 et my,(R%) > 0.
De plus, pour tout w dans X 4, nous avons

n—1

()¢ "(Rw) = RS, x ¢ " D(RY ).
=0

Donc, si C = 1=y ¢ *(R,,), alors u(C) = )\J_F”Hms(RfJo) my (R ). 11 suffit par consé-
quent de prendre pour ¢; le minimum des Aymg(Ry,) my(Rg) pour a, B € & et pour c; le
maximum correspondant. g

Lemme 6.41. Soient X un espace métrique compact, ¢ un homéomorphisme de X,
une mesure de probabilité borélienne ¢-invariante et ergodique sur X, et & une partition
mesurable de X génératrice pour ¢. Supposons qu’il existe cq,co, Ay > 0 tels que, pour tout
événement C' non p-négligeable de la partition \/?:_01 »~&, et pour tout n > 0, nous ayons

A" < u(C) <A™

Alors hiop(@) = hu(P) =InAy. En outre, p est l'unique mesure d’entropie maximale de ¢
sur X.

Démonstration. Par la définition de ’entropie d’une partition mesurable 5 et puisque
> pep M(B) =1, nous avons

H,(8) € [~ In(max{u(B) : B € 8}), —In(min{u(B) : B € 8})]

L’hypothése assure donc que, pour tout n > 0, nous avons

n—1
HM( \/ w‘go) € [~ In(c2A7™), — In(e1A7™)] -
=0

Le théoréme de Kolmogorov-Sinai donne alors
1 n—1 '
hu(6) = hy(,60) = lim ~H, ( vV 676 ) =In(\) .

D’aprés le principe variationnel (le théoréme 6.13), il reste & montrer que si une mesure
de probabilité borélienne ¢-invariante p’ sur X vérifie hy(¢) > h,(¢), alors ' = p. Pour
cela, il suffit de reprendre quasiment mot a mot la démonstration du théoréme 6.32 b). O

Reprenons la démonstration de la proposition 6.39. Nous avons vu que ¢;; est mélan-
geante, donc ergodique, pour la mesure de Haar p (voir le théoréme 3.5). La partition &y
construite en début de démonstration est génératrice pour ¢ps (qui est inversible), car par
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la démonstration de I’assertion b) du théoréme 6.38, les événements de \/;__ qﬁ;jﬁo sont
des rectangles d’intérieurs disjoints et de diameétre tendant vers 0, donc qui engendrent la
o-algébre des boréliens. Le lemme 6.41 précédant permet alors de conclure la démonstration

de la proposition 6.39. O

Ainsi, si N = 2, et si A\, X sont les deux valeurs propres d’une matrice hyperbolique
M € GLg(Z) de taille 2, avec |A| > 1 > ||, nous avons

htop(¢M) = ln‘)“ .

Ce résultat s’étend (voir [F'L.P]|) aux homéomorphismes pseudo-Anosov, au sens ci-dessous.

yu

singularité a4 3 branches singularité a 4 branches

Nous dirons qu’un homéomorphisme ¢ préservant I'orientation d’une surface compacte
connexe orientable (sans bord) S est pseudo-Anosov s'il existe A > 1 (appelé le facteur de
dilatation de ¢) et (F*, 1) et (F*, u*) deux feuilletages a singularités isolées de type selle
& au moins trois branches, invariants par ¢ et transverses, munis d’'une mesure transverse
de support total invariante par holonomie, telle que ¢,pu® = %us et ¢ = Ap*. Nous
ne donnons pas les définitions précises (voir loc. cit.), mais pour N = 2 et ¢/ comme
ci-dessus, les feuilletages (non singuliers) définis par les variétés stables et les variétés
instables, avec pour mesure transverse pour un feuilletage la mesure de Lebesgue le long
des arcs de feuilles de 'autre feuilletage, conviennent. Le calcul de ’entropie topologique
d’un homéomorphisme pseudo-Anosov est analogue a celui des difféomorphismes Anosov
linéaires ¢y; du tore T2. Elle est égale (voir loc. cit.) au logarithme de son facteur de
dilatation :

hiop(dar) =In A .

Dans une autre direction, les résultats qui précédent sont des cas particuliers du résultat
suivant (qui étend des résultats de Sinai et Ruelle), pour lequel nous renvoyons a [Bowl,
Bow3], avec en plus une extension aux mesures d’équilibre. L’ergodicité découle de I’exercice
E.34, et la conjugaison (en tant que systéme dynamique mesuré) a un sous-décalage de type
fini procéde par un codage, en utilisant une construction de partition de Markov analogue a
celle qui a été effectuée pour les automorphismes linéaires des tores a partir de la structure
de produit local des piéces basiques (voir la partie 5.9).

Théoréme 6.42. (Théoréme de Bowen) Soit A une piéce basique d’un C*-difféomor-
phisme ¢ Aziome A d’une variété lisse M. Alors ¢ |5 admet une et une seule mesure
d’entropie mazimale pp . Celle-ci est ergodique. Les points périodiques de ¢ |5 s’équistribuent
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vers up : si Pern(¢|p) = {x € A : ¢V (x) = x} est lensemble des points périodiques de
@ |a de période divisant N, et si §, est la masse de Dirac unité en x, alors

1 *
Card Pery(o|a) zepe%\,:(dm)

Le systéme dynamique mesuré (A, up, @ |a) est conjugué a une chaine de Markov bilatére
sur un alphabet fini, qui est mélangeante si ¢ |5 est topologiquement mélangeante. ]

6.6 Exercices

Exercice E.32. (1) Montrer que toute rotation du cercle est d’entropie topologique nulle.
Plus généralement, soient (X, d) un espace métrique compact et ¢ : X — X une applica-
tion 1-lispchitzienne (ce qui signifie que pour tous les x,y dans X, nous avons 'inégalité

d(¢(x), ¢(y)) < d(x,y) ). Montrer que hiop(¢) = 0.

(2) Montrer que tout homéomorphisme ¢ du cercle préservant 1'orientation, de nombre
de rotation irrationnel, est uniquement ergodique, est d’entropie topologique nulle, et admet
une unique mesure d’entropie maximale.

Exercice E.33. Soient X et Y des espaces métriques compacts. Considérons des appli-
cations continues f : X — X, g:Y — Y et h: X — Y avec h surjective, telles que
ho f=goh.'% Montrer que

htop(g) S htop(f) .

Exercice E.34. Soient X un espace métrique compact et ¢ : X — X une application
continue. Montrer que si ¢ admet une unique mesure d’entropie maximale p, alors p est
un point extrémal du convexe Proby(X), et donc que ¢ est ergodique pour p.

Exercice E.35. Soient X le cercle R/Z et ¢ : X — X D'application définie par x — Nz,
pour N dans N — {0, 1}. Le but de cet exercice est, entre autre, de montrer que la mesure
de Lebesgue de R/Z est 'unique mesure d’entropie maximale pour ¢y .

1) Soit @ une mesure de probabilité borélienne invariante par ¢y sur le cercle X. Montrer
I
que hy,(¢n) <IlnN. 164

(2) Montrer qu’il y a égalité si et seulement si u est la mesure de Lebesgue A sur X.

(3) Calculer I'entropie topologique de ¢y

Exercice E.36. Soient ./ un alphabet fini de cardinal N, et (X, = &/, 0) le systéme
de Bernoulli unilatére sur .«7. Notons v ’équiprobabilité sur .«7. Le but de cet exercice est,

entre autre, de montrer que la mesure produit N est 'unique mesure d’entropie maximale
pour le décalage de Bernoulli o .

(1) Soit p une mesure de probabilité borélienne invariante par oy sur Xy. Montrer que
hu(oy) <InN.

(2) Montrer quil y a égalité si et seulement si p est la mesure produit vN sur X.

163. L’application h est donc une semi-conjugaison entre les systémes dynamiques topologiques (X, f) et
Y, 9).

164. Plus généralement, montrer que si (X, 8, i, ¢) est un systéme dynamique mesuré, ot X est un espace
métrique compact et 1 une mesure de probabilité, et si X admet une partition mesurable génératrice pour
¢ de cardinal N, alors h,(¢) <InN.
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(3) Calculer I'entropie topologique de o .

(4) Montrer que la mesure produit v” est 'unique mesure d’entropie maximale pour le
systéme de Bernoulli bilatére (X = &%, o).

Exercice E.37. Soit A = (A, 8)a,8cw une matrice carrée de coefficients égaux a 0 ou 1,
qui est irréductible (voir l'exercice E.30). Nous appellerons période d de A le plus grand
diviseur commun de 'ensemble {n > 0 : 3 o € A, (A")aa # 0}. Montrer que A est
apériodique si et seulement si A est irréductible de période 1.

Exercice E.38. Soient 7 et 7’ deux matrices stochastiques apériodiques distinctes, in-
dexées par un méme alphabet fini .«7. Montrer que les mesures de Markov P et P sur
/" sont étrangeres.

Exercice E.39. Soient (X 4,04) un sous-décalage de type fini bilatére de matrice d’inci-
dence A apériodique et P, = {w € ¥4 : 0’} (w) = w} 'ensemble des points périodiques de
o4 de période divisant n. Montrer que, quand n tend vers +oc0, nous avons

Card P, ~ €™ htop(04)

Exercice E.40. Soient M € SL(Z) une matrice hyperbolique, de valeurs propres Aj, Ao,
et ¢pr : T2 — T2 Pautomorphisme linéaire hyperbolique du tore T? associé. Pour tout
n € N — {0}, notons P, = {x € T? : ¢7%,(z) = 2} U'ensemble des points périodiques de ¢/
de période divisant n.

(1) Montrer qu'un point de T? = R?/Z? est périodique pour ¢y si et seulement s'il est
rationnel (c’est-a-dire appartient a Q2/Z?).

(2) Montrer que Card P, = |\ + Ay — 2|.

(3) Montrer que, quand n tend vers 400, nous avons

Card P, ~ ¢"hwor(9a1)
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6.7 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.28 Montrons que, pour tout recouvrement ouvert % de X, nous avons
ho™ %) =ho. %) .

En prenant la borne supérieure sur les recouvrements ouverts % , cela montrera le résultat.
Il découle du lemme 6.1 i) que pour tout m € Z, nous avons N (¢™% ) = N(% ). Donc

n—

1 n—1
o) = lim T N(\ ¢%)= m i N(6"\ 6% = h(6. 7).
i=0 =0

n—oo N n—oo n

Exercice E.30 Il est immédiat que si A est irréductible, alors A n’a pas de ligne ou de
colonne nulle, sinon A™ aurait la méme ligne ou colonne nulle pour tout n € N — {0}.

L’équivalence entre (1) et (2) découle du fait que pour tous les «, 8 € o et k € N—{0},
il existe un chemin orienté de k arétes entre a et 3 si et seulement si (A* )ap # 0.

L’équivalence entre (3) et (4), ainsi que 1’équivalence entre (5) et (6), ont été vues dans
I’exercice E.7.

Appelons suite admissible toute suite finie (o, ..., a,) dans & telle que Ay, , =1
pour 7 = 0,...,n — 1. Toute sous-suite consécutive dans un élément de Y 4 et de X 4 4 est
une suite admissible, par définition de ces espaces. Il existe un ensemble dénombrable de
suites admissibles, que nous notons wg, w1, ... . Si A est irréductible, il existe, pour tout
i € N, une suite admissible commencgant par la derniére lettre de w; et finissant par la
premiére lettre de w;41. Il est donc possible de former un élément wy de ¥ 4 4 qui contient
tous les mots w;, que nous pouvons compléter en un élément w de 3 4. Ceci montre que
I'orbite positive de wy par o4 4 est dense dans X4 4, et que l'orbite positive de w par o4
est dense dans ¥ 4. Donc (1) implique (4) et (6).

Supposons que 'assertion (3) soit vérifiée. Soient «, 5 € 7. Les cylindres [a]p et [B]o
sont des ouverts non vide, car A n’a pas de ligne ni de colonne nulle, donc pour tout
v € o, il existe w € ¥4 tel que wy = ~. Puisque (X4,04) est positivement transitif, il
existe donc n € N— {0} tel que ;" ([8]o) N [c]o soit non vide. Si (z,)nez € X4 appartient
a cette intersection, alors zg = et ¥, = S et Az, 4., = 1 pour i =0,...,n — 1, donc il
existe un chemin orienté de o a 3. Ceci montre I'assertion (2). La méme démonstration en
remplagant Z par N montre que (5) implique (2). Nous avons donc montré ’équivalence
entre les assertions (1) a (6).

Rappelons qu’un espace de Cantor est un espace topologique métrisable compact, to-
talement discontinu, sans point isolé (et que deux tels espaces sont homéomorphes).

Pour toute matrice d’incidence A, les espaces ¥4 et ¥4 sont métrisables compacts
et totalement discontinus, car fermés dans les espaces métrisables compacts et totalement
discontinus ¥ et ¥ 4. Si A est irréductible, ou bien il existe un sommet o € &7 dont partent
au moins deux arétes distinctes, ou bien il existe un unique cycle orienté de longueur
n > Card & passant par tous les sommets du graphe orienté 44 et ne suivant pas deux
fois la méme aréte. Dans le second cas, X4 et ¥ 4 ; sont réduits a une orbite périodique de
période n du décalage o4 et o4 4 respectivement. Dans le premier cas, pour tout w € ¥4
(respectivement w € ¥4 1), pour tout n € N, soit = (zo,...,z)) une suite admissible
telle que xg = wy, et x; = a. Alors I'un des (au moins) deux mots w’ qui coincide avec w
jusqu’au temps n, puis suit la suite admissible z, puis vaut au temps n + k + 1 le sommet
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terminal de 'une des (au moins) deux arétes distinctes partant de «, est différent de w et
a distance au plus e™" de w. Donc les espaces X4 et X4 1 n’ont pas de point isolé, et sont
des espaces de Cantor.

Exercice E.31 Siz = (zpn)nen €t ¥ = (Yn)nen sont deux éléments distincts de X4 4,
alors il existe n € N tel que z,, # y,. Par la définition de la distance (voir les formules (4)),
nous avons d(o’; , (z),0% ,(y)) = 1. Donc (¥4,1,04,+) est expansif, et admet 1 comme
constante d’expansitivité (comme défini avant la proposition 5.19). La derniére affirmation
découle du corollaire 6.21.

La démonstration est la méme pour (X4,04) en remplagant N par Z.

Exercice E.32 (1) Puisque ¢ est 1-lipschitzienne, les distances d% et d coincident pour
tout n € N, donc la suite (N 4 (€))nen est constante. Il suffit alors d’appliquer la proposition
6.5.

Exercice E.33 La moitié de la démonstration de la proposition 6.4 convient. En effet,
pour tout recouvrement ouvert ¥ de Y, le recouvrement ouvert image réciproque h~1# =
{b=Y(V) : V € ¥} de X vérifie N(h=1¥) = N(¥) par le lemme 6.1 i) et la surjectivité
de bh. Donc pour tout recouvrement ouvert % de Y, nous avons

n—oo

n—1 n—1
hg, %)= lim %m N(i\:/og_i%> = lim %m N(b_l i\:/og—i%>

n—oo n

n—1
— lm i N( \ f—ib—l@/) = ([ 07 U) < huop(f) -
1=0

En prenant la borne supérieure sur les recouvrements ouverts % de Y, nous avons donc

htop(g) < htop(f)‘

Exercice E.34 Soit p une mesure d’entropie maximale pour ¢. Supposons qu’il existe
t € [0,1] et v1,v0 € Proby(X) telle que pp =ty + (1 — t)vo. Par la dépendance affine de
I'entropie en la mesure (voir la proposition 6.12 (5)), nous avons

htOp(¢) = hu(¢) =1 hu1(¢) + (1 - t) hV2(¢) < thtOp(¢) + (1 - t) htOp(¢) = htOp((ﬁ) :

Donc si t # 0,1, alors 11 et 9 sont des mesures d’entropie maximale, et elles sont égales
a p si p est unique. Par conséquent, si p est unique, alors p est un point extrémal de
Probg(X), donc est ergodique par la proposition 1.6.

Exercice E.35 (1) Soit ¢ la partition mesurable {[£, 21 [: k=0,...,N — 1}. Alors,
par récurrence sur n dans N — {0}, nous avons

§n—:l/:¢§i :{[%%[ k=0, N"-1},

donc £ est génératrice pour ¢n. Par le théoréme de Kolmogorov-Sinai et la proposition
6.12 (1), pour tout n dans N — {0}, nous avons

In(Card &,) =In N,

S|

1 1
hu(¢N) = hu(¢N7§) = ;)Izlfi 2; H,u(fp) < n Hu(gn) <
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la derniére inégalité ayant lieu, par la proposition 6.11 (1), avec égalité si et seulement si
p(lr, B ) = % pour k=0,...,N" — 1.

2) I1 découle de ce qui précéde que si by, (¢n) = In N, alors les mesures p et A coincident
% K

sur tous les intervalles d’extrémités N-adiques (c’est-a-dire de la forme [%, %[ pour
k=0,...,N"—1et ndans N — {0}). Par densité, ces deux mesures sont donc égales, et

la mesure de Lebesgue A est I'unique mesure d’entropie maximale pour ¢y .

(3) Par le principe variationnel, entropie topologique de ¢ vaut donc

htop(¢N) = sup h“(¢N) =InN.
pEPToby . (X)

Remarque. Il est bien entendu possible d’utiliser 'exercice E.36, I'exercice E.8 (2) et la
proposition 6.20 pour résoudre les questions (1) et (2). Notons toutefois que les systémes
dynamiques topologiques (R/Z, ¢x) et ({0,..., N—1}, o) ne sont pas (topologiquement)
conjugués, car le cercle n’est pas un espace de Cantor, et donc il n’est pas possible d’utiliser
directement la proposition 6.4.

Exercice E.36 (1) Soit £ = {[a] = {(i)ien € X4 : w0 = a} : a € &/} la partition mesu-
rable de X donnée par les cylindres de longueur 1 partant du temps 0. Alors, par récurrence
sur n dans N — {0}, en notant [ag,...,an—1] = {(zi)ien € X4+ 120 =a, ..., Tp—1 = an_1},
nous avons

n—1
&n = \/ o' = {[ao,...,an_l] 1ag, ..., 0n_1 EJZ/} ,
i=0

donc £ est génératrice pour o4 car les cylindres engendrent la tribu borélienne de ¥, . Par
le théoréme de Kolmogorov-Sinai et la proposition 6.12 (1), pour tout n dans N—{0}, nous
avons

In(Card &,) =In N,

S|

1 1
hu(‘7+) = hu(0'+a€) = ;zlngfl ]; Hu(‘fp) < E Hu(&n) <

la derniére inégalité ayant lieu, par la proposition 6.11 (1), avec égalité si et seulement si
w(lag, ..., an—1]) = ﬁ pour ag,...,a,_1 € 4.

(2) Il découle de ce qui précéde que si hy(or) = InN, alors les mesures p et vV
coincident sur tous les cylindres. Par densité, ces deux mesures sont donc égales, et la
mesure produit " est 'unique mesure d’entropie maximale pour ¢.

(3) Par le principe variationnel, 'entropie topologique de o vaut donc

hiop(04) = sup hu(o4) =InN .
peProbs (X)

(4) La démonstration est similaire car la méme partition £ est génératrice pour le
systéme dynamique inversible (X, 0). En effet, pour tout n dans N — {0}, en posant

[@1—n, .00,y an—1] = {(Ti)icz €L X1_p = A1—p, ..., Tp—1 = Ap_1} ,

nous avons

n—1

\/ o7l = {[al_n,...,ao,...,an_l] S R A | E;z/},

i=1—-n
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qui est de cardinal N2"~1,

Exercice E.39 Soit A = A\pax(A) la valeur propre de module maximal de la matrice A.
Par le lemme 6.24, nous avons Card Py = tr AYN. Puisque \ est strictement positive, de
multiplicité 1, et que toutes les autres valeurs propres sont de module strictement inférieur
a A, nous avons tr AN ~ \". Le résultat découle alors de la proposition 6.23.

Exercice E.40 (1) Pour tout x € R?, notons ¥ son image dans T?. S'il existe un entier
n € N — {0} tel que ¢7,(%) = 7, alors M"z — x € Z?. Puisque M est hyperbolique, la
matrice M™ — id est inversible sur R et & coefficients entiers, donc (M" —id)~! € GLa(Q),
et donc z € (M™ —id)~(Z?) c Q?. Par conséquent T € Q?/Z2.

Réciproquement, si 7 € Q?/Z?, alors € Q? appartient a (g, %)jLZ2 avec p, p', q entiers

tels que 0 < p,p’ < g. Par linéarité, pour tout n € N, nous avons M"x € (%”, I—)q;l) + 72 avec
0 < pn,p), < g. Par la finitude du nombre de couples d’entiers positifs au plus ¢, il existe
donc n’ > n tels que M™ x — M"z € Z2. Par conséquent ¢y "(T) =7, et T est un point

périodique de ¢;;.
(2) Notons @ le parallélogramme (M™ —id)([0, 1[?) (avec deux cotés enlevés).

(M™ —id)(1,1)

Comme vu ci-dessus, si € [0,1[%, nous avons l'égalité ¢7,(T) = T si et seulement
si (M™ —id)z € Z%. Donc Card P, = Card(Q N Z?). Ce nombre est égal & l'aire de Q,
c’est-a-dire, par le théoréme de changement de variable (ici linéaire), a | det(M™ —id)|. En
diagonalisant M, et en rappelant que det M = A1 A9 = 1, nous avons donc

Card B, = [(Af — 1)(A — 1)] = A + A5 2]

(3) Si par exemple |[\1| > 1 > |A2], alors, par la proposition 6.39, nous avons

Card P, ~ |[\|" = e htop(da1)
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application ensemblistement, 6
a variation bornée, 38 constante
analytique réelle, 44 d’expansivité, 134
contractante, 46 d’hyperbolicité, 102
de doublement de 'angle, 24, 34 de Lipschitz, 105
différentiable, 57 convergence faible, 77
dilatante, 58 courbe modulaire, 90
du chat d’Arnold, 110 critére de Weyl, 189
du fer a cheval de Smale, 124 crochet de Bowen, 149
équicontinue, 92 cylindre, 9, 185
ergodique, 15
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mot, 8
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compléte, 7
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ordre de Sharkovsky, 10
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e-dense, 167
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mesurable, 171
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produit local, 149, 196
projection
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négativement, 18
positivement, 18
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de Baire, 20
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sous-fibré, 115 de récurrence
instable, 118, 123 de Birkhoff, 23
neutre, 123 de Poincaré, 23
stable, 118, 123 de représentation de Riesz, 14
sous-rectangle de Sard, 153
instable, 198 de semi-conjugaison de Poincaré, 39
stable, 198 de Sharkovsky, 10
spectre, 103, 154, 156 de Stone-Weierstrass, 51
stable, 101, 118, 123 de van der Waerden, 28
structurellement stable, 152 du point fixe de Banach, 49
linéairement, 151 du principe variationnel, 174
suite admissible, 205 ergodique de Birkhoff, 16
suite de Farey, 189 topologie
support, 17 Ct, 113, 131
systéme de Bernoulli C*, 131
bilatére, 8 faible-étoile, 14
unilatére, 8 vague, 14
systéme de Markov, 180 tore, 50
systéme dynamique, 5 totalement discontinu, 9
a temps continu, 5 transformation, 5
a temps discret, 5 transitif, 20
conjugué, 6 positivement, 20
différentiable, 5 topologiquement, 20
de classe C*, 5 translation, 50
inversible, 5 a droite, 50
mesurable, 5 a gauche, 50
mesuré, 5 trivialisation locale, 114
Nord-Sud, 10
structurellement stable, 152 uniformément continue, 105
topologique, 5 unimodulaire, 70
expansif, 134
non errant, 19 valeur
critique, 153
théoréme réguliére, 153
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variation, 13
totale, 14
variation bornée, 38
variété
instable, 147, 196
locale, 143, 195
stable, 147, 196
locale, 143, 195
volume hyperbolique, 81
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