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Préambule.

En mécanique classique, on étudie I’évolution au cours du temps de certains systémes
physiques comme une toupie, un gaz, une étoile et ses planétes ... Si, au temps initial £ = 0,
le systéme est représenté par un point x de ’espace des phases X, alors au temps t, ce
systéme est représenté par un point ¢(x).

Lorsque les équations différentielles qui régissent ce mouvement sont indépendantes
du temps et lorque les solutions sont définies en tout temps, Dégalité ¢! = ¢t o ¢’ est
vérifiée pour tous les ¢,t dans R. On dit que ¢ = (¢!);er est un groupe a un paramétre de
transformations de X.

Lorsque I'on ne dispose pas de formule explicite pour ¢!, on cherche & comprendre le
comportement de ¢'(z) pour t grand. Une telle étude qualitative a été initiée par Poincaré.

Pour clarifier ces phénoménes, les mathématiciens sont sortis du cadre des équations
différentielles, en ne gardant que

e | systéme dynamique & temps continu | un espace (avec des structures appropriées)
X et un groupe a un paramétre de transformations (avec des propriétés appropriées de
préservations de structures) (¢!);er ou

e | systéme dynamique a temps discret | un espace X et une transformation ¢ (pas
forcément inversible) de I'espace X, toujours avec des structures appropriées sur X et des
propriétés appropriées de préservation de structures par ¢.

Dans ce dernier cas, on s’intéresse au comportement asymptotique quand ’entier positif
n est grand des itérations ¢" = ¢po---0 ¢ de ¢.

Pour mener I’étude qualitative du comportement de ¢'(z) pour ¢ grand, deux cadres
s’avérent particuliérement bien adaptés : celui de la théorie de la mesure | théorie ergo-
dique | et celui de la topologie | systéme dynamique topologique, voire systéme dynamique
différentiable quand I’espace des phases est une variété différentielle |. Dans ce cours, nous
étudierons successivement (et indépendamment du point de vue de la validation) ces deux
points de vue. Bien plus que de clarifier les idées de ce sujet, ces cadres plus larges et plus
naturels ont permis leur application & d’autres domaines des mathématiques (théorie des
nombres, théorie des groupes, géométrie différentielle). Nous discuterons de certaines de
ces applications.

Une référence de base pour ce cours est le livre encyclopédique [[<H], dont nous ne
traiterons qu’une toute petite partie. Une partie de ces notes est issue des notes de cours
[ | rédigées avec Yves Benoist, que je remercie. ' Tous les portraits de mathématiciens
qui apparaissent en note de bas de page de ce cours sont extraits de Wikipedia, sauf ceux
d’Anosov, Denjoy, Kingman, Nikodym, Renyi et Stone, venant de https ://mathshistory.st-
andrews.ac.uk/Biographies.

Pour tous les p,q € Z, nous noterons [p, q] = [p, ¢] N Z 'intervalle entier d’extrémités
P, q, et de méme avec les intervalles semi-ouverts et ouverts. Si A et B sont deux ensembles,
nous noterons ANB = {z € A:z ¢ B}. Si X est un espace topologique, nous noterons
CY(X;R) ou C°(X;C) I'espace vectoriel réel ou complexe des fonctions continues réelles
ou complexes sur X. Lorsque X est compact, nous le munirons sauf mention explicite du
contraire de la norme de la convergence uniforme f +— || f|| = max,ex |[f(z)], qui en fait
un espace de Banach.

1. Je remercie Jean Lécureux, les étudiants de 'année 2023-2024 pour leurs corrections, en particulier
Siwei Liang, Chen Longteng, et Jean-Baptiste Stiegler (pour ses longues listes de correction super utiles!),
et ceux de 2023-2024, en particulier Hugo Coéme.



Caveat. Conformément a ’enseignement gaulois de N. Bourbaki, tous les espaces com-
)
pacts, localement compacts ou o-compacts sont, par définition, séparés.



0 Vocabulaire des systémes dynamiques et exemples fonda-
mentaux

Ce chapitre 0 est commun aux deux parties de ces notes de cours, la partie I étant
consacrée a la théorie ergodique et la partie II étant consacrée aux systémes dynamiques
topologiques et différentiables, méme si les liens sont nombreux.

Rappelons que si (Y, %, v) est un espace mesuré, si (Y',€”") est un espace mesurable,
et si ¢ : Y — Y’ est une application mesurable, la mesure image 1.(v) de v par f (notée
v 81l 0’y a pas d’ambiguité de parenthésage) est la mesure sur (Y',4”) définie par
P,v(C') = v(3p~1(C")) pour tout C' € €’. Notons que si (Y”,%") est un autre espace
mesurable et si ¢’ : Y’ — Y est une autre application mesurable, alors

(ﬁ/ 01)uv = T/};(T/}*V) .

Rappelons que si (Y, €, v) et (Y, 4", 1) sont deux espaces mesurés, nous dirons qu’une
application ¢ : Y — Y’ préserve la mesure si ¢ est mesurable et si ¢, = 1/ (ou de maniére
équivalente, si v(f o) = V/(f) pour toute application f : Y/ — [0, 4o00[ mesurable, voir
par exemple [Coh]). Lorsque (Y, %, v) = (Y',%4”,1/), nous dirons aussi que v est invariante
par .

Rappelons que si X est un ensemble, un groupe a un parameétre sur X est une famille
¢ = (¢' : X = X)icr indexée par R d’applications de X dans X telle que ¢ = id et
¢t = ¢* 0 ¢! pour tous les s,t € R. En particulier, pour tout ¢ € R, I'application ¢’ est
une bijection de X, d’inverse ¢—*.

Nous renvoyons par exemple a [Laf, | pour les définitions élémentaires sur les
variétés différentielles. Nous n’en aurons pas besoin dans la partie I de ce cours, et guére
besoin dans la partie II. Rappelons qu’une variété différentielle (réelle, lisse) de dimension
d est un couple (X, .o7) ou

e X est un espace topologique métrisable séparable

e o/ est un ensemble de couples (U, ) (appelées les cartes de o7), ot U est un ouvert
de X et ¢ un homéomorphisme de U sur un ouvert de R,
tels que &7 soit un atlas de classe C* (c’est-a-~dire tel que les domaines U de ses cartes
(U, ¢) recouvrent X et tel que pour toutes ses cartes (U, p) et (U’,¢"), Iapplication de
changement de cartes ¢’ o =t : (U NV) — ¢'(UNV) soit un diffeomorphisme C*
entre ouverts de R?), et qui est maximal (pour l'inclusion). L’exemple de base est celui
des ouverts non vides Q de R? (muni de I'unique atlas de cartes lisse maximal contenant
la carte (U = Q,p = id), cet atlas maximal (n’ayant aucune utilité) étant constitué
de tous les diffsomorphismes C* entre un ouvert de Q et un ouvert de R?). Pour tout
k € (NN{0}) U {oo}, une fonction f d’une variété différentielle (X, o) dans une variété
différentielle (X', «7’) est différentiable de classe C* si f est continue et si pour toutes
les cartes (U, ¢) de 'atlas o7 et (U’,¢") de atlas &7’ telles que f(U) C U’, application
@ ofopt:plU)— ¢ U') entre ouverts de R? est de classe C*. Dans la partie 11, les
ouverts non vides de R? suffiront de maniére prépondérante. Et nous n’aurons besoin en
plus que

e des sous-variétés lisses M de RY (munies de I'unique atlas de cartes lisse maximal
contenant les inverses (¢¥(V),v~1) des paramétrages locaus (V,v) de M ot V est un ouvert
non vide de R% et ¥ : V' — RY une immersion lisse, d’image un ouvert de M, et qui est
un homéomorphisme sur son image) et



o des variétés quotients F\)? d’une vari¢té différentielle lisse X de dimension d par un
groupe I' agissant librement et proprement par difféomorphismes lisses sur X (munies de
Punique atlas de cartes lisse maximal contenant les (7(U), ¢ o (my)~") ot (U, @) est une

carte locale de X telle que U N yU = 0 pour tout v € I~{id}, et 7 : X — X = F\)Z'
est la projection canonique). L’exemple de base est Td = R? / Z% mais travailler avec des
fonctions lisses Z%-périodiques sur R? revient au méme que de travailler avec des fonctions
lisses sur T¢.

Un systéme dynamique? est un couple ()?, @) (on parle alors de systéme dynamique a
temps discret) ou ()? ,& = (¢")er) (on parle alors de systéme dynamique a temps continu),
o X , appelé 'espace des phases (et noté souvent par abus juste par son ensemble sous-
jacent X), est

e un espace mesurable (X, %) — on parle alors de systéeme dynamique mesurable —, ou

e un espace mesuré® (X, %, u) — on parle alors de systéme dynamique mesuré, et de
systeme dynamique probabilisé lorsque p est une mesure de probabilité —, ou

e un espace topologique (X, &) — on parle alors de systéme dynamique topologique —,
ou

e une variété différentielle (X, /) — on parle alors de systéme dynamique différentia-
ble —,

et ou bien ¢ : X — X est une application appelée la transformation du systéme dynamique
a temps discret ou bien ¢ = (¢! : X — X)4cr est un groupe a un paramétre sur X, appelé
le flot du systéme dynamique a temps continu, qui vérifie respectivement

e ¢ est mesurable ou ¢! est mesurable pour tout t € R,

e ¢ préserve la mesure ou ¢! préserve la mesure pour tout ¢ € R,

e ¢ est continue ou lapplication (t,z) — ¢!(z) de R x X dans X est continue,

e ¢ est différentiable de classe C* ou I'application (t,x) +— ¢'(x) de R x X dans X est
différentiable de classe C*, ott k € Nx{0}, et on parle de systéme dynamique différentiable
de classe C* lorque nous voulons préciser k.

Sauf lorsqu’il convient de préciser la tribu (o-algébre) %, la mesure u, la topologie
O ou latlas de cartges 7, nous noterons par abus (X, ¢) au lieu de (X, ¢) a partir de
maintenant.

Exemples. (1) (Inversibilité) Un systéme dynamique a temps discret (X, ¢) est dit
inversible si 'application ¢ est bijective, et si (X, ¢~!) est encore un systéme dynamique du
méme type (mesurable, mesuré, topologique, différentiable de méme classe). Nous appelle-
rons temps 1 d’un systéme dynamique & temps continu (X, (¢');cr) le systéme dynamique
a temps discret (X, ¢'), qui est du méme type et inversible.

(2) (Appauvrissement de structure) Si (X, %, u, ) est un systéme dynamique
mesuré, alors (X, %, ¢) est un systéme dynamique mesurable. Si (X, 0, ¢) est un systéme
dynamique topologique et si & est la tribu des boréliens de X, alors (X, %, ¢) est un

2. Nous ne considérerons pas dans ce cours des systémes dynamiques constitués d’une action d’un
groupe ou d’un pseudo-groupe sur un espace, pourtant si intéressants.

3. Sauf mention explicite du contraire, toutes les mesures dans ce texte sont des mesures positives,
et toutes les mesures sur un espace topologique sont des mesures boréliennes, éventuellement boréliennes
complétées. Nous supposerons en effet souvent et implicitement que la tribu (aussi appelée o-algébre) £
est compléte pour p, c’est-a-dire que toute partie d’un ensemble de Z de mesure nulle appartient encore &
A, ce qui ne pose pas de probléme.



systéme dynamique mesurable. Si (X, &7, ¢) est un systéme dynamique différentiable et si
O est la topologie sur X définie par l'atlas o7 (c’est-a-dire la topologie sous-jacente de la
variété différentielle (X, 7)), alors (X, 0, ¢) est un systéme dynamique topologique. Pour
tous les entiers k < K/, si (X, ¢) est un systéme dynamique différentiable de classe Ck/,
alors (X, ¢) est aussi un systéme dynamique différentiable de classe C*, en munissant X
de I'atlas de cartes maximal de classe C* contenant son atlas C¥'.

Soient (X, ¢) et (X', ¢) deux systémes dynamiques, tous deux a temps discret (respec-
tivement & temps continu). Une semi-conjugaison ensembliste de (X, ¢) dans (X', ¢') est
une application h : X — X’ surjective telle que

ho¢=¢' oh (respectivement ho ¢’ = gb’t oh pour tout t € R) .

On dit que h est une conjugaison ensembliste si h est une bijection. Un systéme dyna-
mique est ensemblistement semi-conjugué (respectivement ensemblistement conjugué) a un
autre systéme dynamique s’il existe une semi-conjugaison (respectivement conjugaison)
ensembliste du premier dans le second.

Dans le cas de deux systémes dynamiques (X, ¢) et (X', ¢') clairement identifiés comme
mesurables, mesurés, topologiques ou différentiables de classe C*, une semi-conjugaison de
(X, ¢) dans (X', ¢') est une semi-conjugaison ensembliste qui est de plus une application
mesurable, préservant la mesure *, continue ou différentiable de classe C* respectivement.
Le systéme dynamique (X', ¢') a Parrivée est alors appelé un facteur du systéme dynamique
de départ (X, ¢). De méme une conjugaison est une conjugaison ensembliste qui est de
plus bimesurable, préservant la mesure ainsi que son inverse®, un homéomorphisme ou
un C*-diffeomorphisme, respectivement. Deux systémes dynamiques mesurables, mesurés,
topologiques ou différentiables de classe C* sont conjugués sil existe une conjugaison entre
eux. La relation « étre conjugué a » est une relation d’équivalence sur tout ensemble de
systémes dynamiques de méme type. En cas de doute, ou par exemple lorsque le degré
de régularité de la (semi-)conjugaison est inférieur a celui des systémes dynamiques, il est
fortement conseillé de préciser quelle est la nature de la (semi-)conjugaison : mesurable,
mesurée, topologique, de classe C*, respectivement.

0.1 Orbites et orbites périodiques

Si f:Y — Y est une application d’'un ensemble Y dans lui-méme, nous noterons
f% = id et par récurrence® f"t! = fo f* = f?o f pour tout n € N. Si de plus f est
bijective, nous noterons f~" = (f~1)" pour tout n € N.

Soient (X, ¢) un systéme dynamique et x un point de l'espace des phases X.
Si (X, ¢) est a temps discret, I’orbite positive de x (parfois juste appelée orbite), notée
Ot (z) (ou ﬁ;(a:) voire ﬁ& 8 (z) quand nous voulons préciser), est

0" (z) = {¢"(x) : neN}.

4. Dans le cas de deux systémes dynamiques mesurés, on demande que la semi-conjugaison soit seule-
ment définie sur un ensemble invariant (voir la partie 0.2 pour une définition) de mesure totale, et on ne
demande pas la condition de surjectivité de la semi-conjugaison, car la condition de préserver la mesure
implique que 'image est de mesure totale.

5. On demande seulement que la conjugaison et son inverse soient définis sur un ensemble invariant
(voir la partie 0.2) de mesure totale.

6. Lorsque Y est un groupe multiplicatif et y € Y, le lecteur prendra bien garde & ne pas confondre

f*y) = (Fo---of)y) et F(y)" = fly) x - x fy).
10




Si (X, ¢) est a temps continu, 1’ orbite positive de x, notée &1 (x) (ou ﬁd'f(:c) voire ﬁ& %) (z)
quand nous voulons préciser), est

Ot (x) ={¢'(x) : t€[0,+00[}.

Si (X, ¢) est a temps discret et inversible, I’orbite (parfois appelée orbite compléte) de
z, notée O(z) (ou Og(w) voire O(x 4)(r) quand nous voulons préciser), est

Ox) ={¢"(x) : neZ}.

Si (X, ¢) est a temps continu, 'orbite (parfois appelée orbite compléte) de x, notée O(x)
(ou Oy(x) voire Ox 4)(z) quand nous voulons préciser), est

O(z) = {¢'(z) : t€R}.

Lorsque (X, %, u,¢) est un systéme dynamique mesuré, la théorie ergodique s’intéresse
principalement au comportement de l'orbite positive (ou de 'orbite compléte dans le cas
inversible ou & temps continu) par ¢ de p-presque tout point de X.

Si (X, ¢) est a temps discret, le point x est dit périodique s’il existe n € N\ {0} tel
que ¢"(z) = x. Si (X, ¢) est & temps continu, le point x est dit périodique s'il existe t > 0
tel que ¢!(z) = z. Une orbite périodique est 1'orbite positive d'un point périodique. Nous
noterons Per(¢) I'ensemble des points périodiques pour le systéme dynamique (X, ¢).

La période d’'un point périodique x d’un systéme dynamique a temps discret (X, ¢) est
le minimum des n € N\ {0} tels que ¢"(z) = x, ou de maniére équivalente, le cardinal de
son orbite positive. La période d’'un point périodique x d’un systéme dynamique & temps
continu (X, (¢')icr) est la borne inférieure ” des t > 0 tels que ¢'(z) = x.

Remarque. Si h : X — X’ est une semi-conjugaison (ensembliste) entre deux systémes
dynamiques (X, ¢) et (X', ¢’) de méme type, alors pour tout temps ¢ (dans N s’ils sont a
temps discret, dans Z s’ils sont a temps discret et inversibles, et dans R §’ils sont a temps
continu), lapplication h est aussi une semi-conjugaison (ensembliste) entre les systémes
dynamiques a temps discret (X, ¢') et (X’, gb’t). La semi-conjugaison h

e envoie point périodique sur point périodique :

h(Per(¢)) C Per(¢') , (1)

e envoie toute orbite positive de (X, ¢) dans une orbite positive de (X', ¢') :
VaeX, h(0H@)C o (hw)), 2)

e et envoie toute orbite dans une orbite dans le cas & temps discret inversible, ou &
temps continu :

VzeX, h0)c o). (3)

De plus, si (X', ¢') est ensemblistement conjugué a (X, ¢) par une conjugaison ensembliste
h: X — X', alors z est un point périodique de (X, ¢) si et seulement si h(z) est un point
périodique de (X', ¢'), et les périodes de x et h(x) sont alors égales.

7. Si (X, (¢")ter) est un systéme dynamique topologique et si X est séparé, alors cette borne inférieure
est un minimum.
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Exemples. (1) Dans ce texte, nous noterons S; = {z € C : |z| = 1} le cercle unité du
plan réel euclidien usuel. La rotation d’angle 0 € R/27Z est ’homéomorphisme de S; dans
Sy défini par
z ez

Elle est dite rationnelle si 8 € 2mQ, et irrationnelle sinon. Le systéme dynamique & temps
discret (S, z — €¥2) est inversible. Si § = 277% avec p € Z, ¢ € NN {0}, et p et ¢ premiers
entre eux, alors tout point de S; est périodique de période ¢ pour la rotation d’angle 6.
Une rotation irrationnelle n’a pas d’orbite périodique, et toute orbite est dense.

(2) Soit &7 un ensemble non vide, muni de la topologie discréte, appelé un alphabet.
Nous généraliserons cet exemple dans la partie 0.2. Le systéme de Bernoulli® unilatére
(respectivement bilatére) d’alphabet o7 est le systéme dynamique topologique & temps
discret (X4, 04) (respectivement (X, 0)) ot

e lespace des phases est I'espace topologique produit ¥, = &N (respectivement
Y = &%), dont les éléments (z,,)nen (respectivement (z,,)nez) sont appelés des mots
infinis unilatéres (respectivement bilatéres) sur o7,

e la transformation o (respectivement o), appelée décalage'® de Bernoulli a gauche
est 'application qui & une suite (2, )nen (respectivement (z,,)nez) associe la suite (Yn)nen
(respectivement (Ypn)nez) OU yYn = Tpy1 pour tout n dans N (respectivement Z).

Le systéme de Bernoulli unilatére (X4, 04 ) est non inversible si le cardinal de &7 est
au moins 2. Le systéme de Bernoulli bilatére (X, o) est inversible.

Le systéme de Bernoulli unilatére est un facteur du systéme de Bernoulli bilatére. En
effet, application notée 74 : ¥ — X, appelée I'application d’oubli du passé (terminologie
que nous préférons a celle d’extension naturelle), définie par (z)nez — (Tn)nen, st une
semi-conjugaison : nous avons

ML 00 =04 0T .

Puisque o7 est discret, les espaces des phases ¥4 et X des systémes de Bernoulli sont
totalement discontinus '' et métrisables respectivement pour les distances

)

V&= (Tn)neN, Y= Un)nen € X4, d(z,y) = ¢~ sup {NVEN: Yne[O.N], wn =n }

Vo = (2)nez ¥ = (yn)nez € 5y d(z,y) = ¢S INEN: Va€l-NNL an=ua} (g

8. En effet, si a = % ¢ Q, alors pour tout to € R, la partie to + Za + Z est dense dans R et s’envoie,

2imtg

2imt

par le revétement (universel) de R dans S défini par ¢ — €™, sur lorbite de zg = ¢ par la rotation

d’angle 6.

Jacques Bernoulli Georg Cantor ~ George Boole Constantin

Eugene Dynki
1654-1705 1845-1918 1815-1864 Carathéodory 1924-2014
9 1873-1950

10. « shift » en anglais

11. Un espace topologique est totalement discontinu si ses composantes connexes sont des singletons.
Tout produit d’espaces discrets (muni de la topologie produit) est totalement discontinu. Voir par exemple
[Dug].
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avec les conventions usuelles 2 que sup® = 0 et e~ = 0. Lorsque l’alphabet .27 est fini
(ce qui sera en général le cas dans ces notes de cours) de cardinal au moins 2, les espaces
des phases ¥, et ¥ sont compacts, homéomorphes & un espace de Cantor ?. '3

Ces deux distances sont complétes. En effet, considérons le cas unilatére, le cas bilatére
se traite de maniére similaire. Soit (z' = (:Uil)neN)ieN une suite de Cauchy dans (X4, d).
Alors pour tout n € N, il existe k, € N tel que si 4,5 > ky, alors d(z%,27) < e~™. Nous

w) = b a) = 2% .zl = 2 pour tout j > k. Posons y, = zfn pour tout n € N.

Alors la suite (2%);ey converge vers (Y, )nen dans (34, d).
Appelons cylindre (initial) du systéme de Bernoulli unilatére toute partie de X de la

forme
[(L.Oa'” 7xp] = {(yn)nEN € 2-{- Vne [[Ovp]]7 Yn = Q?n}

pour p dans N et zg,--- ,x, € &/. Nous dirons que la longueur de ce cylindre est p + 1.
L’ensemble des cylindres de (¥4,04) est une base d’ouverts de ;. Appelons cylindre
(centré) du systéme de Bernoulli bilatére toute partie de ¥ de la forme

[x_lh U 7$P] = {(yn)nez € Z : vn c [[_pvp]]a Yn = .’I,'n}

pour p € Net x_p,---,z, € &/. Nous dirons que la longueur de ce cylindre est 2p + 1.
L’ensemble des cylindres de (3, o) est une base d’ouverts de .

Les points périodiques de o (respectivement o) sont les mots (z,)nen (respectivement
(n)nez) périodiques, c’est-a-dire tels qu'il existe k& € N\{0} tel que x,, 4 = x,, pour tout n
dans N (respectivement Z). Lorsque 7 est fini, nous laissons au lecteur le soin de calculer
le nombre de points périodiques de période (exactement) p € N donnée.

Les ensembles des points périodiques Per(oy) et Per(o) sont denses dans ¥, et
respectivement. En effet, dans le cas bilatére (I’argument est similaire dans le cas unilatére),
pour tous les N € N et © = (zp)nez € 2, si ¥y = (Yn)nez € X vérifie y, = z, pour
—N <n < N et yprant1 = Yn pour tout n € Z, alors y est périodique et & distance au
plus eV de z.

0.2 Parties invariantes et mesures invariantes
La notion d’invariance pour les parties d’un espace des phases se décline en trois aspects.

a) Soit (X, ¢) un systéme dynamique. Une partie Y de 'espace des phases X est dite
positivement invariante si ¢'(Y) C Y pour tout temps ¢ > 0 (toujours avec la convention
que t est entier si le temps est discret, et il suffit alors de le vérifier pour ¢t = 1).

12. Ici, () est considérée comme une partie de N; dans le cas de R, la convention pourrait étre différente.

13. Rappelons (voir par exemple | |) qu’un espace de Cantor est un espace topologique compact
métrisable totalement discontinu sans point isolé, et qu’ils sont tous homéomorphes a [’espace de Cantor
triadique K3 = { 370, % :a; € {1,2} }.

i=1 3%
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Par exemple, une orbite positive est positivement invariante, et si (X, ¢) est un systéme
dynamique topologique, alors I’adhérence Y de toute partie positivement invariante Y ’est

encore. 14

b) Soient (X, ¢) un systéme dynamique topologique ou différentiable, et Y un sous-
espace topologique ou une sous-variété de X respectivement, dont I’ensemble sous-jacent
est une partie positivement invariante de X.

Si (X, ¢) est a temps discret, alors (Y, ¢|y) est un systéme dynamique topologique ou
différentiable, & temps discret, appelé la restriction de (X, ¢) a Y.

Si (X, ¢) est a temps discret et inversible (respectivement s’il est & temps continu), alors
Y est dite invariante, ou globalement invariante lorsqu’il convient d’insister, si ¢'(Y) C Y
pour tout temps ¢, ou, de maniére équivalente, si ¢!(Y) = Y pour tout temps t. Ceci
implique que (Y, ¢|y) (respectivement (Y, (¢! |y )ier)) est un systéme dynamique topolo-
gique ou différentiable, a temps discret inversible (respectivement & temps continu), appelé
la restriction de (X,¢) a Y. Par exemple, si A est une partie de X, alors I'intersection
MNiez @'(A) en temps discret et (e ¢'(A) en temps continu est un sous-espace topolo-
gique ' globalement invariant.

¢) Soit (X, ¢) un systéme dynamique mesurable (respectivement mesuré) a temps dis-
cret. Une partie mesurable Y de X est dite invariante® si ¢=1(Y) = Y. Cette condition
implique la condition d’étre positivement invariante, mais elle est en général bien plus forte
que la condition d’étre positivement invariante. Par exemple, si A est une partie mesurable,
alors les parties suivantes sont mesurables et invariantes :

e limsup,cy ¢ "(A) = Npeny Upsn @ 7(A4), qui est 'ensemble des éléments = € X tels
qu’il existe une infinité de k& € N pour lesquels ¢*(z) € A,

o liminf,en ¢ "(4A) = Upen Nisn @ F(A), qui est Pensemble des éléments x € X, tels
que pour tout k € N assez grand, nous ayons qﬁk(m) € A.

Notons £ la tribu (respectivement # et u la tribu et la mesure) de (X, ¢). Si une
partie invariante Y est munie de la tribu induite ! %y (respectivement de la tribu induite
By et de la mesure restreinte '® 2y de pa By, alors (Y, ¢ly) est un systéme dynamique
mesurable (respectivement mesuré), appelé la restriction de (X, ¢) a Y.

Notons A la différence symétrique d’ensembles, définie par AAB = (ANB)U (BN A)
pour tous les ensembles A et B. Si (X, ¢) est un systéme dynamique mesuré a temps
discret, et si p est sa mesure, une partie mesurable Y de X est dite presque invariante?
si u(¢p 1 (Y)AY) = 0.2

Si (X, ¢) est un systéme dynamique et si f : X — C est une application, nous dirons

14. En effet, en temps discret (la démonstration est analogue en temps continu), soit € Y. Pour tout
voisinage ouvert U de ¢(x), montrons que U rencontre Y, ce qui implique que ¢(z) € Y. L’ouvert ¢~ (U),
qui contient z, rencontre Y. Siy € ¢~ (U)NY, alors UNY contient ¢(y), car Y est positivement invariante.
Donc U NY est non vide.

15. Lorsque (X, ¢) est un systéme dynamique différentiable et A une sous-variété, la partie [,y '(A)
ou N,cr @' (A) n’est pas forcément une sous-variété, voir par exemple la partie 11.5.

16. Bien noter la différence sémantique entre le cas des systémes dynamiques topologiques ou différen-
tiables et celui des systémes dynamiques mesurables ou mesurés.

17. Vensemble By = {Y N B : B € A} des intersections avec Y des parties mesurables de X

18. Il convient de ne pas confondre la mesure restreinte p| g, avec la mesure induite (voir I'exercice E.17)
wy de psur Y, celle-ci n’étant définie que lorsque la mesure de Y est finie non nulle, par py = ﬁu‘ggy.

19. ou p-presque invariante lorsqu’il convient de préciser

20. Remarquons que p(AAB) = |14 — 15[|L1(,) pour toutes les parties mesurables A et B de X.
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que f est invariante®' si f o ¢ = f en temps discret et si f o ¢! = f pour tout t € R en
temps continu. Nous dirons dans les deux cas que f o ¢ = f. Par exemple, si f = 14 est la
fonction caractéristique d’une partie A de X, et si (X, ¢) est a temps dicret et inversible ou
& temps continu, alors dire que f est invariante est équivalent & dire que A est globalement
invariante. Si (X, u, ¢) est un systéme dynamique mesuré, nous dirons que f est presque
invariante® si fo¢ = f presque partout en temps discret et si pour tout ¢ € R, nous
avons 1'égalité f o ¢! = f presque partout. Nous dirons dans les deux cas que fo ¢ = f
presque partout.

Développons maintenant la notion de mesure invariante (voir le début de la partie 0
pour des définitions). Si (X, %, ¢) est un systéme dynamique mesurable, et si p est une
mesure sur (X, %), rappelons que p est invariante par ce systéme dynamique 23 si pour
tout temps ¢ (dans N ou Z en temps discret (il suffit alors de vérifier pour ¢ = 1) et dans
R en temps continu), nous avons

(")t = g1 -
Par la définition de l'intégrale des fonctions positives mesurables et celle des fonctions
intégrables (voir par exemple [Coh, §2.3]), la mesure p est invariante si et seulement si

pour tout temps t (il suffit de vérifier pour ¢ = 1 en temps dicret) et pour toute fonction
mesurable f: X — [0, 4+00[, nous avons

/Xfmbtdu:/xfdu-

et si et seulement si pour tout temps t, nous avons
v f e LN(X, p), /Xf0d>tdu=/deu-

Par la linéarité et la continuité en f € L'(X,u) de I’égalité ci-dessus, la mesure yu est
invariante si et seulement s’il existe une partie & de L!(X, 1) engendrant un sous-espace
vectoriel dense de IL'(X, 1) tel que pour tout temps ¢ (il suffit de vérifier pour ¢ = 1 en
temps dicret), nous ayons

Vfeé&, /Xfoqbtd,u:/xfd,u. (5)

Par exemple, la mesure de comptage sur une orbite périodique d’un systéme dynamique
a temps discret est une mesure invariante. Nous construirons dans la partie 6 de nombreuses
mesures invariantes sur les systémes de Bernoulli, autres que ces mesures de comptages sur
les orbites périodiques.

Donnons des critéres pratiques, qui essayent de minimiser le nombre de vérifications,
pour montrer qu'une application ¢ préserve la mesure p. Ceci signifie a priori de vérifier
que (¢4p)(B) = u(B) pour tout B dans la tribu (o-algébre) 2, et celle-ci est en général

non dénombrable. Restreindre ce nombre de vérifications est fondamental. 2

21. ou ¢-invariante lorsqu’il convient de préciser

22. ou p-presque partout ¢-invariante lorsqu’il convient de préciser

23. ou ¢-invariante lorsqu’il convient de préciser

24. Une autre approche (voir la partie 0.3), dite fonctionnelle, dans le cas ou l'espace des phases est
un espace topologique localement compact & base dénombrable d’ouvert, est de minimiser le nombre de
vérifications que pour toute fonction réelle f € C§(X;R) sur X, continue et s’annulant & I'infini, nous
avons fX foopdu= fx f du, en ne vérifiant cette égalité que pour une famille aussi petite que possible de
telles fonctions f.
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Soit X un ensemble. Une algébre de Boole® de parties de X est une partie & de ’en-
semble #(X) des parties de X, contenant (), telle que l'intersection de deux éléments
quelconques de &, et le complémentaire de tout élément de &, soient des éléments de &.
En particulier, nous avons X € &.

Un semi-anneau de Boole sur X est une partie & de l'ensemble Z(X) de toutes les
parties de X, contenant (), telle que I'intersection de deux éléments de & soit un élément de
&, et la différence ANB ={z € A:x ¢ B} de deux éléments A et B de & soit une union
finie d’éléments de &. Par exemple, une algébre de Boole est un semi-anneau de Boole, et
I’ensemble des intervalles semi-ouverts de R est un semi-anneau de Boole, mais pas une
algébre de Boole.

Un 7-systéme sur X est une partie & de I'ensemble &?(X) de toutes les parties de
X, qui contient X et telle que 'intersection de deux éléments de & appartienne a &. Par
exemple, un semi-anneau de Boole est un 7-systéme. Nous verrons un exemple important
a la fin de cette partie 0.2.

Le résultat suivant, qui utilise le procédé de Carathéodory ? de construction de mesures
par les mesures extérieures, est contenu par exemple dans | , Theo. 9.22] pour I'assertion
(1) et dans [Cob], | , page 23| pour 'assertion (2). Nous donnons deux versions, car
en fonction des exemples étudiés, il n’est pas toujours facile de vérifier la propriété de
o-additivité sur le semi-anneau de Boole qu’il est pourtant naturel de considérer.

Théoréme 0.1. (Théoréme d’extension de Carathéodory)
(1) Soient & un semi-anneau de Boole sur un ensemble X, B la o-algébre engendrée par
& et u:& — [0,+00] une application vérifiant :
(o-additivité sur &) pour toute suite (Cyp)pen d’éléments de & deur & deux

disjoints et de réunion appartenant a &, nous avons (U, cx Cn) = 2 pen #(Ch).

Alors o se prolonge en une mesure (encore notée p) sur B. De plus, si p est o-finie
sur & (c’est-a-dire si X est une union dénombrable d’éléments de & de mesure finie
pour ), alors cette extension est o-finie et unique.

(2) Soient & une algébre de Boole de parties d’un ensemble X et % la o-algébre de parties
de X engendrée par &. Considérons p: & — [0,400| une application vérifiant

i) Uapplication p est o-finie sur & : l’ensemble X est une union dénombrable d’élé-
ments de & dont l’image par i est finie,

ii) Uapplication p est additive sur & : pour tous les éléments C1,Cy de & d’intersec-
tion C1 N Cy vide, nous avons ’égalité p(Cy1 U Cy) = u(Ch) + p(Co),

i11) Uapplication p est continue sur & : pour toute suite décroissante (pour linclusion)
(Cn)nen d’éléments de & telle que p(Co) < 0o et (,enCn = 0, nous avons
lim u(Cy) =0.
n—oo

Alors u se prolonge de maniére unique en une mesure o-finie sur AB. O

En particulier, si X € & et si l'application p : & — [0, +00] comme dans I’énoncé (1)
ou (2) ci-dessus vérifie de plus u(X) = 1, alors son extension p est unique et c’est une
mesure de probabilité.

Proposition 0.2. Soit (X, %) un espace mesurable.
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(1) Deuzx mesures o-finies sur (X, ), qui coincident sur un sous-semi-anneau de Boole
de # (et en particulier sur une sous-algébre de Boole de #) qui engendre la o-algébre
A, sont égales.

(2) Deuz mesures finies sur (X, %), qui coincident sur {X} et sur un w-systéme constitué
d’éléments de B engendrant la o-algébre B, sont égales.

(3) Soient (X, o/, ) et (Y,%B,v) deux espaces mesurés et ¢ : X — Y wune application
mesurable. Soit € une semi-algébre de Boole dans £ (i.e. une partie € de %, contenant
0, telle que lintersection de deuz éléments de €, et le complémentaire d’un élément
de €, soient une union finie disjointe d’éléments de € ), qui engendre la o-algébre A.
Si v est o-finie sur € et si ¢ préserve la mesure sur €, i.e. si

VBeE, ¢ (B)ed et u(¢ '(B))=v(B),
alors ¢ préserve la mesure.

Démonstration. (1) Ce premier critére d’égalité est une conséquence de 'unicité dans
'assertion (1) du théoréme d’extension de Carathéodory ci-dessus.

(2) Ce second critére d’égalité utilise les arguments de classe monotone de Dynkin, ?
nous renvoyons a [Coh, Coro. 1.6.3].

(3) Soit & l'ensemble des unions finies disjointes d’éléments de €. Alors & est une
algébre de Boole, et les mesures ¢, et v coincident sur &. Par 'unicité dans le théoréme
0.1 (2), ces mesures sont égales, donc ¢ préserve la mesure. O

Exemples. Nous généralisons maintenant les exemples (1) et (2) de la partie 0.1, en
oubliant la topologie, mais en rajoutant des mesures invariantes. Nous donnons aussi des
exemples de mesures invariantes venant de la physique, en particulier de la théorie des gaz
parfaits.

(1) (Systémes de Kronecker *°)
Soit G un groupe topologique ?° localement compact. Il existe une mesure vg sur G in-
variante par toutes les translations a gauche )\, :  — gz ol ¢ € G, unique modulo par
multiplication par un réel strictement positif, appelée la mesure de Haar?® de G, voir par

& 3

4 e N I, v
Leopold Kronecker Alfred Haar  Henri Lebesgue Joseph Liouville Augustin Cauchy
25. 1823-1891 1885-1933 1875-1941 1809-1882 1789-1857
26. Un groupe topologique est un groupe GG muni d’une topologie qui rend continues les applications
de multiplication et de passage & l'inverse, ou, de maniére équivalente, qui rend continue l'application
(x,y) — zy~* de G x G dans G. Par exemple, si K = R ou K = C, en munissant tout espace vectoriel sur K
de dimension finie de I'unique topologie définie par n’importe quelle norme (elles sont toutes équivalentes),
tout sous-groupe de GLx(K) muni de la topologie induite par celle de l'espace vectoriel .Zn (K), est
un groupe topologique, car les opérations de multiplication des matrices et de passage a 'inverse sont
respectivement polynomiale et rationnelle (de dénominateur ne s’annulant pas) en les coefficients. Un
morphisme de groupes topologiques entre deux groupes topologiques est un morphisme de groupes continu.
Pour tout g dans G, nous noterons Ay et pg les homéomorphismes de G définis par Ay : z — gz
(translation & gauche) et py : x — xg~" (translation & droite, certains ouvrages utilisent  +— xg).
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exemple [\Wei]. Par exemple, la mesure de Lebesgue 2°

vg de G = (R, +) telle que v¢([0,1]) = 1.

Lorsque G est compact, la mesure de Haar normalisée vg de G est I'unique mesure
de Haar de G qui est une mesure de probabilité probabilité. Par exemple, si G = (Sq, %),
alors I'unicité et I'invariance de la mesure de Lebesgue de R par translations montre que
la mesure de Haar normalisée vg de G est déterminée par

sur R est 'unique mesure de Haar

1 2w )
VfeCUSuR), va(f)=o [ fle)db.
T Jo
Nous appellerons systéme de Kronecker tout systéme dynamique topologique (G, Ay) ou
tout systéme dynamique mesuré (G,vg,Ag) ot ¢ € G. Nous étudierons les propriétés
ergodiques de tels systémes lorsque G = SLy(R) dans la partie 10.

(2) (Variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées.)
Soit (€2, %, 1) un espace de probabilité. L’ensemble produit QN = {(wy)nen : wn € Q} est
muni d’une transformation o : QN — QN appelée le décalage (& gauche), qui & une suite
(wn)nen associe la suite (w],)pen 00 w), = w41 pour tout n dans N. Un cylindre (initial)
de I’ensemble produit QN est une partie de QN de la forme

[w() S E(),...,wk S Ek] = {(wn)neN S QN2Vi S [[O,k]], w; € Ei}7

ou k €N, et Ey,...,E; € A. La tribu produit 2" sur Pensemble produit QN est la tribu
engendrée par les cylindres. La mesure de Bernoulli N est I'unique mesure de probabilité

sur I’espace mesurable (QN, ZY) telle que pour tous les k € N, et Ey, ..., E) € %, nous
ayons
k
pNlwo € Eo, ... wi € Ey] = [[ (B ; (6)
i=0

elle est invariante par le décalage 0. Son existence, son unicité et son invariance découlent
du théoréeme de Carathéodory 0.1 (2) et de la proposition 0.2 (3). En effet, I’ensemble &
des unions finies disjointes de cylindres initiaux de I'ensemble produit QY est une algébre
de Boole?” engendrant par définition la tribu produit %Y. Cette algébre de Boole est
invariante par le décalage, car o (jwy € Ep,...,wr € Eg]) = [wo € F1,...,wp—1 € Ey].
Considérons I'application p" : & — [0, +oo[ définie par les formules (6) sur ’'ensemble des
cylindres et étendue par additivité sur les unions finies disjointes de cylindres.

27. En effet, pour tous les k, k' € N tels que k < k' (par symétrie) et Eo, ..., Ex, Ej, ..., Ej, € %, nous
avons
[wo € Eo,...,wr € Ex]N[wo € Ey, ..., wp € Ep]
=[wo € Eo N E(,), s wig € By ﬂE}lg,wk_g_l € El/c+17~ LWy € E,/c/]
et
k
C[wo € FEo,...,wk € Ek] = [wo € ch] [ |_| [UJQ € FEo,...,wi—1 € Bi_1,w; € CEZ-] .
i=1
Donc lintersection de deux cylindres est un cylindre (et en particulier ’ensemble des cylindres est un
m-systéme, ce qui est utile pour utiliser le critére d’égalité de la proposition 0.2 (2)), et le complémentaire
d’un cylindre est une union finie disjointe de cylindres. Le résultat découle alors des formules ensemblistes

(UL, 4) = N5, cAs, (U, A)n (Uﬁz1 B;) = U, (A; N B;). Notons que comme AU B = (AN °B) U
(BN ¢A) U (AN B), toute union finie de cylindres est une union finie disjointe de cylindres.
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Lemme 0.3. Cette application est bien définie : elle ne dépend pas de la maniére d’écrire
les éléments de & comme union disjointe de cylindres.

Démonstration. Montrons par récurrence sur n € N et par subdivision commune que si
(Ch)ier et (C]’) jes sont deux familles finies de cylindres deux a deux disjoints de longueur
au plus n ayant la méme réunion C, alors il existe une famille finie (C})rex de cylindres
deux a deux disjoints de réunion C telle que >, pu(Ci) = > pcre (CF) = D2 se ;7 1(CY),
ce qui montre le résultat. Pour simplifier, pour tous les k € N et B € £, nous noterons
[B]k = [wo €EQ,...,wp_1 €Quy € B].

Le résultat est vrai pour n = 0, car alors en écrivant C; = [Ej]o et O} = [E’]o, nous
avons (J;c.; B = U ieJ E; et ces réunions sont disjointes dans €2, donc le résultat en découle
par 'additivité de p en considérant (C7; = [E; N EZ]o) (i j)erx.J-

Supposons le résultat vrai pour n € N. Ecrivons C; = D; N [FE;],41 et C;» = D;- N [E‘;-]n_i_l
avec D; et D;. des cylindres de longueur au plus n. Par subdivision commune, il existe une
famille finie (E})rex de boréliens deux a deux disjoints, que nous pouvons supposer non
vides, et pour tout ¢ € I une partie K; de K et pour tout j € J une partie K ]’ de K telles
que B; = Uy, By et B = Uk€K§ E}. Par 'additivité en la partie Ej de la formule (6),
nous avons

SouC) =3 Y W0 (Bl = D0 (X 100 ulE)

el i€l keK; keK iel:keK;

et
S =Y Y D5 Ee = (Y e
jeJ jEJkGKJ’. keK gejkeK;

Pour tout k € K, puisque les Ej sont non vides et deux a deux disjoints, les familles
(Di)icrkek, €t (D;) jeJkek; sont deux familles finies de cylindres deux a deux disjoints de
longueur au plus n ayant la méme réunion. Le résultat en découle donc par I’hypothése de
récurrence. [l

L’application u" : & — [0, +oo| vérifie

e la propriété i) du théoréme 0.1 (2) car QN = [wy € Q] € & et pN(QY) = pu(Q) =1,

e la propriété ii) par construction et

e la propriété iii). En effet, conservons pour tous les £ € N et B € £ la notation
[Blp = [wo € Q,...,wk—1 € Q,wi, € B]. Rappelons qu’un produit infini (dénombrable pour
n’utiliser que I’axiome du choix dénombrable) est non vide si et seulement si chaque facteur
est non vide. Toute suite décroissante (C;) ey de cylindres non vides de QN s'¢crit de la
maniére suivante. Pour tout j € N, il existe une suite (B; j)icn dans Z telle que B; ; = Q
pour tout i € N assez grand et Cj = [;cy[Bi,jli, et telle que pour tout i € N, nous avons
B; 41 C B;j. Si njeN C; est vide, alors il existe ig € N tel que ﬂjeN B;, ; est vide. Par les

propriétés des mesures finies, nous avons donc lim (B, ;) = 0. Nous avons donc comme
J—r+oo

souhaité

0< limsupMN(Cj) = hmsupHu i.j) < limsup p(B;, ;) = 0.
Jj—+oo Jj—+oo iEN Jj—+oo

Le quadruplet (QY, 2V, uN, ,) est donc un systéme dynamique mesuré. 2®

28. Le systéme de Bernoulli unilatére construit dans la partie 0.1 correspond au cas ou B = (1) est
la o-algébre de la topologie discréte sur 'alphabet 2, mais il est considéré comme un systéme dynamique
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Exercice E.1. % Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes identi-
quement distribuées, définies sur un espace de probabilité (2, B,P) et a valeurs dans un
espace mesurable (Q, %), et soit p = (Xo)P leur loi commune.® Montrer qu’il existe
une application préservant la mesure © de (Q, B,P) dans (N, B, uN) telle que pour tout
k€N, sipry: QN — Q est la k-éme projection (zn)nen — Tk, alors Xj, = pry, 0 ©.

(3) (Mesures de Liouville? et systémes hamiltoniens.)

Soient n € N\ {0}, Q un ouvert non vide de R™ et F':  — R™ un champ de vecteurs de
classe C* sur (). Considérons I'équation différentielle ordinaire du premier ordre

dy _

it = F(y)

sur . Notons ¢'(z) la valeur en l'instant ¢ de 'unique solution valant z & I'instant ¢ = 0
lorsqu’elle est définie. Supposons que le champ de vecteurs F' soit complet, c’est-a-dire que
@' (z) est défini pour tous les t € R et € . Ceci est par exemple le cas lorsque le support
{x € Q: F(x) # 0} de F est compact dans Q. Alors le théoréme de Cauchy %°-Lipshitz 3!
dit que (Q,¢ = (¢')icr) est un systéme dynamique différentiable de classe C* & temps
continu, dont les orbites sont les courbes intégrales du champ de vecteurs.

Le résultat suivant donne un critére d’existence d’une mesure invariante pour le systéme
dynamique (£2,¢) qui est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur

topologique, et ne vient pas avec une mesure invariante particuliére. Les cylindres au sens de la partie 0.1
sont les cylindres [wo € Eo,...,wk—1 € Ex_1,wr € Ei] au sens de cette partie ou les Ey, ..., E, sont des
singletons. Notons que ’ensemble des cylindres au sens de la partie 0.1, auquel nous rajoutons 1’ensemble
vide, est un sous-anneau de Boole si et seulement si ’alphabet & est fini.

29. Voir la partie 0.5 pour des indications de solutions.

30. Une variable aléatoire v définie sur (ﬁ, ,@, P) a valeurs dans (2, #) est une application mesurable de
Q dans Q. Sa loi est la mesure image v.P. Son espérance est E[v] = [5v dP. Une suite (v;)ien de variables
aléatoires est uniformément distribuée si les lois des v; coincident, et indépendante si pour toute partie finie
F de N, pour toute famille finie (A;);er dans %, nous avons

P([) v '(A) = [ P(o; 1 (A)) -

i€F i€F

Rudolf Lipschitz Hermann Schwarz Stefan Banach Frigys‘Fiesz
31. 1832-1903 1843-1921 1892-1945 1880-1956
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Q. Une telle mesure est appelée une mesure de Liouville. 1l reste valable en remplacant le
flot de F' par le flot local (maximal) de F' si le champ de vecteurs F' n’est pas complet, en
définissant qu'un flot local (¢!) sur Q préserve une mesure u si pour tout ¢t € R et tout
ouvert U de Q sur lequel ¢' est défini, nous avons (¢*). (1) = Kjgt(v)-

Proposition 0.4. (Théoréme de Liouville) Soient m la mesure de Lebesgue sur 2, et
p:Q — [0, +00[ une application de classe C*. Le flot (¢')ier préserve la mesure p dm si
et seulement si (en notant Fy, la k-éme coordonnée de F pour k € [1,n]) nous avons

"9
ZW(PFI@) =0.
k=1

Démonstration. Notons C2°(€2) I'ensemble des fonctions & valeurs réelles, de classe C™
et & support compact sur €. Par la densité de C° () dans LY(Q2,m), il suffit de montrer
que, pour tout ¢ dans R et tout f dans C2°(£2), nous avons

/fpdm /focbtpdm

Comme ¢° = id, il suffit de montrer que, pour tout f dans C°(2), nous avons

d
R — ! =0.
Vg €R, dt(/gf0¢ ,0dm>|t:tO 0

Comme (¢!)er est un groupe a un paramétre de difféomorphismes, en posant g = f o ¢,
il suffit de montrer que, pour tout g dans C2°(2), nous avons

d
/th(g 0 ¢")jy—o pdm =0

Or, en notant I l'intégrale ci-dessus, par intégration par partie et puisque ¢° = id et

%|t:0 ¢t = F, nous avons
1= [ dug@) pte) amie) = [ S am= [ (3 Liom)gam.
9] 0 el 8.73 0 el 895
Le résultat en découle. O

Corollaire 0.5. Le flot local d’un champ de vecteurs lisse F' sur un ouvert de R™ préserve

le volume euclidien si et seulement si sa divergence divF =Y}, 811’; est nulle. g

En mécanique classique, de nombreux systémes physiques sont régis par un systéeme
(d’équations différentielles) hamiltonien, que nous allons définir. Soit 2 un ouvert non vide

de R?", de coordonnées (qi,...,qn,P1,-.-,Pn), €t H :  — R une application de classe
C®°, appelée un hamiltonien. Par exemple, dans le cas de l'attraction universelle, H est
I'énergie totale, somme des énergies potentielle et cinétique, ¢ = (q1, . .., gn) est la position
et p = (p1,...,pn) est la quantité de mouvement. Le systéme d’équations différentielles
d’hamiltonien H est alors
dqi oOH
Vie|[l,n — =
dpi OoH
Vie|[l,n], —=- .
[[ ]] dt 8qi
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Le champ de vecteurs F : (¢ = (q1,---,4n),p = (p1,---,Pn)) = (52(p, @), =5 (p, )

d'un systéme hamiltonien est de divergence nulle, car par le lemme de Schwarz®', nous

o o (0H\ 0/ OH
Vie[l,n], —(—)Jr—(——):o.
(7] dgi \Op;/ ~ Opi\  Og;
Donc par le corollaire 0.5, le flot d’un systéme hamiltonien complet sur €2 préserve la mesure
de Lebesgue sur €.

L’hamiltonien est une intégrale premiére pour son flot, c’est-a-dire que les surfaces de
niveau ¥, = {z € Q : H(z) = ¢} définies par les équations H = ¢, pour ¢ une constante,
sont invariantes par le flot local (¢); (au sens que pour tous les t € R et z € %, tels
que ¢'(x) est défini, nous avons ¢'(z) € 3.). Lorsque Y. est une sous-variété compacte de
I'ouvert €, il est possible de montrer que le flot local en restriction & . est défini pour
tout temps, et qu’il existe une mesure de probabilité naturelle sur Y., qui est invariante
par le flot hamiltonien. 2

Un gaz idéal contenu dans une boite parallélépipédique V est un exemple de tel systéme
hamiltonien. Supposons que ce gaz suive les lois de la mécanique classique, deux molécules
n’étant soumise qu’a une interaction répulsive U(r) fonction de leur distance mutuelle r.
Supposons que les chocs sur les parois de la boite soient élastiques. Si N est le nombre
de molécules, I'espace des phases est une partie de RV de coordonnées (p,q) avec p dans
(R*)N la quantité de mouvement et ¢ dans (R?)Y la position des N particules. Ce gaz est
donc un systéme hamiltonien pour I’hamiltonien

N o2
H:;;{Li+ Y. Ulla—asl)- (7)

1<i#j<N

Si Hp est I'énergie initiale du systéme, 1’évolution du gaz s’effectue sur I'hypersurface
d’équation H = H, compacte car V l'est, et préserve donc une mesure de probabilité.

C’est une des motivations de la théorie ergodique d’arriver & comprendre le compor-
tement statistique des orbites d’un systéme dynamique de la mécanique classique, pré-
cisément en fonction du fait qu’il laisse invariant une mesure, en s’intéressant donc au
comportement asymptotique de 'orbite de presque tout point.

0.3 Outils d’analyse fonctionnelle

Si (X, ¢) est un systéme dynamique topologique & temps discret, nous noterons

PI“Ob¢(X)

32. Nous renvoyons & un cours de géométrie différentielle et riemannienne, par exemple [ | pour le
contenu de cette note de bas de page. Cette mesure sur Y. est la mesure riemannienne pour la métrique
riemannienne induite sur ¥, par la métrique euclidienne de R™. Autrement dit, en considérant la n-forme
différentielle dm = dz1 Adza A -+ A dzp sur R™ (qui est la forme volume euclidienne), et X : ¥, — R"
le champ de vecteurs unitaire (pour la norme euclidienne) orthogonal a X tel que d, H(X(x)) > 0 pour
tout x € X, alors la forme volume de I'hypersurface riemannienne transversalement orientée donc orientée
3. est ix(dm), et la mesure cherchée est la mesure définie par cette forme volume. L’invariance de cette
mesure sur . découle (par un argument d’épaissisement de X.) de I'invariance de la mesure de Lebesgue
de Q par le flot local hamiltonien.
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I’ensemble des mesures de probabilité boréliennes sur X invariantes par ¢. Le résultat
suivant garantit en particulier, sous des hypothéses de compacité, I'existence de mesure
invariante.

Rappelons qu'un point & d’un convexe C' d’un espace vectoriel réel E est dit extrémal
dans C s’il n’existe aucun segment de E contenant x dans son intérieur et contenu dans
C, c’est-a-dire si

VyzeC, Yte]0,1], si z=ty+ (1 —1t)z alors y==z.

Si X est un espace topologique compact métrisable, nous noterons .Zr (X ) 'espace vectoriel

réel des mesures boréliennes signées ** sur X, muni de la topologie vague **.

Proposition 0.6. Soit X un espace topologique compact métrisable non vide, muni d’une
application continue ¢ : X — X. Dans [’espace vectoriel topologique AR (X) (pour la topo-
logie vague), la partie Probs(X) est métrisable compacte conveze non vide®, et Proby(X)
est Uenveloppe convexe fermée>® de ses points extrémauax.

Démonstration. Nous commengons par des rappels d’analyse fonctionnelle (voir par
exemple [Coh| ou | , §6]), plus généraux que ce qui est strictement utile pour la dé-
monstration de la proposition 0.6. Soit X un espace topologique localement compact.

Une application continue f : X — R s’annule & ’infini si pour tout € > 0, il existe
un compact K de X tel que si x ¢ K, alors |f(z)| < e. Notons que si X est compact,
alors toute application continue s’annule a 'infini. Notons C’g(X :R) l'espace de Banach *!
réel des applications continues de X dans R qui s’annulent & Iinfini, muni de la norme
uniforme

el flloo = sup | f(2)]
zeX

33. Nous renvoyons par exemple a | , §4] pour le contenu de cette note de bas de page. Une mesure
signée sur un espace mesurable (X, .«7) est une application p : &/ — R, telle que p(@) = 0, qui est o-
additive, c’est-a-dire telle que si (A;)ier est une famille dénombrable d’ensembles mesurables deux & deux
disjoints, alors la série 3, p1(A;) converge (c’est automatique si I est fini) et

T(GEOEDIIEHE

i€l il

Le théoréme de décomposition de Jordan dit que toute mesure signée est la différence de deux mesures
positives finies. La variation |p| d’une mesure signée p est la mesure positive finie sur (X, o) définie par

ul: A sup > (A,

(Adier jer

ol la borne supérieure est prise sur les partitions dénombrables (A;);er de A par des éléments de 7.
34. c’est-a-dire, dans ce cas particulier o X est compact, de la topologie la moins fine rendant continues
les applications

uHu(f)=/deu

pour toute application continue f € C°(X;R). Ainsi .#&(X) est un espace vectoriel (réel) topologique (les
applications de soustraction et de multiplication externe sont continues), et une suite (p;):en dans Ag(X)
converge vers une mesure signée p € .#r(X) si et seulement si la suite réelle (u;(f))ien converge vers p(f)
pour tout f € C°(X;R). Lorsque la masse totale des mesures || est uniformément bornée, il suffit de
vérifier ceci pour tout f dans une partie dense de C°(X;R).

35. Ce résultat d’existence d’au moins une mesure de probabilité invariante est parfois appelée le théoréme
de Krylov-Bogolyubov.

36. L’enveloppe convexe fermée d’une partie £ d’un espace vectoriel topologique est 'intersection de
tous les convexes fermés contenant F'; c’est le plus petit convexe fermé contenant FE.
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et CY(X;R) le sous-espace vectoriel des applications continues & support compact, qui est
dense dans CJ(X;R).

Notons .#g(X) I'espace de Banach des mesures boréliennes signées réguliéres 3T sur X,
muni de la norme de la variation totale

o=l = lul(X) -

Par le théoréme de représentation de Riesz®' (voir [Coh, page 220]), I'application de

AE(X) dans le dual topologique ** CJ(X;R)” de C§(X;R), définie par

pos Ll = [ @ (@)}

est un isomorphisme linéaire isométrique pour la norme de la variation totale sur .Zp(X)
et la norme duale*® sur C(X;R)”. Nous identifions désormais les deux espaces ./ (X) et
CJ(X;R) par cette application.

La topologie faible-étoile sur 'espace vectoriel réel ou complexe Cg (X;R) est la to-
pologie la moins fine rendant continues les applications ¢ — £(f) d’évaluation en tout
f € CY(X;R) des formes linéaires continues ¢ sur C§(X;R). Elle fait de CJ(X;R) un es-
pace vectoriel topologique localement convexe séparé (voir par exemple | , Prop. 2.22|).

La topologie vague sur 'espace vectoriel réel .#(X) des mesures boréliennes signées
réguliéres sur X est la topologie la moins fine rendant continues les applications

uHu(f)=/deu

pour toute application f € CY(X;R) continue & support compact. Notons que si X est
compact, alors toute application continue de X dans R est & support compact. En parti-
culier, si X est compact, alors les topologies faible-étoile et vague sur .#g(X) coincident,
car alors nous avons CO(X;R) = CJ(X;R) = C°(X;R). Puisque |p(f)] < ||ull|lf]loc pour
tous les u € 45 (X) et f € CI(X;R), la topologie vague est moins fine que la topologie
induite par la norme de la variation totale (et donc toute suite dans .#%(X) qui converge
en norme converge vaguement).

Lemme 0.7. Etant donné une application continue propre>® ¢ : Y — Z entre deux espaces
topologiques localement compacts, lapplication p — @, de mesure image par @, de Mg(Y)
dans Mg (Z), est linéaire et continue pour la topologie vague.

37. Nous ne rappelons pas ici la définition des mesures boréliennes réguliéres, nous mentionnons seule-
ment que si X est localement compact et & base dénombrable d’ouverts (par exemple métrisable compact,
voir la note de bas de page 80), alors toute mesure de probabilité est réguliére, voir [ , page 206].

38. Le dual topologique d’un espace vectoriel réel ou complexe normé (E, || ||) est 'espace vectoriel E~
des formes linéaires continues £ sur E, muni de la norme duale

1e"=" sup |l(x)] .
veE, |z <1

39. Une application continue entre deux espaces topologiques localement compacts est propre si I'image

réciproque de tout compact est compact. Si ’espace de départ est compact, alors toute application continue
est propre.
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Démonstration. La linéarité est immédiate. Si f : Z — R est continue & support compact
contenu dans K, alors fo : Y — R est continue & support contenu dans ¢~ !(K), qui est
compact puisque ¢ est propre. Puisque @, u(f) = p(f o ¢), le résultat découle alors de la
définition de la topologie vague. O

Une conséquence du théoréme de Banach-Alaoglu de compacité de la boule unité fermée
de Cg (X;R)” pour la topologie faible-étoile donne le résultat suivant (voir par exemple
[Pau3, §6] pour les compléments). Notons Prob(X) ’ensemble des mesures boréliennes
réguliéres de probabilité sur X.

Proposition 0.8. Les restrictions ¢ Prob(X) des topologies vague et faible-étoile sur l’en-
semble Mg (X) coincident, et Prob(X) est conveze dans K (X). Si X est compact, alors
Prob(X) est compact pour la topologie vague (ou faible-étoile®). Si X est métrisable com-
pact, alors la topologie vague sur Prob(X) est métrisable compacte. O

Revenons maintenant a la démonstration de la proposition 0.6. Pour tous les ¢ € [0, 1]
et p, 1/ € Proby(X), la mesure ¢t + (1 — t)u' est clairement une mesure de probabilité
invariante par ¢, par la linéarité de ¢,. Donc Prob(X) est convexe. Par la continuité de
@5 (voir le lemme 0.7), la partie Probg(X) est fermée dans le compact Prob(X), donc
compacte.

Montrons que Proby(X) est non vide. Partons d’une mesure de probabilité (forcément
réguliére) v sur X (par exemple la masse de Dirac*! A, en un point 2 de I'espace X, qui
est supposé non vide). Pour tout n € N\ {0}, posons

n—1

b=t (¢

k=0

3

qui est une mesure de probabilité. La compacité et la métrisabilité de Prob(X) (voir la
proposition 0.8) assurent qu'il existe une sous-suite (v, )ken qui converge vers un ¢lément
p dans Prob(X). Or la différence v, — ¢ (1) = L(v — (¢™),v) converge (pour la norme
de la variation totale, car v, — ¢«(14,) est de norme inférieure a %, donc) vaguement vers
0. Or la suite (v, — ¢«(Vn,))ken converge vaguement vers p1 — ¢, (p) par le lemme 0.7 de
continuité de ¢,. Donc ¢,p = p par unicité de la limite.

La derniére assertion de la proposition 0.6 découle du théoréme de Krein*'-Milman
disant qu’'un convexe compact d’un espace vectoriel topologique localement convexe séparé
est 'enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux. O

0.4 Exercices

Exercice E.2. Soit X un espace topologique métrisable compact non vide, et considérons
o1,02 : X — X deux applications continues qui commutent. Montrer qu’il existe une
mesure de probabilité borélienne sur X invariante par ¢1 et ¢o.

40. Nous avons vu ci-dessus que ces deux topologies coincident si X est compact

' b —
Paul Dirac Mark Krein Henri Poincaré Marc Kac Eberhard Hopf
41. 1902-1984 1907-1989 1854-1912 1914-1984 1902-1983
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Exercice E.3. Soit 8 = % le nombre d’or, qui vérifie 32 = 8+ 1. Soient X = [0, 1],
¢ : X — X Dapplication définie par  — Sz mod 1 (appelée la dilatation d’or)*? et u la
mesure sur X définie par

Leb‘[oﬂq] + Leb‘[gqjl[ .

B 1 1
= ,3_14-5_3 1_,_5—2

Dessiner le graphe de ¢. Montrer que ¢ préserve la measure .

Exercice E.4. Dessiner le graphe de lapplication ballistique ¢ : [0,1] — [0, 1] définie par
x — 4x(1 — z). Montrer que ¢ préserve la mesure de probabilité u = L dx sur

11
T /z(l—z)
[0,1].

0.5 Indications pour la résolution des exercices

Correction de I’exercice E.1. Notons © : Q — QN Papplication & — (X, (@))nen, qui
est mesurable car chaque variable aléatoire X, l'est, et vérifie que Xy = pr; 0 © pour tout
k € N. Le fait que ©,P = u, qui se vérifie sur les cylindres initiaux de QY par la proposition
0.2 (2), découle du fait que (Xp)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées de loi u. En effet, pour toute famille finie (Ai)z‘e[[l,k]] dans A,
puisque X; = pr; 0 © pour tout ¢ € N, nous avons

k k k
O.P([wo € Ao, ..., wi € A]) =P(() X; 1 (A) = [[P(X; ' (A)) = [[(X3).P(A)
=1 i=1 =1
k
= HN(Az‘) = 1" (Jwo € Ao, ..., wi € Ag]) .
=1

Correction de ’exercice E.2. Soit v une mesure de probabilité sur X (par exemple la
masse de Dirac A, en un point x de X). Pour tout n € N, posons

1 S N 1 N
Un = Wi;0(¢1¢%)*V = WMZ:O(%Q%)*V :

qui est une mesure de probabilité. La compacité et métrisabilité de Prob(X) pour la
topologie vague (voir la proposition 0.8) assure qu'il existe une sous-suite (vp, )ren qui
converge vaguement vers un élément p dans Prob(X). Par la propriété de commutation
@1 0 P2 = @2 © ¢1, nous avons

= (00):0m) = gy (0D (v = (67 ))

La différence vy, —(¢1)« (), dont la norme de la variation totale est donc inférieure a %,

converge vers 0 pour cette norme. Elle converge donc vaguement vers 0. Par conséquent,
(¢1)« 0 = 1 par passage a la limite et par le lemme 0.7. L’invariance de p par ¢ se démontre
de méme.

42. Voir 'exercice E.47 pour des compléments.
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Il était aussi possible de partir d’une mesure de probabilité v sur X invariante par ¢
(qui existe par le théoréme de Krylov-Bogolyubov, voir la proposition 0.6), de poser v, =
n%rl Z?zo(gb%)*u, qui est ¢i-invariante car ¢; et ¢ commutent et Probg, (X) est convexe,
et de prendre la limite vague d’une sous-suite (vp, )ren dans le compact Probg, (X), et qui
devient ¢o-invariante car v, — (¢2)«v, converge en norme, donc vaguement, vers 0.

Correction de I’exercice E.3. Le graphe de 'application ¢, affine de pente 3 sur [0, %[

et [%, 1], est donné par le dessin ci-dessous.

W

@[

1 b a
(o™ ([a, b)) = W(g - B)
— s = lab).

Pour tout intervalle [a, b] contenu dans [0, %}, nous avons ¢~ *([a, b]) = (5 %] U5 25

Comme (32 = B + 1, nous avons donc

_ 1 b 1 b+1 +1
(e 1([%5])):W(5—%)+1+ﬂ_2( 3 —aﬂ )
b—a 1 1

“girpsigt ) el

Comme les intervalles fermés de [0,1] contenus dans [0, %] ou dans [%, 1] engendrent la
tribu borélienne de [0, 1], ceci montre que la mesure p est invariante par ¢.

Correction de ’exercice E.4. La transformation ¢ : x — 42(1 — z) est C*°, s’annulle
en 0 et en 1, et atteint son unique maximum en %, égal & 1. Son graphe, symétrique par

rapport a la droite verticale d’équation x = %, est le suivant.
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Remarquons que p est bien une mesure de probabilité sur [0, 1]. En effet, I'application

sin? : ]0, 5] — 10, 1] est un difféomorphisme lisse. En posant z = sin? 6, nous avons

! z
u([o,l]):i/o \/x(lli_x)dx:i/o o =1.

Pour tous les a,b € [0,1] tels que a < b, nous avons

1-vV1—-a 1—\/1—b]u[1+\/1—b 1+vV1-0
2 ’ 2 2 ’ 2 '

o~ ([a,) = |

Par la symétrie de u par rapport a la droite verticale d’équation z = %, et par changement
de variable, les deux intervalles de droite dans 1’égalité ci-dessus ont la méme mesure pour
w. L’application x — u = 4z(1 — z) est un difféeomorphisme de [0, %[ sur [0,1], tel que

du = 4(1 — 2x) dx et (1 —2z)? = 1 — u. Nous avons donc

1—-vVlI—a 1—-+v1-—

b 1 le 1 1 b 1
— 5 ullab).

Ceci montre que les intervalles [a, b] contenus dans [0, 1] vérifient u(¢~([a,b])) = u([a, b])),
donc sont de mesure invariante par ¢. Comme ces intervalles engendrent la tribu borélienne
de [0, 1], 'application ¢ préserve la mesure p.
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Premiére partie

Théorie ergodique

La théorie ergodique est I’étude des systémes dynamiques mesurables et mesurés, mais
les outils topologiques, analytiques ou spectraux sont fort utiles (comme nous 'avons déja
vu dans la partie 0.2). Nous utiliserons principalement comme références les ouvrages

[ ) ) ) ) ) ’ ]

1 Généralités sur la dynamique mesurée

Nous donnons tout d’abord des définitions et des propriétés élémentaires des compor-
tements presque strs des points et des événements pour les systémes dynamiques mesurés.

1.1 Reécurrence mesurée, errance mesurée, transience, conservativité

Soient (X, i1, ¢) un systéme dynamique mesuré a temps discret et A une partie mesu-
rable de X.

e Un point z € X est dit (infiniment positivement) récurrent dans A si ’ensemble des
n € N tels que ¢"(x) € A est infini.

e La partie mesurable A est (presque partout infiniment positivement) récurrente si
p-presque tout point de A est (infiniment positivement) récurrent dans A. Par exemple,
I’ensemble mesurable

R4 = ANlimsup¢ "(A)
neN
des points de A qui reviennent une infinité de fois dans A est récurrent.

e La partie mesurable A est (presque partout) errante™*? si pour tout temps n € Nx{0},

nous avons (¢~ "(A) N A) = 0.** Par exemple, I'ensemble mesurable

EA:A\< U Cf)_n(A))

neN{0}

des points de A qui ne reviennent jamais dans A est une partie errante, et si A est errante,
alors ¢~ "(A) est aussi errante pour tout n € N (et pour tout n € Z si ¢ est inversible).

e La partie mesurable A est (presque partout) transiente s’il existe une famille (E;);er,
indexée par un ensemble I dénombrable, d’ensembles errants tels que p(A\J;c; £i) = 0.
Par exemple, I’ensemble mesurable

Ty=an (o (E)
neN

des points de A qui & partir d’un certain temps ne reviennent pas dans A est une partie
transiente (en posant I = N et E,, = ¢~ "(E4) pour tout n € N). Comme tout point de A

43. La lectrice ou le lecteur prendra bien garde & ne pas confondre cette notion d’errance mesurée avec
la notion d’errance topologique qui sera introduite dans la partie II.
44. Ceci implique que p(¢p~"(A) N ¢~ ™(A)) = 0 pour tous les n,m € N distincts.
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ou bien revient une infinité de fois dans A ou bien & partir d’un certain temps n’y revient
pas, nous avons une partition

A=RsUTs = (A A lim sup ¢*”(A)) U (A n U Qr"(EA)) (8)

neN neN

de A entre une partie mesurable de A qui est récurrente et une partie mesurable de A qui
est transiente.

e Nous dirons que le systéme dynamique mesuré (X, i, @) est conservatif si tout en-
semble errant est de mesure nulle, et complétement dissipatif si 'ensemble X tout entier
est transient.

Par exemple, si p est une mesure finie (par exemple de probabilité), alors (X, u, ¢) est
conservatif. En effet, si E/ est un ensemble errant de mesure non nulle, alors ses préimages
¢~ "(E) pour n € N sont deux a deux d’intersection de mesure nulle, par la définition d’'un
ensemble errant et par la ¢-invariance de u. Par la o-additivité de u et de nouveau par la
¢-invariance de p, nous avons

wX) = p(|J o7 (E) = o) =Y u(E) =oo.

neN neN neN

Par exemple, la translation entiére A; : £ — ¢ + 1 sur R est complétement dissipative pour
la mesure de Lebesgue, car [0, 1] est alors une partie errante et X = J,,cz A; ([0, 1]).

Théoréme 1.1. (Théoréme de récurrence de Poincaré*!)

(1) Soient (X, B, i, @) un systeme dynamique probabilisé a temps discret, et A un élément
de B. Alors, pour p-presque tout point x de A, l'orbite (¢™(x))nen repasse une infinité
de fois dans A.

(2) Soient (X, A, 1, @) un systéme dynamique mesuré a temps discret conservatif, et A un
élément de AB. Alors, pour u-presque tout point x de A, lorbite (¢"(x))nen repasse
une infinité de fois dans A.

Bien entendu, l’assertion (1) est un cas particulier de Iassertion (2). Mais donner deux
arguments est pédagogique.

Démonstration. (1) Notons A, = (J;~,, ¢ ¥(A) 'ensemble des points de X qui passent
dans A lorsque nous itérons ¢ au moins n fois. Notons Ay, = MNhen An Vensemble des
points qui passent une infinité de fois dans A. Alors p(A,11) = u(d 1 (4,)) = p(A,), et
A C Ap. Puisque la suite (A, )nen est décroissante et comme p(Ay,~ Ap) = 0, nous avons
w(A,NA) = p(AgNA) = p(A). Par conséquent pu(As N A) = u(A) par les propriétés des
mesures finies. Ceci démontre le résultat.

(2) Puisque ensemble E 4 est errant, il est de mesure nulle. Donc T4, qui est une union
dénombrable d’ensembles de mesure nulle, est de mesure nulle. D’otu p(AAR4) = 0 par la
formule (8), ce qui donne le résultat. O

1.2 Temps de retour et théoréme de Kac*

Le théoréeme de Poincaré ci-dessus fournit des points qui reviennent infiniment souvent
dans une partie mesurable donnée. Mais il ne donne aucun controle sur le temps passé entre
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deux retours successifs. Dans cette partie, nous allons, aprés quelques définitions, étudier
ce probléme en moyenne.

Soient (X, i1, ¢) un systéme dynamique mesuré a temps discret et A une partie mesu-
rable de X telle que 0 < pu(A) < +o0.

Le premier temps de retour de ¢ dans A est application 74 de X dans l’ensemble
discret (N\{0}) U {400} définie pour tout = € X par

7A(z) = min{n € N\ {0} : ¢"(x) € A}

avec la convention usuelle que le minimum d’une partie vide de N est 4o00. Il est immédiat
que T4 est mesurable® et que*0

To-1(4) =TAOC D . 9)

En notant pa la restriction de p & A normalisée pour étre de probabilité*”, la loi du
premier temps de retour dans A est la mesure sur (NN {0}) U {+00} qui est la mesure
image (74)«(pa) de pa par 74 : pour tout n € (NN\{0}) U {400}, nous avons

AN (1)
p(A) '

De maniére similaire, posons par récurrence T}l =74 et pour touslesk > 1et x € X,

(Ta)«(pa)({n}) =

™ (z) = min{n > 7h(z) : ¢"(z) € A}

(avec la méme convention). L’application mesurable 75 : X — (N~ {0}) U {400} ainsi
définie est appelée le k-éme temps de retour dans A. Comme le (k + 1)-éme retour d’un
point est le premier retour du k-éme retour de ce point, nous avons

VoeeX, 8 (x)=7h) +rae™i @ (2) . (10)

Si la mesure p est finie, alors le théoréme de récurrence de Poincaré 1.1 dit que pour tout
k € (N\{0}) U {+oc} et pour pu-presque tout = € A, le k-éme temps de retour 7% (z) de =
dans A est fini.

Le résultat suivant permet de comprendre quel est en moyenne le premier temps de
retour.

Théoréme 1.2. (Théoréme de Kac) Si j est une mesure de probabilité, alors

[y M)
p(A) 1(A)

45. Nous avons 75 ' (+00) = Nuengoy “@ "(A), qui est mesurable car ¢ est mesurable. De méme, pour
tout n € N, la partie 7, (n) = ¢~ "(A) NN “¢~*(A) est mesurable. Puisque (N~{0}) U {400} est muni
de la topologie discréte, ceci montre que 74 est mesurable.

46. Pour tout z € X, nous avons

Tp—1(a)(x) = min{n € N~{0} : ¢"(z) € ¢ (A)} = min{n € N~ {0} : ¢(¢"(z)) € A}
= min{n € N\{0} : ¢"(é(x)) € A} =Ta0d(x) .

47. qui est la mesure conditionnelle & A de u lorsque p est une mesure de probabilité
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En particulier, si u-presque tout point de X est récurrent dans A, alors 1'espérance
conditionnelle au fait de partir de A du temps de premier retour dans A, qui est [ 74 dpa,
est égale a ﬁ.

Démonstration. Pour tout entier n > 1, notons A, = AN7,'(n) et X, = CAN7,(n)
le complémentaire de A, dans 7' (n). En utilisant dans le calcul ci-dessous

e ’additivité de p, pour la premiére égalité,

e l’invariance de u par ¢, pour la deuxiéme égalité,

e le fait que ¢~1(X,,) = 7, (n + 1) puisque ¢~1(X,,) est 'ensemble des éléments de
X dont I'image par ¢ d’une part n’appartient pas & A, d’autre part appartient a Tgl(n),
pour la troisiéme égalité,

e une itération et puisque lim, 400 u(7;(n)) = 0 car les parties mesurables 7" (n)
sont deux & deux disjointes et la mesure est finie, pour la quatriéme égalité,

e la g-additivité de u, pour la cinquiéme égalité,

e le fait que p-presque tout point x € A est récurrent dans A par le théoréme de
récurrence de Poincaré 1.1 (1), pour la derniére égalité,
nous avons

p(r3 () = p(An) + p(Xn) = p(An) + p(¢~ (Xn)) = p(An) + u(r1 ' (n + 1))
=) A =pu(|J Ar) =n({z e Ain<1a(x) <oo}) = p({z € A: 7a(z) > n}).

k>n k>n

D’ou par la o-additivité de pu pour la premiére égalité et par la définition de I'intégrale des
fonctions étagées pour la derniére égalité, nous avons

+o00
p(r (N {0})) Z,LLTA n):Zu({xeA:TA(x)Zn}):/TAd,u.
n=1 A
Le résultat en découle en divisant par u(A). O

1.3 Exercices
Exercice E.5. Soit (X, u,¢) un systéme dynamique mesuré a temps discret, ou p est
o-finie. Montrer qu’il existe un couple *® (C, D) de parties de X tel que

(1) les parties C' et D sont mesurables, invariantes par ¢ et X = C U D est la réunion
disjointe de C' et D,

2) le systéme dynamique restreint (C, yc, est conservatif;
wc, ¢c
3) le systéme dynamique restreint (D, up, ¢|p) est totalement dissipatif;
K| |
(4) Si (C',D’) est un autre couple de parties de X vérifiant les propriétés (1), (2) et (3),
alors
u(CAC") = u(DAD') =0

Exercice E.6. Soit o/ un ensemble fini discret de cardinal au moins 2 et soit pu une
mesure de probabilité sur 7. Soit a € & appartenant au support de la mesure p, et soit
n € Z (respectivement n € N). Calculer la loi du premier temps de retour sur le cylindre

48. Un tel couple est appelé une décomposition de Hopf*' de (X, u, d), et la propriété (4) sa propriété
d’unicité (modulo zéro, ou modulo ensembles de mesure nulle).
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[a]ln, = {(zk)kez : Tn = a} (respectivement [a], = {(zk)ren : Tn = a} du décalage de
Bernoulli bilatére (respectivement unilatére) d’alphabet .7 pour les mesures de Bernoulli
u? (respectivement uV). Vérifier le théoréme de Kac 1.2.

Exercice E.7. Soient a € (R\Q)/Z et ¢ la rotation irrationnelle du cercle R/Z définie

par x — x + a. Soient 5 € ]0,1[ et I I'intervalle [0, 5] de R identifié avec son image dans

R/Z.

(1) Montrer que pour tous les a < b dans I, x € [a,b] et n € N, si ¢"(z) € I, alors
¢"(a) € I ou ¢"(b) € I.

(2) Montrer que le temps de retour de ¢ sur I prend au plus trois valeurs.

(3) Déterminer quand le temps de retour de ¢ sur I ne prend que deux valeurs distinctes.

1.4 Indications pour la résolution des exercices
Correction de ’exercice E.5. Voir par exemple [Aar, §1.1].
Correction de I’exercice E.6. Nous traitons le cas unilatére, le cas bilatére est similaire.
Pour tous les n,m € N, nous avons
o™ ([aln) = lalntm ,

donc l'ensemble {[a], : a € &/,n € N} des cylindres de longueur 1 est invariant par
décalage. Par la formule (9), nous pouvons supposer que [a] = {(zx)reny € @V : 20 = a}
est un cylindre initial de .o/.

Par la définition du premier temps de retour, pour tout n € N\ {0}, nous avons

T (1) = {(zp)ken € ZN 121 #a, o xpy # 4,z = a)

Notons u(a) = pu({a}), qui est strictement positif par ’hypothése sur a. Par la définition
de la mesure de Bernoulli zY, nous avons donc pN([a]) = u(a) > 0 et

() () 0) = s 1 (e 0 (g ) = s (@) [T 0 = @) wta)

= (1 - p(a)" " p(a) .

(avec la convention usuelle qu’un produit vide vaut 1). Il s’agit donc de la loi géométrique de
paramétre p(a) sur N\ {0}. En particulier, cette formule est encore valable pour n = +o0,
car

(Tap)+ () @) (F00) =1 = >~ (7)) (1) ) (1)
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Donc pN-presque tout point de &N est récurrent dans [a]. 49

Nous avons

conformément au théoréme de Kac 1.2 (lorsque presque toute orbite est récurrente dans la
partie).

Correction de I’exercice E.7. Notons # I'image de t € R dans R/Z. Remarquons que
¢" () — @™ () =4 — ¥ mod Z pour tous les u,v € R.

(1) Soient a,b,z,n comme dans 1’énoncé. Supposons tout d’abord que ¢"(x) soit a
droite de x dans I. Alors nous avons

¢"(a) = ¢"(x) = (z —a) € [a,¢"(x)] C [0,8] =T .

0 a T b B
— e o e e e —
AN AN
AN \
N \
N\ \
N \
N AN
4 4

De méme, si ¢"(x) est & gauche de x dans I, alors

¢"(b) = ¢"(x) + (b —z) € [¢"(x),b] C [0, 8] = I .

(2) Notons m = min{n € Nx{0} : ¢"(I) NI # 0}, qui existe car toute orbite de ¢ est
dense (et car I'intérieur de I est non vide) °’. D’aprés la question (1), nous avons m = 77(0)
oum = 77(B). Par la symétrie t + —t qui conjugue ¢ & ¢~ : > £ — & mod Z, supposons
que m = 77(0). Notons Iy = [0, (8)] vu dans [0, 1]. Pour tout = € Iy, nous avons donc
T™z € [¢"(0), 8] C I et en particulier 77(z) = m par la minimalité définissant m.

49. D’une part, ceci découle de 'ergodicité de (;sz7 oy, MN). En effet, nous verrons dans la Proposition
3.2 que (%N,0+, p,N) est ergodique, et dans l'exercice E.8 que pour un systéme dynamique probabilisé
ergodique, presque toute orbite passe infiniment souvent dans toute partie de mesure non nulle.

D’autre part, voici une autre maniére de montrer cette récurrence presque sure dans [a]. Pour tous les
n, N € N, posons By, n = {(zx)ren € @™ :V k € [n,n+ NJ], xx # a}. Puisque a est dans le support de i,
nous avons u(eZ~{a}) < 1. Alors B, n est une partie mesurable de 7" de mesure pour y" vérifiant

1 (Ban) = (e~ {a}) ¥ sy 0

Puisque la suite (Bn,n)nen est décroissante pour I'inclusion et puisque la mesure ,uN est finie, nous avons
donc uN(ﬂneN By, n) = 0. Par union dénombrable d’ensembles de mesure nulle, 'ensemble |, .y N,,en Br, v
des points de &7~ dont Porbite par o ne passe qu’un nombre fini de fois dans [a], est de mesure nulle, ce
qui conclut.

50. ou parce que ¢ préservant la mesure de Lebesgue finie sur R/Z, presque tout point de la partie
mesurable de mesure non nulle I est récurrent dans I par le théoréme de récurrence de Poincaré 1.1 (1)
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Maintenant, soit n = 77(5) (qui est fini car toute orbite de ¢ est dense), qui vérifie n > m
par la minimalité définissant m. Notons I = [¢~"(0), 5] C I.

9 ¢_"(0) I ,.8

-

Ao -

0 5 (5) 5

Pour tout z € I, nous avons ¢™(z) € I, donc 77(x) < n. Par la question (1), nous avons
T1(z) € {m,n}.

Montrons que ¢"(8) est a gauche de ¢™(0) dans I, et donc que ¢~ "(0) est a droite
de ¢7™(p) dans I. Supposons par I'absurde que ¢"(8) € ¢"(Iy). Alors ¢" ™ (8) € Iy, et
donc par la minimalité de m, nous avons n = m et 5 € Iy. Donc Iy = I et ¢™(B) = 5.
Par conséquent [ est un point périodique de ¢, ce qui contredit le fait qu’une rotation
irrationnelle n’a pas de point périodique.

Enfin, soit s l'intervalle Ja = ¢~ (5),b = ¢~ "(0)[ (s'il n’est pas vide), soit x € I et
soit 7 = 77(x). D’aprés la question (1), comme ¢ (z) € I, nous avons

o ¢"(a) €I donc ¢""(B) € I et T —m > n par la minimalité de n, d’ot 7 > n+m

e ou ¢"(b) € I donc ¢" ™(0) € I et 7 —n > m par la minimalité de m, d’ou encore
T>n+m.

Comme ¢" "™ (¢7(B)) = ¢"(B) et ¢" T (¢77(0)) = ¢™(B), nous avons ¢"T"(Iz) C I,
d'ot 7 <n-+meten fait 7 =n+m.

Donc 'ensemble des temps de retours dans I de ¢ des points de I est contenu dans
I'ensemble & au plus trois éléments {m,n, m + n}, et Papplication de premier retour de I
dans I, définie par z — ¢™(*) (x) est un échange par translations d’au plus trois intervalles
I() — gbm(f()), IQ — ¢m+n<]2)’ Il — ¢n([1>

2 Ergodicité

Historiquement, le mot ergodique (en grec €pyov = énergie, 0dds= chemin) refléte 'idée,
due & Boltzmann, que, le plus souvent, un systéme physique décrit au cours du temps un
chemin sur ’hypersurface & énergie constante, chemin qui est dense sur cette hypersurface
lorsque le systéme est assez chaotique. L’exercice E.16 renforce I'intuition “je passe partout”
sous-jacente au mot ergodique. De nos jours, le concept mathématique d’ergodicité ne fait
plus référence a la physique ou a la topologie.

Donnons toutefois une illustration historique en physique statistique.
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Considérons 'évolution d’'une mole de gaz parfait (donc avec environ N = 6 10?3 particules)
dans une boite (avec chocs élastique sur les bords), qui au temps ¢ = 0 est dans la moitié
gauche de la boite. Notons A I’événement de 'espace des phases ol toutes les particules
de gaz sont dans la moitié gauche, qui comme chaque particule est ou bien & gauche ou
bien & droite, est de mesure de 1'ordre de 276 10%* - 0. Par le corollaire 0.5 du théoréme
de Liouville (appliqué au systéme hamiltonien d’hamiltonien donné par la formule (7)) de
préservation du volume normalisé u, et par le théoréme de récurrence de Poincaré 1.1, nous
nous attendons donc & ce que le gaz revienne entiérement dans la moitié gauche de la boite.
Mais au bout de combien de temps ?

Par 'hypothése ergodique de Boltzman (revisitée par Tatiana Afanassieva et Paul Eh-
renfest) en physique statistique (dont nous verrons dans l’exercice E.8 qu’elle implique que
nous avons ({74 < +oo}) = 1), et par le théoréme de Kac 1.2, le temps moyen espéré est

en fait de 'ordre de 26 10° , soit probablement plus long que la durée de vie de I'univers!

2.1 Transformations ergodiques

Soit (X, A, u, ¢) un systéme dynamique mesuré. Un exemple d’obtruction a la propriété
physique ci-dessus que presque toute orbite “passe partout” est celui o I’espace des phases
est réunion disjointes de deux parties invariantes de mesure non nulle.

Nous dirons que le systéme dynamique (X, %, u, ¢) est ergodique, si

VAe A, pHA)=A = A =0 ou u(“A)=0
en temps discret et
VAec#, (VteR, ¢ H(A)=A4) = u(A)=0 ou pu(°A)=0

en temps continu. Lorsque u est une mesure de probabilité, cette derniére condition s’écrit
1(A) = 0 ou 1. Nous dirons aussi que la transformation (en temps discret) ou le flot (en
temps continu) ¢ de l'espace mesuré (X, %, u) est ergodique. Lorsque la transformation ou
le flot ¢ est sous-entendu, c¢’est la mesure p que nous qualifions d’ergodique. Voir [Aar| pour
I’extension au cas oll ¢ ne préserve pas u, mais préserve les ensembles de mesure nulle.

La proposition suivante donne des propriétés équivalentes pour I'ergodicité du systéme
dynamique (X, A, u, ¢) lorsque p est une probabilité. Elle caractérise en particulier les
points extrémaux du convexe compact non vide Proby(X) défini dans la partie 0.2.

Proposition 2.1. Soient (X, %, u, ) un systéeme dynamique probabilisé, et p € [1,+o0[ . !
Les quatre assertions suivantes sont équivalentes.

51. C’est surtout le cas p = 2 qui est utile en pratique, car alors LP(X, 1) est un espace de Hilbert °2.
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(1) Le systéeme dynamique (X, B, u, d) est ergodique.
(2) Toute application f : X — C mesurable, telle que fop = f presque partout, est presque
partout constante.

(3) Toute application f dans LY(X,p), telle que f o ¢ = f presque partout, est presque
partout constante.

(4) Toute application f dans LP(X,u), telle que f o ¢ = f presque partout, est presque
partout constante.

Lorsque X est un espace topologique métrisable compact, non vide, ces assertions sont

équivalentes a la suivante.

(5) La mesure p1 est un point extrémal du conveze fermé Proby(X) des mesures de proba-
bilité invariantes par ¢ sur X, dans l’espace vectoriel MR (X) des mesures signées sur
X.

Lorsque le systéme dynamique probabilisé (X, %8, u, ¢) est & temps continu, rappelons
que l'invariance fog = f presque partout signifie que pour tout t € R, nous avons fo¢! = f
presque partout. Nous ne donnons la démonstration que dans le cas du temps discret, mais
celle en temps continu est analogue.

L’assertion (4) donne en particulier une interprétation L? de I'ergodicité d’une trans-
formation ¢, voir la partie 3.3 pour des développements.

Démonstration. Il est immédiat, car LP(X, u) C L1(X, i) (car p est finie et par 'inégalité
de Hélder °?) et en prenant pour f € LP(X,u) la fonction indicatrice®® (ou application
caractéristique) 14 de A, que (2) implique (3) implique (4) implique (1).

Pour montrer que (1) implique (2), nous pouvons supposer que f est a valeurs réelles.
Si 'application f n’est pas constante presque partout, il existe un réel = tel que, en notant
A" = f~Y([x, +00|), nous avons 0 < u(A’) < 1. L'égalité f o ¢ = f presque partout
assure que les ensembles A’ et ¢~ !(A’) coincident en dehors d’une partie négligeable.
L’ensemble mesurable A = (,cyU,,>, ¢ "(A’) coincide alors avec A’ en dehors dune
partie négligeable. En particulier, nous avons 0 < u(A) < 1. Comme ¢~ '(A) = A, ceci
contredit 'ergodicité de pu.

Pour montrer que les assertions (1) et (5) sont équivalentes, montrons que p est ergo-
dique si et seulement si, pour toutes les mesures de probabilité p1, pe invariantes par ¢ sur
X et pour tout ¢ dans |0, 1] tel que p = tuy + (1 — t)p2, nous avons p = pup = la.

Supposons tout d’abord p ergodique. Soient 1, u2 € Proby(X) et ¢t € ]0,1] tels que
w=tu + (1 —t)ua. Les ensembles de mesure nulle pour p sont aussi de mesure nulle pour
1. Par 'exercice E.14, nous avons donc p; = po et p est extrémale.

Réciproquement, supposons que p ne soit pas ergodique. Soit A; une partie mesurable
de X telle que nous ayons ¢~ 1(A;) = A1 et 0 < (A1) < 1, et soit Ay = A;. Posons alors

” T S
David Hilbert ~ Otto Holder Johan f{adon Otto Nikodym Georges Birkhoff
52. 1842-1943 1859-1937 1887-1956 1887-1974 1884-1944

53. Rappelons que 14(x) vaut 1 si x appartient & A et 0 sinon.
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Wi = @ | a; pour i = 1,2. Les mesures de probabilité p; et po sont invariantes par ¢,
différentes de p et u = p(A1)p1 + (1 — p(Aq))pe. Done pu n’est pas extrémale. O

Exercice E.8. Montrer que si (X, %, u,¢) est un systéme dynamique mesuré a temps
discret conservatif et ergodique, alors pour toute partie mesurable B de mesure non nulle,
presque tout point de X est (positivement infiniment) récurrent dans B.

2.2 Le théoréme ergodique de Birkhoff

La propriété d’ergodicité d’un systéme dynamique mesuré est souvent utilisée en con-
jonction avec le théoréme suivant, qui est une version « quantitative » du théoréme de
récurrence de Poincaré 1.1, celui-ci impliquant, sous ’hypothése d’ergodicité (voir l'exercice
E.8 ci-dessus) que presque toute orbite passe infiniment souvent dans toute partie de mesure
non nulle. Il affirme en particulier que, lorsque le systéme est ergodique, pour toute partie
mesurable A, la proportion de temps passé dans A par presque toutes les orbites est égale
a p(A) (voir la remarque (ii) ci-dessous).

Théoréme 2.2. (Théoréme ergodique de Birkhoff) Soit (X, %, i, ¢) un systéme dy-
namique mesuré. Pour tout f dans LY(X, 1), pour tout T € N\{0} si le systéme dynamique
est a temps discret (respectivement pour tout T > 0 si le systéme dynamique est a temps
continu), notons

~
-

f(¢"(2)

0

Nl

Srf(z) =

i

(respectivement

T
Sef(@) =7 [ f@@)ar).

(1) La limite f(x) = Tlim Stf(x) existe pour u-presque tout x € X.
— 00

(2) fvo ¢ = fpresque partout.
3) IIflls < IfllLt, et en particulier Uapplication linéaire f — f de LY (X, 1) dans LY(X, )
est continue.

(4) Si la mesure p est finie, alors la convergence a lieu dans L' :
lim [ Srf — fllut = 0.
T—o0
(5) Pour toute partie A dans B invariante par ¢, de mesure finie, nous avons

/Afduz/Afdu-

6) Si u est une mesure de probabilité ergodique, alors
( [ p godique,
fla) = Jim $rfa) = [ £ au
T—o0 X
pour p-presque tout x € X, et en particulier f est presque partout constante.

38



Donnons quelques commentaires avant de proposer une démonstration du théoréme
ergodique de Birkhoff.

Remarques. (i) La quantité St f(z) s’appelle une moyenne de Birkhoff de f.%* La limite
(lorsqu’elle existe) Tlim St f(x) s’appelle la moyenne orbitale (ou temporelle) de f. L’inté-
—00

grale fX f du s’appelle la moyenne spatiale de f. L’assertion (6) du théoréme ergodique de
Birkhoff dit donc, en paraphrasant, que si u est une probabilité ergodique, alors presque
toutes les moyennes temporelles d’une fonction intégrable coincident avec sa moyenne spa-
tiale. Ceci traduit une propriété « d’équirépartition » de presque toute orbite (voir aussi®’
la partie 4.2), au sens que nous pouvons calculer les intégrales des fonctions en prenant des
moyennes des valeurs de cette fonction sur les orbites.

(ii) Si p est une mesure de probabilité ergodique, en prenant pour f ’application
caractéristique 1 4 d’une partie mesurable A de X, l’assertion (6) du résultat précédent dit
que la proportion de temps

1 1
lim — Card{k <T:¢"(x) € A} (respectivement lim — Leb{t < T : ¢'(x) € A})
T—oo T T—oo T

que l'orbite de x passe dans A est égale a u(A), pour u-presque tout point = de X.

(iii) Notons .# la tribu des invariants (ou o-algébre des invariants) du systéme dyna-
mique mesuré (X, &, u, ¢), c’est-a-dire la tribu engendrée par I’ensemble des éléments de A
presque invariants par ¢, ou encore la plus petite sous-tribu .# de £ rendant .#-mesurables
les applications %-mesurables presque partout invariantes. En particulier, si A € % est
une partie presque ¢-invariante, alors A € .#. L’application %-mesurable p-presque par-
tout invariante f donnée par I’assertion (1) est en fait égale p-presque partout a l’espérance
conditionnelle °® E(f | .#). En effet, application f est .#-mesurable par I'assertion (2). De
plus, pour tout B € .#, par 'invariance de u, nous avons E[f o ¢ 15] = E[f15]. Donc par
la linéarité de I'espérance et par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue lorsque
f est bornée, et par densité sinon (voir la démonstration de I’assertion (4)), nous avons

VBe jv E[E[f ‘ j] ILB] = E[fILB] = E[Snf ILB] —n+oo E[fILB] .

Le résultat découle alors de la propriété d’unicité de ’espérance conditionnelle.

54. Certains ouvrages notent plutét St f(x) la somme ou intégrale non renormalisée Zf:_ol f(@*(z)) ou
Jo f(¢'(@)) dt.

55. en particulier pour des situations ou il est possible d’éviter la restriction & seulement presque toute
orbite

56. Soient (€, .7, 1) un espace de probabilité, X € L'(Q, .o/, 1) une variable aléatoire .o/-mesurable p-
intégrable, et % une sous-tribu (sous-o-algébre) de «/. Rappelons (voir par exemple | , §11.2][ )
que espérance conditionnelle de X sachant % est I'unique (modulo égalité u-presque partout) variable
aléatoire Z-mesurable u-intégrable E[X | Z] € LY(Q, B, 1) telle que

VBe A, E[X1g] = E[E[X | &4 15]
ou, de maniére équivalente, pour toute variable aléatoire réelle Z-mesurable bornée Y,
E[XY]=E[E[X | 4] Y].

En particulier, E[X] = E[E[X | 4)]]. L’espérance conditionnelle de X est p-presque partout positive ou
nulle si X Dest. Si X est Z-mesurable, alors E[X | 8] = X u-presque partout. L’application X — E[X | 4]
de LY(Q, &, ) dans L' (Q, B, i) est linéaire.
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Démonstration du théoréme de Birkhoff 2.2. Nous ne la donnons que dans le cas
du temps discret, celle en temps continu est analogue. Pour f dans L!(X, z1), notons

n>1

. 1 n—1
f@)=sup —3  f(¢"() .
k=0
Lemme 2.3. (Lemme ergodique maximal) Pour tout f dans L'(X, ), nous avons

/ fdp=>0.
{zeX:f*(x)>0}

Démonstration. Posons g, = sup{0,f,f +fo¢,....f+fod+ -+ fop" '} et
E, ={zx € X : go(x) > 0}. Sur E,, nous avons g, = f + gn—1 © ¢. Sur °E,,, nous avons
gn = 0. Sur X, nous avons g,_1 o ¢ > 0. Donc

fd,u:/ gndu—/ gn-10¢ dp
En E, En

2/gndu—/gn—10¢du:/(gn—gn—1)du20-
X X X

Or {z € X : f*(z) > 0} = U,>1 En- Donc f{a:EX:f*(:v)>0} fdu>0. O

(1) Pour montrer I'existence de la limite, puisque Q est dénombrable et dense dans R,
il suffit de voir que pour tous les rationnels «, 3 tels que o < 3, 'ensemble

E.p={reX: lin_l)infSnf(m) <a< f<limsupS,f(z)}

n—oo

est de mesure nulle. Remarquons que u(¢~(E, 5)AE, ) = 0 (voir le méme argument que

pour l'assertion (2) ci-dessous). Comme limsup S, f < f*, nous avons
n—oo

Eop N{(f=B)"=f"—B>0t=Eqsp.

De méme, comme liminf S, f > —(—f)*, nous avons E, g N {(a — f)* > 0} = E, 3.
n—oo
Le lemme ergodique maximal appliqué sur la partie E, g aux fonctions f — 3 et o — f
donne

/ (f=B)dp=0 et/ (—f)du>0.
Eap Eup

Dou [ ﬁ(a —B) dpu >0, et donc pu(E, ) = 0.

(2) C’est clair, car application f est finie presque partout car intégrable, donc la suite
1S 1 f(z) — Suf(¢(z)) = L f(x) converge presque partout vers 0.
(3) Nous pouvons supposer que f est positive. Le résultat découle alors du lemme de

Fatou (et du fait que f préserve p) :

/fd,u:/limsupsnfd,uglimsup/ Snfd,u:/ fdu.
X X n—oo n—oo JX X

(4) Lorsque f est bornée, cela découle du théoréme de convergence dominée de Le-
besgue, car si M > 0 est tel que |f| < M, alors |S,, f| < M pour tout n € N. Le cas général
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s’en déduit par densité. En effet, pour tout € > 0, nous pouvons trouver g bornée telle
que [|f — g[lpr < §. Nous avons donc, pour tout n > 1, I'inégalité ||S,f — Sngllpr < § et
par 'assertion (3), nous avons || f — g1 < §. Pour n grand, nous avons ||S,g — gl < §
puisque g est bornée. Par conséquent, nous avons ||S,f — fl1 < e. Clest ce que nous
voulions.

(5) Cela résulte de I'assertion (4) appliqué a la restriction f |4, car [, f du = [, Snf du
par 'invariance de pu.

(6) Par lassertion (2), Iapplication f est constante presque partout, et p est une
probabilité. O

Voici deux applications élémentaires du théoréme ergodique de Birkhoff, voir aussi
I'exercice E.28. Pour tout réel x dans [0, 1[, notons 0, a; ...ay, ... son écriture décimale (si
nous avons le choix, nous prenons l’écriture avec a,, nul pour n assez grand).

Corollaire 2.4. Pour presque tout x dans [0,1] pour la mesure de Lebesgue, pour tout
chiffre j dans {0,...,9}, «la proportion de j dans l’écriture décimale de x est égale & % »
c’est-a-dire )

1 < =4l =

n1_>nca>onCard{/~c n, ap =j}= 0
Démonstration. Prenons X = [0, 1], u = dz, ¢ : © — 10z mod 1 (qui préserve la mesure
de Lebesgue, en appliquant la proposition 0.2 (2) au 7-systéme des intervalles semi-ouverts

de [0, 1] d’extrémités 10-adiques), et f =1 EIREEID Nous avons alors
10°

1 1
— < — gl — —_
- Card {k <n, ap = j} = Spf(z) n—) fdup 10

car ¢ est ergodique. °7 Il

Théoréme 2.5. (Loi forte des grands nombres de Kolmogorov *®) Soit (X;);en une
suite de variables aléatoires réelles indépendantes, uniformément distribuées, et intégrables.
Alors % ZZ;& X converge presque sirement vers B[ Xy).

Démonstration. Soit (ﬁ, %7, IP) I'espace de probabilité commun de définition des X}, pour
k € N et soit 4 = (Xo)«P leur loi commune sur R. Soient o, : RY — RN le décalage a

57. Nous reviendrons sur ce point dans la partie 4.5 (voir aussi l’exercice E.59), car ¢ admet des propriétés
dynamiques bien plus fortes que 1ergod1c1te Soit f € L2([0, 1]) telle que f o ¢ = f presque partout. Pour
tout k € Z, soit cx(f f ! —2mRt £(4) dt le k-éme coefficient de Fourier de f. Alors par changement de
variable, nous avons ck (f) = clonk(f QS ) = cwnk(f), qui tend vers 0 si k # 0 quand n tend vers +oo par
le théoréme de Parseval. Donc f = co(f) presque partout par la transformation de Fourier inverse, et f
est constante presque partout.

Andrei Kolmogorov John Kingman Michael Fekete Hillel Furstenberg Harry Kesten
58. 1903-1987 1939- 1886-1957 1935- 1931-2019
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gauche sur R, et © : Q — RN Iapplication w — (X;(w))ien. Notons pry, : RY — R la k-éme
projection. Alors X}, = pr;, 0 © et prj, = prgo ai. Notons

K={weQ: Mn—Eij Xol}

n—oo N

et

K' ={zeRY: lim }:Inooa+ = E[X,]} .

n—oo N

Alors K = ©71(K’). Puisque le décalage & gauche o, qui laisse invariante la mesure
produit g par I'exemple (2) de la partie 0.2, est ergodique® pour u, et puisque

/R by = /R t dp(t) = E[Xo]

nous avons N (K’) = 1 par le théoréme ergodique de Birkhoff 2.2 (6). Puisque les variables
aléatoires X; sont indépendantes, nous avons ©,P = u. Par conséquent, nous avons
P(K) = 0,P(K’') = uN(K’) = 1. Ceci montre le résultat. O

2.3 Le théoréme ergodique sous-additif de Kingman **

Le théoréme suivant est un renforcement du théoréme de Birkhoff, qui est tout autant
utile, et servira en particulier dans la partie 2.4.

Il en existe de trés nombreuses démonstrations, outre celle originelle de Kingman, don-
nées par Burkholder (1973), Derriennic (1975), Smeltzer (1977), Katznelson-Weiss (1982)
et Neveu (1983). Nous donnerons celle d’approche algorithmique de Steele [Ste] ainsi que
celle démontrant en méme temps le théoréme ergodique de Birkhoff due & Avila-Bochi (non
publiée, voir | |). Nous renvoyons a ces deux derniers articles pour d’autres références
historiques.

Théoréme 2.6. (Théoréme ergodique sous-additif de Kingman) Soit (X, %, u, ¢)
un systeme dynamique probabilisé a temps discret. Soit (fn)nen oy une suite de fonctions
réelles mesurables, telle que f;" = max{0, f1} appartienne a LY(X, ) et qui est ¢-sous-
additive, c’est-a-dire vérifie

Vm,n € N\{0}, foin < fm + fnod™
Soit
= lim / fndp= inf / frn du € [—00, +00] .

n—+o00 1 neN{0} 1

Alors il existe une fonction f : X — [—oo[ mesurable et p-presque partout ¢-invariante,
telle que p-presque partout, nous ayons la convergence

lim ﬁ_f. (11)

n—+oo n

59. Il posséde des propriétés dynamiques bien plus fortes que l’ergodicité, nous y reviendrons par exemple
dans la partie 3, voir la proposition 3.2.
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De plus, la fonction (]?)Jr est u-intégrable, et

/deuzv-

Si p est ergodique, alors f est p-presque partout constante, égale @ ~y. Siy > —oo, alors
pour tout n € N, les fonctions f, et f sont intégrables, nous avons Hf||]L1 HleU et la
convergence ci-dessus est aussi vérifice dans L1(X, p).

Les assertions (1), (2), (3) et (4) du théoréme de Birkhoff 2.2, sous I'hypothése sup-
plémentaire que p est une mesure de probabilité, découlent de ce théoréme. En effet, soit
f € LY(X, u). Quitte & considérer les parties réelles Re f et imaginaires Im f de f, nous
pouvons considérer que f est réelle. Appliquons le théoréme de Kingman 2.6 & la suite pour
n € N~ {0} des moyennes de Birkhoff non renormalisées " f,, = ZZ;(% fo¢F de f. Ceci
est possible car cette suite vérifie la formule d’additivité exacte fio1n = fm + fn 0 @™ pour
tous les m,n € N\ {0}, ainsi que l'intégrabilité de fl+ = f*. Pour tout n € N, l'invariance
de p montre que %fX fn dp = fo dp, donc la constante v de la suite (f,)neny vaut
Jx [ dp. Les assertions (1) a (4) du théoréme de Birkhoff 2.2 découlent alors du théoréme
de Kingman 2.6 car S, f = % fn (de sorte que fv: favec les notations de ces deux énon-
cés...). Nous utiliserons toutefois le théoréme ergodique de Birkhoff 2.2 dans la premiére
démonstration ci-dessous, voir la fin de cette partie pour une seconde démonstration qui
ne l'utilise pas. Seule la seconde démonstration sera présentée en cours.

L’hypothése que seulement f1+ est intégrable sera utilisée par exemple pour le théoréme
d’Oseledets 2.12. Elle est par exemple impliquée par 'hypothése que f; elle-méme est
intégrable.

Démonstration. Le début des deux démonstrations est identique. Par la sous-additivité
et par récurrence, pour tout n > 1, nous avons fp, < fi+ fiod+ ---+ f1 o "1, donc
0< fF<flr+fiod+ -+ f ol Puisque f; est intégrable et par I'invariance de
u, Uapplication f;© est intégrable. Rappelons que si g : X — R est une fonction mesurable

et si g7 est intégrable pour u, alors ! 'intégrale

/nguz/xg+du—/x(—g)+du

est bien définie dans [—oo, +00[. En particulier, I'intégrale [ « Jn dp est bien définie dans
[—00, +00[, et si v > —o0, alors comme fX fn dp > nry, la fonction f, est intégrable pour
tout n > 1.

Par l'invariance de p par ¢, nous avons

/Xfm+nduS/Xfmdu+/andu

pour tous les m,n € N\{0}. Le fait que la limite dans la premiére définition de la constante
~ dans I’énoncé ci-dessus existe, et que les deux définitions de ~ coincident, est donc
une conséquence du lemme classique de sous-additivité suivant appliqué a la suite (an =
[x fn dp)nen dans [—oo, +oo[. Il est connu sous le nom de lemme de Fekete %, et il sera

60. appelées les sommes de Birkhoff
61. La convention standard est que —oco + a = —oo pour tout a € [—oo, +00].
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aussi utile pour la définition de 'entropie mesurée des transformations (voir la partie 5.2).
S’il n’y avait pas de probléme d’argument circulaire, ce lemme serait une conséquence du
théoréme ergodique de Kingman appliqué a 'unique systéme dynamique probabilisé dont
I'espace des phases est réduit a un point (qui est ergodique) !

Lemme 2.7. (Lemme de Fekete) Soit (a,),>1 une suite dans [—oo,+oo[ telle que,

pour tous les m,n > 1, nous ayons Gmin < am + an. Alors la limite lim = existe dans

a n—oo mn
[—00, +00| et vaut inf —.
n>1 n
Démonstration. S’il existe £ > 1 tel que ap = —o0, alors par sous-additivité, nous avons
a, = —oo pour tout n > k, et le résultat est immédiat. Supposons donc que a,, € R pour

tout n > k. Soit £ = infj,>q 5.
Supposons tout d’abord ¢ > —oo. Alors la suite positive (b, = a,, — n),eN est encore

e . bn, . o
sous-additive, et pour tout € > 0, il existe ng > 1 tel que nT? < €. Ecrivons par division
euclidienne n = gng + r avec r < ng. Par sous-additivité, pour tout n > ng, nous avons

b b b .
alorsb—"gwgﬂ+"°—bl. DoncOﬁb—"SQGpourngrandet lim & = 0.
n n ng n n n>1 "
Si maintenant £ = —oo, montrons de maniére similaire que la suite (%*),cn converge

vers —oo. Pour tout A > 0, il existe ng > 1 tel que %? < —2A — 1. Donc pour tout n > ng

Ann+rai a nola :
assez grand, nous avons <& < anT < nioo(l — n0) 4 % < —A, ce qui montre le

résultat. O

Considérons les applications mesurables f = lim inf % fn et f=limsup % fn- Montrons
- notoo n—+o0o
que f est presque partout ¢g-invariante. En effet, nous avons f < fo¢ par division par n et

passage & la limite inférieure de 'inégalité de sous-additivité fn+f < fi+ fno¢. Donc pour
tout @ € R, nous avons A, ={r € X : f>a}C{r€X:fop>a}=9¢ 1(A,). Sifet
f o ¢ nétaient pas presque partout égales, il existerait a € Q tel que pu(Aq) < p(d~'(Aq)),
ce qui contredirait I'invariance par ¢ de la mesure . Nous pouvons donc supposer que
f = [ o@¢. De méme nous pouvons supposer que f=Ffoo.

Premiére démonstration du théoréme ergodique sous-additif de Kingman 2.6.
Dans cette premiére démonstration (donnée pour la culture) du théoréme de Kingman,
nous ne démontrerons le résultat que lorsque la suite (fy,),>1 est dans LY(X, i), ce qui est
le cas dans la plupart des applications, en renvoyant par exemple a [Via, Theo. 3.3] pour
le passage au cas général, ainsi qu’a la seconde démonstration ci-dessous.

Montrons tout d’abord le théoréme de Kingman 2.6 lorsque ( f;,)n>1 est de plus supposée
étre une suite de fonctions négatives. Le résultat général s’y raméne en appliquant ce cas
particulier & la suite (gn)pn>1 OU g = fr — Z;:ll 1 o ¢'. En effet, cette suite est encore
dans L' (X, u). Elle est négative par la sous-additivité de (fy,)n>1. Elle reste sous-additive
car les sommes de Birkhoff sont additives : pour tous les m,n € N\ {0}, nous avons

n—1 m—1 m+n—1
S fied (Y fiedl)os" = 3 fiod.
i=1 j=1 i=1
Supposons le théoréme de Kingman vérifié pour (g, )n>1. Notons g = 1irj_1 %gn qui existe
- n—-+0oo
presque partout, et 4/ = lim %fX gn dp = fX§ dp. Comme v = v + fX f1 dp, nous

n—-+o0o
avons vy > —oo si et seulement si 4/ > —oo. Alors %fn = %gn + Sn(f1) converge presque
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partout, et dans LY(X, %, ) si v > —oo, par le théoréme de Birkhoff, vers f: g+ ]71, ol
fi= liI_iI_l Sn(f1) (égale a 'espérance conditionnelle E(f; | .#) en rappelant que .# est la
n——+0oo

tribu des invariants de ¢). Enfin,

o1 L _
—nggloon/fndu—nggloon/xgndw/xfldu—/x<9+f1>du—/deu,

toujours par le théoréme de Birkhoff pour 'avant-derniére égalité.

Montrons 'existence de la limite dans la formule (11). Soient ¢ > 0, N € N~ {0}
et M € ]0,+oo[. Posons Fjy = max{—M, f}, qui est presque partout ¢-invariante et
considérons ’ensemble mesurable B

BNM {JIEX VﬁGHlN]] ()>FM()+6}.

Pour tous les point « € X et les entiers n > N, nous allons décomposer algorithmiquement
I'intervalle entier [[1,n — 1] comme la réunion disjointe de certains sous-intervalles entiers,
en parcourant dans ’ordre ses éléments.

Soit k le plus petit élément de [1,n — 1] qui n’est pas dans un des sous-intervalles déja
construits (et en particulier k = 1 a la premiére étape). Si ¢*(z) ¢ By, considérons
¢ € [1,N] le plus petit entier tel que 3 fo(¢"(z)) < Fur(¢*(2)) + € = Fu(z) + e Si
k + ¢ < n, nous prenons [k, k + ¢ — 1] comme I'un de nos sous-intervalles. Si k + ¢ > n ou
si ¢*(x) € By ., nous prenons le singleton {k} comme I'un de nos sous-intervalles.

Ainsi pour tout z € X, nous avons écrit [1,n — 1] comme la réunion disjointe de
sous-intervalles de trois types,

e une famille ([[Ti,Ti + & - 1]])1§i§u ou fgi (¢TZ (w)) < (FM(JI) + 6)&',

e une famille de singletons ({0;})1<i<y tels que 1, ,,(¢%(z)) = 1,

e une famille de singletons ({w;})i<i<w contenus dans [n — N 4+ 1,n — 1].

Par la propriété de sous-additivité appliquée & cette décomposition, et puisque la fonction
f1 est négative ou nulle, nous avons

) < Zfe (47 (x +Zf1 (67 (2)) + Y f1(¢ (2))
i=1
< (FM(xH'G)Z& SFM(UC)Z€¢+n6. (12)

=1

Puisque les sous-intervalles ci-dessus recouvrent [1,n — 1], nous avons

n— Z HBN,M(¢k($)) - N < Zei .
k=1 =1

Donc par le théoréme ergodique de Birkhoff et avec les notations de son énoncé, nous avons
p-presque partout

n

lim inf Zf lim 51— Ly (@) = 1~ Loy,

n—+oo N n—-+o00 nk

Par la formule (12), nous avons donc p-presque partout

Fa) = lmsup ~ fu(e) < Fu(@)(1 — Tiy) e

n—-+o0o
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En fixant M et en faisant tendre N vers +oo, puisque la suite (1 By, v )Nen d’applications
mesurables et uniformément bornées, converge u-presque partout vers 0 par la définition
de By s, et par la continuité de I'application h +— h = E(h | #) dans L'(X, u) vue par
exemple dans le théoréme de Birkhoff 2.2 (3), nous obtenons que p-presque partout

flz) < Fylx) + €.

En faisant tendre M vers +oo, puis € vers 0 (dans Q), nous obtenons donc p-presque
partout

fz) < f(2),
ce qui montre la convergence cherchée (par le critére d’égalité des lim sup et lim inf).

Par la sous-additivité, pour tout n € N, nous avons f,, < Z?:_()l fiodt < Z?:_()l 1+ ot
Donc %f,f < Sn(f{). L'intégrabilité de (f ) découle du théoréme de Birkhoff, qui dit
en particulier que puisque 'application fl+ est intégrable, la limite presque partout de ses
moyennes de Birkhoff S,,(f;") I'est aussi.

L’avant-derniere affirmation du théoréme 2.6 découle de 'invariance presque partout
de f et de I'équivalence des définitions 2.1 de I'ergodicite.
Siy > —oo, alors puisque v = fX f du, nous avons

n — £+ Yt du =20 F I, —
/er|du—/Xf du+/X( Pt du=2FHllw - < +oo,

donc f est intégrable. La derniére affirmation du théoréme 2.6 découle du théoréme de
convergence dominée de Lebesgue. O

Seconde démonstration du théoréme ergodique sous-additif de Kingman 2.6.
Nous donnons maintenant une autre démonstration du théoréme de Kingman 2.6, due a
Avila et Bochi | |. Au contraire de la précédente, d’une part elle n’utilise que I’hypothése
optimale d’intégrabilité de ff , et d’autre part, elle n’utilise pas le théoréme ergodique de
Birkhoff, qui en est donc une conséquence, du moins lorsque la mesure y est une mesure
de probabilité, comme expliqué dans la remarque suivant I’énoncé du théoréme 2.6.
Soient (X, A, p1,¢) et (fn)n>1 comme dans I’énoncé du théoréme 2.6. Comme dans le
début de la démonstration précédente, les fonctions f;F sont intégrables pour yu, donc les
intégrales [ fn dp sont bien définies dans [—oco, +00[. Par la sous-additivité de (f)nen,
I'invariance de u et le lemme de Fekete, la limite nligloo% J « fn dp existe et est égale a

~ = inf 1/ fn du € [—o0, +o0[ . (13)
X

n>1n

Considérons de nouveau les applications mesurables f = liminf L f, et f = limsup * f,.
- n—-+oo n—odoo
Comme dans la démonstration précédente, par la sous-additivité, nous avons f = f o ¢

presque partout et f = 7 o ¢ presque partout.

Lemme 2.8. Nous avons [y f du=1.

Démonstration. Etape 1. Supposons tout d’abord qu'il existe C' > 0 tel que % > -C
pour tout n > 1.
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En particulier, application fi, minorée par —C' sur un espace de probabilité et de
partie positive intégrable, est intégrable. Par le lemme de Fatou appliqué aux fonctions
positives ]%” + C, nous avons

n o1
/fd,u:/liminf fd,ughmlnf/ fndp =7~y <400, (14)
X X X

n—+ooc N n—+oo N

et en particulier, comme f est minorée par —C' sur un espace de probabilité, I'application f
est intégrable. Fixons € > 0. Considérons la famille croissante (Ej)x>1 de parties mesurables
de X ou

Ey={xe X :3j¢€[L,k], fj;x) < fz) + €} .

Notons que X = Uk21 Ey par la définition de f. Considérons la fonction gy : X — R

f+e sur B
i sur By,
Montrons que pour presque tout z € X, et tous les entiers n, k tels que n > k£ > 1 nous
avons

définie par g = { qui est intégrable.

n—k—1 n—1
f@) < 3 g@i@)+ S maxion fi}(6(@)) (15)
i=0 i=n—Fk

En effet, pour presque tout z € X, la fonction f est constante sur l'orbite positive & (x)
de z par invariance presque partout. Pour tout tel point z et pour tout k > 1, construisons
par récurrence des entiers mg < nj; < mj < ng < mg < ... (en nombre fini ou infini) de la
maniére suivante. Posons mg = 0. Soit j > 1 et supposons m;_; construit. Si I’ensemble
{€ > m;_1: ¢*(x) € Ex} est vide, la construction s’arréte au rang j — 1. Sinon, posons
n; = min{¢ > mj_1 : ¢*(z) € Ex}. Par la définition de Ej, soit m; un entier tel que
mj —nj € [1,k] et

Jmj—n; (9" () < (mj —ng)([(™ () +€) . (16)

Soit n > k, et soit £ le plus grand entier tel que my soit défini et my < n. Par la sous-
additivité et par récurrence, nous avons

l
Fl@) €7 fmyny (6™ (2)) + > fi(¢' (@) - (17)
J=1 i€ USZg Imymyra [ U men]
Par convention, posons min{ng,1,n} = n si ’élément ny,q n’est pas défini (il convient de
poser alors ny;1 = +00). Pour tout entier i € Ug;é [mj, njp1 U [me, min{ngy1,n}[, nous
avons alors f1(¢'(z)) = gr(¢'(x)) car ¢'(x) ¢ Ej par construction. De plus, par la formule
(16), par I'invariance de [ le long de l'orbite positive de z, et comme nous avons g > f+e

sur tout X (car pour tout x € “E}), nous avons @ > f(x) + € par la définition de E}),
nous obtenons

fryn (@ (@) < Y (f@ @)+ < D gl(@'(@) .

i€[n;,my i€[ng,m;[
Donc la formule (17) devient
min{ne41,n}—1 ‘ n—1 '
fa(z) < S a @@+ D> AE).
i=1 t=min{ngyi,n}
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Ceci démontre la formule (15), car ngyq > n—k puisque par la maximalité de ¢, nous avons
Net1 + Kk > mypp1 > n si nggq est défini et sinon nyy; = +00.
En intégrant la formule (15) et par 'invariance de la mesure, nous avons donc

/ fndu < (n—k;)/ Jk du—H{:/ max{ g, f1} du . (18)
X X X

En divisant par n et en faisant tendre n vers 400, nous avons donc v < [ x 9k dp. En
faisant tendre k& vers +o00, comme g; tend simplement vers f + ¢ puisque X = (J,cn Ex, et
puisque gj est minorée par —C' et majorée par la fonction intégrable max{f + e, f1}, par
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous avons v < [ v/ dp+ €. En faisant
tendre € vers 0, et comme v > [ « f du par la formule (14), ceci démontre le lemme 2.8
sous les hypothéses de I'étape 1.

Etape 2. Déduisons maintenant le cas général du lemme 2.8 & partir de I'étape 1, par
un argument usuel de troncature inférieure.
Pour tout C' > 0, posons f$ = max{f,, —Cn}. La suite (f¢),en reste sous-additive,
t (fO)* = f{ est intégrable. Nous avons

¢ = liminf fc—max{f, —C} et fC =limsup fc—max{f, —C}.

—  notoon n—+o00

Par le théoréme de convergence monotone en faisant tendre C' vers 400 pour la premiére
et I'avant-derniére égalité, par I'étape 1 appliquée a ( fg Jnen pour la seconde égalité, et
par la formule (13) pour la derniére égalité, nous obtenons donc

fn
du = inf ¢ du = inf inf ”d_ff Inodqy = inf | 2 dy=-~.
Jozn= o [ = i [ 5= g, [ [ =

Ceci démontre le lemme 2.8. O

Lemme 2.9. Si g € LY(X,p), alors %g o @¢" converge presque partout vers 0.

Démonstration. Soit N > 1. Si m > 1, posons Ay = U5, {2 € X 1 [9(¢"(2))] = &}

Montrons que lim p(A,,) = 0. Ceci montrera que
m—»+00

(o € X Tmsup T Jg(6"())] = 1)) =0,

n—-+o0o

et le résultat en découlera par intersection dénombrable d’ensembles de mesure nulle. Or,

par 'invariance de la mesure, et le fait que ﬂ < 2 pour tout k£ > 1, nous avons
n

Z,u({xGX:] ¢"(x) |>— Zu{xeX x)| > N})
n>1 n>1

— S ufz € X ik < Ngla)] < k+1})
n>1k>n

=Y ku({r e X k< Nig@)| < k+1}) <2/Nyg 2)| dpu < +o0 .
E>1

Ceci montre que la premiére série de la premiére ligne de cette formule converge. Son reste
tend donc vers 0, et le résultat cherché découle alors du fait que, par la sous-additivité de

la mesure p1, nous avons u(Am) <3, 5, p({z € X : [g(¢"(z))] = §1)- O
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Lemme 2.10. Pour tout k > 1, nous avons lim sup fﬁ” = klim sup

n—-+oo n—-+o0o

fn

n

Démonstration. Fixons & > 1. L’inégalité < est immédiate. Montrons celle opposée.
Posons g = max{f;,..., f,;" }. Nous avons vu au début de la démonstration précédente
que fj est intégrable pour tout £ > 1. Donc g € L}(X, p).

Pour tout n > 1, écrivons n = mk + r la division euclidienne de n par k, avec m,r € N
qui dépendent de n et r < k. Par la sous-additivité, nous avons

fo < o+ fr 0™ < frp + fF 0 "™ < frr + g oo™k

Puisque lim mTk =1et g € LY(X, ), nous avons liI_}_l %g o ¢"™F = 0 par le lemme 2.9
n—-+0oo

n—-+o0o
précédent. Le résultat en découle en divisant par n I'inégalité f,, < fmr + g0 ¢™F ci-dessus
et en passant a la limite supérieure, puisque lim 2 = % O
n—+oo ™

Fin de la seconde démonstration du théoréme de Kingman. Considérons d’abord
de nouveau le cas ou il existe C' > 0 tel que %" > —C pour tout n > 1. Montrons en
utilisant les idées précédentes que

/fdugfy- (19)
X

Avec le lemme 2.8, ceci montrera que [y f du <y < [y f dp. Comme f < f et puisque
ces fonctions sont intégrables, cela montrera que f = T presque partout. La convergence
cherchée dans I'énoncé du théoréme de Kingman en découlera (par le critére d’égalité des
limsup et liminf). Les autres assertions du théoréme de Kingman se démontrent comme
dans la démonstration précédente.

Afin de montrer la formule (19), fixons k > 1. Pour tout n > 1, considerons la fonction %2

F, = — Z?;& fx o ¢7*, et remarquons de nouveau que la suite (F},),>1 est (exactement)
additive pour ¢*. De plus, F; = —fi, < Ck, donc F1+ est intégrable. Par I'invariance de la
. . Fn _ - — 11 1 Fn
mesure, nous avons [y <% dy = — [ fi dp. En posant F = Eglﬂ;(f; “n par le lemme 2.8,
T F, o e e,
nous avons donc [y F du = lﬁgligof Jx 5= dp = — [ fi dp. La sous-additivité de (fn)n>1
et le lemme 2.10 montrent que
-1
—F =limsup — ka o @™ > limsup =— = klimsup — =k f .
n—+4oo N =0 n—+oco N n—+oo TN

Donc en divisant par k et en intégrant, nous avons fX? dp < —% v Fdp= %fX fr du.
En prenant la borne inférieure sur k£ > 1, ceci montre la formule (19) sous I’hypothése
ci-dessus de minoration des fonctions %"

Dans le cas général, la fin de la démonstration du théoréme de Kingman procéde de
nouveau par I’argument usuel de troncature inférieure déja employé. Pour tout C' > 0, les
fonctions ﬁ et fC, définies dans I'étape 2 de la démonstration ci-dessus du lemme 2.8,

coincident presque partout par ce qui précéde. Comme lim f¢ = f et lim fiCY =T,
C—4o00 — - C—~+o00

le résultat s’en déduit. O

62. qui est la n-éme somme de Birkhoff de la fonction — f) pour la transformation ¢*
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2.4 Le théoréme ergodique multiplicatif d’Oseledets

Notons In™ = max{0,1n} : ]0,+o00[ — [0, +00[. Soient d € N~ {0}, K € {R,C} % et
My(K) Talgebre des matrices d x d a coefficients dans K, de matrice unité I;. Fixons une
norme quelconque || || sur 'espace vectoriel .Z;(K) sur K.

Soit (X, A, ¢) un systéme dynamique mesurable a temps discret. Fixons une application
mesurable M : X — #3(K). Nous appellerons produit dynamique de matrices & gauche
associée a (¢, M) la suite (My)nen d’applications mesurables de X dans .#;(K) définie
par récurrence par My = I et pour tout n € N par M1 = M o ¢" - M,, (en notant par
- le produit matriciel des applications a valeurs dans .#;(K), que nous omettrons dans la
suite), de sorte que ®* (avec la convention usuelle qu'un produit vide d’éléments de . (K)
est 1)

VneN, VaeeX, M/z)=M@" (z) M(@"*(x)) ... M(¢(z)) M(z) . (20)
La suite (M, )nen veérifie la propriété de cocycle multiplicatif & gauche pour ¢
Vm,neN, Vre X, Mern(x) = Mn(¢m($)) Mm($) . (21)

Pour cette raison, ’application M est parfois appelée un cocycle linéaire pour le systéme
dynamique (X, %, ¢).

Si le systéme dynamique (X, %, ¢) est inversible et si M est a valeurs dans le groupe
linéaire GL4(KK), nous posons, pour tous les n € Net x € X

M_n(z) = (Mn o ¢~ "(x)) "
= (M(¢™"(2)~H (M (¢7" (). (M(¢72(2)) " (M(¢7H(2))) "

Il est alors immédiat de montrer par récurrence que la formule de cocycle multiplicatif (21)
est vérifiée pour tous les m,n € Z.

Remarques. (1) En munissant X x K¢ de la tribu produit, considérons le systéme dy-
namique mesurable & temps discret (X x K%, ¢pr) ot

¢u = (x,0) = (P(x), M(z)v) .

L’application de premiére projection (z,v) — x de X x K¢ dans X est une semi-conjugaison
de (X x K% ¢yr) dans (X, ¢), et donc (X x K%, ¢pr) est une extension mesurable de (X, ¢).
Une récurrence immédiate montre que

Vn e NN{O}, (o))" (z,v) = (6" (x), Mn(2)v) ,

ce qui justifie 'ordre du produit de matrices que nous considérons. Si (X, 4, ¢) est inver-
sible et si M est a valeurs dans GLg(K), alors (X x K9, ¢yr) est inversible.

(2) Une interprétation probabiliste est la suivante. Soit (A, )nen une suite de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées a valeurs dans .#4(K) de loi commune

63. La plupart des résultats ci-dessous restent valable lorsque (K, |- |) est un corps commutatif valué
localement compact, comme par exemple le corps QQ, muni de sa valuation p-adique pour tout premier p.
64. Comme dans de nombreuses références, il est tout aussi intéressant (et lié par passage a l'inverse)
d’étudier les comportements asymptotiques des produits dynamiques de matrices ot les matrices sont
multipliées dans Pautre ordre x + M (x)M(p(x)) ... M(¢" *(x)). Notre choix d’ordre vient du fait que
nous allons faire agir les matrices (linéairement, a gauche) sur les vecteurs, voir la remarque (1) suivante.
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p, définies sur un espace de probabilité (ﬁ, @, P) (voir la note de bas de page 30 pour des
définitions). Le produit aléatoire de matrices associé & (Ap)nen est la suite de variables
aléatoires (ApAp—1...A2A1A0)nen, qui est aussi a valeurs dans .#;(K). Le lien avec les
produits dynamiques de matrices définis ci-dessus est le suivant. Considérons le systéme
dynamique probabilisé (X = Z;(K)N,u = pN,¢ = 0,) ott ¢ = o4 est le décalage (&
gauche) sur I’espace mesurable produit .#Z3(K)N et u = pY est la mesure de Bernoulli
associée & la mesure p. Soit M : X — #(K) D'application mesurable (x;);en — xo de
premiére composante. Alors pour tous les z = (z;);eny € X et n € NX {0}, nous avons

M, (z) = M (o} () ... M(04(2)) M(2) = Tp_12p_2 ... 227120 -

Par conséquent, si © : Q — X est lapplication mesurable w +— (A, (w))nen, qui vérifie
©.P = p (voir 'exercice E.1) donc préserve la mesure, alors M, 0 © = A, _1...A24;1Ap.

(3) Par exemple, si X est le tore T¢ = R?/Z, et si ¢ : T¢ — T? est un difféomorphisme
C', vu comme un diffecomorphisme C' de R? qui est Z%-périodique, alors 'application
continue M : X — GL(RY) définie par x mod Z? + d,¢ fournit (en identifiant de maniére
usuelle GL(R?) et GL4(R)) un produit dynamique de matrices pour le systéme dynamique
différentiable (X, ¢).

La notion de cocycle multiplicatif peut s’étendre de nombreuses maniéres, par exemple
en une famille (M;)cr d’applications de X dans GL4(K) vérifiant la propriété (21) pour
tous les temps m,n € R. Une autre extension %, généralisant le cas du fibré tangent
trivialisable TT¢ = T¢ x R? du tore T? précédent est la suivante. Soient p : F — X un
fibré vectoriel mesurable au-dessus de X, et Endy(p) le fibré vectoriel mesurable sur X de
fibre au-dessus de x I'espace vectoriel End(Ey, Fy(,)) (des applications linéaires de la fibre
E, =p~!(z) de p au-dessus de x dans la fibre Ey,) = p~!(¢(x)) de p au-dessus de ¢(x)).
Une section mesurable M € I'(Endy(p)) du fibré Endy(p) (c’est-a-dire une application
mesurable M : X — Endy(p) telle que M(z) € End(Ey, Ey(,)) pour tout z € X) définit
un produit dynamique d’endomorphismes (M, € I'(Endgn (p)))n cn Par la formule (20) (en
remplagant le produit matriciel par la composition des endomorphismes).

(4) Lorsque || || est une norme matricielle®® sur I'espace vectoriel ., (K) sur K, la
suite (fn = In|[My|)nen- o} est une suite sous-additive de fonctions mesurables réelles et
S =MW" M].

Le résultat suivant (voir | |) est donc une conséquence du théoréme de Kingman 2.6
et de I’équivalence de deux normes en dimension finie.

Corollaire 2.11. (Théoréme de Furstenberg **-Kesten °®) Soient (X, %, u, ¢) un sys-
teme dynamique probabilisé, M : X — #y(K) une application mesurable et (M,)nen le
produit dynamique de matrice associé. Siln™ | M|| est u-intégrable, alors il existe une fonc-
tion5" Amax : X — R mesurable et p-presque partout ¢p-invariante, telle que p-presque
partout, nous ayons la convergence

. 1

lim —In||M,| = Amax - (22)

n—+oo N

65. pour la lectrice ou le lecteur qui connait les fibrés vectoriels

66. c’est-a-~dire vérifiant ||AB|| < ||A]| || B]|| pour tous les A, B € 4, (K)

67. appelée I’exposant de Lyapounov supérieur ou mazimal de (X, %, u, d, M) et aussi notée x* dans la
littérature
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+

max

De plus, la fonction X est u-intégrable, et

1 1
/ Amax dp = lim / In ||M,|| dp = inf / In||M,| dp € [—o0,4+00[. O
X n—toon Jx neN{0} N Jx

Soit K une cloture algébrique ® de K. Rappelons que le rayon spectral d’une matrice
A € #;(K) est le nombre réel

p(A) = maXx ‘)\‘ = lim HA”Hl/” —  inf HAnul/n 69

Remarquons que si M : X — #;(K) est une application constante d’image A et si ¢ =
id, alors M,, = A", donc In||M,| ~ nlnp(A), et par conséquent Apax = Ilnp(A) est le
logarithme du rayon spectral de M.

Sous les hypothéses générales du théoréme de Furstenberg-Kesten 2.11, la fonction
obtenue Apnax représente donc le comportement asymptotique presque partout du plus
grand module de valeur propre du produit dynamique de matrices (Mn)neN\{O}- Le théo-
réme d’Oseledets 2.12 suivant donne le comportement asymptotique presque partout non
seulement des autres valeurs singuliéres mais aussi des espaces stables associés (voir les
définitions ci-dessous).

Faisons quelques rappels d’algébre linéaire. Soit d € N~ {0}. Notons GL}(K) le sous-

groupe de GL4(K) constitué des éléments dont la valeur absolue du déterminant est égale
al.
Valeurs singuliéres. Nous renvoyons par exemple a | , §1.10] pour les rappels sui-
vants sur la décomposition en valeurs singuliéres (SVD en anglais). Pour toute matrice
A € #;(K), en notant A* = A sa matrice adjointe "V, la matrice produit A*A est symé-
trique et positive, donc diagonalisable en base orthonormée de valeurs propres positives ou
nulles. Les valeurs singuliéres

(01(A),...,04(A))

de A sont les racines carrées des valeurs propres de A* A ordonnées dans ’ordre décroissant :
o1(A) > -+ > 04(A) > 0 (et celles nulles sont parfois omises dans la littérature). Les
espaces singuliers (& droite) de A sont les espaces propres de A*A, et les espaces singuliers
(& gauche) de A sont les espaces propres de A A*. L’application A — (01(A),...,04(4))
de #4(K) dans [0, 4+o0c[¢ est continue. De plus (voir loc. cit.), la matrice A* a les mémes
valeurs singuliéres que A, et il existe une matrice D € .#4(R) diagonale, dont les coefficients
diagonaux sont (dans 'ordre) les valeurs singuliéres de A, et des matrices orthogonales
P,P' € O(d) si K =R et unitaires P, P’ € U(d) si K = C telles que "

A=P DP'. (23)

68. bien entendu, nous prenons K=CsiK=Ret K=Ksi K=C

69. L’existence de la limite et la derniére égalité découlent du lemme de Fekete 2.7. La limite est indé-
pendante de la norme, par leur équivalence en dimension finie. Voir par exemple [ , Théo. 1.25] pour
la seconde égalité, ou Spc(A) est Pensemble des valeurs propres complexes de A.

70. Pour tout A = (aij)1<i,j<d € #4(K), nous avons A* = (aj; )1<i,j<d. Notons que comme T = = pour
tout = € R, nous avons A* = ‘A si A € .#4(R).

71. Cette écriture est appelée la décomposition de Cartan de A, nous y reviendrons plus longement dans
le lemme 10.10. L’application A +— (o1(A),...,c4(A)) de GL4(K) dans [0, 400[¢ est appelée la projection
de Cartan de GLq(K).
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Prenons || || la norme usuelle sur K%, et || || la norme d’opérateur associée sur .#;(K).
Alors puisque les éléments des groupes orthogonaux ou unitaires préservent la norme d’opé-
rateur par multiplication & droite ou & gauche, nous avons

[A[l = [ DIl = o1(A) -

De plus, si A € GL4(K), alors les valeurs singuliéres sont strictement positives, et nous
avons A=t = P D' P/ _1, donc en réordonnant les coefficients diagonaux de D~!, nous
avons

En particulier
aa(A) = [|A7H7.

Si A € GLY(K), alors A*A € SLy(K) car det(A*A) = | det A|2, donc

d
HO’Z(A) =1.
=1

De plus, si (eq,...,eq) est la base canonique de K%, alors (Pe, ..., Peg) est une base
orthonormée de K¢ dans laquelle la matrice de A*A = PD?P~1! est diagonale, et

Vi€ [1,d], [|APe;| = ||P'Desl| = oi(A)[|[P'eil] = 0i(A) .

En particulier ||APe1| = ||A]| et [|[APeq|| = ||[A7Y|~!. Remarquons encore pour usage
ultérieur que

les vecteurs APey = o1 P'eq,..., APey = 04P'e4 sont deux a deux orthogonaux,

car la matrice P’ est orthogonale. Il est important d’insister sur le fait que comme en
général P # P’ les vecteurs Pey, ..., Peg ne sont pas toujours des vecteurs propres de la
matrice A elle-méme.

Espaces de drapeaux. Comme les espaces singuliers (a droite) des produits aléatoires
de matrices vont dépendre du point de I'espace des phases considéré, il est important de
comprendre la structure mesurable des ensembles de sous-espaces vectoriels.

Soit k € [1,d]. La variété grassmannienne Grgy = Grqr(K) de rang k en dimension
d sur K est I'espace topologique "? (métrisable séparable) des sous-espaces vectoriels de
dimension k& de K% Un drapeau de K% de longueur k est une suite (Vi)i<i<k strictement
décroissante de sous-espaces vectoriels non nuls de K¢. Par convention, nous posons Vj.41 =
{0} si (V;)i<i<k est un drapeau de longueur k. La dimension d'un drapeau (V;)i<i<j est
le k-uplet strictement décroissant d’entiers strictement positifs (dim Vj,...,dim V). Si

72. C’est I'espace topologique quotient du sous-espace topologique de (]Kd)k constitué des k-uplets de
vecteurs linéairement indépendants par la relation d’équivalence « engendrer le méme sous-espace vecto-
riel » : deux sous-espaces vectoriels de méme dimension sont proches s’ils admettent des bases proches
formées de vecteurs de norme 1. La variété grassmannienne Grgq i est ainsi métrisable en définissant, pour
tous les V, V' € Grq, la distance d(V, V') = min{sup; ;< |le; — €i||} ou la borne inférieure (atteinte par
compacité) est prise sur toutes les bases (e1,...,ex) de V et (el,...,e}) de V' constituées de vecteurs de
norme 1.
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(di,...,dy) est un k-uplet strictement décroissant d’entiers strictement positifs, ’espace
des drapeauz de dimension (di,...,d;) de K¢ est le sous-espace topologique (métrisable
séparable) de ’espace topologique produit Grg g, X --- x Grgq, défini par

Drap(dh.‘.,dk) = {(Vl, RN Vk) S Gl"d7d1 X - X Grd,dk ViD---D Vk} .

L’espace des drapeauz de K¢ est I'espace topologique (métrisable séparable) somme disjointe

Drap(Kd) = |_| Drap(g, _4,) -
kydy,..., dp€1,d] : di>>dy,

Comme convenu, tout espace topologique est muni de sa tribu borélienne.

Théoréme 2.12. (Théoréme ergodique multiplicatif d’Oseledets) Soit (X, A, u, ¢)
un systéme dynamique probabilisé a temps discret. Soit M : X — GL4(R) une applica-
tion mesurable telle que les deuz applications In™ || M| et In™ ||[M Y| soient p-intégrables.
Notons (My)nen le produit dynamique matriciel a gauche associé a (¢, M).

Alors il existe une partie mesurable ¢-invariante X' de mesure pleine dans X, une
application mesurable V : X' — Drap(K?), et des applications mesurables ¢-invariantes
k: X' —=[1,d] et A: X' — uie[[l,d}] R, qui sont presque partout uniques, telles que pour
tout v € X',

)\(«T) = ()\1(1U), e 7)‘k(x)(x)) et )‘1(1‘) > > Ak(m)(l‘) >
Viz) = (Vi(z),..., Vi) (@) et Vie [[1,/’6(90)}], M(z)Vi(z) = Vi(o(x)) ,
Vie k@] Yo € Vilo)\Vin(e),  lim || M)l = Afa)
n—-—+0oo
k(x)
lim LIn | det(M,,(x))| = Z Ai(z) (dim Vi(z) — dim Vigq () . (24)

n—+oo n

Si (X, B, u, @) est ergodique, alors les fonctions k, A1, ..., \p sont presque partout cons-
tantes.

Si de plus (X, A, u, ¢) est inversible, alors il existe une application mesurable notée
E:xz— (E1 (2),... ,Ek( )( )) de X a valeurs dans l’espace topologique somme disjointe
|_|k, 51,y S E[1,d] Grags, X -+ % Grgg, telle que pour tout x € X', nous ayons™

Vie[Lk@)], Vi@)=Via(x)eEi(r),  M)Ei(z) = Ei(é(x)),

1
Vv e Ei(x)~\{0}, EEn ﬁln | M, (z)v|| = Ni(z) .

73. Bien entendu, pour tous les z € X' et i € [1,k(z)], en posant d;(z) = dim E;(z), nous avons alors

6i(x) = dim V;(2) — dim Vi g1 (2 EBE
Vo€ Bi@)~{0},  lim —In|[Ma(z)ol = Ai(z),  lim ln|det z))| = Z Ai(
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Pour tout k&’ € [1,d], les applications ™ X\1,..., M\ sont appelées les fonctions de Lya-
pounov du produit dynamique de matrices (M, )pen sur {x € X' : k(z) = k'}. Pour tout
r € X', les nombres réels A1(x),..., Ay (z) (respectivement les sous-espaces vectoriels
Vi(x),..., Vi@ (z) ) sont appelés les exposants caractéristiques ou exposants de Lyapounov
(respectivement les sous-espaces de Lyapounov) en z du produit dynamique de matrices
(Mp)nen. L'ensemble {\1(z),..., Ay ()} est appelé le spectre de Lyapounov en x du
produit dynamique de matrices (M,,)nen-

Par exemple, si ¢ = id (inversible) et M : X — GL4(K) est une application constante,
de valeur A € GL4(K), alors par les rappels ci-dessus sur les valeurs singuliéres de A, nous
avons

e l'application M, est constante de valeur A",

e l’application k est constante, égale au nombre de valeurs singuliéres deux & deux
distinctes de A,

e les applications Ay, ..., A\x sont constantes, égales aux logarithmes des valeurs singu-
lieres deux & deux distinctes de A ordonnées de maniére strictement décroissante,

e les applications Fi,..., E, sont constantes, égales aux espaces propres pour les
valeurs propres €2, ... e? de A*A.

Remarques. (1) Le théoréme de Furstenberg-Kesten 2.11 (appliqué a l'action de M sur
la k-éme puissance extérieure A¥(K?) de K¢ pour k € [1,d]) donne en toute dimension
une expression des exposants de Lyaponov, comme suit (voir par exemple [Arn, §3]). Pour
tout i € [1,d] et p-presque tout = € X, les limites

~ 1

Ai(z) = ngrfw - Ino; (M, (z))
existent. Nous avons Xl(x) > e > Xd(x) > 0. Alors k(z) € [1,d] est le nombre de
ces limites qui sont deux & deux distinctes, et A1(), ..., Ay(y)(z) sont celles deux a deux
distinctes, rangées dans 'ordre strictement décroissant.

(2) Précisons encore plus comment obtenir en pratique les exposants de Lyapounov et
les sous-espaces de Lyapounov, aprés quelques rappels sur ’application exponentielle des
matrices.

Notons Hermg = {4 € #;(K) : A* = A} 'espace vectoriel réel de dimension finie des
matrices hermitiennes (appelées symétriques si K = R, et on note alors cet espace vectoriel

Symg!) de .#,(K), et Herm} ™ son ouvert formé des éléments définis positifs (noté Sym}+
si K = R). Rappelons (voir par exemple | |) que ’application exponentielle des matrices

exp est un C*°-difféomorphisme de Herm, dans Herm;l"Jr. Pour tous les A € Herm;r+ et

a € R, posons alors
A% = exp(aexp 1(A))

et remarquons que 'application A — A% est un C°°-difféomorphisme de He]rm;r+ dans
lui-méme.

Avec les notations (et les hypothéses) du théoréme d’Oseledets 2.12, il est possible de
montrer (voir par exemple | , 83]) que pour p-presque tout z € X, la limite

A(x) = lim (M, (2)* My(z))2s

n—-+o0o

74. On note parfois Amax = x+ = A1, €t Amin = X~ = A, appelé Uexposant de Lyapounov inférieur ou
manimal.

95



existe, que c¢’est une matrice hermitienne définie positive (ceci utilise la seconde hypothése
d’intégrabilité de In[|[M 1), et que si ai(x) > az(x) > -+ > ay)(x) sont les valeurs
propres distinctes de A(x), rangées dans l'ordre strictement décroissant, d’espaces propres
associés E1(z), E2(x), . .., Ey()(x), alors pour tout i € [1, k(x)], nous avons

k(x)

Ai(x) =1Ina;(z) et @ Ej(

Par la continuité du déterminant et du logarithme, nous avons

lim ln|det( n(x))] = lim %lndet(Mn(m)*Mn(x))

n—-+oo n n—+00 2Zn

— lim Indet((M(z)" My (z))2) = Indet A(z (Haz yoim Fi(e))

n—+00
k()

=) Ni(z) dim Ey(z) ,

=1

ce qui redémontre la formule (24).

Démonstration. ™ Soient X, 4, u, ¢, M, (My,)nen comme dans I'énoncé. Par 1’équivalence
des normes en dimension finie, nous pouvons supposer que la norme || || sur .#4(K) est la
norme d’opérateur pour la norme usuelle || || sur K¢

Etape 1. Montrons que nous pouvons supposer que Iapplication M : X — GL4(K) soit
a valeurs dans GLY(K).

Considérons les applications mesurables f = In|det M| : X — R, ses moyennes de
Birkhoff S, f = %Zz;éf o : X - Ret M = el M X — GL4(K). Remarquons
que |det M’| = e~/|det M| = 1, donc M’ est a valeurs dans GLL(K). Notons (M!),en le
produit dynamique matriciel & gauche associé a (¢, M'). Pour tout n € N~ {0}, puisque
les homothéties sont centrales dans GL4(K), nous avons

M, =M 0" L. Mod M = eé(fo¢"—1+---+f0¢+f)MOqﬁn*l .Modp M = efgsnan .
Donc pour tous les z € X et v € K¢\ {0}, nous avons

~n My (2)oll = 58, () + - | M (2)o

—In == z)+ —In z)vl| .

n n\T)V - n n
Pour toute matrice A € .#4(K), en notant K une cléture algébrique de K (ici K = C),
nous avons

d . niniyd
[det Al = [T W< ( sup M) =p(A)! = (int la")" < 4", (25)
AESpz A AeSpr A ne

Puisque f* = In" |det M| < dIn™ ||M||, 'hypothése que In™ || M]| est intégrable implique
donc fT que est intégrable. De méme, puisque

(—f)* =In* |det M|™' = In* [det(M )| < dInT || M7},

75. Elle est spécifique aux cas K = R et K = C, et doit étre modifiée pour les corps commutatifs valués
localement compacts.
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I'hypothése que In™ [[M~1|| est intégrable implique que (—f)* est intégrable. Donc f est
intégrable. Par le théoréme de Birkhoff 2.2, 1a suite (S, f)nen converge presque partout vers
une application mesurable f : X — R. Donc si A},..., A, V{,..., V), sont les exposants
de Lyapounov et sous-espaces de Lyapounov de (¢, M') supposés exister, alors en posant
(en dehors d’un ensemble de mesure nulle) k = &/, et pour tout i € [1, k],

L1
)\z'Zf""&)‘g et Vi=V/,

ainsi que E; = E! dans le cas inversible, le théoréme d’Oseledets est valable pour M.

Nous n’allons maintenant donner la démonstration du théoréme d’Oseledets que lorsque
d = 2 et sans le complément obtenu en supposant que ¢ est inversible. Nous renvoyons par
exemple a [Via, |, ainsi qu’a [Arn, §3] (cette derniére référence donnant explicitement
I'extension au cas du temps continu), pour une démonstration compléte. Le cas d = 2
contient toutefois ’essentiel des idées de la démonstration.

Appliquons le théoréme de Furstenberg-Kesten 2.11 d’une part & M et d’autre part a
M~! en renversant I'ordre des matrices, le résultat restant valable. Ceci est possible par
les deux hypothéses d’intégrabilité du théoréme d’Oseledets 2.12. Alors, quitte & enlever
un ensemble de mesure nulle de X, nous pouvons supposer que les limites

1 1
Amax = lim —1In||M,| et Amin=— lim —In]|M L (26)

n—+oo n n—-+oo N

existent partout, et sont des fonctions mesurables et ¢-invariantes. En fait, comme nous
avons ||A|| = ||A7Y| pour toute matrice A € GL3(R) (car le produit des deux valeurs
singuliéres o1 (A) = ||A| et o2(A) = [|[A7!||~! de A vaut 1, voir les rappels ci-dessus), nous
avons que Amax () existe si et seulement si Ayin(x) existe, et alors

Amin(x> - _)\max(x) .

De plus, comme par la formule (25), nous avons 1 = | det A| < ||A||?, nous obtenons que
Amax () > 0 et donc Apyin(z) < 0.

Etape 2. (Cas d’égalité des deux exposants de Lyapounov) Considérons 1’ensemble me-
surable ¢-invariant X_o = {y € X : Apnax(y) = 0}. Montrons que pour tous les z € X_,
nous avons

1
2 1 - =
Vo e K\ {0}, ngr—ir-loo - In || M, (2)v|| = Amax(2) -

1l suffira alors pour tout z € X—g de poser k(z) = 1, A\ () = Amax(z) et Vi(z) = K2

Si x € X—g, alors Apax() = Amin(z) = 0. Soit v € K2~ {0}. Par la définition de la
norme d’opérateur, nous avons

1M ()T ol < 1M (2)v]l < Mo (@)]] o] -

En prenant le logarithme, et en divisant par n, les membres de gauche et de droite de ces
inégalités tendent vers 0, ce qui montre que hl}rl LIn || My (z)v]| = 0, comme voulu.
n—-+0oo

Etape 3. (Cas d’inégalité des deux exposants de Lyapounov) Considérons l'ensemble
mesurable ¢-invariant X< = {y € X : Anax(y) > 0}. Montrons qu’il existe une application
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mesurable E° : X5 — Gry 2 telle que pour presque tout x € X+, nous ayons la propriété
d’équivariance M (x)E*(z) = E*(p(z)) et

1
K2\ E* lim = Inl||M, = Amax(Z) | 2
Vv e K \E*(z), Jim n || My (2)v|| (z) (27)
1
E? lim —In||M, = Amin(2) . 2
Ve B (z)~{0}, Jm n || My (2)v] = Amin(2) (28)

Il suffira alors pour presque tout élément x € X5 de poser k(x) = 2, A\1(z) = Amax(),
A2(7) = Amin(2), Vi(z) = K2 et Va(z) = E%(2).

Soit € Xs¢. Nous avons en particulier Apax(z) > Amin(z). Pour tout n € N\ {0}
assez grand, nous avons donc ||M,(x)| > |[M,(x)~!|7%, et les deux valeurs singuliéres
o1(Mp(x)) = ||Mu(2)| et o2(My(x)) = [[My(z)~1| ™! de M, (z) sont distinctes. Notons
alors (un(z), sn(z)) une base orthonormée de K? dans laquelle la matrice M, (z)* M, (x)
est diagonale, telle que les vecteurs M, (x)uy,(z) et My, (z)s,(x) soient orthogonaux et

1M (@) un ()| = [ M (@) et ([ M (z)sn (@)l = [|Mn ()7 (29)

(voir les rappels ci-dessus sur les valeurs singuliéres). Notons ay,(z) € [0, 7] Pangle entre
les droites K s, (z) et Ks,41(x). Comme les vecteurs uy,(z) et sp(z) sont uniques modulo
multiplication par un élément de K de module 1, nous pouvons supposer par récurrence
que ay(x) est angle entre les vecteurs s, (x) et sp41(x), et que

sp(x) = cos(an(2))snt1(z) + sin(ony ())upt1(x) -

R s, (x)

Sn ()

On (xz R sn+1(x)

/ “Sna1(z)

L’idée clef du restant de la démonstration du théoréme d’Oseledets est de montrer que
pour presque tout x € X<, cet angle oy, (x) tend exponentiellement vite vers 0, de sorte
que la suite de vecteurs unitaires (s, (7))nen soit une suite de Cauchy dans K2, et de noter
E*(zx) la droite engendrée par sa limite lim s, (z).

n—-+0o

Affirmation (i). Pour p-presque tout z € X~g, nous avons

1
limsup —In sin(a,(z)) < =2 Amax(z) -
n—+oo T

Démonstration. Puisque les vecteurs M, 1(x)un11(z) et My41(x)sp+1(x) sont orthogo-
naux, nous avons par le théoréme de Pythagore et la formule (29) de gauche

[ M1 (2)sn ()] = [ sin(an () Mpg1(2)ungr (2)]] = sin(an (2))[| M1 (2)]] -

Par la définition de la norme d’opérateur et la formule (29) de droite, nous avons

M1 (@)sa (@) = 1M (6™ (@) Ma(@)sa(@)]| < M (6" @) [ M (@) ()]
= M (" @I | M)
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< g < | M (" (@)l : e
Donc 0 < Sln(an(?n))- < o T @ En prenant le logar.lthm.e, en divisant par n,
et en prenant la limite supérieure quand n vers +oo, laffirmation (i) découle alors pour
presque tout = € X~ des définitions (26) des fonctions Apin €t Amax, du fait conséquence de
I'étape 1 que Apin = —Amax, et du lemme 2.13 ci-dessous appliqué a la fonction f = In || M|,

qui est intégrable comme vu dans la démonstration de I’étape 1. O

Lemme 2.13. Soit f € LY(X, ). Pour p-presque tout x € X, nous avons

lim lfong”(x)zO.

n—+oo N

Démonstration. Voir le lemme 2.9 pour une démonstration différente (n’utilisant pas le
théoréme de Birkhoff). Soit g = f o ¢ — f, qui est intégrable. Par le théoréme de Birkhoff
2.2, il existe une fonction intégrable ¢-invariante g sur X et une partie mesurable X’ de
mesure pleine dans X telle que pour tout z € X', nous ayons nll}gl_loo Sng = g. La partie

A ={z € X':g # 0} est mesurable et ¢-invariante. Nous avons par somme télescopique
%f 0" = %f + S,9. Donc pour tout z € A, nous avons lirf |foo™(z)] = +oo. Or le
n—-+0oo

lemme de Fatou, et 'invariance de A et de u, impliquent que
/liminf|fo¢”\ d,ugliminf/ |f oo d,u:/ |f] dp < 400,
A n——+00 n—-+o0o A A

donc p(A) = 0, ce qui montre le résultat. O

11 découle de laffirmation (i) que pour presque tout point x € X<, pour tout € € ]0, 1,
si n est assez grand, alors sin o, (x) < e 2Amax(2)(1=€) Pour tous les n, k € N~ {0}, 'angle
entre les vecteurs unitaires sy (z) et s,yr(x) est au plus Zle anti(z). Comme sinz ~ x
quand z — 0, comme A\pax(z) > 0 et par un argument de série géométrique, pour presque
tout point = € X+ la suite de vecteurs unitaires (s, (z))nen est une suite de Cauchy dans
K2, donc converge vers un vecteur unitaire s(x) € K2. Définissons alors

E’(z) =Ks(x),

qui dépend de maniére mesurable de (presque tout) z. Remarquons que par les propriétés
des suites de Cauchy et des restes de séries géométriques, si 8,(x) € [0, 5] est I'angle entre
sn(z) et s(x) (bien défini pour n assez grand), alors nous avons

1
limsup — In sin B, (x) < —2Apax(x) . (30)

n—+oo T
Affirmation (ii). Pour u-presque tout x € X+, nous avons

lim L n || Mo (2)5(2)]] = Ain(2) -

n—+oo n

Comme E*(z) est de simension 1, ceci montre la formule (28).

Démonstration. Puisque le minimum de Papplication v +— ||M,(z)v| définie sur les
vecteurs unitaires de K2 est atteint en v = s,,(z) (voir les rappels ci-dessus sur les valeurs
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singuliéres), par la formule (29) de droite et par la définition (26) de Apin(x), pour u-
presque tout x € X~ ¢, nous avons la minoration

1 1
. .
tim inf ~ 1o [M,(2)3(a) | > lminf = In [ My(2)s,(2)]

1
= liminf — In || M,,(z) |7} = A (2)

n—+oo N
Montrons que pour u-presque tout x € X<, nous avons aussi la majoration
i 1
limsup — In [| M, (z)s(z)] < Amin(z) -
n—+4oo N

L’affirmation (ii) en découlera.
Pour p-presque tout & € X<, si n est assez grand, par la définition de f,, il existe
a € K de valeur absolue 1 tel que

S(.T) = Cos(ﬁn(x))sn(l') + aSin(ﬁn(x))un(x) .
Donc par l'inégalité triangulaire et la formule (29), nous avons

[ M (2)s(2)]| < cos(Bn (@) | Mn(2)sn ()| + sin(Bn (2)) | Mn (2)un ()]
= c08(Bn(@))[| M () 1|7 + sin(Br (2)) | Mn ()]
< 2max{|| M ()7 sin(By (2)) [ M ()]} -
En prenant le logarithme, en divisant par n et en prenant la limite supérieure quand

n — oo, par les formules (30) et (26) de gauche, et puisque Apax = —Amin DPresque
partout, pour p-presque tout x € X~ g, nous avons

1
limsup — In || M, (x)s(x)||

n—+oo N

IN

1 1 1
max { — lim —In||M,(z)7Y, limsup —In sinf,(z) + ErfooﬁlnHM"(‘T)H}

n—+oo n n—+oco N n

maX{Amin(-@); _2)\max<x) + Amax(x)} = )\min(x) 5

IN

ce qu’il fallait démontrer. O

Affirmation (iii). Pour p-presque tout z € X¢, nous avons

1
Vo e KENE(z), lim =In|M,(2)v] = Anax(2) -

n—+oo n
Ceci démontre la formule (27).

Démonstration. La démonstration est semblable & celle de I'affirmation (ii). Si v € K2
n’est pas colinéaire & s(z), notons v, € [0, 7] Pangle entre v et s,(x), qui converge donc
vers un angle v non nul modulo 7 quand n tend vers +o0o. Alors il existe b € K de valeur
absolue 1 tel que, en utilisant 'orthogonalité de M, (x)sy(x) et My (x)u,(x), ainsi que la
formule (29) de gauche, nous ayons

[Mp(2)v]| = [|Mn(2)((cos Yn)sn (@) + b(sin v )un(@)) | > (sinye) | M (2)un ()|
= (siny) [ Mn(2)] -
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En prenant le logarithme, en divisant par n et en prenant la limite inférieure, par la
définition (26) de Amax(z) et puisque siny # 0, donc liI_iI_l LIn(siny) = 0, nous avons
n—-+00o
donc lﬁgl-}-gg LIn || My (2)v]] = Amax(2).
Puisque le maximum de 'application w — || M, (z)w|| définie sur les vecteurs unitaires
de K2 est atteint en w = u,(z) (voir les rappels ci-dessus sur les valeurs singuliéres), par la

formule (29) de gauche et par la définition (26) de Apax(x), pour p-presque tout = € X,
nous avons la majoration

1 1
limsup — In | M,,(z)v|| < limsup — In || My, (z)u,(2)||
n

n—+oo N n——+o00

1
= limsup — In || M,,(z)|| = Amax(z) -

n—+oo N
L’affirmation (iii) en découle. O

Affirmation (iv). Pour p-presque tout z € X~g, nous avons la propriété d’équivariance
M(z)E*(z) = E*(¢(x)).

Démonstration. Pour u-presque tout z € X<, nous avons

My (¢(2)) M (x)s(x) = Mpy1(x)s(z) - (31)
En regardant le membre de gauche de cette égalité, pour presque tout z € X~g, si par
I’absurde M (z)s(z) n’était pas colinéaire a s(¢(z)), alors par 'affirmation (iii), nous aurions

lim_ + In | M, (6(2) M (2)s(@)]| = Amax(6(a))

n—+oo N
Mais en regardant le membre de droite de 1’égalité (31), par l'affirmation (ii) et I'invariance
de Amin par ¢, nous avons ngl—&r-loo %ln | Mpt1(z)s(x)|| = Amin(@(2)) # Amax(é(x)), ce qui
donne une contradiction. L’affirmation (iv) en découle, ainsi que le théoréme d’Oseledets
2.12 comme expliqué au début de I’étape 3. g

Exercice E.9. Soient (X, %, u, ¢) et (X', %', 1/, ¢') deux systémes dynamiques probabili-
séset h : X — X' une semi-conjugaison. Soit M’ : X’ — GL4(K) une application mesurable
telle que les applications In™ || M’|| et In™ ||(M’)~!|| soient p/-intégrables. Considérons ’ap-
plication M = M'oh : X — GL4(K). Notons | (y), ..., )\;C,(y)(y) et V{(y),..., Vk’,(y) (y) les
exposants de Lyapounov et espaces de Lyapounov de p/-presque tout y € X’ pour le produit
dynamique de matrice associé a (¢', M'). Notons A1(x), ..., Ay () et Vi(z),..., Vi) (z)
ceux de p-presque tout x € X pour (¢, M). Montrer que pour p-presque tout, nous avons
k=Fkoh A\i=MNohetV;=V/oh.

Exercice E.10. Soit (X, %, i, ¢) un systéme dynamique probabilisé. Deux applications
mesurables M, M’ : X — GL4(K) sont dites conjuguées pour ¢ s'il existe une application
mesurable A : X — GL4(K) (appelée une conjugaison de cocycles linéaires entre M et M)
telle que

(1) les applications In || A|| et In ||A~Y|| sont intégrables,

(2) nous avons u-presque partout I'égalité M’ = Ao M A~L,

Montrer que la relation « étre conjuguée & » est une relation d’équivalence sur I’ensemble
des applications mesurables de X dans GL4(KK). Montrer que les exposants de Lyapounov
des produits dynamiques de matrices (Mp,)nen et (M) )nen respectivement associés a M
et & M’ sont presque partout égaux.
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2.5 Exercices

Exercice E.11. Dessiner le graphe de 'application tente ¢ : [0,1] — [0, 1], définie par
2z siz€[0,3] et 2 2(1 — ) si x € [4,1]. Montrer que ¢ préserve la mesure de
Lebesgue de [0, 1] et est ergodique.

Exercice E.12. Soient p € N\{0,1}, o/ 'alphabet [0,p — 1] et v la loi uniforme sur <.
Soient X I’espace topologique produit &Y, et  la mesure produit v sur X. Considérons
la transformation ¢ : X — X de X, dite d’addition p-adique avec retenue, définie par
(xi)ien — (Yi)ien o, en posant n = max{k € N:Vi € [0,k —1], z; =p—1} € NU{+o0}
avec les conventions usuelles, nous avons y; = 0 si i < n, et si n # 400, alors y, =z, + 1
et y; = x; st > n.

Montrer que (X, i, ¢) est un systéme dynamique probabilisé ergodique.

Exercice E.13. Soient (X, %, u,$) un systéme dynamique probabilisé & temps discret.

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) Le systéme dynamique (X, %, u, ¢) est ergodique.

(2) (Hypothése ergodique de Boltzmann) Pour tous les éléments A, B € A tels que
wu(A), u(B) > 0, il existe n € N tel que u(¢p~"(A4) N B) > 0.

(3) Pour tout A € # tel que p(A) > 0, nous avons u(J,cny @ "(A)) = 1.

(4) Pour tout A € %, nous avons

. 1
lim —
n—+oo n

n—1
ST (e F(A) N A) = p(A)?.
k=0

(5) (Propriété de mélange en moyenne de Césaro) "® Pour tous les A, B € %, nous

avons
n

-1
tim 37 (6 HA) N B) = u(A)u(B)
k=

n—-+oo N
=0

(6) Il existe des m-systémes & et &’ engendrant la tribu A tels que pour tous les A € & et
B € &', nous ayons
n

-1
tim 3™ u(67H(A) N B) = u(A)u(B)
k=

n—4+oco N —
(7) Pour tout f € L'(X, ) et pour p-presque tout z € X, nous avons
1 n—1
. 4 k _
i 3 e i /deu-

(8) Il existe une partie E’ engendrant un sous-espace vectoriel dense de L' (X, i) telle que
pour tout g € E’ et pour p-presque tout x € X, nous ayons

=0.
Lt

—1
1 n
tim =" godh@) — [ gdul
Jim (=3 g0 ¢t(a) 9 du
k=0
76. Voir la partie 3.1 pour une explication de la terminologie.
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(9) (Convergence en moyenne de Césaro des corrélations) '° Pour toutes les fonc-
tions f,g € L2(X, 1), nous avons

n—1
. 1 k .
nggloonkEO;/Xfw gdu=tm [ (Supgdn=[ fau [ gin.

: : ! " 3 2
a ’
(10) 1l existe des parties E’ et E” engendrant des sous-espaces vectoriels denses de L%( X, i)
telles que pour toutes les f € E' et g € E”, nous ayons

lim X(Snf)gdu—/xfdu/ngu-

n—-+o00

(11) Pour toute application f : X — [0, +00] mesurable qui n’est pas presque partout nulle,
la somme ZZ;(l) f o ¢F converge presque partout vers +oo.

Exercice E.14. Soit (X, %, ¢) un systéme dynamique mesurable. Soient p et v deux
mesures de probabilité invariantes pour (X, %, ¢). Montrer que si u est absolument continue
par rapport " a v et si v est ergodique, alors p = v.

Montrer que si u et v sont ergodiques, alors elles sont égales ou étrangéres.

Exercice E.15. (Compléments sur le théoréme ergodique de Birkhoff 2.2.) Soit
(X, B, i1, ¢) un systéme dynamique mesuré a temps discret. ™

(1) Soit f € L2(X, y). Montrer que f € L2(X, u) et |[fllre < || f||z2, et que si la mesure
p est finie, alors la convergence presque partout de (S, f)nen- {0y Vvers f est aussi une
convergence L2 :

Jim (|5, f = fll2 =0

(2) Montrer que si (X, %, u, @) est inversible et si la mesure p est finie, alors la moyenne
% Zz;é fo¢F(x) de f sur 'orbite négative de € X converge aussi, pour u-presque

tout x, vers f(z).

(3) Si p est une mesure de probabilité, montrer que ¢ est ergodique si et seulement si pour
tout f € L'(X, u) et pour p-presque tout € X nous avons f(x) = fX fdu.

(4) Soit f € LY(X, ). Montrer que si u est une mesure de probabilité et si f est un cobord
intégrable pour (X, %, u, ¢), c’est-a-dire s’il existe une fonction intégrable v : X — C
telle que f = u o ¢ — u presque partout, alors la suite (S, f )nEN\{O} converge presque
partout vers 0.

77. Soient u' et v’ deux mesures sur un espace mesurable (X', %’). Nous dirons que p’ est absolument
continue par rapport a ' si tout ensemble de mesure nulle pour v’ 1’est aussi pour p’, et la notation usuelle
est u' << V. Si y et ' sont o-finies, le théoréme de Radon®*-Nikodym®® (voir [Coh, page 132]) assure
alors l’existence d’une fonction mesurable positive f : X — R telle que dy’ = f dv’, unique modulo égalité
u-presque partout, notée 3—‘:: et appelée la dérivée de Radon-Nikodym de p' par rapport a v/,

78. Deux mesures i1’ et v’ sur un espace mesurable (X', #') sont étrangéres (on dit « mutually singular »
en anglais) s’il existe un ensemble mesurable de mesure pleine pour 'une et de mesure nulle pour autre.

79. l’analogue en temps continu est laissé au lecteur.
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Exercice E.16. Soient X un espace topologique & base dénombrable d’ouverts®’, ;1 une
mesure de probabilité borélienne sur X de support®! égal & X, et ¢ : X — X une ap-
plication continue qui préserve p. Montrer que si ¢ est ergodique, alors p-presque toute
orbite positive du systéme dynamique topologique & temps discret (X, ¢) est dense dans
X (c’est-a-dire, pour p-presque tout x dans X, l'adhérence de l'orbite positive de z est
I'espace X tout entier : {¢™(z) : n € N} = X).

Exercice E.17. (Transformation induite) Soit (X, %, u, ) un systéme dynamique
probabilisé a temps discret. Soit A une partie mesurable de mesure non nulle, notons
74+ X — (NX{0}) U {oo} son premier temps de retour (voir la partie 1.2). Notons
PBa = {BNA: B e A} la o-algébre induite de # sur A. Rappelons que la mesure

induite® de p sur A est la mesure de probabilité 4 sur (A, %4) définie par B’ %.

La transformation induite de ¢ dans A est 'application ¢4 : A — A définie par ®3

OA T { fm(x)(x) si TA(x) # +o00

sinon.

(1) Montrer que la transformation induite ¢ 4 est mesurable pour %4 et préserve la mesure
induite 4. Le systéme dynamique (A, B4, 114, d4) est appelé le systéme dynamique
induit de (X, %, u, @) sur A.

(2) Montrer que si (X, %, 1, ¢) est ergodique alors (A, Ba, pia, da) Uest. 5 Montrer que
si (X \U,en @ ™(4)) = 0 (ou de maniére équivalente si u(7;'(+00)) = 0) et si
(A, Ba,pa, ) est ergodique alors (X, B, u, ¢) Uest.

(3) Montrer que si (X, %, u,d) est ergodique, alors pour toute partie mesurable A de

mesure non nulle, la suite des temps de retour (75%) renngo}y dans A (voir la partie 1.2
pour sa définition) vérifie en presque tout point de X que

(4) Soient K € {R,C}, d € N\ {0}, || || une norme sur .#3(K) et M : X — GL4(K)
une application mesurable telle que In™ ||M|| et In™ || M || soient intégrables. Notons
AL(T); s Ay () et Vi(2),. .., Vi) (7) les exposants de Lyapounov et espaces de
Lyapounov de p-presque tout z € X pour le produit dynamique de matrice associé a
(¢, M). Supposons que 74 € L'(X, ) et, quitte a enlever & A une partie mesurable

80. Un espace topologique X est a base dénombrable d’ouverts s’il existe un ensemble dénombrable
% d’ouverts de X tel que tout ouvert de X soit une union d’éléments de A. Par exemple, tout espace
topologique métrisable séparable est & base dénombrable d’ouverts. Rappelons qu’un espace topologique
est séparable s’il admet une partie dénombrable dense. Tout espace topologique métrisable compact est
séparable.

81. Le support d’'une mesure positive borélienne est le plus petit fermé en dehors duquel la mesure est
nulle; c’est ’ensemble des points dont tout voisinage ouvert est de mesure non nulle.

82. C’est la restriction & %4 de la mesure conditionnelle B — p(B | A) = % sur A sachant A.

83. Par le théoréme de récurrence de Poincaré 1.1, ’ensemble des points = de A tels que 7a(xz) = +o0
est mesurable de mesure nulle, donc la maniére de définir ¢4 sur cet ensemble est matiére de convention,
elle n’a aucune importance du point de vue de la théorie ergodique.

84. Prendre garde que ce résultat devient incorrect pour des propriétés plus fortes que 'ergodicité. Par
exemple, la propriété de mélange (voir la partie 3.1) n’est pas toujours préservée par passage a un systéme
dynamique induit, voir ’exercice E.46.
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de mesure nulle, que 74(X) € N~ {0}. Notons M’ : A — GL4(K) I'application = —
MTA(.’E) ($)

a) Montrer que les applications In™ ||M’|| et In* ||[M’~!|| sont pa-intégrables.

b) Montrer que pour p-presque tout x € A, la limite a(x) = lirf % Z;(l) TA0¢F(x)
n—-+0o

existe dans [1, 400 .
¢) Pour p4-presque tout = € A, montrer que les exposants de Lyapounov en z pour le
produit dynamique de matrice associé a (¢4, M') sont

N() = @) (@), -, Ny () = a@) Mgy ()
et que ses espaces de Lyapounov sont V(z) = Vi(x),..., ka,(x) (7) = Via) (7).

Exercice E.18. (Transformation de Kakutani) Soit (X, %, i, ¢) un systéme dyna-
mique probabilisé a temps discret inversible. Soit 7 : X — (N\{0}) U {oco} une application
intégrable pour u, appelée une fonction de hauteur sur X. Soit

X:={(z,n) e X xN:n<71(x)}

muni de la o-algébre 4, induite de la o-algébre produit de X x N. Soit ¢, : X; — X,
'application définie par ®°

(x,n+1) sin+1<7(x)
(@,n) = { (¢(z),0)  sinon,

appelée la transformation de Kakutani sur X de fonction de hauteur 7.
(1) Montrer que la transformation de Kakutani ¢, est mesurable pour ;.

(2) Montrer qu'il existe sur I’espace mesurable (X, %,) une unique mesure de probabilité
L, invariante par ¢, et telle que la mesure induite (au sens de 'exercice E.17) de
pr sur X x {0} soit la mesure u. L’espace mesuré (X, B, ;) est appelé la tour de
Kakutani sur (X, %A, p) de fonction de hauteur 7. Faire un dessin. Le systéme dyna-
mique mesuré (X, B-, i, ¢r) est appelé la suspension du systéme dynamique a temps
discret (X, A, u, ¢) de fonction de hauteur 7.

(3) Montrer que si (X, %, u, ¢) est ergodique, alors (X, %, tir, d;) 'est aussi.

(4) Soient (Y, %, v, 1) un systéme dynamique probabilisé & temps discret inversible et ergo-
dique, et A une partie mesurable de mesure non nulle de Y telle que p(7 " (+00)) = 0.
Montrer que le systéme dynamique mesuré (Y, %, v, 1) est conjugué au systéme dyna-
mique mesuré suspension du systéme dynamique induit (A, €a,va,904) de (Y, €, v, 1)
sur A pour la fonction de hauteur égale au premier temps de retour 74.

Exercice E.19. (Produits croisés) Soit (X, %, u,¢) un systéme dynamique mesuré
a temps discret. Soient G un groupe topologique localement compact, % sa o-algébre
borélienne et g une mesure de Haar de G. Soit f : X — G une application mesurable.
Considérons 'application ¢7 : X x G — X x G définie par

(z,9) = (¢(x), f(z)g) -

85. La condition d’intégrabilité | x T di < 400 de la fonction de hauteur T implique que I’ensemble
mesurable 77 (+00) = {z € X : 7(2) = 400} est de mesure nulle pour u. Donc la définition de la
transformation de Kakutani en un point (z,n) ot 7(x) = 400 est matiére de convention, ici nous prenons
(z,n) — (z,n+1).
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(1) Montrer que ¢ ¢ est mesurable pour la g-algebre produit Z® %, et préserve la mesure
produit p ® pg. Le quadruplet (X x G, % ® %Ba, 1 @ pa,¢f) est appelé le systéme
dynamique produit croisé de (X, %, u, @) par f.

(2) Montrer que le systéme dynamique mesurable (X, %, ¢) est un facteur du systéme
dynamique mesurable (X x G, BR%Bq, ¢¢), et que si G est compact (et e normalisée),
alors le systéme dynamique mesuré (X, 4, u, ¢) est un facteur du systéme dynamique
mesuré (X x G, BRRBa, @ g, ¢5). Si G est abélien, montrer que pour tous les n € N
et (x,g9) € X x G, nous avons

(67)"(2,9) = (¢"(x), 9 + f(z) + fop(z) +-- + fod"  (z)) . (32)

(3) (Théoréme d’Anzai) Si ¢ est ergodique et si G est le cercle R/Z, montrer, par
exemple en utilisant le développement de Fourier en la seconde variable des fonctions
réelles définies sur X x G (voir la partie 4 pour plus d’information), que le systéme
dynamique produit croisé est ergodique si et seulement s’il n’existe pas de p € Z~{0}
tel que la fonction p f : X — G soit un cobord a valeurs dans G, c’est-a-dire qu’il existe
une application mesurable 6 : X — G telle que presque partout

pf=0op—0.

Exercice E.20. Un systéme dynamique probabilisé a temps discret (X, %, u, @) est dit
totalement ergodique si pour tout n € N\ {0}, le systéme dynamique probabilisé a temps
discret (X, A, u, ") est ergodique.

(1) Donner un exemple de systéme dynamique probabilisé & temps discret ergodique non
totalement ergodique.

(2) Montrer que le systéme dynamique (X, %, u, ¢) est totalement ergodique si et seule-
ment s’il n’admet pas de facteur de cardinal fini non trivial (c’est-a-dire dont le support
de la mesure n’est pas un singleton).

Exercice E.21. (Minoration d’exposant de Lyapounov) Notons || || la norme du
maximum
W)y s — max la.
I@ijhi<ij<alloo = max as|
sur l'espace vectoriel réel .#5(R) des matrices 2 x 2 réelles. Soient ¢ > 0 et @ € R\Q un
irrationnel. Notons X = R/Z le cercle muni de sa mesure de Haar normalisée, et ¢ : X — X

la translation irrationnelle définie par x mod Z — x4+« mod Z. Pour tout z € X, notons
R. — cos(2mz) —sin(27x) c 0
T (sin(27rz) cos(2mx) 0c !

continue M : X — SLo(R) définie par x — HR, et (M,)nen le produit dynamique de
matrices a gauche associé, de sorte que pour tous lesn € Net x € X,

My (z) = M(¢" " (2)) M(¢"2(2)) ... M(d(x)) M(z) .

) la rotation d’angle 27z et H = ( ) Considérons 'application

Notons Apax son plus grand exposant de Lyapunov.

(1) Montrer que presque partout
o
M = Bm [ W[ HRy g1y - HRa o Ry do.

n—-+00 0
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2) Pour tout z € C, posons R(z) = (§2+1)/2. (_22;1)/(%) . Exprimer R, en fonction de
3 (:2-1)/(2)  (:241)/2
R(e*™®) pour tout x € X.

(3) Montrer qu'il existe une suite (fy)nen de fonctions sous-harmoniques ®® de C dans R

_ 10l 2
telles que Apax = ngrfoo - fo fn(e¥™) dx presque partout.

(4) En déduire que nous avons presque partout Apax > liril Lin|(H R(0))"]|os, puis que
n—-+0o0

nous avons presque partout Apax > In F—

2.6 Indications pour la résolution des exercices

Correction de l’exercice E.9. Il est immédiat que M est mesurable. Puisque h,pu =
1/, nous avons [y In" [|ME du = [y, InT ||(M")*!]| dy’ < 400, donc les applications
kyA1,..., Ak et Vq,..., Vi sont bien définies u-presque partout par le théoréme d’Oseledets
2.12. Pour tout n € N, puisque h o ¢ = ¢’ o h et par la définition des produits dynamiques
de matrices, nous avons M,, = M/ o h. Donc pour tout v € K¢~ {0}, nous avons

1 1
—1In||Myv|| = —In||(M], o h)v| .
n n

Le résultat découle de l'unicité (presque partout) des exposants de Lyopounov et des
espaces de Lyapounov dans le théoréme d’Oseledts 2.12.

Correction de I’exercice E.10. Il est immédiat que ’application constante x — I; est
une conjugaison entre M et M, que si A est une conjugaison entre M et M’, alors A~!
est une conjugaison entre M’ et M, et que si B est une conjugaison entre M’ et M", alors
BA est une conjugaison entre M et M".

Quitte a enlever & X un ensemble de mesure nulle, notons k : X — [1,d] le nombre
d’exposants de Lyapounov, A1,..., A\r : X — R les exposants de Lyapounov et Vq,...,V; :
X — R les sous-espaces de Lyapounov pour M.

Pour tous les n € N et x € X, par la propriété (2) d’une conjugaison de cocycles
linéaires et par simplifications, nous avons

My (z) = M'(¢" Hz)) M'(¢"*(x)) ... M'(¢(x)) M'(x)
= A(¢™ ()M (¢" Hx)) M (6" %(x)) ... M(p(z)) M(x)A(x)™"
= A(¢"(x)) My (z) A(z) ™"

Posons V{(z) = A(x)Vi(x),...,Vi(z) = A(x)Vi(z). Nous avons v' € V/(x)\V/ ;(z) si et
seulement s’il existe v € Vz(x) \Vz+1( ) tel que v/ = A(x)v, et alors le calcul précédent
donne M) (z)v" = A(¢"™(z)) M, (x)v. Par les propriétés de la norme d’opérateur, nous avons
alors

1
|~ In || M}, ()| - *thM ol <maX{*1n||A(¢>”( DI *IHHA o)} -

86. Rappelons qu’une fonction continue f : C — R est sous-harmonique si la valeur de f en tout point
zp € C est inférieure a la moyenne de f sur tout cercle centré en zp :

1
VzeC,Vr>0, f(zo)S/f(zoJrreZ”t)dt.
0

Rappelons que si u : C — C est holomorphe, alors z — In |u(z)| est sous-harmonique, et qu’une fonction
f:C — R qui est le maximum d’un nombre fini de fonctions sous-harmoniques est sous-harmonique.
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Par le lemme 2.9 (ou 2.13 en fonction des préférences pour la démonstration) et la propriété
(1) d’une conjugaison de cocycles linéaires, nous avons presque partout

Jim A" ()] =0
et de méme pour A1,

Ceci montre que M et M’ ont presque partout les mémes exposants de Lyapounov, ainsi
que le fait que presque partout les sous-espaces de Lyapounov pour M’ sont les images par
A des sous-espaces de Lyapounov pour M.

Correction de ’exercice E.12. Voir la correction de 'exercice E.64 (3).

Correction de ’exercice E.13. Les implications (5) = (4), (5) = (6), (7) = (8) sont
immeédiates.

(2)=(1).S51 A 6 B est tel que ¢~ 1(A) = A et u(A) > 0, alors pour tout n € N, nous
avons (¢ " (A)N “A) = u(AnN ¢A) =0, donc p(“A) = 0 par l'assertion (2).

(1) = (3). Pour tout A € % tel que u(A) > 0, si B = U,y ¢ "(A), alors u(B) >

"(A
(3)

w(A) > 0et ¢~1(B) = B donc u(B) = 1 par ergodicité.
= (2)

(3) 2). Pour tous les A, B € £ tels que u(A),u(B) > 0, lassertion (3) dit que

(Upen @ ™(A)) = 1. Donc (B N Upen® "(4)) = p(B) > 0 et comme une union
dénombrable d’ensemble de mesure nulle est de mesure nulle, il existe n € N tel que

n(BNg¢"(A)) > 0.

(3) = (1). (Argument direct, nous venons de démontrer que (3) = (2) = (1)) Si
A€ B est tel que ¢ 1(A) = A et u(A) > 0, alors l'assertion (3) implique que nous avons

#(A) = 1Upen ¢ "(4)) = 1.

(4) = (1). Si A est une partie mesurable invariante, alors 2 >°7'~ k(AN A) =
u(A). Donc l'assertion (4) implique que pu(A) = u(A)?, c’est-a- dire que ,u(A) vaut 0 ou 1.

(1) = (5). La fonction f = 14 est intégrable. La convergence L' de S, f vers la fonction
constante [ f du (voir le théoréme de Birkhoff 2.2 (4) et (6)) montre que

n—1

nkzzo (¢ (A) N B) = /B Suf djt s poo /B /X f dpdp = p(A) pu(B) |

(1) = (7). C’est lassertion (6) du théoréme de Birkhoff 2.2.
(7) = (1). Si A € B est tel que ¢~1(A) = A et u(A) > 0, soit f = 14, qui est

mesurable, intégrable et invariante. Par l’assertlon (7) pour u-presque tout x € X, nous

avons f(z) = Erf f(z) = lim %Z f o ¢"(z) = [y f du. Donc f est presque

n—-4o00
partout constante, et égale & 1 sur ’ensemble de mesure non nulle A, donc est presque

partout égale a 1. Dot u(A) = 1.

(8) = (7). Puisque | Y7 o Niai — iy Aibi| < 3oy | Aillai — bi| pour tous les n € N
et A\, ai,b; € C, la conclusion de 'assertion (8) est encore vérifiée pour tout g € Vect(£').
Soient f € L'(X, i) et f la limite presque sure et dans LY(X, u) de (S, (f))nen, qui existe
par le théoréme de Birkhoff 2.2. Pour tout € > 0, soit g € Vect(E’) telle que || f — g1 <e.
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Alors | [ fdp— [ gdu| < ||f — gllLt < e. Pour tout n € N\ {0}, par I'invariance de la
mesure, NOUS avons

1 n—1 1 n—1
1508 = Suglls =5 [ 1= o e dus > [ 17 —glodt du=17 gl <.
nJx n X
k=0 k=0
Par I'inégalité triangulaire et puisque p est une mesure de probabilité, nous avons

—.
|17~ [ 1 aull,
< F- Snfnm+||Snf—sng||y+}|sng—/xg duHLHrH/ngu—/deuHLl-

Donc si n est assez grand, par le théoréme de Birkhoff 2.2 (4) et par I'assertion (8), nous
avons H f S x I d,u HLl < 4e. En faisant tendre € vers 0, nous avons donc que f est égale
af + [ dp dans L', donc presque partout.

(9) = (5). Il suffit d’appliquer assertion (9) aux fonctions caractéristiques f = 14 et
g=1p.
(5) = (10). Il suffit de prendre pour E' = E” le sous-espace vectoriel des fonctions

étagées (les combinaisons linéraires de fonctions caractéristiques de parties mesurables), et
de remarquer que la conclusion de l'assertion (10) est bilinaire en (f, g).

(10) = (9) La démonstration est semblable & celle de I'implication (4) = (3) dans la
démonstration de la Proposition 3.1.

Correction de I’exercice E.14. Pour tout A € 4, puisque 1/ est ergodique et par le
théoréme de Birkhoff 2.2 appliqué a v, nous avons hIJIrl Zk 0 La(¢®(x)) = v(A) pour
n—

v-presque tout x € X. Puisque p est absolument continue par rapport a v, ceci est vrai
pour p-presque tout x € X. Mais par le théoréme de Birkhoff appliqué & u, nous avons
[,v(A) dp = [ 14 dp, cest-a-dire v(A) = u(A). Donc p = v.

Remarque. Voici une autre démonstration si ¢ est supposée inversible. Pour toute fonction
mesurable positive ou nulle p : X — R, pour toutes les mesures y/, v sur (X, %), nous
avons ¢4 (pr') = (po ¢~1) ¢4/ car pour toute application mesurable positive f : X — R,
nous avons

[aoo) = [(revrpar= [(rooposton)as = [ fpos) do .

Si p et v sont deux mesures de probabilité invariantes, si p est absolument continue par
rapport & v, alors le théoréme ®” de Radon-Nikodym assure qu'’il existe un unique élément
= 9 dans L1(X,v) tel que u = pr. Nous avons

T dv
prv=p=¢up=d(pr) = (po ¢~ ") ¢ = (pod~)r.

Par I'unicité v-presque partout de la dérivée de Radon-Nikodym, nous avons donc I'égalité
p=po ¢_1 v-presque partout. Donc si v est ergodique, le fonction p est v-presque partout
constante, égale & 1 car p et v sont deux mesures de probabilité.

87. qui s’applique car p et v sont des mesures de probabilité, donc des mesures o-finies, voir la note de
bas de page 77 pour un énoncé précis
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Si et v sont deux mesures de probabilité invariantes ergodiques non égales, alors il
existe une partie mesurable A telle que u(A) # v(A). La fonction f = 14 est intégrable.
Par le théoréme de Birkhoff 2.2 (6), il existe des ensembles X, et X, mesurables de mesures
pleines pour u et v respectivement tels que nglfoo Snf(x) = p(A) pour tout x € X, et

lir}rl Spf(x) = v(A) pour tout z € X,,. Comme pu(A) # v(A), ceci montre que les parties
n—-+0oo

X, et X, sont disjointes, donc que p et v sont étrangeres.

Correction de l’exercice E.15. (1) La démonstration est similaire a celle dans le cas
L.

(2) Si ¢ est inversible, la tribu des invariants .# de ¢ est égale a celle de oL et le
résultat découle du fait que f = E(f|.9).

(3) Le sens direct est I'assertion (6) du théoréme ergodique de Birkhoff 2.2. Récipro-
quement, soit f € Ll(X , i) une application presque partout invariante. Alors pour tout
n € N~ {0} et presque partout, nous avons f = S, f, donc par passage a la limite presque
partout, nous avons f = fN‘ L’hypothése f: S + [ dp presque partout implique donc que f
est presque partout constante. Par conséquent ¢ est ergodique par la proposition 2.1 (3).

(4) Nous avons S,f = %Zz;é(u o¢ —u)o¢f = %(u o ¢ — u) presque partout.
Donc puisque u est intégrable, le résultat découle du lemme 2.9 (ou 2.13 en fonction des
préférences).

Correction de l’exercice E.16. Soit 4 une base dénombrable d’ouverts non vides dans
X. Pour tout élément B de €, la partie Ap = (),eyU,>, @ "(B) (formée des points de X
passant une infinité de fois dans B) vérifie ¢~ (Ap) = Ap. Cette partie est une intersection
décroissante de parties de mesure supérieure ou égale a u(B). Donc u(Ag) > pw(B) > 0
puisque le support de p est total. Par ergodicité de ¢, nous avons donc p(Ap) = 1.
L’intersection dénombrable A = (5.4 Ap est aussi de mesure totale, et les orbites des
points de A sont denses, car elles passent une infinité de fois dans chaque élément de %,
donc dans chaque ouvert non vide de X.

Correction de ’exercice E.17. (1) Pour tout n € Nx {0}, soit
n—1
E,={xcA:1a(z)=n}=A4ANn¢ "(4A)N ( m gb_k(cA)) .
k=1

Alors E,, est mesurable pour %4 et la réunion disjointe | J,,cry Er est mesurable pour %4,
de mesure totale dans A par le théoréme de récurrence de Poincaré. L’application ¢4 vaut
Iidentité (mesurable) sur AN, cry En et vaut ¢™ (mesurable) sur E, pour tout n € N\{0}.
Rappelons qu'une union dénombrable d’ensembles mesurables est mesurable. Donc ¢ 4 est
mesurable pour 4.

Soit # € A4 une partie mesurable de A. Puisque ¢ préserve la mesure p (pour les
égalités 1, 4 et 6), puisque ¢ *(B) est contenu dans ¢~*(A) (pour les égalités 3 et 6),
puisque ¢ vaut ¢F sur Ej, (pour les égalités 4 et 7) et par récurrence, pour tout entier
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N € N~ {0}, nous avons

w(B) = (¢~ (B)) = (¢~ (B)N A) + p(¢~"(B) N “A)
= (o "(B)NANG 1(A>>+u(¢—< ) N °A)
= (¢ (B)NEY) + (¢ ~>(B) N ¢~ (A))
= (¢ (B) N E1) + (¢~ 2<B>mm<z> (“A)) + u(¢2(B)N “An ¢~ (“A))
= (¢ (B)NE) + u(¢ > (B)NANG 2 (A) N ' (“A)) + u(¢ *(B)N AN ¢~ (A))
= (¢ (B) N Ey) + u(¢,>(B) N Ea) + u(¢ *(B) N ¢! (CA)rw 2(°A))

N N
=Y ey B N E) + (e VB 0 (o7 (a)) > S W63 (B) N ).
k=1 k=1

D’oil en passant a la limite croissante et puisque la réunion [ J, . £n est disjointe et de
mesure totale dans A, nous avons u(B) > Y21 ,u( Y(B)N Ey) = u(¢,(B)). Le méme
résultat appliqué a A~ B donne u(ANB) > u(é," (A\B)), c’est-a-dire p(A) — pu(B) >
u(A) — (631 (B)). Dot ju(B) < (631 (B)) et u(B) = (3 (B)). Bn divisant par ju(4),
nous avons donc pa(B) = pa(é,' (B)), ce qui montre que ¢4 préserve la mesure fi4.

(2) Supposons que le systéme dynamique probabilisé (X, %, u, @) soit ergodique. Si
par I’absurde le systéme dynamique probabilisé (A, Z4, 114, d4) n’est pas ergodique, alors
existe une partie B de A mesurable ¢ 4-invariante telle que 0 < p4(B) < 1. Par l'ergodicité
de ¢, 'ensemble des x € X dont 'orbite positive par ¢ passe une infinité de fois par A est
de mesure pleine pour u. Donc pour p-presque tout x € X, le premier temps de passage
r4(xz) = min{n € N: ¢"(x) € A} de = dans A est fini. Posons f : X — {0,1} I'application
définie par z +— 15(¢"4®) (x)) si r4(z) est fini, et x + 0 sinon. Elle est mesurable, et non
presque partout constante car si € A, alors rq(x) = 0, donc f(z) = 1p(z), qui vaut 1 si
x € Bet0sixe ANB, avec B et AN B deux ensembles de mesure non nulle.

Montrons que f est ¢-invariante, ce qui contredit I'ergodicité de ¢. Si x € A, alors
par décalage, 'entier 74(¢(x)) + 1 est le premier temps de retour de z dans A. Donc
¢4 @) (p(2)) = ¢4 ") () = pa(x) et f(p(x)) = 1p(¢a(x)) = 1p(z) = f(x) car B est
¢ a-invariante. Si x ¢ A, alors 'entier r4(¢(z)) + 1 est le premier temps de passage de x
dans A, donc 74(¢(x)) + 1 =ra(z) et f(p(z)) = 1p(¢™2a®) (z)) = f(z).

Supposons que le systéme dynamique probabilisé (X, %, i, ¢) ne soit pas ergodique et
que J,cn @ "(A) soit de mesure pleine. Soit B une partie de X mesurable ¢-invariante
telle que 0 < u(B) < 1. Alors il existe n € N tel que p(¢p~"(A4) N B) > 0. Comme B est
¢-invariante, nous avons donc p(A N B) > 0. De méme, nous avons p(A N °B) > 0, donc
0 < ua(ANB) < 1. Or la partie AN B de A est mesurable et ¢4-invariante car B est
¢-invariante. Par conséquent, le systéme dynamique probabilisé (A, B4, 114, d4) n'est pas
ergodique.

(3) L’application ¢4 : A — A de premier retour dans A de ¢ est ergodique pour j4
par l'assertion (2). Par la formule (10), nous avons par récurrence

e
—_

Veed, k=)= )T 1((0a)"(2))

N
Il
o

k
Donc %‘ = ST} est la k-¢éme moyenne de Birkhoff de 7} pour la transformation ¢4. Le
temps de premier retour 74 = TA A — R est intégrable pour u4, et le théoréme de Kac

71



1.2, avec l'exercice E 8 qui dit que p(7; (N~ {0})) = 1, montre, outre cette intégrabilité,
que | ATAdpa = ( e Par le théoréme de Birkhoff 2.2 (6) appliqué au systéme dynamique

probabilisé induit (A, Ba, pa,da) et a la fonction 74 : A — R, pour presque tout (pour
k
wa donc pour p) élément de A, la limite lim existe, et vaut
k—+o00 k “(A)
Comme p- presque tout point = de X ~\ A passe par A en temps 74(z) fini, comme

k
TAk(:x) = TAIEJC) + 2 (‘b“‘(x)) k L le résultat est aussi valable pour presque tout z € X\ A.

(4) Nous pouvons supposer que || || est une norme d’opérateur. Remarquons que l'ap-
plication M’ est mesurable, car 74 et M le sont.

a) Pour tout i € N\ {0}, notons A; = {& € A : 74(x) = i}, et remarquons que
A= |_|Z-21 Ai, que ¢aja, = (;Si‘Ai et que M'|4, = Mj)4,. Donc, puisque || || est une norme
d’opérateur, par l'invariance de la mesure p par ¢, et puisque les parties ¢*k(Ai) de X
pour i € N\ {0} et k € [[0,7 — 1] sont deux a deux disjointes, nous avons

1
Int || M'|| dua = /1n+ M| du < /1n+ Mo ¢¥|| d
i dna =3 o [ i a < ZZ M o ¥ du

i>1 1>1 k=1

n+ L n+
ZZ/ n* M| d“gu(A)/Xl M dy

z>1k: 1

Donc 'intégrabilité de In™ || M| pour u implique celle de In* ||M’|| pour pa. Le résultat
pour In™ ||(M")71|| est analogue.

b) Ceci découle du théoréme de Birkhoff appliqué a 'application 74 qui a été supposée
intégrable.

¢) Pour tout n € N\ {0}, par la définition d’un produit dynamique de matrices, par la
définition de M’ et par la formule de cocycle multiplicatif (21), nous avons

M,=Mo¢ ' Mogh? ... M ops M =M

TAO¢n 1 MT

o~ - Mz jop, Moy

— n—1 n—1 .
k=0 TAOD 4

Pour tout « € A, pour tous les i € [1,k(z)] et v € Vi(z)\Viy1(z) (avec la convention que
Viez)+1(z) = {0}), nous avons donc

1 1
] = (5 Zmoqﬂf NS M sl -

Le premier facteur du terme de droite converge presque partout vers a(z) quand n — +o00
par la question b). Le second facteur converge presque partout vers \;(x) par le théoréme
d’Oseledets 2.12. Le résultat en découle.

Correction de l’exercice E.18. (1) Soient n,k € N tels que n < k, et
Ey=11{k}) ={z € X :7(x) = k},

qui est une partie mesurable de X car 7 est mesurable. Il est immédiat que ¢, est mesurable
sur la partie Ei x {n} de X,. Donc ¢,, qui est mesurable en restriction a tout élément
d’une partition {Fy x {n} : n,k € N, n < k} en parties mesurables de X, est mesurable.
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_ {reX:7(x) >3} x {2}
!
--{rxeX:7(x) >2} x {1}

}

-- X x {0}

(2) Notons que ¢ = [y 7 du appartient a [1, +oo[. Pour tous les k,n € N tels que n < k
et pour toute partie mesurable A de Ej, posons p(A x {n}) = % 1(A), et notons p, la
mesure sur X, définie par la partition ci-dessus. Comme l'application ¢, vaut sur Ej x {n}
lapplication (x,n) — (z,n+1) si k > n+1 et 'application (z,n) — (¢(z),0) sik =n+1,
et puisque ¢ préserve la mesure, I'application ¢, préserve la mesure u,. Remarquons que
Py = X\UkeN\{O} Ej est de mesure nulle pour pu car 7, qui est intégrale, est presque

partout finie. Donc u-(X x {0}) = % et la mesure induite (i) x 0} : A x {0} = %
est bien égale a p (en identifiant (z,0) € X x {0} et z € X). Nous avons

) =p( U Bxm)= X LuBE) =1 Y kB

k,neN, k<n k,neN, k<n keN~{0}

1
:/Td,u:1.
¢Jx

Comme (¢-)" : (Upzni1 Br) x {0} = (X x {n}) N X; est la bijection (x,0) — (z,n),
I'unicité de p, est immédiate.

(3) Supposons que la transformation ¢ soit ergodique. Soit A une partie mesurable de
X, invariante par ¢, de mesure non nulle pour pu,. Pour tous les k,n € N tels que n < k,
posons AN (Ey x {n}) = Ak x {n}. Puisque A est de mesure non nulle pour p,, il existe
k,n € N tels que n < k et u(Ag,) > 0. Posons B = Uk,neN: nek Akn. Alors B est une
partie mesurable de X, qui est ¢-invariante, de mesure non nulle, donc de mesure pleine
par ergodicité de ¢. Par I'invariance de A par ¢, la partie A est de mesure pleine dans
X,

I1 est aussi possible de dire que le systéme dynamique induit de (X,, pr, ¢,) dans la
partie X x {0} de mesure non nulle de X, est précisément (X, p, ¢) (avec 'identification
précédente) et d’appliquer la deuxiéme affirmation de la question (2) de Iexercice E.17.

(4) Pour tous les k,n € N tels que n < k, soient B, = {x € A : 1a(x) = k} et
E,’m = " (E%). Alors les ensembles Ei,m sont deux & deux disjoints, et si n +1 < k,
alors l'application v : Ellﬂ,n — E]’C’n 41 est une bijection préservant la mesure. Pour tout
x € E,’C’n, posons h(z) = (¢¥~"(x),n). Nous définissons ainsi (presque partout puisque
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(15 (+00)) = 0) une application mesurable h : Y — A,,. On vérifie que h préserve la
mesure, et qu’elle conjugue 1 et la suspension de l'induite (14)r, .

Correction de I’exercice E.19. (1) L’application ¢ est mesurable car chacune de
ses composantes ’est. Pour montrer que la mesure produit p ® pg est ¢p-invariante, il
suffit (voir la formule (5)) de vérifier son invariance sur les fonctions & variables séparables
h:(x,g) — u(z)v(g) avec u € LY (X, p) et v € LY (G, ug), qui engendrent un sous-espace
vectoriel dense de L' (X x G, ug). Rappelons que pour tout h € G, I'application 73, est la
translation & gauche par h dans G. Puisque la mesure de Haar ug de G est invariante par
Tt(z) Pour tout € X et puisque p est ¢-invariante, nous avons par le théoréme de Fubini

/ hody d(u® uc) = / w0 §(z) v o 71(a) () d(p ® ) (x, )
XxG XxG

= [wos@)( [ vors @) duoto) dute) = [ woo@)( [ vine) dutw)

_(/Xudu)(/GvduG)—/Xxghd(u@)ua)-

(2) L’application pr; : (z,g9) — = de X x G dans X est mesurable surjective, et vérifie
prio¢y = ¢opry par la définition de ¢5. Ceci montre la propriété de facteur mesurable. Si
ue est une mesure de probabilité, alors (pry)«(p ® pg) = p. Ceci montre la propriété de
facteur mesuré. La formule (32) est immédiate par récurrence.

(3) Nous raisonnons par contraposition. Supposons que ¢y ne soit pas ergodique.
Soit h € L3(X x G) une fonction presque partout ¢ s-invariante et non presque partout
constante. Par le théoréme de Fubini, ’application ¢ — h(x,t) appartient & L2(R/Z) pour
presque tout x € X. Pour tout p € Z, notons ¢, : X — C le p-éme coefficient de Fourier
en la seconde variable de la fonction A, défini par

1
Cp: T / h(z,t)e 2 Pt dt .
0

Par I'invariance presque partout par ¢ ¢ de h, par I'invariance de la mesure de Haar de R/Z
et par 1'unicité des coefficients de Fourier des fonctions L2 sur le cercle, pour presque tout
x € X, nous avons

cp(9(x)) I = ¢ (2) . (33)

Pour p = 0, cette égalité dit que I'application ¢y est presque partout invariante par ¢.
Donc par 'ergodicité de ¢, elle est presque partout constante. Puisque h n’est pas presque
partout constante, il existe p € Z — {0} tel que la fonction ¢, ne soit pas presque partout
nulle. La formule (33) implique que |cp(¢(x))| = |cp(z)|. De nouveau par I'ergodicité de ¢,
il existe donc C), > 0 tel que 'application x +— |c,(z)| soit presque partout égale a C,. Par
le théoréme du relévement, il existe donc une application 6 : X — R/Z mesurable telle que
pour presque tout € X, nous ayons c,(z) = C, ¢>™(®)_ La formule (33) montre alors
que pour presque tout z € X et modulo 1, nous avons 6(¢(x)) + p f(z) = 0(x).
Réciproquement, s’il existe une application mesurable 6 : X — G et p € Z~{0} tels
que p f = 0o ¢ — 0 presque partout, alors application h : (x,t) — e2mi(0(x)+P1) ogt presque
partout ¢s-invariante et non presque partout constante, et donc ¢y n’est pas ergodique.

Correction de I’exercice E.20. (1) Soient k£ € N\{0,1}, X I'ensemble fini Z/kZ muni
de sa tribu discréte B = L(X), p 'équiprobabilité sur X et ¢ : © — = + 1 mod k le
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décalage de 1. Alors ce systéme dynamique est ergodique mais pas totalement ergodique :
pour tout n € N\ {0}, la transformation ¢™ est ergodique si et seulement si n est premier
avec k.

(2) Soit (X', A, 1/, ¢') un systéme dynamique probabilisé a temps discret facteur de
(X, B, 1, ) avec X' fini et h : X — X’ une semi-conjugaison. Puisque X’ est fini, il existe
k € N~{0} tel que (¢')¥ = idx. Soit 2’ € X’ tel que 0 < p/({z'}) < 1 (qui existe car
X' est fini et la mesure y/ n’est pas de support un singleton). Alors 'ensemble h~!(z) est
un ensemble mesurable ¢F-invariant par la propriété de semi-conjugaison, qui n’est pas de
mesure nulle ou pleine car h préserve les mesures. Donc (X, A, i, ¢) n’est pas totalement
ergodique.

Réciproquement, supposons que (X, %, u, ¢) ne soit pas totalement ergodique. Si déja
¢ n’est pas ergodique, alors il existe une partie mesurable ¢-invariante A de X de mesure
ni pleine ni nulle. Notons u’ la mesure sur lespace discret {0, 1} définie par p/({1}) = p(A)
et 1/ ({0}) = p(cA). Alors la fonction caractéristique 14 : X — X' = {0,1} de A définie
lsize A
0 sinon
(X7 My ¢) et <{07 1}7 :U’/v id{O,l})'

Si ¢ est ergodique, soit n € N~ {0,1} le plus petit entier tel que ¢™ ne soit pas
ergodique. Considérons une partie ¢"-invariante A de X de mesure ni pleine ni nulle.
Posons f = Z:‘L;ol 14 0 ¢!, qui est une fonction mesurable & valeurs entiéres, d’intégrale
fX f dp = np(A) par Uinvariance de p. Comme 1 40¢™ = 1 4, la fonction f est ¢-invariante,
donc p-presque partout égale & une constante entiére k par I'ergodicité de ¢. Nous avons
donc u(A) = % et k € [1,n—1]. Si k > 2, alors les n parties ¢~*(A) pour i € [0,n — 1],
qui ont la méme mesure %, ne sont pas deux & deux disjointes modulo mesure nulle. Soit
i € [0,n — 1] tel que la mesure de A’ = AN ¢~*(A) soit strictement positive. Notons que
A’ est ¢"-invariante et n’est pas presque partout ¢'-invariante car ¢’ est ergodique par
la minimalité de n. Donc pu(A’) < p(A) et en itérant, nous pouvons donc supposer que
w(A) = % Remarquons que X = U?;ll ¢»~%(A) par l'ergodicité de ¢ et puisque A est ¢"-
invariante. Cette réunion est donc presque partout disjointe, et quitte & modifier par des
ensembles de mesure nulle, nous pouvons la supposer disjointe. Posons alors X' = Z/nZ,
i/ Péquiprobabilité sur X’ et ¢’ : # — 2 + 1 mod n comme dans la solution de la question
(1). L’application h : X — X’ valant i sur ¢~*(A) pour tout i € [0,n — 1[ est alors une
semi-conjugaison entre (X, %, i, ¢) et un facteur fini non trivial de (X, £, u, ¢).

par x +— { est une semi-conjugaison de systémes dynamiques mesurés entre

Correction de I’exercice E.21. (1) Comme ¢ est ergodique et puisque les exposants
de Lyapounov de (M,,),en sont mesurables et presque partout invariants, ils sont presque
partout constants, et donc presque partout égaux a leur intégrale sur X.

il _o—if

21

(2) Par les formules d’Euler cos = W et sinf =

ment R, = e~ 27 R(e2imT),

, nous avons immédiate-

(3) Pour tout z € C, considérons I'application C,, : C — .#5(C) définie par
2 HR(ZT( o HR(2™( 202y HR(e*™2)HR(z) .

Notons que C,, est une application holomorphe (car toute somme finie de produits finis
de fonctions holomorphes est holomorphe). Donc 'application f, : z +— In ||Cy||o0, qui est
le minimum de quatre logarithmes de valeur absolue de fonctions holomorphes, est sous-
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harmonique. Nous avons Amax = hIf 1 fol fn(e?™) dx presque partout par les questions
n—-—+0oo
(1) et (2).

(4) Par la définition d’une fonction sous-harmonique et du rayon spectral p(A) d’une
matrice A, nous avons

1 1 ~ ~
> . - — . = n — .
Ao 2 Tim —£,(0) = Tim_—In[|(HR(0))"|| = In p(HF(0))

Un calcul élémentaire montre que les valeurs propres de H E(O) = %(cfli ;_Cf ) sont 0 et

_1 3 2
C+§ , et le résultat en découle.
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3 Meélange et vitesses de mélange

3.1 Meélange fort

Nous introduisons dans cette partie une propriété plus forte que l'ergodicité.
Si (X, %, 1) est un espace de probabilité, nous notons

LX) = {7 e LX) - /deu—O}-

qui est le sous-espace de Hilbert (en tant qu’hyperplan fermé) de L?(X, u1) orthogonal &
la droite vectorielle des fonctions (presque partout) constantes. Dans 1’énoncé ci-dessous,
le temps t varie dans N ou dans R lorsque le systéme dynamique est & temps discret ou a
temps continu respectivement.

Proposition 3.1. Soit (X, A, u, ¢) un systeme dynamique probabilisé. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes.

(1) Le systeme dynamique (X, B, 1, ¢) est mélangeant, c’est-a-dire

VABEH,  lim u(ANe(B) = u(A) u(B).

(2) Il existe des mw-systemes & et &' de o-algebre engendrée égale o B, tels que

VAES VBES,  lim p(Ane(B)) = u(A) u(B) .
(3) Nous avons

Vfgel*(X,p), lim (foqbt)gduz(/fdu)(/gdu)-
X X X

t—4o0

(4) II existe des parties E et E' de L2(X, 1), engendrant des sous-espaces vectoriels denses
dans L2(X, 1), telles que

VfeB Ygek£, lim (foaﬁt)gdu:(/fdu)(/gdu)-
X X X

t——+o0

(5) Nous avons

VfgeLi(X,pu), lim X(fod)t)gd,u:O.

t—+00

(6) Il existe des parties E et E' de L2(X, i), engendrant des sous-espaces vectoriels denses
dans 1L3(X, ), telles que

VfeE YgeF, lim (food")gdu=0.
t—+oo [y

Donnons quelques remarques avant de démontrer ce résultat.

Remarques. (i) Lorsque la mesure pu est sous-entendue, nous dirons aussi que la transfor-
mation ou le flot ¢ est mélangeante. Lorsque la transformation ou le flot ¢ est sous-entendue,

88. Toujours avec la convention que ¢t € N lorsque (X, %, u, ¢) est & temps discret
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nous dirons aussi que la mesure p est mélangeante. Certains auteurs disent mélange fort
au lieu de mélange, le mélange faible signifiant que 'action diagonale de ¢ sur X x X est
ergodique pour p X .

(ii) La propriété de mélange signifie que, pour les grands temps ¢, les événements A et
¢~ Y(B) sont asymptotiquement indépendants.

(iii) Un systéme dynamique probabilisé mélangeant est ergodique. En effet, lorsque le
temps est discret (la démonstration est analogue en temps continu), si A = ¢~!(A) est une
partie mesurable invariante, alors nous avons u(A) = u(AN¢~"(A)) pour tout n € N, et
nli)r}rloou(A N¢ " (A)) = pu(A)2. Donc u(A) = u(A)?, et u(A) vaut 0 ou 1.

(iv) Notons que par I'invariance de la mesure et par symétrie, si le systéme dynamique
(X, B, 1, @) est a temps discret et inversible, ou s’il est & temps continu, alors il est mé-
langeant si et seulement si son inverse l'est, c’est-a-dire

lim X(foqb‘)gdu:(/xfdu)(/ngu)~

t—+o0

pour tous les f, g dans L2(X, i) (ou dans des parties engendrant des sous-espaces vectoriels
denses).

(v) Soit (X, A, 1, ¢) un systéme dynamique probabilisé & temps discret. Si la trans-
formation ¢ est mélangeante, alors pour tout k& € N\ {0} (et pour tout k € Z~ {0} si ¢
est inversible par la remarque (iv) précédente), la transformation ¢* est mélangeante (car
si une suite réelle (ay)nen converge, alors sa sous-suite (apk)nen converge vers la méme
limite). La transformation ®" est alors ergodique par la remarque (iil). Avec la terminologie
de 'exercice E.20 (voir aussi le probléme E.49), un systéme dynamique probabilisé & temps
discret mélangeant est totalement ergodique.

(vi) I est par exemple possible de prendre pour E = E’ une base hilbertienne de
L2(X, ) dans Passertion (4) ou une base hilbertienne de L3(X, 1) dans Passertion (6). Si
L2(X, i) est séparable, % alors les bases hilbertiennes sont dénombrables, et cela réduit la
démonstration de la propriété de mélange & un ensemble dénombrable de vérifications.

(vii) L’espace L?(X, 1) a le gros avantage d’étre un espace de Hilbert. Mais de trés
nombreux sous-espaces vectoriels denses sont parfois utiles, en choisissant celui approprié
en fonction du probléme a étudier. Voici quelques exemples (rappelons que nous supposons
que g est une mesure de probabilité).

e Le sous-espace vectoriel des fonctions étagées, c’est-a-dire les combinaisons linéaires
finies de fonctions indicatrices de parties mesurables de X, est dense dans L?(X, u).

e Plus généralement, si & est un m-systéme de parties de X dont la o-algébre engendrée
est égale & 4, alors le sous-espace vectoriel des combinaisons linéaires finies de fonctions
indicatrices d’éléments de & est dense dans L2(X, p).

e Sip € [2,+00], Pespace vectoriel LP(X, i) est contenu et dense dans L2*(X, u). Si
p € [1,2], espace vectoriel LP(X, u) N IL2(X,u) est dense dans L2(X, ). En effet, les
fonctions étagées sont dans LP(X, u) pour tout p € [1,400].

89. Comme p est une mesure de probabilité, il suffit pour cela que la o-algébre de X soit engendrée par
une partie dénombrable (par exemple si X est un espace topologique métrisable séparable et si & et sa
tribu (o-algébre) borélienne), voir par exemple [Coh].
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e Si X est un espace topologique localement compact muni de sa tribu borélienne,
alors les espaces vectoriels CJ(X) des fonctions (a valeurs complexes) continues nulles &
I'infini (voir la partie 0.3 pour une définition) et C%(X) des fonctions (& valeurs complexes)
continues & support compact sont denses dans L2(X, p).

e Si X est une variété différentielle munie de sa tribu borélienne, alors pour tout
k € NU {00}, Iespace vectoriel C*(X) des fonctions (a valeurs complexes) différentiables
de classe C* a support compact est dense dans L2(X, ).

Démonstration de la proposition 3.1. Rappelons que par l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, le produit de deux fonctions L% est L'. Puisque la mesure est finie, une fonction
L2 est L!. Donc les différents termes sont bien définis.

Montrons que (5) < (3) = (1) = (2) = (4) & (6) = (5), ce qui montrera le résultat.

Notons P(f,g) la propriété tiigloo Jx(fodt) gdu=([yf du)([xg du). Elle est
vérifiée si f ou si g est constante (car ¢ préserve u). Remarquons que pour tous les k € N,
fiseo s fos g1, gk € LA(X, 1) et ay,...,ag,by,...,b, € C, sila propriété P(fz,g]) est
vérifiée pour tous les 7, j € [1, k], alors par bilinéarité, la propriété P(ZZ a; fis Z] 1 bi95)
est vérifiee. Comme f — [y f dp € LE(X, p) si f € L?(X, ), les assertions (3) et (5), ainsi
que les assertions (4) et (6), sont donc équivalentes.

L’assertion (3) implique 'assertion (1), car il suffit de prendre les fonctions indicatrices
f=1p et g =14 L’assertion (1) implique immédiatement 1’assertion (2). Puisque 'es-
pace vectoriel engendré par l'ensemble E (respectivement E’) des fonctions indicatrices
d’¢léments de & (respectivement &”) est dense dans IL2(X, i), I'assertion (2) implique ’as-
sertion (4). Il suffit maintenant de démontrer que 'assertion (6) implique l'assertion (5)
pour terminer la démonstration de la proposition 3.1.

Pour tout g fixée dans L3(X, 1), notons H, l'ensemble des fonctions f dans L3(X, p)
telles que la propriété P(f,g) soit vraie, qui est un sous-espace vectoriel de LZ(X, u) par
lindarité, et montrons qu'il est fermé dans L3(X, u).

Nous pouvons supposer que g n’est pas presque partout nulle. Soit [ dans H,. Pour
tout € > 0, il existe un élément f; dans Hy tel que ||f — fifl2 < . Nous avons alors

| [x(fod!) gdu| <Ti+Ts avec

= 2||g||

T = \/ ((F = f1)od") g du| <I1f = fillizlgla < €/2
X

pour tout temps t, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'invariance de pu, et
7| [ (frod) gdu| <2
X

pour tout temps ¢ assez grand car f1 € Hy et [ x 9 dip = 0. Ceci montre que nous avons
lim fX o ¢™) g dp = 0. Donc f appartient & Hg, et Hy est fermé.

t—+o00

Un raisonnement analogue montre que pour tout f dans }L%(X , 1t), le sous-espace vec-
toriel des fonctions g dans L3(X, i), telles que la propriété P(f, g) est vraie, est fermé dans
L3(X, ). Puisqu'une partie fermée et dense d’un espace topologique est égal a cet espace,
il est alors clair que I'assertion (6) implique 'assertion (5). O

Proposition 3.2. Soit (2, B, ) un espace de probabilité. Alors les décalages a gauche
o: Q% = QF et oy 2 QN = QN sont mélangeants (donc ergodiques) pour les mesures de
Bernoulli % et uN respectivement.
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Démonstration. Traitons le cas unilatére, le cas bilatére est similaire. Le décalage o
laisse invariante la mesure produit uN par 'exemple (2) de la partie 0.2. Comme les fonc-
tions caractéristiques des cylindres engendrent un sous-espace vectoriel dense de 'espace
L2(QN, uN), en utilisant la proposition 3.1 (4), il suffit de montrer la propriété de mélange
lim @N(ANo"(B)) = pN(A) uN(B

im g (AN0T(B) = u(4) 4(B)
pour les cylindres A et B. Or si A = [wp € Ey,...,wi € Ex] et B=|wy € Fpy,...,wy € Fyl,
alors pour tout n > k, I'intersection AN o "(B) est le cylindre

{(wi)ieNZWQ e FEy,...,wr € Br,w, € Fo,...,wn+g € Fg} .

Donc pN(AN o "(B)) = u(A) p(B) par la définition de la mesure produit pM. O

3.2 Meélange exponentiel

Voici une propriété plus forte que celle du mélange. Soit (X, %A, i, ¢) un systéme dy-
namique probabilisé. Appelons un coefficient de corrélation de (X, %, i, ¢) au temps ¢
toute quantité

Ct(f,g)=Ct7¢(f,g)=/x(f0¢t)gdu—(/deu)(/ngu),

ott f,g € L2(X,u). Notons que I'application (f,g) + c;(f,g) est une forme bilinéaire
continue (avec |c;(f, 9)] < 2|/ fllL2 lglli2) sur L2(X, ), telle que si ¢ est une transformation
préservant la mesure et commutant avec ¢, alors

Ct(f ogi)/,go ¢,) = Ct(f7g) .

L’étude des propriétés d’annulation asymptotique effectives, c’est-a-dire avec un controéle
de la vitesse de convergence vers 0 quand ¢ — +00, des coefficients de corrélation est actuel-
lement en plein développement (voir par exemple [Pol, , , , , ,

. Mel, Bal, Nau]).

Soit E un sous-espace vectoriel dense de L?(X, x), muni d’une norme || ||z (qui n’est
pas forcément la norme L2 elle-méme). Soit 1 : N — ]0, 4+o00[ si (X, B, i, ¢) est & temps
discret, et 1 : R — 0, +oo[ si (X, A, u,p) est & temps continu, une application telle que

lim (t) = 0.

t——+o00
Nous dirons que le systéme dynamique mesuré (X, B, u, ¢) est »-mélangeant sur E, ou

qu’il est a Y-décroissance des corrélations sur E s’il existe ¢ > 0 tel que pour tout temps
t > 0, nous avons, pour tous les f,g € F,

[ resygdn=([ ran([ gdn|<elflslale v

Notons qu’étre ¥-mélangeant sur £ implique étre mélangeant, par I’équivalence des défini-
tions dans la proposition 3.1, car E est dense dans L2(X, i) et . ligl ¥ (t) = 0. Remarquons
—+00

que si (X, B, u, ¢) est & temps continu, alors la formule centrée ci-dessus est alors valable
pour tout ¢t € R par I'invariance de la mesure et par symétrie.

90. Voir la note de bas de page 88.
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Exemples. S'il existe k > 0 tel que le systéme dynamique mesuré (X, A, u, ¢) soit -
mélangeant sur E avec 1(t) = e "' nous dirons que (X, %, u,d) est exponentiellement
mélangeant sur E ou a décroissance exponentielle des corrélations sur E.

S’il existe un entier k € N\{0} tel que le systéme dynamique mesuré (X, %, u, ¢) soit 1)-
mélangeant sur E avec 1(t) = (|t|+1)7*, nous dirons que (X, B, i, ¢) est polynomialement
mélangeant sur E ou a décroissance polynomiale des corrélations sur E.

Nous dirons que (X, B, u, ) est rapidement mélangeant sur E ou a décroissance rapide
des corrélations sur E si pour tout k € N\{0}, le systéme dynamique mesuré (X, %, u, ¢)
est 1p-mélangeant sur E avec 9 (t) = (|t| +1)7*.

Les sous-espaces vectoriels denses E de L?(X, ) les plus employés sont les suivants.

Soit a € 10, 1]. Soit (X, A, u, ) un systéme dynamique probabilisé, o X est un espace
métrique muni de sa tribu borélienne %. Notons C{*(X) le sous-espace vectoriel (dense)
de L2(X, 1) des fonctions continues bornées a-hdldériennes?! sur X, muni de la norme
a-holdérienne f = || f|loo,o. Notons que 'espace vectoriel normé (C3*(X), || [oo,) est un
espace de Banach.

Soient p € [2,400] et k € N. Soit (X, %, u, ) un systéme dynamique probabilisé, ou
X est un ouvert de RY muni de sa tribu borélienne. 2 Notons E, . le sous-espace vectoriel
(dense) de IL2(X, i) des fonctions différentiables f de classe C*, qui sont dans ILP(X, i) et
dont toutes les dérivées partielles jusqu’a I'ordre k sont dans LP(X, ), muni de la norme”?

91. Pour tout o € ]0,1], si X et Y sont des espaces métriques, une application continue f: X — Y est
dite a-holdérienne 8’1l existe ¢ > 0 tel que pour tous les z,y € X, si d(z,y) < 1, alors

d(f(x), f(y)) < cd(z,y)” .

L’espace vectoriel C5'(X) des applications continues bornées a-holdériennes d’un espace métrique X dans
R, muni de la norme héldérienne

Il flloo,a = I fllec + sup
wwEX, O<d(zy)<1 (T, y)

est un espace de Banach. En effet, soit (f)nen une suite de Cauchy dans Cy'(X). Puisque || [|oo < || [|o0,as
la suite (fn)nen est de Cauchy dans l'espace de Banach C%(X) des fonctions continues bornées sur X
(muni de la norme uniforme || - ||oo). Donc (fn)nen converge dans Cy(X) vers une fonction f € Cy(X).
Fixons € > 0. Soit N € N tel que si m,n > N, alors ||fn — fm||loo,a < €. Pour tous les z,y € X tels que
0 < d(z,y) <1, soit m =m(z,y) = N tel que max{[fm(x) — f(z)|, [fm(y) — f(W)[} < 55577 Alors pour
tout n > N, nous avons

(o = N)(@) = (o = HOI _ |n = fn)(@) = (fn = fen) W) | |fon(@) = S@)] | [fmly) = F@)] _
d(z,y)> - d(z,y)* d(z,y)e d(z,y)>

Donc d’une part sup W < sup W‘FE < 4oo, et f € Cf(X). D’autre
zyeX, 0<d(zy)<t Y 2,y€X, 0<d(,y) v

part, || fn — flloo,a < ||fn = flloo + €, donc (fn)nen converge vers f dans Cy'(X).

92. Ceci se généralise a toutes les variétés différentielles. Nous renvoyons & la partie 4 pour le cas particu-
lier du tore TV = RY /Z" | simplifié par I'identification entre fonctions sur TV et fonctions Z"-périodiques
sur RV,

93. Attention, cette norme sur F, ; n’est pas compléte. Le complété de E, j pour cette norme est noté
WPk (X).

81



de Sobolev®, notée || ||,k ou || ||yyrr, définie par

1 llpge = 1o+ Do i Fllp -

1<e<k
1<it,ig<N

3.3 Un peu de théorie spectrale de opérateur de Koopman

Nous renvoyons par exemple a [Pau6, Rud?2| pour une introduction générale a la théorie
spectrale des opérateurs bornés des espaces de Hilbert, mais nous rappelons tout ce dont
nous aurons besoin ci-dessous.

Soit (X, A, 11, ¢) un systéme dynamique probabilisé a temps discret. Notons pour sim-
plifier L2(u) = L?(X, %, 1; C), et notons

<,>:(f,g)*—>/ngdu

le produit scalaire (hermitien) de IL%(1).
Considérons I’ opérateur de Koopman

Uy : L%(u) — L*(u) défini par f > fog.

Remarques. (i) L'opérateur de Koopman Uy est un opérateur linéaire préservant le
produit scalaire” (car ¢ préserve p) de 'espace de Hilbert complexe L2(p). 11 est donc
continu, de norme d’opérateur ||Uy|| = 1.

(ii) L’hyperplan fermé L3(u) = LE(X, 8, i) de L2(n) (Iorthogonal de la droite vecto-
rielle des fonctions (presque partout) constantes sur X défini au début de la partie 3.1),
ainsi que sa droite vectorielle orthogonale, sont invariants par Us.

(iii) Si le systeme dynamique (X, %, i, ¢) est inversible, alors I'opérateur Uy est inver-
sible et 'opérateur adjoint (Ug)* de Uy est, par 'invariance de p par ¢,

(U¢)* =Up-1 = U¢_1 .

Le calcul de I'adjoint de Uy dans le cas non inversible est souvent intéressant et utile (voir
par exemple 'exercice E.30), et a été développé dans les théories des opérateurs de transfert
(voir par exemple les travaux de Ruelle et [Bal]).

(iv) Si (X', B, i/, ¢') est un systéme dynamique probabilisé a temps discret conjugué a
(X, A, 1, ¢), alors les opérateurs de Koopman Uy et Uy sont unitairement conjugués, c’est-
a-dire qu'il existe un isomorphisme d’espaces de Hilbert complexes u : L2(y') — L2(u) tel
que Uy = uo U¢ou*1. En effet, soit h : X — X’ une conjugaison mesurée (quitte a enlever

\

)
v y
¢

Serguei Sogolev Jospeh Fourier Salomon Bochner
94.  1908-1989 1768-1830 1899-1982

95. c’est-a-dire que pour tous les f, g € L*(), nous avons (Us f,Usg) = [ (f 0 ¢) (9o ¢) du = (f,g).
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des parties invariantes mesurables de mesure nulle). Alors I'application Uy, : L2(u) — L2(p)
définie par f + f o h est un isomorphisme linéaire (d’inverse (Up)~! = U,-1) qui est un
isomorphisme d’espaces de Hilbert (car hypu =/, donc [ (foh) (goh)du= [y, fgdy
pour tous les f,g € L2(i/)). De plus Uy = U o Uy o U, ', car fo¢' = ((foh)og)oh™?
pour tout f € L2(y).

En particulier, tout invariant de conjugaison de Uy (comme son spectre ou son spectre
ponctuel, voir ci-dessous, et on parle alors d’invariant spectraux de (X, %, u, ¢)) est un
invariant de conjugaison mesurée de systémes dynamiques probabilisés a temps discret.

Rappelons que

e un nombre complexe A € C est une valeur propre d’'un opérateur linéaire continu
u € L () d'un espace de Hilbert complexe JZ si et seulement si le sous-espace vectoriel
ker(u — Aid) de 7 (dont les éléments sont appelés les vecteurs propres’® de J# pour la
valeur propre A) est non nul,

e le spectre ponctuel®” Vp(u) de u est 'ensemble des valeurs propres de u,

e si u préserve le produit scalaire, alors Vp(u) est contenu dans Sy, car si f est un

vecteur propre non nul de u pour une valeur propre A de u, alors |A|> = W =1.

Exemples. (1) Nous avons Vp(Uy) C Sy et 1 est valeur propre de Uy, car ker(Uy — id)
contient la droite vectorielle des fonctions (presque partout) constantes.

(2) Soient v € R\Q et (X = Sy, ot = pg1, ¢ = Ry : 2 +— €%7™2) le systéme de Kronecker
de la rotation irrationnelle du cercle d’angle 2wa. Alors 'opérateur de Koopman Upg, est
diagonal dans la base hilbertienne (z — 2™)ez de L2 (ug1) :

VmeZ, Ug, (™) =emme,m,

Donc *® .
Vp(Ugr,) = {€*™* . m € Z} .

(3) L’assertion (4) avec p = 2 de la liste des définitions équivalentes a I’ergodicité donnée
dans la proposition 2.1 dit que 'ergodicité de ¢ est équivalente au fait que la restriction de

96. Certains ouvrages supposent dans leur définition que les vecteurs propres sont non nuls, mais il est
préférable de dire « vecteur propre non nul » en cas de besoin.

97. 1l est important de ne pas confondre en dimension infinie le spectre ponctuel Vp(u) avec le spectre
Sp(u) de u, ot Sp(u) est ’ensemble des A € C tels que u — A id ne soit pas inversible dans .Z(J¢), voir par
exemple [ |. Soit w' € Z (") un opérateur linéaire continu d’un espace de Hilbert complexe " qui
est conjugué a u, c’est-a-dire tel qu’il existe un isomorphisme linéaire continu (donc d’inverse continu par
le théoréme de Banach) v € 4.2 (H#, #") tel que ' =vouov™t. Alors

Sp(u') =Sp(u) et Vp(u') = Vp(u),

car pour tout A € C, I'opérateur linéaire v’ — Aid = v o (u — Aid) o v™! est inversible ou injectif si et
seulement si v — \id est.

98. Notons que le spectre Sp(Uy) de tout opérateur linéaire continu de Koopman Uy, est fermé (voir par
exemple | , Théo. 1.25]), est contenu dans le cercle car U, est inversible unitaire (voir par exemple
[ , Exer. E.16]), et contient le spectre ponctuel Vp(Uy) de Ug. Comme Vp(Ur,) est dense dans le
cercle puisque « est irrationnel, nous avons donc

Sp(URa) = §1 .
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Us & LE(p) n’admette pas 1 comme valeur propre. En particulier, comme L2 (us,) admet
pour base hilbertienne (z — 2"),cz. {0}, nous avons

VD((Ur)ji2(w) = {67 : m € Z~{0}}

qui ne contient pas 1, donc R, est ergodique, comme annoncé dans la démonstration du
corollaire 2.4.

Exercice E.22. Si .# est la tribu des invariants de (X, %, u, ¢), montrer que
ker(Uy —id) = L*(X, &, 1) .

Rappels sur la transformation de Fourier ** des mesures positives sur le cercle

Pour toute mesure (borélienne) positive finie p sur le cercle Sy, notons (¢, (14))mez la
transformée de Fourier de u, c’est-a-dire la famille indexée par Z de ses coefficients de
Fourier, ot

VmeZ, cp(p)= / 2™ du(z) :/ e=HmmO (2070
Z€ES €270 S,

Examples. (i) La transformée de Fourier de la mesure de Haar normalisée sur Sy, définie
par us, : f fol f(e?™) dt, est donnée par

VmeZ, cm(ps,)=00m,: (34)

ol dp m est le symbole de Kronecker, valant 1 si m = 0 et 0 sinon.
(ii) La transformée de Fourier de la masse de Dirac unité Ay en A € S; est donnée par

VmeZ, cm(Ay)=\". (35)

Rappelons des propriétés de base de la transformation de Fourier des mesures positives
sur le cercle, dont une caractérisation fort utile (voir par exemple | | , Chap. XIX]).

Proposition 3.3. (i) La transformation de Fourier F : p +— (¢m(p))mez de espace
M (S1) des mesures positives finies sur S1, muni de la topologie faible-étoile™, & valeur
dans espace topologique produit C* est continue injective, et F est un homéomorphisme
sur son image. De plus, pour tous les p,v € M1 (S1), nous avons

co(p) = |l
et la transformation de Fourier F des mesures positives est antisymétrique et positivement
linéaire :
VmeZ, cm(p)=com(p) et VAE[0, 400, cm(Au+v)=Acm(p)+cem(v).
En particulier, deur mesures positives finies p et v sur S; sont égales si et seulement si
elles ont méme masse totale et si ¢y (1) = ¢ (v) pour tout m € N {0}.

(ii) (Théoréme de Bochner ') Une suite compleve (am)mez est la transformée de
Fourier d’une mesure positive finie sur Sy si et seulement si elle est de type positif, c’est-
a-dire si elle vérifie, pour toute partie finie E de Z et toute suite finie (z;)iep dans C,

l'inégalité
Z Qi—j % 25 >0.
,jEE

99. ou vague, voir la partie 0.3
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Démonstration. (i) L’application .%# est bien définie, et elle est clairement antisymétrique
(ceci utilise le fait que la mesure soit positive, donc réelle) et positivement linéaire. Comme
le m-éme coefficient de Fourier est I’évaluation des mesures positives sur la fonction continue
z +— 2™ sur le cercle, et par la définition de la topologie produit, l'application % est
continue. Comme l'espace vectoriel engendré par les fonctions z — 2™ pour m € Z est
dense dans C°(Sy;C) par le théoréme de Stone-Weierstrass (nous y reviendrons, voir la
note de bas de page 108), 'application .# est injective. Comme 'espace topologique produit
CZ est séparé (car métrisable), comme 'espace des mesures de probabilité sur le cercle est
compact pour la topologie faible-étoile, et comme .# commute avec les homothéties de
rapport positif, 'application .# est donc un homéomorphisme sur son image.

(ii) Soit (@m)mez in CZ.Pour tout n > 1, I'application P, : z + %Zlgmgn ai—j 27
sur le cercle est continue et positive par I’hypothése. Pour tout m € Z tel que m < n,

le m-éme coefficient de Fourier de la mesure positive finie P, us, est, par la linéarité de
I'intégrale et par la formule (34), égal a

_ 1 o 1 o
Cm(Pn NSl) :/ z m(ﬁ Z Qj—j 2" j) dMS1 = E Z Aj—j 2T d#&
Sy

1<i,j<n 1<i,j<n 1
1 1
= > iy emivg(ps,) = - > i Som-its
1<4,5<n 1<i,j<n
1 n—m
= — § Qi—j = ———— Qm —7n—4o0 Am -
n n

1<i,j<n, i—j=m

En particulier, la masse totale de P, us, est égale a ag.

Toute valeur d’adhérence pour la topologie faible-étoile de la suite (P,us, Jnen de me-
sures positives finies de masse totale constante ag, qui existe par compacité (voir la propo-
sition 0.8), est alors une mesure positive dont la transformée de Fourier est (a,)mez par
la continuité de .Z. O

Nous allons maintenant utiliser 'outil de la transformation de Fourier des mesures
positives sur le cercle pour étudier des propriétés spectrales de I'opérateur de Koopman.

Proposition 3.4. Soit (X, B, u, ¢) un systéme dynamique probabilisé a temps discret in-
versible.

(1) Pour tout f € IL?(u), il existe une et une seule mesure positive finie oy sur Sy, appelée
la mesure spectrale de f, telle que pour tout m € Z, nous ayons

cm(af) = (U™ [, f) -

(2) La masse totale de la mesure spectrale de f € L2(p) est ||o¢|| = || f||Z2, et en particulier,
la mesure spectrale de f est une mesure de probabilité si et seulement si ||f|j2 = 1.

(3) La mesure spectrale est invariante par l'opérateur de Koopman :
V fel?(p), OU,f = O0f -
(4) Soient f € L*(u) et A € C. Nous avons
oy = N0y .

De plus, si X € Sy, la fonction f est un vecteur propre de Uy pour la valeur propre X si
et seulement si op = || |25 Ay est la mesure de Dirac de masse || f||?, au point X € Sy.
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(5) Le systeme dynamique (X, B, u, ¢) est mélangeant si et seulement si

v feLi(n), lim cp(op) =0.

m—+00

En particulier, si le spectre ponctuel Vp(U¢|L2(M)) de la restriction de Uy a L3(u) est
0

non vide, alors ¢ n’est pas mélangeante. En effet, si f € L2(u) est un vecteur propre
unitaire de Uy de valeur propre A, alors ¢,,(0f) = (U™ f, f) = A™ pour tout m € N, et
comme |[A| = 1, la suite (¢p(0f))nen ne converge pas vers 0.

Par conséquent, par 'exemple (2) ci-dessus, une rotation irrationnelle du cercle n’est
pas mélangeante. 00
Démonstration. Notons que 'hypothése d’inversibilité de ¢ est nécessaire pour que ’'opé-
rateur de Koopman Uy, soit inversible, en particulier afin de définir ses puissances négatives.

(1) Par le théoréme de Bochner 3.3 (ii), I'existence de o découle du fait que pour toute

partie finie £ de Z et toute suite finie (2;);er dans C, par I'invariance par Uy du produit
scalaire et par la sesquilinéarité du produit scalaire, nous avons

DU N =) U UL N7 = (D zUs Y %U8 f)
1,jEE 1,jEE i€ER jeE

= 13 | 20,

keE

L’unicité découle de 'injectivité de la transformation de Fourier des mesures positives sur

Sy.
(2) Nous avons [lo¢|| = colof) = (f. f) = ||f||i2

(3) Pour tous les m € Z et f € L?(u), puisque I'opérateur de Koopman commute avec
ses puissances et préserve le produit scalaire, nous avons

em(ou,p) = (Up™ (Usf), Usf) = (U f, f) = cm(oy) -

L’injectivité de la transformation de Fourier dit donc que oy, r = o.

(4) La premiére affirmation est immédiate par la définition et I'injectivité de la trans-
formation de Fourier car

cm(oaf) = (U™ (AF), Af) = AP em(oy) = em(IX o)

pour tout m € Z. Pour montrer la seconde affirmation, nous pouvons donc supposer que
Il =1.

Si f est un vecteur propre unitaire de Uy pour la valeur propre A, alors pour tout
m € Z, par la formule (35), nous avons

cm(op) = (U™ f, ) = A" f) = A" = em(B5) -

100. Si @ € RNQ et Ry : 2z — €22, ceci se vérifie aussi de maniére élémentaire en regardant les
intervalles égaux A = B = {€*™" : ¢ € [0, 1]} du cercle Sy, car pour toute suite (nx)r € N telle que nous
ayons lim (nra mod 1) = 0 (qui existe car « est irrationel), nous avons

— 400

. —n 1
k lim  us, (Ra F (A) N B) =5 = Hs (A) Hsy (B) .
—+oo 2

1
#1
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Le fait que oy = Ay découle alors aussi de I'injectivité de la transformation de Fourier.
Réciproquement, si f est unitaire et oy = Ay, alors (Ugf, f) = c1(oy) = c1(Ay) = A.
Donc, en rappelant que |A| = 1, nous avons

1Usf = AfII? = U fII> = 2Re (Us f, Af) + [AfII> = 1 = 2Re (X (Usf, f)) + A
=2-2\%*=0.

Ceci montre que f est un vecteur propre de Uy pour la valeur propre \.

(5) Comme ¢y (o) = (Us™f, f) = [ fo@¢™ f du, Passertion (5) découle de la pro-

position 3.1 (5) en prenant g = f. Réciproquement, supposons que 'assertion (5) soit

vérifiée. Pour tout f € L%(,u), notons 7 le plus petit sous-espace vectoriel fermé de I'es-
pace de Hilbert complexe L3(11) contenant les fonctions U™ f pour m € N. L’ensemble
A7 = {g € L3(p) : nll)l}_loo (Us™f,g) = 0} est un sous-espace vectoriel fermé de L3(p),

qui contient la fonction f (par l'assertion (5)), et méme tous les Uy™ f pour m € N par

'invariance du produit scalaire par Us™ (qui commute avec les puissances de Ug). Donc
,%”f’ contient ;. Par ailleurs, si g € L3(p) est orthogonal & J#7, alors (U™ f, g) = 0 pour
tout m € N, et en particulier g € 7. Ainsi, le sous-espace vectoriel 7} contient & la

fois %} et son orthogonal e%”fl (qui est un supplémentaire de 7 car ¢} est fermé). Par
conséquent %”f’ = L3(u), et ¢ est mélangeante par la proposition 3.1 (5). O

Exercice E.23. Soient & un alphabet fini de cardinal au moins 2 muni d’une mesure
de probabilité v, et (X = &%, = v*,¢ = o) le systéme de Bernoulli bilatére (avec sa
mesure de Bernoulli) associé. Pour tout a € &7, si [a] est le cylindre des suites (zp)nez
telles que zo = a, montrer que la mesure spectrale de la fonction f = 115 — p([a]) (qui est
la fonction indicatrice du cylindre [a] additivement renormalisée pour appartenir a LZ(x))
est un multiple de la mesure de Haar du cercle.

En étendant la transformation de Fourier des mesures positives sur le cercle aux mesures
complexes, calculer la transformation de Fourier de la mesure complexe z"dug, (z) pour tout
n € Z. Montrer que pour tout cylindre non vide C, la mesure spectrale de f = 1o — u(C)
est dans la méme classe de mesure '°" que la mesure de Haar us, du cercle.

Exercice E.24. Soit (X, %, u, ) un systéme dynamique probabilisé a temps discret in-
versible. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) Le systéme dynamique (X, %, u, @) est faiblement mélangeant , c’est-a-dire que pour

tous les A, B € &, nous avons

‘ 1 n—1 e
A 3 AN B) B =0,

(2) Pour tout f € }L%(,u,), la mesure spectrale oy n’a pas d’atome.

(3) Le spectre ponctuel Vp(U¢|L%(M)) de la restriction de Uy a L2(x) est vide.

(4) Les seules fonctions propres de Uy sont les fonctions (presque partout) constantes.

En déduire qu'une transformation mélangeante est faiblement mélangeante et qu’une ro-
tation irrationnelle du cercle n’est pas faiblement mélangeante.

101. c’est-a-dire qu’elles sont absolument continues I'une par rapport a 'autre

87



3.4 Exercices

Exercice E.25. Soient (X, %, u, ¢) et (X', #', 1/, ¢') deux systémes dynamiques mesurés,
avec p et 1/ des mesures de probabilité. Soit A : X — X’ une semi-conjugaison entre (X, ¢)
et (X', ¢’). Parmi les propriétés suivantes, quelles sont celles qui sont vérifiées par (X', ¢')
si elles le sont par (X, ¢), éventuellement quitte a rajouter des hypothéses sur h?

e étre ergodique,

e é&tre mélangeant,

o &tre mélangeant d’ordre k£ pour un £ € N\{0, 1} donné (voir Iexercice E.26),

e vérifier la propriété de mélange multiple (voir I'exercice E.26),

e &tre 1-mélangeant sur un sous-espace vectoriel dense pour une fonction donnée
1 : N — 0, +o0o[ en temps discret ou 9 : R — ]0, +-00[ en temps continu.

Exercice E.26. Soit (X, .o, u, ) un systéme dynamique probabilisé. Pour tout entier
k € N~{0, 1}, nous dirons que (X, o7, i, ¢) (ou ¢ lorsque (X, .o7, p) est sous-entendu ou g
lorsque (X, .27, ¢) est sous-entendu) est mélangeant d’ordre k'°? si pour toutes les parties
mesurables Aq,..., Ax de X, et toutes les applications 7,...,7, de N dans N si le temps
est discret, ou de R dans R si le temps est continu, telles que t—lj—imoo Tit1(t) — 7i(t) = +o00

pour tout ¢ =1, ...,k — 1, nous avons

k k
-7t ( A, ) N A .
(o O@))  —  [Luan
=1 =1
Nous dirons que (X, .o, pu, ¢) (ou ¢ lorsque (X, .o, u) est sous-entendu ou tout simple-
ment p lorsque (X, 97, ¢) est sous-entendu) vérifie la propriété de mélange multiple s’il est
mélangeant d’ordre &k pour tout k& dans N~ {0, 1}.

(1) Montrer que (X, .o, u, ¢) est mélangeant d’ordre k si et seulement si 'une des deux
assertions suivantes est vérifiée

a) pour tous les fi,...,fr € L¥(X,pu) et toutes les applications 7i,...,7; comme
ci-dessus, nous avons

k k
/X<i1;[1fi0¢7—i(t)) du t_)—jroo i];[l/xfidu. (36)

b) il existe une partie P de LL*(X, i), qui engendre un sous-espace vectoriel dense E
de Lk(X, ), telle que pour tous les fi,..., fr dans P et toutes les applications 71, ..., T
comme ci-dessus, la formule (36) soit vérifiée.

(2) Soient o/ un alphabet dénombrable (muni de la topologie discréte) et o une mesure
de probabilité sur /. Montrer que le systéme de Bernoulli sur &/, muni de la mesure
produit xN dans le cas unilatére et de la mesure produit uZ dans le cas bilatére, vérifie la
propriété de mélange multiple.

(3) Soit p dans Z~{—1,0,1}. Montrer que l'application ¢, :  — p = du cercle R/Z
dans lui-méme vérifie la propriété de mélange multiple pour la mesure de Lebesgue du
cercle.

102. Remarquons que la propriété de mélange d’ordre 2 est équivalente & la propriété de mélange, par
invariance de la mesure p par ¢. De plus, en prenant Ay = X dans la définition ci-dessus (ou fi la fonction
constante 1 dans la question (1) a) ), si (X, <, u, ¢) est mélangeant d’ordre k > 3, alors il est mélangeant
d’ordre k£ — 1.
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(4) Soient N dans N\ {0} et M € #n(Z) une matrice N x N a coefficients entiers
de déterminant non nul, dont les valeurs propres (complexes) sont de module strictement
supérieur a 1. Montrer que ’application

o mod ZN — Mz mod ZN

du tore TV = RY/ZN dans lui-méme vérifie la propriété de mélange multiple pour la
mesure de Haar du tore.

Exercice E.27. Soient (X, pu,¢) et (X', 1/, ¢') deux systémes dynamiques probabilisés,

simultanément & temps continu ou & temps discret. Nous noterons ¢ x ¢’ I'application ou

le flot de 'espace mesurable produit X x X’ dans lui-méme défini terme par terme par

(x,2") — (¢(z), ¢ (2)) en temps discret et ((z,2’),t) = (¢'(x), (¢')!(2")) en temps continu.

(1) Montrer que si (X, u, @) et (X', 1/, ¢’) sont mélangeants, alors le systéme dynamique
mesuré produit (X x X', u® p', ¢ x ¢') est mélangeant.

(2) Soit k € NX{0}. Montrer que si (X, u,¢) et (X', 1/, ¢') sont mélangeants d’ordre k,
alors le systéme dynamique mesuré produit (X x X', u® u', ¢ x ¢') est mélangeant
d’ordre k.

(3) Soit E (respectivement E') un sous-espace vectoriel dense de L2(X, ;1) (respectivement
L2(X’, 1)), muni d’une norme || ||z (respectivement || ||z) telle que || ||z < ¢ ||l
(respectivement || [jpz < c¢|| ||gr) ot ¢ > 0 est une constante. Soit ¢ : N — 10, 1]
si (X,%B,pu,d) est a temps discret, et ¢ : R — ]0,1] si (X, %, u, ) est & temps
continu, une application telle que t_l}eroo (t) = 0. Soit E” le sous-espace vectoriel

de L2(X x X', u ® ') engendré par les applications & variables séparées définies par
f i (z,x) — f(x) f/(2'),on f € Eet f/ € E'. Munissons E” d’une norme équivalente

f-f e (, ; q

4 la norme

lgllgr =t { il 1flle: fi € B, fle B etg=> fi-fi }.
=1 =1

Montrer que si (X, p, ¢) est y-mélangeant sur E et si (X', 1/, ¢') est ¢)-mélangeant sur
E' alors (X x X', p®@ ', ¢ x ¢') est ip-mélangeant sur E”.

3.5 Indications pour la résolution des exercices

Correction de I’exercice E.22. Les éléments de ker(Uy — id) sont les fonctions L? et
presque partout invariantes, donc les fonctions L2 et .#-mesurables.

Correction de l’exercice E.23. Soient C' un cylindre, k& € N~ {0} sa longueur et
¢ = p(C) sa mesure. Pour tout m € Z, si f = 1¢ — ¢ nous avons

cm(op) = (fod™, f) =(1lco¢™, 1c) — (¢, 1c) — (Lc o o™, c) + (¢, ¢)
= u(e™™(C)NC) =2cu(C) + ¢ = pl¢™™(C)NC) — .

Rappelons le calcul de la transformation de Fourier de la mesure de Haar du cercle donné
dans la formule (34). Par le calcul précédent, nous avons donc

co(of) = c(l —c¢) =colc(l — ) pis,)
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et si |m| > k, alors ¢y (o) = 0 = cn(ps,) car le cylindre C' et le cylindre décalé ¢~ (C')
a gauche m fois si m > 0 et a droite —m fois si m < 0 sont alors de support disjoint
(voir la démonstration de la proposition 3.2). Donc si k = 1, alors par U'injectivité de la
transformation de Fourier des mesures positives sur S1, nous avons

op=c(l—c)ps, .

La transformation de Fourier p+— (¢ (14))mez est encore définie sur I'espace vectoriel
complexe .Z¢(S1) des mesures complexes sur S;, muni de la topologie faible-étoile, a valeur
dans D'espace vectoriel topologique produit CZ. Elle est encore continue, injective, et c’est
un homéomorphisme sur son image. De plus, la transformation de Fourier est linéaire

VmeZ, YAXeC,Vuvedc(S) ecmAp+v)=en(p) +em(v) .

Pour tous les m,n € Z et y € #c(S1), nous avons
on(e) = [ duz) = o)
FIST

En particulier, nous avons ¢, (2" us,) = 6nm. Pour tout n € [k + 1,k — 1], posons
an = u(¢~™(C) N C) — ¢, en remarquant que a_, = a, par l'invariance de la mesure.
Notons p : S; — C le polynome trigonométrique z Zg;l_ ki1 0n2", en remarquant qu'il
n’admet qu’un nombre fini de 0 dans S;. Alors par la linéarité de la transformation de

Fourier des mesures complexes sur le cercle, pour tout m,n € Z, nous avons

k—1 . k-1 0=cm(os) si|m|>k
cm(p /LSl) = Z ancm(z ,U’S1) = Z anén,m - { A = C (0’ ) sinon
ne—ht1 — m = Gms '

Par l'injectivité de la transformation de Fourier des mesures complexes sur le cercle, nous
avons donc oy = p us,. Puisque p n’a qu'un nombre fini de zéros sur le cercle, les mesures
oy = p s, sont bien absolument continues I'une par rapport a 'autre. 103

Par exemple, si C' = [a, b] est un cylindre de longueur k = 2 avec a, b distincts dans 7,
alors ¢*1(C) N C est vide, donc a3 = a_1 = —c? et p(e?™) = a_1e72" + ag + a1e*™ =
¢ — (1 + 2cos(270)).

Correction de lexercice E.24. Si lassertion (3) n’est pas vérifiée, soit f € L3(u)
un vecteur propre unitaire de (Ucb)m%( p) bour la valeur propre A. Alors par la proposition
3.4 (4), nous avons oy = A, donc la mesure spectrale oy est atomique. Par conséquent,
lassertion (2) n’est pas vérifiée.

Les assertions (3) et (4) sont clairement équivalentes. Le fait qu’un systéme dynamique
meélangeant vérifie I’assertion (3), donc soit faiblement mélangeant, a été vu aprés 1’énoncé
de la proposition 3.4. Le fait qu'une rotation irrationnelle (4), donc ne soit pas faiblement
mélangeante, découle du calcul du spectre de son opérateur de Koopman, voir I’exemple
(2) du début de la partie 3.3.

Correction de I’exercice E.25. Nous supposons que le temps est discret dans toute
cette correction, la démonstration dans le cas du temps continu est similaire.

103. Puisque oy et us, sont deux mesures positives, nous avons p(z) > 0 pour tout z € S;, ce qui peut
se montrer directement en utilisant le fait que 2™ + 27" + 2 = 2Re 2" 4+ 2 > 0. Il est aussi possible de
montrer ce résultat en n’utilisant que la transformation de Fourier des mesures positives sur le cercle, mais
la démonstration est moins naturelle.
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e Supposons que (X, %, u, @) soit ergodique. Si une partie mesurable A’ € %' est
invariante par ¢', alors

6 (hH(AD) = (ho @) H(A) = (¢ o h)HA) =h (¢ (A) = hTHA).

Puisque h est mesurable, la partie mesurable h=1(A’) € % est donc invariante par ¢.
Puisque h préserve les mesures (c’est-a-dire p/ = h,u) et par ergodicité, nous avons

(A = gt (') = (b~ (A7) € {0,1}
Donc (X', &', 1/, @) est ergodique.

e Rappelons qu’un systéme dynamique mesuré est mélangeant d’ordre 2 si et seulement

s’il est mélangeant, et que par définition il vérifie la propriété de mélange multiple s’il est

meélangeant d’ordre k pour k dans N~ {0,1}. Il suffit donc de montrer le troisiéme point
pour obtenir le deuxiéme et le quatriéme.

Soit k € N~ {0,1}, supposons que (X, %, u,d) soit mélangeant d’ordre k. Soient

T,..., A} des parties mesurables de X’ et 71,...,7; des applications N dans N telles que

lim  7iy1(n) — 7i(n) = 400 pour i = 1,...,k — 1. Alors h=1(A}),...,h 1 (A}) sont des

n—-+o0o
parties mesurables de X, par la mesurabilité de h. Puisque (X', #', i/, ¢') est mélangeant

d’ordre k, et puisque h préserve les mesures (c’est-a-dire ' = hyp), nous avons

i ( :gb/ ) = u(n é & 4D)) = u é o)

(2

k k
— h=HA)) = (ALY .
il | ZGREIES | AED
i=1 i=1
Donc (X', %', 1/, ¢') est mélangeant d’ordre k.
e Montrons le dernier point. Soit ¢ : N — 0, +o0o[ une application telle que lirf Y(n) =
n—-+0oo

0. Soient E et E’ des sous-espaces vectoriels denses de L?(X, u) et L2(X’, i), munis de
normes || ||g et || ||z, respectivement. Faisons ’hypothése supplémentaire que I’applica-
tion linéaire Ly : f — f o h de précomposition par h envoie E’ dans E, et qu'elle est
continue pour les normes de E’ et de E.'%* Soit donc x > 0 tel que ||f o hl|g < & || f| &
pour tout f € FE'.

Supposons que (X, A, u, ¢) soit -mélangeant sur E. Pour tous les f', ¢’ € E’, et pour
tout n € N, avec la constante ¢ donnée par la propriété de 1-mélange de (X, A, u, ¢) sur
E, puisque h préserve les mesures, nous avons

[aesngar—([ ran [ oa)

—| [(roatom @ enydu— ([ fonan( [ oondl
| [ emesy @ onydn=( [ sonan( [ oondn)
cIf ol N9 o hils w() < ¢ &2 Il I/l ()

104. Par exemple, si F = L?(X,u) et E' = L*(X’, i), alors le fait que h préserve les mesures montre (et
en fait est équivalent au fait) que 'application L;, de précomposition par h envoie E’ sur E et préserve la
norme (donc est continue de norme d’opérateur 1) : nous avons || f o h||g = || f||z pour tout f € E'.
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Donc (X', %', 1/, ¢') est 1)-mélangeant sur E’.

Correction de l’exercice E.26. (1) La démonstration est trés proche de celle de la
proposition 3.1. Par I'invariance de la mesure, si une fonction est de classe LF, alors sa
composée par une puissance quelconque de ¢ I'est encore. Rappelons % que le produit de
k fonctions de classe LF est de classe L', et que pour tous les fi,..., fr € L*, nous avons

k k
[ idn | < TD0AIe = TTC[ 150 )™ (37)
=1 =1

Puisque la mesure p est une mesure de probabilité, une fonction h de classe L* est de classe
L', et | [y b du| < ||h]|lLs. Donc les différents termes sont bien définis.

La premiére assertion a) implique trivialement la seconde b), et elle implique la pro-
priété de mélange d’ordre k, car il suffit de prendre les fonctions indicatrices f; = 14, pour
1 < < k. Pour tout temps ¢, posons

k k
ct(fl,...,fk)—/X<£[1fio¢n(t)> du —E/Xfidu,

qui est k-linéaire en (f1,..., fx). Sile systéme (X, %, i, ¢) est mélangeant d’ordre k, alors
par multilinéarité, la propriété tlim ct(fiy ..., fr) = 0 est vérifiée pour toutes les fonctions
—00

étagées f1,..., fr. Donc la propriété de mélange d’ordre k implique I’assertion b) en prenant
pour P le sous-espace vectoriel de L*(X, 1) formé des fonctions étagées, qui est dense.

Montrons que pour tous les éléments fi, ..., fx_1 de L¥(X, 1), le sous-espace vectoriel
Hy, . g, des fonctions fj, dans LE(X, p) telles que

tllgloct(flv"',fk) =0

est fermé dans L*(X, ). Puisqu'une partie dense et fermée d’un espace topologique est
égale a cet espace topologique tout entier, et par une récurrence, cela montrera que 'as-
sertion b) implique I'assertion a).

Nous pouvons supposer que fi,..., fr—1 ne sont pas presque partout nulles, sinon le
résultat est immédiat. Soit fi, € Hy, . r , et, pour tout € > 0, soit gx € Hy, ., , telle que
Ife — grllpe < m Pour tout temps ¢ assez grand, puisque g € Hyf, 4, _,, nOUs

avons |ci(f1,..., fr—1,9%)| < §. Par l'inégalité de Holder itérée (37) et par la majoration

105. Afin de vérifier cette formule, rappelons Iinégalité de Hélder : pour tous les p,q € ]1, +00[ tels que
%+ % =1,si f € LP(X,pu) et g € LY(X, u), alors

’/ngdu(é(/lel”du)l/p(/xlglqdu)l/q~

La formule (37) en découle par récurrence sur k, en prenant f = fi... fr—1, 9 = fr, ¢ =k et p= 5.
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de la norme LL! par la norme L*, nous avons

k-1
[alfive i Sl =| [ (T o 6O = 91) 0 67) d
i=1

_ (:ﬁj/xﬁ d@(/}((fk—gk) du) +ce(fry s fr1,9k)
k-1

€ €
<2 [T Ifilleellfe = grllus + lee(frs oy fomrs gr)] < 23 +3=e¢.
=1

Donc f appartient & Hy, ¢, et Hp 7 | est fermé.

(2) Nous considérons le cas du décalage unilatére, le cas bilatére se traite de maniére
similaire. Soient & un alphabet dénombrable discret, X = £, = &N et ¢ = 0 le décalage
a gauche sur X. Comme la tribu (o-algébre) de I’espace mesurable produit X est engendrée
par les cylindres, il suffit de vérifier la propriété de mélange d’ordre k pour tout k& € N\{0}
lorsque les parties A; sont des cylindres. Soient py, ..., pr dans N et, pour tous les i € [1, k]
et j € [0,p;], soit x;; € /. Notons A; le cylindre [xo4, 1, ..., Zp, ). Alors si n est assez
grand, par ’hypothése sur les fonctions 7;, les parties de N définies par [0, p;] + 7(n) pour
i € [1,k] sont deux a deux disjointes. Donc, si n est assez grand, par les définitions du
décalage et de la valeur de la mesure produit sur les cylindres, nous avons

k  pi

k k
(o7 (40) = TTTT sah) = LA |
i=1 =1

i=1j=1
ce qui montre le résultat.

(3) et (4). L’assertion (3) est un cas particulier de I’assertion (4) avec N = 1.

L’assertion (3) découle aussi de 'assertion (2) et du dernier point de Iexercice E.25
si p > 0, car 'application de développement en base p est une semi-conjugaison entre le
systéme de Bernoulli unilatére (&N, uN, oy ) sur 'alphabet ./ = [0, p — 1] muni de la loi
uniforme p = % Ef:_ol A; (ot A; est la masse de Dirac unité en i) et le systéme dynamique
mesuré (R/Z,d0, ¢,).

Soient X = R¥/ZN le tore de dimension N et 1 = A\ = df la mesure de Haar normalisée
sur X. Pour tout m dans Z", comme dans la partie 4.1, notons e,, : X — C la fonction
trigonométrique 6 — %79 Par Passertion (1) et par le théoréme de Stone-Weierstrass,
il suffit de montrer que pour tous les k € N~ {0} et my, ..., my dans ZN, la formule (36)
est vérifiee pour 1 = A, f; = em; pour j € [1,k] et ¢ = ¢ps. Raisonnons par récurrence
sur k. C’est vrai pour k = 1, comme conséquence de 'invariance de A par ¢ps. Supposons
k > 2. Simy = 0, alors le résultat est vrai par 'hypothése au rang k — 1. Supposons donc
myg non nul. En particulier,

/Xf,cdﬂzozjﬁl/xm_

= €m,;, avec Mjn, = tMT (”)mj (voir le début de la démonstration

)

Nous avons f; o ¢§g}”

du théoréme 4.11). Montrons que pour tout n assez grand, la somme Z?:l EMT (”)mj est
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non nulle. Ceci implique que

/Hf]m d\ = /z’“ s, (0) A0 =0,

ce qu’il fallait démontrer.
Supposons par 'absurde que

k
Z PMT M my =0 (38)
j=1

pour une sous-suite d’entiers n tendant vers +o0o. En trigonalisant M sur C et puisque les
valeurs propres complexes de M sont de module strictement supérieur a 1, il existe une
matrice triangulaire inférieure complexe T', dont nous pouvons supposer que les coefficients
diagonaux Ai,...An soient ordonnés de sorte que 1 < |Aj| < |[Ag] < -+ < |An]| et une
matrice inversible P € GL,(C) telle que M = PT P~'. Notons v; = 'Pm; pour j =
1,...,k. La formule (38) implique alors

k
Z by, = (39)
j=1
pour une sous-suite d’entiers n tendant vers +oo0. Puisque le vecteur v, = (vp1,...,VkN)

est non nul, il existe r € [1, N] tel que v, # 0 et vk, = 0 pour ¢ € [r + 1, N]. Puisque T
est triangulaire supérieure, le module du r-éme coefficient du N-uplet Ty, est égal
a A=y . Puisque lirn (Tk—1(n) — 7j(n)) = +o0 pour j € [1,k — 2], le module du
r-éme coefficient de Zj” 1 tTTJ (M, est borné par ¢ |\|™*1( pour une constante ¢ > 0.

Mais comme hrJrrl (Tk_l( ) — Tk—1(n)) = +00 et |[A\;]| > 1, ceci contredit la formule (39).
n—-+0o00o

Correction de I’exercice E.27. Nous supposons que le temps est discret, le temps
continu se traite de maniére semblable.

(1) C’est le cas particulier k& = 2 de 'assertion suivante.
(2) Soient 71,...,7; : N — N telles que Em (Tix1 — ;) = oo pour tout ¢ € [1,k — 1].
oo
Montrons que pour tous les boréliens Af, ..., A} de X x X', nous avons

lim u®u(ﬂ(¢><¢>) DAy) =L re ).
=1

n—-+00 1
=

Puisque les produits de boréliens engendrent la tribu borélienne produit, nous pouvons
supposer que A7 = A; x A} o A; est un borélien de X et A, un borélien de X', pour tout
i € [1,k]. Nous avons alors

pe u’( (k](cb x ¢)T (A”)) =p® u’( (k] ¢ (4;) x (k] ¢'*”(”>(A;))
=1 =1 =1
k
(ﬂ¢ TZ(TL )//(ngl 7i(n) >
—n—+oo ﬁ,u ﬁ'u H,u@,u A”)
i=1 =1 i=1

94



(3) Notons que
E'"={g: X xX' - C:3neN,(fi)icicn € E", (f1<i<n € (B)", g=>_ fi- fi}
i=1

est bien un sous-espace vectoriel de L?(X x X', u®@y'), car stable par addition par définition,
et stable par multiplication scalaire car E 'est. Il est composé de fonctions de classe L2
par la majoration ||g|l2 < 23 || fillL2 | f/|lLz qui découle de I'inégalité triangulaire et
du théoréme de Fubini qui implique que ||f; - f/|lL2 = || fillL2 || f/|lL2 pour tout i € [1,n].
Il est de plus dense dans L?(X x X', 4 ® p/), car le sous-espace vectoriel engendré par les
fonctions & variables séparées est dense dans L2(X x X', ® p'), et puisque F et E’ sont
denses dans L2(X, i) et L?(X, y/) respectivement.

Rappelons la notation ¢, 4(f, g) pour le n-éme coefficient de corrélation de deux élé-
ments f,g € L2(X, ) :

cn,(f:9) Z/(focﬁ”)gdﬂ— (/ fdu)(/ g du) .
X X X
Montrons que pour tout n € N, nous avons

| cngxer (f - fo9-9") | = O (w(n) IfllE 1F e lglle g ler) -

Par la bilinéarité des coefficients de corrélation, et par la définition de la norme de E”, ceci
montrera le résultat.

Puisque (/- /) o (& x &) = (f o 8") - (f 0 ¢™) et 11 (- W) = (k) () pour
tous les h € L2(X, ) et ' € L2(X’, i/'), nous avons
/ (f-fo@xd)" (g-9) dudy’ = (/ (foo") gdu) (/ (f 0 d™) g di')
XxX' X X/
= (u(f) nlg) +O@®) Ifllellgle)) (£ (f) 1 (g) +OwWm) 1f e llg'le)) -

Pour tout élément f € E, puisque p est une mesure de probabilité sur X, nous avons
() < |Iflle < ¢ ||flle par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et par I'hypothése sur la
norme de E. De méme, pour tout f € E’, nous avons la majoration |u/(f")| < ¢ ||f'||g -
Puisque ¥(n)? < 1(n) car 1 < 1 par hypothése, nous avons donc, comme voulu,

| enoxe (f - f',9-9") | = OCw(n) I flle lglle 1 e g e ) -
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4 Dynamique linéaire mesurée des tores

Fixons N € N~ {0}. Le tore TV de dimension N est le groupe topologique quotient
de RN par son sous-groupe (distingué fermé) Z, ou de maniére équivalente I’ensemble
des N-uplets 6 = (01,...,0n) o 6; est un réel modulo 1, muni de la topologie produit et
de I'addition modulo 1 terme & terme. C’est un groupe topologique métrisable compact et
commutatif.

Les translations de TN sont les applications 75 : © — x + 6 pour § € TV. Pour tout
z € RV, nous noterons # la classe de  modulo ZV, et = RY — TN la projection canonique
T — T

Il existe sur TV une unique mesure de probabilité borélienne invariante par toutes les
translations : la mesure de Haar (aussi appelée mesure de Lebesgue) A = df = ppn de TV,
image par R & de la restriction au cube unité de la mesure de Lebesgue dx de RY,
définie par

v fec’(TV;C), f(0) do = /1 f(@) da .
TN [0,1]¥
L’invariance par translations de A découle de I'invariance par translations de la mesure de
Lebesgue de RY car (%) = q{z +y) pour tous les z,y dans RYN. L’unicité de A découle
du fait que la mesure de Lebesgue de R™ est 'unique mesure borélienne positive sur R"
invariante par translations, qui donne mesure 1 au cube unité [0, l]N .

Pour tout k£ € N, une application continue f : TV — R est dite différentiable de classe
C* si I'application ZN-invariante f o RN — R P’est. Pour tout & € TV, et pour tous les
Ce[1,k] et iq,... i € [1,N], les dérivées partielles de f d’ordre ¢ sont les applications

o (f o
O oief 12 = Oiyip(f o) (@) = M(m) :

8902-1 e 8:%

ce qui ne dépend pas du choix du relevé x de z.

Nous allons maintenant commencer & étudier des systémes dynamiques mesurés sur
le tore TV (voir la partie 12.4 pour la suite de I’étude). Cette étude sera facilitée par la
possibilité d’utiliser de I’analyse de Fourier (voir par exemple | , Chap XIX] pour toute
information).

Nous renvoyons a la partie 9 pour une étude de la dynamique topologique et différen-
tiable de transformations du tore TV dans le cas N = 1.

4.1 Séries de Fourier sur le tore

Pour m = (my,...,my) dans Z", notons e,, € CO(T";C) la fonction trigonométrique
définie par
em 1 0 — e2mimd)
o (m,0) = Z;Vﬂ m;6; € R/Z. Remarquons que, pour tous les m,n € Z", nous avons
en=¢€_m et emnen = emin - (40)

Pour toute mesure borélienne finie p sur TV, notons '

par ZV de ses coefficients de Fourier, ot

<Mm=/a%W=/e%WwW@-
™ ™
106. Voir la proposition 3.3 et les définitions qui la précéde si N = 1.
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Pour toute application continue f € C°(T¥;C), notons (¢, (f))mezy la famille indexée
par ZV de ses coefficients de Fourier, ot

nlf) = [ e-n(®) 6) a8

qui vérifient, pour tout m € Z", que c,n(f) = cm(fdf) si f > 0 (afin que fdf soit une
mesure positive), et

lem (O] < [ flloo -
Proposition 4.1. Nous avons les propriétés suivantes.

(1) Le sous-espace vectoriel complexe de CO(TN; C) engendré par la famille trigonométrique
(em)mezn est dense dans C°(TV;C).

(2) La transformation de Fourier p — (cm(t))mezn est injective.

(3) Si f € CYTN;C), nous avons, avec convergence normale donc uniforme de la série,

FO) =Y emlf) em(d) -

meZN

(4) Si f € CHTN;C), pour tout m € ZN et pour tout j € [1, N], en notant m(j) € Z la
J-éme composante de m et en supposant qu’elle est non nulle, nous avons

1

m(0if) | £ g 103 fls

’Cm(f)\—‘%l(j)

(5) Pour tous les m,m’' € ZV, nous avons les formules d’orthogonalité

. _ /
/ emem/dez/ em_m/d9:{1 stm=m (41)
T~ T~ 0 sinon.

Démonstration. (1) Le sous-espace vectoriel complexe de C°(TY;C) engendré par la
famille trigonométrique (€y,),,czn est une sous-algébre, invariante par la conjugaison com-
plexe, de 'agébre CO(T™;C) (voir la formule (40)). L’assertion (1) découle donc du théo-
réme de Stone '°7-Weierstrass 107, 108

1 THILLEL Y Y TR

///'Mu/'y ~P &
Marshall Stone  Karl Weirstrass Claude Shannon Yakov Sinai Hermann Weyl
107.  1903-1989 1903-1996 1916-2001 1935- 1885-1955

108. Un ensemble &/ d’applications d’un ensemble E dans C est dit séparant si pour tous les x # y dans
E, il existe f € o telle que f(z) # f(y). Soit X un espace topologique métrisable compact non vide.
L’espace vectoriel complexe C° (X;C) des applications continues de X dans C est une algébre pour la
multiplication point par point des fonctions & valeurs complexes. Le théoréme de Stone-Weierstrass est le
résultat de densité suivant (voir par exemple [Diel] ou [Pau3, §5.6]).

Théoréme 4.2. Toute sous-algébre séparante et invariante par la conjugaison complexe de l’algébre
C%(X;C) est dense dans C°(X;C) pour la topologie de la norme uniforme f + || flloc = sup,cx |f(z)|.
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(2) Ceci découle du résultat ci-dessus de densité, et du théoréme de représentation de
Riesz.

(3) C’est une propriété de la transformation de Fourier inverse, voir | , Chap XIX].
(4) Ceci découle d’une intégration par partie sur la j-éme composante.
(5) Le calcul est immédiat, par périodicité. O

4.2 Unique ergodicité

Donnons deux motivations aux développements de cette partie.

Une mesure de probabilité invariante, dont ’existence est assurée par exemple sous les
hypothéses de la proposition 0.6, est rarement unique (considérer par exemple le cas ot la
transformation ¢ vaut I'identité). Nous donnons ci-dessous un critére d’unicité.

Rappelons que le théoréme de Birkhoff ne donne une convergence des moyennes de
Birkhoff que presque partout pour une mesure invariante fixée. Cette convergence est rare-
ment vérifiée en tout point. Nous donnons ci-dessous un critére de convergence ponctuelle
des moyennes de Birkhoff de fonctions continues en vraiment tout point.

Proposition 4.3. Soient X un espace topologique compact métrisable non vide, muni

d’une application continue ¢ : X — X. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) Le systéme dynamique topologique (X, @) est uniquement ergodique, c’est-a-dire il ad-
met une unique mesure de probabilité invariante ergodique.

(2) Le systeme dynamique topologique (X, ) admet une unique mesure de probabilité in-
variante.

(3) Pour tout f € C%(X;C), il existe une constante L(f) € C telle que pour tout'”” x
dans X, les moyennes de Birkhoff

n—I1
Suf@) =~ 3" Fodt()
k=0

convergent quand n — 400 vers L(f).

(4) II existe une partie E de C°(X;C) engendrant un sous-espace vectoriel dense pour la
topologie de la norme uniforme sur CO(X;C) tel que pour tout f € E, et pour tout''"
x dans X, les moyennes de Birkhoff Sy, f (x) convergent quand n — +oo vers une limite
L(f) qui ne dépend pas de x.

Nous avons alors L(f) = p(f), ot u est l'unique mesure de probabilité invariante.

Démonstration. Montrons que Passertion (3) implique I'assertion (2). Soient u et p’ deux
mesures de probabilité ¢-invariantes (qui existent par le théoréme de Krylov-Bogolyubov,
voir la proposition 0.6). Le théoréme ergodique de Birkhoff, appliqué a la mesure p, assure
que pour tout f dans C°(X;C), la limite f(z) des moyennes de Birkhoff existe pour u-
presque tout x € X et vérifie ,u(f) = u(f). Par hypothése, 'application fest constante,
donc égale a u(f). En appliquant le méme raisonnement a p’, nous avons donc u(f) = p/(f)
pour tout f € CO(X;C), d'ou u = .

Réciproquement, montrons par contraposition que I’assertion (2) implique 'assertion
(3). Soient z € X et f € CY(X;C) tels que la suite S, f(x) ne converge pas vers u(f).

109. vraiment tout !
110. Voir la note de bas de page précédente !
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Cette suite étant bornée, il existe une suite (7(k))gen strictement croissante dans N telle
que la limite limy,_, Sr1) f(z) existe et soit différente de uu(f). La compacité de Prob(X)
permet de supposer, quitte & extraire de nouveau une sous-suite, que la suite de mesures

de probabilité

7(k)—
1
7(k) P
ot A, est la masse de Dirac unité en y, converge faiblement vers une mesure de probabilité
i/ sur X. Par construction, u’ est ¢-invariante et

w(f) = Hm Se f(2) # p(f) -

Donc i # p.

L’équivalence entre les assertions (1) et (2) découle de la derniére assertion de la pro-
position 0.6 et de la proposition 2.1 (5), qui impliquent que Probg(X) est I'enveloppe
convexe fermée de ’ensemble Proberg(X ) des probabilités invariantes ergodiques, donc que
Probg(X) est réduit a un point si et seulement si Proberg( ) Dest.

L’équivalence entre les assertions (3) et (4) découle, en notant || || la norme uniforme
sur C°(X;C), de la majoration uniforme, pour tous les f,g € C°(X;C), n € N~ {0} et
reX,

| Snf(2) = Sng(@) | < |If —gll -
O

Nous construirons dans les parties 12.3 et 12.4 de nombreuses mesures invariantes
ergodiques pour les systémes dynamiques symboliques et les endomorphismes linéaires du
tore. Nous renvoyons & la proposition 4.4 (1) ci-dessous pour des exemples de systémes de
Kronecker uniquement ergodiques, ainsi qu’a ’exercice E.29.

4.3 Unique ergodicité des translations sur le tore
Le résultat ci-dessous généralise les propriétés déja vues des rotations du cercle.
Proposition 4.4. Soient a = (a1,...,an) € RN et a € TV la classe modulo ZV de a.

Notons 7o : TV — TN la translation 6 — 6+ «. Les assertions suivantes sont équivalentes :

) Ta est uniquement ergodique ;

(1

(2
(3
(
(
(

) Ta est ergodique pour A = d ;
)

4) toutes les orbites de 1o sont denses;
)
)

Ta admet une orbite dense;

5) To est minimal, c’est-a-dire que le seul fermé invariant non vide de TV est TV ;

6

les réels 1,aq,...,an sont linéairement indépendants sur Q.

Démonstration. (1) = (2) La mesure df est invariante, donc ergodique par unicité.
(2) = (3) Cela résulte de l'exercice E.16.

(3) = (4) Si l'orbite d'un point 6 est dense dans TY, il en est de méme de l'orbite de
tous les autres points 6, car comme les translations 7, et Ty_y commutent, ’application
continue 7yg_g envoie 'orbite de 6 par 7, sur celle de 6'.
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(4) = (5) Ceci découle de I’équivalence des définitions d’un systéme dynamique minimal,
voir la partie 8.4.

(5) = (6) Sinon, il existerait un élément non nul m de Z" tel que (m,a) = 0. L’ensemble
des 6§ dans TV tels que (m,6) = 0 dans R/Z serait donc un fermé non vide invariant par
T, différent de TV, contradiction.

(6) = (1) Soit p une mesure de probabilité borélienne invariante par 7,. Nous avons donc
les égalités

—2im(m,a) —2im(m,a)

em(1)

Par hypothése (6), lorsque m # 0, I'élément (m, ) est non nul dans R/Z, donc nous
avons ¢y, (1) = 0 = ¢, (df). Puisque p et df sont toutes deux des probabilités, nous avons
co(p) = co(df) = 1. Nous en déduisons que ¢, (1) = ¢, (d) pour tout m € ZN. L'injectivité
de la transformation de Fourier (voir la proposition 4.1 (2)) assure que pu = df. O

Cm(u) = M(e—m) = M(e—m © Ta) = M(e e—m) =€

4.4 Equirépartition de suites modulo 1 et unique ergodicité

Donnons quelques applications arithmétiques de I'unique ergodicité.

Pour tout réel z € R, notons |z| = max{n € Z : n < x} € Z sa partie entiére
inférieure et {z} =z — |z] € [0, 1] sa partie fractionnaire. Une suite de réels (zy,)nen est
dite équirépartie modulo 1 si, pour tout intervalle [a, b] de [0, 1], nous avons

1
lim — Card {k <n /{zx} €la,b} =b—a.
n—oo N
Le résultat suivant est trés utile.

Proposition 4.5. (Critére de Weyl ')  Soit (z,,)nen une suite de réels. ''' Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.
(1) La suite (zn)nen est équirépartie modulo 1.
(2) Pour tout f € CY(]0,1];C), nous avons

1n—1 1
im = f({a)) = [ F()dt.
X

n—oo N

(3) Pour tout m dans Z ~ {0}, nous avons

n—1

1 .
lim — Z e2imTmTE — ()

n—oo N
k=0
Démonstration. Nous commencons la démonstration par le lemme suivant, dont nous
conserverons les notations de son énoncé et de sa démonstration.

Lemme 4.6. Soit .7,(]0,1];C) lespace vectoriel des fonctions bornées sur [0,1], muni de
la norme uniforme [|¢||oc = supscpo1)l9(t)|, et £ Uensemble des fonctions f € F([0,1]; C)

1 n—1 1
telles que lim —Z f{zx}) :/ f(t) dt. Alors E est un sous-espace vectoriel fermé

dans Z(]0,1]; C).

111. pas nécessairement dans [0, 1], d’ou 'importance de prendre les parties fractionnaires dans I’assertion

(2)
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Démonstration. Il est immédiat que F est un sous-espace vectoriel, par la linéarité de
intégrale et de la limite. Soit f dans I'adhérence E de E dans .%([0,1]; C). Pour tout
e > 0, il existe donc g dans E tel que ||f — g|looc < €. Notons X, f = %Zz;é f({z}). Pour
tout n > 1, nous avons donc |3, f — X,g] < € et |f01f dt — folg dt | < fol |f —g| dt <e.
Comme lim [3%,9 — fol g dt| =0, nous avons

n—oo

1
lim sup ‘Enf—/ fdt‘ < 2e¢.
n—00 0

Ceci est vrai pour tout e. Donc lim |X, f — fol fdt,=0.Dou f € E, et E est fermé. [
n—oo

Montrons tout d’abord que (1) implique (2) implique (3). Si la suite (z,,)nen est équi-
répartie modulo 1, alors par définition, les fonctions caractéristiques d’intervalles de [0, 1]
sont dans I’ensemble E défini ci-dessus. Comme toute fonction continue sur [0, 1] est limite
uniforme de fonctions en escalier (les combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques
d’intervalles), ensemble E contient CY([0, 1]; C) par le lemme ci-dessus. En particulier, les
fonctions e, : x — €2 sont dans E. Nous concluons en remarquant que fol em dt =0
pour m # 0.

Réciproquement, montrons que (3) implique (1). Pour tout m dans Z (par ’hypothése
sim # 0 et puisque eq est la fonction constante 1), la fonction e, est dans E. Comme toute
fonction 1-périodique, de classe C?, est limite uniforme de sa série de Fourier, I’ensemble
E contient les restrictions a [0, 1] de ces fonctions par le lemme ci-dessus. Soit [a,b] un
intervalle contenu dans [0, 1]. Pour tout € > 0, nous pouvons trouver deux fonctions f_, fi
dans E telles que f- < 1,5 < fy et fol(f+ — fo)dt <e.

f*

Nous avons alors Xy, f— < 31y < ¥y f4. Puisque

1
liminf ¥, f = limsup %, f —/ fdt
n—oo 0

n—0o0

pour tout f € E, nous avons donc
1 1
b—a—e€ S/ J-dt < liminf ¥,11, 5 < limsup 3,1,y S/ frdt<b—a+e.
0 n—o0 ’ n—00 ’ 0

Ceci est vrai pour tout €. Donc lim ¥,1j,, =b—a. ]
n—00 ’

Le résultat suivant redémontre (par I'assertion (2) du critére de Weyl et 1’assertion (3)
de la proposition 4.3) I'unique ergodicité des rotations irrationnelles du cercle.

Corollaire 4.7. Pour tout irrationnel «, la suite (na),en est équirépartie modulo 1.
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Démonstration. Ceci résulte du critére de Weyl, car pour tout m € Z~ {0}, nous avons
e2imma £ 1 et donc

-1
1y :
‘72 : e?mmka
n

k=0

11— 2immna 92
:—‘ ¢ < — 0.0

n 1— e2i7rma - n ‘1 _ eZzﬁrma’ N0

Proposition 4.8. Soit o un nombre irrationnel. L’homéomorphisme ¢ du tore TN donné
par

¢(01,...,08) = (01 +a,00+01,...,0§8 +0On_1)

est uniquement ergodique.

Démonstration. Soit 1 une mesure de probabilité ¢-invariante sur TV . Nous allons mon-
trer que u = df, ce qui conclut par la proposition 4.3 (2). Pour tout m = (mq,...,my)
dans Z", le m-éme coefficient de Fourier ¢,,(x) de p vérifie, par invariance de p, 'égalité
em(p) = ple—m) = pu(e—m o @). Or pour tout 6 = (0y,...,0x) € TV, nous avons

e_mo¢(f) = e 2im(m,p(0)) _ ,—2im(ma(01+a)+ma(02+01)++my (On+0N-1))

— ¢ 2immia ,=2im((mi1+m2)0i+-+(my_1+mN)ON-—1+mNON) (42)

Donc nous avons

—2iTmia

C(m1,...,mN)<:u) =€ C(m1+m2,m2+m3--.,mN—1+mN,mN)(M) . (43)

Ces égalités a elles seules ne suffisent pas & montrer que ¢, (1) =1 si m =0 et ¢, () =0
sinon. Nous devons exploiter le fait que les nombres ¢, (1) sont les coefficients de Fourier
d’une mesure de probabilité. Notons

(o) = [ #(0) (0) du(®)
le produit scalaire de L2(T%, ).

Montrons par récurrence sur d que si m = (mq,...,mq,0,...,0) # 0 alors ¢, (u) = 0.
Sim = (mq,0,...,0) # 0, alors les égalités (43), et le fait que « soit irrationnel donc
e~ dimmia oL 1 assurent que ¢, (p) = 0. Supposons le résultat vrai pour d — 1, et soit
m = (miy,...,mg,0,...,0).

Fixons M dans N~ {0}, et soient k,k" € [1, M]. Les fonctions f; = e_,, o ¢*, en
itérant la formule (42), sont de la forme Age_,, ) avec Ay un nombre complexe de module
1, m(k) = (m},mb,...,m},0,...,0) et m), = mg. Par 'hypothése de récurrence, comme
m(k) —m(k') = (mf,...,m/;_,,0...,0) avec m{,...,m},_; € Z, nous avons donc

_ _ 1 sik=F
(fros Ferdiz(u) = MMk (€mery—m(k)) = Mk Con()—m() (1) = { 0

sinon.

Autrement dit, la famille (fx)g=1. a est orthonormée. D’apres le théoréme de Pythagore,
la fonction ¥ = eq vérifie

M
Z |<fk7¢>]]_42(p,)‘2 < ||¢||i2(‘u) =1.

k=1
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Nous calculons facilement que (fi, ¥)12(,) = p(e—m © ¢*) = p(e—m) = ¢m (). Donc, nous
avons ¢y, (11)|? < 4. Comme ceci est vrai pour tout M, nous avons ¢, (1) = 0.

Ceci prouve que p et df ont les mémes coefficients de Fourier. Donc p = df par la
proposition 4.1 (2). O

Corollaire 4.9. (Théoréme de Weyl) Soit P un polyndéne non constant a coefficients
réels dont le coefficient dominant est irrationnel. Alors la suite (P(n))nen est équirépartie
modulo 1.

En particulier, pour tout irrationnel «, la suite (na),en est équirépartie modulo 1,
comme vu dans le corollaire 4.7.

Démonstration. Notons N le degré de P et %a le coefficient dominant de P. Posons
Py = P et, par récurrence descendante, P;j(X) = Pj11(X + 1) — Pj41(X) pour tout
j € [0, N —1]. Le polynéme P; est de degré j et Py = a. Posons 6,, = (P1(n),..., Py(n))
mod Z~. En notant ¢ ’homéomorphisme de TV défini dans la proposition 4.8, puisque
Pj1(n+1) = Pj(n)+Pj+1(n) pour tout j € [0, N —1], nous avons donc ¢(6,,) = 0,41 pour
tout n € N. Comme ¢ est uniquement ergodique par la proposition 4.8 et par la proposition
4.3 (3), les points ,, = ¢"(6y) sont équirépartis sur TV, i.e. pour toute application continue
f sur TV, nous avons

n—1

1
lim — 0,) = do .
Jim 5 2 J6) L1

En choisissant f ne dépendant que de la derniére coordonnée, nous en déduisons que la
suite (P(n))nen est équirépartie modulo 1. O

4.5 Propriétés de mélange des endomorphismes linéaires du tore

Nous allons maintenant définir et étudier les transformations linéaires du tore, qui, tout
en permettant une approche élémentaire, représentent des modéles frappants de dynamique
riche et en particulier chaotique.

Soit M = (mj)1<ij<n une matrice N x N a coeflicients dans Z, que nous identifions
avec la transformation linéaire de RV de matrice M dans la base canonique. Puisque I’ap-
plication linéaire M envoie ZN dans Z, elle passe au quotient pour définir une application
éar TV — TV, qui envoie 0 = (0:)1<i<N sur

N
o (0) = (Z My 9j)1gz‘§N )
j=1

de sorte que le diagramme suivant commute, avec o & = 2 mod Z" la projection

canonique,

RN 2, RN

T e

TN 9M N

Lemme 4.10. Supposons que le déterminant de M soit non nul. Alors
(1) Vapplication ¢ps est surjective,
(2) lapplication ¢y préserve la mesure de Haar \ = df sur TV,
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(3) pour tout 6 dans TV, nous avons Card ¢y, (0) = | det M |.

Démonstration. (1) En effet, M et qv sont surjectives et le diagramme ci-dessus est
commutatif.

(2) Comme nous avons ¢rs 0 79 = Ty, (9) © Pm €t (7g)«A = A pour tout 0 dans TV, la
mesure de probabilité image (@rr)«A est invariante par 74, (4) :

(Tops (0))+ (D1 A = (T (0) © DM )x X = (D01 © To)s A = (Dr)4(T0)x A = (Dar) A -

Comme ¢y est surjective par assertion (1), et puisque A est la seule mesure de probabilité
invariante par toutes les translations sur TV, nous avons (¢ar)«A = A.

(3) L’application ¢y est un morphisme de groupes, donc toutes ses fibres ont le méme
cardinal. Comme l’application linéaire M est injective et puisque qv est un homéomor-

phisme local, le noyau (b;/fl(()) est un sous-groupe discret de TV, donc fini car TV est
compact. Notons d = Card ¢,;(0), Ac =] — ¢,¢["N et B, = 1(Ae) pour tout e dans
]0, (2N sup;<; j<n Imij|)~*]. Nous avons, par la commutativité du diagramme ci-dessus,

P ou pA) = ML M(A) = MUN(MA+ZY) = A+ M2V

Puisque gZ)JT/[l (0) = /r\(M —1ZN) et puisque v est un morphisme de groupes, nous avons

-1
oa (@n(B)) = |J (0+B)
0€6), (0)
et cette réunion est une réunion disjointe par I’hypothése sur €. Par 'invariance de A, nous
avons alors

D’autre part, la formule de changement de variables dans RY donne
éar(B) = | det M| A(B,) .
Donc d = | det M |. O

En munissant TV de sa tribu borélienne, nous allons nous intéresser aux propriétés
ergodiques du systéme dynamique mesuré (TV, )\, ¢pr).
Théoréme 4.11. Soit ¢y : TV — TV la transformation du tore donnée par une matrice
M a coefficients entiers de déterminant non nul. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) éar est mélangeante pour la mesure de Haar X\ = df,
(2) o est ergodique pour la mesure de Haar \ = df,
(3) aucune valeur propre (complexe) de M n’est racine de l'unité, ou, de maniére équiva-

lente,

Vn e N~{0}, det(M"—id)#0.

De plus, si les valeurs propres (complezes) de M sont de module strictement supérieur
a1 (nous dirons que ¢y est dilatante), si k = {%], alors le systeme dynamique mesuré
(TN,dH,gf)M) est exponenticllement mélangeant sur l’espace vectoriel des applications de

classe C* sur TN muni de la norme de Sobolev || ||yyo.x : il eviste des constantes ¢,k > 0
telles que pour tous les f,g: TN — R de classe C*, et pour tout n € N, nous avons

| [rodingdn— ([ ran ([ odn) | < el lalr e
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11
10

S S

N =

Pa
B ¢3,(B) $1(B) oS,

Voici quelques dessins avec la matrice M = ( ) qui montrent bien le mélange.

N

—

B)

Démonstration. Nous avons déja vu que lassertion (1) implique 'assertion (2) (voir la
remarque (iii) de la partie 3.1). Nous allons donner une démonstration des autres impli-
cations du théoréme 4.11 par analyse de Fourier. La remarque fondamentale est que pour
tout m € ZY, nous avons e,, o ¢ppr = e,y avec m' = Mm l'image de m par la matrice
transposée de M, par la définition des fonctions trigonométriques (e, ),,cz~ et le fait que
la matrice adjointe, pour le produit scalaire usuel de R, d’une matrice de .# N(R) est sa
matrice transposée : pour tous les 2,y € RY, nous avons (x, My) = ( 'Mz,y).

Montrons que l'assertion (2) implique I’assertion (3). Par contraposée, supposons qu’il
existe n > 1 tel que det(M™ — id) = 0, de sorte que 1 soit une valeur propre de la matrice
a coefficients entiers (donc rationnels) "M™. Alors, soit mg un élément non nul de ZV tel
que ‘Mm™mgy = mg (commencer par le prendre dans QY puis multiplier par le ppcm des
dénominateurs de ses composantes). Notons m; = ‘M¥mg pour i = 0,...,n — 1, qui est
aussi un élément non nul de Z". La fonction continue f = e, +€m, ++ - - +eém,_, est alors
invariante par ¢, et non constante (car son produit scalaire L2 avec eq est nul). Donc ¢y,
n’est pas ergodique.

Montrons que 'assertion (3) implique 'assertion (1). Par la proposition 3.1, il suffit
de montrer que les coefficients de corrélation ¢,(f,g) tendent vers 0 quand n — +oo
pour f et g dans une partie de ]L%(']I'N ,df) engendrant un sous-espace vectoriel dense de
L2(TN, df). Puisque (em)mezn - {0} est une base hilbertienne de L3(TV, dh), nous pouvons
donc supposer que f = e, et g = ey avec £,m dans Z¥ ~{0}. En particulier fTN fdo=0.

Pour tous les m’ € ZN et n € N, posons

ml, = trm! e ZN
ui est non nul si et seulement si m’ est non nul car !M est injective). Nous avons ’égalité
q 3| g
€m © ¢nM - emn . (44)

Par hypothése de l’assertion (3), 'M n’a pas de point périodique dans Z" ~ {0}. Donc la
suite m,, prend des valeurs deux a deux distinctes. En particulier, il existe ng dans N tel
que pour n > ng, nous avons m, # —¢. Nous avons alors ¢, (f, g) = fTN (fodhy) gdd =0
par les relations d’orthogonalité de la proposition 4.1 (5), ce qui démontre la propriété de
mélange.

Montrons la derniére assertion sur le mélange exponentiel. Supposons que les valeurs
propres de M soient de module strictement supérieur a 1, et posons k = [%1 Montrons
qu'il existe ¢, x > 0 tels que pour tous les f,g € C*(TV;C) et n € N, nous avons

len(fy9) [ < el fllook lgllooe €7
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Remarquons que pour tout & € N, nous avons

1 = co(Pllco e < [ fllook + [l < N llook + 1 lloo < 2 1 f ook -

Puisque ¢, (f,g9) = 0 si f est constant et par linéarité, quitte a remplacer f par f — co(f)
et la constante ¢ cherchée par 4¢, nous pouvons donc supposer que co(f) = 0. Par la
transformation de Fourier inverse et sa convergence uniforme (voir la proposition 4.1 (3),
en notant que [2F1] > 1, donc f et g sont de classe C'! au moins), par la formule (44) et
les formules d’orthogonalité (41), nous avons, pour tout n € N,

ll0) = [ (Fodin g dp
_ / S el emodin®)( X culo) ew(6)) db

meZN {0} m'eZN

= cm(f) em(9) | em, (0) env(0) db
m,m’EZZ;V\{O} /TN

= Z em(f) c—m,(9) -

meZN~{0}

Pour tout m’ € Z¥ {0}, posons ||m’|c = maxi<j<y |m (j)| ot m'(j) € Z est la j-¢me
composante de m’. Pour tous les £ € N et h € C*(T";C), par la proposition 4.1 (4) et par
récurrence en considérant la dérivée partielle de h par rapport a une variable j € [1, N]
telle que ||m/||co = |m/(j)], et puisque 27 > 1, nous avons

1
[ e (h) | < -—— [|Alloc,e - (45)
[[m[[os
Puisque les valeurs propres Aj,..., Ay de M (donc de !M) sont de module strictement

supérieur & 1, en posant A = 1nf1<z< ~N |Ai| > 1, il existe une constante ¢’ > 0 telle que pour
tous les m € ZN\{O} et n € N, nous ayons

Mmoo = | "M m]lo > [Im]l inf "M z]lo > ¢ A" mlloc . (46)
z€RN : ||z]|co=1

Puisque k = { H] la série ZpeN\ {0} zﬁ converge. Remarquons que pour tout p € N,

2
il y au plus 2N (2p + 1)V =1 éléments m € ZV tels que ||m|/oo = p. Nous avons donc, par
les formules (45) et (46),

1
lealfo) < Y lemDllecm@ < Y F 7 [ flloo, & llglloc,
meZN {0} meZN~{0} ||m”00 ||mn||oo
1

< > > o ek gl i

PENS{0} meZN {0}, ||m|lco=p [mlle” (c lm]]oo)
2N (2p + )N .

= > oy Ml lgllce =™ If ook gl

peN~{0}
enposantc:zpeN\{O}N((z’;k;;)Nl<ooetf<a—kln)\>0 O
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4.6 Exercices

Exercice E.28. Soit = € {1,...,9} un chiffre non nul. Quelle est la fréquence d’apparition
de x comme premier chiffre dans ’écriture décimale des puissances 2™ de 2 pour n € N7

Exercice E.29.

(1) Soient X un espace topologique métrisable compact non vide et ¢ : X — X une
application continue uniquement ergodique, de mesure de probabilité invariante pu.
Soit G un groupe topologique métrisable compact, ug sa mesure de Haar normalisée et
g : X — G une application continue. Considérons la transformation ® : X xG — X xG
définie par

®: (z,y) = (¢(2), 9(x)y) -

Montrer que (X, ¢) est un facteur du systéme dynamique topologique (X x G, ®) et
que (X, p, @) est un facteur du systéme dynamique probabilisé¢ (X x G, u ® pg, ®).

(2) Montrer que si ® est ergodique pour pu ® g, alors le systéme dynamique (X x G, @)
est uniquement ergodique.

(3) Soient N € N~ {0,1}, o € R irrationnel, et A = (a;j)1<i j<n € #N(Z) une matrice
entiére unipotente triangulaire inférieure (c’est-a-dire a;; = 0 si i < j et a; = 1
pour tous les i, € [1,N]) telle que agr—1 # 0 pour tout k& € [2, N]. Montrer que
I'application ¢ : TV — TV définie par

X =(z1,...,2n) = ¢a(X) + («,0,...,0) mod Z"
est uniquement ergodique.

Exercice E.30. Soient N € N\{0} et M € .#y(Z) une matrice entiére N x N telle que M
n’admette pas de valeur propre complexe de module inférieur ou égal & 1. Notons Ty U

la projection canonique de RY sur le tore T™V. Notons ¢ : TV — TN Papplication lisse
0 = (0i)1<i<n — (ZlgjgN mij91)1<z‘<N’ définie par passage au quotient modulo ZY de
'application linéaire M : RN — RY.

(1) Montrer que le systéme dynamique topologique & temps discret (TV, ¢as) est non

inversible, et que ’ensemble Per(¢ys) des points périodiques de ¢js est dense dans le tore
TN,

(2) Notons C°(T) I’espace de Banach des applications continues réelles sur T, muni de
la norme uniforme || ||oo. Notons Ly : CO(TY) — CO(T¥) I'application linéaire continue
(de norme d’opérateur au plus 1), appelée opérateur de transfert, définie, pour tous les
feC%(TV) et x € TV, par

1
L : _ .
I Gt 2 T
i) Pour tous les f € CO(TV) et ¢ € TV, montrer que
Luf@)=——— Y fopMy+i). (47)

|det M|
[{|€ZN /MZN

107



ii) Montrer qu’en notant A = df la mesure de Haar de T™V, nous avons, pour tous les
f.g € Co(TV),

/(fo<z>M>gdA=/ F (Lt g) d. (48)

iii) Nous munissons .Z(R"V) de la norme d’opérateur usuelle. Montrer qu'il existe ¢ > 0
et p > 1 tel que pour tous les f € CY(TV), y € TV et n € N, nous avons

| 23us@) = [ Far] < sup e (19)
zeTN
iv) En déduire, lorsque M n’admet pas de valeur propre complexe de module inférieur
ou égal & 1, une nouvelle démonstration de la propriété du mélange de ¢ pour la mesure
de Haar du tore.

v) En déduire, lorsque M n’admet pas de valeur propre complexe de module inférieur
ou égal a 1, que la transformation ¢,; est exponentiellement mélangeante pour la mesure
de Haar du tore, sur l'espace vectoriel C'(T") muni la norme de Sobolev W!  définie

par || flloo,1 = max{l| flloo, [|df oo}, oW [[df[loc = supgers [|da f]-

4.7 Indications pour la résolution des exercices

Correction de ’exercice E.28. Soit k € [1,9] un chiffre non nul. Pour tout n € N,
notons a, le premier chiffre de I’écriture décimale de 2. Montrons que

k + 1
Nl_l)r_Il_l NCard{n € [0,N] : ap = k} =logyg —— k:

Nous avons
an =k <= 3ILeN, k10°<2" < (k+1)10°
<= nlogyy(2) € [logyg(k),logo(k + 1)[ +N

Le réel a = log;((2) = 11;‘120 est irrationnel. Par 'unique ergodicité des rotations irration-

nelles (voir 'exemple 4 la fin de la partie 4.2 et le critére de Weyl 4.5 pour le passage des
fonctions continues aux fonctions caractéristiques d’intervalles), la fréquence des passages
dans l'intervalle [logy(k),logq(k+1)[ des images de 0 par la rotation irrationnelle d’angle
« converge vers la longueur de cet intervalle.

Correction de ’exercice E.29. (1) Montrons tout d’abord que la mesure p ® pg est
invariante par ¢. Il suffit par linéarité et densité de montrer cette invariance pour les
fonctions produits u x v : (z,y) = u(x)v(y) pour u € CO(X;C) et v € C°(G;C). Or par le
théoréme de Fubini, par 'invariance de ug par les translations a gauche, et par 'invariance
de p par ¢, nous avons

| wxvewdnene) = [ [ aw@)moen i)

XxG

= [ wtetan( [ oo ductw))dnte) = [ uto@)( [ o) duot)dnte)
= [ v duotw) [ wo@) dutz) = | o) dnc(w) [ u(w) duta)

= /Xxg(uxv) d(p ® pe) -
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La premiére projection h : X xG — G est alors une semi-conjugaison entre ces systémes,
car elle continue, surjective, vérifie h. (1 ® pug) = p car pg est une mesure de probabilité,
et vérifie par définition ho ® = ¢ o h.

(3) La démonstration est analogue a celle de la proposition 4.8, qui est le cas particulier

1 0 ... ... 0
1 1

onA=1|¢09 1
: .1 1 0
0 ... 0 1 1

Correction de l’exercice E.30. (1) Par le lemme 4.10 (3), nous savons que les fibres
¢y (0) pour 6 dans TV sont de cardinal égal a |det M | = H)\GSpC(M) IA| > 1, donc ¢y
n’est pas injective.

Soit y € RY. Pour tout n € N\ {0}, nous avons ¢7,(y) = ¥ si et seulement si M"y €
y + ZN. Comme les valeurs propres complexes de M ne sont pas des racines de I'unité, la
matrice M™ —id est inversible. Puisque toutes les valeurs propres complexes de M sont de
module > 1, les valeurs propres de (M™ —id)~! tendent vers 0 quand n tend vers l'infini.
Le réseau uniforme (M™ —id)~*(Z") du groupe localement compact R (voir la partie
10 pour la terminologie, qui n’est pas nécessaire ici) devient donc de plus en plus dense
quand n tend vers +oo, car son parallélépipéde fondamental (M™ — id)~1([0, 1]YV) est de
diametre qui tend vers 0. Donc (U, ey o3 (M™ — id)~1(Z") est une partie dense de RV, et

son image dans TV par I’application uniformément continue surjective ® qui est égale a
Per(¢nr), est aussi dense.

(2) 11 est immeédiat que 'opérateur Ly est bien défini, linéaire et continu, de norme au
plus 1. Soient y,z € RY. Pour tout n € N\ {0}, nous avons ¢%,(2) = g si et seulement si
M"z € y+Z"~. Notons que MZ" est un sous-groupe d’indice fini (égal & |det M|) de Z".
Donc ¢,,'(y) = /I\({M_”(y +1i) : [i] € ZV /M ZNY).

i) L’assertion i) découle alors du lemme 4.10 (3).

ii) Lorsque i parcourt Z", les compacts M ~1([0, 1] + i) recouvrent R¥. Ils sont d’in-
térieurs deux & deux disjoints, et de frontiére de mesure de Lebesgue nulle. L’applica-
tion 7,0 M : M~1([0, 1]V +4) — [0,1]" est un C*°-diffeomorphisme (affine) de jacobien
(constant) égal & |det M|, et d’inverse y — M ~1(y +1).

De plus, lorsque i parcourt un systéme de représentants des classes [i] € Z /MZYN | les
images de ces compacts M ~1([0,1]" + 4) dans TV sont d’intérieurs deux a deux disjoints,
et recouvrent TV. Pour tout f € C°(TV), notons f = fo v qui est ZN -périodique (c’est-

a-dire f(y + i) = f(y) pour tous les i € ZV et y € RY) et continue sur R"V. Alors pour
tous les f € CO(TV), en effectuant les changements de variables ci-dessus, par I’assertion
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i), nous avons

/(f éu)gdr= > / F(Mz) §(z) dw

ez pzy 7 M0 +0)

_ -1 ; 1
. /01]+z 1) G017+ 1) e

[i|eZN /MZN

- / J (Larg) dx
’]I‘N

En prenant pour g la fonction constante égale & 1, comme Lj;g est aussi la fonction
constante égale & 1, cette formule redémontre le fait que 'application ¢jps préserve la
mesure de Lebesgue.

iii) Soit n € N. La projection canonique k& mod M 1ZN 5k mod M"ZYN est un mor-
phisme surjectif de groupes de Z~ /M"T1ZN dans Z" /M"Z" , de noyau M"ZN /M" 17N .
L’isomorphisme de groupes M" : ZN — M"ZY induit un isomorphisme de groupes
ZN JMZN — MZN /M TYZN | Donc par récurrence, pour tout ¢ € TV, la formule (47)
donne ''?

) = Y fo (M (y+ k)

| det M™|
[k)ezZN /MnZN
Pour tout f € CO(’]I‘N ), en notant encore f: fo /v, IOUS avons par récurrence
/ fax= Y / fla) da .
[K]eZN /M ZN ([0 +k)

Le volume de M ~"([0, 1]V +k) est égal & Tdet 377 tM"| = Card (ZN /M"ZN)~1 pour tout k € ZV.
St p = minegp (1) |2|, alors p > 1 par I'hypothése et pour tout k& € ZV, le diamétre de
([0, 1] + k) est au plus = ol ¢ est une constante. Nous avons donc par le théoréme

112. En effet, par récurrence, nous avons

1 1
n+1 L
Ly @) = (DG = tqozmr 2 Tamar 2= oMMy +0) 1)
ljlezN /MnzN li|ezN /MzN
1 —n—1 . -/
= Taet AT M
[det M7+ > Fon( (y+i+i))

J1ezN /MnZN | [i'|le MmN /Mn+1zN

“ 2 e ).

[k]ezN /pmn+1zN
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des accroissements finis

/TNfd)\]

1 - _

- Tdet 31 f(M”(y+k)—/ f(x) da
'W%me ]
-l > /| (FOI "y + k) = J(@)) da |
[k]eZN /MnZN " ([0,1]N +k)
C
< F(M ™y + k& z)| de < — sup ||d.f] .
Z / [Q 1]N+k ( (y ) ( ) | pn 2€TN H ”

[kleZN /MnZN

iv) et v) Soient f,g € C*(TY). Par les formules (48) (et une récurrence) et (49), nous
avons

‘/TN(fwbﬁ%)gd)\—(/ fdA)(/T gd)\)‘—’/ f(ﬁ/[g)d)\—(/ fd)\)(/TNgd)\)’

< [ zhg = [ odx[ax< Sl sup degll < < fllcs ol
TN N

z€T

Donc ¢y est exponentiellement mélangeant sur le sous-espace vectoriel C1(T?) (dense
dans L?()\)) muni de la norme de Sobolev WL,

Le fait qu’étre exponentiellement mélangeant implique étre mélangeant a été vu en
toute généralité dans la partie 3.2.
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5 Entropie mesurée

L’entropie ou entropie mesurée ''* d’un systéme dynamique mesuré (X, %, u, ) est un
invariant numeérique (positif ou nul) de conjugaison mesurée d’un tel systéme, qui mesure
le « désordre créé par sa transformation » d’un point de vue de sa mesure. Son origine
remonte & l’entropie de Shannon '7 en théorie de I'information. Elle a été développée par
Kolmogorov et Sinai '°" pour les systémes dynamiques dans les années 1950, précisément
dans le but de distinguer a conjugaison mesurée prés des systémes dynamiques, méme si
c’est loin d’étre un invariant complet.

Nous définissons tout d’abord ’entropie H,(«) d'une partition a de X comme l'infor-
mation moyenne issue de la connaissance de la partie de a dans laquelle se trouve un point
de X. Toute partition de X permet de pister une trajectoire de ¢ par la suite des parties
visitées par la trajectoire. L’entropie h,(¢, ) de ¢ relativement & « est alors le taux de
croissance en n de l'information moyenne issue de la connaissance de la suite des parties
de o dans lesquelles se trouvent les n premiers points des orbites de ¢. L’entropie hy,(¢)
est alors la borne supérieure des entropies de f relativement aux partitions de X.

5.1 Information et entropie d’une partition

Commencons par une présentation heuristique de ces concepts. Lorsqu’on découpe un
espace en p = 2" parties de « tailles » égales (par un procédé de dichotomie par exemple),
savoir dans quelle partie un point de X se trouve est une information qui peut s’exprimer
a I’aide de n chiffres 0 ou 1. Nous dirons que I'information de cette partition est cet entier
n = logy(p), ou, plutot, le réel Inp qui lui est proportionnel. Lorsque le découpage n’est
plus en parties de « tailles » égales, I'information est une fonction de = égale a la valeur
absolue du logarithme de la « taille » de la partie dans laquelle se trouve x. La valeur
moyenne de cette information est alors ’entropie de la partition.

Soit (X, A, p) un espace de probabilité. Nous appellerons partition mesurable de (X, A)
une famille finie o« = {4;,...,A,} de parties mesurables non vides de X, appelées les
événements (ou parfois atomes) de «, telles que, pour i # j, nous ayons A; N Aj = 0 et
A1 U---UA, = X. La partition triviale est la partition mesurable o = { X} n’ayant qu'un
seul atome. Pour tout « € X, 'unique élément a(x) de av qui contient z est appelé 1’atome
de x pour «, et son information est

Io(x) = —Inp(a(z)) . (50)

Dans la suite de la partie 5, les symboles «, 3,7, ... désignerons des partitions mesurables.

Nous pouvons aussi admettre des familles dénombrables, avec des intersections deux &
deux de mesure nulle, et de réunion de mesure totale dans X. C’est parfois plus pratique
pour des calculs explicites. Cela ne change pas les définitions et résultats qui suivent (voir
par exemple [PV, Chap. 8] [, Part 1, 4.3|), sauf que

e les égalités d’ensemble sont des égalités modulo ensemble de mesure nulle, et en
particulier, une partition est triviale si elle admet un (et alors un seul) élément de mesure
totale, et les atomes sont alors bien définis u-presque partout, ce qui suffit dans la suite,

113. Une terminologie usuelle, mais peu appropriée car il n’y a pas de distance impliquée (ni nécessaire-
ment de distance sous-jacente), est celle d’entropie métrique.
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e l'entropie de certaines partitions dénombrables peut étre infinie, et il faut parfois
exclure les partitions dénombrables d’entropie infinie ou demander une condition de non
indétermination de type +0o — oo dans certains énoncés.

L’avantage de la définition de partition mesurable que nous utilisons est qu’elle est
indépendante de la mesure u, et permet donc de faire varier cette derniére. Voir aussi la
note de bas de page 119 pour passer de dénombrable & fini.

Partitions jointes. Appelons partition jointe de a et 8 la partition mesurable

aVpB={ANB : Aeca,BeB,ANB#0}.

o B aVp

L’opérateur binaire V est une loi de composition interne sur I’ensemble &2 = Px » des

partitions mesurables de X, qui est associative ''*, commutative ''® et d’élément neutre
la partition triviale 'S, Pour a1,...,a, € £, notons (comme d’habitude pour les lois
associatives)

\/ai:al\/-~-\/o¢n:{Alﬂ---ﬂAn: Vi=1,...,n, A; € ay, AlﬂﬁAn#Q}
=1

Remarquons que pour tout z € X, nous avons

n n
( \/ ozi> (x) = ﬂ a;(z) .
i=1 i=1

Si (an)nen est une suite de partitions mesurables de (X, %), nous noterons o(\/, cx an)
la o-algebre engendrée par |J,, o (\/?:0 ai). Nous dirons que la suite (ay,)nen est asymp-
totiquement génératrice si o(\/ ey n) = 8.

Par exemple, si I'espace topologique X = [0, 1] est muni de sa o-algébre borélienne,
alors la suite de partitions mesurables (finies) (o, = {[niﬂ, ﬁ—ﬂ[ ko€ [[O’n]]})neN
est asymptotiquement génératrice. Si &/ est un alphabet fini non vide, si X = &N
(respectivement X = o Z) est muni de la o-algébre produit, alors la suite de parti-
tions mesurables (finies) (o, = {[ao,...,an] : ao,...,an € ”‘Z{})neN (respectivement

(an ={la—n,...,an) :a_p,...,an € .sz%})neN est asymptotiquement génératrice. 117

Raffinement de partitions. Nous dirons que « est moins fine que S (ou que j est plus
fine que «), et nous noterons o < 3, si tout événement de a est réunion d’événements de
3, ou, de maniére équivalente si tout atome de 3 est contenu dans un atome de «. Nous
dirons aussi que S est un raffinement de .

114. pour tous les o, 8,7 € &, nous avons (aV B)Vy=aV (BV~7)

115. pour tous les a, 5 € &, nous avons a V = BV «

116. pour tous les o € &, nous avons oV {X} =«

117. Lorsque & est un alphabet infini dénombrable, ces partitions o, pour n € N sont des partitions ayant
un nombre infini dénombrable d’atomes. Ceci est un exemple ou l'utilisation des partitions mesurables
dénombrables est fort utile.
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a = B
La relation =< est une relation d’ordre sur ’ensemble & des partitions mesurables de
(X, #). Notons que
e la partition triviale est I'unique minimum de cette relation d’ordre : si a = {X},
alors pour tout § € &, nous avons a <X S et si § <X «, alors 8 = a.
e 1nous avons « = 3 si et seulement si oV 5 = S,
e oV [ est la partition la moins fine qui est plus fine a la fois que « et que 3

o si a=xpB et o =<p alors (avd)=(BVS). (51)

Indépendance de partitions. Deux partitions mesurables a et 5 de (X, %) sont dites
indépendantes pour i, et nous noterons a L, B (ou av L 3 si p est sous-entendue), si pour
tous les A € « et B € 3, nous avons

u(AN B) = u(A) w(B) .

Par exemple, pour la mesure de Lebesgue
sur le carrée X = [0,1] x [0,1[, la par- 1 1

tition mesurable en deux rectangles hori-

sontawx {[0,1[ x [0, , [0,1[ x [L,1[} /2

et celle en deux rectangles verticaux 00 1 00 1
{0, 3[ x [0,1], [3,1[ x[0,1[} sont indépen- 2
dantes.

Notons que si « et 8 sont des partitions mesurables de (X, %) indépendantes pour ,
puisque (a V B)(z) = a(z) N B(z) pour tout z € X et puisque In est un morphisme de
groupes de ([0, +oo[ x) dans (R, +), nous avons

VeeX, Iwg(x)=I(z)+ Ig(x) .

Ainsi la fonction d’information I, : X — [0, +o00] définie par x — — In(u(a(x))) vérifie les
propriétés heuristiques suivantes.

e L’information est une quantité positive ou nulle (c’est la raison de la présence du
signe — dans la définition).

e L’information apportée par I'appartenance & un événement de la partition triviale
est nulle : pour tout x € X, nous avons I;xy(z) = 0.

e Plus un événement est improbable, plus I'information apportée par ’appartenance
a cet événement est grande : si o < 3, alors I, < I.

e L’information apportée par 'appartenance & deux événements indépendants est
additive (c’est la raison de la présence du logarithme dans la définition, outre I’heuristique
de processus de dichotomie donné au début de cette partie) : si o L 3, alors Inyg = Io+1p.
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Egalité presque partout de partitions. Notons AAB = (A~B)U(B~A) la différence
symétrique entre des ensembles A et B. Soient «,a’, 3,3 des partitions mesurables de
(X, RB).

Nous dirons que « et 5 sont égales p-presque partout (ou égales presque partout lorsque
la mesure 1 est sous-entendue), et nous noterons o = 8 mod,, 0 (ou @ = § mod 0 lorsque
la mesure p est sous-entendue) si tout élément de o de mesure non nulle est égal p-
presque partout & une partie de 3, ou de maniére équivalente, s’il existe n € N, des parties

o ={A1,..., Ay} de aet f' ={By,..., By} de S telles que

et u(A) = 0 pour tout A € a~a’ et u(B) = 0 pour tout B € S\ f'. La relation « étre
égales p-presque partout » est une relation d’équivalence sur ’ensemble &2 des partitions
mesurables de (X, #). Nous noterons @mod# o I’ensemble des classes d’équivalence.

Remarquons que si « = 3 mod 0 et o/ = 3 mod 0, alors nous avons o L o' si et
seulement si 8 1 . Notons que a = {X} mod 0 si et seulement si a contient un atome
de masse totale.

De méme, nous dirons que « est p-presque partout moins fine que  (ou presque partout
moins fine lorsque la mesure p est sous-entendue), et nous noterons a < 4 mod, 0 (ou
a =X mod 0 lorsque la mesure p est sous-entendue) si tout élément de o de mesure non
nulle est égal p-presque partout a une réunion de parties de 3, , ou de maniére équivalente,
si pour tout évévement A € «, il existe une partie 54 de 3 telle que

(AN (UBA)) = 0.

De maniére équivalente, a < [ mod O si et seulement si pour p-presque tout x € X,
latome [B(z) de z pour  est presque partout contenu dans I'atome a(z) de x pour «.
Remarquons que nous avons simultanément o < 8 mod 0 et § < o mod 0 si et seulement
si @« = mod 0.

Partitions images réciproques. Pour toutes les partitions mesurables o/ et 3 d’un
espace mesurable (X', %'), et pour toute application mesurable ¢ : X — X', notons ¢~/
la partition mesurable de X, appelée partition image réciproque de o par ¢, définie par

¢~ta' ={o71(4) : Aed, 971 (A) £0}.

Nous avons
o V)= (sl ) V(o8 (52)
et
sioo'<p, alors ¢ o/ <o 1p. (53)

Soit p/ = ¢y . Nous avons de plus
si o L, B, alors ot 1, o tp
et
sioof =4 mod,s 0, alors ot = o7 1p mod,, .
Notons que 'application
p:t— —tint
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de l'intervalle [0, 1] dans lui-méme (avec la convention, justifiée pour obtenir la continuité,
que ¢(0) = 0) est une application continue, positive et strictement concave ''® sur [0, 1],
s’annulant exactement en 0 et en 1, de graphe suivant.

o(t)

o=

0 1 1
e

L’entropie d’une partition mesurable a de (X, %) pour la mesure p est

Hy() =Y ol(p(A)) (54)

A€x

qui appartient & [0, +oo[ si « est finie, et a [0, +00] si a est dénombrable 'Y Nous avons
plus précisément H, (o) € [—1In (supyeq p(A)), —In (infacq p(A))] et Hy(a) = 0 si et
seulement si a contient un atome de masse totale pour pu.

L’entropie relative '*° d’une partition mesurable @ par rapport & une partition mesu-
rable 3 est, avec la convention que cp(”(AmB));L(B) =0siu(B) =0,

n(B)
Hy(a | B) = Z @(M(j(;)B)>M(B) .
Aca, Bep

Elle est a valeur dans [0,4oc], et est finie si & et 8 sont finies. Notons qu’en prenant
B ={X} dans cette formule, nous avons ‘!

Hy(a [{X}) = Hu(a) -

L’entropie relative H,(a | §) est nulle si et seulement si @ < § mod,, 0 si et seulement si
aV 8 = (B p-presque partout. Si a = &’ mod, 0 et 5§ = 4’ mod, 0, alors

Hy(a| ) =Hu(@' | B) et Hu(a)=Hy(d). (55)

Nous noterons parfois H(a) = Hy(a) et H(a | f) = Hy (o | ) lorsque la mesure 1 est
sous-entendue.
Les entropies et entropies relatives des partitions vérifient les propriétés suivantes.

118. c’est-a-dire que pour tous les entiers k > 1, les points x1,...,x% de [0, 1] et les parameétres barycen-
triques s1,...s € [0,1] tels que 32 | s; = 1, nous avons p(3F_, siz;) > S5 sip(x;) avec égalité si et
seulement si 1 = - = g

119. Un argument qui permet souvent de se ramener au cas des partitions finies est le suivant. Si o =
{A, : n € N} est une partition mesurable dénombrable telle que H,(a) < +oo, alors pour tout n € N,
posons an = {Ao, ..., An, Upsn, Ak}, qui est une partition mesurable finie. Nous avons o, < a pour tout
n€Net lim Hy(an) = Hyu(a). En effet, nous avons lim u(U,s,, Ax) = 0 car la mesure est finie, et le

n——+4oo n—-+oo

reste de la série convergente définissant H,,(«) tend vers 0.

120. On dit aussi 'entropie conditionnelle de o par rapport & 8 ou 'entropie de a conditionnellement a
B, car “(::gf) est ’entropie conditionnelle u(A | B) de A sachant B si u(B) # 0.

121. conformément & I’heuristique que 'information apportée par I’appartenance a un événement de la

partition triviale est nulle
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Proposition 5.1. Nous avons les propriétés suivantes.

(1) (Majoration cardinale de I’entropie des partitions) Pour toute partition mesu-

rable a de X, nous avons linégalité H, (o) < InCard(«), avec égalité si et seulement

si, pour tout A dans «, nous avons u(A) = Cara(a) 122

(2) (Naturalité de l’entropie des partitions) Pour tout espace mesurable X', pour
toute application mesurable ¢ : X — X' et toutes les partitions mesurables o/, 3" de
X', nous avons

Hy(¢~ ' [ ¢7'8) = Hy. (' | B) -
En particulier, H,(¢~'a/) = Hy, ().

(3) (Décomposition de ’entropie des partitions) Pour toutes les partitions mesu-
rables a, B et v de X, nous avons

Hy(aV B |y)=Hua|BVy)+Hu(B 7).
En particulier, H,(aV ) = H, (o | B) + Hu(B).

(4) (Monotonie de ’entropie des partitions) Soient «, 8 et vy des partitions mesu-
rables de X.
(i) Si a=xp alors Hy(a|y)<Hu(B[7),

et en particulier H, (o) < Hy(B) avec égalité si et seulement si o = 3 mod,, 0.
(41) Si y=p alors Hy(a|B) <Hy(a|7),
et en particulier H,(a | B) < Hy(a) avec égalité si et seulement si o L f5.
(7i7) Nous avons'*  H,(a) — H,(8) < Hu(a | B) .

(5) (Sous-additivité de ’entropie des partitions) Pour toutes les partitions mesu-
rables a, B,y de X, nous avons

Hy(aVB|y) < Huy(a|v)+ Hu(B]7)

et en particulier H, (o Vv B) < H, (o) + Hu(B) avec égalité si et seulement si o L (3.
Pour toutes les partitions mesurables o, ..., a, de X, nous avons

n

\/ <ZH ;)

(6) (Concavité de ’entropie des partitions en la mesure) Soient (X', ') un espace
mesurable et o une partition mesurable de X'. Pour toutes les mesures de probabili-
tés v1,...,v, sur X' et tous les s1,...,s € [0,1] tels que Zle si = 1 (appelés des
paramétres barycentriques), nous avons

ZSZ H Sk 15“/1 ZSZ o)+ 1Ink .

122. Par exemple, si (X7 u) est D'intervalle [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue, si a = {[0, 5[, [3,1[} et
B={[0,5[,[5, 1[}, alors H(a) =In2 20,693 et H(8) =2In2— 3In3 ~ 0,462 < H ().

123. Lorsque S est une partition mesurable dénombrable, il convient de demander que H,, () < +oco pour
obtenir cette inégalité.
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(7) (Continuité de ’entropie des partitions) Pour toute partition mesurable o de
X et pour tout n > 0, il existe € > 0 tel que, si B est une partition mesurable de X
telle que, pour tout A dans «, il existe B dans B avec p(AAB) < €, alors nous avons
H,u(a | B) <.

(8) (Exhaustion de l’'information) Soit (8y)nen une suite de partitions mesurables de
X de plus en plus fine (c’est-a-dire vérifiant B, < Bp+1 pour tout n € N) et asymp-
totiquement génératrice (c’est-a-dire, vu la condition précédente, telle que la réunion
Unen Bn engendre la o-algebre 2). Alors H, (o | Bn) tend vers 0 quand n — oo.

Démonstration. (1) Posons p = Card «. Par la concavité de ¢, nous avons
1 1 1 1 1
“H(a) =~ 3 () < o= Y uA) =¢(=) = ~p.
p P s P iea p p

Le cas d’égalité découle de la concavité stricte de ¢.

(2) La premiére assertion est immeédiate par définition, et la seconde en découle en
prenant 3 = {X}.

Avant de continuer la démonstration de la proposition 5.1, introduisons quelques défi-
nitions qui seront utiles pour les démonstrations, mais qu’il n’est pas forcément utile de
mémoriser.

Conformément a la formule (50), avec la convention que —In p(A) = +oo si u(A) =0,
I'information d’une partition mesurable « est la fonction I, : X — [0, 4+00] donnée par

Io(@) = 3 (~Inp(A)) La(a) -

A€ca

Avec la convention que — In %Ai]r;)B) = 400 si u(ANB) = 0 (donc si u(B) = 0), 'information

relative d’une partition mesurable « par rapport a une partition mesurable S est la fonction
I3 X — [0,+00] donnée par

Lys@= Y (-m “’(;1(;)3)) Tans(z) .
A€a, Be

Notons que I,|(x} = Ia, que 'information relative /|3 est nulle p-presque partout si et
seulement si @ < 3 mod 0 et que si a L § alors 1|5 = Ia.
L’entropie d’une partition est alors son information moyenne :

) = [ 1@ dute) et Hula8) = [ Lojp(o) duta)

(3) Pour tous les A € a, B € B et C € « tels que u(BNC) # 0 et u(C) # 0, nous
avons
In (,u(AﬂBﬁC)) _ (MAOBQC)) 1 (MBQC))
(@) w(BNC) n(C)
En tout point de ANBNC, nous avons donc Iy 5|y = Io|gvy+ 13| La premicre assertion
s’en déduit par intégration, et la seconde en découle en prenant v = {X}.
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(4) (i) Pour tous les A € a, B € et C € v tel que u(C) # 0, si B est contenu dans
A, alors
u(ANC) u(BNC)
—In(———)<—-In(——+-—
“( 1(C) )— n( 1(C) )

avec égalité si et seulement si p((ANB)NC) = 0. L'inégalité 1|, < Ig| s’en déduit. La
premiére assertion du point (i) s’obtient alors par intégration, et la seconde en découle en

prenant v = {X}.

(i) Comme < est moins fine que 3, la partition S induit une partition So de tout
élément C' de . Par la concavité de ¢ et la o-additivité de p, pour tout A € «, nous

avons 124
S (MG um) < o (" e o). (56)
Bepe

Lorsque v = {X}, I'inégalité (56) devient } pcj gp(”iﬁ%?),u(B) < p(u(A)). Donc par la
stricte concavité de ¢, si v = {X}, l'inégalité (56) est une égalité si et seulement si pour
tout B € 3, nous avons u(A N B) = u(A)u(B). En sommant I'inégalité (56) pour A dans

a et C' dans v, nous obtenons

I G MRS S - M

Aca, BeS A€a, Cey

c’est-a-dire H, (o | ) < Hy(a | 7). La derniére inégalité de I'assertion (ii), et son cas
d’égalité, en découlent en prenant v = {X}.

(iii) Ceci découle de la derniére égalité de I’assertion (3) et de la derniére inégalité du
point (i), car a < a V 3.

(5) La premiére affirmation découle de 'assertion (3) et du point (ii) de I’assertion (4),
car 7 = V. L’inégalité dans la deuxiéme affirmation en découle en prenant v = {X},
et son cas d’égalité découle du cas d’égalité dans la derniére affirmation du point (ii). La
derniére affirmation de lassertion (5) en découle par récurrence.

(6) Montrons que pour toutes les mesures de probabilités v, ..., sur X’ et tous les
k
51,...,5; € [0,1] tels que > ;" ; s; = 1, nous avons

k
S siHy(a) + > o(si) -
=1 ]

IN

k
i=1 -

L’assertion (6) s’en déduit, car par un calcul d’extremum lié, le maximum de Zle o(84)
sous la contrainte Zle s; = 1 est Zle o( %) = In k. Montrons la formule centrée ci-dessus
pour k = 2, le cas général s’en déduit par récurrence.

124. Si u(C) # 0, alors

(U< - HASD) (L 5 san)

BefBe H

C
e(ign( U 4n)) =o(H452).




Pour tout A dans a, notons D = p(s1v1(A) + sare(A)) — s19(v1(A)) — sap(va(A)).
Par la concavité de ¢, nous avons l'inégalité D4 > 0. D’autre part, nous avons

Da =— siv1(A)( In(s1v1(A) + sava(A)) — In(s1v1(A)) )
— s9v2(A) ( In(s1v1(A) + sav2(A)) — In(sav2(A)) )
—s1v1(A)In sy — sove(A)In sy .

Les deux premiers termes aprés ’égalité sont négatifs, car In est croissante. Donc nous avons
Da < vi(A)p(s1) + va(A)p(s2). Nous en déduisons que 0 < Y- 4., Da < o(s1) + ¢(s2)
comme cherché.

(7) Ecrivons o = {A1, ..., A,} ot p € N\{0}. Les indices i et j ci-dessous varient entre
1 et p. Nous pouvons supposer que p(A4;) est non nul pour tout i. Soit € € ]0, é] tel que
e< i 5 minj<j<p, p1(A;). Soit B une partition mesurable de X telle que, pour tout 1, il existe

B; dans B vérifiant u(A;AB;) < 2. Nous avons u(X ~\U, B;) < p+1 €2, car

p p P p p
x~JBi =B c J4,~B)) UAAB
=1 j=1 i=1 j=1 j=1

Quitte & remplacer 8 par { By U(X~\U!_, Bi), Ba, ..., Bp}, qui est une partition moins fine
que (3, donc augmente ’entropie relatlve H (a | B) par lasbertion (4) (ii), nous pouvons
supposer que 3 = {By, Ba, ..., By} et que u(AZ-ABi) 1 €2 +3 1 €2 = €2 < e pour tout
i. Notons qu’alors par I’hypothése sur €, pour tout ¢, nous avons

+16

w(Bi) = p(A; N B;i) = p(Ai) — p(AiNBi) = p(A;) —e =

et donc 1
p(BixAi) < p(A4AB;) < € < A < u(Bi)e

Puisque B; = (A; N B;) U (BiNA;) et AjNB; C Aj\B; sii # j car B; C “B;y, il en découle
que
A; N B; o, A; N B,
7M( N )21—6 et Vi#j, 7M( j)ge.
1(B;) 1(Bj)

Puisque € < 1, D'application ¢ est croissante sur [0, €] et décroissante sur [1 — ¢, 1]. Donc

Vi,

nous avons

H(a18) = Y o(MEE I )uth) < max(e(0). 1 - )
i =1

Comme ce majorant tend vers 0 avec ¢, le résultat en découle.

(8) Nous commengons par montrer le lemme suivant.

Lemme 5.2. Soient (X, %, 1) un espace de probabilité et € une sous-algébre de Boole de
B qui engendre la o-algébre AB. Alors, pour tout B dans B et € > 0, il existe C dans €
telle que W(BAC) < e.

Démonstration. Soit ' = {Be€ B :Ve>0, 3C €€, u(BAC) < e}. 1l sagit de
montrer que & = . Comme %' contient ¢, qui engendre la o-algébre 4, il suffit de
montrer que %’ est une o-algebre. Or %’ est stable par
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— passage au complémentaire, car *BA ‘C' = BAC,

— union finie, car (41 U A2)A(C1 UCy) C (A1ACT) U (A2ACy),

— union dénombrable croissante. En effet, soit B € 4 la réunion d’une suite croissante
(Bn)nen d’éléments de %B’. Alors par les propriétés des mesures, la suite décroissante
(L(B~Bp))nen tend vers 0. Pour tout € > 0, si n est assez grand, alors u(BAB,) < §.
Puisque B,, € #', il existe C' € € tel que u(B,AC) < §. Or nous avons l'inclusion
(BAC) C (BABy,) U (B,AC). D’ou

u(BAC) < u(BAB,) + p(Bp,AC) <2-=¢. O

€
2

Retournons a la démonstration de l'assertion (8). Ecrivons o = {Ay,..., A,}. Nous
pouvons supposer que i(A4;) est non nul pour tout i € [1,p]. Nous appliquons le lemme
précédent avec ¥ ’ensemble des unions finies d’éléments des (3, pour n € N, qui est une
algébre de Boole, car les 8, sont des partitions de plus en plus fine. Pour tout ¢ > 0,
nous pouvons trouver ng > 1 et des unions (finies) By, ..., B, d’éléments de 3y, telles que
1(A;AB;) < e. Comme les A; sont disjoints, nous avons u(B;ABj) <2esil <i#j<p.
Nous avons

p p p

p(X\GBl-) :“(UAI'\UB%'> < M(U(Ai\Bz')) < pe.

i=1 i=1 =1 i=1

Quitte a remplacer By, By ..., B, par ByU(X\UJ!_, B;), Bo\By, ... ,B’]g\U?:_l1 B; respecti-
vement, qui sont encore des unions finies d’élements de 3,,, et & remplacer € par 2(p+ 1)e,
nous pouvons supposer que § = {By, ..., By} est une partition mesurable. Pour tout n > 0,
si € est assez petit, par 'assertion (7), nous avons H,(« | #) < n. Par la monotonie de
I'entropie des partitions (voir I'assertion (4) (ii)), pour tout n > ng, comme § < B, = Bn,
nous avons

0< Hu(a ’ ﬁn) < Hu(a | /Bno) < Hu(a | B) <n.
Ceci montre le résultat. O

Remarque. Notons que l'assertion (8) dit que l'information relative I|p, tends vers 0
dans L'(X, ) et que le théoréme des martingales (voir par exemple [L.cCi]) permet de
montrer que I, |g, tends vers 0 presque surement pour la mesure y quand n — +o00.

5.2 Entropie d’un systéme dynamique mesuré

Soit (X, A, u, ) un systéme dynamique probabilisé a temps discret (voir la remarque
5.5 pour le cas du temps continu). Soient « et /3 des partitions mesurables de X.

L’¢tude de l'entropie des partitions jointes \/i_, ¢ ‘o, qui permettent de pister les
orbites de ¢ jusqu’au temps n, par la suite des parties de a qu’elles visitent entre le temps
0 et le temps n, s’avére fort utile.

Nous appelons entropie de ¢ relativement a la partition mesurable o la limite (qui
existe, voir la proposition 5.3 (1) ci-dessous)

n—oo N

ha(dya) = lim — H,L(n\/l 7). (57)
=0
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Nous montrerons dans la proposition 5.3 (3) que si aw < 3, alors hy, (¢, «) < hy(¢,3). Donc
passer a une partition plus fine ne peut que faire croitre ’entropie relative & la partition.
Ceci motive le passage a la borne supérieure dans la définition suivante.

Nous appelons entropie mesurée > (ou parfois juste entropie) du systéme dynamique
mesuré (X, %, u, ¢) (ou parfois juste de ¢ lorsque (X, %, 1) est sous-entendu ou parfois
juste de p lorsque (X, A, ¢) est sous-entendu) la quantité

hiu(¢) = sup hyu(é, @) € 0, +00] ,
otl la borne supérieure est prise sur toutes les partitions mesurables o de (X, Z, u). 1?0

Une partition mesurable o« de X est dite génératrice pour ¢, lorsque ¢ n’est pas in-
versible, si la suite des partitions (ay, = /g ¢ ~‘@)nen est asymptotiquement génératrice
(c’est-a-dire si | J,,cpy 0 engendre la o-algébre %), et lorsque ¢ est inversible, si la suite des
partitions (a, = VI _ ¢ ‘a)nen est asymptotiquement génératrice. Voir I'exercice E.37
pour la raison de cette différence.

Nous résumons dans la proposition suivante les principales propriétés de 'entropie
mesurée.

Proposition 5.3. Nous avons les propriétés suivantes, pour toutes les partitions mesu-
rables o et 5 de X.

(1) (Existence de l’entropie relative) La limite dans la formule (57) existe, elle ap-
partient a [0, +oo[ et nous avons de plus

n—1
. 1 i
hiul@, ) = neilw{f{o} n H,( Z_\/O 7).

Si ¢ est inversible, alors nous avons aussi

(9, 00) = n£>+002n+1 <\/¢ >:$2£12n+1 (\/¢>a).

i=—n

(2) (Sous-additivité de I’entropie relative) Nous avons

h“((b,Oé \/5) S hu(¢7a) + hu(¢7ﬁ) :

(3) (Monotonie de ’entropie relative) Sia = 3, alors h,(¢, ) < hu(o,B).
(4) (Inégalité de Rokhlin '*") Nous avons

hu(¢a a) - hu(¢a ﬁ) < H,u(a ’ 5) .

125. Une terminologie plus classique, mais moins appropriée car il n’y a pas de distance impliquée, est
celle d’entropie métrique.

126. Lorsque les partitions mesurables dénombrables sont autorisées, afin de définir h,(¢), il convient de
prendre la borne supérieure sur partitions mesurables a de (X, %, u) d’entropie H, () finie.

= (| NN |
Vladimir Rokhhn Donald Ornstein Dav1d Ruelle Mark Pinsker
127. 1919-1984 1934- 1935- 1925-2003
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(5) (Invariance de l’entropie par conjugaison mesurée) Si deux systémes dyna-
miques probabilisés a temps discret (X, B, u, @) et (X', B, 1/, ¢') sont conjugués, alors

hyu(@) = by (&) -

(6) (Multiplicativité de I’entropie) Pour tout k € N, nous avons h,(¢*) = k h,(¢),
et si ¢ est inversible, alors h,(¢*) = |k| h,(¢) pour tout k € Z.

(7) (Dépendance affine de ’entropie en la mesure) Pour tout t € [0,1] et toute
mesure de probabilité v sur 'espace mesurable (X, ) invariante par ¢, nous avons

htu+(1—t)u(¢a Oé) = thﬂ(¢v Oé) + (1 - t) hl/(qba Oé) et
P (1-t)0(9) = thu(d) + (1 — ) hu () -

(8) (Théoréme de Kolmogorov-Sinai) Si une partition mesurable o est génératrice
pour ¢, alors

hu(ﬁb) = hu(¢»a) .

L’inégalité de Rokhlin est un outil trés utile dans les estimations d’entropies relatives
& des partitions mesurables, voir par exemple ’exercice E.39.

Le théoréme de Kolmogorov-Sinai est 'un des moyens les plus pratiques de calculer des
entropies mesurées, voir par exemple [PV, , , , , , |, ainsi que
les exercices E.85 et E.86 .

Démonstration. (1) Pour montrer le premier résultat, nous allons appliquer le lemme
des suites sous-additives de Fekete 2.7 & la suite (a, = Hu(\/?:_ol qb_ioz))n>1. En effet, par
la propriété de sous-additivité de I'entropie des partitions (voir la proposition 5.1 (5)), qui
est

Vo', e 2, Hy(a'Vp) < Hy(o)) + Hu(B)

et par I'invariance de l’entropie des partitions par la transformation ¢ qui préserve la
mesure (voir la proposition 5.1 (2)), nous avons

m—1 ‘ m+4n—1 .
Amn < Hy( \/ ¢ ") + Hy( \/ ¢~ ) = am + an -
=0 i=m

La démonstration est analogue lorsque ¢ est inversible.

(2) Par la formule (52) et l'associativité de la loi de partition jointe V, ceci découle de
la sous-additivité de l’entropie des partitions (voir la proposition 5.1 (5)) par passage a la
limite.

(3) Par les formules (52) et (53), ceci découle de la monotonie de ’entropie des partitions
(voir la proposition 5.1 (4) (i)).

(4) Par les assertions (4) (iii)), (5), (4) (ii)) car ¢~?8 =< \/;‘:01 73 pour tout i €
[1,n — 1], et (2) (en utilisant I'invariance de p par ¢) de la proposition 5.1, nous avons

n—1 . n—1 ' n—1 . n—1 A n—1 . n—1 '
H,(\ o7'a) = 1.\ 678) < B, (\/ 07| \/ 0778) <3 Hu(¢7a| \/ 6778)
=0 j=0 =0 j=0 i=0 5=0
n—1

<> H,(¢7'a|¢7'B) =nH,(a|B).

i

Il
=)
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D’oit le résultat en divisant par n et en passant a la limite.

(5) Soit @ : X — X’ une bijection (quitte & enlever des ensembles de mesure nulle)
mesurable et préservant la mesure, ainsi que son inverse, telle que o ¢ = ¢/ 0 6. Si o/
est une partition mesurable de X', alors 6~ 'a/ = {#71(A) : A € o/} est une partition
mesurable de X. La naturalité de '’entropie des partitions H,, (voir la proposition 5.1 (2))
et le fait que 6, = p/, puis la propriété de conjugaison de #, impliquent que

n—1 n—1 n—1
Hye (\/ (¢)70") = Hu (071 \/ (¢)7'a') = Hu(\/ o707"a) .
=0 i=0 i=0

En divisant par n et en prenant la limite quand n tend +o0o, nous en déduisons que
hu (¢, o) = hy(¢,07'a’). En prenant la borne supérieure sur o, nous obtenons donc que
hy(¢') < hu(¢). Par symétrie, assertion (5) en résulte.

(6) En utilisant ’assertion (3) pour la premiére inégalité (car o < Vf:_()l ¢~'a pour tout
k € Nx{0}), nous avons

k—1 A 1 nk—1 .
hu(@",0) < h(@F,\) 67a) = Tim —H,(1\/ ¢7'a) =k hy(¢,0) .
=0 1=0
Ceci prouve que h,(¢*, ) < k h,(¢), mais aussi que
k-1 ‘
k (¢, ) = hu (¥, \/ @) < hu(6") .
i=0

par la définition de h,(-) comme borne supérieure. Donc en prenant la borne supérieure
sur a, nous avons hy,(¢*) = k h,(¢). Le résultat dans le cas inversible découle de 'exercice
E.35.

(7) Appliquons I'assertion (6) de la proposition 5.1 avec k = 2 a la partition mesurable
\/?;01 ¢ ', divisons par n et prenons la limite quand n — —+o00. La premiére affirmation
en découle car lim 22 — .

n—4oo M

Pour montrer la deuxiéme affirmation, pour tout n € N, notons (a,)nen, (Bn)nen €t
(Yn)nen trois suites de partitions mesurables de X telles que

nh—>rgo h“((b, an) = h,u(¢)a n11_>r20 hu(¢a Bn) = hu(¢)a nh—>Hc}o hs;ﬂrtu(d)a ’Yn) = hs,u+tu(¢) .

Nous pouvons, sans changer ces égalités, remplacer ces partitions par des partitions plus
fines comme a,, V B, V ¥,. Nous pouvons donc supposer que o, = B, = 7V,. La deuxiéme
affirmation se déduit alors par passage & la limite de la premiére.

(8) Nous commengons par montrer le lemme suivant d’invariance de I’entropie d’une
transformation relative & une partition par raffinement dynamique de ladite parttion. Pour
tout n € N, posons a,, = \/[_, ¢ 'a et aussi a,, = \/;__, ¢ " dans le cas inversible.

Lemme 5.4. Pour tout k € N, nous avons h,(¢, o) = h,(¢, \/f:o Cb_ia)- De plus, si ¢ est
inversible, alors h, (¢, a) = h, (¢, \/fsz ¢ia).
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Démonstration. Supposons tout d’abord que a,, = /", ¢ ‘a pour tout n € N. Notons
an(a) = Hy(ay—1). Comme
n+k—1

n—1
\ ¢ =\ ¢7a,
=0 i=0

nous avons a, (ay) = an4x(a). Donc les suites 2a,,(ay) et La, () ont la méme limite. Nous
procédons de méme dans le cas inversible. O

Reprenons la démonstration de ’assertion (8). Fixons € > 0. Par la définition de h,(¢)
comme borne supérieure, il existe une partition mesurable 3 telle que h, (¢, 3) > h,(¢) —e.
Puisque la partition mesurable « est génératrice pour ¢, d’aprés la proposition 5.1 (8), il
existe n > 1 tel que H,(f | o) < €. Mais alors, par le lemme 5.4 ci-dessus puis 'assertion
(4) ci-dessus, nous avons

hu(@) = hy(@, &) = hy(@, an) = hyu(9, 8) — Hu(B | an) = hy(¢) — 2€.
Ceci est vrai pour tout € > 0, donc h,(¢) = hu(¢, a). O

Remarque 5.5. Si (X, %, 1, = (¢')icr) est un systéme dynamique probabilisé & temps
continu, alors pour tout ¢ € R fixé, nous pouvons considérer le systéme dynamique proba-
bilisé a temps discret (X, %, u, ¢'), et calculer entropie h, (¢, &) de la transformation ¢
relative & une partition mesurable « et 'entropie mesurée h,(¢") de ¢'. Comme dans la
démonstration de ’assertion 6 ci-dessus, nous avons

VEER,  hu(d') = [t hu(e') .

Pour cette raison, ’entropie mesurée d’un systéme dynamique probabilisé & temps continu
est souvent définie comme l’entropie mesurée de son temps 1.

Exemple : Soient &/ un alphabet fini, ¥ une mesure de probabilité sur o/, X l’espace
borélien produit &N ou /%, u la mesure de probabilité produit v ou v% sur X et ¢
le décalage a gauche oy ou o sur X, de sorte que (X, i, ¢) soit le systéme de Bernoulli
unilatére ou bilatére respectivement. Posons p, = v({a}) € [0,1] pour tout a dans <.
Alors I'entropie mesurée du systéme de Bernoulli (X, 4, ¢) muni de sa mesure de Bernoulli
associé a (<7, v) est

hyi(oy) =hyz(0) ==Y palnp, . (58)

acqf

Montrons ce résultat pour le cas bilatére (inversible), le cas unilatére est analogue. Pour
tout a dans o7, posons [a] = {(zi)icz € X : o = a}. Soit a = {[a] : a € &/} la partition
mesurable de X = &7 par les cylindres centrés de longueur 1. Alors o est génératrice, car
pour tout n € N, la partition mesurable \/I" o 'a est la partition de X = &% par les
cylindres centrés de longueur 2n + 1

n
V oo
i=—n

= {[a,n,...,an] ={(z)icz € X 12—y =0_p,...,Tp =ap}:G_pn,..., a0y 642/} (59)
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et puisque la o-algébre de X est engendrée par 1’ensemble de tous ces cylindres. Nous
calculons alors facilement, en développant le logarithme, en utilisant que Zake.ci Day = 1
pour tout £k = —n,...,n, et par récurrence, que

Hﬂ( \n/ g*1a> = _ Z p(la—n, .- an)) Inp([a—p, ..., an))

i=—n A—ny ..., An €Y

=— Y (Pa_,---Pa)(Pa_, - -Pay)

A—pyy ey A €L

= - Z Pa, Z (pa_n .. -pan_1) hl(pa_n .. -pan_1)

an € Ay ey A —1 €A

- ¥ (Pa_r -+ -Pan—s) D Pay P,

Ay eey Q1 €A an€d
=—2n+1) Z Palnp, .
acd

Le résultat s’en déduit en divisant par 2n + 1 et en passant a la limite quand n — +o0.
En particulier, si v est la loi uniforme sur 7 et si p est le cardinal de &7, alors

1.1
hpy(oy) =hyz(o) = — Z ~In-=lInp.
acd pp

Par l'invariance de l'entropie par conjugaison (voir I'assertion (5) de la proposition 5.3),
deux systémes de Bernoulli munis de leur mesure de Bernoulli sur des alphabets finis non
vide de cardinaux différents munis de leur loi uniforme ne sont pas conjugués (en tant que
systémes dynamiques probabilisés). Nous reviendrons sur cet exemple (pour le généraliser)
au paragraphe 6.1. Pour d’autres calculs, voir les exercices ci-dessous.

L’entropie des systémes de Bernoulli munis de leur mesure de Bernoulli posséde un
intérét historique trés important, car leur étude a été un moteur important du dévelop-
pement de la théorie ergodique. Les résultats les plus frappants sont les suivants, dont
nous n’aurons pas le temps de donner un aper¢u de démonstration dans ces notes. Nous
renvoyons par exemple a | | pour une démonstration de ces deux résultats, ainsi que
pour une présentation historique.

Théoréme 5.6. (Théoréme du facteur de Sinai) Soit (X, B, u, ) un systéme dyna-
mique probabilisé a temps discret ergodique. Tout systéme de Bernoulli bilatére ou unilatére
muni de sa mesure de Bernoulli, sur un alphabet fini muni d’une mesure de probabilité,
d’entropie mesurée inférieure ou égale a hy,(p) est un facteur de (X, B, j, P).

(Théoréme d’isomorphisme d’Ornstein '>7) Deux systemes de Bernoulli bilatéres
munis de leur mesure de Bernoulli (L, vF, o) et (o, V%, o), sur des alphabets finis muni
d’une mesure de probabilité (of1,v1) et (o, va) respectivement, sont conjugués si et seule-
ment si leurs entropies mesurées sont égales. ]

La condition d’entropie inférieure dans le théoréme du facteur de Sinai est nécessaire
par l'exercice E.36 (1). La nécessité de I’égalité des entropies pour étre conjugués est un
fait général qui a été vu dans la proposition 5.3 (5). Le caractére remarquable du théoréme
d’Orstein est qu'il dit que entropie est un invariant complet (permettant la classification a
conjugaison prés) sur la famille des systémes de Bernoulli. Mais il s’est avéré que I'entropie
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était loin d’étre un invariant complet sur n’importe quelle famille de systémes dynamiques
probabilisés a temps discret ergodiques.

Soit (X, A, u, @) un systéme dynamique probabilisé a temps discret. Rappelons que
Pmod, o est 'ensemble quotient de 'ensemble & des partitions mesurables de (X, %) par
la relation d’équivalence « étre égales p-presque partout ». 2® Pour toutes les partitions
mesurables «, § € &, posons

(e, B) = Hy(o | B) + Hu(B | @) .

Proposition 5.7. La quantité d(a, 5) ne dépend que de la classe d’équivalence de o, f € &
pour [’égalité p-presque partout. L’application induite d : Prmod, 0 X Pmod, 0 — [0, +00]
est une distance sur Puoq, 0, appelée la distance de Rokhlin.

(1) Pour toutes les o, f € &, nous avons |H, () — H,(B)| < d(a, B) et
|hﬂ(¢7 OZ) - hﬂ(¢75)’ S d((X?ﬁ) .

(2) Pour tous les N € N et ¢ > 0, il existe n > 0 tel que pour toutes les partitions
mesurables o, 8 € & de méme cardinal N, si pour tout A € «, il existe B € 3 tel
que W(AAB) < n et pour tout B € B, il existe A € « tel que u(AAB) < n, alors
d(a, B) <e.

(3) Soit = une partie de & telle que l’ensemble des partitions mesurables moins fine qu’un
élément de = soit d’image dense dans l'espace quotient Poq, o muni de la distance
de Rokhlin. Alors

hu() = sup (6,6)
==

La derniére affirmation (3) est un renforcement du théoréme de Kolmogorov-Sinai, car
si « est une partition mesurable génératrice, alors I'ensemble Z = {\/"_, ¢ 'a:n € N}ysig
est non inversible, et Z = {\/;__ ¢~‘a :m € N} si ¢ est inversible, vérifie les hypothéses de
cette derniére affirmation, et pour tout £ € =, nous avons h,(¢,§) = h,($, @) par le lemme
5.4. Par exemple, il découle des propriétés de régularité des mesures finies sur un espace
localement compact, et des assertions (2) et (3) ci-dessus, que si X est un espace métrique
localement compact, et si 2 = {a, : n € N} est telle que lim sup diam(A4) = 0, alors

n—-+oo Acan,
hu($) = lim  hy(¢, ).

Démonstration. L’application d : & x & — [0, +00] est positive ou nulle, et symétrique.
Par l'invariance de l'entropie relative des partitions par égalité presque partout (voir la
formule (55)), elle passe au quotient en une application d : Pyod, 0 X Pmod, 0 — [0, +00],
qui est positive ou nulle, et symétrique.

Pour toutes les o, 8,7 € &, montrons que

Hyla|y) < Hu(a | B)+ Hu(B ) (60)

En effet, en utilisant respectivement, dans la proposition 5.1, 'assertion (3), I’assertion (4)
(1) puis (ii) car (Vv ) = B de sorte que —H(y | eV ) + H(y | B) > 0, puis trois fois

128. Lorsque les partitions mesurables dénombrables sont autorisées, il convient de ne prendre, afin de
définir Pmod,, 0, que les partitions mesurables a de (X, %, 1) d’entropie H,, (c) finie.
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'assertion (3), nous avons

H(a[y) = H(aVy)—H(y) < H(aV V)= H(7)
<H(VBAVY)+(—H(ylavp)+H(I|B) - H(y)
H(aVvp)+H(y|B)—H(y)=H(aV )+ H(yVB)—H(B)—H(v)
H(a| B)+ H(B ) -

L’inégalité triangulaire découle alors de la formule (60), car

d(ev,y) = Hy(eo|7) + Hu(y [ @) < Hu(a | B) + Hu(B | ) + Hu(v [ B) + Hu(B | @)
= d(a, B) + d(B,7) -

(1) Les deux affirmations de 'assertion (1) découlent immédiatement par symétrisation
de la proposition 5.1 (4) (iii) et de la proposition 5.3 (4).

(2) L’assertion (2) découle aussi par symétrisation des arguments de la proposition 5.1
(7). Plus précisément, soient N € N et € > 0. Par la continuité de Iapplication ¢ (définie
par t — —tInt, qui s’annule en 0 et 1), il existe 6 > 0 tel que si ¢t € [0,d] U [1 — 4,1],
alors ¢(t) < m Soient a et B des partitions mesurables de X de cardinal N. Pour
tout élément A € «, puisque les éléments de 5 sont deux & deux disjoints, il n’existe pas
plus d’'un élément B € 3 tel que u(AAB) < 6 et u(AN B) > 6. Notons I5 I'ensemble des
couples (A4, B) € a x 3 tels que u(AN B) < 4. Sin < 5, et si a, B vérifient 'hypothése
de I'assertion (2), alors C'= U4 p)e(axp)p, AN B est de mesure au moins 1 — J, car pour
tout A € a, nous avons (AN (UBe(axﬁ)\L; B)) > u(A)—n, donc u(C) > 1—Nn>1-46.
Soit 7 la partition mesurable {A N B : (A, B) € Is} U{C}, qui contient au plus N? + 1
éléments. Alors par les assertions (3) et (4) (ii) de la proposition 5.1 et en utilisant le fait
que p(t) < m sit e [0,0) U[l—4,1] dans la formule (54) définissant H, (), nous
avons

Hy(a | B) = Hu(aV B) = Hu(B) = Hu(y V 8) = Hu(e) = Hyu(y | B) < Hu(7)

€ €
<(N? 1) = — .
= (V°+ )2(N2+1) 2

L’argument étant symétrique, nous avons donc d(«, 8) < e.

(3) Afin de montrer cette derniére affirmation (3), soit a une partition mesurable quel-
conque. Pour tout € > 0, par I'hypothése de (3), il existe une partition mesurable 8 moins
fine qu’un élément & € = telle que d(«, ) < €. Donc par 'assertion (1) et par la monotonie
de l'entropie relative (voir la proposition 5.3 (3)), nous avons

u(6,0) < (6, 6) + € < h(6,€) + € < smp hu(6,€) +

Donc h, (¢, a) < supeez hu(9,§) en faisant tendre € vers 0. Le résultat s’en déduit en
prenant la borne supérieure sur les o € &. O

5.3 L’inégalité de Ruelle '*’

Nous concluons cette partie sur I'entropie mesurée en donnant un critére utilisant les
exposants de Lyapounov pour majorer 'entropie d’un systéme dynamique différentiable.
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Le résultat suivant est valable bien plus généralement (pour toutes les variétés compactes
au lieu du tore), mais la majeure partie des idées est présente dans le cas suivant.

Fixons N € N~ {0}, et considérons le systéme dynamique différentiable (T, ¢) ou
™ =RV lZN est le tore de dimension N et ¢ : TV — TV un C'-diffeomorphisme. Nous
noterons ¢ : RN — RY un C'-diffeomorphisme Z"-périodique relevant ¢ par la projection
canonique = RY — TN, ¢’est-a-dire tel que le diagramme suivant commute :

RN 2, RN

(e e

™ 2, TV
Notons M : TV — GLx(R) le cocycle linéaire continu (donc mesurable) défini par
M:zw—d &gg 5

ol x € /rx(x) et olt nous identifions comme d’habitude un opérateur linéaire de RY avec

sa matrice dans la base canonique de RY. Ce cocycle linéaire ne dépend ni du choix du
relevé 7 de z par ZN-périodicité, ni du relevé ¢ de ¢, car deux relevés de ¢ différent d’une
constante additive. Notons (M, )nen le produit dynamique de matrice associé a ce cocycle
linéaire (voir la partie 2.4). Par le théoréme de dérivation des fonctions composées, nous
ayons N B B B

VeeTV, Myz)=d@");= g1z 0 0ddyy odds.

Fixons une mesure de probabilité ¢-invariante ergodique p sur TV . Le théoréme d’Oseledets
2.12, dans le cas inversible et ergodique, donne donc des exposants de Lyapounov constants

en p-presque tout points de TV, de valeurs notées A\i,...,\; € R ot k € [1, N], et pour
p-presque tout x € X, des sous-espaces vectoriels Eq(z),. .., Ex(x) en somme directe dans
RY de dimensions constantes notées dim Fy,...,dim Ej, tels que pour une norme | ||

indifférente sur RY et pour tout v € E;(z)~ {0}, nous ayons

1
lim  — In||M,(z)v] = A .

n—+oo N

De plus, en notant o1(A),...,on(A) les valeurs singuliéres (ordonnées de maniére décrois-
sante, voir la partie 2.4 pour des rappels) d’une matrice A € GLy(R), pour tous les entiers
i€ [1,N] et j€[1+ 32} dimEy, >}, dim E/], nous avons

1
lim —Inoj(My(x)) =\ .

n—+oo N
Théoréme 5.8. (Inégalité de Ruelle) Si ¢ est de classe C?, nous avons

k

hu(¢) <) (dim E;) max{0, A} .

i=1
Munissons RY de sa norme (donc de sa distance d) euclidienne usuelle et .Zy (R) de la
norme d’opérateur associée. Comme (M, (z)) < | My, (z)|| < supzecrn lld éz||™, et puisque
Zle dim F; = N, il découle de I'inégalité de Ruelle que
hu(9) < N In* ( sup [lddsl) -
ZeRN
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Démonstration. Nous munissons TV de la distance quotient encore notée d, définie par

T,y) min d(z,y) ,
(e-) 5?6/(\—1(:0)@6/[\—1(;/)( )

de sorte que 'application = RN — T¥ soit 1-lipschitzienne et une isométrie en restriction

a toute boule fermée de rayon au plus %. Dans ce qui suit, nous prendrons € > 0 assez

petit pour que les parties considérées de RV, dépendant de € et dont le diamétre tend vers
0 quand € — 0, s’envoient isométriquement dans TV par .- Pour tout j € [1, N], notons

~ 1
Aj= lim —Ino;(Mu(x))

n—+oo N

et X;r = max{O,Xj}. Il s’agit de montrer que

N
hu() < Z Xj .
j=1

Le lemme suivant est un argument classique de majoration du volume d’un ellipsoide.
Nous notons 7 (P) le e-voisinage fermé d'une partie P de RY.

Lemme 5.9. [ eziste une constante c > 0 telle que pour tous les A € GLx(R) et r > 0,
le nombre maximal n(r) de boules euclidiennes fermées de rayon r/2 deux & deux disjointes
rencontrant Yo, (A(Bgx (0,7))) est au plus ex [, max{o;(A),1}.

Démonstration. Puisque n(r) = rn(1l) par homogénéité, nous pouvons supposer que
r = 1. Par l'invariance de la norme par le groupe orthogonal, nous pouvons supposer
que A est diagonale de coefficients diagonaux o1 = 01(A4),...,on = on(A4) (voir les
rappels sur la décomposition en valeurs singuliéres dans la partie 2.4, et en particulier la

formule (23)). Alors A(Bgrn(0,1)) est ellipsoide d’équation Zfil m—z < 1. Toute boule B

o
de rayon 1/2 est de diameétre 1, donc est contenue dans %,(A(BRN(d, 1))) si elle rencontre
Y2(A(Bgn (0,1))), et son volume vol(B) est une constante Vi qui ne dépend que de N.
Donc n(1) < % vol(#3(A(Bgn(0,1)))), et il suffit par conséquent de majorer le volume
du voisinage #3(A(Brn(0,1))). Or celui-ci est contenu dans le parallélépipéde produit
Hz‘]\;[*ai —3,0; + 3], de volume 2V Hi]il(ai +3) < 10V Hf\il max{o;, 1}. O

Fixons n € N~ {0}. Nous allons estimer l'entropie h,(¢") = nh,(¢) en fonction des
valeurs singuliéres en construisant des partitions mesurables appropriées du tore. Par com-
pacité et puisque ¢ est de classe C2, par uniforme continuité et par le théoréme des accrois-
sements finis, pour tout € € ]0, i] assez petit (dépendant de n), pour tous les 7,7 € [—1,2]V
et i € [1,N], si ||y — Z|| < ¢, alors

s max{os(d(@")z), 1} < max{ou(d(d)7), 1} < 2 max{ox(d(@)2), 1} (61)
1)~ §"(3) ~ d(F")=(T - D) < sw |G < e (62)

Soit E un ensemble e-séparé '? maximal de TV. En particulier, les boules fermées

B(z, §) pour x € E sont deux a deux disjointes (sinon E ne serait pas e-séparé) et les boules

129. c’est-a-dire dont deux points distincts sont & distance strictement supérieure & €
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fermées B(x,¢) pour x € E recouvrent TV (sinon E ne serait pas maximal). Considérons
les cellules de Voronoi ouvertes dans TV des points de E, définies par
VeeE, C,={yecTV:d(y,z)< min dyz)}.
2'€E, x'#x
Par la finitude de la mesure et la non dénombrabilité des translations, quitte & translater

un peu E dans TV, la mesure pu(|J,cp OCy) est nulle, et donc a = {C, : © € E} est une
partition mesurable finie (4 ensembles de mesure nulle prés) de TV.

Affirmation 1 : Si € est assez petit (dépendant de n), pour tout z € E, 'image ¢"(C,)
rencontre au plus cy Hfil max{o;(M,(z)),1} atomes de .

Démonstration. Soit x € E. Puisque la partie F est e-séparée maximale, tout point de
TN est & distance au moins e d’au moins un point de E. Donc, pour tout z’ € E, la cellule
C, est contenue dans la boule fermée B(z',€). Donc par la formule (62), pour tout y € Cy,
nous avons ¢"y € ¢"x + /[\(%(M (z)(Bgn (0,€)))). Pour tous les 2/ € E et y € Cy, si Cy
contient ¢™(y), alors d(z',¢"(y)) < €, et en particulier la boule fermée B(2’, §) rencontre
le translaté ¢"x +/[L(7/25( ( )(Bgn (0, e)))) Donc si ¢ (C;) rencontre C,, alors la boule

fermée B(z' —¢"(x), 5) = ( )+ B(z', §) rencontre I'image /r\(“//ge( M, (z)(Bgn (0,€)))).
Comme les boules fermées B(z', §) pour x’ € F sont deux a deux disjointes, le lemme 5.9
avec r = € et A = M, (x) donne le résultat. O

Affirmation 2 : Nous avons
N
Hy(¢"a|a) <Iney + NIn2+ Z/ In (03 (M,(x))) du(z) .
i—1 /TN

Démonstration. Par la définition de 'entropie relative des partitions mesurables, puisque
si ai,...,ap, € [0,1] vérifient > P ;a; = 1 alors >0, ¢(a;) < Inp comme vu dans la
démonstration de la proposition 5.1 (1) et par 'affirmation 1 ci-dessus, nous avons

(o™ " (Cor) N Cy)
el S5 o000

zeFE z'eE
<" u(Ca)n (cNHmax{az M, (@),1})
zeFE
— Z M(Cx)(ln cN + Z 1n+(0i(Mn(w))))
rel i=1
N
=Iney + > > p(Cr) T (o3(My(2)))) -
i=1 x€FE

Or par la formule (61), nous avons
#(Ca) In™ (03(Mp(2))) < / (In2+In™ (o3 (Mn(y)))) dp(y) -
yely

L’affirmation 2 en découle. O

Lemme 5.10. Soient (X, %, u, ¢) un systéme dynamique probabilisé a temps discret et o
une partition mesurable. Alors hy, (¢, a) < H,(¢ 7 a | ).
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Démonstration. Par les assertions (3), (4) (ii) et (2) de la proposition 5.1 et par récur-
rence, pour tout k& € Nx {0, 1,2}, nous avons

k-1 k-1

H( \/ o o | o) =H( \/ o | a\/qb_loz) + H(¢o e | a)
i=1 i=2
k—1

H(\/ ¢7al¢ ')+ H(¢ 'a| )
1=2
k—2

:H(\/(b*ia\a)—i-H(qﬁ*la\a)

i=1

< (k- DH(6 a|a).

Donc H(\/f:o1 ¢p~la) = H(\/f:_l1 ¢7'a | @)+ H(a) < (k—1)H(¢ e | @) + H(c). En
divisant par k et en prenant la limite quand k — -+o00, nous avons le résultat. O

Conclusion de la démonstration du théoréme 5.8 : Par le lemme 5.10 et 'affirmation
2, nous avons

hul",0) <~ Hy(67"a| o)

< mn2Vew) + Z/TNln 0:(My (2))) du(x)

1
n

Notons D,, le membre de droite de cette inégalité, qui ne dépend plus de €. Soit (e )ren une
suite strictement positive qui tend vers 0. En prenant des parties ep-séparées maximales
croissantes EJ, nous construisons comme ci-dessus une suite de partition (o )ren de plus
en plus fines dont le diamétre des atomes tends vers 0, telles que % hu(¢", o) < D,, pour
tout k € N. Par la proposition 5.3 (6), et par le commentaire qui suit la proposition 5.7

(3), nous avons donc h,(¢) = £ h,(¢") = klim L hu(¢", ar) < Dy. En faisant tendre n
—+00

n

vers 400, le résultat en découle. O

5.4 Exercices

Exercice E.31. Soient (X, %, 1) un espace de probabilité et «, 5 deux partitions mesu-
rables de (X, ). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) a L B (les partitions mesurables « et 8 sont indépendantes).
(2) Iavg = 1o + I

(3) H(aV )= H(a)+ H(p).

(4) Iojp = Ia-

(5) H(eB) = H(c).

Exercice E.32. Soient (X, %, u, ) un systéme dynamique probabilisé¢ & temps discret et
o une partition mesurable de (X, %). Montrer que la suite (¢, = Hy(a| /i, ¢~
est décroissante et converge vers h, (¢, a).

))nGN
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Exercice E.33. Pour tout 6y € R/Z, considérons la rotation ¢ : 8 — 6 + 6y du cercle
T! = R/Z d’angle 6. Calculer I'entropie mesurée de ¢ pour la mesure de Haar df sur T*.

Montrer que si ¢ est un homéomorphisme du cercle T! = R/Z, alors pour toute mesure
de probabilité ¢-invariante sur T', nous avons h,(¢) = 0.

Exercice E.34. Pour tout N dans N, considérons la transformation ¢y : 0 — N6 du
cercle T' = R/Z. Calculer 'entropie mesurée de ¢y pour la mesure de Haar df sur T'.

Exercice E.35. Soient (X, %4, i, ¢) un systéme dynamique probabilisé inversible & temps
discret et o une partition mesurable de X. Montrer que h, (¢!, a) = hy, (¢, «). En déduire
que

hu(¢_1) = hu(¢) .

Exercice E.36. Soient (X, %, u, ¢) et (Y, %, v,1) deux systémes dynamiques probabilisés
a temps discret.

(1) Si (Y, ¥, v,v) est un facteur de (X, %, u, ¢), montrer que
ho () < hy () -

(2) SI(X XY, BRE,u®@v,¢ X 1) est le systéme dynamique probabilisé produit, montrer
que

hugw (¢ X ) = hu(@) + by (¢) -

Exercice E.37. Soit (X, %, u,¢) un systéme dynamique probabilisé inversible. Soit «
une partition mesurable de X, telle que la suite de partitions (o, = /i ¢ a)pen soit
asymptotiquement génératrice (c’est-a-dire telle que (J,, oy o engendre la o-algébre ).
Montrer que 3°

hu(¢) =0.

Exercice E.38. (Théoréme d’Abramov) Soient (X, %, i, ¢) un systéme dynamique
probabilisé a temps discret et A une partie mesurable de mesure non nulle de X. Notons
(A, Ba, 1, da) le systéme dynamique induit (voir exercice E.17). Montrer que

N(A) huA (¢A) = hu(¢) .

Exercice E.39. (Facteur de Pinsker '*") Soit (X, %, i1, ¢) un systéme dynamique pro-
babilisé & temps discret. Avec la convention que {B, “B} est la partition triviale {X} si
B =0 ousi B= X, posons

(¢) = {B €% :hu(,{B, “B}) =0}.

Montrer que II(¢) est une o-algebre ¢-invariante. En déduire que (X, I1(¢), pjrr(¢), @) est un
facteur d’entropie nulle de (X, %, u, ¢) qui est maximal (au sens que toute semi-conjugaison
mesurée de (X, B, u, ) a valeurs dans un systéme dynamique probabilisé a temps discret
d’entropie nulle est II(¢)-mesurable).

130. Par contraposition, ceci dit que si (X, %, u, ¢) est un systéme dynamique probabilisé inversible d’en-
tropie non nulle, alors il n’existe pas de partition mesurable o de X telle que la suite (an = /I, gzﬁfia)ngN
soit asymptotiquement génératrice, ce qui justifie le fait d’utiliser la suite (\/]__ ¢ '&)nen dans la défi-
nition d’une partition génératrice dans le cas inversible.

133



Exercice E.40. (K-systémes) Un systéme dynamique probabilisé & temps discret
(X, B, u, p) est appelé un K-systeme (ou systéme de Kolmogorov) s'il existe une o-algébre
€ contenue dans A vérifiant

.« 071(%)C %,

o [o7(%)={0X} et

n>0

e la g-algebre \/ . ¢"(%) = O'(UneN Vito (;5’(‘5)) engendrée par J, ey Vieo ¢'(€)

est égale 4 A.

Montrer que tout systéme de Bernoulli est un K-systéme. Montrer que pour tout K-systéme,
toute partition mesurable o non triviale modulo 0 '3! vérifie hu(¢,a) > 0. Un systéme dyna-
mique probabilisé a temps discret vérifiant cette condition est dit d’entropie complétement
positive.

5.5 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.31. Ceci a été démontré lors de la démonstration de I'assertion (4) (ii) de la
proposition 5.1.

Exercice E.32. La décroissance de la suite (¢,)nen résulte de la proposition 5.1 (4) (ii).

Notons c sa limite et posons a,, = H( Z;é d)‘ka) pour tout n > 1. La proposition 5.1 (3)
donne par récurrence

an = H (\_/1 ¢—ka) = f H(Wa | n\_/l w’a) +H(p™" )
k=0 k=0 i=k+1

n—1
= H(a) + Z Crn—k—1 -
k=0

Par le lemme de Cesaro, la suite (5*),en converge donc vers ¢ et nous avons h(¢,a) = c.

Exercice E.33. Si 6y = g mod Z est rationnel, alors, pour toute partition mesurable «
de R/Z, nous avons

. 1 " —i : 1 ¥ —i
hao(, ) = Tim dee(L/o¢ 8) = lim dee(i\:/oqﬁ g)=o0.

Donc hgg(¢) = 0.

Si Oy est irrationnel, alors il est élémentaire de montrer que la partition mesurable
a = {]0, %[, [%, 1[} est génératrice et méme que la suite de partitions \/[_; ¢ ' engendre
la o-algebre des boréliens du cercle. Alors par le théoréme de Kolmogorov-Sinai 5.3 (8),

par U'exercice E.32 et par la proposition 5.1 (8), nous avons

has(¢) = hap(d, ) = lim Hap(cr, \[ ¢~'ar) = 0.

n—-+o0o

Correction de ’exercice E.34. Si N > 2, en considérant I’écriture N-adique, le systéme
dynamique probabilisé¢ (T!,df, ¢n) est conjugué (au sens de la mesure) au décalage sur

131. et d’entropie finie si a est une partition dénombrable
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/N pour la mesure produit, avec &/ = {0,..., N — 1} muni de ’équiprobabilité (voir la
correction de l'exercice E.26 (3)). Par I'invariance par conjugaison de ’entropie mesurée
(voir la proposition 5.3 (5)) et 'exemple a la fin de la partie 5.2, nous avons

hao(¢n) = log N .

Correction de I’exercice E.35. Pour tout n € N, nous avons

n
» N
(\V ¢7a)=H,(\/ (67)a).
i=—n i=—n
En divisant par n et en prenant la limite quand n — +o00 (qui existe par le cas inversible

de l'assertion (1) de la proposition 5.3), nous avons h,(¢, o) = h, (¢!, «). Le résultat en
découle en prenant la borne supérieure sur les partitions mesurables a.

Correction de ’exercice E.36. (1) La démonstration est analogue & celle de la propo-
sition 5.3 (5). Soit # : X — Y une application (quitte a enlever des ensembles de mesure
nulle) mesurable et préservant la mesure, telle que 6 o ¢ = 1) 0. Si 8 est une partition
mesurable de Y, alors 6713 = {#71(B) : B € 8} est une partition mesurable de X. La
définition de I'entropie des partitions H,, et le fait que 6,4 = v (voir la propriété 5.1 (2)
de naturalité de I'entropie des partitions) impliquent que

n—1 n—1
H,(\/ v7'8) = Hu(\/ ¢707'p)
1=0

=0

En divisant par n et en prenant la limite quand n tend +o00, nous en déduisons que
hy (1, B) = hu(¢,0718) < h,(¢). En prenant la borne supérieure sur 3, nous obtenons
donc que hy(¢) < hy(@).

(2) Soient « et o des partitions mesurables de X, 8 et 8’ des partitions mesurables de
Y, et k € N. L’ensemble a x = {A X B: A€ «,B € 3} est une partition mesurable de
X x Y. Nous avons
(0 x ) FaxB)= (") x (¥7"8) et (ava)x(BVE)=(axp)V(xp).
Il est élémentaire de vérifier que Hygy(a x B) = Hy(a) + H,(B), donc

n—1

Hyew(\/ (¢ x ) F(a x 8)) \/¢ ) + Hy ( \/w"ﬁ

=0 =

En divisant par n et en passant & la limite quand n tend 400, nous avons

hu®l/(¢ X 1[)7& X /B) = h#((;s’a) + hll(wa) .

Donc hy (¢, o) + hy (¥, B) < hugy(¢ X 1)) et en prenant les bornes supérieures sur « et sur
B, nous avons h,(¢) + hy,(¥) < hugy(¢ % ). D’autre part, la formule centrée ci-dessus
implique aussi que hug, (¢ X ¢, a x 3) < h,(¢) + h, (1), et comme la o-algébre produit de
X xY est engendrée par les parties mesurables qui sont des produits, nous avons (voir par
exemple la proposition 5.7 (2) et (3))

hygn (¢ X ) = Sup. hugy (9 X 1,0 x B) < hu(d) + (1)
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ol la borne supérieure est prise sur toutes les partitions mesurables @ de X et 5 de Y
respectivement. D’ou le résultat.

Correction de I’exercice E.37. Remarquer que la suite de partitions (\/}_, ¢‘c) e
engendre aussi 4, et étudier la suite H,(of Vi, ¢ ).

Correction de ’exercice E.39. L’ensemble II(¢) contient X. En effet, si a = {X},
alors nous avons \/f:0 ¢~'a = {X} pour tout k € N. Or H,({X}) = 0. Donc nous avons
hu(¢,a) = nEIJPoo% Hu(\/f:o qb_ioz) = 0. Il est immédiat que II(¢) est stable par passage
au complémentaire.

Montrons que II(¢) est stable par union finie. Soient A, B € II(¢) (que nous pouvons
supposer différents de X,0). Posons a = {A, “A} et § = {B, °B}, et remarquons que
v={AUB, ¢(AUB)} est une partition moins fine que la partition jointe «V 8. Alors par
la monotonie de l'entropie relative (voir la proposition 5.3 (3)), puis par la sous-additivité
de Pentropie relative (voir la proposition 5.3 (2)), nous avons

0 S hu((ﬁa’y) S hu(d)aa\/lg) S hu(¢7 a) + hu(¢7/8) =0.

Donc AU B € II(¢).

Montrons que II(¢) est stable par union croissante. Soit (Ay),en une suite croissante
(la partie A,, est contenue dans A, 11 pour tout n € N) dans II(¢). Nous pouvons supposer
que ses éléments sont différents de X, (). Posons A = |J,,cy An, an = {An, Ay} pour tout
n € Net a ={A, “A}. Par I'inégalité de Rokhlin (proposition 5.3 (4)), nous avons

O S hu((bu O[) = hu((bv Oé) - hu(¢7 O[n) S HM(a | an) .

Nous avons A, C Aet lim pu(AAA,) = lim p(ANA,) =0 car la mesure est finie. De
n—-+00 n——+o0o
méme lim p(“AAA,) = lim p(“A,~\ “A) =0 car “A est 'intersection décroissante
n—-+o0o n—-+oo

Mhen “An. Donc par la continuité de 'entropie des partitions (voir la proposition 5.1 (7)),
nous avons nEIJIrloo H,(a|ay) = 0. Par conséquent h,(¢,a) =0 et A € II(¢).

Montrons que II(¢) est ¢-invariante. Soit A € II(¢) (que nous pouvons supposer diffé-
rente de X, (). Posons a = {A, ¢A}. Comme la partition mesurable \/}_, ¢ %« est moins
fine que la partition mesurable \/}_, ¢ Fa et par la monotonie de I’entropie des partitions
(voir la proposition 5.1 (4) (i)), nous avons

1 "o n+1 1 noo
—H( —l)< H( —Z).
n M i:\/ld) =T e i\:/()¢ «

Le membre de gauche de cette inégalité converge vers hy, (¢, ¢ ta) > 0 quand n — 400 et
celui de droite vers hy,(¢, ) = 0. Donc h,(¢, ¢ 1a) =0 et ¢~ 1(A) € II(¢).

L’application id : X — X est mesurable de (X, %) dans (X,II(¢)), car II(¢) est
contenue dans %. Elle envoie la mesure y : # — [0, 1] sur la restriction prg) de p a II(¢).
C’est donc une semi-conjugaison mesurée du systéme dynamique probabilisé (X, B, u, ¢) a
valeurs dans le systéme dynamique probabilisé (X, IL(¢), pri(4), @), et celui-ci est un facteur
de (X, %, 1, 9).

Montrons que I'entropie de (X, I1(¢), 11/r1(¢), ¢) est nulle. Pour toute partition mesurable
a={Ay,..., A} pour la g-algebre II(¢), si oy = {A;, “A;} alors a = \/]"_; a;. Donc par
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la sous-additivité de l’entropie relative (voir la proposition 5.3 (2)), nous avons
n
0 < hu(d,@) <Y hu(d,a) =0.
i=1

D’ott "annulation de I'entropie de (X, I1(¢), f1/r1(¢), ¢) en passant & la borne supérieure sur
les partitions II(¢)-mesurables .

Soit (X', A, 1/, ¢') un facteur de (X, A, u, ¢) d’entropie nulle. Notons 6 : X — X’ une
semi-conjugaison (quitte a enlever des parties mesurables invariantes de mesures nulles).
Soient B’ € %' et B = §~1(B’), qui est un élément de la o-algébre 6~1(%’). Procédons
comme dans la démonstration de lexercice E.36 (1). Posons o/ = {B’, °B’}, qui une
partition mesurable de X’. Alors 6~ 'a/ = {B, °B} est une partition mesurable de X. La
proproposition 5.1 (2) implique que

H(\/ 670 a) = Hy (n\_/lw’)—ia') .
=0

i=0
En divisant par n et en prenant la limite quand n tend +o00, nous en déduisons que
0 < (¢, {B, °B}) = hyu(¢,0 ") = by (¢, ') < hyu(¢) = 0.

Donc B € II(¢), ce qu’il fallait démontrer.
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6 Dynamique symbolique markovienne

Nous étudions dans cette partie les propriétés de dynamique mesurée des systémes
dynamiques symboliques, c’est-a-dire des sous-systémes dynamiques des systémes dyna-
miques mesurables de Bernoulli (7N, 0,) ou (&/%,0) sur un alphabet ./ (définis dans
I'exemple (2) de la partie 0.1). Nous renvoyons & la partie 12.3.1 pour une étude des pro-
priétés de dynamique topologique. Un point clef (voir le lemme 6.3) est ’abondance des
mesures invariantes qu’ils possédent. Nous renvoyons & la partie 12 pour 'utilisation de
systémes dynamiques symboliques pour la description et la compréhension de systémes
dynamiques topologiques ou différentiables.

6.1 Chaines de Markov '* sur un alphabet fini

Le but de cette sous-partie est de donner une construction d’une famille de mesures
invariantes sur des systémes dynamiques symboliques, classique en théorie des probabilités,
a l'aide de matrices de transition (ou stochastiques), de calculer leur entropie mesurée et
d’étudier leur propriété de mélange.

Matrices a coefficients positifs ou nuls

Afin d’étudier le probléme d’unicité des mesures stationnaires que nous définirons ci-
dessous, nous aurons besoin de résultats classiques sur les matrices & coeflicients positifs
ou nuls. Ces résultats serviront aussi dans la partie 12.3.1.

Une matrice carrée B = (b;;); jer & coefficients positifs ou nuls est dite

o irréductible si pour tous les 4, j dans I, il existe n > 0 tel que (B™);; # 0,

o apériodique'3? §'il existe un entier & € N~ {0} tel que les coefficients de B* soient
tous strictement positifs. 133

La condition d’apériodicité est plus forte que celle d’irréductibilité. 2% Voir les exercices
E.79 et E.43 pour des compléments.

Nous aurons besoin du résultat classique suivant.

135

Théoréme 6.1. (Théoréme de Perron '**-Frobenius '%°) Soit B une matrice carrée a

coefficients réels positifs ou nuls, qui est apériodique.

a) La matrice B admet un vecteur propre vmax a coefficients strictement positifs. Tout
vecteur propre & coefficients positifs ou nuls est proportionnel d vmax-

132. Voir l'exercice E.43 pour une explication de la terminologie. Certains ouvrages utilisent la termino-
logie « transitive », gardant la terminologie « apériodique » pour étre de période 1 au sens de ’exercice
E.43.

133. Noter la différence formelle dans 'ordre des quantificateurs avec le fait d’étre irréductible : apério-
dicité signifie qu’il existe n > 0 tel que pour tous les 7, j dans I, nous avons (B™);; # 0.

0

134. Par exemple, B = (1)> est irréductible, mais pas apériodique.

Andrei Markov Oskar Perron Ferdinand Frobenius Carl Gauéé
135,  1856-1922 1880-1975 1849-1917 1777-1855
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b) Si Amax = Amax(B) est la valeur propre de B correspondant & Vmax, alors Amax est
simple, strictement positive, et toute autre valeur propre complexe \ de B vérifie

Al < Amax -

Démonstration. Soit & € N~ {0} tel que les coefficients de B* soient tous strictement
positifs. Montrons tout d’abord que quitte & remplacer B par B, nous pouvons supposer
que k = 1.

En effet, soit vpmax un vecteur propre de BF & coefficients strictement positifs tel que
tout vecteur propre de B¥ & coefficients positifs ou nuls lui soit proportionnel, et dont
la valeur propre Apax soit simple et strictement plus grande que les valeurs absolues des
autres valeurs propres complexes de B¥. Alors +/Amax €st une valeur propre simple de B,
strictement plus grande que les valeurs absolues des autres valeurs propres complexes de
B. De plus Bumax, qui est un vecteur propre de B¥ pour la valeur propre Amax car B et B¥
commutent, est proportionnel & vy .. Donc vmax est un vecteur propre de B, et sa valeur
propre est nécessairement v/ Amax. Si v est un vecteur propre de B A coefficients positifs ou
nuls, alors il I’est aussi pour B¥, donc est proportionnel & vpay.

a) Soit ¢ € N\{0} tel que B € #,(R). Considérons le convexe compact
C={v=(21,...,29) R :2; >0t &1 + a2+ -+ 24 =1} .

Puisque la matrice B est a coefficients positifs ou nuls, 'application linéaire B : R? — RY
associée induit une application fp : C' — C uniquement définie par Rfp(v) = RBv pour
tout v dans C.

Munissons C' de la distance (dite dis-
tance de Hilbert) b
d(v,w) = In|a, b, v, w] a
ol a, b sont les points du bord de C' sur la
droite & passant par v et w (supposeés dis-
tincts), avec a du coté de v, et ot [a, b, v, w] o

désigne le birapport de ces quatres points.

Rappelons que

(w—a)(b—wv)

(v—a)(b—w)’

en utilisant une (et n’importe laquelle) coordonnée affine sur la droite 2. Le fait que d vérifie
I'inégalité triangulaire peut étre démontré aisément. Nous omettrons cette vérification car
ce fait n’est pas utilisé dans 'argument ci-dessous. Voir par exemple [Har].

[a,b,v,w] =

Puisque les coefficients de B sont tous
strictement positifs (par la réduction au
cas k = 1 du début de cette démons-
tration), 'image fp(C') est contenue dans
I'intérieur relatif du convexe C'.
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L’application ¢ H‘TC = 1 + ¢ est strictement décroissante sur |0, +oo[ pour toute

constante ¢ > 0. Donc en notant a’ et b’ les points d’intersection avec le bord de C de la
droite passant par fp(v) et fp(w) orientée de fp(v) vers fp(w), avec b’ du coté de fp(w),
et en posant ¢ = fp(w) — fp(v), nous avons

v —fev) V- fp(w)+c - fB(b) — fp(w)+c  fp(b) — fB(v)

V—few) V- fp(w) fB(0) = fe(w)  fp(b) — fp(w)
Comme fp conserve le birapport, nous avons donc, pour tous les v, w distincts dans C,
d(fp(v), fe(w)) < d(v,w) .

Ceci montre que fp contient un unique point fixe dans C, qui est dans lintérieur
relatif de C' : c’est 'unique point vy qui minimise la fonction continue v — d(v, fp(v)) sur
le compact fg(C).

b) Supposons par I’absurde qu'’il existe une valeur propre complexe A, qui soit différente
de Amax Ou qui soit égale & A\ mais de multiplicité au moins 2, telle que |[A\| > Apax. En
utilisant le théoréme de Jordan et en discutant suivant la possibilité que A soit réelle ou
non, nous pourrions trouver un sous-espace vectoriel V' invariant par B, de dimension 2
ou 3, dans R? | contenant vy« et tel que dans une base de V' ayant vy.x comme premier
vecteur, la restriction de B soit donnée par une matrice de la forme

)\max 0 0
( )\n(;a.x :t?M >’ ( /\n(;ax :|:|1)\| > ou 0 |Acos@ —|A|sinf )
0 |A|sin® |\ cosé

ou # € R. Dans ces trois cas, il n’existe pas dans V' de cone C’ convexe fermé saillant (i.e. ne
contenant pas de droite vectorielle), de sommet 'origine de V', tel que vyax appartienne a
I'intérieur de C’ et dont I'image par B soit contenue dans 'intérieur de C’ (auquel nous
avons rajouté 0). Ceci contredit ce que nous avons vu dans la démonstration de 'assertion
a). O

Matrices de transition

Soit ./ un ensemble fini '*°, de cardinal au moins 2, muni de la topologie discréte,
appelé un alphabet. Une matrice de transition'3” sur o est par définition une matrice
T = (Tap)a,peer & coefficients positifs ou nuls tels que la somme des coefficients de chaque
ligne vaille 1 : pour tout « dans &7, nous avons

ZW(XB:l.

Bed

La matrice d’incidence associée a la matrice de transition 7 est par définition la matrice

o 0 simee=0
Ay = (Aag)a,pew définie par A,g = { 1 sinonﬂ.

pectivement irréductible) si et seulement si A, 'est.

Notons que 7 est apériodique (res-

136. Certains des résultats ci-dessous s’étendent au cas des alphabets infinis dénombrables (discrets), en

rajoutant parfois des hypothéses assez fortes sur les matrices de transition, voir par exemple [[Kit], ainsi
que | , , , , , | pour des développements.
137. Certains ouvrages disent aussi matrice stochastique, et dans | | c’est la matrice transposée qui

est appelée une matrice stochastique.
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Une mesure (borélienne) de probabilité v sur 'espace discret <7 est identifiée de maniére
usuelle avec le vecteur (Vg )acy de R? défini par v, = v({a}) pour tout a € <7, de sorte que
pour toute partie F de &7, nous ayons v(F) = ) acE Va- Remarquons que les composantes
du vecteur (V4 )acer sont positives ou nulles, de somme égale & 1 : nous avons

Z Vo =1,

aEd

et que nous l'identifions & la matrice ligne correspondante. Une mesure mw-stationnaire
(ou mesure stationnaire lorsque 7 est sous-entendue) sur o7 est par définition une mesure
de probabilité v sur .o/ qui est un vecteur propre de ‘w pour la valeur propre 1. Avec v
identifié & une matrice ligne comme dit ci-dessus, ceci revient & demander que 'égalité
matricielle v = v soit vérifiée, c’est-a-dire que, pour tout 5 dans &7, nous ayons

Z VaTlag = V3 -

acd

Lemme 6.2. Soit &/ comme ci-dessus.
(1) Toute matrice de transition m sur </ admet au moins une mesure 7-stationnaire.

(2) Sim est apériodique, alors une mesure m-stationnaire est unique, c’est l'unique vecteur
V' = (V) )acw tel que vVTm = V" et ) o v = 1. La mesure v™ est de support égal a
o (tous les coefficients de v™ sont strictement positifs). Le réel 1 est une valeur propre
simple de 7 et les valeurs propres \ différentes de 1 vérifient |A| < 1.

Démonstration. (1) L’ensemble .7 des matrices de transition est un fermé borné de
2 . . . 1. L. .

R“”, donc compact. Pour tout n € N, il est immédiat de vérifier que les matrices 7" et

n%rl > ro 7% sont des matrices de transition. Soit @ un point d’accumulation dans .7 de

la suite (n%_l > r—o Wk)n eN' Alors il est immeédiat de vérifier que Qm = @, donc chaque

ligne de @ est une mesure m-stationnaire sur 7.

(2) La matrice ' est aussi une matrice apériodique. Puisque 7™ est aussi une matrice de
transition pour tout n € N, ses coefficients appartiennent a [0, 1], donc la norme d’opérateur
de ()" = (x™) est bornée. Donc le rayon spectral p(‘m) = lim, 1o H(tW)”H% de i est
inférieur ou égal a 1, et en fait égal & 1 car 1 est une valeur propre de ‘r. Le résultat découle

alors du théoréme de Perron-Frobenius 6.1 appliqué a la matrice 'r, puisque Apax (‘1) =
p(tr) = 1. O

Mesures de Markov

Par une construction classique en théorie des probabilités, la donnée d’'une matrice de
transition 7 et d’une mesure m-stationnaire v sur 7 définit une marche aléatoire (wy,)nen
sur I’espace des états &7, de probabilité de passage de 'état o € & a 'état § € o égale a
TaB, et de loi initiale v, et donc une mesure de probabilité P sur I’espace mesurable produit
/N des trajectoires de la marche aléatoire :

Va,fed, VEeN{0}, Pw=ao]=vy et Plwp=0|wr_1=0]=map3,

donc Plwp =B |wo = a] = (Wk)a,ﬂ :

Mais nous allons démontrer cela de maniére autonome. Nous utilisons la convention usuelle
qu’un produit vide de nombres positifs ou nuls est égal a 1.
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Lemme 6.3. Pour toute matrice de transition 7 et toute mesure w-stationnaire v sur <7,
il existe une et une seule mesure de probabilité Py, (respectivement Py, 1) sur l'espace
mesurable produit ¥ = </” (respectivement ¥ = </~ ) invariante par le décalage a gauche
o (respectivement o) telle que, pour tous lesn € N et ag, ..., ap € o,

n

Pw,u({w €X:wy=ap,...,wp = an}) = Vay Hﬂ-ai—hai :
=1

(respectivement

n
Prv+({we Xt two=ao,...,wn =an}) = Va, Hﬂ-ai—lyai )
i=1

De plus, si'3® le support de la mesure v est égal & <, alors le support de la mesure
P.. (respectivement Py, 1) est égal a Yp = {(ci)icz € 2 : Vi € Z, Tasaips 7 0}
(respectivement Xr + = {(a;)ien € N Vi €N, 7o, 0,1 # 0}).

Nous appellerons Py, (respectivement Pr, 1) la mesure de Markov bilatére sur ¥
(respectivement unilatere sur X 1) associée a (m,v). L’application o = o5, (respective-
ment o = (01)x, ) est parfois appelée le décalage de Markov associé a (m,v). Nous
reviendrons dans la partie 12.3 a I'étude des systémes dynamiques mesurés (X, Py, o)
et (Xr+,Pru 4,05 4), appelés respectivement les systémes de Markov bilatére et unilatére
associés a (m,v).

Exemple. Les mesures de Bernoulli sont des cas particuliers de mesures de Markov. En
effet, soit v une mesure de probabilité sur o/. Notons m = (74 8)a,ger la matrice dont
toutes les lignes sont égales a v, c’est-a-dire vérifiant m, 3 = vg pour tous les o, 3 € &7.
Alors v est une mesure m-stationnaire car ) . VaTag = Y ncy Valg = Vg pour tout
B € /. La mesure de Markov bilatére P, ,, associée a (m,v) vérifie donc

n
Pro({weX:wo=ap,...,wp =an}) = Hyai .
i=0

Par unicité, nous avons donc que P, est la mesure de Bernoulli bilatére Ve,

De méme, la mesure de Markov unilateére P, , ;. est égale & la mesure de Bernoulli

unilatere .

Démonstration. Nous ne considérons que le cas bilatére, le cas unilatére se traite de
méme.

En généralisant la terminologie introduite dans l’exemple (2) de la partie 0.1, nous
appellerons cylindre dans ¥ = /% toute partie de ¥ de la forme

[y Omt1, oo e ={w e X Vie[mn], wimk =0},

avec k et m < n dans Z et am, Qmy1, .- ., @, dans o7. Nous dirons que ce cylindre part du
rang k et que sa longueur est n —m + 1. Notons que pour toute mesure p sur ¥ invariante
par le décalage o, et pour tout k € Z, nous avons

w([om,y Qmg1y -y Qpli) = p(o—_k([am, Wty -5 o)) = p([um, Qg1 -, o) -

138. Voir I'exercice E.45 pour des conditions équivalentes & cette hypothése
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Notons que puisque 27 est fini, 'ensemble &y des unions finies de cylindres est une algébre
de Boole engendrant la o-algébre produit de ¥ (voir la note de bas de page 27 pour des
détails).

Afin de construire une mesure de probabilité borélienne P, sur ¥, en procédant comme
dans l'exemple (2) de la partie 0.2, nous la définissons sur tous les cylindres en posant (avec
la convention usuelle qu'un produit vide est égal a 1), pour tous les k,m,n € Z tels que
m<netany,...,a, dans o7,

n—1
Pro([0ms @mits - s 0nlk) = Vay, | [ Tasains € [0, 400]. (63)
i=m

Nous étendons par additivité cette application P, sur I’ensemble &y des unions finies
disjointes de cylindres, ce qui ne pose pas de conflit lorsqu'un cylindre est une union
disjointe de cylindres : en effet, par récurrence, puisque vm = v et puisque la somme des
coefficients de toute ligne de la matrice m est égale a 1, nous avons

Pw,u([ama Um41y -+ Oén]m) = Z Pw,u([aa Qmy - ey an]mfl)
aEd

=Y Pry([om: - any 0fm) -
aEd

Il est alors immédiat de montrer que I'application P, : 6,y1 — [0, +-00] vérifie les propriétés
i), ii) et iii) du théoréme de Carathéodory 0.1. En effet, la propriété ii) est acquise par
construction. Pour montrer la propriété i), ainsi que le fait que ’extension soit une mesure
de probabilité, il suffit de remarquer que puisque v est une mesure de probabilité sur <7,

Pro(X) =Pry( | |lado) = > Prullalo) = > va=1.

acd acd acd

Enfin, la condition iii) du théoréme de Carathéodory est automatiquement satisfaite, car les
unions finies de cylindres sont des compacts de 3, donc si (C, )nen est une suite décroissante
dans &y telle que () Cp, = 0, alors il existe ng tel que, pour tout n > ng, nous avons
Cp=0.

La condition d’invariance de Pr, par le décalage est satisfaite par l'invariance des
mesures des cylindres par décalage (le terme de droite de I'égalité (63) est indépendant de
k) et par I'unicité dans le théoréme de Carathéodory (voir aussi la proposition 0.2 (3)).

Explicitons pour conclure le support de Py ,. Nous avons v, # 0 pour tout a € &7,
vu que le support de v est /. Donc pour tous les ay,, unt1, ..., @p € &7, NOUS avons
Pry([ms mett, oo 5 anlm) 7# 0 si et seulement si 7q,q,,, # 0 pour tout i € [m,n — 1].
Puisque les cylindres forment une base d’ouverts de la topologie produit de X, le résultat
en découle. O

neN

Exercice E.41. Soient &/ un alphabet fini, 7 une matrice de transition sur & et v une
mesure 7-stationnaire sur 7. Soient P = Pr, et P, = Pr, ;. les mesures de Markov
bilatére et unilatére associées a (7, v). Soit my : &% — &N I'application d’oubli du passé,
définie par (zp)nez — (ZTn)nen. Montrer que 74 est une semi-conjugaison de systémes
dynamiques probabilisés entre (2%, P, o) et (&N, Py, 04).

Le résultat suivant calcule ’entropie mesurée des systémes de Markov bilatére (3, P, ., o)
et unilatere (X4,Pr, 4, 04).
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Proposition 6.4. Soient m une matrice de transition et v une mesure w-stationnaire sur
. Alors

h]P)ﬂ,l/ (J) = hPTr,l/,Jr (J+) = - Z VaTap ln(ﬂ-aﬁ) .
a,ped

Démonstration. Nous ne considérons que le cas bilatére, le cas unilatére se traite de
meéme.

Reprenons les notations de la démonstration précédente concernant les cylindres. Consi-
dérons la partition mesurable & = {[a]o : @ € &/} de &/% par les cylindres de longueur 1
partant en 0. Comme nous l’avons vu dans le calcul (58), dans la partie 5.2, de ’entropie des
systémes de Bernoulli avec leur mesure de Bernoulli, cette partition est génératrice pour la
transformation inversible o, car \/]__ 0%y est la partition mesurable par les cylindres de
longueur 2n + 1 partant en —n, et puisque ces cylindres lorsque n parcours N, engendrent
la o-algébre produit de . Nous avons donc, d’aprés le théoréme de Kolmogorov-Sinai 5.3

(8), et la définition 5.3 (1) dans le cas inversible,

n

he,,(0) = he, ,(0,&) = lim Qnialﬁ,y( \/ a*i50)~

i=—n

Or pour tout n € N\{0, 1}, en utilisant dans la série de trois égalités ci-dessous
e la formule (59) (dans laquelle a est égale & &), pour la premiére égalité,
e le fait que

n—1 n—1
InPr,([o—pn, ..., ap]—n) =1n (Vo_n H Wak’ak+1) =Inv, , + Z In Ty apsr s
k=—n k=—n

pour la deuxiéme égalité,

e le fait que la somme des coefficients de chaque ligne de 7P est égale a 1, %" et le fait
que vm? = v pour tout p € N, *” pour la troisiéme égalité,
nous avons

n

Hpm,< \/ O'_i£0> =— Z Pmy([a_n, cee an]_n) lnIPW7V([a_n, ceey an]_n)

i=—n Aoyt €
n—1
= = E : Va_, 1nya7” E I I Moy,
a_n€d QApg1ye e, € 1=—1
n—1 k—1
- § : E : ( E Va_, |I 7rai7ai+1)7rak,ak+1 lnﬂakaak+1
k=—nag,op41€A Q_p,...,0_ 1€ i=—n

TED SN |

Apt2,...,0n € i=k+1

= — Z Vo Inv, —2n Z Vaﬂaﬁln(ﬂaﬁ) .

acd a,BeEA

139. c’est-a-dire Z[ﬁ BpEst Hf;ol Tp;.6:41 = 1 pour tous les éléments Sy € &/, ce qui implique que
Z&sz’aned H;:klﬂ Tag,a;, = 1 pour tous les k € [-n —1,n —2] et agy1 € &
140. ce qui implique que 3>, Va_, Hf;in Teoi,aip1 = Vay, POUr tous les k € [—n + 1,n] et

ap € A
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En divisant par 2n + 1 et en faisant tendre n vers +oo, ceci montre le résultat. ]

Si une matrice de transition 7 sur l'alphabet o/ est apériodique, donc admet une
unique mesure w-stationnaire v™ sur &/ par le lemme 6.2 (2), nous noterons P et Pr  les
mesures Pr = et Pr = 4 respectivement. Le résultat suivant montre que les systémes de
Markov bilatére (Xr,Pr,0.) et unilatére (X, 4, Pr, 0x +) sont mélangeants. L’hypothese
d’apériodicité est nécessaire, comme nous le voyons facilement en prenant pour 7 la matrice
identité.

Proposition 6.5. Soit m une matrice de transition apériodique sur <. Alors le décalage
de Bernoulli bilatére o sur % est mélangeant pour la mesure de Markov Py, et le décalage
de Bernoulli unilatére oy sur X4 est mélangeant pour la mesure de Markov P . .

Démonstration. Nous ne considérons que le cas bilatére, le cas unilatére se traite de
méme.

Reprenons les notations de la démonstration du lemme 6.3. Puisque les cylindres en-
gendrent la tribu borélienne de X, le sous-espace vectoriel de L2(X,P;) engendré par les
fonctions caractéristiques 1o des cylindres C est dense dans L2(X,P,). D’aprés la pro-
position 3.1 (2), il suffit donc de montrer que, pour tous les cylindres C1,Cs de X, nous
avons

lim Pr(Cy N NCy) = Pr(Ch) Pr(Co) .

N—o0
Nous pouvons supposer que C1 = [(m, ..., Op)m et Co = [By, ..., Bglpoum <netp <q.
Nous avons alors, pour N > n — p,
n—1 q—1
Pr(C1 N UﬁNC?) = ng ( H 7T0¢i06i+1) (ﬂ-Nin‘Hn)an,Bp ( H ﬂ-ﬁiﬁi«rl) .
=m 1=p

Pour conclure, puisque Pr(C1) = v ([1'5) Tasass, ) et Pr(C2) = z/gp( g:_; TBifisr ) il
suffit donc de montrer que, pour tous les «, 8 dans &7, nous avons
lim (7™V)og = V5 .
N—>oo( )aﬁ B
Or, par le lemme 6.2 (2), le polynéme caractéristique x(X) = det(X id — ‘m) de la matrice
tr s'écrit x(X) = (X —1)Q(X) ou Q est un polynéme premier avec X — 1, dont les racines
complexes sont les valeurs propres complexes de ‘7 différentes de 1, qui sont donc toutes
de module strictement inférieur & 1. Donc par le lemme des noyaux, I’espace vectoriel R
est une somme directe R? = Ruv™ @ Hy ot Rv™ = ker(*r — id) est la droite vectorielle
propre de valeur propre 1 pour ‘m, et Hy = ker Q(*n) est un hyperplan vectoriel stable
par ‘7 tel que le rayon spectral de la restriction t7r| [, Soit strictement inférieur a 1. En
particulier (t7T| m,)" tend vers 0 dans .Z(H) quand n — 4o0. Par conséquent, la limite
T = A}im (tﬂ)N est le projecteur sur la droite vectorielle R v™ paralléelement & ’hyperplan
—00
vectoriel Hy. De plus, par passage a la limite, la somme des coefficients de chaque colonne
de 7 est égale a 1. Les coefficients matriciels de 7 sont donc 7,3 = v} pour tous les o, § € &7,
et Hy={veR” 3 ., va =0} Par conséquent A}im (TN )ap = Tap = Toa = vj pour
—00

tous les a, 8 € &/, comme voulu. O
Remarque. Avec l'exercice [.44, ceci montre en particulier qu’un systéme dynamique
mesurable symbolique (27%,0) sur un alphabet fini ./ ayant au moins deux éléments
admet une famille non dénombrable, & plusieurs parameétres réels, de mesures de probabilité
invariantes, mélangeantes et deux a deux étrangéres.
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6.2 Théorie ergodique de la transformation de Gauss'*’
6.2.1 Fractions continues

Rappelons que si u est un nombre réel, alors nous notons |u| = max{n € Z : n < u}
la partie entiére inférieure de u et {u} = u — |u| sa partie fractionnaire.
Il est facile d’approcher tout réel x par un rationnel % de dénominateur ¢ = N avec

une erreur d’au plus ﬁ Mieux, si nous autorisons un dénominateur ¢ < N, nous pouvons
I’approcher avec une erreur d’au plus q% (c’est un théoreme de Dirichlet). Cela résulte
du lemme des tiroirs de la maniére suivante. Découpons U'intervalle [0, 1] en N intervalles
I, = [%&, 5] pour k € [0,n — 1]. Parmi les N + 1 valeurs de {nz} pour 0 < n < N, deux
d’entre elles {nix} et {noz} sont dans le méme intervalle. Le réel (na — ny)x différe donc
d’un entier p par au plus % Par conséquent (en supposant ng > nj) avec ¢ = ng — nq,

nous avons
P 1 1
oD <t
¢~ qN " q
Le développement en fraction continue est une méthode qui permet de trouver rapidement
une telle approximation rationnelle. Voici cette méthode.

Pour z dans ]0,1], notons a1 = a1(z) = | 2|, et

v = {3} =5 - 5] =5 — ).

T

Pour n > 1, posons, lorsque c’est défini, a, = a,(x) = a1(¥" (z)). Remarquons que

an > 1car L >1siz€]0,1]. Comme y = m pour tout y dans |0, 1], nous avons
par récurrence 'égalité
1
e 1
ay + 1
az + 1
ap—1+ ———7rr
el an + @D"(f’?)

Posons z,, = ¥"(x) € [0,1] pour tout n € N tel que " (x) soit défini, de sorte que, si

Y"(x) # 0, alors
1 1

T e (@) F O(E)  appt + B

xTn = V" (x)

Posons pg = 0, g0 = 1, p1 = 1 et ¢1 = ay. Définissons par récurence (de deux en deux),
pour tout n > 1 tel que an41 soit défini, des entiers ppy1, ¢nr1 € N par

{ DPn+1 = Qp+1Pn + Pn—1 (64)
Qn+1 = On+1qn + qn—1

Nous pouvons vérifier par récurence que
Pndn—1 — Pn—19n = (_1)71—1 . (65)
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En particulier, p, et g, sont premiers entre eux. Par récurrence, nous obtenons que

_ Pn + Pn—1Tn
Gn + Gn—-1%n

Tout ceci est bien défini tant que ¥"(x) ne s’annule pas, et le développement en fraction
continue x — (a1(x),az(x),...) s’arréte si et seulement si z est rationnel.

Soit X ’espace topologique [0, 1] — Q muni de la topologie induite de R. L’application
¥ : X — X, définie par ¥(z) = {%}, est appelée la transformation de Gauss. Pour tout
nombre irrationnel x € R\Q, nous avons, en posant a, = a,(x — [z]),

1
r=|z|+ lim
n——+00 1

a +

1
ap—1+ —
n
L’application 1 est continue & gauche sur ]0, 1], et discontinue en tout % pour k € N\{0, 1}.
Elle préserve [0, 1]\Q et est continue sur [0, 1]\Q. Le graphe de la transformation de Gauss
1 sur son domaine de définition dans [0, 1] est le suivant.

Lemme 6.6. Considérons l’alphabet o7 = N~\{0}. L’application © : x — (a1(x), az(x),...)
est un homéomorphisme de l’espace [0, 1]\Q, muni de la topologie induite de R, sur l’espace
™0} mmuni de la topologie produit de la topologie discréte sur of . De plus, si oy est le
décalage o gauche sur /™ alors le diagramme suivant commute :

0,1]~Q -2 ™0}

vy b
0,1]~Q -2 ™0}

La derniére affirmation dit que les systémes dynamiques topologiques ([0, 1]\ Q, ) et
(7™M} 5, ) sont topologiquement conjugués. Notons que Palphabet o7 = N~ {0} est
infini.

Démonstration. Nous ne vérifierons que l'injectivité, par des arguments qui nous reser-
viront plus tard. Le reste des affirmations est laissé en exercice.
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Notons I; = al_l(ﬁ) = ]H%, %] pour tout ¢ dans «7. Pour tout a = (aq,...,a,) € A",
notons

Ia = Ia1 N 1/}71([@2) M---n winJrl(Ian)
- {.’IJ € [07 1]\(@ : Gl(-’ﬁ) =at,.. '7an($) = a‘TL} = @_1([0’17 ses 7an]) .

D’aprés les calculs précédents, 'application 9" induit une bijection de I, sur [0, 1], dont
I'inverse est monotone, continu, et donné par la formule
+ Pn—
. Pn T Pn-1Y
Gn + qn—1Y
ou pour tout n € N les entiers positifs ou nuls py, ¢, sont définis par les formules (64).
Nous pouvons vérifier que g, tend en croissant vers +oo. En effet, puisque a,, > 1 pour

tout n € Nx\{0}, la seconde égalité de la formule (64) montre par récurrence que ¢n4+1 > g
et g, > n. Nous en déduisons que I, est un intervalle, qui a pour extrémités 22 et M

qn qn+qn— 1’
et donc que la longueur A\(I,) de I, vérifie, par la formule (65),
1 1
Mo)=—F——<—5 — 0.
4n(gn + an-1) = @i nooc
D’ou le résultat : pour tout z € [0, 1]\ Q, nous avons ﬂ Loy (2),.an(z)) = 12} O

neN

6.2.2 Ergodicité de la transformation de Gauss

L’étude des fractions continues est intimement liée a celle du systéme dynamique me-
surable (X = [0,1]\Q, v : z — {1}).
Proposition 6.7.
(1) (Théoréme de Gauss) La transformation de Gauss ¢ préserve la mesure de proba-
bilité v (dite mesure de Gauss) sur X définie par
Lodry
n2'‘1+z’"

M:

(2) La transformation de Gauss ¢ est ergodique pour la mesure de Gauss .

Remarquons que la mesure de Lebesgue et la mesure de Gauss sur [0, 1] sont absolument
continues l'une par rapport a l'autre, c’est-a-dire qu’elles ont les mémes ensembles de
mesure nulle.

Démonstration. (1) Pour tout n € N\ {1}, la restriction w‘[ L1y de ¢ a [Tﬂﬁ] NnX

est 'application définie par ¢ — ; — Llj = 1 _ pn. Pour tous les n € Nx{1} et s € [0,1],
1 1

t t
la série de terme général GFOGTaTD) = stn — sFag1 converge uniformément en s € [0, 1],

1 212 .
vers 1, par somme téléscopique. Pour toute fonction positive mesurable f sur [0, 1], par
changement de variable, nous avons

/(]lf(w(t M_Z/ - 1+t_z:/ (s+mn)? a(li+s+n)
/f )2 (s +n) S+n+1 ds:/o f(s)lc_lss

n:l
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(2) Afin de démontrer I'ergodicité de la transformation de Gauss, nous aurons besoin
de l'inégalité de gauche dans le lemme suivant ('inégalité de droite sera utile pour montrer
le mélange). Reprenons les notations du lemme 6.6.

Lemme 6.8. (Condition de Renyi '*!) II existe des constantes c,c’ > 0 telles que, pour
tout borélien A de [0,1]\Q, tout n € N et tout a = (ay, ....,an) dans ™, nous ayons

e uTa)u(A) < (T N ~™(A)) < ¢ p(Ta)u(A)

Démonstration. Soient A,n,a comme dans ’énoncé. Il suffit de montrer cette double
inégalité en remplagant la mesure de Gauss p par la mesure de Lebesgue A = dx, car nous
avons A < (2In2)p < 2\. Rappelons que ¥™ est une bijection de I, \Q sur [0,1]\Q,

d’inverse I’homographie v, : y — %. Ecrivons alors par changement de variable
n n—

A N (4)) = /w s /A ()] dy

Par la formule (65), nous avons [¢/,(y)| = m pour tout y € [0,1]\Q. Comme une

e e 1 . .
primitive de y — T St Y = — o iray ¢t en prenant A = [0, 1], nous avons

AI,) = m. Puisque ¢,—1 < gp, pour tout y € [0,1]\Q, nous avons

1 1 1

AN) € ———— < W < = <20(1,

2 ( ) N (Qn +Qn71)2 B |¢ (y)| Q’r2L ( )
Par intégration sur y € A, nous obtenons que 2 A(I)AN(A) < A(IaNp~"(A4)) < 2A(L,)A(A),
comme voulu. g

Fin de la démonstration de la proposition 6.7. Soit A un borélien de X tel que
¥p~1(A) = A. D’aprés la condition de Renyi 6.8, la mesure borélienne signée sur I’espace
mesurable X définie par Y — v(Y) = p(ANY) — ¢ p(A)u(Y) prend des valeurs positives
pour tout Y = I,. Elle prend donc, par approximation, des valeurs positives sur toutes les
fonctions continues positives. Donc v est une mesure positive. Nous avons donc v(°4) =
—c p(A)p(°A) > 0. Donc p(A) vaut 0 ou 1, et la mesure de Gauss p est ergodique. O

Exercice E.42. Avec les notations du lemme 6.6, pour tout cylindre initial [aq, ..., ay]
de @™ 0} calculer sa mesure pour la loi image O.u en fonction des approximations
rationnelles Z—Z.

Nous en déduisons la propriété suivante sur la fréquence d’apparition d’un entier £ dans
le développement en fractions continues d’un réel x.

Corollaire 6.9. Pour Lebesgue-presque tout x dans [0, 1], pour tout £ dans N\ {0}, nous
avons

1
lim - Card {k € [1,n] : ar(x) = ¢} = log, (1 +

n—o0

i)

Emile Borel Felix Bernstein

Alfréd Rényi
141.  1921-1970 1871-1956 1878-1956
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Démonstration. Soient £ € N\{0} et X = [0,1]~Q. Rappelons que ay(z) = a1 (" (z))
pour tous les £ € N\ {0} et z € X. Appliquons le théoréme ergodique de Birkhoff a la
transformation de Gauss ¥ : X — X (qui est ergodique pour u par la proposition 6.7
(2)) et & la fonction caractéristique f = L{zex: a,(x)=¢} du borélien a7t (0) de X (qui est
p-intégrable). Alors pour p-presque tout x € X (donc Lebesgue-presque tout x € [0, 1]),
la limite de I’énoncé du corollaire 6.9 existe et est égale a

1
1 7 dx 1 1 1
/de“:mz ey (it )

1
+1
1

= logy (1+m> .

6.2.3 Meélange de la transformation de Gauss
Avec un peu plus de travail, nous pouvons préciser la proposition 6.7.

Proposition 6.10. La transformation de Gauss i est mélangeante pour la mesure de
Gauss p.

Le lemme suivant nous donne un renseignement trés proche du mélange.

Lemme 6.11. Il existe des constantes ¢, > 0 telles que, pour tous les boréliens A, B de
[0, 1], nous ayons

e u(AY(B) < lminf p(ANY"(B) < lmsup p(A06"(B)) < wl(A)p(B) . (66)

n—00 n—00

Démonstration. Reprenons de nouveau les notations de la démonstration du lemme 6.6.
Notons %, la o-algébre sur X engendrée par les I, N X avec a = (a1,...,a,) € o et
n € Nx{0}. D’aprés la condition de Renyi 6.8, la formule (66) est vraie pour A = I,,, donc
aussi pour A dans la famille ' = U,;>1%,,. Montrons par un argument d’approximation
que cette assertion est donc vraie pour tout borélien.

Rappelons que AA A" = (ANA) U (A’ A) désigne la différence symétrique de deux
parties A, A" d’un ensemble. Par le lemme 5.2, comme la o-algébre 2 des boréliens de [0, 1]
est engendrée par sa sous-algébre de Boole %', pour tout A dans %, nous avons

Ve>0, JA B, wAAA)<e.

L’assertion (66) pour A’ permet de montrer l'assertion pour A a e prés. Comme € est
arbitraire, I'assertion (66) pour A s’en déduit. O

Démonstration de la proposition 6.10. Posons Y = [0,1] x [0,1], ¢ : Y — Y lapplica-
tion mesurable définie (presque partout) par (z,2’) — (¥ (z),¥(2")), v = p@p la mesure de
probabilité produit sur Y, f, : [0,1] — Y I’application mesurable définie (presque partout)
par z — (z,¢"(x)) et vy, = (fn)«it, qui est une mesure borélienne ¢-invariante sur Y car
Y et Y™ commutent. Notons que pour tous les boréliens A et B de [0, 1], nous avons

v(A % B) = u(f (A x B)) = f(Any™"(B)) ,

et pour toutes les fonctions continues f, g sur [0,1], avec f-g : (z,y) — f(z)g(y), nous
avons
[ an=[Ggotudn=[ fagovan,
Y Y [0,1]
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Donc dire que 9 est mélangeante, c’est dire que v, converge pour la topologie faible-étoile
vers v (voir la proposition 3.1 (3)). Par la compacité et métrisabilité faible-étoile de 'espace
Probg(Y) des mesures de probabilité ¢-invariantes sur Y (voir la propositioni 0.6), il suffit
de montrer que si une sous-suite (v, )xcn converge la topologie faible-étoile vers une mesure
de probabilité v, alors ve = v.

Affirmation 1. Pour tous les boréliens P, Q) de Y, nous avons

Ar(P)r(Q) <liminfv(PN¢~"(Q)) -

Démonstration. Cette affirmation résulte du lemme 6.11, lorsque P et ) sont des produit
de boréliens P = A1 x As et Q = By X Bs, et donc aussi lorsque P et () sont des réunions
finies disjointes de tels produits. Le cas général s’en déduit par approximation, comme
ci-dessus. [l

Affirmation 2. La mesure de probabilité v est ergodique pour ¢.

Démonstration. Si ) est un borélien de Y tel que ¢~(Q) = @Q, alors en prenant P = °Q
dans Paffirmation 1 précédente, nous obtenons que v(Q)v(°Q) = 0, donc v(Q) € {0,1}. O

Affirmation 3. Pour tout borélien P de Y, nous avons v (P) < v(P).

Démonstration. Ceci résulte du lemme 6.11 lorsque P est un produits P = A x B avec

A et B ouverts, car ve(P) < limsupy,(P) < dv(P). Le cas général s’en déduit par
n——+oo
approximation, comme ci-dessus. Il

Terminons la démonstration de la proposition 6.10. Les mesures v et v sont des
mesures de probabilité ¢-invariantes sur Y. La mesure v, est absolument continue par
rapport & v par l'affirmation 3 précédente. Comme v est ergodique par I'affirmation 2,
nous avons Ve, = v (voir 'exercice E.14) . O

6.3 Exercices

Exercice E.43. Soit A = (A, 8)a,8cw une matrice carrée de coefficients égaux a 0 ou 1.
Nous appellerons période d de A le plus grand diviseur commun de ’ensemble

(neN{0}:Jaecd, (Aaq #£0},

avec la convention que d = oo si cet ensemble est vide. Montrer que A est apériodique si
et seulement si A est irréductible de période 1.

Exercice E.44. Soient 7 et 7’/ deux matrices de transition apériodiques distinctes, indexées
par un méme alphabet fini .o7. Montrer que les mesures de Markov P et P, sur 7% sont
étrangeres.

Exercice E.45. Soient &/ un alphabet fini, 7 une matrice de transition sur ./, v une
mesure m-stationnaire sur &7, et P = P, ou P = P, , ; la mesure de Markov bilatére ou
unilatére associée a (m,v). Montrer que si 7 est irréductible, alors la mesure 7-stationnaire
v est de support total dans & et, en étudiant la convergence en moyenne des puissances
de 7, qu’elle est unique. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Les systémes de Markov bilatéres et unilatéres associés a (m, ) sont ergodiques et la
mesure m-stationnaire v est de support total sur <.
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(2) La matrice de transition 7 est irréductible.
(3) La mesure w-stationnaire v est de support total sur <.

Pour monter que (2) implique (1), on pourra utiliser la caractérisation de l'ergodicité par la
convergence en moyenne de Césaro des coefficients de corrélations sur un m-systéme (voir
I'exercice E.13 (6)).

Donner un exemple oul le systéme de Markov bilatére associé a (m,v) est ergodique,
mais ou la mesure m-stationnaire v n’est pas de support total sur <.

Exercice E.46. Soit o/ 'alphabet {a,1,2,b}.

(1) Montrer qu’il existe une matrice de transition 7 = (7 8)a,geer sur &7 dont les coef-
ficients non nuls sont exactement 7, 1,711, 71 b, 72,4, T2, €t qu'elle admet une unique
mesure m-stationnaire v. Notons Z# la o-algébre produit de /%, = P, la mesure
de Markov bilatére associée sur (o7 Z,%), > son support et ¢ la restriction a ¥ du
décalage a gauche sur o/Z.

(2) Montrer que le systéme dynamique mesuré (X, %, u, ¢) est mélangeant.

(3) Notons A = {(zp)nen € X : 0 € {a,b}}. Montrer que le systéme dynamique induit
(A, Ba, s, da) (voir I'exercice E.17) n’est pas mélangeant.

Exercice E.47. Soient .27 l'alphabet {0,1}, X l’ensemble des suites (w;)ieny € @Y telles
que w;w;+1 = 0 pour tout ¢ € N, et 04 : X — X le décalage unilatére a gauche.

Soient I = [0,1] et B = 1+T‘ﬁ le nombre d’or (vérifiant 3 > 1 et 32 = B+ 1). Notons
© : X — I lapplication définie par

(wi)ien Z -

41 7
1€EN B

Notons ¢ : I — I lapplication = — {fz} (ou {z} est la partie fractionnaire de z € R),
appelée la dilatation d’or).'*?

(1) Pour tout p € |0,1[, montrer qu’il existe une et une seule mesure de Markov p, sur
/N de support égal & X donnant probabilité p de passer de I’état 0 & ’état 0. Calculer
'entropie mesurée h,, (o4 ).

(2) Montrer qu'il existe po € ]0,1[ tel que hy,, (o) soit maximal. Notons p = pp, pour
simplifier. Quelle est la valeur de h, (o4 )?

(3) Montrer que © : X — I est bien définie, surjective et continue. Décrire la mesure
image p' = O,pu.

(4) Vérifier que les systémes dynamiques (X, u,04) et (I, 1/, ¢) sont conjugués et mélan-
geants. Calculer h,/(¢).

Exercice E.48. Montrer que la fonction f : [0,1] — R définie par f(0) = 0 et, pour tout
k € NX\{0}, par f(x) = Ink si x € ]k—il, 7] est intégrable pour la mesure de Lebesgue
de [0, 1]. Montrer que pour presque tout z € [0, 1], de développement en fraction continue
(ai)ien-{0}, la moyenne géométrique des n premiers coefficients de fraction continue de x

est constante, donnée par

n 1 +o0o
= 1 log, k
i (TTe) =11 (% )™
n—+00 H ' H * k2 + 2k
=1 k=1
142. Voir par exemple [['T] pour des généralisations.
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6.4 Indications pour la résolution des exercices

Correction de P’exercice E.45. Nous ne traitons que le cas bilatére, la démonstration
dans le cas unilatére est semblable. Nous commencons la démonstration par des remarques
préliminaires.

Pour tous les cylindres centrés C' = [a_g,...,ax]_r et D = [B_y,..., B¢ _¢ dans &%,
et par la définition de la mesure de Markov bilatére P = P, ,,, pour tout n > k + ¢, nous

avons
-1

k—1
P(Cﬂ U_nD) = Va—k( H Waiaz‘ﬂ)(wn_k_e)akﬂ_z( H Trﬁjﬁj+l) . (67)
i=—k j=—t

En appliquant cette formule au cas particulier ot k = ¢ = 0, C = [a] et D = [f], nous
avons P([a] No™"[B]) = va(1™)ags-
Par le théoreme de Birkhoff 2.2 appliqué a la fonction caractéristique 1ig, qui est L

-1

= Z;:ol Lig o o' converge dans !, donc faiblement dans

la moyenne de Birkhoff S, 15
L2 par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, vers une fonction intégrable % Donc pour tout

a € o tel que v, > 0, nous avons

. 1 n—1 . . 1 n—1 »
o S D)o = tim 535 F(al N~ [A)
i= i=

n—1
S .
- ngl—}-loo ﬁ —o LZ ]l[a]]l[m oot dF

n—1
. 1 Z. -
= [ (= ?_o: L 00') dP = /ﬂ Il dP.  (68)

Montrons tout d’abord que l'assertion (2) implique lassertion (3). Soit 5 € <. Pour
tout v € & tel que v, > 0 (qui existe car v est une mesure de probabilité sur <7), puisque
7 est irréductible, il existe n € N~ {0} tel que (7"),3 > 0. Or v = v7" puisque v est
m-stationnaire. Donc

Vg = Z Va(T")ap > V’y(ﬂ'n)’yﬂ >0,
acd

ce qui montre l'assertion (3).

Montrons que l'assertion (3) implique l'unicité de v et I’assertion (1) dans le cas bilatére,
le résultat dans le cas unilatére est analogue. Supposons donc que v, > 0 pour tout
a € /. La formule (68) montre que la limite lim %Z?;ol (m*)ap existe. Notons-la @ =

n——+oo
(gaB)a,peer- Cest une matrice de transition (comme vu dans la démonstration du lemme

6.2 (1)). De plus, par I'effet de la moyenne, nous avons Qm = 1Q = Q et Q> = Q.

Montrons que les lignes de la matrice () sont égales. Pour tout 5 € &7, soit a € & tel
que ¢og = MaXy/cy Jo/g- Puisque Q? = @, nous avons doB = ZveA JayGy8, donc gqg est
une moyenne (puisque la somme des coefficients de la ligne d’indice « de @ est égale a 1)
de nombre positifs ¢,g pour v € &7, qui sont tous inférieurs ou égaux & ¢,3. Les nombres
¢y pour v € A sont donc tous égaux, ce qui montre le résultat.

Montrons I'unicité de la mesure m-stationnaire v. Soit v’ une mesure m-stationnaire.
Puisque /7 = v/, et donc v/7* = v/ pour tout i € N, en moyennant cette formule, en
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passant & la limite et en utilisant le fait que les coefficients de toute colonne fixée de @)
sont égaux et que la somme des coefficients de v est égale & 1, nous avons donc

1n—1
V== g T=1/Q=v,
=0

n

ce qui montre le résultat. En particulier, comme les lignes de ) sont des mesures -
stationnaires, pour tous les o, 8 € &7, nous avons Nlim % Zf:[;ol (T™)aB = qap = V3.
——+00

Reprenons les notations k,¢,C, D du début de la correction de cet exercice. Par la
formule (67), nous avons donc

N-1 k—1 £—1
. 1 —n
Nl—lgloo N nz::l P(CNo™"D) = va_, (Zl__[k Waiaiﬂ)yﬁ—e (jl_L ﬂ-ﬁjﬂj-&-l) =P(CO)P(D) .

En utilisant la caractérisation de l’ergodicité par la convergence en moyenne de Césaro
des coefficients de corrélations sur le m-systéme formé des cylindres centrés de 7% (voir
Iexercice E.13 (6)), ceci montre I'ergodicité de (&%, P, o).

Montrons enfin que (dans le cas bilatére) I'assertion (1) implique I'assertion (2). Si
(o Z P, o) est ergodique, alors avec les notations ci-dessus, la fonction L est P-presque
partout constante égale a [, L5 dP = vg pour tout 8 € /. Donc par la formule (68),

o . . : 15 wn—1/ 4 _ .
pour tous les «, 8 € &7, nous avons VanEI—&I-loo =D ico (1")ap = vavs. Commes v, et vg sont

non nuls par ’hypothése de I’assertion (1), ceci implique que nll)rfoo % Z?;Ol(ﬂ'i)aﬁ est non

nul. Donc a fortiori il existe i € N tel que (7%),5 # 0, ce qui montre P'assertion (2).

Soit 7’ une matrice de transition irréductible pour un alphabet fini 7/, et v/ son
unique mesure 7’-stationnaire. Considérons l'alphabet &7 = {w}U.o7 ot w ¢ &7, la matrice
= (42) (desorte que my =let ma g =0sia =wou f =w) et v = (1, =0,/). Alors
il est immédiat de vérifier que 7 est une matrice de transition non irréductible et que v
est une mesure 7-stationnaire. Soit P = P, ,,. L’ensemble (&7')% est une partie o-invariante
de /% de P-mesure totale, car son complémentaire est |J,c;{(c:)iez € Z% : an, = w},
qui est de mesure nulle comme union dénombrable des ensembles [w], de mesure nulle
P([w]n) = v, = 0. Puisque 7’ est irréductible, il découle de 1’équivalence précédente que
(77, P,0) est ergodique, car la propriété d’ergodicité est invariante par passage a une
partie invariante de mesure totale.

b
) ou

Correction de l’exercice E.46. (1) et (2) En utilisant 'ordre a < 1

I’alphabet 7, les telles matrices sont les matrices de la forme m =

o= OO
o ow O

x,y €]0,1] vérifient  + y = 1. Un calcul élémentaire montre que

2y x° + 2y 3y zhy + 12
6 23y 20 +32%y 2ty +9? 2Py + 229
vy 2t +y x2y 3y
Y z3 Ty 2y
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dont tous les coefficients sont strictement positifs. Donc la matrice de transition 7 est
apériodique. Il découle alors du lemme 6.2 (2) et de la proposition 6.5 qu’il existe une
unique mesure m-stationnaire et que la mesure de Markov associée p est mélangeante pour
le décalage bilatére & gauche sur 7%, donc sur le support de p. La mesure 7-stationnaire
est par ailleurs v = (v, = %, v, = %, vy = %, vy = i) par unicité.

(3) Pour tout « € &7, notons [« le cylindre {(x,)nez € X : 29 = a}. Alors A = [a] U [D]
et sa mesure est u(A) = p([a]) + p([b]) = vo + v = 3. Pour tout k € N\ {0}, notons
1¥ = 111...11 la suite ot le symbole 1 est répété k fois. La mesure de Markov du cylindre
[1¥] est par définition p([1F]) = viaf ! = 1 2%71, qui tend vers 0 quand k tend vers +oo.
Les éléments de [a] dans le support de p qui ne commencent pas et ne terminent pas par
une infinité de 1 (ceux-ci formant un ensemble de mesure pleine dans [a]) sont de la forme

x=...1"2b2a1"1b2a1™|al™ b2a1™?b2a1"b2a . . . |

o n; € N {0} pour tout i € Z et ou la barre indique 'endroit aprés lequel se trouve
le coefficient xg d’indice 0 de la suite z = (z;);cz. Comme les lettres a et b apparaissent
de maniére alternée dans x, nous avons donc ¢,*"([a]) = [a] pour tout n € Z (modulo

ensemble de mesure nulle), donc pa([b] N ¢,*"([a])) = pa([b] N [a]) = 0 ne converge pas

vers jua([b])pa((a]) = “0RRGeD — 4.

Correction de I’exercice E.47. Remarquons tout d’abord que X est bien invariant par
le décalage a gauche o, et que le graphe de l'application ¢, affine de pente § sur [0, %[ et

[%, 1], donc mesurable, est donné par le dessin ci-dessous.

14

=

T
B

(1) Soient m = (7% 7%1) une matrice de transition sur 'alphabet o/ = {0,1}, v une
mesure 7-stationnaire sur o/ et P4 la mesure de Markov (unilatére) associée a (m,v) sur
/N, La probabilité de transition de passer de I'état 0 & 1'état 0 est p si et seulement
moo = p. Le support de toute mesure de Markov P (unilatére) de matrice de transition 7
et de mesure 7-stationnaire v de support total dans & est {(w;)ien € &N @ My, 0, # 0,
par le lemme 6.3.

La mesure v n’est pas la masse de Dirac en 0 sur o/, car (1 0)m = (p *) # (1 0). La
mesure v n’est pas la masse de Dirac en 1 sur &, sinon ’égalité vm = v donne w9 = 0

155



et m11 = 1. Alors Py est la masse de Dirac en la suite constante (1);en, donc son support
n’est pas X. Donc v est de support total dans <.
Donc le support de Py est X si et seulement si w17 = 0. Comme la somme des coefficients

de chaque ligne d’une matrice de transition est 1, nous avons donc w = (119 ! p) Cette

. . o . 2. 1_
matrice de transition est apériodique, car les coefficients de 72 = (p +pl p p(ll_ ;)) sont

tous strictement positifs. Elle admet donc une unique mesure mw-stationnaire v, par le
lemme 6.2 (2). Ceci montre 'existence et 'unicité de .

Nous avons v, = (Vo = ﬁ, v = % z ) car il est facile de vérifier que v,m = v. Par la
proposition 6.4, nous avons
1
hy, (o) = Z VaTap In(map) = sy (plnp+ (1 —p)In(1 —p)) .
a,fed

(2) L’application ¢ — 5 (tInt+ (1 —t)In(1 —¢)) (qui vaut O en ¢t =0 et en ¢t = 1) est
lisse sur ]0, 1] et a pour dérivée ¢ ﬁ (In(1 —¢) — 21Int). Celle-ci ne s’annule sur [0, 1]

qu’en I'unique solution de 1’équation t? = 1 —t dans [0, 1], qui est py = @

=1 De plus,
Ppo est un maximum, car 'entropie est positive ou nulle. Enfin, puisque 1 — pg = pg, nous

avons
1+ 2p0

2 -

=Inp

1
hu(oy) = N (poInpo + 2pg Inpy) = —po Inpg

car po = § ot 3375 = yrr1p = |

(3) Pour tout w € &7, la série a termes positifs ou nuls définissant ©(w) est convergente,
car B > 1 donc ) . ﬁ < +4o00. Si de plus w € X, alors comme le produit de deux
coefficients consécutifs w; et w;+1 de w est nul, et par un argument de série géométrique,
O(w) est majorée par ),y BQ}H 61 1 , qui vaut 1 car ﬁ + é = 1. Donc © est a

valeurs dans I. Il est immédiat que 6 est Continue, car si les suites w et w’ ont les mémes
n premiers termes, alors [O(w) — O(W)] < 32,5, #, qui tend vers 0 quand n — +o00,
comme reste d’une suite convergente.

Nous avons vu que 1 = @((%(1+(—1)i))ieN) est dans I'image de ©. Pour tout z € [0, 1],
posons wy = |Bx| et par récurrence, pour tout n € N,

o= (o3|

Comme pour tout ¢ € [0, 1], nous avons St € [0,5] C [0,2[ et par récurrence, nous avons

wy, € {0,1} pour tout n € N. De plus z = 3" Bﬁl' Siwp = 1, alors $—% <1- % = 6—12,
donc wy = 1. Par récurrence, pour tout n € N, nous avons que si w,_1 = 1, alors w, = 0.

Donc (w;)ieny € X et © est surjective.
Nous laissons le lecteur montrer, en explicitant la mesure des cylindres [wp, ..., wy]
dans X et en discutant suivant que wy = 0 ou wy = 1, que

/

1) Leb|[0,5_1] + Leb‘[ﬁ_u[ .

! 1
B B 1+p572
(4) Soit w = (w;)ien € X. Si (wit1)ien # (5(1+ (—1)i))i€N, alors 3y % < 1, donc
1N w;i
w(Ow) ={5(5 + 3 > 5= Z ‘;;11 = O(0+(w)) -
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La mesure p est non atomique. Donc p-presque partout, nous avons o © = Qo oy.

Si pour tout n € N, nous avons (wi4n)ien # (5(1+ (—1)i))ieN, alors pour tout i € N,
w; = {B1O(w)}. Donc O est u-presque partout injective. Puisque la matrice de transition
7 est apériodique, le systéme de Markov (X, u,04) est mélangeant par la proposition
6.5. Puisque les conjugaisons de systémes dynamiques probabilisés préservent la propriété
de mélange et l'entropie mesurée, nous avons donc par la question (2) que (I, p/, @) est
mélangeant et d’entropie h,/(¢) = hy(oy) =Infj.

Correction de ’exercice E.48. Notons A la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Nous avons

1 +o0 +o00
[rn= S d]) - 5 <+

En notant p la mesure de Gauss sur [0, 1], nous avons A < (2In2)u < 2\. Donc f est aussi
intégrable pour p. Notons ¢ : [0, 1\Q — [0, 1]\Q la transformation de Gauss. Remarquons
que pour tout irrationnel € [0, 1], nous avons f(x) = ai(z), donc f(v*z) = ap,1(z) pour
tout k£ € N. Rappelons que la transformation de Gauss ¢ est mélangeante, donc ergodique,
pour la mesure de Gauss p, voir la proposition 6.10. Par le théoréme ergodique de Birkhoff
2.2, pour p-presque tout z € [0, 1], donc pour A-presque tout x € [0, 1] puisque p et A sont
absolument continues 'une par rapport a ’autre, nous avons

| " L !
o ((100) = 3o =t (St - [ v

Ink 1
lHQZ/ md’f kzlong 1”(” k2+2k) ‘

En prenant I’exponentielle, le résultat en découle.

7 Problémes récapitulatifs de théorie ergodique

7.1 Enoncés des problémes

Exercice E.49. Soit (X, %, 1, ¢) un systéme dynamique probabilisé a temps discret. Il
est dit faiblement mélangeant si

VA,Be %, lim Z\uArw B)) = u(A)u(B) [ =0, (69)
n—4+oo N
ou de maniére équivalente, en notant || || et (, ) le produit scalaire et la norme de 'espace

de Hilbert LE(X, ) = {f € L*(X,1;C) : [y f du = 0}, et Uy : f — f o ¢ l'opérateur de
Koopman de (X, 8, u, ¢), si

Vfeld(X,p), lim Z\U¢f, fy|=0. (70)

n—+oo n

Le systéme dynamique (X, %, u, ¢) est dit totalement ergodique si pour tout n € N\ {0},
le systéme dynamique probabilisé a temps discret (X, B, u, ¢™) est ergodique.

Soient T! = R/Z le cercle, a € (R — Q)/Z un élément irrationnel de T!, m la mesure
de Haar normalisée de T', et 7, : T* — T la translation t — t + «.
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(1) Montrer en utilisant la définition (70) que (T, m, 74) n’est pas faiblement mélangeant.

(2) Munissons Z/27Z de la loi uniforme A et le produit T! x Z /27 de la mesure produit m =
m®A et de la transformation 7, : (7, y) = (7a(z), y+1). Montrer que (T xZ/2Z, m, T, )
est ergodique, mais pas totalement ergodique.

(3) Montrer en utilisant la définition (69) que si le systéme dynamique (X, %, u, d) est
faiblement mélangeant, alors il est totalement ergodique.

Exercice E.50. Soit p = 1—5—27\/5 ~ 1,618 le nombre d’or, dont il suffit de se souvenir qu’il

vérifie p> = p+ 1 (ou % =p—1ou p% =2—p) et p> 1. Sur Uintervalle X = [0, 1] muni

de sa og-algébre borélienne et de la mesure de Lebesgue p, considérons la transformation
pt sit [0, ]

¢;X—>Xdeﬁmepart'—>{2_pt Site[%al]‘

Notons « la partition mesurable de

X définie par

1 1 1 1

%) 7-[2: To 7-[3: 771 }

R )

Munissons I'ensemble fini non vide o/ = {1,2,3} de la topologie discréte, et notons o :
N — /N le décalage (a gauche). Rappelons que pour tous les A, B € 4, la probabilité

relative de A sachant B est définie par u(A | B) = % sipu(B) #0et u(A| B)=0

a:{hzm,

sinon.

(1) Calculer et dessiner le graphe de ¢, la partition « a la fois sur I’axe horizontal et sur ’axe
vertical, les images ¢(11), ¢(I2), ¢(I3) sur 'axe vertical, et la partition image réciproque
¢ o sur 'axe horizontal, en couleurs différentes. Un dessin soigneux facilitera les
calculs ci-dessous. Est-ce que I'application ¢ préserve la mesure p?

(2) Soit © : X — &N TI'application qui & tout élément ¢ € X associe la suite O(t) =
(e(t)k‘)keN = (2%)ren ol pour tout k € N, nous avons ¢*(t) € I,,. Montrer que
pour tout n € N et pour tous les zq,...,z, € &, intersection (}_, ¢ *(I,) est un
intervalle de longueur au plus p~" contenu dans I,. En déduire que © est injective,
et montrer que son image est positivement invariante par le décalage o .

(3) Pour tous les i,j € o7, calculer la probabilité relative
mig=p({te X0 =4} {te X:0(t)=i}).

Montrer que la matrice 7 = (m; j)1<i j<3 est une matrice de transition, et que v =

2 . .
(1/1 =0, = ﬁ, Vg = 1_’;7) est une mesure w-stationnaire sur ..

(4) Notons P = P, ,, 1 la mesure de Markov sur &/ associée a (7, v). Montrer que Q =
{(zp)peny € &N :V k €N, 21, # 1} est une partie mesurable presque-invariante par o
de mesure totale pour P. Montrer que le systéme dynamique probabilisé (€2, Pq, (04) ‘Q)
est mélangeant et calculer son entropie.

(5) Notons L'(X, u) = LY(X, u; C). Soit L : LY(X, ) — LY(X, ) Vopérateur de transfert
de ¢ défini, pour tous les f € L1(X, u) et t € X, par

L:fw— <t|—> ;SG;(t)f(s)) .

Pour tout ¢ € &, calculer L(17,) ot 1y, est la fonction caractéristique de l'intervalle
I; (en s’aidant du dessin de la question (1)). En déduire que L préserve le sous-espace
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vectoriel réel E = {alj, +bly,+cly, : a,b,c € R} de L}(X, u). Montrer que pour toutes
les fonctions g € C°(X) continues sur X et f € L'(X, u), nous avons [y (go ¢)f du =
Jx 9 (Lf) dp.

(6) Montrer qu’il existe un élément non nul f € E, qui est une fonction positive ou nulle
sur X, telle que Lf = f. En déduire qu’il existe une mesure de probabilité p/ sur X
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue u, qui est invariante par ¢.

N
Exercice E.51. Rappelons que pour tout N € N, nous avons ZkQ = w.

k=1
Montrer que pour presque tout réel z € [0,1] pour la mesure de Lebesgue, d’écriture

+oo
"y
décimale x = 0,z12223 -+ = Z 1—(; ou z; € [0,9] pour tout i € Nx {0}, la moyenne
i=1
asymptotique des carrés de ses n premiéres décimales vaut 28,5 : nous avons

ol 4 5T
i 2wt =5
Z:

Exercice E.52. Notons m la mesure de Haar normalisée (c’est-a-dire I'unique mesure de
probabilité invariante par les translations) sur le cercle T = R/Z. Notons m" la mesure
de probabilité produit sur l'espace produit TN. Pour tout o = (ay)neny € TV, notons
To : TN — TN I'application (6,,)nen — (0n + an)nen. Notons

ZM = (k= (ky)nen € ZN:IN €N, Vn > N, k, =0}

I'ensemble des suites presque nulles d’entiers. Pour tous les k = (ky)nen € ZWM et 6 =
(On)nen € TV, posons (k,0) = 3", knbn € T, et e : TN — C D'application 6 — e2(k:0),
Rappelons que (eg),czen est une base hilbertienne de L?(TN, m").

(1) Montrer que pour tout o € TV, la transformation 7, préserve la mesure m!. Le systéme
dynamique probabilisé¢ (TN, mN, 7,) est-il mélangeant ?

(2) Un systéme dynamique probabilisé (X, u, ¢) est dit a spectre discret 8'il existe une base
hilbertienne dénombrable de LL2(X, i) constituée de vecteurs propres de l'opérateur
de Koopman Uy : L*(X,u) — L*(X,pn) de ¢ défini par f — f o ¢. Montrer que
(TN, mN, 7,) est a spectre discret pour tout o € TV,

(3) Soit a € TN. Montrer que (TN, m,7,) est ergodique si et seulement si pour tout
k € Z™ {0}, nous avons (k,a) # 0 dans T.

(4) Soit (X, u,¢) un systéme dynamique probabilisé ergodique. Montrer que pour tout
vecteur propre f € L?(X, u) de Uy, Papplication |f| est presque partout constante.

(5) Soit (X, p,¢) un systéme dynamique probabilisé ergodique a spectre discret. Soit
(fx)ken une base hilbertienne dénombrable de 1.2(X, i) constituée de vecteurs propres
de Uy a valeurs dans S; = {z € C : |z| = 1}. Soit h : T — S l'application 6 + €27,
Soit ¢ : X — TN I'application définie par 2 — (h~'(f,()))nen. Nous admettrons que
1 est presque partout injective. Soit v = ¥,u la mesure image de p par ¥. Montrer
qu’il existe o € TN tel que 7, préserve la mesure v et tel que les systémes dynamiques
probabilisés (X, 1, ¢) et (TN, v, 7,) soient conjugués.
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Exercice E.53. Pour tout &k € N\{0}, soit I}, = ]%H, 2]. Soient X =10, 1], A la mesure de
Lebesgue sur X, et ¢ : X — X Dapplication, appelée la transformation de Liiroth, définie
par t — k(k + 1)t — k pour tous les k € N\ {0} et ¢ € Ij.

Soit o7 'alphabet (discret) N\ {0}, soit v la mesure sur &/ définie par v({k}) = ﬁ
pour tout k € Nx{0}, et soit o4 : &N — &N le décalage & gauche défini par (z,)nen —
(Z141)nen- Rappelons que pour tout k € .7, nous notons [k] le cylindre {(z)neny € @ :
Trog = k}

(1) Décrire le graphe de ¢. Pour tout intervalle [a, b] contenu dans X, calculer ¢~!([a, b]).
Montrer que ¢ préserve la mesure A.

(2) Montrer que pour tous les entiers N € N et les suites (yn)nen € &7V, application
PN Iy = T,y Ne Iy, ) N -Ng~N(1,,) — ]0,1] est un homéomorphisme affine de
pente py = Hivzo vi(y; + 1). Montrer que pour tout x € X, il existe une unique suite
(21)nen € &N telle que pour tout n € N, nous ayons ¢"(z) € I,,. Montrer que les
systémes dynamiques mesurés (X, \, ¢) et (&N, N o) sont conjugués (en tant que
systémes dynamiques mesurés).

(3) Montrer que la transformation de Liiroth est mélangeante pour la mesure de Lebesgue.

(4) Pour tout N € N~{0}, soit

an = {[k] : k€ [1, N]} U {{(zn)nen € &N : 29 > N} .

Montrer que (an)yen est une suite de partitions mesurables de .o/ asymptotiquement
génératrice pour o4, c’est-a-dire que la o-algeébre engendrée par \/7_jo ‘ay pour
4, N € N est la g-algébre produit de .o7N. Calculer h, (o, an).

(5) Montrer que

_ In(k(k+1))
ha(¢) = keNZ\:{O} Rkt 1)

7.2 Indications pour la résolution des problémes

Correction de l’exercice E.49. (1) Nous savons que l'opérateur de Koopman de la
translation irrationnelle 7, du cercle T! = R/Z admet un vecteur propre unitaire f €

L3(T!,m) de valeur propre e!®. En particulier, nous avons UT]Z( f) = e*f pour tout
k € N. Alors
1 n—1 1 n—1
. - k — . - ika —
dm o3[GS = w3 e | =1 0.

Donc 7, n’est pas faiblement mélangeante.

(2) Il est immédiat que la transformation inversible 7, préserve la mesure produit

m = m ® \. La partition {A = T! x {0}, B = T! x {1}} de T! x Z/27Z est une partition
mesurable de T! x Z/2Z en deux parties de méme mesure 1. Elle vérifie 7, '(4) = B,
7. YB) = A et 7,2(A) = A. De plus, les systémes dynamiques probabilisés a temps
discrets (A,ZﬁL‘A,?Oj2 14) et (3,27%‘3,’7'072 |B) sont conjugués a la rotation (T, m, 724)
d’angle 2« (tout autant irrationnel que «), donc sont ergodiques.

Soit C' une partie mesurable de T! x Z/27Z telle que 7, }(C) = C et m(C) > 0. Alors
7o H(CNA)=CnB, donc m(CNA)=m(CNB)=3m(C) > 0. Comme 7, 2(CNA)=

C' N A et par ergodicité, nous avons 2m(CNA) =1, d'ou m(C) = 1. En particulier, 7, est
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ergodique, mais pas totalement ergodique, car A est une partie de T! x Z/27Z invariante
par 7.2 de mesure non nulle non pleine.

(3) Supposons que (X, A, i, ¢) soit faiblement mélangeant, et soient B € Z et m > 1
tels que ¢~™(B) = B. Alors ¢~ 7"""(B) = ¢~ "(B) pour tous les ¢, € N. Donc pour tout
n € N, en effectuant la division euclidienne de k € [0,nm — 1] par m, nous avons

nm—1 m—1
% > BN ™M(B)) - w(B)u(B) | = % | (BN ¢~"(B)) — w(B)u(B)| .
k=0 k=0

Comme le terme de gauche converge vers 0 quand n — 400 par la propriété de mélange
faible, et qu’une somme de termes positifs est nulle si et seulement si chaque terme est nul,
nous en déduisons pour k = 0 que | pu(B) — u(B)u(B) | = 0, donc que pu(B) vaut 0 ou 1.
Par conséquent ¢™ est ergodique.

Voici une autre méthode utilisant la définition (70). Soient m > 1 et f € L2(X, u) telle
que f o ¢ = f presque partout. En particulier, pour tout £ € N, nous avons U ¢mk =f
presque partout. Montrons que f est constante presque partout, ce qui montrera que ¢ est
totalement ergodique. Comme vu en cours, nous pouvons supposer que f € L%(X , 1), quitte
a remplacer f par f — [  J dp, qui est aussi ¢™ invariante presque partout, et constante
presque partout si et seulement si f Pest. Puisque le systéme dynamique (X, 4, u, ¢) est
faiblement mélangeant, nous avons

n—1 n—1
1 .1 .1 m
0<—|fIP= tim — % (f.f)= lm — % [US"F. f)
k=0 k=0
1 nm—1
< lim — i =
<l 2 |08 =0,

Donc f = 0 presque partout, est en particulier f est constante presque partout.

Correction de l’exercice E.50. (1) Un calcul immédiat vu les formules rappelées sur
le nombre d’or montrent que

¢(I) =1 Ul3, ¢(I2) =13~ {1}, ¢(I3) =1 Ul3,

) 1 B 11 2 1
¢1([1)=[0,?:2,0—3], ¢1(12):[57p7[u[; p2’1]
~ 12 1
et ¢1(13):[?,;—?=3p—4]
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o(t) )
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o(1) -/ :
{ o) |/ |
st - f-- - !
N |
v S
¢(I1) A -
) W

[ S R

L P I, P I

Comme pu(l;) = p% et p(o=t(N)) = p%,, I'application ¢ ne préserve pas p.

(2) Montrons par récurrence sur n € N que pour tous les zg, ..., z, € o7, intersection
Nizo ¢~(1,) est un intervalle de longueur au plus p~" contenu dans I,,. C’est vraisin = 0,
car les intervalles I, I, I3, contenus dans [0, 1], sont de longueur au plus 1. Soit n > 1
et supposons le résultat vrai pour n — 1. Posons J = ., ¢*i+1(Ixi), qui par récurrence
est un intervalle de longueur au plus p~"*! contenu dans I.,. Alors par la question (1) et
en discutant suivant les trois cas pour les valeurs de z1, nous avons que I, N ¢~ 1(J) est
un intervalle, sur lequel la pente de ¢ en valeur absolue est p. Donc cet intervalle est de
longueur au plus % p~ "t = p7™ et ceci conclut la récurrence.

Par construction, nous avons O(t) = (z)ken si et seulement si ¢ € oy ¢ " (L, ). Par
ce qui précéde, le diamétre de cette intersection est au plus p~* pour tout k € N, donc
contient au plus un point. Ceci montre que © est injective.

Par construction, nous avons © o ¢ = o4 o O, donc I'image de © est positivement
invariante par o .

(3) Pour tout ¢ € &7, nous avons par construction {t € X : O(t)g = i} = I; et
{te X :0(t)1 = j} = ¢~1(I;). Nous avons

1 1 1 1 1 1
:U’(Il)zﬁv M(Iz):;*ﬁ:; et M(I?)):l*;:E-
De plus, en regardant le dessin ci-dessus, nous avons
_ _ 1 _ _
p(hn¢™H(0)) = ule™ (1) = il p(l2 N ¢~ (1)) = u(l3Ne~ (I1) =0,
. 11 1 .
phng " (I2)=—5——5=—, ul2Ne¢ (I2)=0,
P P
_ _ 1
phing™H(I3)) =0, p(l2N¢~'(I3) = u(l2) = R
et par symétrie
_ _ 1 _ 1
pI3nN ¢~ () = p(liN ¢~ () = o et p(I3N ¢~ (Is)) = p(ly) = R
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. - Ling~1(I; . R .
La matrice m = (771-7]- = (o NIL) | L) = W) i< qui est & coefficients

positifs ou nuls, est donc

3

I
O O
bw‘»d OEN‘)—‘
D= = O

La relation p? = p + 1 montre que la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1, donc
7 est une matrice de transition.

Ceci était aussi prévisible, car pour tout i € &, puisque ¢~ Lo est une partition de X,
nous avons

3
YoMLY L) =X | L) =1,
j=1

Un calcul immédiat, en identifiant v & sa matrice ligne, montre que

2 ;5 7 0 2
1 PP 1 1
wr:(O 2‘)72) 0 0 1 :(0 S pQ):u.
14+p4 14p 0 L 1 1+p% 14p 1+p
et op

Donc v est une mesure w-stationnaire sur .

(4) Pour tout n € N, considérons le cylindre [1], = {(zx)ren € @V : z, = 1} de
longueur 1, qui est mesurable. Nous avons “Q2 = (J,,cy[1]n. Par la définition de la mesure
de Markov, nous avons P([1]g) = v1 = 0. Donc Q est mesurable de mesure pleine, car
de complémentaire une union dénombrable d’ensembles mesurables de mesure nulle (par
I'invariance de P par o). Il est immédiat que o préserve par itérations positives 2 =
{2,3}, et sa restriction a Q est le décalage a gauche sur {2, 3}". De plus,  est presque-
invariant (au sens de la théorie de la mesure) par o, car la différence symétrique

(0) T AQ={(z:)ien € :zg=1etVi>1, z; # 0},

est contenue dans [1]p, donc est de P-mesure nulle.
La restriction de P a Q = {2,3}" est la mesure de Markov unilatére pour I’alpha-

bet {2,3} de matrice de transition 7’ = < 11 > et de mesure 7’'-stationnaire v/ =
PP
2
(ﬁ, liﬁ)' Or 7’ est clairement apériodique, car son carré est a coefficients strictement
positifs. Donc par deux résultats du cours, le systéme dynamique probabilisé (€2, Pjo, ¢ =

(04))n) est mélangeant et son entropie est

1 p? 1.1
_”E yz-mjlnmj:1+p2(—01n0—11n1)+1+p2( ?ln?—gln;)
i,j€{2,3}
:2+plnp:1np.
1+ p?

(5) Puisque la restriction de ¢ a I; est ’homéomorphisme sur son image I; Ul d’'inverse
(¢|11)_1 18 %, NouSs avons

1 _ 1
L(1y) = ;]lh o (gr) " = ;]lhulz =
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Puisque la restriction de ¢ & I est I'homéomorphisme sur son image I3 — {1} d’inverse
(¢ 12)_1 D5 %, nous avons (en utilisant 1’égalité presque partout des fonctions dans
LY(X, 1))

1 _ 1
L(1,,) = ;Hfz © ((b\lz) b= ;]113 :

Puisque la restriction de ¢ a I3 est ’homéomorphisme sur son image Iy U I3 d’inverse
(Oyr,) F s %, nous avons (avec égalités presque partout)

1

1 _
L(ILI?,) = ;113 © (¢|13) t= ;1[2U13 = (112 + IL13) .

1
p
Le fait que 'opérateur L préserve le sous-espace vectoriel E en découle par la linéarité de
L.

La fonction g o ¢, étant continue sur ’espace compact X, est bornée. Donc l'intégrale
[ (g0 @)f du existe. De plus, par le théoréme de changement de variable et puisque le
jacobien de l'inverse des restrictions de ¢ a chaque intervalle I, I, I3 est constant égal &
% par ce qui précéde, nous avons

JR du=/h(g<>¢>)f du+/12(90¢)f du+/13(g<>¢>)f dy

d d p
= [ T [ ae @™ T [ gre@n™ F

o —1
= [ D [ o2 o)+ Fo0n) ) da

Ip)

+/ g ;(f o (¢yr,) "+ fo(y,) ") dp

I3

z/Xg(Lf)du-

(6) Par la question précédente, la matrice de la restriction Ljg de L & E, dans la base

100
(1,17, 1p,), est % 1 0 1]. Le sous-espace vectoriel des points fixes de L est donc
0 11
la droite C(0, 1, p). Comme
I p
u(l2) + p p(ls) = R (r=1)B—p)=3p—4,

le vecteur f = 31)%4(]1 1, + ply,) € E est une fonction positive ou nulle sur X, d’intégrale
1 pour la mesure p, qui est fixe par L. La mesure du’ = fdp sur X est une mesure de
probabilité absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Elle est invariante
par ¢, car pour tout g € C°(X), par la question précédente, nous avons

/X(90<Z>)fdﬂ=/xg(Lf)duz/ngdu.

Correction de ’exercice E.51. Soient X = [0,1[ et ¢ : X — X 'application définie
par t — 10¢ mod 1. Nous savons que ¢ est une transformation préservant la mesure de

164



Lebesgue A de U'intervalle X, qui est ergodique (car mélangeante). Pour tout n € N, nous
avons par récurrrence ¢”(Z+°° i) — yFo9 Tibn Qi f =3 k2 1k xe1(. Pour tous

10° 10° 10°° 10
les k € [0,9] et x=YF® 15 € X, nous avons z € [f5, Bt si et seulement si 21 = k,
donc f(x) = 2. De plus, f est intégrable pour la mesure de Lebesgue, car mesurable

bornée. Son intégrale est

/f ) dt ZkQ(E_ﬁ) 9X(9+1)X(2X9+1)110:28,5.

10 6

Par le théoréme ergodique de Birkhoff, pour presque tout x € [0,1[ pour la mesure de
Lebesgue, nous avons

lim Zaz lim Zfogbl = lim S, f(x /f ) dt = 28,5 .

n—+oo N n—+oo N

Correction de ’exercice E.52. L’espace topologique produit T est un groupe topolo-
gique métrisable compact pour I'addition terme a terme.

(1) Pour tout élément o = (o )nen € TV, par le théoréme de Fubini, nous avons
(Ta)« (M) = @pen(Ta, )sm = mN par linvariance de m par les translations de T.

Une autre maniére de procéder est la suivante. Pour tout a = (ay)peny € TV, pour
tout N € N et pour tous les boréliens Ag,..., Ay de Sq, par I'invariance de m par les
translations de T, nous avons Hl om(Ty 1(AZ)) = Hfio m(A;). Par la définition de la
mesure produit mN la mesure du cylindre initial C' = [0y € Ap,...,0n € An] et de
sa préimage T, 1(C’) = [0 € 74, (A0),...,0N € T, (AN)] sont donc égales. Puisque les
cylindres initiaux engendrent la tribu produ1t de ’]I‘NN nous avons (74)«(m") = ml.

Nous savons que la translation 7,, : T — T n’est pas mélangeante. La propriété de
mélange est préservée par passage a un facteur. L’application surjective de TV dans T
définie par (0,,)nen — 01 est une semi-conjugaison entre (TN, mN, 7,) et (T, m, 74, ), car les
lois marginales de la loi produit m! sont égales & m. Donc la transformation 7, n’est pas
mélangeante.

(2) Pour tout k € ZM | nous avons U, (ep) = €™ e, Donc opérateur Uy, est
diagonal dans la base hilbertienne (ey),czm de L2(TN, mN), et 7, est a spectre discret.

, y 4 2mi(k,a)
) T
(3) Par conséquent, les valeurs propres de 'opérateur U, sont les e € S pour

k e ZzZ™. Comme un systéme dynamique probabilisé est ergodique si et seulement si 1
n’est pas valeur propre de son opérateur de Koopman restreint & ’orthogonal des fonctions
constantes, le résultat en découle.

(4) Puisque 'opérateur de Koopman Uy est unitaire, ses valeurs propres sont de module
1. Si f est un vecteur propre de Uy de valeur propre A, alors nous avons presque partout
|f ool =|\f| =|f|. Par conséquent, la fonction |f| est presque partout invariante par ¢,
donc presque partout constante par ergodicité.

(5) L’application h est un isomorphisme de groupes topologiques. Puisque (X, i, ¢) est &
spectre discret, il existe une base hilbertienne dénombrable (fi)ren de L?(X, 1) constituée

de vecteurs propres de l'opérateur Uy. Pour tout k& € N, I'application |fi| est presque
partout constante par la question (4). Puisque ||fx|]2 = 1 et puisque p est une mesure
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de probabilité, I'application fi est presque partout a valeurs dans le cercle S1. Quitte a
modifier fi sur un ensemble de mesure nulle, nous pouvons supposer que fi est a valeurs
dans S;. L’application 1) a valeurs dans I’espace borélien produit TN est mesurable, car
mesurable terme & terme. Donc la mesure image v = 1), est bien définie. Comme (ey,);,czm)
est une base hilbertienne de L?(TY, m!), 'application ¢ est presque partout injective. Pour
tout k& € N, notons A\, € Sy la valeur propre associée a f, et ap = h™1(\) € T. Posons
a = (ap)nen € TN, Alors pour presque tout 2 € X, nous avons

pog(x)=(h'(faod(®)),cy = (B Mnfu(@)), e = (an + 77 (fa(2))), cx
=T1q0Y(x) .

Puisque ¢ préserve la mesure p, nous avons

(Ta)xV = (Ta)«(Vapt) = (Ta 0 )spt = (Y 0 @) st = Yu(Pupt) = Yupt = v .

Donc la transformation 7, préserve la mesure v.

Correction de ’exercice E.53. (1) L’intervalle semi-ouvert X = ]0, 1] est la réunion
disjointe X = ukeN\{O} Ij; des intervalles I, pour k € Nx\{0}. Si t € Ij, alors nous avons
k(k+1)t—k €]0,1]. Donc l'application ¢ est bien définie. Elle est continue par morceaux
sur cette partition mesurable dénombrable, donc est mesurable. Comme @7, : I, — ]0,1]

est un homeomorphlsme affine croissant (de pente T pour tout k£ € N\{0}, d’inverse

G

S pour tout sous-intervalle [a, b] de X, nous avons

(k+1)’

_ a+k b+k
oot = || |y

keN~{0}

k+ 1) k(k+1)

SR . |
0 i3 32 1
La série indexée par k € N\ {0} et de terme général k(k = % — k—il est convergente, de
somme 1, par 'argument de somme téléscopique. Donc

. _ b+k  a+k
Ao~ ([a, b])) keNZ\{O} (k;(k:+1) k(k:+1)) kGNZ\:{O}k k:+1
=b—a= \]a,b]) .
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Comme les sous-intervalles fermés de X engendrent la tribu borélienne de X, la mesure A
est bien invariante par ¢.

(2) Montrons la premiére affirmation par récurrence sur N. Le résultat est vrai pour
N = 0 comme vu dans la question (1)(1). Soit N > 1 et supposons par récurrence que
Iapplication ¢V : Jy_1 — ]0,1] soit un homéomorphisme affine de pente py_1. Alors sa
restriction ngN Iy N @‘N(IyN) — I, est un homéomorphisme affine de pente py_1.
Or l'application ¢ : I, — ]0, 1] est un homéomorphisme affine de pente yn(yn +1). Donc
Papplication ¢Vt = ¢ oo™ 1 Jy = Jy_1 N & N(I,,) — ]0,1] est un homéomorphisme
affine de pente yn(yn + 1) pyv—1 = pN-

Puisque X = | |,y Ix est la réunion disjointe des I pour k € N, pour tout z € X, il
existe une unique suite (z,,)neny € 2" telle que pour tout n € N, nous ayons ¢"(z) € I, .
Posons 6 : X — /" Iapplication z — (2,,)nen. Cette application est injective, car pour
toute suite (yn)nen € &7V, en notant comme d’habitude [yo, y1,...,yn] le cylindre initial
de longueur N +1 la contenant, comme les pentes de 'application affine ¢|;, sont au moins
2 pour tout k € N\ {0}, la partie (qui est un intervalle)

0 (o y1s - yn]) = Ly N~ (L) NN~V (1) = I

est de diameétre égal & py < QN—IH, qui tend vers 0 quand N — +oo.

Par la définition de la mesure de Bernoulli vV, pour la premiére égalité ci-dessous,
comme la pente de ’homéomorphisme affine ¢+ : Jy — [0, 1] est py, pour la troisiéme
égalité, et par le théoréme de changement de variable, pour ’avant-derniére égalité, nous
avons

N

o un]) = Hl) /leds—/ (6~ 1) ()| ds

yl(yl +1

_ f, ds = MO0 ([yo, y1, - -, un))) -

Comme l'ensemble des cylindres est un 7-systéme qui engendre la tribu produit de @™,
I’application € préserve donc la mesure. Il est immédiat par construction que fo¢ = o1 00,
donc 6 est une conjuguaison de systémes dynamiques mesurés.

(3) Ceci découle du fait qu'une conjugaison de systémes dynamiques probabilisés pré-
serve la propriété de mélange, car nous savons que le systéme de Bernoulli unilatére
(N, VN 5,) est mélangeant.

(4) I est immédiat par construction que (an)yen est une suite de partitions mesurables
(finies) de I’espace borélien produit @/, Elle est asymptotiquement génératrice pour o,
car tout cylindre de longueur 1 de /N appartient & une partition oy pour N assez grand,
et la partition par cylindres de longueur 1 est génératrice pour o.

Pour tout N € N~ {0}, considérons un ensemble xy n’appartenant pas a [1, N] et
I'alphabet @7y = [1, N] U {*n}. Notons vy l'unique mesure de probabilité sur <y telle
que pour tout k € [1, N, nous ayons vy ({k}) = v({k}). Notons on + le décalage & gauche
sur (@/n)Y et oy la partition par cylindres de longueur 1 de (#/y)N. Posons

—+o0
Ry =) v{k}) = Z /<:k:+1
k=N+1 k=N+1
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Nous avons donc
N +oo 1 N
vv(fe}) =1 =L N =1 =3 v{k) =D 7=y ~
k=1 k=

1
=Ry .
£ k(k+1)

1

Alors par la formule de I’entropie d’un systéme de Bernoulli sur un alphabet fini, nous
avons

hn (U+v aN) = h(uN)N(O-N,+7 O‘;V) = Z _VN(a) ID(VN(O‘))
aEd N

= 3 —u({F)@({k}) - RyInRy .

ke[1,N]

(5) Nous avons Nlim Ry In Ry = 0, par la continuité en 0 de ’application ¢ +— ¢1Int
——+o00

et par la convergence vers 0 des restes des séries convergentes. Puisque (an)yen est une
suite de partitions mesurables de &/ asymptotiquement génératrice pour o, nous avons

In(k(k + 1))

hl,N(0'+) = lim hyN(O'_A,_,OéN) = Z k(k+1)

N—+o0
keN~{0}

Comme 6 est une conjugaison de systémes dynamiques probabilisés entre (X, A, @) et
(N, VN o), par les propriétés de naturalité de 1’entropie mesurée, nous avons donc

In(k(k+1))

ha(¢) = hu(og) = > Kk 1)

keN~{0}
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Deuxiéme partie
Systémes dynamiques topologiques et
différentiables

Dans cette partie, nous étudions les systémes dynamiques topologiques et différentiales,
en particuler les comportements asymptotiques de leurs orbites. Mais 1’aide des mesures
invariantes *? et donc de la théorie ergodique, est incontournable dans cette étude, et nous
utiliserons donc dans cette partie II certains résultats de la partie I, qui peuvent étre admis
en boite noire par les personnes n’ayant pas lu cette premiére partie.

8 Geénéralités de dynamique topologique

Nous reprenons les définitions générales, les notations, les exemples et les outils de base
de la partie 0.

8.1 Compléments sur les orbites périodiques

Donnons pour commencer, aprés quelques définitions supplémentaires sur la nature des
points périodiques, un exemple de systéme dynamique topologique nouveau par rapport a
ceux de la partie 0.

Soient (X, ¢) un systéme dynamique topologique & temps discret et x € X un point
périodique de période p de ¢. Nous dirons que le point périodique x est (localement)
attractif 8’1l existe un voisinage U de x tel que pour tout y € U, nous avons

lim ¢ (y)==x.

n——+0o00
¢ (y)e
) *6*(a)
o)
¢y) ¢(@)
b(y)
¢ (@) 7
U™
Y
Ceci implique que ’ensemble des points d’accumulation de la suite ((;S”(y))n oy est exac-

tement 'orbite (finie) &(x) de z. Si X est un espace métrique, le bassin d’attraction de
l'orbite périodique O (x) de x est {y € X : lirf d(¢"(y), O(x)) = 0}.
n—-+0oo
Si le systéme dynamique (X, ¢) est inversible, nous dirons que le point périodique x
est répulsif s'il est attractif pour le systéme dynamique topologique (X, ¢~ 1). Si h est une
conjugaison entre (X, ¢) et un systéme dynamique topologique & temps discret (X', ¢'),

143. dont 'existence est assurée par exemple dans le cas des espaces de phases compacts métrisables non
vides par le théoréme de Krylov-Bogolyubov (voir la proposition 0.6)

169



alors z est un point périodique attractif (respectivement répulsif) de (X, @) si et seulement
si h(x) est un point périodique attractif (respectivement répulsif) de (X', ¢').

Exemple. Notons X = R le compactific d’Alexandrov '** de R. Pour A > 1 fixé, notons
¢ : X — X lapplication définie par t — At sit € R et oo — o0.

Ce systéme a exactement deux points pério-
diques, qui sont en fait des points fixes, les points
0 et co. Pour tout z € X ~\ {0,00}, nous avons

lim ¢"(x) = oo et lim ¢'(z) = 0. En particu-
n—-+o0o n——oo
lier, 0 est un point fixe répulsif et co est un point fixe
attractif. Voir le dessin ci-contre, ol nous rappelons
que l'application du cercle S1 dans I@, qui envoie le
podle Nord N = (0, 1) sur oo et qui envoie z € S;N{N}
sur le point d’intersection avec I’axe horizontal R de
la droite passant par N et x, appelée la projection sté-
réographique (de pole Nord), est un homéomorphisme,
qui envoie le pole Sud S = (0, —1) sur 0.

Cet exemple de systéme dynamique topologique est un exemple archétypal de dyna-
mique Nord-Sud, qui est un systéme dynamique topologique (X, ¢) a temps discret inver-
sible, ou & temps continu, qui admet deux points fixes x, y tels que pour tout z € X~{z,y},
nous ayons lim ¢!(z) =yet lim ¢'(z2) = =z.

t——+00 t——00

Le résultat suivant décrit les périodes des systémes dynamiques topologiques & temps
discret sur un intervalle compact réel.

Théoréme 8.1. [Théoreme de Sharkovsky'*® (1964)] Soient I un intervalle compact de R
et f: 1 — I une application continue.

Si le systeme dynamique (I, f) a un point périodique de période 3, alors (I, f) a un
point périodique de période k pour tout k € N~{0}.

Ceci est une version simplifiée, popularisée par Li et Yorke (voir [LY]), du résultat de
Sharkovsky. L’ordre de Sharkovsky sur N\ {0} est 'ordre total < défini par (dans l'ordre
décroissant)

3=5-T= - >=2-3-2-5=2-T»-..>=22.3-22.5=22.7~...... =23 =22 -2 1.

144. Si Y est un espace topologique localement compact, alors le compactifié d’Alexandrov de Y est
Pespace topologique compact Y défini comme l’ensemble Y U {co} (ol co est un ensemble n’appartenant
pas & Y) muni de la topologie dont les ouverts sont d’une part les ouverts de Y, d’autre part les parties de
la forme °K U {oco} ot K est un compact de Y. L’espace Y est ouvert dans )7, et dense dans Y s'il n'est
pas compact. Voir par exemple l'exercice E.51 de [Pau3].

~ e S

Olexandr Sharkovsky  René Baire Max Zorn
145. 1936-2022 1874-1932 1906-1993
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La version compléte du théoréme de Sharkovsky dit (voir par exemple | |) qu'une
partie de N\ {0} est 'ensemble des périodes d’une application continue de [0, 1] dans lui-
méme si et seulement si elle est I’ensemble {. . ., 22 2, 1} des puissances de 2 ou un ensemble
{n € N\{0} : n < ng} pour un ng € N.

Démonstration. Le lemme suivant est élémentaire.

Lemme 8.2. Soient A et B deux intervalles compacts de R, et g : A — R une application
continue.

(1) Si g(A) contient A, alors g admet un point fize dans A.
(2) Si g(A) contient B, alors il existe un sous-intervalle C' de A tel que g(C) = B.

Démonstration. (1) Le résultat est immeédiat si A est un singleton. Sinon A = [a, b] avec
a < b. Soient o/, 1’ € A tels que g(a') = a, g(b') = b, et supposons par exemple que a’ < b'.
Nous avons g(a') —a’ < 0et g(b') —b > 0, donc par le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe = € [d/, V'] (donc x € A) tel que g(z) — x = 0.

(2) Le résultat est immédiat si B est un singleton. Sinon B = [a,b] avec a < b.
Soient a’,b € A tels que g(a’) = a, g(b/) = b, et supposons par exemple que a’ < V/
(voir la figure de gauche ci-dessous). Soient alors d = min{t € [d/,b'] : g¢g(t) = b}, et
¢ =max{t € [d,d] : g(t) = a}, qui existent par compacité et continuité (et le fait que
les ensembles considérés sont non vides). Alors par le théoréme des valeurs intermédiaires,
nous avons comme voulu g([e, d]) = [a, b]. O

Pour démontrer le théoréme 8.1, fixons k& € N~ {0}. Soit a un point périodique de
période 3. Montrons que si a < f(a) < f?(a), alors f a un point périodique de période k.

Quitte & conjuguer f par la symétrie z — —x, % ceci montrera aussi le résultat si nous
avons a > f(a) > f?(a), et quitte & remplacer a par f(a) ou par f2(a), ceci montrera le
théoréme.

Posons J = [a, f(a)] et K = [f(a), f?(a)], de sorte que par continuité K C f(J) et
(JUK) C f(K) (voir la figure de droite ci-dessus). Par le lemme 8.2 (1) appliqué avec
A=K et g = f, Papplication f admet un point fixe dans K (I'intersection du graphe de
fix avec la diagonale ci-dessus). Nous pouvons donc supposer que k > 2. Posons I, = K
pour 0 <n<k—1,Iy 1 =Jet I} = K, de sorte que I,41 C f(I,) pour 0 <n <k — 1.

146. c’est-a-dire quitte a remplacer f par g: z — —f(—x)
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Posons Lg = Iy, de sorte que f°(Lg) = Iy et f'(Lg) contient I;. Par le lemme 8.2 (2)
appliqué avec A = Lo, B = I; et g = f, il existe un sous-intervalle L contenu dans Lg tel
que f1(L1) = I; Puisque k > 2, ceci implique que f%(L1) contient I. Par récurrence sur
n entre 0 et k — 1, et par le lemme 8.2 (2) appliqué avec A = L,,, B = I,,11 et g = "1,
il existe un sous-intervalle L, 1 de L, tel que f”+1(Ln+1) = I,4+1. En effet, ceci implique
que f"*2(L,.1) contient I,,,5 tant que n < k — 2, ce qui permet de pousser la récurrence
d’un cran tant que n < k — 2.

Par le lemme 8.2 (1), puisque f¥(Ly) = Iy = K = Lg contient Ly, I'application f*
admet un point fixe x; dans Li. Donc zp est un point périodique de f, dont la période
p > 1 divise k. Nous avons

o N ak) € 7N L) € N L) = T = J
Supposons par ’absurde que p < k. Alors nous avons
PNk € PN L) C P (Lpa) = 1 = K

car p—1 < k—1. Donc f*~1(zy) = fP71(f¥P(xy)) = fP~(x1) appartient a I'intersection
J N K ={f(a)}. Par conséquent x3, = f(f*1(zx)) = f?(a), donc f(x;) = a n’appartient
pas & K. Or nous avons f(zx) € f(Lx) C f(L1) = I1, qui vaut K si k # 2. Donc k = 2 et
p = 1, c’est-a-dire que x est un point fixe de f. Mézalors xp = f(xr) = a est fixe, ce qui
contredit le fait que la période de a soit égale & 3. O

8.2 Récurrence topologique

Soient (X, ¢) un systéme dynamique topologique (ou différentiable), et z € X.
L’ensemble w-limite de x est la partie de X, notée w(x) ou wy(z), définie par

wie)= () {¢'z) : t=2Tr =)0+ (d'()). (71)

T>0 t>0

Si (X, ¢) est a temps discret et inversible, ou est & temps continu, alors nous définissons de
méme 'ensemble a-limite de x pour (X, ¢), noté a(x) ou ay(x), comme étant I’ensemble
w-limite de x pour la transformation inverse ou le flot inverse.

Le point x est dit positivement récurrent*” pour (X, ¢) si

r€w(z).

Si (X, ¢) est a temps discret et inversible, ou est & temps continu, nous définissons de méme
un point  comme étant négativernent récurrent si x € a(zx).

Par exemple, un point périodique 2’ € X est positivement récurrent (et négativement
récurrent si (X, ¢) est & temps discret et inversible, ou est & temps continu). Si X est séparé
(de sorte que toute partie finie de X soit fermée), alors 'ensemble w-limite de =’ (et son
ensemble a-limite si (X, ¢) est & temps discret et inversible, ou est & temps continu), est
toute son orbite positive :

w(r) =07 (x).

147. On prendra bien garde a ne pas confondre un point positivement récurrent (tout court) d’un systéme
dynamique topologique ou différentiable avec un point (infiniment positivement) récurrent dans une
partie mesurable donnée d’un systéme dynamique mesurable ou mesuré (X, ¢), voir la partie 1.1
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Remarques. (1) Si X est métrisable, alors w(z) est 'ensemble des y € X tels qu'il existe
une suite de temps (t;);en positive, qui converge vers +o0, telle que liin @' (x) = y. Donc
1—+00

si X est métrisable, alors x est positivement récurrent si et seulement s’il existe une suite
de temps (¢;);en positive, qui converge vers +o0, telle que

lim ¢'i(z) =z .
1—+00

(2) En tant qu’intersection décroissante de fermés positivement invariants, tout en-
semble w-limite est un fermé positivement invariant, qui est non vide si X est compact.

Exercice E.54. Soit (X, ¢) un systéeme dynamique topologique (ou différentiable), a temps
discret et inversible, ou a temps continu. Montrer que tout ensemble w-limite est globale-
ment 1nvariant.

Exercice E.55. Soit (X', ¢') un systéeme dynamique topologique (ou différentiable), et soit
h: X — X' une semi-conjugaison entre (X, @) et (X', ¢'). Montrer que

h(wg(2)) C wy (h(x)) , (72)

avec égalité si h est une conjugaison.

8.3 L’ensemble (topologiquement) non errant

Soit (X, ¢) un systéme dynamique topologique (ou différentiable).

Un point € X est dit (topologiquement) errant pour (X, ¢) s’il existe un voisinage
ouvert U de x tel que ¢~*(U) N U soit vide pour tout temps t > 1.

L’ensemble des points non errants est appelé l’ensemble non errant de (X, ¢). Il est noté
Q(¢) (ou Q(X, ) lorsqu’il convient de préciser). '*® Le systéme dynamique topologique
(X, @) est dit non errant si Q(X) = X.

Comme ¢ H(U) N U est vide si et seulement si U N ¢! (U) Test, si (X, ¢) est & temps
discret et inversible, ou §'il est & temps continu, alors un point z € X est errant pour (X, ¢)
si et seulement s’il I’est pour le systéme dynamique inverse.

Proposition 8.3. L’ensemble non errant Q(¢) de (X, ¢) est un fermé positiverent inva-
riant, qui est globalement invariant si (X, @) est a temps discret et inversible, ou a temps
continu.

Le support de toute mesure (positive borélienne) finie sur X invariante par ¢ est contenu
dans 'ensemble non errant Q(¢).

Démonstration. Soit Q = Q(¢). Montrons que son complémentaire °Q est ouvert. Si
x ¢ Q, alors il existe un voisinage ouvert U de x tel que ¢ *(U) NU = ) pour tout temps
t > 1. Donc U C “€), et par conséquent “€2 contient un voisinage de chacun de ses points.

Soient x € 2, ¢ un temps positif (ou quelconque si (X, ¢) est & temps discret et inver-
sible, ou & temps continu) et U un voisinage de ¢'(x). Alors ¢—*(U) est un voisinage de

148. On prendra bien garde a ne pas confondre I’ensemble non errant (avec un article défini) d’un systéme
dynamique topologique (ou différentiable) avec un ensemble non errant (avec un article indéfini) d’un
systéme dynamique mesuré a temps discret (X, %, u, ¢), ol une partie mesurable E € Z est dite errante
si u(¢™™(E)N E) =0 pour tout n € N\ {0}.
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x, donc il existe s > 1 tel que ¢—*"H(U) N ¢~ 4(U) soit non vide. Donc ¢~ *(U) N U, qui
contient ¢ (¢~ (U) N ¢~H(U)), est non vide et ¢'(z) € €.

Soit p une mesure sur X invariante par ¢. Si x ¢ Q, alors il existe un voisinage ouvert
U de z tel que les ouverts ¢~ "(U) pour n € N soient deux a deux disjoints. Donc

wX) > u(|Jo™@) = e ™) =3 uU).

neN neN neN

Donc si p est finie, nous avons u(U) = 0 et x n’appartient pas au support de p. O
Exemples. (1) Un point périodique ou positivement récurrent est non errant.

(2) Puisque ’ensemble non errant Q(¢) est fermé et contient Per(¢), il contient 'adhé-
rence Per(¢) :

Per(¢) C (o) .

En particulier, un systéme dynamique topologique, dont I’ensemble des points périodiques
est dense, comme un systéme de Bernoulli (voir 'exemple (2) de la partie 0.1), est non
errant.

(3) Si X est métrisable, pour tout = € X, I’ensemble non errant 2(¢) contient I’ensemble
w-limite de x. En effet, soient y € w(z) et U un voisinage de y dans X . Soit (¢ )xen une suite
de temps qui converge vers +oo telle que liin @'i(x) = y. Alors il existe i,j € N tels que

1—+00

Pli(z) €U, ¢li(z) € Uett; >t;+1. Doncx € =4 (U)N¢ 4 (U) = =4 (UNg~Li=4)(U)),
et par conséquent U N ¢~ —4) (1) est non vide. L’ensemble non errant (¢) contient donc
I’adhérence de la réunion des ensembles w-limites des points de X :

U w(x) C Qo) .

rzeX

Exercice E.56. Soit (X', ¢') un systéme dynamique topologique (ou différentiable), et soit
h: X — X' une semi-conjugaison entre (X, ) et (X', ¢'). Montrer que

h=H(Q(¢') > Q(9) , (73)

avec égalité si h est une conjugaison.

8.4 Transitivité (topologique), mélange topologique et minimalité (to-
pologique)

Soit (X, ¢) un systéme dynamique topologique (ou différentiable).

Ce systéme dynamique est dit positivement transitif si pour tous les ouverts non vides
U et V, il existe un temps ¢t > 0 tel que I'intersection U N ¢~¢(V') soit non vide.

Si (X, ¢) est a temps discret et inversible (respectivement a temps continu), ce systéme
dynamique est dit transitif, ou topologiquement transitif lorsqu’il convient d’insister sur la
nature topologique de la terminologie, si pour tous les ouverts non vides U et V, il existe
t € Z (respectivement ¢t € R) tel que l'intersection U N ¢~ *(V) soit non vide.

En pratique, nous utiliserons les caractérisations (2) ou (ii) de l'exercice E.58 pour
montrer ou utiliser qu'un systéme dynamique est positivement transitif ou transitif.
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Exercice E.57. Soit h : X — X' une semi-conjugaison entre (X, $) et un systéme dyna-
mique topologique (X', ¢'). Montrer que si (X, ¢) est positivement transitif (respectivement
a temps discret et inversible, ou & temps continu, et transitif), alors le facteur (X', ¢') Uest
aussi.

Remarquons que le systéme dynamique inversible x — x + 1 sur I’espace topologique
discret Z est transitif, mais pas positivement transitif. La réciproque de la propriété évi-
dente que positivement transitif implique transitif est néanmoins souvent vraie, comme le
montre ’exercice E.61.

Exercice E.58. Soient X un espace de Baire'*” admettant une base dénombrable d’ou-
verts, et ¢ : X — X une application continue. Montrer que les affirmations suivantes sont
équivalentes :

(1) la transformation ¢ est positivement transitive,
(2) il existe un point dans X dont ’ensemble w-limite est égal a X,

(3) lensemble Y des points dans X dont l’ensemble w-limite est égal 4 X est un Gs dense
de X.

Si ¢ est un homéomorphisme, montrer que les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) la transformation ¢ est transitive,
(ii) il existe un point dans X dont ’orbite est dense dans X,

(i1i) Uensemble Z des points dans X, dont l'orbite est dense dans X, est un Gs dense de
X.

Le systéme dynamique (X, @) est dit topologiquement mélangeant si pour tous les ou-
verts non vides U et V, il existe T' > 0 tel que pour tout temps ¢t > T, I'intersection
U N ¢t (V) soit non vide. Notons qu'il suffit de vérifier cette condition pour U et V dans
une base d’ouverts de X. Il est immédiat qu’un systéme dynamique topologiquement mé-
langeant est positivement transitif.

Par un argument similaire a celui de lexercice E.57 (voir 'exercice E.60), si h : X — X'
est une semi-conjugaison entre (X, ¢) et un systéme dynamique topologique (X', ¢'), et si
(X, ¢) est topologiquement mélangeant, alors le facteur (X', ¢') lest.

Exemples. (1) Une rotation du cercle n’est pas topologiquement mélangeante. En effet,
siU={e? : 0€]0,Z[} et V={e? : 6 €]m X[}, alors, que la rotation soit rationnelle
ou pas, pour tout € > 0, il existe des puissances arbitrairement grandes de cette rotation
qui envoient V dans {e? : 0 € [ — e, 37” + €]}, donc de maniére disjointe a U.

Le cercle est un espace de Baire, car métrisable complet. Une rotation rationnelle du
cercle n’est pas transitive, car elle n’admet pas d’orbite dense (toute orbite est périodique).
Une rotation irrationnelle du cercle est transitive, car toute orbite est dense.

(2) Un décalage de Bernoulli sur un alphabet dénombrable est positivement transitif
(donc transitif dans le cas bilatére).

En effet, soient & un alphabet dénombrable et (X,04) le systéme de Bernoulli uni-
latére associé. Les espaces topologiques produits ¥4 = AN et ¥ = AZ sont des espaces de

149. Rappelons qu’un espace de Baire'*® X est un espace topologique dans lequel l'intersection de toute
famille dénombrable d’ouverts denses est dense. Un théoréme de Baire dit qu’'un espace métrique complet
ou un espace localement compact est un espace de Baire. On appelle G5 (dense) dans X toute intersection
dénombrable d’ouverts denses.
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Baire, car métrisables complets (voir I'exemple (2) de la partie 0.1). Puisque I’ensemble
des mots finis sur & est dénombrable, il existe un mot x = (x;);eny € X4 qui contient
tout mot fini. L’orbite positive de w par le décalage o, est dense, puisque pour tout mot
y € X4 et pour tout N € N il existe un entier n tel que les mots initiaux de longueur N
de y et o’ (x) coincident. Donc I'ensemble w-limite de x est égal a tout 3. Le cas bilatere
(3, 0) se traite de maniére similaire en complétant = (x;);en par un passé arbitraire en
' = (x;)iez € X, et en montrant que l'orbite positive de =’ par le décalage o est dense.

Un décalage de Bernoulli est topologiquement mélangeant (ce qui redémontre qu’il est
positivement transitif).

En effet, considérons le cas unilatére, le cas bilatére se traite de maniére similaire. Pour
tous les p,p’ € N et xg,- -+ ,2p, Y0, -+, yp dans Palphabet <7, et pour tous les n € N tels
que n > p, 'intersection

[x()?'” "TP} ﬂo'_;n([yo’.. : 7yp’])
= {(ZTL)TLGN e'dN PR =05 s R2p = Tpy Zn = Y0, s Entp! :yp’}

est non vide. Le résultat découle alors du fait que ’ensemble des cylindres initiaux est une
base d’ouverts de la topologie de X .

Le systéme dynamique (X, ¢) est dit positivement minimal si I'une des conditions équi-
valentes ¥ suivantes est vérifiée :

(1) toute orbite positive est dense,
(2) T'ensemble w-limite de tout point de X est égal & X,
(3) les seuls fermés positivement invariants de X sont () et X.

Si (X, ¢) est a temps discret et inversible, ou s’il est & temps continu, il est dit minimal
si 'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

(1) toute orbite est dense,
(2) les seuls fermés globalement invariants de X sont () et X.

Une partie Y de X est dite (positivement) minimale dans (X, ¢) si elle est fermée,
non vide, (positivement) invariante et minimale pour l'inclusion. Cette derniére condition
signifie que Y ne contient pas de fermé non vide (positivement) invariant autre que Y, ou
de maniére équivalente, que la restriction du systéme dynamique & Y est (positivement)
minimale.

Exemples. (i) Un point fixe ou une orbite positivement périodique (respectivement pé-
riodique) est une partie positivement minimale (respectivement minimale), si X est séparé
(de sorte que toute partie finie de X soit fermée)

(ii) Une rotation irrationnelle du cercle est minimale, car toute orbite est dense.

150. Soit Y un fermé positivement invariant, alors pour tout y € Y, les fermés positivement invariants
O+ (y) et w(y) sont contenus dans Y. Donc les deux premiéres assertions impliquent la troisiéme. Réci-
proquement, comme 0% (z) est un fermé positivement invariant non vide pour tout z € X, la troisiéme
assertion implique la premiére. Enfin, la premiére assertion implique la deuxiéme, car alors, pour tout
r € X, nous avons

we)= (o7 @ @) = (X=X

t>0 t>0
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(iii) Attention : Un systéme de Bernoulli topologique unilatére (respectivement bi-
latére) sur un alphabet ayant au moins deux éléments n’est pas positivement minimal
(respectivement minimal). Il contient en fait de trés nombreuses parties positivement mi-
nimales (respectivement minimales). Par exemple, comme vu dans 'exemple (i), toute
orbite périodique est positivement minimale (respectivement minimale), et ’ensemble des
points dont 'orbite est périodique est dense.

Remarques. (1) Supposons (X, ¢) a temps discret et inversible, ou & temps continu. Si
le systéme dynamique topologique (X, ¢) est positivement minimal, il est aussi minimal
(car les parties globalement invariantes sont aussi positivement invariantes).

Par exemple, le systéme dynamique topologique inversible x — z+1 sur ’espace discret
7. est minimal, mais pas positivement minimal. Mais si X est compact, alors les propriétés
d’étre minimal et positivement minimal sont équivalentes. En effet, tout ensemble w-limite
est fermé, non vide par compacité et globalement invariant par I'exercice E.54, donc égal
a X si (X, ¢) est minimal.

(2) Comme la frontiére °! d’une partie (positivement) minimale M est encore un fermé
(positivement) invariant contenu dans M, elle est
e ou bien vide, auquel cas M = X si X est connexe, donc ne s’écrit pas comme réunion
de deux fermés non vides disjoints M = M et M,
[¢]
e ou bien égale & M, qui est donc d’intérieur vide puisque OM = M~ M.

(3) Tout systéme dynamique topologique (X, ¢), ou X est séparé, qui contient une or-
bite périodique et n’est pas réduit a une orbite périodique, n’est pas positivement minimal.
Par exemple, un décalage de Bernoulli unilatére sur un alphabet & au moins deux éléments
n’est pas positivement minimal, et un décalage de Bernoulli bilatére sur un alphabet a
au moins deux éléments n’est pas minimal. Nous verrons ultérieurement que ’espace des
phases d’un décalage de Bernoulli sur un alphabet & au moins deux éléments admet de trés
nombreuses parties minimales (outre l'infinité dénombrable des orbites périodiques, voir
I'exemple (2) de la partie 0.1).

Proposition 8.4. Si X est compact non vide, alors X contient au moins un minimal.

Démonstration. Soit .# I'ensemble (non vide car X est fermé et non vide) des fermés non
vides de X positivement invariants, partiellement ordonné par I'inclusion. Nous voulons
montrer que .%# contient un élément minimal, qui sera donc positivement minimal, et
minimal par compacité, voir la remarque (1) ci-dessus. Ceci résulte du lemme de Zorn '*°
(voir [I<ri]), car toute partie non vide .#’ de . totalement ordonnée admet un minorant :
I'intersection des éléments de %', qui est non vide par compacité. U

Comme tout point d’une partie positivement minimale est positivement récurrent, le
résultat suivant est une conséquence immeédiate de I’existence de minimaux.

Théoréme 8.5. (Théoréme de récurrence de Birkhoff) Soit X un espace topologique
compact. Toute application continue ¢ : X — X admet un point positivement récurrent. [

151. Rappelons que la frontiére d’une partie A d’un espace topologique X est
DA=ANA=4A4,

c’est-a-dire 0A est ’ensemble des points de X dont tout voisinage rencontre a la fois A et son complémen-
taire.
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Remarques. (1) Il peut n’y avoir qu’un seul point positivement récurrent. Par exemple,
prendre X le compactifié d’Alexandrov R ~ S; et ¢(x) = z + 1 pour tout = € R, ainsi que
¢(00) = 00, qui est I'unique point positivement récurrent.

(2) 1l peut n’y avoir aucun point périodique. Par exemple, prendre une rotation irra-
tionnelle du cercle.

(3) Donnons une démonstration du théoréme 8.5 qui n’utilise pas I’axiome du choix,
sous 'hypothése supplémentaire que X est métrisable. Elle utilise le théoréme de récurrence
de Poincaré 1.1.

Seconde démonstration pour X métrisable du théoréme 8.5. Soient X un espace
compact métrisable, de tribu borélienne A, et (Uy,)nen une base dénombrable d’ouverts de
X. Soit ¢ : X — X une application continue. Par la proposition 0.6, il existe une mesure
de probabilité p invariante par ¢. Notons R, ’ensemble mesurable des x € X tels que,
pour tout m € N, si z € U,,, alors 'orbite positive (¢"(z))nen repasse une infinité de fois
dans Up,. Puisque X = J,cry Un, le théoréme de récurrence de Poincaré 1.1 appliqué a
(X, A, u) et un argument de dénombrabilité montrent que Ry est de mesure totale dans
X. En particulier, I'ensemble R, est non vide. Mais si x € R4, pour tout voisinage ouvert
U de z, il existe m € N tel que x € U, C U, donc x revient une infinité de fois dans U.
D’ou x est positivement récurrent, ce qui démontre le théoréme de récurrence de Birkhoff.
O

Remarque. Cette démonstration montre que si X est métrisable compact, alors I’ensemble
des points positivement récurrents est de mesure totale pour toute mesure de probabilité
L invariante.

Supposons de plus ¢ inversible. Notons R_ 1’ensemble mesurable des x € X tels que
pour tout m € N, si z € U, alors 'orbite négative (¢~"(x))nen repasse une infinité de
fois dans U,,, En considérant R_ N R, nous obtenons alors que ’ensemble des points
récurrents de (X, ¢) est de mesure totale pour toute mesure de probabilité p invariante.

Exercice E.59. Soient p € Z~{-1,0,1}, T! = R/Z et ¢, : T — T' Uapplication *>*
continue définie par x — px.

(1) Montrer que le systéme dynamique topologique & temps discret (T, ¢p,) est non inver-
sible, qu’il est conjugué au systéme dynamique topologique (S1,z — 2zP), que l’ensemble
Per(¢,) des points périodiques de ¢, est dense dans le cercle T, que le systéme dynamique
topologique (T*, ®p) est non errant, qu’il est positivement transitif, et qu’il est topologique-
ment mélangeant.

(2) Supposons p > 2. Soit © : [0,p — 1]N — T lapplication définie par
"y
€N
Montrer que © est une semi-conjugaison entre le systéme de Bernoulli unilatére d’alphabet

[0,p — 1] et le systeme dynamique topologique (T, ), que Uon appelle un codage de
(T, ¢,). Retrouver les propriétés précédentes.

(3) Supposons toujours p > 2. Notons CO(T!) I’espace de Banach des applications continues
réelles sur T', muni de la norme uniforme || ||oo. Notons L : C°(T*) — C°(T?) l’application

152. appelée l'application de doublement de ’angle si p = 2
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linéaire continue (de norme au plus 1), appelée opérateur de transfert, définie, pour tous
les f € CO(TY) et y € T, par

—_

.
y+l
I

1 1
Lf:y—» ——«+— -
P et 2,10 2

en notant par abus de la méme maniere y et un relevé de y dans R, le terme de droite
ne dépendant pas du choiz de ce relevé. Montrer qu’en notant \ la mesure de Lebesgue '3
de T, Uapplication ¢p préserve la mesure de Lebesgue X, et que nous avons, pour tous les
f,g € CO(T),

/(fod»p)gcu:/ f(Lg)dx. (74)
T1 T1

Montrer que pour tous les f € CI(TI) et n € N, nous avons

5w~ [ | < / e (75)

En déduire que la transformation ¢, est mélangeante pour la mesure de Lebesgue du cercle,
c’est-a-dire (voir aussi la partie 4.5) que pour tous les f,g € L2(T!, \), nous avons

im_ Tl(fo¢;})gdA:(/TlfdA)(/TlgdA).

En déduire que la transformation ¢, est exponentiellement mélangeante pour la mesure de
Lebesgue du cercle (voir la partie 4.5), et plus précisément que pour tous les f,g € C1(T?!),
en définissant la norme de Sobolev W' de f par ||flloo1 = max{||f|lcos [|f']loc}, nous

o [reagar=([ ra( [ aa)|<

8.5 Reécurrence multiple

1
— fool Jllco,1 - 76
<o [/ llos, llg (76)

Voici une généralisation du théoréme de récurrence de Birkhoff 8.5.

Théoréme 8.6. (Furstenberg-Weiss 154) Soient X un espace topologique métrisable
compact non vide et f : X — X une application continue. Alors, pour tout £ dans N~{0},
il existe un point x de X et une suite strictement croissante d’entiers (ny)ren tels que

Vpellf, lim fr@) =z

153. Par définition (voir aussi le début du chapitre 4), pour toute fonction continue f € C°(T') sur T,
identifiée & une fonction 1-périodique sur R, pour tout ¢y € R, nous avons

/Tlfd)\—/t:)ﬂf(t) dt .

o
Benjamin Weiss Bartel Arnaud Denjoy
1941- van der Waerden 1884-1974
154. 1903-1996
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Autrement dit, il existe un point z positivement récurrent pour f, f2,..., f¢, avec les
mémes temps de presque-retour. Nous utiliserons le lemme indépendant suivant.

Lemme 8.7. Soient Y un espace topologique métrisable complet et p : Y — R une fonction
semi-continue supérieurement '°°. Alors I’ensemble des points de continuité de ¢ est dense
dans Y.

Démonstration. Quitte & remplacer ¢ par e¥, nous pouvons supposer que @ est minorée.
Notons, pour tout € > 0,

Yo={yeY : 3 (yp)ren € Y", Jim g =y et limsupp(ye) < o(y) - €} .

k—o00

Comme ¢ est semi-continue supérieurement, I’ensemble Y, est fermé % et ’ensemble des

points de continuité de ¢ est l'intersection des ouverts Y1 pour n € N. Par le théoréme
de Baire, il suffit de voir que chacun de ces ouverts est dernlse, c’est-a-dire que chacun des
fermés Y. est d’intérieur vide.

Si, par ’absurde, I'intérieur de Y contenait un point g, il contiendrait aussi un point
y1 tel que ¢(y1) < ©(yo) — §. Nous construirions ainsi une suite de points (yx)ren dans

intérieur de Y; telle que o(yx) < @(yr—1) — 5. Ceci contredirait le fait que ¢ est minorée.
O

Démonstration du théoréme de Furstenberg-Weiss. Par la proposition 8.4, nous
pouvons supposer que X est minimal. Procédons par récurrence sur £. Pour £ = 1, c’est le
théoréme de récurrence de Birkhoff 8.5. Supposons le résultat vrai pour £ — 1. Fixons x un
point de X et (ng)ren une suite strictement croissante d’entiers tels que

Vpel[l,¢—1], klim [P (z) =x . (77)
— 00

Introduisons I'espace produit ¥ = X, la diagonale A = {(x,...,z) : £ € X} de Y et les
deux transformations continues g et h de Y données par

g(@r, .. xe) = (f(m1), f2(22), ..., [(=0))
h(xl, e ,.134) = (f(xl)vf(a:Q)a e af(xe)) :

Nous voulons trouver un point positivement récurrent de g qui soit sur A. Pour cela, nous
utiliserons les trois propriétés suivantes de g et h.

155. Une fonction ¢ : Y — R définie sur un espace topologique Y est semi-continue supérieurement si
pour tout yo dans Y, nous avons limsup ¢(y) < ¢(yo), voir par exemple [Bre, page 8], | , §5.4]. Par

Y—Yo
exemple, une borne inférieure de fonctions continues est semi-continue supérieurement.

156. En effet, soit (y*)i;en une suite dans Y. qui converge vers y> dans Y. Montrons que y*° € Y.. Pour

tout ¢ € N, considérons une suite (yi)ren € Y™ qui vérifie klim yr = y' et limsup ¢(y;) < o(y*) — e
— k— o0

Pour tout i € N, soit k; € N tel que k; > i et go(y}%) <) —e+ 1%_1 Alors lim y;, = y™ et, par la
11— 00

semi-continuité supérieure de ¢, nous avons

limsup ¢(yi,) < limsup p(y’) — e < p(y™) —€.

1—00 71— 00
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(i) Les applications g et h commutent (c’est-a-dire go h = hog).
(ii) La transformation h préserve A et A est un minimal pour h.
Etape 1. (iii) Il existe yo dans A et une suite de points (2o 1 )ren dans A tels
que

lim ¢"*(20.%4) = Yo -
\ k—o0

Démonstration. Les points (i) et (ii) sont clairs. Pour vérifier le point (iii), nous prenons
yo = (z,...,x) et 20 = (Tg,...,x5) oz, € X vérifie f™ (x},) = x. Cest possible, car par
minimalité et compacité, I'application f est surjective. Nous avons alors, par la formule

(77),
g™ (z0k) = (x, f*(x), ..., V™ (2)) — oo (w2, . ,2) =10 . O

Etape 2. Vye A, Ve>0, 3z A, In>1, d(g"(2),y) <e

Démonstration. Soient y € A et € > 0. Par la minimalité de A pour h, il existe m > 0
tel que d(h™(yo),y) < €. Nous prenons alors z = h'™(zp ) et n = ny pour k suffisamment
grand. Ceci convient car, par 'étape 1 (i) et (iii), et par la continuité de h™, nous avons

g™ (2) = K" g™ (20,k) —k—oo K (Y0) - O

Etape 3. Ve>0, 3ye A, In>1, d(g"(y),y) <e

Démonstration. Soient € > 0, ¢g = § et yo un point quelconque de A. L’étape 2 permet
de trouver un point y; dans A et ny > 1 tel que d(¢™ (y1),v0) < €o. La continuité de g™
permet de trouver ¢; < €p tel que

VyeA, dy,y)<e = dg"(y),y) <eo-

Recommencgons avec €1 et y;. Nous choisissons ainsi, de proche en proche, pour tout £ > 1
des entiers ng > 1, des points ¥y, dans A et des réels €5, < €,_1 tels que

v Yy e Aa d(yayk) <€ = d(gnk (y)vyk—l) < €1 -

Nous avons alors par récurrence

. . . €
Vi<j, dghtmittrtiet(yn) y) < e < 5

Par la compacité de A, nous pouvons trouver i < j tels que d(y;,y;) < 5. Nous prenons
alors y = y;j et n = n; + nj_1 +--- + nipq1. Par I'inégalité triangulaire, nous avons donc
d(g"(y),y) <e. O

Pour conclure la démonstration du théoréme de Furstenberg-Weiss, introduisons la
fonction ¢ : A — [0, +o00[ définie par

= inf  d(y.¢"(y)) .
©(y) et (v, 9" (y))

Cette fonction ¢ est semi-continue supérieurement, car pour tout n € N\ {0}, la fonction
y+— d(y,g"(y)) est continue. D’aprés le lemme 8.7 ci-dessus, il existe un point de continuité

181



a de . Il nous suffit de montrer que ¢(a) = 0 pour obtenir le résultat de récurrrence au
rang k.

Supposons, par l'absurde, que ¢(a) > 0. Il existe alors un réel § > 0 et un ouvert non
vide V' de A tel que, pour tout y dans V, nous avons ¢(y) > J. Nous avons 'égalité

Jnrmvy=a

m2>1

car le complémentaire de cette union (non vide) est un fermé positivement h-invariant,
donc vide par minimalité de A pour h. Par compacité de A, nous pouvons trouver une
partie finie F' de N~ {0} telle que nous ayons

Urmo)=a. (78)

meF

Par 'uniforme continuité des applications A™ sur A, il existe € > 0 tel que
Vo' o' e A, dy,y)<e = YmeF, dh™y),h" ")) <6.

Considérons alors le point y de A et 'entier n > 1 donnés par ’étape 3. Nous avons donc
d(g™(y),y) < €. Ce point y est dans un des ouverts h~™ (V) pour un m dans F par la
formule (78). Nous avons donc d(g"(h™(y)), h™(y)) < . En particulier, le point A™(y) de
V vérifie o(h™(y)) < 0. Ceci est une contradiction. O

Voici une application du théoréme de Furstenberg-Weiss.

Théoréme 8.8. (van der Waerden '**) Soit N = By L+ --U B, une partition finie de N.
Pour tout £ € N, il existe j € [1,q] telle que la partie B; contienne une suite arithmétique
{a,a + n,a + 2n,...,a + ¢n} avec n > 1, de longueur £ + 1 (qui peut donc étre prise
arbitrairement grande).

Démonstration. Il s’agit de voir que, pour ¢ > 1 fixé, une des parties B; contient une
suite arithmétique de longueur ¢+ 1. La partition ci-dessus définit un mot w = (w;);en du
systéme de Bernoulli unilatére (X1 = [1,¢]", 0y ) par

VieN, w,=j & 1€B,.

L’espace topologique produit [1,¢]" est métrisable compact (voir la formule (4) de la
distance choisie d sur [1,¢]"). Considérons l'espace topologique X = {o%w : n € N},
I’adhérence de l'orbite positive de w par le décalage o, qui est positivement invariante
par 0. D’aprés le théoréme de Furstenberg-Weiss, il existe un point w’ de X et un entier
n > 1 tel que nous ayons d(w',0%"w') < 1 pour tout élément j € [1,£], c’est-a-dire, tel
que nous ayons wj = w,, = wh, = - -+ = wy,. Comme w’ est dans I'adhérence de I'orbite de
w, il existe un entier a > 0 tel que d(w', oGw) < e~ Cest-a-dire, tel que wqy; = w, pour
tout ¢ € [1,¢n]. En particulier, nous avons wg, = Wgtn = -+ = Weien. Autrement dit, en
notant j cet entier, la suite arithmétique {a,a + n,a + 2n,...,a + ¢n} de longueur ¢ + 1
est contenue dans B;. O
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8.6 Exercices

Exercice E.60. Soient (X, ¢) et (X', ¢') deux systémes dynamiques topologiques, et soit
h: X — X' une semi-conjugaison entre (X, ¢) et (X', ¢’). Parmi les propriétés suivantes,
quelles sont celles qui sont vérifices par (X', ¢’) si elles le sont par (X, ¢)? Donner des
contre-exemples lorsque ce n’est pas le cas.

e avoir I’ensemble de ses points périodiques dense,
avoir un point positivement récurrent,
ne pas avoir de point errant,
étre positivement transitif (et transitif dans le cas inversible),
étre topologiquement mélangeant,
étre positivement minimal (et minimal dans le cas inversible).

Exercice E.61. Soit X un espace topologique métrisable séparable complet sans point
isolé, et soit ¢ : X — X un homéomorphisme transitif.

(1) Montrer que le systéme dynamique topologique (X, ¢) est non errant.

(2) Montrer que pour tout ouvert V' de X, les ensembles W = J,,cy @~ ™(V') et ¢(W) ont
la méme adhérence.

(3) Montrer que ¢ est positivement transitif.

Exercice E.62. Soient X un espace topologique, ¢ : X — X une application continue
et p une mesure de probabilité borélienne invariante par ¢ sur X, de support X. Montrer
que si le systéme dynamique mesuré (X, i, ¢) est mélangeant (voir la partie 3), alors le
systéme dynamique topologique (X, @) est topologiquement mélangeant.

Montrer qu’une rotation du cercle n’est pas mélangeante pour la mesure de Lebesgue
du cercle.

Exercice E.63. Reprenons les notations de 'exercice E.30 de la partie 4.6. Considérons
N € N\ {0} et M € #n(Z) une matrice entiéere N x N telle que M n’admette pas
de valeur propre complexe de module inférieur ou égal a 1. Notons ¢y : TNV — TV
’application continue définie par passage au quotient modulo Z» de I'application linéaire
M :RN - RN,
Montrer que le systéme dynamique topologique & temps discret (’]I‘N , ) est non errant,
qu’il est positivement transitif, et qu’il est topologiquement mélangeant.
Exercice E.64.
(1) (Transformation presque périodique) Soient X un espace métrique compact non
vide, et ¢ : X — X un homéomorphisme. Montrer que si le systéme dynamique to-

pologique (X, ) est topologiquement transitif, et si la suite des itérés (¢")pen est
équicontinue, '°7 alors le systéme dynamique topologique (X, ¢) est uniquement ergo-

157. Rappelons (voir par exemple | , §5.5]) que si X et Y sont deux espaces métriques, une famille
(fa)aca d’applications de X dans Y est dite équicontinue si

Ve>0, VzeX, 36>0, Vac A, Vye X, sidy,z) <9 alors d(fa(y), fa(z)) <e€.
Le théoréme d’Arzela-Ascoli dit que si X,Y sont des espaces métriques, si (fa)aca est une famille d’appli-
cations continues de X dans Y, telle que
e la famille (fo)aca est équicontinue,
e pour tout = dans X, Pensemble {fa(z) : a € A} est d’adhérence compacte dans Y,

alors Padhérence de {fo : « € A} est compacte (et équicontinue) dans I’ensemble C'(X,Y") des applications
continues de X dans Y, muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.

183



dique.

(2) (Critére d’unique ergodicité des translations & gauche) Soient G' un groupe
topologique compact et 7 une translation & gauche sur GG. Montrer que si 7 est topo-
logiquement transitive, alors le systéme dynamique topologique (G, 7) est uniquement
ergodique.

(3) (Transformation de I'odomeétre p-adique) Si p est un nombre premier, notons
vp : Q = Z U {400} la valuation p-adique, définie par v,(0) = +oo et si z € Q~ {0}
alors vy(x) est l'unique élément n € Z tel que v = p"L avec r,s € Z~ {0} non
divisibles par p. Notons Z, '’espace métrique complété de Z pour la distance p-adique
(x,y) = |z —ylp = pr(@=Y) Montrer que addition de Z s’étend en une loi de groupe
abélien compact sur Zj,, et que la transformation ¢ :  +— x + 1 est uniquement

ergodique sur Z,. *®

8.7 Indications pour la résolution des exercices

Correction de l’exercice E.54. Supposons (X, ¢) a temps discret et inversible (la
démonstration est analogue dans le cas & temps continu). Soient z € X, y € w(x) et n € Z.
Montrons que ¢"(y) € w(x), ce qui donne le résultat.

Puisque y € w(x) et par la définition (71), pour tout m € N, si m > n, alors nous avons
y € OF(¢™m "(x)). Puisque ¢" est continue et envoie orbite positive sur orbite positive,

.
nous avons %9

¢"(y) € 9"(OF(9m () ) C OF(¢"(9m"(2))) = OF (¢™())) -

Ceci étant vrai pour tout m assez grand, et puisque 'intersection définissant w(z) dans la
formule (71) est décroissante, nous avons ¢"(y) € w(x), comme souhaité.

Correction de ’exercice E.55. Supposons (X, ¢) a temps discret (la démonstration est
analogue dans le cas a temps continu). Nous avons, par la continuité de h pour la deuxiéme
inclusion,

Mwg(@) =h( () T07@) : n= N} ) © () a(T6"(@) : n= NY)

N>0 N>0
c () h({¢™(x) : n=N}) = () {(¢)"(h(z)) : n >N}
N>0 N>0
= wy (h(z)) .

Si h est une conjugaison, I'inclusion réciproque s’obtient en remplacant h par h™! et z
par h(z) : nous avons

W (wy (h(2))) € we(h™ (h(2))) = wy(2) ,
donc we (h(x)) C h(wg(x)).

Correction de P’exercice E.56. Rappelons que les images réciproques commutent avec
les opérations booléennes d’intersection, de réunion et de passage au complémentaire. Soit
x € X tel que h(z) € “Q(¢). Il s’agit de montrer que x € “Q(¢).

158. Voir l'exercice E.12.
159. Rappelons que si g : Y — Z est une application continue entre deux espaces topologiques, et si Y’
est une partie de Y, alors g(Y’) C g(Y”).

184



Puisque h(z) est errant, il existe un voisinage U de h(z) dans X’ tel que (¢')(U)NU
est vide pour tout ¢t > 1. Donc pour tout £ > 1, 'intersection

¢~ (K1 (U) Nh™HU) = h™H(¢")(U)N D)

est vide. Or h=1(U) est un voisinage de z, puisque h est continue. Ceci montre que x est
errant, comme souhaité.

Si h est une conjugaison, I'inclusion réciproque se démontre comme dans ’exercice E.54
qui précéde.

Correction de I’exercice E.57. Supposons (X, ¢) positivement transitif (respectivement
transitif). Pour tous les ouverts non vides U et V de X', puisque h~1(U) et h=1 (V) sont
des ouverts non vides de X, il existe un temps ¢ > 0 (respectivement un temps t) tel que
intersection h~1(U) N ¢~*(h~1(V)) soit non vide. Comme l'image d’une intersection est
contenue dans 'intersection des images, comme

¢~ (W1 (V) = (hod")TH(V) = (&) o )T (V) = hH(¢) (V)

Vintersection U N (¢')~4(V), qui contient h(h=1(U) N h=1((¢")~*(V)), est non vide. Donc
(X', @) est positivement transitif (respectivement transitif).

Correction de I’exercice E.58. Considérons la premiére équivalence triple. Montrons
que (2) implique (1). Soit z € X tel que w(z) = X. Soient U et V deux ouverts non vides.
Puisque w(z) = X, il existe m € N tel que ¢ (z) € U et n > m tel que ¢"(x) € V. Donc
UnNg¢™m™ (V) n’est pas vide, car il contient ¢ (x) = ¢™ " (" (z)).

Il est immédiat que (3) implique (2), donc montrons que (1) implique (3). Soit (U;)ien
une base dénombrable d’ouverts de X, et nous pouvons supposer que les U; sont non vides.
Pour tous les i, m € N, puisque ¢ est positivement transitif, 'ouvert ¢~""(U;) est non vide,
et Upsm @ " (U;) est un ouvert dense de X. Donc 'intersection dénombrable

vy=) |e¢mw)

i,meNn>m

est un G dense de X par la propriété de Baire de X.

Montrons que pour tout z € X, nous avons w(z) = X si et seulement si x € Y. Le sens
direct est immédiat, car si w(z) = X, alors pour tous les i, m € N, il existe n > m tel que
" (l‘) e U,.

Réciproquement, soit x € Y, montrons que w(xz) = X. Soient 2’ € X et U un voisinage
de z’. Puisque que (U;);en est une base d’ouverts, il existe i € N tel que U; C U. Puisque
x €Y, pour tout m € N, il existe n > m tel que ¢"(z) € U; C U. Donc 2/ € w(z) et
w(z) =X.

La seconde équivalence triple se démontre de maniére analogue, en considérant

z=Je "W).

1eENn€eZ

Correction de I’exercice E.59. (1) L’application ¢, :  — p x n’est pas injective, car
0 et % ont méme image. L’homéomorphisme ¢t mod Z ~ %™ de R/Z dans S; est une
conjugaison entre x — px et z — zP. L’ensemble

{pnk_ [ "€ N~ {0}, k € Z}
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est dense dans R, donc son image dans R/Z par la projection canonique est dense. De plus,
cette image est constituée de points périodiques pour ¢, car
n kK (" — 1)k k k

ppn_l pn_l +pn_1 pn_l mo

Puisque 'ensemble non errant Q(¢,) de ¢, est fermé et contient les points périodiques
de ¢p,, nous avons Q(¢,) = R/Z, et le systéme dynamique topologique (R/Z, ¢,,) est non
errant.

Pour tout x € R/Z, sa préimage totale | J,cy d)ljk(xL qui vaut

U%k(x)Z{x;;k mod Z : nEN,kEZ},
keN

est dense dans R/Z. Donc pour tous les ouverts non vides U et V', en prenant x € V' (c’est
possible car V' est non vide), la propriété de densité ci-dessus et le fait que U est non vide
montrent qu’il existe n € N tel que U N ¢, ™ () soit non vide. En particulier, U N ¢, (V)
est non vide. Par conséquent, ¢, est positivement transitif.

Pour tous les € R/Z et n € N, la préimage ¢," () de = par ¢ est

r+k
pn

qb;”(as):{ mod Z : k:GZ}

et tout point de R/Z est a distance au plus 2?% de I'un des points de ¢,"(z). Donc pour
tous les ouverts U et V non vides, soit NV € N tel que U contienne un intervalle ouvert de
longueur -2 oN . Alors pour tout n > N, I'intersection U N ¢, (V') est non vide. Donc ¢, est
topologiquement mélangeant.

(2) L’application © : ¥, = [0,p— 1] — R/Z est clairement bien définie et continue. '
Elle semi-conjugue bien le décalage o4 et ¢,. La surjectivité de © vient de l'existence du
développement p-adique de tout élément de [0, 1[. Puisque © est continue et envoie point
périodique sur point périodique (voir la formule (1)), et puisque les points périodiques d'un
systéme de Bernoulli sont denses (voir ’exemple (2) de la partie 0.1), nous avons

R/Z = ©([0,p — 1]V) = ©( Per(oy) ) C O(Per(vy)) C Per(p,) C R/Z,

donc Per(¢,) est dense.

Puisque © envoie I’ensemble w-limite de tout x € ¥4 pour o4 dans I’ensemble w-limite
de ©(x) pour ¢ (voir la formule (72)), puisqu’il existe un élément x € 3 tel que w,, () =
¥4 (voir I'exemple (2) suivant I'exercice [.58), nous avons donc wg,(0(z)) = R/Z. Donc
¢p est positivement transitif.

Puisqu’étre topologiquement mélangeant est préservé par passage a un facteur (voir
I'exercice E.60) et puisqu'un décalage de Bernoulli est topologiquement mélangeant (voir
I'exemple (2) suivant l'exercice E.58), ceci remontre que ¢, est topologiquement mélan-
geant.

(3) Nous avonb vu que l'application ¢, est surjective, dont la fibre au-dessus de tout
y € Tt est ¢ {yﬂ mod Z : i € [0,p— 1]}. Il est immédiat que 'opérateur L est

1)ZEN et y = (:)ien vérifient d(z,y) < e~ pour la distance définie par la formule (4), alors
< _x—7 par sommation de série géométrique.
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bien défini, linéaire et continu de norme d’opérateur au plus 1, car pour tout f € CO(T!),
nous avons [[Lfllec < 5 3281 [1fllee = [1flloc-

Montrons la formule (74). Sur chacun des intervalles | pour k € [0,p — 1], I'ap-
plication z — px est un homéomorphisme sur 'intervalle fk k 4+ 1[. Donc par changement
de variables, en identifiant les fonctions sur T' aux fonctions 1-périodiques sur R, nous
avons

k k+1[

| Foa)gan- Z/ da:_pzl /k“ ) do

122 o4k
:/Of(x)ng( S)de= | f(Lg)ar.

k=0

En prenant pour g la fonction constante égale & 1, comme Lg est aussi la fonction constante
égale a 1, cette formule dit que I'application ¢, préserve la mesure de Lebesgue.
Montrons la formule (75). Soit f € C'(T!). Rappelons que si s < s', alors nous avons

f(&)—f(s) = fss, f'(u) du. Par récurrence, pour tout = € [0, 1], nous avons, en identifiant
les fonctions sur T! aux fonctions 1-périodiques sur R,

() - /T far|=| ;n(ff(m;k)) - /f“ (t) dt |
ST

—1 z+k+1

Z/ / £ du dt

k=
p z+k+1 z+k+1

Z/ / w)| du dt = / |F(u)] du .
k=

Le fait qu’étre exponentiellement mélangeant implique étre mélangeant a été vu en
toute généralité dans la partie 3.2. Montrons donc la formule (76).
Soient f,g € C*(T!). Par les formules (74) et (75), nous avons

‘/Tl(fwg)gdA—(/TlfdA)(/TlgdA)’:‘/Tlf(L"g)dA—(/TlfdA)(/TlgdA)(

1 1
< [1r1]2mg= [ gar|an< 1l 19 < 25 1o gl
T T? p p

a:+k:
pTL

) — f(t)) dt (

Correction de I’exercice E.60. e Par la formule (1), nous avons h(Per(¢)) C Per(¢’)
et puisque h est continue, nous avons h( A ) C h(A) pour toute partie A de X. Puisque
h est surjective, si Per(¢) est dense, nous avons donc

X" =nh(X) = h(Per(¢) ) C h(Per(¢)) C Per(¢)C X'.

D’ou Per(¢') est dense.
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e Par définition, si & est un point positivement récurrent de ¢, alors x € w(x). Donc
par la formule (72), nous avons

W) € h(w(z)) C w(h(z)),

d’ott h(x) est positivement récurrent.

e Nous savons par la formule (73) que h=1(£2(¢')) contient Q(¢). Donc si ¢ n’a pas de
point errant, alors, puisque h est surjective,

X' 2 Q(¢)) D h(Q)) = h(X)=X".

Dou X' = Q(¢) et ¢’ n’a pas de point errant.

e Si (X, ¢) est positivement transitif (respectivement transitif dans le cas inversible),
alors (X', ¢') lest, c’est exercice E.57. Voici un autre argument lorsque X et X’ sont des
espaces de Baire a base dénombrable d’ouverts. Si (X, ¢) est positivement transitif, soit z
un point de X dont 'ensemble w-limite est égal a tout X. Par la formule (72), 'ensemble
w-limite w(h(z)) de h(x) contient h(w(x)) = h(X). Par la surjectivité de h, nous avons
donc w(h(z)) = X'.

e Supposons que (X, ¢) soit topologiquement mélangeant. Pour tous les ouverts non
vides U et V de X', puisque h~1(U) et h=1(V) sont des ouverts non vides de X, il existe un
temps T > 0 tel que, pour tout ¢ > T, I'intersection h=1(U) N ¢~t(h~1(V)) soit non vide.
Comme l'image d’une intersection est contenue dans Iintersection des images, comme

¢~ (1 (V) = (hod")TH(V) = (&) o )™ (V) = hH(¢) T (V)

intersection U N (¢')~4(V), qui contient h(h~1(U) N h~1((¢')7t(V)), est non vide. Donc
(X', ¢') est topologiquement mélangeant.

e Supposons que (X, ¢) soit positivement minimal. Pour tout z’ € X', puisque h
est surjective, soit x € X tel que h(z) = 2’. Par la formule (72), I'ensemble w-limite
w(z") = w(h(z)) contient h(w(z)) = h(X) = X', ces derniéres égalités étant vérifiées par la
minimalité positive de ¢ et par la surjectivité de h. Donc (X, ¢) est positivement minimal.

De méme, si (X, @) est minimal, pour tout 2’ € X', soit € X tel que h(z) = 2/. En
utilisant la surjectivité de h pour la premiére égalité, la densité de l'orbite de x pour la
seconde égalité, la continuité de h pour la premiére inclusion, et le fait que h envoie orbite
dans orbite pour la seconde inclusion (voir la formule (3)), nous avons

X' =nX)=h(0@)) C h(0(x)) C 6(h(z)) =0 C X' .

Dou X' = O(2') et (X', ¢') est minimal.

Correction de I’exercice E.61. (3) Soit # une base dénombrable d’ouverts non vides
de X, et pour tout V€ ¥, soit V' = J,,cy @ ™(V). Alors V' est ouvert, car ¢ est continue.

Montrons qu’il est dense, ce qui conclut car par le théoréme de Baire (valable pour
les espaces métrisables séparables complets), U'intersection dénombrable d’ouverts denses
Nvey Uneny @ (V) est non vide, et tout point de cet ensemble a une orbite positive dense,
car rencontrant tout élément d’une base d’ouverts.

Soit U un ouvert non vide de X, montrons qu’il rencontre V', ce qui conclut. Puisqu’il
existe un point d’orbite dense dans X par I'exercice E.58, il existe n > 0 tel que UN¢~"(V)
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ou UNg™(V') est non vide. Le premier cas donne le résultat. Dans le second cas, comme tout
ouvert non vide contient une infinité de points de toute partie dense par 'hypothése sur la
topologie de X, il existe m > n et un point x de U N ¢"™ (V) tel que ¢~ ™ (z) € U N " (V).
Mézalor le point y = ¢~ (z) appartient a U et y € ¢~ (¢"(V)) = ¢~ ™™)(V), ce qui
conclut car m > n.

Correction de 1’exercice E.62. Soient U et V' des ouverts non vides. Puisque la mesure
w est de support total, nous avons p(U),u(V) # 0. Si (X, u,¢) est mélangeant, alors
w(U N ¢~ (V)) converge vers u(U)u(V) > 0 quand ¢ — +oo. Donc il existe T tel que si
t > T, alors u(UN¢~*(V)) > 0. En particulier UN¢~* (V') est non vide, et donc (X, ¢) est
topologiquement mélangeant.

Les rotations du cercle ne sont pas topologiquement mélangeantes, comme vu dans
I'exemple (1) de la partie 8.4, donc ne sont pas mélangeantes pour la mesure de Lebesgue
du cercle.

Correction de 1’exercice E.63. Vu les hypothéses sur les valeurs propres de M, nous
savons par le théoréme 4.11 (voir aussi l'exercice E.30 iv) ) que la transformation ¢ du
tore est mélangeante pour la mesure de Haar de T?, donc est topologiquement mélangeante
par I'exercice E.62, donc est positivement transitive et non errante comme vu dans la partie
8.4.

Correction de ’exercice E.64. (1) Puisque la suite (¢")nen est équicontinue et comme
X est compact, pour tout f € C°(X;C), la suite (S, f)nen est bornée et équicontinue.
Par le théoréme d’Arzela-Ascoli (voir par exemple la note de bas de page 157), elle admet
donc une sous-suite qui converge vers une application f € C°(X;C) (pour la topologie
de la convergence uniforme sur C(X;C) ). Celle-ci est continue et ¢-invariante. Comme
la transformation ¢ est topologiquement transitive, et puisque f est constante sur toute
orbite, 'application f est donc constante. Soit x4 une mesure ¢-invariante (qui existe par
le théoréme de Krylov-Bogolyubov, voir la proposition 0.6). Cette constante f est égale a
wu(f) car u(Spf) = u(f) et par convergence uniforme. En particulier, elle ne dépend pas
de la sous-suite extraite, donc la suite (S, f)nen converge vers une constante ne dépendant
que de f. Le résultat découle alors de la proposition 4.3 (3).

(2) Supposons tout d’abord que G soit métrisable, et fixons dy une distance sur G
induisant sa topologie. Il suffit alors de munir G d’une distance invariante par toutes les
translations a gauche, et d’appliquer la question (1). Soit x une mesure de Haar a gauche
sur G. Alors d : (z,y) = [, do(gz, gy) dpu(g) est une telle distance.

Lorsque G n’est pas métrisable, il est possible d’étendre la question (1) au cas des
espaces uniformes (voir par exemple [Bou]), mais voici un autre argument. Notons g € G
I'élément de G tel que 7 = Ay : h = gh soit la translation & gauche par g dans G. Par
hypotheése, il existe x € G tel que la suite (¢™x),en soit dense. Par la continuité de la
translation & droite par 27!, la suite (¢"),en est donc dense dans G. Soient y une mesure
de probabilité T-invariante sur G et h € G. 1l existe une sous-suite (¢"*)ren qui converge
vers h. Donc Agn, converge vers Ay, dans CY(G; G). Donc par la continuité pour la topologie
uniforme de C%(G; G) et celle de la convergence vague sur Prob(G) de I'application f ~ f.u
d’'image directe d’'une mesure fixée, et par I'invariance de p par 7 = )4, nous avons

(An)spp = Hm (Agnk )upp = pu .

k——+o0
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Par conséquent, la mesure de probabilité p est en fait invariante par toutes les translations,
donc coincide avec la mesure de Haar normalisée de G. Le résultat découle alors de la
proposition 4.3 (2).

(3) Nous laissons le soin au lecteur de montrer que ’application © de [0, p— 1]]N dans Z,
définie par (a;)ien — D ien a;p' (en prenant la limite, qui existe, pour la distance p-adique
étendue par complétion & Z,) est un homéomorphisme de I’espace de Cantor [0, p— 1]]N sur
Zp, qui est un isomorphisme de groupes si nous munissons [0,p — 1] de I'addition terme
A terme avec possible retenue ajoutée au terme suivant, et qui envoie les suites presque
nulles sur I’ensemble N, par le développement p-adique des entiers : tout élément n € N
non nul s’écrit de maniére unique n = Z?:o a;p' ou k € N et a; € [0,p — 1] avec ay, # 0.

Par transport de structure, les images par © des cylindres initiaux [ag, ..., ax] de l'es-
pace produit [0,p — 1] pour k € N et ag,...,ar € [0,p — 1] forment une base d’ouverts
dans Z,. Sin = Zflzo ajpt avec k' > k et ajy = ag,...,al, = a, alors il est immédiat de
montrer que ¢"(0) € O([ao, - ..,ax]). Donc 'orbite de 0 par la transformation de 'odomeétre
est dense. 11 suffit alors d’appliquer la question (2).

9 Dynamique des homéomorphismes du cercle

Nous renvoyons par exemple a | , | pour les rappels ci-dessous de topologie
algébrique élémentaire. L’application lisse 16 T de R dans S;, définie par 6 — €7 in-
duit par passage au quotient un C*-difféomorphisme T! = R/Z — Si, par lequel nous
identifions ces deux variétés différentielles lisses. 192 Alors o R — R/Z s’identifie a la
projection canonique t — ¢ = t mod Z. Par le théoréme du relévement '3, pour toute
application continue f : R/Z — R/Z, il existe une application f: R — R continue, unique

modulo translation entiére, appelée un relevé de f, telle que le diagrame suivant commute
R L R
Tt b
rR/Zz L R/z,
c’est-a-dire telle que o f =fo e Le nombre d = f(l) — ]7(0) ne dépend pas du choix

du relevé f. 11 est appelé le degré de f et noté deg(f), et nous avons f(ac +1) = f(a:) +d
pour tout z € R. Il vérifie deg(id) = 1 et deg(fog) = deg(f) deg(g) pour toute application
continue g : R/Z — R/Z.

Exemple. L’application de doublement de l’angle, '* qui est application f : z +— 2
de R/Z dans R/Z, est de degré 2.'%° Pour tout k € Z, il existe de méme au moins une
application continue f : R/Z — R/Z telle que deg(f) = k.

16

161. Cette application est un revétement universel de S1, de groupe de revétement Z

162. En munissant la variété lisse quotient R/Z de sa structure de groupe additif abélien quotient (donc
de Z-module, de sorte que pour tout z € R/Z, I'élément 2z = x + x est bien défini), et la sous-variété lisse
S1 de sa structure de groupe multiplicatif, ce C*°-difféomorphisme R/Z — S; est aussi un isomorphisme
de groupes.

163. Voir par exemple | , Coroo. 2.28|, sachant que R est simplement connexe (et localement connexe
par arcs).

164. Voir les exercices E.59 et E.66 pour des compléments.

165. Plus généralement, pour tout d € N\ {0}, le degré d’un revétement a d feuillets du cercle est égal a
d.
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Si f est un homéomorphisme du cercle, alors deg(f) = +1 et fest un homéomorphisme
de R. De plus, f préserve l'orientation du cercle si et seulement si deg(f) = 1, et si
et seulement si ’application fv est strictement croissante. Par exemple, les relevés de la
rotation z — € z du cercle Sy, d’angle # € R/27Z, sont les applications t — t + a + k oil
a = % mod Z et k € Z. Le réel « est bien défini modulo Z, et cette rotation, notée R,
lorsque nous la considérons comme une application de R/Z dans R/Z, est rationnelle si et
seulement si a € Q, et irrationnelle si et seulement si @« € R\Q. En rappelant que R/Z

est un groupe additif, nous appellerons encore o € R/Z [’angle de la rotation

Ry z—zx+a.

9.1 Nombre de rotation d’'un homéomorphisme du cercle

Proposition 9.1. Soit f : R/Z — R/Z un_homéomorphisme préservant l’orientation.
Alors pour tout x dans R et pour tout relevé f de f, la limite

f(F) = tm L (Fr@) - a)

n—4+oco N

existe dans R, est indépendante du choix du point x dans R, et

;té%\fm(x)—mf(f)—xlﬁl (79)

Elle est appelée le nombre de translation de f Sa classe modulo 7, est indépendante du
choix du relevé f de f. Elle est notée p(f) € R/Z, et appelée le nombre de rotation de f.

Exemple. Pour tout o dans le groupe additif R/Z, le nombre de rotation de la rotation
Ry iz — x4+ o est égal a I'angle de cette rotation :

p(Ry) =a eR/Z.

En effet, en notant & un relevé de o dans R, I'application Rva t @ x + a est un relevé de

R, (les autres sont de la forme = — = + a + k avec k € Z), et donc R, n(x) =r+na
pour tout n € N, ce qui montre le résultat.
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Démonstration. Montrons 'existence de la limite. Rappelons le lemme suivant bien connu
des suites presque sous-additives (voir par exemple [Cal] pour une introduction aux quasi-

morphismes de groupes). Il généralise, avec une démonstration similaire, le lemme de Fekete
2.7.

Lemme 9.2. Soient ¢ € R et (an)nen une suite réelle telle que
VonmeN, apim<an+an+c.

Alors la limite £ = lim % existe dans RU {—oo} et vaut inf,>1 5. Si £ € R, alors
n—-+00 -

sup (m € —apy) <c.

meN
Démonstration. Soit £ = inf,>1 » € RU {—oco}. Supposons tout d’abord que ¢ > —oo.
Alors la suite positive b, = a,—¢n est encore presque sous-additive pour la méme constante
¢, et pour tout € > 0, il existe ng > 1 tel que —2 bng o <eet 10 < e. Pour tout n > ng, écrivons

n =qng+r avec 0 < r < ng la division euclidienne de n par ng. Par presque sous-additivité
et récurrence, nous avons alors

b
<

b, qbn0+7“bl+(q+r—1)c§bno+ 1 +no(bl+c)‘
n n no no

Donc 0 < b" < 3e pour tout n assez grand, ce qui montre que * converge vers .
Sil= —oo pour tout A > 0, il existe ng > 1 tel que ”0 < A 2. Comme ci-dessus,
pour tout n > ng, sin =gng+r avec 0 < r < ng alors
qan, +ra+ (g+r—1)c < o 1 nglar+c¢)

< <4 — 4
n n no no

Donc 9= < —A pour tout n assez grand, ce qui montre que * converge vers —oo.
Par presque sous-additivité et récurrence, pour tous les entiers m,n € N, nous avons
Amn < N ay + (n— 1)e. Donc

Amn Amn — N am
—am = >
mn n
En faisant tendre n vers +o0, le résultat en découle. O
Pour tout entier n € N, posons a, = f"™(z) — et k, = |an]. Pour tout entier

m € N, puisque f™ est un homéomorphisme préservant l'orientation, remarquons que
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fim(x—F k) = f™(x) + k pour tout k € Z, que | f™(y) — f™(z)| < 1sily— 2| <1 et que
f(x) — (x4 ky,) €0,1]. Alors

|am+n — Qm _an|
= [(F™F™2) = ™ @+ k) + f (@) + ko — ) = (f™(2) —2) = (f"(2) — )|
<|F™(f ™M) — @+ k)| + | kn+ 2 — f(x)| < 2.

Sim > 1, nous avons, par somme téléscopique et puisque la fonction y +— f(y) — 1y est
1-périodique,

n—1
o %Z (F(Fi@)=Ti@) 2 inf (F(6)=v).
i=0 ’

Donc la suite (9*),en {0}, qui converge dans R U {—oco} par le lemme 9.2 et qui est
minorée par la continuité de f et la compacité de [0,1], admet une limite dans R. Ceci
montre l'existence du nombre de translation 7(f ), ainsi que la formule (79), en appliquant
le lemme 9.2 & (an)nen et (—an)nen avec ¢ = 2.

Soit n € N\ {0}. Puisque la fonction y — f"(y) — y est 1-périodique, le nombre de
translation 7(f ) ne dépend que de x modulo Z. Si z,y € [0, 1], alors | f "(x) — f "(y)| < 1,
donc
<

S (Fr@ -2) -~ (") - )]

n

S

@) = Frw) |+ lo—y] <

Donc le nombre de translation 7(f) ne dépend pas de . N
Si F' est un autre relevé de f, et si k € Z est tel que F(t) — f(t) = k pour tout ¢t € R,
alors B
F'(z)—xz=f"(x) —xz+kn

pour tout n € N. Donc le nombre de rotation p(f) dans R/Z ne dépend pas du choix du
relevé de f. O

Le résultat suivant montre que le nombre de rotation est un invariant de conjugaison
de systémes dynamiques topologiques, et décrit la situation quand le nombre de rotation
est rationnel.

Proposition 9.3. Soit f : R/Z — R/Z un homéomorphisme préservant ’orientation.
(1) Nous avons p(f™) = m p(f) pour tout m € N.

(2) Le nombre de rotation p(f) est rationnel si et seulement si f admet un point périodique.

(3) Si h:R/Z — R/Z est un homéomorphisme préservant l’orientation, alors
plhofoh™)=p(f).

Démonstration. (1) Remarquons que le m-éme itéré fm de ]?est un relevé de f™. Nous

avons
1

p(f)= T (F() —x) mod Z=_p(f").

n—+o00 nm
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(2) Si f admet un point périodique de période ¢ et si x_est un relevé de ce point
périodique dans R, alors il existe un entier p € Z tel que f9(z) = = + p. Donc par
récurrence, pour tout n € N, nous avons

1~ np p
_ f nqg r)—xr) = — = — .
() —2) = 2L
Donc par indépendance en z du nombre de rotation p(f) = lim L(f™(z)—z) mod Z,

n—-+0oo
Iélément p(f) = £ mod Z est rationnel.

Réciproquement, si p(f) = g € Q/Z, alors p(f?) = 0 par l'assertion (1). Il suffit donc
de montrer que si p(f) = 0, alors f a un point fixe. Supposons par contraposition que f
n’a pas de point fixe. Soit f un relevé de f tel que f(O) € [0,1[. Pour tout z € R, le
réel f(x) — x n’est pas entier (sinon 'image de = dans R/Z serait fixe). Par le théoréme
des valeurs intermédiaires, nous avons donc que f(ac)~— x € ]0,1[ pour tout z € R. Par
continuité et 1-périodicité, il existe donc 6 > 0 tel que f (x) —x € ]d,1— 4] pour tout = € R.
Donc, pour tout n € N\ {0},

i
L

L) —0) =

n

(f 7 (0) = f1(0) €]6,1 -4 .

SR
-.
I
o

Ceci montre que p(f) # 0.

(3) Soient flet %NdeSNrelevés de f et h respectivement, tels que 1 (0) € [0,1[. Notons que
la composition h o f o h ~! est un relevé de ho foh™!. Puisque h est un homéomorphisme
croissant de R qui se projette en un homéomorphisme modulo Z, pour tout z € [0, 1], nous
avons

0—1<h(z)—z<h(@) <h(l)<2,

et par 1-périodicité, nous avons | h(z) — x| < 2 pour tout € R. De méme, nous avons
| h ~1(z) — 2| < 2 pour tout = € R. Soit n € N\ {0}. Pour tous les z,y € R, si |y —z | < 2,
alors, en posant z = “+¥ de sorte que |z — x| < L et |z —y| < 1, nous avons

M) =@ <1 @) = T+ @) = @) <2.

D’ou

Par conséquent, nous avons 1 ‘(7@ of ohh)n(z)— f”(m)‘ < 4 ce qui montre que

p(ho foh™) = p(f). O

Exercice E.65. Soit f : R/Z — R/Z un homéomorphisme préservant l’orientation, de
nombre de rotation o rationnel.

(1) Montrer que toutes les orbites périodiques ont la méme période.

(2) Montrer que toutes les orbites périodiques ont le méme ordre cyclique sur le cercle
que toute orbite de la rotation R,.

(8) Si le nombre de rotation de f est p/q avec p et q deux entiers premiers entre eu,

montrer que f est topologiquement conjugué a la rotation R, si et seulement s’il existe

un relevé f de f tel que ]?q soit Uapplication t — t + p.
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9.2 Théorie de Poincaré-Denjoy '** des homéomorphismes du cercle

Théoréme 9.4 (Denjoy). Soit f : R/Z — R/Z un difféomorphisme de classe C? preé-
servant l'orientation, de nombre de rotation « irrationnel. Alors f est topologiquement
conjugué a la rotation R,,.

Remarques. (1) Nous verrons que f n’est pas forcément C?-conjuguée a R,. Le théoréme
reste vrai si f est de classe C! et si I'application'%® log f’ : R/Z — R est & variation
bornée 7 (voir [KH, §12.1]).

(2) Montrons qu’une conjugaison h : R/Z — R/Z telle que ho f = R,oh est uniquement
déterminée modulo postcomposition par une rotation : si h* est une autre conjugaison,
alors il existe 8 € R/Z tel que h* = Rg o h. Lorsque le choix de la conjugaison n’est pas
important, nous parlerons donc par abus de “la” conjugaison.

En effet, puisque deux rotations commutent, Rz o h est encore une conjugaison entre f
et Ry. Quitte a postcomposer h et h* par des rotations, nous pouvons supposer que h et
h* ont deux relevés qui conjuguent un relevé f de f et coincident en 0. Ces deux relevés
coincident donc sur la partie {f ™(0) + m : m,n € Z} de R, qui est dense dans R par
conjugaison et car {na +m : n,m € Z} lest (par l'irrationalité de «). Ils coincident donc
partout par la continuité de h et h*.

La premiére étape de la démonstration du théoréme 9.4, due & Poincaré, est de mon-
trer que f est topologiquement semi-conjuguée a R,, donc que le systéme dynamique
topologique (R/Z, R,) est un facteur du systéme dynamique topologique (R/Z, f), avec
un complément disant que si f admet une orbite dense, alors les deux systémes sont topo-
logiquement conjugués.

Théoréme 9.5 (Poincaré). Soit f : R/Z — R/Z un homéomorphisme préservant l’orien-
tation du cercle, de nombre de rotation « irrationnel. Il existe une application continue
monotone ‘%% surjective h : R/7 — R/7Z telle que ho f = Ryoh. Si f est transitif, ' alors
h est un homéomorphisme, qui conjugue f et Rq,.

Nous donnons deux démonstrations, au fond semblables.

Démonstration 1. (Voir par exemple [:hy].) Soit f: R — R un relevé de f. L’application
h : R — R définie par

h:a:%):;g;I (fm(x)—mT(f))

est & valeurs finies par la formule (79) et vérifie

166. Si f : R/Z — R/Z est un diffeomorphisme de classe C' préservant I’orientation, alors la dérivée
f’ : R — R d’un relevé fde f ne dépend pas du choix de ce relevé. Elle est 1-périodique et strictement
positive, donc définit une application f’ : R/Z — R strictement positive.

167. Une fonction g : R/Z — R est & variation bornée si la borne supérieure

n
Var(g) =  sup | g(yx) — g(an) |
(Uk)i<k<n p—1

prise sur toutes les suites finies (Ix)1<k<n d’arcs de cercle Iy, d’extrémités xx, yi, d'intérieurs deux a deux
disjoints, est finie. Notons que si g est de classe G, alors g est & variation bornée et Var(g) = fol |g'(t)] dt.
168. Une application continue du cercle dans le cercle est monotone si au moins un (donc tout) relevé de
R dans R de cette application est monotone.

169. c’est-a-dire si le systéme dynamique topologique (R/Z, f) est (topologiquement) transitif, autrement
dit admet une orbite dense, voir la partie 8.4
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(i) h(z+1) = h(z) + 1 pour tout z € R,

(ii) E(f(x)) = ?L(x) + T(f) pour tout z € R.

Par (i) et puisque a = p(f) = T(f) mod Z, 'application h induit donc par passage au
quotient une application h : R/Z — R/Z telle que h o f = R, o h par (ii). L’applica-
tion h est croissante, car fl’est, et semi-continue inférieurement car borne supérieure de
fonctions continues ', En particulier, elle est continue & gauche. Donc son image est le
complémentaire d’une union dénombrable (invariante par la translation ¢ — t + T(f) par
(ii)) d’intervalles semi-ouverts disjoints (les « sauts » de h), et h est continue si et seule-
ment si cette union est vide. Or cette union est la préimage par la projection canonique
R — R/Z du complémentaire de 'image de h. Puisque a est irrationnel et par (ii), 'image
de h est dense, donc h est continue.

L’application continue croissante h est strictement croissante en dehors d’une union
dénombrable (invariante par 'application f par (ii)) d’intervalles fermés maximaux d’in-
térieur non vide deux & deux disjoints, sur chacun desquels h est constante (les « plats »
de E) Notons U l'image dans R/Z de la réunion des intérieurs de ces intervalles, et wy le
fermé complémentaire, qui est invariant par f.

Si f est transitive, c’est-d-dire admet une orbite dense par l'exercice E.58,; alors U est
vide, et donc h est injective. Par conséquent, h est une bijection continue de R/Z, donc un
homéomorphisme par compacité, qui conjugue f et R,. En particulier, toute orbite de f
est dense, et le systéme dynamique topologique (R/Z, f) est minimal.

Si f n’est pas transitive, alors wy est un sous-espace de Cantor (fermé, sans point isolé
et d’intérieur vide) du cercle. La préimage d’un point de R/Z par la restriction a wy de h est
constituée de 1 ou 2 points, ces deux points étant alors les extrémités d’'une composante
connexe de U. Les points de U sont errants pour f, et ’ensemble non errant de f est
wy. Toute orbite de wy est dense dans wy, qui est donc I'unique minimal de f, appelé un
minimal exceptionnel.

Démonstration 2. La remarque clef pour cette deuxiéme démonstration du théoréme
9.5 est que les orbites sur le cercle de I’homéomorphisme f sont cycliquement ordonnées
exactement comme celles de la rotation R,. Ceci est explicité dans la premiére assertion
du lemme suivant, en remarquant que l'ordre cyclique usuel sur le cercle R/Z est induit
par 'ordre usuel de la droite réelle R

orbite par f orbite par la rotation R,
f(0) £2(0) o 3
0 _h . 0
12(0) 2a

Soit f comme dans I’énoncé du théoréme 9.5. Nous supposons que nous avons fixé un
relevé @ € R\Q dans R du nombre de rotation a € (R\Q)/Z de f et un relevé f de f de

7o)

sorte que & = lim A

k—+4o0

170. Voir la note de bas de page 155, aprés changement de signe pour transformer les fonctions semi-
continues supérieurement en fonctions semi-continues inférieurement.
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Lemme 9.6. Nous avons les propriétés suivantes.

(1) Pour tous les x € R et n,m,n’,m’' € Z, nous avons
na+m <n'a+m' siet seulement si f”(:):) +m< f (@) +m

(2) Pour tous les v € R/Z et m < n dans Z, nous avons f*(x) # f™(z) et si I est l'un
des deux arcs de cercles d’extrémités fm(x) et f™(x), alors toute orbite positive de f
rencontre 1.

(3) L’ensemble w-limite d’un point de R/7Z est indépendant de ce point, et noté wy, et ou
bien wy = R/7Z (auquel cas f est transitif), ou bien le fermé wy est sans point isolé,
d’intérieur vide (auquel cas f n’est pas transitif), et est l'unique minimal de f.

La derniére assertion du lemme ci-dessus dit que f admet un unique minimal, et ou
bien toute orbite de f est dense (et donc le cercle tout entier est le minimal de f), ou bien
I'unique minimal de f est un ensemble de Cantor. Un tel minimal est dit ezceptionnel.

Démonstration. (1) Montrons que la quantité (f”(x) +m) — (f”,(az) + m’) ne change
pas de signe quand z varie dans R, et donc que 'inégalité f”(x) +m< fr (x) +m' est
indépendante de x. Sinon, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existerait y € R tel
que f "(y)+m = f ™ (y)+m/, et l'image de y dans le cercle R/Z serait un point périodique
de f, contredisant la proposition 9.3 (2).
Supposons que B B
Fr0)+m < f70)+m' . (80)

Montrons que na +m < n’ a +m/, ce qui implique que na +m < n’ @ +m’ car a est
irrationnel. Supposons par exemple que n > n/, le résultat se démontre de maniére analogue
sinon (prendre & € —N~\ {0}, et la somme de i = —1 a i = k dans ce qui suit). En posant
y = f™(0), I'inégalité (80) équivaut a f” "(y) —y < m' —m. Comme ci-dessus, cette
inégalité est vérifiée pour tout y € R, donc pour tout k£ € N\ {0}, nous avons

z(n n') ) o f(z—l)(n—n’)(o)) < k‘(m' . m) )

Mw

i=1

Sin =n’, ceci implique que m’ > m, ce qui conclut. Sinon n > n’ et

¥ k(n—n') ’_ ’_
= tim IO gy Rmm)  mizm
k—+oo k(n—n') T k—stoo k(n—n') n—n'

ce qui conclut.

(2) Pour tout k € N, posons I, = f~*=™)(T). Remarquons que f" ™ envoie f™(x)
sur f(x), et donc les intervalles Iy = I et I; = f~(®=")(I) ont une extrémité en commun
(le point f™(x)). Par conséquent, pour tout k € N, les intervalles I et ;41 ont une
extrémité en commun (le point fF+Dm=kn(2)) Supposons par 'absurde que nous ayons
R/Z # Jyen k- Alors les extrémités de Ij, convergent vers un point z € R/Z, qui est fixé
par f®~™. Donc z est périodique, ce qui contredit la proposition 9.3 (2).

(3) Soient z,y € R/Z, montrons que les ensembles w-limites des points x et y coin-
cident. Soient z € w(x) et (nk)ren une suite strictement croissante dans N telle que nous
ayons klim f™(x) = z. Pour tout k assez grand, notons I un des deux arcs de cercle

—+00
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d’extrémités f" (x) et f™+1(x), dont la longueur est la plus petite, et donc tend vers 0
quand k — +oo. Par l'assertion (2), l'orbite positive de y rencontre I pour tout k, donc
z € w(y). Par conséquent, nous avons w(z) C w(y), avec égalité par symétrie.

Par la proposition 8.4, le systéme dynamique topologique (X, f) admet au moins un
minimal. Puisque tout minimal de f contient ’ensemble w-limite de chacun de ses points,
le fermé wy, qui est non vide par compacité et invariant par f d’apres I'exercice .54, est
I'unique minimal de f. Comme tout minimal, il est ou bien égal a tout I’espace, ou bien
d’intérieur vide (voir la remarque (2) de la partie 8.4).

Pour tout « dans wy, puisque € wy = w(x), il existe une suite strictement croissante
(ng)ren dans N telle que kgrfoo [ (x) = x. Si x est isolé dans wy, alors f™ (z) = x pour

k assez grand, donc x est périodique, ce qui contredit la proposition 9.3 (2). ]

Revenons & la démonstration du théoréme 9.5. Pour construire ’application h, nous
commengons par la construire sur 'orbite par f du point 0 € R/Z en I'envoyant en préser-
vant le temps sur 'orbite par R, de 0. Nous I’étendrons alors par continuité & I’adhérence
de son orbite, puis de maniére localement constante sur son complémentaire, s’il existe.

Plus précisément, soit A = {f™(0) + m : m,n € Z} le relevé total de l'orbite de
0 € R/Z. Nous définissons h:A— R comme I'unique application strictement croissante
envoyant f”(0)+m sur n a+m, ce qui est possible par le lemme 9.6 (1). Notons R,:R—>R
Papplication ¢ — ¢ + . Par construction, nous avons, en tout point de A,

hof=Ryoh.

Montrons que h s'¢tend contintiment & I'adhérence A de A dans R. Puisque h est
croissante, les limites & droites et a gauche de h existent en tout point de A. Si elles étaient
différentes, le complémentaire de ’adhérence de 1'ensemble h(A) = {na+m : m,n € Z}
serait non vide, ce qui contredirait le fait qu'’il est dense dans R, puisque & est irrationnel.
Par densité de h(A), I'application h : A — R est de plus surjective.

Soit I une composante connexe de R~ A. C'est un intervalle ouvert et borné par l'in-
variance de A par les translations entiéres. Puisque h : A — R est croissante et surjective,
les valeurs de h sur les extrémités de I sont égales. Nous étendons donc contintiment h a
R en envoyant chaque tel intervalle I de maniére constante sur son adhérence.

Par construction, nous avons h(z + 1) = h(z) + 1 sur A, donc sur A par extension
continue, puis sur R par la naturalité de I’extension ci-dessus. Donc h induit par passage au
quotient une application continue monotone surjective h : R/Z — R/Z qui semi-conjugue
f et Rqy.

Lorsque f est transitive, nous avons A = R et donc h est continue bijective, donc un
homéomorphisme par compacité. O

Il est assez facile de construire des exemples d’homéomorphismes préservant 1’orienta-
tion du cercle, de nombre de rotation irrationnel prescrit, pour lesquels la semi-conjugaison
construite ci-dessus n’est pas une conjugaison.
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I3 ~
Il o 3a _.‘
h 0 -
2¢
I Sy éclaté Sq graphe de la semi-conjugaison

Si @ € R/Z est irrationnel, fixons (¢,)nez une suite sommable de réels strictement
positifs. Partons de la rotation irrationnelle R, et éclatons une " orbite, au sens suivant.
Enlevons du cercle lorbite compléte de 0 € R/Z par Ry, et remplagons le point R (0) par
un intervalle I, de longueur ¢,, de maniére a préserver 'ordre. Considérons la topologie qui
fait qu’une suite de points du complémentaire de 'orbite qui s’accumulait par la gauche
sur R} (0) s’accumule maintenant sur 'extrémité gauche de I, et une qui s’accumulait par
la droite sur R7(0) s’accumule maintenant sur lextrémité droite de I,,. Puisque la suite
réelle (¢,,)nez est sommable, nous obtenons ainsi un nouveau cercle topologique.

Considérons alors la transformation f sur ce cercle qui coincide avec R, en dehors
de UneZ I,,, en demandant qu’elle envoie 'intervalle I,, de maniére croissante affine sur
Iintervalle I,,4 1. L’application f est un homéomorphisme préservant 1’orientation du cercle,
non transitif (les points intérieurs des intervalles I, sont errants). Le nombre de rotation
de f est a. L’unique minimal de f est I’ensemble de Cantor adhérence du complémentaire
de U,z In- La semi-conjugaison h entre f et R, est constante sur chaque intervalle I, et
son graphe est donc du type de I'escalier du diable de Lebesgue, voir la figure ci-dessus a
droite.

En travaillant un peu plus, il est méme possible de construire des exemples de classe C!,
et nous renvoyons par exemple a [, §12.1] pour une démonstration du résultat suivant,
et a [Her|] pour des compléments.

Proposition 9.7 (Denjoy). Pour tous les p € (RNQ)/Z et o € 10,1, il existe un
Cl-difféomorphisme non transitif du cercle, de dérivée a-héldérienne (voir la note de bas
de page 91), de nombre de rotation p. O

Par contre, le but du théoréme de Denjoy 9.4 est de montrer que de tels exemples ne
sont pas possibles en classe C2.

Démonstration du théoréme 9.4. L’argument principal est d’utiliser la régularité
supplémentaire pour obtenir des résultats de non distorsion permettant d’exclure le cas
non transitif (c’est-a-dire I’existence d’un minimal exceptionnel), ce qui permet d’appliquer
le théoréme 9.5.

Supposons par I’absurde que f ne soit pas topologiquement conjugué a la rotation R,.
Alors par le théoréme 9.5, I'unique minimal wy de f est un ensemble de Cantor. Notons
I une composante connexe de son complémentaire. Elle est disjointe de toutes ses images
par les applications f™ pour n € Z~{0}.

Rappelons que pour tout n € Z, ’homéomorphisme f™ préserve I'orientation. Donc sa
dérivée est minorée par une constante strictement positive, par compacité. Notons

/ [Qog f)(t) | dt = sup > [log f'(yi) — log /()| (s1)

k)1§k§n k=1

171. 1 serait aussi possible d’éclater un ensemble dénombrable d’orbites.
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la variation totale de log f’, ou la borne supérieure est prise sur toutes les suites finies
(I;.)1<k<n d’intervalles I} de R/Z, d’extrémités xy, yx, d’intérieurs deux a deux disjoints.

Lemme 9.8. I existe une infinité d’entiers n € N tels que pour tout x € I,
eV < (f) (=) (f ) (2) <€V

Ce lemme de non distorsion permet de conclure, car pour tout n dans la partie infinie
de N donnée par le lemme, nous avons

/f”(l) ot /f—"(l) e /1 (FY @+ (7 (@) do
> [ V@ @ dez eV [a.

1

Donc la somme des longueurs des intervalles f™(I) pour m € Z est infinie, ce qui contredit
le fait qu’ils sont deux & deux disjoints dans le cercle.

Démonstration du lemme 9.8. Puisque [ s’envoie sur un point par la semi-conjugaison
h entre f et la rotation R, et puisque 'orbite de I est ordonnée sur le cercle comme celle de
la rotation irrationnelle R, et est dense, il existe une partie infinie .4” de N telle que pour
tous les n € A et x € I, si I, =]z, f7"(x)[, alors les intervalles f*(I) pour 0 < k < n
sont deux a deux disjoints.

Donc pour tous les n € A et x € I, en posant y = f~"(x), par la formule (81) pour la
premiére inégalité et par la formule de dérivation des fonctions composées pour la derniére
égalité, nous avons

n—1 n—1
V2 Y log £/(F4(x) —log f/(/F ) | = | Y o £(F()) — log £'(/* () |
k=0 k=0
[T /'(/* () | = [1og 0D
[ /(P4 () (Y W)

)

= ‘log

ce qui montre le lemme 9.8 car y = f~"(x), en utilisant la formule de dérivation des
inverses. O

Ceci conclut la démonstration du théoréme 9.4. O

9.3 Probléme de C"-conjugaison et petits diviseurs

Soit r une régularité dans N U {oco,w} (muni de 'ordre usuel sur N complété par
n < oo < w pour tout n € N).'™ Le probléme de la régularité d’une conjugaison h entre
un C"-difféomorphisme f du cercle de nombre de rotation « irrationnel et la rotation R,
d’angle « (lorsqu’elle existe, par exemple si r > 2) est une question naturelle, mais qui n’a

172. La régularité C* est la régularité analytique réelle. Etant donné un intervalle I de R et un espace de
Banach réel F, une application g : I — E est analytique réelle si elle est localement développable en série
entiére normalement convergente : pour tout to € I, il existe une suite (¢, )nen dans E et un voisinage U
de to dans I tels que pour tout ¢t € U, la série ZHEN(t — to)" ¢y soit normalement convergente dans F, de
somme égale & g(¢). Nous renvoyons par exemple a [Car] pour des informations. Une application continue
du cercle dans le cercle est analytique réelle si au moins un (donc tout) relevé Vest.
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pas de réponse élémentaire. Elle a nécessité des développements profonds, par Arnold, '™

Moser '®, Herman '™ et Yoccoz ' entre autres. Je recommande fortement de regarder
une présentation historique en francais sur YouTube

https ://www.youtube.com/watch 7v=9Cfq80f[jDw

des travaux de Herman et Yoccoz, en particulier la présentation de Chenciner, et le numéro
spécial de la Gazette des mathématiciens consacré & Yoccoz. Notons que la régularité de h
ne dépend pas du choix de la conjugaison, par la remarque (2) suivant 1’énoncé du théoréme
9.4.

Cette régularité n’est absolument pas automatique : méme si f est trés réguliére, h
ne l'est pas forcément. En fait Arnold (voir par exemple [, §12.5]) a construit de nom-
breux exemples de difféeomorphismes analytiques réels f du cercle, de nombre de rotation
irrationnel, dont la conjugaison h n’est pas de classe C! (et méme n’est pas absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesque Lebg, (c’est-a-dire que les mesures h, Lebg,
et Lebg, ne sont pas absolument continues l'une par rapport a l'autre)).

Pour éviter une perte de régularité pour la conjugaison, il se trouve étre nécessaire
d’introduire des conditions arithmétiques sur les nombres de rotation, disant qu’ils sont
mal approchables par des rationnels.

Pour tout 8 > 0, nous dirons qu’'un irrationnel o € R\Q vérifie une condition diophan-
tienne d’ordre B s'il existe une constante v > 0 telle que

v
q2+5

‘a—g‘z
q

pour tout rationnel p/q. Un irrationnel « est dit diophantien s’il vérifie une condition dio-
phantienne d’ordre 8 pour un certain 5 > 0. Il est dit de Liouwille s’il n’est pas diophantien.
Notons Cg I'ensemble des irrationnels qui vérifient une condition diophantienne d’ordre 3,
et Dio I'ensemble des nombres diophantiens. Un théoréme de Roth?° (lui ayant valu une
médaille Fields en 1958) dit que presque tout réel (pour la mesure de Lebesgue) est de type
Roth, c’est-a-dire appartient a [ 550 Cp.

Un résultat d’Herman dit que la condition sur un irrationnel o d’étre diophantien est
nécessaire afin que tout difféfomorphisme de nombre de rotation « soit C*°-conjugué a la
rotation R,. Le résultat suivant de Yoccoz, pour lequel nous renvoyons a [Yocl], dit en
particulier que ’ensemble des irrationnels « tels que tout difféomorphisme C* préservant
Porientation du cercle de nombre de rotation a est C*°-conjugué a la rotation R, est
exactement ’ensemble Dio des irrationnels diophantiens. En régularité moindre que C*,
il y a une perte de régularité de la conjugaison. Rappelons que pour tous les a € |0, 1] et
r € N, un C"T*-difféomorphisme du cercle est un C"-diffécomorphisme du cercle f dont la
dérivée f() d’ordre r est a-héldérienne.

O ke

Vladimir Arnold Jiirgen Moser Michaél Herman Jean-Christophe Yoccoz Klaus Roth
173. 1937-2010 1929-1999 1942-2000 1958-2016 1925-2015
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Théoréme 9.9 (Yoccoz (1984)). Soit a un nombre réel vérifiant une condition diophan-
tienne d’ordre B > 0. Si k € N wérifie k > max{2,28 + 1}, alors tout C*-difféomorphisme
préservant [’orientation du cercle, de nombre de rotation «, est conjugué a la rotation R,
par un difféomorphisme h de classe C*~17P=¢ pour tout € > 0. O

9.4 Exercices

Exercice E.66. Soit (X, d) un espace métrique. Une application continue f : X — X est
dite strictement dilatante de rapport A > 1 §’il existe € > 0 tel que pour tous les z,y € X,
si d(z,y) < € alors

d(f(x), fy)) = Nd(z,y) -

Une application continue f : X — X est dite strictement dilatante s’il existe A > 1 tel que
f soit strictement dilatante de rapport A.

Le but de l'exercice est de donner une classification a conjugaison prés des applica-
tions strictement dilatantes du cercle dans lui-méme. '™ Nous considérons le cercle comme
I'espace métrique T! = R/Z, pour la distance d quotient '™ de celle de R.

1) Soit p € Z~{—1,0,1}. Montrer que 1’application - T! — T! définie par x — px est
b y Uy q pPp D p p
strictement dilatante.

(2) Montrer que le degré p d'une application strictement dilatante f : T — T! est différent
de —1,0,1.

A partir de maintenant, nous fixons une application strictement dilatante f : T — T*
de degré p > 2, et nous voulons montrer que f est topologiquement conjuguée a ¢,.

(3) Mogtrer que f a un point fixe. Montrer que nous pouvons supposer que f admette un
relevé f (que nous fixons dans la suite) tel que f(0) = 0. Montrer qu'il existe une suite

finie strictement croissante de points ap =0 < a1 < --- < ap—1 < ap = 1 tels que f(a;) =1
pour ¢ € [0, p].

(4) Notons E I'ensemble des applications continues croissantes h : [0,1] — [0, 1] telles que
h(0) = 0 et h(1) = 1, muni de la distance induite par la norme uniforme

(b o) = |1y = hall = mace [na(8) = ha(t)]

Montrer que E est complet. Soit L : £ — E D'application h — Lh définie en posant, pour
tous les h € E et t € [0,1],

1 ry . i . ) ) . _
Lh:tb—>{ 5 h(f(t) = i)+ mod 1 S?az§t<al+1 etie[0,p—1],
1 sit=1.
Montrer que L est une application %—contractante 176 de E dans E.

(5) Conclure.

174. Nous renvoyons a [Gro] pour la généralisation optimale de ce résultat.

175. En notant # € T* = R/Z I'image de = € R par la projection canonique, la distance quotient est
définie par d(&,y) = mingez |z — y + k| pour tous les z,y € R. Remarquons que si z,y € R vérifient
lz —y| < %, alors d(i,9) = |z — y|.

176. Soit ¢ € [0,1[. Une application f : X — Y entre deux espaces métriques est c-contractante si pour
tous les z,y € X, nous avons d(f(z), f(y)) < cd(z,y).
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9.5 Indications pour la résolution des exercices

Correction de I’exercice E.65. Ecrivons o = % mod Z avec p,q € Z premiers entre
eux et ¢ > 0. Nous pouvons supposer que ¢ > 2 (si ¢ = 1, alors f = id) et que p € [0,¢—1].
Notons YRR % la projection canonique de R sur R/Z.

(1) Soit = € R tel que & soit périodique pour f. Soit f un relevé de f. Quitte a le
remplacer par un autre relevé, nous pouvons supposer que lim ( f () —z) = B
n—-+oo q
Puisque & est périodique, il existe donc r,s € Z avec r > 0 tels que f () =x +s. Alors
1 -~ ns s
Petim = (7@ —2)= lim ==2
q n—+oco nr n—+oo Nr T
Il existe donc m € N\{0} tel que s = mp et r = mq.
_ Montrons que f 9(z) = x+p, ce qui montre I'assertion (1). Si par I'absurde nous avons
f9z) —p > x, alors puisque f est croissante,

FA@)—2p=FUf)—p)—p>fUz)—p>u.

Par récurrence, fr(x) — s Zmeq(x) —mp > x, ce qui contredit la définition de 7, s. Donc
fiUz) —p < x et de méme f9(x)—p >z, ce qui donne le résultat.

(2) Puisque p et ¢ sont premiers entre eux, l'entier p est inversible modulo g et il existe
k € [0,q — 1] tel que kp = 1 mod ¢q. Soit = € R tel que & soit périodique pour f. Les
intervalles B B N _ B
e, (@), [f@), f2@)] - [FT7 @), fi()] (82)
sont consécutifs, deux a deux disjoints et de réunion l'intervalle [x,z + p[. Cet intervalle
semi-ouvert de longueur p contient exactement p g éléments de

= [ S (@) )

Puisque f envoie [f(z), fi+ ()] sur [fi(z), fi2(a)[ pour i € [0,q — 2] et préserve A,
chacun des ¢ intervalles de la liste (82) contient exactement p points de A. Le point de A
le plus proche de z dans [z, f(z)[ est de la forme f¢(z) —p' oup' € Z et ¢’ € [0,q — 1].
Puisque 'application B
Fite f7(t)—yp
est strictement croissante et préserve A, et puisque I'intervalle [x, f ( )[ contient exactement
p points de A, nous avons donc FP(z) = f(x). Par conséquent fP(i) = f(&), et donc
¢'p =1 mod ¢, d’ou ¢ = k. Comme 'orbite z, Rg( ), R3(&),...,R}(%) de & par la rotation
q q

R

p est cycliquement ordonnée comme la suite &, & + kq—p, T+ 2%”, o, T4q p , Iassertion
q
(2) en découle.

(3) Si f est topologiquement conjuguée a la rotation d’angle p/q, alors f9(x) =  pour
tout z € R/Z. Donc si f est un relevé de f, pour tout z € R, il existe p, € Z tel que
f9(x) = x+p,, et par continuité Papplication p, est constante. Par la définition du nombre
de rotation, cette constante est égale & p modulo ¢, donc égale & p quitte & modifier le relevé
de f. B B

Réciproquement, supposons qu’il existe un relevé f de f tel que f?(x) = x+p pour tout
x € R. Alors toutes les orbites de f sont périodiques, de méme période ¢ par l'assertion
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(1), et cycliquement ordonnées comme les orbites de la rotation R, par 'assertion (2). Une
conjugaison h entre f et R, est obtenue, avec F' la notation introduite dans I'assertion (2),
par passage au quotient de I’application h envoyant linéairement [0, F'(0)] sur 'intervalle
[0, é], puis étendue sur [0, 1] de maniére & ce qu’elle conjugue F et la translation ¢ — ¢t + é.
Le fait que toutes les orbites aient la méme période g et soient correctement ordonnées
montre que h peut étre étendue de maniére Z-équivariante sur R.

Correction de ’exercice E.66. (1) Si z,y € R vérifient |z — y| < ﬁ, alors

d(¢p(2), op(9)) = lpz — py| = |p| [& — y| = Ipld(,9) ,
et comme |p| > 2, le résultat en découle.

(2) Soit A > 1 tel que f soit dilatante de rapport A. Puisque f est continue et que I'espace
métrique T' est compact, I'application f est uniformément continue. Si f est un relevé
de f, alors f est strictement monotone, car I’ apphcatlon (x,y) — f ( ) — f(y) a un signe
constant sur {(z,y) € R? : 0 <y —x < ¢} pour ¢ assez petit, donc pour tout ¢ > 0
par subdivision. Par conséquent, pour n assez grand pour que % soit inférieur au ¢ > 0

apparaissant dans la définition d’une application dilatante, nous avons
~k—1 Nk, k-1
vl = 17 |—\Z( FEN = [FO) - F=)]
>\ Z
k=1

(3) Soient fNun relevé de f et g:x — f(z) — x. Alors
g()=F(1) =1=f(0)+p—1> F(0) +1=g(0) +1,

Donc ¢([0, 1]) contient un entier. Si x € R vérifie g(z) € Z, alors & est un point fixe de f.
Quitte & conjuguer f par une rotation (ce qui ne change pas son caractére dilatant), nous
pouvons supposer que ce point fixe est 0.

L’application fNest donc un homéomorphisme (strictement croissant) de [0, 1] sur [0, p],
et ai,as,...,a,_1 sont les images réciproques de 1,2,...,p — 1 par cet homéomorphisme.

(4) Notons C°(]0, 1]) I'espace de Banach des applications continues de [0, 1] dans R pour
la norme uniforme. Les applications d’évaluation en 0 et en 1 des éléments de C°([0,1])
sont continues. L'espace E est donc un fermé de C°([0, 1]), et par conséquent est complet.
Puisque le degré p de f est strictement positif, application f est strictement croissante,
donc i < f(t) <1+ 1sia; <t <ajqrq. Lapplication Lh est continue sur a; < t < 41,
et continue a droite en a;. Elle est aussi continue a gauche, car h(1) = 1 et h(0) = 0.
Comme h est a valeurs dans [0, 1], 'application Lh 'est aussi. Clairement Lh(0) = 0 et
Lh(1) = 1. Comme h et f sont croissantes, 'application Lh est aussi croissante. Donc L
est bien définie. Pour tous les i € [1,p — 1] et hy, ho € E, nous avons

max [L(h)(t) — Llho)()] = = _max | ha(F(t) — i) — ha(F(t) — )]

tG[ai,(ZH_l[ 5 [aivai+1[
1
< - ha( ho(t)],
p J2 )= 0
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donc L est bien une application %—contraetante.

(5) Par le théoréme du point fixe " des applications strictement contractantes (nous avons
% < 1), soit h un point fixe de L. Notons h Iapplication induite sur T!, qui existe et est

continue car h(1) — h(0) € Z. Alors pour tout € T!, nous avons p h(z) = ho f(x)
mod Z, donc ¢, o h = ho f. D’oit h est une semi-conjugaison entre (T1, ¢,) et (T, f).

L’application h est croissante. Si elle n’est pas strictement croissante, alors elle est
constante sur un intervalle non réduit & un point [a,b]. La relation de semi-conjugaison dit
alors que h est constante sur I'intervalle f f(Ja,b]), et par récurrence sur Iintervalle f ([a, b]).
Comme f est strictement dilatante, 'application h est constante, ce qui contredit le fait
que h(1) = 1 # 0 = h(0). Par conséquent, h est une application continue bijective du cercle
dans lui-méme, donc est un homéomorphisme par compacité.

On montre de maniére analogue que si f : T! — T! est une application strictement
dilatante de degré p < —2, alors f est topologiquement conjuguée a ¢,,.

10 Dynamique sur les espaces homogénes

Dans toute cette partie, nous fixons un entier N € N\ {0, 1}. Nous avons étudié dans
la partie 4 divers exemples de systémes dynamiques sur le tore TV, qui est le quotient du
groupe topologique G = RY par le sous-groupe discret I' = Z% | en particulier pour I'action
par translations de RY sur TV. Dans ce chapitre, nous étendons cette étude a des groupes
topologiques non abéliens comme G = SLy(R). '8

L’exemple le plus simple de tel systéme dynamique sur I'\G s’interpréte géométrique-
ment comme le flot géodésique sur un quotient du plan hyperbolique, voir la partie 10.5,
ainsi que le joli livre [Dall.

Le quotient I'\G n’est en général plus un groupe, mais un espace homogeéne sous 'action
de G. Les séries de Fourier, qui jouaient un role important pour le tore TV (voir la partie
4), seront remplacées dans cette partie 10 par les représentations unitaires de G, voir la
sous-partie 10.2.

177. Ce théoréme est le suivant.

Théoréme 9.10. (Théoréme du point fixe de Banach) Soit X un espace métrique complet non vide
et soit f: X — X une application c-contractante ot 0 < ¢ < 1. Alors f admet un unique point fize { dans
X, qui vérifie d({,z0) < 1 d(f(z0),20) pour tout zo € X.

c

Démonstration. Six et y sont des points fixes distincts, alors d(z,y) = d(f(z), f(y)) < cd(z,y) < d(z,y),
une contradiction.

Soit o un point de X, considérons la suite (xn)neny définie par la donnée de zo et la relation de
récurrence Tnt+1 = f(xn). Montrons que cette suite converge vers un point fixe de f. Par récurrence, pour
tout n € N, nous avons d(xn+1,Tn) < ¢ d(r1,z0). Donc par inégalité triangulaire, pour tous les n,p € N,

C’ﬂ
1—

d(Tn+p, Tn) E A(Trth+1, Tntr) <
k=0

Cd(xl,xo) . (83)

Par conséquent, la suite (zn)nen est de Cauchy dans X, donc converge vers un point « de X. L’application
f étant continue, par passage a la limite quand n — +oo dans I'équation z,+1 = f(zn), nous avons
= f(z).
La derniére affirmation du théoréme 9.10 découle de la formule (83) en prenant n = 0 et en faisant
tendre p vers +o0.
178. Cette étude se généralise a tous les groupes de Lie réels G connexes, semi-simples, de centre fini, voir
par exemple [ ]
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En effet, si G = RN, T' = Z¥ alors la famille des fonctions trigonométriques (€, ),,czy
est une base hilbertienne de I'espace de Hilbert 7 = LL2(T", d6), sur lequel le groupe RV
agit par (¢, f) — (W(t)f : 2z mod TV — f(z +t mod TN)). Cette action est une représen-
tation unitaire de G = RY sur /# (voir ci-dessous pour leur définition). La démonstration
de I'ergodicité des translations par un élément ¢ de RY totalement irrationnel sur TV (voir
la proposition 4.4) passait par I’étude des coefficients matriciels (voir ci-dessous pour leur
définition) (m(nt)em, en), et en particulier leur annulation pour n assez grand. C’est ce
résultat d’annulation qui formera la trame de tout ce chapitre (voir la proposition 10.9).

10.1 Le groupe unimodulaire SLy(R)
Notons G le groupe topologique localement compact, métrisable, séparable
G =SLN(R) ={g € GLy(R) : detg =1} .

Il existe sur G une (en fait de trés nombreuses, voir par exemple | , Coro. 1.3]) distance
dqg invariante & gauche, c’est-a-dire telle que pour tous les g, z,y dans GG, nous ayons

da(9z,g9y) = da(z,y) .

Par exemple, en notant indifféremment e = id = Iy la matrice identité de taille N et || ||
une norme matricielle '™ quelconque sur .#y(R), nous pouvons prendre la distance ‘%"

de(z,y) =In(1 +[lz7y —id ) + In(1 + [ly "'z —id ) . (84)

Lemme 10.1. (1) Il existe une mesure borélienne positive non nulle vg sur G, finie sur les
compacts, invariante par les translations a gauche '8, unique a un scalaire multiplicatif
preés.

(2) La mesure vg est aussi invariante par les translations a droite %2

Remarque. L’assertion (1) est vraie pour tout groupe topologique localement compact

G (en renforcant “finie sur les compacts” par “réguliére” si G n’est pas supposé métrisable

séparable, voir |[Coh|). La mesure vg est appelée une mesure de Haar (& gauche) de G.

Lorsque I'assertion (2) est vérifiée, nous dirons que G est unimodulaire. Par exemple un

groupe topologique compact est unimodulaire. Voir par exemple [\Wei] pour des démons-

trations et informations supplémentaires sur les mesures de Haar.

Démonstration. Il est facile de construire explicitement v pour G = SLy(R). Notons A
la mesure de Lebesgue sur .Zx(R) = RV et posons, pour tout borélien A de G,

1

179. c’est-a-dire une norme sur .#n(R) vérifiant ||zy| < ||z|| ||y|]| pour tous les z,y € .#n(R), comme la
norme d’opérateur des matrices vues comme endomorphismes linéaires de I'espace euclidien standard RY
180. L’inégalité triangulaire découle par exemple des inégalités

1 -1 —1 —1
z—el+(l2 "z —el —llz™ y —el = lly" 2 —ell)

L+lz ' z—e| =14z 'y —el + |y~
<1tz ty—el+lly tz—ell+ll(z tz—e)— (@ 'y —e) = (y 'z —e)|
=1+ ly—el+lly z—ell+l@ly—e)y 2= <A+ [z ly—elD)A+ly Tz —el) .

La vérification des autres axiomes des distances est immédiate.
181. c’est-a-dire (A\g)«Ve = vg pour tout g € G, ol Ay : © — gz est la translation & gauche par g
182. c’est-a-dire (p,)+vc = vg pour tout g € G, oil py : x + xg " est la translation & droite par g

206



Nous avons bien (Ag)«vg = (pg)«Va = v, car les endomorphismes linéaires de .#y (R)
définis par = — gz et 2 +— g~ ! sont de déterminant 1, pour tout g dans G. '®3

Pour montrer 'unicité, soient v et 1/ deux mesures positives boréliennes non nulles,
finies sur les compacts, invariantes par les translations & gauche sur G.

Notons que le support d’'une mesure de Haar de G est égal a G. En effet, tout ouvert
non vide U de G contient un translaté a gauche de la boule ouverte Bg(e, €) pour un € > 0
assez petit. Comme G admet une partie P dénombrable dense et par I'invariance & gauche
de la distance, nous avons G = gep 9 Bg (e, €). Puisque v est non nulle et invariante, nous
avons v(Bg(e,€)) # 0, donc v(U) # 0. Donc toute fonction continue a support compact,
qui est positive et non identiquement nulle, est d’intégrale finie non nulle pour toute mesure
de Haar.

Une mesure de Haar sur G est o-finie car si V' est un voisinage compact de e, alors
G=U geP gV par Pargument ci-dessus, et la mesure de Haar de V est finie.

Fixons g € CY(G) positive non identiquement nulle '**. Pour tout f € C?(G), notons

f(z) g(yz)
Jo g(tx) dv'(t)

Alors h est une application de G x G dans C bien définie (le dénominateur ne s’annule
pas par ce qui précéde), a support compact dans G x G, et continue (le dénominateur est
continu en x par l'uniforme continuité de g).

h:(z,y) —

Par le théoréme de Fubini (puisque les mesures sont o-finies) et par l'invariance par
translation a gauche de v par y~! et de ¢/ par z, nous avons

// (2,y) dV/(y) di(a // (2,y) dv(z) d(y)
//hylxydu )dv (y //hylxydy()du()
= [ [ n e @) vt

oz fgg(yaf) 'y
s an /f Jo (i) d(e) )

= [ [ nen drwava) = [ [ bz @) dvte)
- /G/G ot du)'<t> &) dv(@)

-1
= ([, st an) (. ng<{;€1> ) )

183. En effet, en considérant une matrice de .#n(R) comme le N-uplet de ses vecteurs colonnes, et par
un calcul de déterminant diagonal par blocs, pour tout g dans G, le déterminant de I’endomorphisme

de (RM)N défini par (Xi1,...,Xn) — (gX1,...,9XnN) est (detg)™. De plus, zg = ‘(g 'z) pour tout
n(n—1)
2 .

Donc

x € Mn(R) et le déterminant de ’endomorphisme linéaire involutif x — ‘x de .#Zn(R) vaut (—1)

184. par exemple la restriction & G d’une fonction dans C? (]RNQ)7 positive et valant 1 en Iy

207



Puisque 'intégrale de droite de la ligne ci-dessus ne dépend pas de la mesure v, nous avons

donc
Jo fz) dv(x) _ Jo f(z) ' (z)
ng(as) dv(x) ng(x) dv'(z)

> 0 qui ne dépend pas de f, nous avons par conséquent

Jg9(x) dv' (z)
o 9(x) dv(z)
Jo f(x) dv(z) = [, f(z) d(cv')(z). Puisque deux mesures donnant méme intégrale a
toutes les fonctions continues a support compact coincident, nous avons donc v = cv/.
U

En notant ¢ =

Nous fixons dans la suite une mesure de Haar v sur G. Soit I' un sous-groupe discret de
G. 1l existe donc ¢y > 0 tel que Bg(e,2¢p) NT' = {e}. Par définition, le quotient X =T'\G
est ’ensemble des classes a gauche © = I'g des éléments g € G. Nous le munissons de la
distance quotient (qui induit la topologie quotient)

d(Tg,Tg') = inf da(vg,7'¢") = inf dg(g,79") -
¥,y €T ~yel

Nous notons ™ la projection canonique de G dans X = I'\G définie par g — I'g.
Nous notons encore p 'action de G sur X par translations & droite sur les classes &
gauche modulo I' : pour tout g dans G, nous avons, lorsque T parcourt G,

pg:x:FEn—ng*l:I‘fgfl.

Lemme 10.2. (1) Pour tout g dans G, lapplication n nduit un homéomorphisme de la
boule B (g, €0) de G sur la boule B(T'g, €9) de X . De plus, l'image réciproque ﬁfl(B(Fg, €))
est la réunion disjointe des boules Bg(vg, €o) pour vy dans T.

(2) Il existe une mesure positive borélienne non nulle p = px sur X, finie sur les
compacts et invariante par translations a droite'®®, unique & scalaire multiplicatif prés.

Remarque. L’assertion (2) est encore vraie pour tous les groupes topologiques localement
compacts unimodulaire G (en remplagant “finie sur les compacts” par “réguliére” si G n’est
pas supposé métrisable séparable) et leurs sous-groupes discrets I'. La mesure p est appelée
une mesure de Haar (& droite) de I'espace homogeéne X = I'\G. Voir par exemple [Wei]
pour des démonstrations et généralisations (en particulier lorsque I' est remplacé par un
sous-groupe fermé de ). Attention, la mesure p n’est en général pas la mesure image de
VG par . Par contre, la restriction de p & toute boule B(I'g, ) est la mesure image par
T de la restriction d'un multiple scalaire strictement positif de v a Bg(g, % ).

Démonstration. L’assertion (1) se démontre comme pour le tore TV (voir le lemme 4.10),
et implique que qu est un revétement (voir par exemple | D).

(2) Nous définissons d’abord p sur les boules B(I'g, %) : pour tout borélien A contenu
dans B(I'g, §), nous écrivons A = p(A) avec A un borélien contenu dans B(g, ) et nous

posons (A) = vg(A). Cela ne dépend pas des choix, car vg est invariante & gauche.
Définissons alors p sur X : pour tout borélien A, nous écrivons A = | |, A; avec les A;

qui sont des boréliens deux a deux disjoints de X, de diameétre au plus 5, et nous posons

185. c’est-a-dire telle que (pg)«p = p pour tout g € G
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W(A) = > ;en 1(A;). Cela ne dépend pas non plus des choix. Par construction, et comme
G est unimodulaire, pour tout g dans G, nous avons

(pg)wtt (A) = pu((pg) "' (A)) = u(Ag) = u(A) . O

Un sous-groupe discret I' de G est appelé un réseau de G si pu(I'\G) < oo, ce qui
ne dépend pas du choix de p. Nous normaliserons alors la mesure de Haar p de espace
homogeéne I'\G pour qu’elle soit de probabilité. Un sous-groupe discret I' de G est dit
cocompact (ou uniforme) si le quotient I'\G est compact ; c’est en particulier un réseau.

Exemples : (1) Le sous-groupe SLy(Z) est un réseau non uniforme de SLy(R). Voir la
proposition 10.16 ci-dessous pour N = 2.

(2) Le groupe topologique SLy (R) contient aussi des réseaux cocompacts.

Nous ne montrerons pas ces assertions, voir par exemple [Bor, ]. Ces exemples
sont construits de fagon arithmétique et sont le point de départ d’une interaction riche
entre systémes dynamiques et arithmétique, voir par exemple | , , |.

10.2 Représentations unitaires

Soit I' un réseau de G. L’action par translations a droite d’un élément g de G sur
X = T'\G est un systéme dynamique topologique, qui préserve la mesure de Haar p de
X (qui est finie). Pour étudier les propriétés ergodiques de ce systéme dynamique, nous
aurons besoin de la définition suivante. Nous renvoyons par exemple a | | pour des
généralités sur cette partie.

Si J# est un espace de Hilbert (complexe), 1% notons U(J#) le groupe unitaire de S,

c’est-a-dire le groupe des bijections linéaires continues '*" u : & —
e qui préservent le produit scalaire de 57 :

Va,yed, (u@),uy))=(zy),

e ou, de maniére équivalente par les formules de polarisation, qui préservent la norme
hilbertienne de 57 :
Veed, |u@)|| =]z,

e ou, de maniére équivalente, qui sont isométriques pour la distance hilbertienne d définie
par (z,y) = [ly — x| :

Va,yed, du(x),uly)) =d(zy),

e ou, de maniére équivalente, dont l'inverse est égal a leur adjoint : nous avons uu* =
w*u =1 on u* est 'adjoint '*® de w.

Une représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert .77 est un morphisme de
groupes ™ : G — U(H) tel que, pour tout v dans %, 'application G — S définie

186. Son produit scalaire sera noté (z,y) — (z,y). Il est supposé linéaire & gauche et anti-linéaire a droite.
187. leur inverse est alors automatiquement continu par le théoréme de Banach, mais cela découle aussi
de la propriété suivante d’isométrie

188. Rappelons que l'adjoint " de u est I'unique application linéaire continue de 5% dans % telle que
(u(z),y) = (z,u"(y)) pour tous les z,y € H.
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par g — 7(g)v soit continue. En particulier, Papplication de G x # dans % définie par
(9,v) — m(g)v est une action du groupe G sur I'ensemble 7. Nous noterons

C={ve:Vgeaq, nlgv=r}.
le sous-espace vectoriel (qui est fermé) des vecteurs fixes de J# par cette action.

Exemple : La représentation quasi-réguliere (droite) de G sur X = I'\G est la représen-
tation unitaire 7 : G — U(LL%(X, 1)) de G dans I'espace de Hilbert .# = L2(X, ), ou
pour tous les g € G et f € J, nous avons

m(g)f x> flzg) .
Le sous-espace vectoriel
X0 ={re s [ fau=0)
est un sous-espace de Hilbert de ¢, qui est invariant par G. Nous avons
L3(X, ) = {0} . (85)

Démonstration. Montrons que 7 est en effet une représentation unitaire. Comme p est
invariante par l'action par translations a droite de G, nous avons

VIS LX)V ge G, [ o) Flog) dutw) = [ 1) F) dua)

Donc I'application linéaire 7(g) appartient bien a U(). Il est immédiat que 7 est un
morphisme de groupes. 1% Montrons la continuité, pour tout f € J# fixé, de 'application
g+ m(g)f. C’est vrai si f appartient a l’espace vectoriel C?(X) des fonctions continues a
support compact sur X, par continuité uniforme. Le cas général s’en déduit par la densité
de C%(X) dans J# de la maniére suivante. Soient (g,)nen une suite dans G qui converge
vers un élément g € G et € > 0. Il existe fo dans CO(X) tel que || f — follr2 < e. Alors

17 (gn)f = m(9) fllz < 2[[f = folliz + lm(gn) fo — 7(g) follLz < 3e

pour n assez grand.
Comme la mesure p est finie, nous avons

| [ £au| <10 < il 151

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Donc L2(X, i) est contenu dans L' (X, ), et L2(X, p)
est bien défini. 11 est immédiat que le sous-espace LZ(X, i) est fermé dans L2(X, u) par la
continuité de la forme linéaire f — [ fdp, et qu'il est invariant par G.

Soit f € L2(X, 1) Pour tout g dans G, nous avons f(xg) = f(z) pour u-presque tout
x. Done, par le théoréme de Fubini, pour p-presque tout z, nous avons f(zg) = f(z) pour
vg-presque tout g. Fixons un tel point . Lorsque g décrit le complémentaire d’un ensemble
vg-négligeable, les points xg décrivent le complémentaire d’un ensemble p-négligeable.
Donc f est constante p-presque tout. Comme f est d’intégrale nulle, elle est nulle u-presque
tout. g

Le résultat suivant découle de ce qui précéde.

189. En effet, pour tous les g,¢’ € G, f € L*(X,u) et x € X, nous avons (m(e)f)(x) = f(z) et
(m(99')f) (@) = f(zgg') = (n(g') f)(zg) = (x(9)m(g") f) ().
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Corollaire 10.3. Si pu est une mesure de Haar sur l’espace homogéne X = I'\G, alors
L2(X, ,u)G est réduit aux fonctions p-presque partout constantes. O

Soit 7 : G — U(J) une représentation unitaire de G. Pour tout v dans ., notons
Gy={9€G:m(g)v=n0}

le fizateur de v. Pour tous les v, v’ dans J#, notons ¢, .+ 'application de G' dans C définie
par

o (9) = (m(g)v,v")
appelée un coefficient matriciel de w. C’est une fonction continue sur G, uniformément
bornée par ||v ||| v"|| par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Le coefficient matriciel ¢, a

comme propriété remarquable d’étre invariant a droite par le fixateur G, de v et invariant
a gauche par le fixateur G de v’ :

Vg, hh€G, sinahjv=uv et n() =, alors ¢, v(h'gh)=cpv(g9). (86)

10.3 Ergodicité des translations sur les espaces homogénes

Dans cette partie, nous étudions les propriétés d’ergodicité de ’action par translation
a droite de certains éléments de G = SLa(R) sur les espaces homogeénes I'\G pour I' un
réseau de G. Cette étude sera généralisée dans la partie suivante.

Pour ¢, s € R, notons a; = (etO/Q 679/2 ), us = (%), et uy = (L19), qui sont des éléments
de SLy(R). Notons id = (§ 7).

Proposition 10.4. Soient I' un réseau de G = SLa(R) et t,s # 0. Alors les translations a
droite par ai, us et uy sur X = I'\G sont ergodiques pour la mesure de Haar pv de l’espace
homogene X.

Démonstration. D’aprés I’assertion (4) de la proposition 2.1, ce résultat est une consé-
quence de la proposition suivante, appliquée a 7 = LL2(X, i) et 7 la représentation quasi-
réguliére de G sur 7, en utilisant le corollaire 10.3. O

Proposition 10.5. Soient (S, ) une représentation unitaire de G et t,s # 0. Alors tout
vecteur v de J€ qui est invariant par a; (respectivement invariant par us ou invariant par
ug ) est invariant par G.

Cette proposition repose sur les lemmes suivants.

Lemme 10.6. (Phénoméne de Mautner) Soit v € 7.

a) Le fizateur G, de v est un sous-groupe fermé de G.

b) Nous avons g € Gy, si et seulement si ¢, »(g) = ||v]|%.

c¢) Soit g dans G tel qu’il existe des suites (gn)nen dans G et (Sp)nen, (8, )nen dans G,
telles que

lim g, =g et lim s,g,s, =id .
n—oo n—o0

Alors g appartient a G,.
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Démonstration. L’assertion a) est claire par la propriété de continuité des représentations
unitaires.
Montrons l'assertion b). Nous avons I'égalité

Im(g)v = vl* = 2([[o]|* = Re (co,u(9))) -

alors en particulier ¢, ,(g) est réel, et I'égalité ci-dessus montre que
I

Si coulg) = [lv]l?,
g € G,. Réciproquement, si g € G, alors I’égalité ci-dessus montre que Re (¢, 4(9)) = ||v

Or par l'inégalité de Cauchy-Schartz, nous avons

\/Re (co0(9)? + Im (co,0(9))? = levo(9)] < llm(g)v] o]l = [lo]* -

Done Im (cv,0(9)) = 0 et cy0(g) = [v]|*.
Pour montrer I’assertion c¢), remarquons que ¢, ,(gn) = Cyv(Sngns,) par la formule (86).
Par continuité, nous en déduisons que ¢, ,(g) = ¢y (id) = ||v||%. 1 résulte de 'assertion b)

que g appartient a G,,. O
Le phénoméne de Mautner permet de montrer le lemme suivant.

Lemme 10.7. Soit v € J7.

(1) S7l existe t # 0 tel que v est invariant par ay, alors, pour tout s € R, le vecteur v est
moariant par us et par ug .

(2) S7l existe s # 0 tel que v est invariant par us (respectivement invariant par uy ), alors
pour tout t € R, le vecteur v est invariant par a;.

Démonstration. (1) Nous pouvons supposer ¢ > 0, car v est invariant par a; si et seule-
ment s’il est invariant par (at)*1 = a_¢. Pour montrer que v est invariant par us pour tout
s € R, appliquons le lemme 10.6 ¢) avec g, = g = us, Sp, = a;

juste & vérifier que
, 1 e s .
SngnSy = — id,

0 1 n—s00

et s/, = a}. Nous avons

ce qui est clair. Nous montrons de méme que v est invariant par u; pour tout s € R.

(2) Supposons que v soit invariant par us. Pour montrer que v est invariant par a; pour
tout ¢ € R, il suffit par densité et par le lemme 10.6 a) de le montrer lorsque ¢ est de la

forme t = 2 lng avec % un rationnel non nul. Nous appliquons alors le lemme 10.6 ¢) avec

_ 1 —sn 1 sn
= ()7 g = (1)

Comme lim g, = g, nous avons seulement & vérifier que
n—oo

1 0
SngnS;L = < 5—1 ) — id,
1 n—00

snp

ce qui est clair. Nous procédons de la méme fagon lorsque v est invariant par u; . 0
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Démonstration de la proposition 10.5. Soit v un vecteur de ¢ invariant par a; pour
un t # 0 ou par us ou u; pour un s # 0. Il résulte du lemme 10.7 que le groupe G, fixant
v contient tous les éléments de la forme ay, uy ou u, pour t',s" € R. Comme ces éléments
engendrent %Y le groupe G, nous avons G, = G. U

10.4 Meélange des translations sur les espaces homogénes

Nous renvoyons par exemple a [Bek M, H'T| pour le contenu de cette sous-partie. L’étude
précédente pour G = SLa(R) va nous permettre de montrer le résultat plus général suivant.
Comme déja dit, nous munissons 'espace vectoriel réel de dimension fini .#x(R) d’une
norme matricielle quelconque.

Théoréme 10.8. Soient I' un réseau de G = SLy(R) et g un élément de G tel que

lim ||g"|| = oo. Alors la translation & droite par g sur espace topologique X = I'\G est
n—oo

mélangeante pour la mesure de Haar p de X.

Une démonstration analogue montre que si (g*);cr est un sous-groupe & un para-
métre de G tel que . ligrn |lgt|| = oo, alors le systéme dynamique mesuré a temps continu
—+00

(T\G, 1, (9")ter) est mélangeant. Comme un systéme dynamique mesuré inversible (Y, u, ¢)
est mélangeant si et seulement si son inverse (Y, u, 1) l'est, le théoréme 10.8 est valable
pour g € G tel que lim dg(e, g") = +oo.
n—oo

Nous allons utiliser le théoréme suivant de Howe '?'-Moore ! de décroissance des
coefficients des représentations unitaires de G. Le théoréme de Howe-Moore, ainsi que
le théoréme 10.8, sont valables lorsque G est n’importe quel groupe de Lie réel connexe,
semi-simple, de centre fini. Voir par exemple [Bek)M, Chap. II1]).

Proposition 10.9. (Théoréme de Howe-Moore) Soient G = SLx(R), m une repré-
sentation unitaire de G dans un espace de Hilbert 7€, et v,w des vecteurs de . Si
A% = {0}, alors
lim (w(g)v,w)=0.
llgll—o00

Démonstration du théoréme 10.8. Appliquons le théoréme de Howe-Moore 10.9 avec
A =13(T\G, p) et 7 la restriction & 5 de la représentation quasi-réguliére de G. L’hypo-
thése de la proposition 10.9 est vérifiée par la formule (85). Le théoréme 10.8 découle alors

10 a O b . . 2 2
) = (g 1)(0 ;)(1 T) si @ > 0. Si a < 0, nous nous ramenons au cas précédant en
a

a/\o
a1

o) = v ;/5) . Si a = 0, nous nous ramenons au cas ¢ > 0 en multipliant
vz V2

Rogef Howe Calvin Moore Elie Cartan Shrikrishna Dani
191.  1945- 1936-2023 1869-1951
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de la proposition 3.1 (5) car pour tous les v,w € #, le n-éme coefficient de corrélation
cn(v,w) est un coefficient matriciel de 7 :

(v, w) = /X (v (pg)") w dps = /X v(eg ™) w(x) du() = (x(g")v,@) . O

Pour montrer le théoréme de Howe-Moore 10.9, nous aurons besoin de deux résultats
classiques. Notons A le sous-groupe de Cartan'®' de SLy(R), constitué des matrices dia-
gonales de déterminant 1 & coefficients diagonaux strictement positifs. Notons A™ la partie
de A, définie par

t 0 N
A*:{ S>>ty >0 et Hti:1}.

0 tn i=1
Notons K le sous-groupe compact maximal
K =SO(N) ={z € GLy(R) : z7! = 'z}
de SLy(R).
Lemme 10.10. (Décomposition de Cartan) Nous avons G = KATK.

Autrement dit, tout élément g de G peut s’écrire g = kiaks avec k1, ko dans K et a dans
AT, Notons que a est unique (ses valeurs propres t1,...,ty dans cet ordre sont appelées
les waleurs singuliéres de g, voir par exemple | , §1.10]). Par contre, les éléments kp et
ko ne sont pas forcément uniques.

Démonstration. (Voir par exemple [V T].) Soit ¢ € G. La matrice 'gg est symétrique,
définie positive. Il existe donc une matrice symétrique définie positive p telle que tgg = p?.
En posant k' = gp~', nous avons ‘k’k’ = e, donc k' € K et ¢ = k’p. Nous pouvons
diagonaliser p dans une base orthonormée en ordonnant ses valeurs propres de maniére
décroissante, d’ott p = kak~! avec k dans K et a dans A1. Nous avons alors g = k'kak™!.
C’est ce que nous voulions. O

Rappelons qu’une suite (v, )nen dans un espace de Hilbert 2 converge faiblement vers
un vecteur v dans J¢ si, pour tout w dans ¢, nous avons

nli_)n;o@n,w> = (v,w) .

Nous noterons alors v, — v. Le produit scalaire de 7 étant non dégénéré, ce vecteur
. C . . e, . .

v est alors unique. Rappelons '?? qu’une application linéaire continue u : S — J est

faiblement continue : si v, — v, alors u(v,) — u(v).

Lemme 10.11. (Compacité faible des boules unités fermées des espaces de Hil-
bert) Toute suite bornée (vy)nen dans un espace de Hilbert admet une sous-suite (vp, )keN
qui converge faiblement. 19

192. En effet, pour tout w € S, nous avons

Tim (o), w) = lim (o, 0" (w)) = (0,u" (w)) = (u(v),w)

193. Le théoréme de compacité faible des boules unités fermées des espaces de Hilbert dit plus précisément
qu’'un fermé borné d’un espace de Hilbert J# est compact pour la topologie faible-étoile sur 7 (la plus
petite topologie sur ¢ rendant continue les formes linéaires continues (pour la norme) sur J#). Rappelons
que la boule unité fermée de J# est métrisable pour la topologie faible-étoile si et seulement si 7 est
séparable. Voir par exemple | , §6.2].
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Démonstration. Quitte a remplacer J# par 'adhérence du sous-espace vectoriel engen-
dré par {v, : n € N}, nous pouvons supposer que .# est séparable. Soit (w;);en une
partie dénombrable dense dans 5. Par un procédé d’extraction diagonale, nous pouvons
supposer que pour tout i € N, la suite bornée ((vy,w;))nen converge. Nous en dédui-
sons, par approximation, que pour tout w dans S, la suite ((v,,w))nen est de Cauchy,
donc converge vers un réel f(w). L’anti-linéarité a droite du produit scalaire et la majo-
ration |f(w)| < ||lw| maxpen ||vn| (obtenue par l'inégalité de Cauchy-Schwarz) montrent
que f : H# — C est une forme anti-linéaire continue. Donc par le théoréme de dualité de
Riesz '%4, elle est de la forme f : w +— (v,w) pour un v € . Par conséquent, la suite
(Un)nen converge faiblement vers v. O

Démonstration du théoréme de Howe-Moore 10.9. Supposons par 'absurde qu’il
existe € > 0, des vecteurs v/, w’ dans J# et une suite (g, )nen dans G tels que

VneN, [(r(gn)v',w)] =€ et lim fgnll=oc.
n—oo

Par le lemme 10.11, quitte & extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que la suite
(de norme constante) (m(gy)v' )nen converge faiblement vers un vecteur vj. Un passage a
la limite dans l'inégalité |(m(gn)v’, w')| > € assure que v, est non nul.

Par la décomposition de Cartan, écrivons g, = kna,k,, avec ky,, k], dans K et a,, dans
AT. Comme K est métrisable compact, quitte & extraire, nous pouvons supposer que les
limites k = lim k, et k¥ = lim K/, existent. Posons v = 7(k')v’ et vo = 7(k~1)v}.

n—oo n—oo

Lemme 10.12. Avec ces notations, la suite (an)nen de A1 vérifie

lim |ja,|| = o0
n—oo

et la suite (m(an)v)pen converge faiblement vers le vecteur non nul vy.

Démonstration. La premiére assertion est claire, car nous avons [|g, || < [|knl| |anl [|KL Il

les suites (||kn||)nen et (||K}||)nen sont bornées et lim ||g,|| = co. Pour montrer la seconde,
n—oo

pour tout w dans J#, puisque 7 est une représentation unitaire, en posant w” = 7(k)w,
nous avons

(m(k) (7 (an ) (k)0 — vo), m(k)w)|
(m(kank")v" —vj,w")| < Ty + To + T3

[(m(an)v = vo, w)]

=|
= |
avec, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la propriété de continuité de T,

Ty = [(m(kank)o" — m(kanky)v', w")| < [|x (K)o = w(kp)o'|| [|w"] — 0,
n—oo

Ty = [(m(kan k) )V — m(kpank))v', w")| = |<7r(ank,’1)v',7r(k*1)w” — W(k,jl)w”ﬂ

n

< W (k™ Dw” = w(kyHw”| - — 0,
n—oo

194. Notons .57 1’espace vectoriel complexe conjugué de I’espace vectoriel complexe 7 (c’est-a-dire dont
la multiplication externe (), z) — Az est remplacée par (\,z) — Az). Le théoréme de dualité de Riesz dit
que Papplication de . dans ()" donnée par = +— {y > (z,y)} est un isomorphisme linéaire isométrique
entre la norme de # et la norme duale de la norme de 5 (qui est aussi une norme sur J#), voir par

exemple [ | ou | , §6.2].
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et, par la convergence faible de (7(gy)v" )nen vers vy,

T3 = |{m(gn)V — v, w") — 0. O

n—oo

Soient 7,5 € [1, N]. Notons E;; la matrice N x N dont les coeflicients sont tous nuls
sauf le coefficient d’indice (i, j) qui vaut 1. Pour ¢ # j, notons Ujj, A;j, S;j les sous-groupes
suivants de G :

Uij ={id+sE;; : s € R}
Ay ={id+(t = D)Ey + (t7' = 1)Ej; : t > 0}
Sij = {id—i—(a -1DE; + bE;j + cEj; + (d— 1)Ejj cad — be = 1}

Le sous-groupe Uj; est abélien unipotent (isomorphe au groupe additif (R, +) par I'iso-
morphisme s — id +sF;;). Le sous-groupe A;; est abélien diagonal (isomorphe au groupe
multiplicatif (R%, x) par 'isomorphisme s + id +(t — 1) E;; + (t 7' — 1) E};). Le sous-groupe
S;j est isomorphe au groupe SLa(R), par 'isomorphisme

(28) —id+(a — 1)Ej + bE;; + cEji + (d — 1)Ej; .
Nous pourrons lui appliquer la proposition 10.5.

Lemme 10.13. Avec ces notations, il existe £ € [1, N — 1] tel que, pour tous les entiers
i,7 tels que 1 <1 <L < j <N, le vecteur vg soit invariant par Us;.

Démonstration. La matrice a,, € A" de la décomposition de Cartan de g, est diago-
nale avec des coefficients diagonaux (t;,)i1<i<n décroissants. Comme lim ||a,| = oo et
- n—oo
det a,, = 1, nous pouvons trouver un entier £ € [1, N] tel que lim ty,/ts41, = 0o. Rap-
n—oo

pelons que si X est une matrice diagonale inversible, de coefficients diagonaux z1,..., Ty,
et si Y = (yij)i<ij<n, alors la matrice XY X est égale a (%yij)1§i7j§N.

Soit u dans U;; avec 1 <4 < £ < j < N. Nous voulons montrer que m(u)vg = vo.

Le choix de ¢ assure que nous avons lim a,'ua, = e. Par un calcul analogue & celui du
n—oo

lemme 10.12, nous avons alors (les limites étant prises au sens de la convergence faible sur
S, en rappelant que les applications linéaires continues sur % sont faiblement continues)

m(u)vg = lim 7(u)w(a,)v = lim 7(a,)7(a, 'ua,)v = lim 7(a,)v = vo .
n—00 n—00 n—0o0

C’est ce que nous voulions. O

Lemme 10.14. Le groupe G = SLy(R) est engendré par les sous-groupes A;; et U;; pour
1<4,j<Neti#j.

Démonstration. Soit g € G. Pour tout s € R, nous avons id +sFE;; € U;;. La matrice
(id +sE;j)g est obtenue a partir de g par « une opération élémentaire sur les lignes » qui
consiste & ajouter a la i-éme ligne de g un multiple de sa j-éme ligne. De méme, la matrice
g(id +sE;;) est obtenue a partir de g par « une opération élémentaire sur les colonnes ».
Partant de n’importe quelle matrice g € G, nous savons que nous pouvons nous ramener,
par une succession d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes, & une matrice
diagonale dans G. Or une telle matrice diagonale est produit d’éléments de A; ;1 pour
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i€[1,N —1], carsiay,...,ay € R vérifient Hf\;l a; = 1, et si I, est la matrice identité
de taille k x k, alors

ar ... 0 ay 0 0 I 0 0 0
. . . 1 0 a1a9 0 0
: =10 a 0 1 X
. . 0 0 I 0 0 (CL1(12) 0
0 ... an N-2 0 0 0 In_3
I 0 0 0
0 a1ao0as3 0 0 IN*Q 0 0
1 0 aijasasg ...anN—1 0 O
0 0 (arazas) 0 0 0 (a1az2a any_1)"t
O O O IN_4 3 ... _

Terminons maintenant la démonstration du théoréme de Howe-Moore. Pour résumer
ce qui précéde, en raisonnant par 'absurde, nous avons construit un entier £ < N —1 et un
vecteur non nul vy de 2, qui est invariant par tous les groupes U;j avec 1 < i < < j < N.
D’apreés la proposition 10.5, ce vecteur vg est invariant par S;;. Il est en particulier invariant
par A;; pour tous les i,j € [1, N] tels que i < ¢ < j. Donc vy est invariant par toutes
les matrices Ay avec 1 < 7,5/ < N et ¢/ # j' (car si ¢',5" < £, alors Ayj C ApnAjm,
et si ¢, 5’ > £, alors Ayj C Ay Aqj7). De nouveau par la proposition 10.5, ce vecteur est
invariant par Uy, pour tous les ¢/, 5 € [1, N] distincts. Le lemme 10.14 ci-dessus montre
alors que le vecteur non nul vy est invariant par G, contradiction. U

10.5 Flots géodésique et horocyclique sur les surfaces hyperboliques

Nous renvoyons par exemple a [Dal] pour le contenu de cette partie. Voir aussi le livre
[[{at], en particulier son premier chapitre, et | , Chap. IV]. Le but de cette partie est
de construire des exemples remarquables de systémes dynamiques différentiables a temps
continu, de nature géométrique, et d’étudier leurs propriétés ergodiques.

Il existe une fagon géométrique trés simple de « visualiser » le groupe SLa(R), ou plus
précisément le groupe quotient !> G = PSLy(R) de SLg(R) par son centre {#id}. Un
élément de G est, par définition, une matrice de déterminant 1 définie au signe prés, que
nous noterons g = [g g] = :t(‘cl g) avec a,b,c,d € Ret ad — bc = 1.

Nous munissons G d’une mesure de Haar (& gauche), de sorte que la projection ca-
nonique de SLa(R) sur PSLy(R) soit localement un isomorphisme mesuré pour les deux
mesures de Haar. Le groupe G est aussi unimodulaire : ses mesures de Haar & gauche sont
invariantes par les translations a droite. '

Pour tout sous-groupe discret I' de G, il existe une mesure positive borélienne non
nulle up\ g sur lespace topologique quotient I'\G, invariante par translations a droite par G,
unique modulo scalaire strictement positif, appelée la mesure de Haar de I'espace homogéne
I'\G. En effet, soit j.: SLa(R) — PSL2(R) la projection canonique. Alors I' = /rfl(F) est un

sous-groupe discret de SLa(R), et quinduit un homéomorphisme T [\ SLy(R) — I\G.
Si HF\ §15(R) €St une mesure de Haar de Pespace homogene I'\ SLy(R) (voir le lemme 10.2
(2), alors la mesure (/[LF)*,UF\ SLo(r) Convient.

195. Notons que la notation G dans cette partie ne désigne pas le méme objet que les notations G des
parties 10.1 & 10.4.

196. Une maniére de voir ceci est de dire que puisque le sous-groupe Z = {£id} est discret et central,
le groupe SL2(RR) agit aussi par translations a gauche sur l'espace homogéne Z\ SL2(R), et une mesure de
Haar de cet espace homogéne est aussi invariante & gauche par SLa(R).
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Un sous-groupe discret I' de G est un réseau si la mesure de Haar de I'\G est finie.
Il est dit cocompact (ou uniforme) si I'\G est compact. Nous normalisons alors la mesure
de Haar de lespace homogeéne I'\G pour étre une mesure de probabilité. Notons que T’
est un réseau (respectivement un réseau uniforme) de G si et seulement si I' est un réseau
(respectivement un réseau uniforme) de SLa(R).

iR
(4,9)

i \\” = ('Z’g)/g v=(9-29(2)&)

g-z
- R
0
Le groupe G agit sur le demi-plan supérieur
H={z=2+4+iyeC:y=Imz >0}
par la formule

a b az+b

Vg—[c d}eG, vV z e H, g.z_cz—i—d'

En effet, cette formule ne dépend pas du signe de g ; un petit calcul montre que nous avons
bien g- (¢’ - z) = (99') - z; et le fait que G préserve H découle du calcul
tm(g-2) = (57)
m(g-z)=——.
g lcz + dJ?
Notons que z — g - z est une application holomorphe sur 'ouvert H de C, dont la différen-
tielle (en tant qu’application de classe C!) est

§
~ (cz+d)?~

L’action de G s’étend contintiment au compactifi¢ d’Alexandrov RU {oco} de I'axe réel
en posant, pour tous les g € G et t € RU {o0},

atb si teR et t#£—2
sit=00 et c=0
sit=o00 et c#0
si t:—% et ¢c#0.

Le fibré tangent a 'ouvert H de C est Pouvert TH = H x C de C?, qui s’écrit comme la
réunion disjointe des espaces tangents T,H = {z} x C en tout point z € H. Nous utiliserons
souvent le point ¢ € H comme point base du demi-plan supérieur H et le vecteur (i,7) € TH
comme point base du fibré tangent TH, voir la figure ci-dessus.

L’action tangente de G sur TH est donnée par la formule

VoG YO eTH g (o= (St (58)
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Pour tout vecteur tangent v = (z,£) € TH ot z = z + iy, notons

ol = A5L — £l
* Imz oy’

et appelons cette quantité la norme hyperbolique de v. 7 Appelons plan hyperbolique réel,
et notons H]%{, I'ouvert H muni de 'application norme hyperbolique de TH dans R définie
par v = (z,&) = ||v||.. Il est élémentaire %% de vérifier que I’action de G préserve la norme
hyperbolique 17, c’est-a-dire que pour tous les g € G et v = (z,&) € TH, nous avons

lg - vllg= = llvll- - (89)
Le volume hyperbolique de H%{ est la mesure VOIHD% sur H absolument continue par rapport

a la mesure de Lebesgue de H, définie par

dx dy
y:

dvolHﬁ(z) =

Un calcul élémentaire 209

Notons

montre que ’action de G sur Hﬁ préserve le volume hyperbolique.

T'HEZ = {v= (2,6 e H: xC: ||v]. =1},

que nous appelons le fibré tangent unitaire du plan hyperbolique réel H]%. Il est invariant
par Paction du groupe G. L’application de R x |0, +o00o[ x R/Z dans le fibré tangent unitaire
T'HZ définie par (z,y,0) — (z+iy, y €2 est un homéomorphisme, que nous utiliserons
comme paramétrage local et global.

Sip: T'HZ — HZ est la premiére projection v = (z,£) ~ z, alors la fibre de p au-dessus
de z € H%& est la sphere tangente unité de Hﬁ en z, notée

THE = {v=(2¢):[¢=Imz}.

La mesure sphérique sur T;H%& est l'image de la mesure de Lebesgue du cercle R/Z par
’homéomorphisme 6 — (z, (Im z) e?7), notée VOIT;HD%('U). Nous la considérerons aussi
comme une mesure sur TIH]%, a support dans TZIH]%Q.

La mesure de Liouville sur le fibré tangent unitaire T'HZ2, notée mriou est la mesure
qui désintégre (au sens expliqué ci-dessous) par la projection p au-dessus du volume hy-
perbolique, avec mesures conditionnelles sur les fibres les mesures sphériques :

mLiou(v) = / VOszlH%{ (’U) dVOlHD% (z) .
ZEHD%

197. Cette norme étant une norme euclidienne sur chaque espace tangent, variant de maniére lisse, ceci
deéfinit une métrique riemannienne sur Ha, voir par exemple [ , .
198. En effet, par les formules (88) et (87), nous avons

’ +§ ’
(cz+d)? €] €l

“V||g.. = = = =||v||» .
Hg ”g Im(g~z) ‘Cz+d|2\clzm§|2 Im 2z ” ”

199. On dit que l'action de G est isométrique pour la métrique riemannienne susdite.

200. En effet, d”jﬁ,dy =1 (cif‘:\‘zi; et par les formules (88) et (87),

dz dz
dlg-2)ANd(g-2)  Tera2 " zra? _ dzAdz

(T (g 2))? ()’ (me?
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Ceci signifie que pour toute fonction continue & support compact f € C? (TlHﬁ), nous
avons

/TlHng f(v) dmpiou(v) = /EHD% </veTle§ f(v) dvolT;HD%(v)> d volyz (2)

z

:// / flat iy, y im0y By g
z€R Jy€ |0,4+00[ JOER/Z Yy

Il est élémentaire de vérifier que la mesure de Liouville est une mesure positive borélienne
non nulle sur 7'H?Z, finie sur les compacts, invariante par 'action de G.

Le lemme suivant dit en particulier que G = PSLa(R) agit simplement transitivement
sur le fibré tangent unitaire du plan hyperbolique réel T 1H]%§.

Lemme 10.15. Notons ® : G — T'H2 Uapplication définie par ® : g v+ g - (i,14).

(1) L’application ® est un homéomorphisme. >t

(2) L’application ® est équivariante : pour tous les éléments g,g dans G, nous avons
P(g9") =g-2(g).
(3) La mesure image de la mesure de Liouville sur T'HZ par ®~% est une mesure de Haar

de G.

Démonstration. (1) et (2) L’action par homographies du groupe topologique G sur I'es-
pace topologique Hﬁ est continue. Elle est transitive, car par une translation horizontale
z — z+t pour un certain ¢ € R (correspondant a Paction de [} %]), tout point de HZ
s’envoie sur un point de I'axe vertical, et par une homothétie z — A2z pour un certain
A > 0 (correspondant a l'action de [6‘ 19/\}), tout point de ’axe vertical s’envoie sur le
point 4.

Le stabilisateur du point ¢ € H%{ dans G est constitué des éléments [‘; Cbl} tels que
a,b,c,d € R, ad —bc=1 et gfjr'g =i, donc avec a = d, b = —c et a® + b> = 1. Il est donc
égal &

cosf —sind
sinf cos6

PSO,(R) = SO, (R)/{£id} = {pg - [ ] L fe R/sz} .

Comme T}HZ = {(i,£) : |£| = 1} et puisque par la formule (88) nous avons

, . 3 90
po - (i,€) = (17 (5in 6)i +cos€)2) = (i,e "¢),
le groupe PSO2(R) agit simplement transitivement sur T} H%. Donc G agit simplement
transitivement sur le fibré tangent unitaire 77HZ.

Par conséquent, ’application orbitale ® : g — ¢ - (i,7) de cette action sur le point base
(i,7) € T;H% est une bijection continue équivariante. Il n’est pas difficile de montrer qu’elle
est propre, donc est un homéomorphisme.

201. en fait un C°°-difféomorphisme quand G et T'HZ sont munies des structures de variété différen-
tielle quotient de la sous-variété différentielle SLo(R) par {£id} et de sous-variété différentielle de H x C,
respectivement
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L’assertion (3) découle alors des assertions (1) et (2), car celles-ci montrent que la
mesure image (@‘1)*mLiou est une mesure positive borélienne non nulle sur G, finie sur les
compacts, invariante par 'action par translations a gauche de G sur lui-méme. O

Soit I" un sous-groupe discret de G. L’homéomorphisme équivariant ® induit par pas-
sage au quotient un homéomorphisme de I'\G dans I'\T'HZ, que nous notons encore ®.
La mesure de Liouville sur TlHﬁ induit une mesure sur T\T'HZ, de sorte que la pro-
jection canonique de TleQ sur F\Tl]HI% soit localement un isomorphisme mesuré, que
nous appelons encore la mesure de Liouville de F\TlHﬁ. Sa mesure image par l'inverse de
@ :I\G — I'\T'HZ est la mesure de Haar de I'espace homogene I'\G (voir le début de la
partie 10.5, ainsi que le lemme 10.2 et la remarque qui le suit).

Proposition 10.16. Le sous-groupe discret I' = PSLo(Z), appelé le groupe modulaire, est
un réseau de G = PSLa(R).

Ceci montre aussi que SLa(Z) est un réseau de SLa(R). Avant de fournir une démonstra-
tion, donnons quelques exemples de dessins de pavages du plan hyperbolique réel invariants
par le groupe modulaire. Le premier est la bibliothéque de Richard Pink. Les autres sont
dus respectivement a J. Diaz-A. Verjovsky-F. Vlacci, P. McCreary-T. Murphy-C. Carter
et P. Fradin.
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Démonstration. Par 'assertion (3) du lemme 10.15, il suffit de montrer que la mesure
de Liouville de I'\T'H2 est finie.

\J

Par la méthode du pivot de Gauss, il est élémentaire de montrer que le groupe PSLy(Z)
est engendré par S = [(1) *01] et T = [} 1]. Le groupe infini cyclique engendré par T agit
sur ]I-]I]i par les translations horizontales entiéres. ’élément S agit sur Hﬁ par l'inversion
Z —% par rapport au cercle unité. Nous avons donc que

1
f:{zeH Dz] > 1, |Rez|§§}

est un domaine (faiblement) fondamental®"? pour l'action de I' sur HZ. Voir Iexercice
E.68.

202. c'est-a-dire que |, .77 = H3. Nous avons aussi, en notant F = {z€eH : |2] >1, |Rez|< 3 }
o o
lintérieur de .7, les égalités v .#Z Ny .F = 0 si v # ' (voir 'exercice E.68), mais nous n’en aurons pas

besoin ici. Il est aussi possible de montrer (voir [Ser]) que

9':{269 : Rez#%etz#eiepourtoutee [%,g[}
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Par désintégration de la mesure de Liouville sur TllHI]%g (c’est-a-dire par la formule
(90)), et puisque les mesures conditionnelles volyige sur les fibres TIHZ = p~1(z) de p
T;Hg z

pour z € Hﬁ sont des mesures de probabilité (en tant que lois images de la mesure de
Lebesgue sur R/Z), nous avons 2’3

mLiou(P\TlHﬁg) < mLiou(Tlﬁ) < VOIH%Q(Q) .

o 1
VOIHQ(ﬂ):/dxgyﬁ/ /2 dxjy§2.
R F Y y==% Jr=— Y

2

Or 204

N[

Ceci montre le résultat. O

Nous définissons la longueur (hyperbolique) ¢(c) d'une courbe c : [a,b] — HZ, ott a < b,
de classe C! par morceaux >
t € [a,b] sauf pour un nombre fini de tels ¢, par la formule

, dont nous noterons ¢(t) le vecteur vitesse (la dérivée) en

b
oe) = / 1)l dt

Par le théoréme de changement de variable pour la mesure de Lebesgue, la longueur de ¢
est invariante par changement de paramétre monotone a la source : pour toute application
@ la’',b'] — [a,b] de classe C! par morceaux et monotone, nous avons

L coyp)=1{(c). (91)

Par la formule (89), 'action au but par homographies de G sur les courbes ¢ dans Hﬁ de
classe C'! par morceaux préserve leur longueur :

VgeG, U g-c)="¥c). (92)

Une courbe ¢ : I — H2 de classe C!, ot I est un intervalle (par forcément born¢) de R,
est dite paramétrée par longueur d’arcs (hyperbolique) si [|c/()]|x) = 1 pour tout ¢ € I,
de sorte pour tous les s < ¢ dans I, nous avons £(c |5 ;) =t — s.

Nous définissons la distance (hyperbolique) d(z,w) entre deux points z et w de HZ
comme la borne inférieure des longueurs des courbes C'! par morceaux entre z et w. I est
facile de vérifier que d est bien une distance?’°. Par la formule (92) et par passage aux
bornes inférieures, cette distance est invariante par 'action de G sur Hﬁ.

est un domaine fondamental strict, c’est-a-dire contenant un et un seul point de toute orbite de I'" dans
HZ.

203. En fait, ces deux inégalités sont des égalités. Elles découlent du fait que ’ensemble des points z de
H2 dont le stabilisateur dans T' est non trivial est de mesure nulle (cet ensemble est en fait discret, réunion
des deux orbites de 7 et eziT'”, voir I'exercice E.68), du fait déja mentionné que les images de l'intérieur du
domaine fondamental .# par les éléments du groupe dénombrable I" sont deux & deux disjointes, et parce
que la frontiére de .# est de mesure nulle.

204. Un calcul plus précis laissé au lecteur montre que voly: (F)=1%

5
205. c’est-a-dire continue et telle qu’il existe n € N et une subdivision finie a = tp < t1 < -+ < ¢, <
tn+1 = b de lintervalle [a, b] telle que la restriction de ¢ a tout intervalle [¢;, ¢;41] pour ¢ € [0,n] soit de
classe C*

206. L’application d : H3 x H3Z — R est clairement bien définie par la connexité de 1’ouvert H, positive
ou nulle, et nulle sur la diagonale. Si ¢ : [a,a’] — H3 est un chemin C' par morceaux entre z et 2’ et
7 :[a’,a"”] — H3 est un chemin C' par morceaux entre 2’ et z”, alors le chemin concaténé c-v : [a,a”] — H3
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Appelons géodésique (hyperbolique) toute courbe continue ¢ : I — H]%{, avec I un inter-
valle quelconque de R (pas forcément borné), telle que pour tous les s < ¢t dans I, nous
avons

d(c(t),c(s)) =t—s.
Si I = [0, 400, nous dirons que ¢ est un rayon géodésique de HZ d’origine c(0). Notons
que I'image g-c: s — g-(c(s)) d'une géodésique ¢ : [ — ]I-]IIQR par 'action par homographie
de tout élément g € G est encore une géodésique.

Lemme 10.17. Les géodésiques sont les arcs de demi-droites (ouvertes mazimales) ver-
ticales et demi-cercles (ouverts mazimauz) contenus dans HZ et orthogonaux a l’aze réel,
paramétrés de maniére C°° par longueur d’arc hyperbolique.

| (

Y

0~ ot

Les deux points a linfini d’'une géodésique c de H]i définie sur R sont les points d’inter-
section de I’axe réel avec le cercle contenant (I'image de) ¢, si ¢ est un demi-cercle. Si ¢ est
une demi-droite verticale, ses points & [’infini sont le point oo et le point d’intersection de
'axe réel avec la droite contenant (I'image de) c¢. On définit de maniére similaire le point
a Uinfini d’un rayon géodésique de ]HI%{. L’espace a l'infini de ]HI]%, noté 8OOH]§, est I'espace
R U {oo} des points & l'infini des rayons géodésiques de HZ.

Démonstration. Pour tout chemin ¢ de classe C'! par morceaux entre deux points c¢(0)
et ¢(1) de I'axe imaginaire, comme |¢/(t)| > |(Im ¢)’(¢)], nous avons £(c) > £(iIm c), avec
inégalité stricte si la courbe ¢ n’est pas contenue dans ’axe imaginaire.

valant c(t) en t € [a,a] et v(t) en t € [a,a”] est encore C* par morceaux (ceci est la raison pour la
restriction a cette régularité), et de longueur £(c-~y) = £(c) + £(vy) par ’additivité de l'intégrale. L’inégalité
triangulaire de d s’en déduit par I'invariance de la longueur des courbes par translation a la source et par
passage aux bornes inférieures.

Sic: [a,b] — Hi est un chemin C' par morceaux de z & w, nous avons déja vu que I'application
v : [~a,—b] — HE définie par ¢ — c(—t) est un chemin C' par morceaux de w & z de méme longueur que
c. Donc d(w, z) < d(z,w) par passage aux bornes inférieures, avec égalité par argument de symétrie.

La fonction z — ﬁ est bornée et minorée par une constante strictement positive sur tout compact

K de H. Donc il existe cx > 0 telles les normes hyperboliques ||v|. = % et euclidiennes ||[v|| = || des

vecteurs v = (z,£) en tout point z € K vérifient i“v” < |jv]|z < ek||v||. Donc pour tout chemin ¢ de
classe C'* par morceaux contenu dans K, les longueurs hyperbolique #(c) = fab I’ (®)]leqt) dt et euclidienne
Leuc(c) = f(f I (#)|| dt vérifient iéwc(c) < L(c) < cxleuc(c). Soient z et w deux points distincts de H. Soit
€ > 0 tel que la distance euclidienne entre z et w soit au moins 2¢ et tel que la boule fermée euclidienne
K de centre z et de rayon € soit contenue dans H. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, tout chemin
continu de z & w doit passer par le cercle euclidien C' de centre z et de rayon e. La longueur euclidienne de
tout chemin C' par morceaux entre z et un point de C est au moins e, donc sa longueur hyperbolique est
au moins i Donc par passage a la borne inférieure, la distance hyperbolique entre z et w est au moins

i > 0. Ceci montre la propriété de séparation de la distance hyperbolique de HZ.
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De plus, tout chemin ¢ : [a,b] — HZ de classe C'! par morceaux sur l’axe imaginaire
faisant un aller-retour non trivial ° est de longueur (hyperbolique) strictement supérieure
a celle de ce chemin privé de cet aller-retour. Donc la longueur de tout chemin C' par
morceaux entre deux points de I’axe imaginaire qui n’est pas monotone le long du segment
entre ces deux points est strictement supérieure a celle de tout chemin C! par morceaux
et monotone entre ces deux points, qui ne dépend pas d’'un tel chemin par la formule (91).
Par conséquent, pour tout y > 1, la courbe v : [1,y] — H%& définie par s — s1i étant C! et
monotone de 7 & iy, nous avons

Yds

d(i,yw:m):/ % gy .

o S
De plus, la courbe c: [0,logy] — HZ définie par
trseli (93)

est alors 'unique (modulo translation & la source) géodésique C'! par morceaux joignant i &
y¢. Par approximation, nous pouvons facilement montrer que c’est aussi la seule géodésique
(continue) joignant i & yi (et elle est donc de classe C*°). Comme tout élément g de G est
une isométrie hyperbolique, la courbe ¢t — g - (e!i) est 'unique (modulo translation a la
source) géodésique joignant g-i a g- (y1).

Il est bien connu (voir | |) que les homographies z +— ‘Zzzig
ad — bc = 1 préservent la famille des cercles-droites, ainsi que la relation d’orthogonalité,
qu’elles préservent le demi-plan supérieur si a, b, c,d sont réels, et qu’elles agissent de
maniére transitive sur la famille des cercles-droites. Le résultat en découle. O

avec a, b, c,d dans C et

Soit v = (z,&) un vecteur tangent en un point z de HZ. Si v n’est pas vertical, c’est-a-
dire si & n’est pas imaginaire pur, il existe un unique demi-cercle ouvert perpendiculaire a
I’axe réel en ses extrémités, passant par z et tangent a v en z : c’est I'intersection avec H
du cercle passant par z de centre I'unique point d’intersection avec 'axe réel de la droite
affine passant par z et perpendiculaire a v. Si v est vertical, il existe une unique demi-droite
ouverte passant par z perpendiculaire a I’axe réel en son extrémité. Voir le dessin de gauche
ci-dessous. Si v € T'HZ, il existe un unique paramétrage par longueur d’arc hyperbolique
de ce demi-cercle ou de cette demi-droite passant en z au temps t = 0 et de vecteur tangent
v au temps t = 0.

Pour tout v = (z,&) dans T'HZ, il existe donc une unique géodésique ¢, : t + ¢, (t),
définie sur R, telle que v = (¢,(0), ,(0)). Notons alors, pour tout ¢ € R,

’ v

g'(v) = (co(t), &,(1))

207. c’est-a-dire tel qu’il existe to < t1 < t2 dans [a,b] tel que ¢(t1) n’appartienne pas au segment entre
c(to) et c(t2)
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qui, si t > 0, est le vecteur tangent unitaire, tangent a la géodésique ¢, au point a distance
hyperbolique ¢ de ¢,(0) sur cette géodésique, voir le dessin de gauche ci-dessous.

o0 = v+

Vs

Appelons horocycles®*® les droites (affines) horizontales contenues dans H%, dites cen-
trées en oo, ou les cercles contenus dans le demi-plan supérieur fermé, tangents a l'axe
horizontal et privé de leur point sur cet axe, dits centrés en ce point (voir le dessin ci-
dessus a droite). Le point a l'infini d’un tel horocycle est co dans le premier cas et le point
de tangence dans le second cas.

Le groupe G des homographies z +— gjig avec a,b,c,d € R et ad — bc = 1 agit
transitivement sur I’ensemble des horocycles : les translations z +— z 4+ b permettent de
ramener tout horocycle centré en un point de ’axe horizontal sur un horocycle centré
en l'origine 0, 'homographie z +— —% permet de transformer tout horocycle centré en
I'origine sur un horocycle centré en oo, et les homothéties z — A2z avec A > 0 agissent
transitivement sur les horocycles centrés en co. Les horocycles sont perpendiculaires aux

géodésiques passant par leur point & l'infini, car c¢’est vrai pour les horocycles centrés a
I'infini, et c’est vrai par transitivité pour les autres. L’application

c:s—i+s (94)

est 'unique paramétrage lisse par longueur d’arc hyperbolique de I'horocycle horizontal
d’équation Im z = 1 tel que (¢(0),ic'(0)) = (i,7) : il est immédiat de vérifier que les
vecteurs tangents (c¢(s) =i+ s,c/(s) = 1) sont des vecteurs de norme hyperbolique 1.

Soit v = (2,§) € TlH%{ un vecteur tangent unitaire a Hﬁ. Appelons horocycle stable de
v, et notons H*(v), 'unique horocycle passant par 'origine z de v et centré au point en
Iinfini v4 du rayon géodésique défini par v. Appelons horocycle instable de v, et notons
H"(v), 'unique horocycle passant par l'origine z de v et centré au point en 'infini v_ du
rayon géodésique défini par (z, —&). Voir le dessin ci-dessous, celui de gauche étant le cas
oll v_ # 0o et vy # oo. Notons que pour tous les g € G et v € T'HZ, nous avons

g-H*(v)=Hg-v) et g-H"(v)=H"(g-v).

208. Poincaré disait horicycle.
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Flots horocycliques stables et instables

Pour tous les v € T'HZ et s € R, notons (voir le dessin ci-dessus)
b (v) = (c(s),ic/(s)) € T'HE , (95)

ol s — ¢(s) est 'unique paramétrage lisse par longueur d’arc hyperbolique de I’horocycle
stable H*(v) de v tel que v = (¢(0),7¢(0)) soit le vecteur tangent unitaire positivement
orthogonal au vecteur tangent (¢(0),'(0)) de I'horocycle. De méme notons

b7 (v) = (e(s), ie'(s)) € T'Hf (96)

ol s — ¢(s) est 'unique paramétrage lisse par longueur d’arc hyperbolique de I’horocycle
instable H"(v) de v tel que v = (¢(0), i¢’(0)).

Lemme 10.18. Les familles (g')icr et (h%)ser sont des groupes a un paramétre de C-
difféomorphismes de TlHﬁ, appelés respectivement le flot géodésique et le flot horocyclique
(stable) sur le plan hyperbolique réel Hﬁ, qui commutent®" avec l’action de G sur TlH]%.
Pour tous les g € G et t,s € R, nous avons

g'(®(9) = ®(gar) et b°(P(g)) = P(gus) (97)
t/2

. e 0 1 s
ot a;y = 0 et et ug = 0 1l

La mesure de Liouville sur TlH%% est tnvariante par le flot géodésique et par le flot
horocyclique.

Démonstration. La premiére assertion est immédiate. Pour la seconde, il suffit, par équi-
variance, de vérifier que nous avons

o légalité g'(i,i) = ®(ar), ce qui est clair car I'unique géodésique définie sur R de
vecteur tangent (i,7) au temps t = 0 est t — e’ 4 par la formule (93), donc les deux termes
de cette égalité valent (ei,el1),

o l'égalité h®(i,i) = ®(us), ce qui est clair car I'unique paramétrage lisse par longueur
d’arc hyperbolique de I'horocycle stable H*(i,i) = {z € H : Im z = 1}, tel que (4,4) soit
le vecteur tangent unitaire positivement orthogonal au vecteur vitesse au temps t = 0 de

209. pour tous les t,s € R, g € G et v € T'H3, nous avons g'(g-v) = g-g'(v) et h*(g-v) = g- h*(v)
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ce paramétrage, est s — i + s par la formule (94), donc les deux termes de cette égalité
valent (i + s,1).

La derniére assertion découle de la deuxiéme, du lemme 10.15 (3), et de l'invariance
par translations a droite des mesures de Haar de G. O

Pour tout sous-groupe discret I' de G, les flots (g°)icr et (h*)ser sur T'HZ induisent
par passage au quotient des flots sur T'\T'HZ2, appelés respectivement le flot géodésique
sur T\HZ et le flot horocyclique sur T\HZ, et que nous notons encore (g')icr et (5%)ser.
Par sa construction et la derniére affirmation du lemme 10.18, la mesure de Liouville sur
P\T'HZ est invariante par les flots géodésiques et horocycliques sur I'\HZ.

En conclusion, pour tout réseau I' de G, le flot sur 'espace homogéne I'\G défini par la
multiplication a droite par a; pour ¢t € R (respectivement ug pour s € R), étudié (modulo
passage au quotient par le centre de SLy(R)) dans la proposition 10.4, est C'*°-conjugué
au flot géodésique (respectivement horocyclique) sur le quotient F\TlHIQR, et en particulier
les diagrammes suivants commutent :

nG % I\G NG = TI\G

P | IR | IR

t s
NEZ S N\EEZ S N\TEHE S D\TUHR

Corollaire 10.19. Si T est un réseau de PSLa(R), alors les flots géodésiques (gt)ier et ho-
rocycliques (h*)ser sur T\T*H% sont mélangeants pour la mesure de Liouville de T\T'HZ.

Démonstration. Notons r I'image réciproque de I' par la projection canonique de SLa(R)
sur PSLa(R). Alors I' est un réseau de SLa(R), et la projection canonique induit un ho-
méomorphisme © de I'\ SLy(R) sur I'\ PSLa(R), qui conjugue la translation a droite par
g=(2%) ala translation a droite par [24], pour tout g € SLy(R). Par 'assertion (3) du
lemme 10.15, la mesure image de la mesure de Liouville sur F\TlH% par ©7 1o d71 est
une mesure de Haar de l’espace homogéne f\ SLa(R). Par 'invariance de la propriété de
mélange par une conjugaison de systémes dynamiques mesurés, le résultat découle alors

du théoréme 10.8. O

Le résultat suivant découle du fait que mélangeant implique ergodique (voir la remarque
(iii) suivant la proposition 3.1), du fait que la mesure de Liouville sur T\T'HZ est de
support total, et de I'exercice E.16.

Corollaire 10.20. Si I' est un réseau de PSLo(R), alors les flots géodésique (gt)ier et
horocyclique (H%)ser sur I’\TlHﬁ sont ergodiques pour la mesure de Liouville myioq de
F\TlHﬁ. L’orbite de mpiou-presque tout point de F\TlHﬁ par le flot géodésique ou par le
flot horocyclique est dense. O

Exercice E.67. Soit I' un sous-groupe discret de PSLa(R).
(1) Montrer la propriété de commutation suivante des flots géodésique et horocyclique
sur F\TlH]ﬁ : pour tous les t, s € R, nous avons

glohtogt=p"" (98)
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(2) Montrer que la famille (Hs)seﬂe définie par la formule (96) est un groupe & un
parameétre de C°-difféomorphismes de TI]HI%{. 1l est appelé le flot horocyclique instable sur
le plan hyperbolique réel Hﬁ. Montrer qu’il commute avec l’action de G sur TlHﬁ, qu’il
préserve la mesure de Liouville sur TlHﬁ, et qu’il vérifie, pour tous les g € G et s,t € R,

— — t —
g'oh’og =D et H(®(9) = B(guy)
ov uy = [L9]. Montrer que si ' est un réseau de PSLa(R), alors le flot horocyclique
instable (bs)seR sur F\TlHi défini par passage au quotient, est mélangeant pour la mesure

de Liouwville de T\THZ.

(8) Si T est un réseau de PSLa(R), donner une autre démonstration de l’ergodicité du
flot géodésique sur Y = T\T'HZ, en considérant une fonction f € L*(Y,mpion) invariante
par le flot géodésique (c’est-a-dire telle que f o gl = f dans L2(Y, myion) pour tout t € R),
en montrant que ||f o b — fllz =0 et ||fo b’ — fllL2 = 0 pour tout s € R en utilisant la

formule (98), et en montrant que f est invariante par Uaction par translations a droite de
G surY identifié a T\G par @~

10.6 Exercices

Exercice E.68. Notons I' = PSLy(Z) le groupe modulaire, M = I'\HZ la courbe modu-
laire?10 et T'M = I'\T'HZ. %! Notons F = {z € C : |z| > 1, |Re 2| < 1} le domaine
(faiblement) fondamental usuel du groupe modulaire I' sur HZ. Notons S = [{ '] et
=151l

PSL»(Z)\H3

vecteur non
positivement —
récurrent par

le flot géodésique

horocycle
- Périodique

vecteur d’orbite
. dense par le
o, Hot géodésique

(1) Montrer que si deux points distincts z et 2’ dans .# sont dans la méme orbite par T,
alors ou bien Re z = i% et z =2 +1, oubien |z| = 1et 2/ = —%. Montrer que le
stabilisateur I', = {y € T" : -2z = z} d’un point z € .% dans T est trivial (réduit a
{id}) sauf dans les trois cas suivants :

e 2z =i, auquel cas I', = {id, S},

210. Elle est souvent appelée la surface modulaire quand le demi-plan supérieur H est considéré comme
une sous-variété réelle de dimension 2, mais il vaut mieux le considérer comme une sous-variété complexe
de dimension 1.

211. Nous renvoyons par exemple & | | pour une description topologique de ’espace topologique
quotient T M, homéomorphe au complémentaire du noeud de tréfle dans la sphére Ss.
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e z=w= e%, auquel cas I', = {id, ST, (ST)?},
e z=—wW=e3 =w+1, auquel cas T, = {id, T'S, (T'S)?}.

(2) Montrer que la projection canonique H3 — M = I'\HZ est un revétement ramifié
d’ordre 2 au-dessus de T'i et d’ordre 3 au dessus de T'w ot w = €2/3. Montrer que M
est homéomorphe au disque ouvert unité.

(3) Déterminer les orbites périodiques du flot géodésique sur 7'M = T'\T'HZ. Rappelons
(voir par exemple [[{hi]) que le développement en fraction continue d’un irrationnel
quadratique est périodique & partir d’un certain rang.

(4) Déterminer les orbites périodiques du flot horocyclique sur T M.

(5) Montrer que la réunion des orbites périodiques du flot géodésique est dense dans T M.
Rappelons (voir par exemple [[hi]) que si a = [@g, @1, - -+, Gm_1, G, | est un irrationnel
quadratique dans R dont le développement en fraction continue est purement pério-
dique de période ag, a1, ..., am—_1, am (donc de premier coefficient ag = |a] > 1), si o
est le conjugué de Galois de « (I’autre racine d’un polynéme quadratique & coefficients
entiers dont « est une racine), alors le développement en fraction continue de —a% est
[@m, Gm—1,---,01, ap |, périodique de période I'image mirroir a,,, am-1,...,a1, a9 de la
période de a.

(6) Montrer que pour tout v € T'HZ2, I'orbite de I'v € T'M par le flot géodésique de
T'M est d’ensemble w-limite non vide dans T M si et seulement si le point & I'infini
du rayon géodésique de HZ défini par v n’appartient pas & Q U {oo}.

(7) Notons pry : T*M — Sy Papplication bien définie mpou-presque partout, telle que si
v € TTHE, alors pry(T'0) = € avec (T'0)N(F xS;1) = {(2,€)}.?'? Montrer, en utilisant
le théoréme ergodique de Birkhoff 2.2, que pour mry,iou-presque tout v € TP M, le nombre
d’enroulements moyen du rayon géodésique défini par v autour de la pointe de M est
nul, c’est-a-dire que la limite

o1t
TEIEOO T/o Re pry (g'v) dt

existe et vaut 0.

Exercice E.69. Notons I' = PSLy(Z) le groupe modulaire, M = I'\HZ la courbe modu-
laire et T'M = F\TlHﬁ. Le but de cet exercice est de montrer, dans le cas particulier ou
I est le groupe modulaire, le théoréme de Dani'”!-Furstenberg suivant : si I' est un réseau
de G = PSLa(R), les seules mesures boréliennes sur I'\T' IH%&, de probabilité, invariantes
par le flot horocyclique et qui sont ergodiques pour ce flot sont :

e la mesure de Liouville mp,;oy, renormalisée pour étre de probabilité,

e les mesures de Lebesgue %y sur les orbites périodiques & du flot horocyclique :
si v € T'M est périodique de période T > 0 par le flot horocyclique, alors la mesure
de Lebesgue L,y sur O(v) est la mesure image de la mesure de Lebesgue sur [0, 7] par
I'application s — h*(v), renormalisée pour étre de probabilité.

De plus, si I' est un réseau uniforme, alors la mesure de Liouville my;o, est uniquement
ergodique pour le flot horocyclique.

212. Autrement dit, pour tout élément v € T\T'HZ, 1’élément pr,(v) est la direction € € S; d’un relevé
(2,€) € T'HZ de v par la projection canonique T'HZ — F\TlHD% dont 'origine appartient a %, ce relevé
o

étant unique si z €.Z.
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(1) Montrer que ces mesures sont ergodiques pour le flot horocyclique.

Dans la suite, fixons une mesure borélienne p sur 7'M, de probabilité, invariante par
le flot horocyclique et qui est ergodique.

(2) Montrer que si v € T'HZ est tel que ensemble w-limite wy(T'w) de I'image de v dans
T'M pour le flot géodésique est vide, alors le point & l'infini v, du rayon géodésique
défini par v appartient & Q U {o0}.

(3) Notons R I’ensemble des points v € T'M dont I'ensemble w-limite pour le flot géo-
désique est non vide. Montrer, en utilisant le théoréme ergodique de Birkhoff 2.2, que
si u(R) = 0, alors p est une mesure de Lebesgue sur une orbite périodique du flot
horocyclique.

(4) Montrer que si u(R) = 1, alors p est la mesure de Liouville, renormalisée pour étre de
probabilité. Pour cela, on pourra procéder de la maniére suivante.
i) Munissons R? de la norme euclidienne usuelle, .#5(R) de la norme d’opérateur
associée, SLa(R) de la distance définie par la formule (84) et G = PSLa(R) de la
distance quotient. Munissons TllHII?g de la distance telle que ’lhoméomorphisme (défini
dans le lemme 10.15) ® : G — T'H2 soit une isométrie, et munissons 71 M de la
distance quotient. Montrer qu’il existe £ > 0 tel que pour tous lesv € T'M et t, s € R,
nous avons

d(v,gv) < klt], d(v,h*v) < kls|, dv,5v) < kls|,

et,sit >0,

d(g"'v,87" b7v) < klsle”’, d(g'v,g" h*v) < klsle".

ii) Pour tous les f € CY(T*M) et t > 1, posons

. ! —Int s
Mtf.vr—>/0 f(g h(v)) ds .

Montrer (ou admettre) que la famille (M;f);cr d’applications de T'M dans R est
équicontinue, et uniformément bornée.
iii) Pour tout f € CY(T*M), montrer qu’il existe une suite réelle strictement croissante
(tn)nen convergeant vers +oo telle que

1

= T f dmLiou .
n—-+00 ImLioull Jr1as

En utilisant le théoréme ergodique de Birkhoff 2.2, en déduire que p = Liou

ImLioull”
(5) Conclure.

10.7 Indications pour la résolution des exercices

Correction de ’exercice E.67. (1) Par conjugaison (en faisant attention a l'ordre :
nous avons g'h*g ™ ®(g) = ®(ga_susar) ), la formule (98) découle du fait que

e /2 1 s| [et/? 0 1 set
s =g ez o 1 [0 etz T o 1 | T et
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(2) Le fait que h° commute avec 'action de G pour tout s € R découle de la construction
du flot horocyclique instable et du fait que par la formule (88), pour tout g € G et
(2,€) € T'H, si g - (2,&) = (2/,¢), alors g - (2,i€&) = (2/,i¢). En effet, si s — (s) est
I'unique paramétrage par longueur d’arc hyperbolique de I’horocycle instable H"(v) de v
tel que v = (€(0), i¢’(0)), alors s — g - ¢(s) est 'unique paramétrage par longueur d’arc
hyperbolique de I'horocycle instable g - H"*(v) = H"%(g - v) de g - v tel que (par la formule
(55)) g-v = (g-2(0), ¢'((0)i ¢'(0)) = (g-(0), i (g 7)'(0)). Done

H°(g-v) = (g-2(s),i(g-2)(s) = (g-e(s), g'(c(s))ie'(s) =g-H"(v) .
Montrons que pour tous les g € G et s € R, nous avons

h(®(g9) = @(gu;) (99)

Puisque @ : G — TlHi est un C*°-difféomorphisme qui envoie la mesure de Haar de G
(qui est invariante par translation & droite par uy ) sur la mesure de Liouville de T1HZ
(voir le lemme 10.15), ceci montrera que (HS) scr €st un groupe a un paramétre de C°°-
difféomorphismes de Tl]HI%&, qui préserve la mesure de Liouville.

L’homographie z — —% est une isométrie de HZ fixant i. Elle envoie I'horocycle stable
H?(v) du vecteur tangent v = (4,4) (qui est la droite horizontale passant par i) sur I’horo-
cycle instable H"(v) du vecteur tangent v = (7,7) (qui est le cercle euclidien de diamétre
[0, 7] privé de 0, voir la figure précédant le lemme 10.18 & droite). Comme s — i—s est un pa-
ramétrage par longueur d’arc hyperbolique de H*(v), Uapplication ¢ : s — —ﬁ est un pa-
ramétrage par longueur d’arc hyperbolique de H"(v) tel que (¢(0),7¢/(0)) = (4,7 x 1) = v.
Pour montrer la formule (99), il suffit, par équivariance, de vérifier que §°(i,7) = ®(u;).
Par la définition du flot horocyclique instable, nous avons

71— S

52 (i,4) = (als),ic'(s)) = (— ! ,—2‘<Z,_18)2> .

Par la formule (88), nous avons

o) =, 3] 60 = (i) = (- —aap)

Donc §°(i,1) = ®(u]), ce qu'il fallait établir.
Comme dans la question (1), par conjugaison (en faisant attention a l'ordre : nous
avons g' § g 7'®(g) = ®(ga_ug ay) ), la formule

TS — *set
Vs,teR, gloh ogt=h (100)

découle du fait que

_ e 2 0 1[1 0] [e? 0 1 0 _
At Q=1 "¢  et/2] |5 1 0 e t/2| T |set 1| Yser:

Le fait que le flot horocyclique instable (h°)scr sur I\T'HZ soit mélangeant si I' est
un réseau se démontre comme le corollaire 10.19.

(3) Soient I' un réseau de PSLo(R), Y = I\T'HZ, et f € L*(Y, mLiou) telle que pour
toput ¢ € R nous ayons f o gl = f (presque partout). Soit s € R. Par l'invariance de la
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mesure de Liouville par le flot géodésique, par la formule (98) et par l'invariance de f par
le flot géodésique, nous avons

Ifob® = flle =llfob®og™ — fog Lz =lfog ob™ —fog |
= fob* " = fllez,

qui tend vers 0 quand ¢ tend vers 4oo, par continuité.?'® Avec le méme argument (en
prenant ¢ — —oo) pour le flot horocyclique instable (en utilisant la formule (100)), nous
avons donc que ||[foh® — fl2 =0cet ||f 068/ — fllLz = 0 pour tous les s,s" € R.

Par la commutativité des diagrammes précédant le corollaire 10.19 et par la formule
(99), nous avons donc que I'application fo® € L2(I'\G, pr\q) est invariante par la multi-
plication & droite par as, us, u, pour tous les t,s,s" € R. Puisque ces éléments engendrent
G, la fonction f o ® est donc invariante par G, donc est constante presque partout par le
corollaire 10.3. Par conséquent, f est constante presque partout, et le flot géodésique est
ergodique.

Correction de ’exercice E.68. (1) Cette démonstration est extraite de [Ser, §VII.1.2].
Soient z € F et v = [‘ZZ} € T tels que v -z € Z. Quitte & remplacer (z,7) par
(- 2,7~ 1), nous pouvons supposer que Im z > Im 7z, donc que |cz+d| < 1 par la formule

(87). Puisque @ le| < |eIm z| < |ez +d|, ceci implique que |¢] < %, donc ¢ € {-1,0,1}.
Quitte & changer globalement les signes de a, b, ¢, d, nous pouvons supposer que ¢ > 0.

Sic =0, alors d = +£1, donc a = é =41 et v = T*. Comme les parties réelles de z et
de 7 - z sont dans [—%, %], ceci implique ou bien que b = 0 (auquel cas y =id et z = - 2)
ou bien que b = +1 et -z = z £ 1, auquel cas I'un des réels Re z et Re (- z) est égal a
—1/2 et 'autre a 1/2 (et en particulier ils sont distincts).

Supposons maintenant que ¢ = 1. Si d = 0, alors |z| < 1, donc |z| = 1 puisque z € Z.
Comme ad —bc = 1, nous en déduisons que b = —1 et v-z = a—1/z. Comme le cercle unité
ne rencontre un de ses translatés par un entier non trivial qu’en w = e ou —W=w +1,
nous obtenons a = 0 (auquel cas v = S et 7- 2z = z si et seulement si z = i) oua = 1

(auquel cas v = (ST)? et 2 = v-2 = w) ou a = —1 (auquel cas v = ST, z = w, et
vz =—w), ce qui montre le résultat. Si d # 0, alors z appartient a l'intersection avec .#
du disque fermé de centre —d et de rayon 1, donc ou bien d =1 et z = w, ou bien d = —1
et z = —w.

Sid=1letz=w,alorsa—b=1lety-2=a—-1/(2+1)=a+z2,donca=0o0ua =1,
ce qui implique le résultat. Le cas z = —wW et d = —1 se traite de la méme maniére.

(2) Par la question (1), si M = H2 — (I'i U Tw) est le demi-plan supérieur privé
des orbites de ¢ et de w, alors le groupe I' agit proprement et librement sur M'. Donc
la projection canonique M’ — T'\M’ est un revétement, dont I'image est exactement le
complémentaire dans M des points I'i et I'w. Puisque les stabilisateurs de i et w dans I" sont
des groupes cycliques d’ordre 2 et 3 respectivement, ceci démontre la premiére assertion
de la question (2).

Par la question (1), Pespace topologique quotient M est homéomorphe au recollement
de deux copies de {z € C : [2] > 1, 0 < Re z < 1} par l'identité sur le bord. Donc M
est homéomorphe au recollement de deux moitiés de disques ouverts par I'identité sur leur
diamétre de bord, donc est homéomorphe & un disque.

213. Cet argument est une variante du phénoméne de Mautner décrit dans la partie 10.3.
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(3) Nous appelerons géodésique fermée de M toute image par la projection canonique
T'M — M (définie par I'(z,&) + T - z) d’une orbite périodique du flot géodésique sur
T'M. Ce sont donc exactement les images par la projection canonique Hﬁ — M = F\]HII%g
des images £(R) des géodésiques ¢ de H% définies sur R telles qu’il existe k > 0 et 7 = [g g]
dans T tels que pour tout ¢t € R, nous ayons o £(t) = £(t + k).

En particulier, un tel 7 fixe les deux points (distincts) a l'infini de ¢, qui sont solutions

4 : az+b __
de I'équation 227 = 2. .
Les seuls éléments [‘C‘, Z/] € T" qui fixent 0o sont ceux qui vérifient ¢ = 0, donc a = d =

+1 puisque a,d € Z et ad — bec = 1. Ils agissent donc sur H% par des translations entiéres
z+ z+kou k € Z. Ils n’ont pas d’autre point fixe que oo dans la sphére de Rieman
CU {oo}.

Donc une telle géodésique £ n’est pas une demi-droite verticale. C’est par conséquent
un arc de cercle perpendiculaire a ’axe des réels, et en particulier c A0 et cz+d # 0 si z
est une extrémité de £. Donc les points & U'infini de £ sont les deux solutions de 1’équation
quadratique & coefficients entiers cz? 4+ (d — a)z + b = 0. Ces points & I'infini ne sont

pas rationnels, car s’ils étaient de la forme g avec p et g premier entre eux, alors par le
théoréme de Bezout, il existerait r,s € Z tels que pr — ¢s = 1 et donc 7/ = [§ ﬁ]fl, qui

appartient a I', enverrait la géodésique périodique ¢ sur une géodésique périodique qui est
une demi-droite verticale, ce que nous avons exclu. Donc ¢ admet pour couple d’extrémités
un couple de nombres algébriques quadratiques a, a’ conjugués de Galois (c’est-a-dire
solutions distinctes d’une équation quadratique a coefficients entiers).

Réciproquement, soit a un irrationel quadratique, et montrons qu’il existe un élément
~v € I' qui agit par une translation non triviale sur la géodésique ¢ définie sur R dont les
points & l'infinis sont « et son conjugué de Galois a?, donc se projette sur une géodésique
fermée de M. Quitte a translater o par un entier (et & conjuguer 1’élément cherché ~

par un élément [(1) ’f] ou k € 7Z), nous pouvons supposer que « € |0,1[. Par un résultat
1
classique, son développement en fraction continue o = 1 , ou a; € N\{0},
a +—
1
as +
as + ce.
. : . 1 : :
est périodique & partir d’un certain rang. Notons que x = — 1 si et seulement si
ay +
az +y

=7y, 00y = [all 1+‘f121a2] € I'. Quitte & modifier a par une homographie entiére (et a

conjuguer ’élément cherché ~ par la matrice de cette homographie), nous pouvons donc

supposer que le développement en fraction continue de « est périodique & partir du rang

1
1. Par conséquent, « est solution d’une équation v = , donc est un

ay +

1
ag+ -+ —
aon +

point fixe de I'homographie (a coefficients strictement positifs) associée & un élément non
trivial v = [‘Z Z] erl.
Cet élément ~ fixe aussi le conjugué de Galois o, car (

aa+b\o _ aa’+b . .
ca+d) = taoyq- Puisque 7y agit

par isométrie pour la distance hyperbolique de H%&, et puisque les seules isométries de R
fixant —oo et +o00 sont les translations, il existe Kk € R tel que pour tout ¢t € R, nous ayons
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yol(t) =L(t+ k).

Le seul élément de G fixant point par point I’axe imaginaire dans H%K, donc fixant ¢
et les deux points a 'infini 0, oo, est I'identité. En effet, pour tous les a’, V', c,d’ € R tels
que d'd —b'cd =1, si Z—l, =0, %’ = o0 et g,l;igi =d,alors b/ = =0 et Z—i =dd =1,
donc @’ = d’ = +1. Par conjugaison, la seule isométrie de HZ fixant point par point une
géodésique est donc Iidentité. Donc quitte & remplacer v par 4!, nous pouvons supposer
que x > 0. Ceci montre I'existence d'un élément v cherché.

Les orbites périodiques du flot géodésiques sont donc les images par la projection ca-
nonique TlH% — T M des vecteurs unitaires tangents & une géodésique de H]% définie sur
R dont les points & 'infini sont deux irrationnels quadratiques conjugués de Galois.

(4) Les orbites périodiques du flot horocyclique sur 7'M sont les images par la projec-
tion canonique Tllﬂlﬁ — T M des orbites du flot horocyclique sur TlH]%R qui sont invariantes
(modulo reparamétrage par translation) par un élément non trivial v = [‘é Z] dans I". Cet
élément va donc avoir comme seul point fixe a l'infini le point & I'infini de I'horocycle pro-
jection de 'orbite du flot horocyclique par la projection TlH%R — H%{. Puisque a, b, ¢, d sont
entiers, si ’équation gjig = z admet une unique solution, alors cette solution appartient &
QU {oo}.

Réciproquement, montrons que tout horocycle J# centré en un point de Q U {oo} est
la projection par TlH%{ — H%K d’une orbite périodique modulo I du flot horocyclique.

Le groupe I' agit transitivement sur QU {oco}, par 'argument de Bezout vu ci-dessus :
pour tout g € Q avec p et ¢q premiers entre eux et ¢ # 0, si r, s € Z sont tels que pr—gs = 1,

alors I'image de oo par [} ;] est exactement %. Puisque le flot horocyclique commute avec
I’action de I', nous pouvons donc supposer que le point & l'infini de 57 est co. Mais alors
’éléement uy = [§ 1] est non trivial, et il préserve toute horosphére centrée en oo (puisque
son homographie associée est z — z+ 1), donc l'orbite du flot horocyclique correspondante
dans I'\HZ2 est périodique.

(5) Soient z,y € R deux réels distincts. Montrons qu’il existe une suite (o, )pen d’irra-

tionnels quadratiques tels que lim o, =2 and lim «f =y, ce qui implique le résultat
n—+00 n——+o0o

par la question (3). Quitte a modifier x et y par une méme homographie rationnelle et a
remplacer x et y par des points arbitrairement proches, nous pouvons supposer que x > 1
et y € | —1,0[. Notons (an)nen les coefficients du développement en fraction continue de x
et (bn)nen les coefficients du développement en fraction continue de —%, qui vérifient donc

ap > 1 et by > 1. Pour tout n € N, posons o, = [ag, a1, ..., an, by, ..., b1,bl. Alors la suite
(ot )nen convient, par la propriété rappelée des fractions continues.

(6) Si A est un horocycle, définissons 1’horoboule (ouverte) HB de bord J# comme le
demi-plan ouvert au-dessus de JZ, si JZ est une droite horizontale, ou comme la boule
ouverte euclidienne dont le bord dans le plan euclidien est la réunion de 7 et son point a
'infini, si 4 est un cercle tangent a I’axe réel (privé du point de tangence).

Par la description des géodésiques et des horocycles, tout rayon géodésique qui rentre
dans l'intérieur d’une horoboule, et qui ne converge pas vers son point a I'infini, en ressort.
Par la description du domaine fondamental de T', si HBo, = {z € C : Im z > 1}, alors
I'image de HBo, par un élément v € I" est ou bien égale & HB,, ou bien d’intérieur disjoint
de HBo. Nous avons vu qu'un élément de R U {oo} est le point & I'infini d’une horoboule
vHBy, pour 7 € T si et seulement s’il appartient & Q U {oco}. Toujours par la description
du domaine fondamental de I, le complémentaire C' dans H]% de l'intérieur de Uwel“ vHB
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est de quotient compact par I' (car .# privé des points intérieurs & HB, est compact).
Donc tout rayon géodésique p dans H]%{ ou bien converge vers le point a I'infini de v HB
pour un certain v € I', ou bien revient une infinité de fois dans C'. Par conséquent, 'image
dans T'M du vecteur tangent a I’origine de p est d’ensemble w-limite non vide pour le flot
géodésique dans T M si et seulement si le point & I'infini de p n’appartient pas & QU {oo}.

(7) Puisque la mesure de Liouville my o, sur 7'M est finie (par la proposition 10.16),
puisque le flot géodésique sur T* M est ergodique (voir le corollaire 10.20, ainsi que I'exercice
E.67 (3)), puisque 'application Re o pry est mesurable bornée, donc intégrable pour myioy,
le théoréme ergodique de Birkhoff 2.2 dit que pour myiou-presque tout v € T' M, la limite
suivante existe et a pour valeur celle indiquée, qui se simplifie en utilisant la formule (90),

1

B [mLioull Jr1ams

4 dx dy
= Re (e*7) df =0.
/ze,ﬁ? (/9€R/Z ¢ (e ) ) y?

Correction de ’exercice E.69. (1) Le fait que le flot horocyclique pour la mesure de
Liouville my oy est ergodique a été vu dans le corollaire 10.20, puisque I" est un réseau (par
la, proposition 10.16).

Le flot horocyclique agissant sur une orbite périodique de période T > 0 est conjugué
au groupe a un parameétre des translations du cercle R/TZ. L’ergodicité (et méme I'unique
ergodicité) des mesures de Lebesgue sur les orbites périodiques du flot horocyclique découle
donc du fait que la mesure de Lebesgue sur le cercle R/TZ est I'unique mesure (borélienne
positive finie) invariante par les translations, modulo multiplication par un scalaire stric-
tement positif.

L1 T
Tl_lﬁloof /0 Re pry (g'v) dt Re o pry dmiyion

(2) Ceci découle de la question (6) de I'exercice E.68.

(3) L’ensemble R est mesurable. Puisque nous supposons que p(R) = 0, nous avons
u(“R) = 1. Notons A une partie dénombrable dense de I'espace des fonctions continues a
support compact sur 7'M pour la norme uniforme. Par le théoréme ergodique de Birkhoff
2.2 et par dénombrabilité, il existe v € “R tel que, pour tout f € A, nous avons

. 1
lim -
t—+oo t

AﬂWW%ZMﬂ-

Puisque v est I'image d’un vecteur v € TllHI?R tel que le point & 'infini du rayon géodésique
défini par v appartienne & QU {oco} par la question (2), et par la question (4) de Iexercice
E.68, U'orbite de v par le flot horocyclique est périodique, de période T' > 0. Nous avons
donc, pour tout f € A,

1
= lim —

nT 1 T
| rwenas=g [ e ds.
0 0

Par densité de A dans CO(T'M), ceci est vrai pour tout f € CO(T'M), et donc u est la
mesure de Lebesgue sur une orbite périodique du flot horocyclique.

(4) i) Soient t, s € R. Munissons .#>(R) de sa norme d’opérateur sur I’espace euclidien
usuel R?. Remarquons que

[t]
lag —id | < ez =1, |lus —id ]| < s| et [luy —id| <|s|.
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Pour tout g € G = PSLs(R), nous avons par la formule (97), puisque ® est une isométrie
et puisque la distance sur G est invariante a gauche,

d(®(g), g'®(9)) = d(®(g), (g ar)) = d(g, g ar) = dle, ar)
<ln(l+ (2 —1) +In(1+ (% — 1)) = |t .
De méme (et le calcul pour le flot horocyclique instable est identique), nous avons
d(®(g), 50 (g)) = d(®(g), D(gus)) = d(g, g us) = dle, u,) < 2In(1 + [s]) < 2]s| .

Sit € R, alors par la formule (98) (et le calcul pour le flot horocyclique instable est analogue
en utilisant la formule (100) ), nous avons

d(g'®(g), 9" b°®(g)) = d(g'®(g),b* o' T(g)) = d(®(gar), B(g as iy 1))
=d(gas,gasuge—r) =d(e,uge—) < 2|s|e".

Le premier point en découle avec k = 2.

ii) Soit f € CY(T*M). Nous avons ||M;flleo < ||f]loc pour tout ¢ > 1, donc la famille
(M;f)icr est uniformément bornée.

Soient € > 0 et vg € T'M. Par I'uniforme continuité de f, il existe 6 > 0 tel que si
d(v,v") < 2k, alors | f(v) — f(v')] < €. Pour tous les v € T'M et t € [1,+00[, posons

K, ={g"p"0°(v) : (',r,5) € [=6,6]" x [0,1]}

et
1

—Int
- o dmy;
mLiou(Kv) X, f g iou

Nif(v) =

Int

la moyenne de fog™ ™" sur K,.

t t’
ez (l —{;,7“ 5) 8 e_ ;] et puisque G agit simplement transitivement

re?z e 2
sur T'HZ, pour tout v € TTHZ, Dapplication ¢ du compact [—4§,8]% x [0,1] dans T1HZ
définie par (#,7,5) — g* of’ oh*(), qui est continue et injective, est un homéomorphisme
sur son image. En particulier, K, est un compact de 7'M d’intérieur non vide, et N; f est
bien définie. De plus, ¢ est C> et envoie la mesure de Lebesgue sur [—6,6]? x [0,1] sur
une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Liouville, ayant une dérivée
de Radon-Nikodym de classe C*. Donc sur K,, par l'invariance de dmy;io, par le flot
horocyclique et par l'invariance de la mesure de Lebesgue de R par translations, nous
avons dmipie, = p(t',r)dt' drds avec p : [~0,6]> — ]0,+o00[ continue, et en particulier
Miiou(Ky) = f[—5,5]2 p(t',r)dt' dr. D’ot, pour tous les v € T'M et t € [1,+00[, nous avons

mLiou(Kv)(Mtf(v) - Ntf(v))

1
= /0 (/[_5512 (fog—lnt o hs(v) — fog—lnt(gt’ OET o hs(v)) p(t/,’l“) dt/d’l“> ds .

Puisque usu, ay =

. . P
En omettant les parenthéses dans ce qui suit, posons v/ = h* v et v = gt v/. Par
I'inégalité triangulaire et par ’assertion i), nous avons

dig™"™" b 0,g7 " " 5" b% )
<d(g™ "™ 0% 0,7 D b ) +d(g M B 0% 007 0" B b 0)
< d(g—lnt U/’g—lnt ET U/) +d('U”,gt/ U”) < /€|7"|€_1nt +/‘€’t/| <2kK6.
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Donc par I'uniforme continuité de f,

mLiou(Kv){Mtf( Ntf / / 5912 t T dt dr = 67nLlou( ’U) .

D’otu, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et par 'invariance de la mesure de Liouville par
le flot géodésique,

| My f(v) = My f(v0)| < 2€+ [N f(v) — Nif(vo)]

]]-K ]]-K’U
S 26 +/ ‘ od v _ 0 ‘ dm 1
T M f g lnt(nlLiou(l:{v) mLiOU(KUO) ) -
]1K :H-Ku
< 2¢ + H K 0 ‘ '
Hf”2 mLiou<KU) mL10u<Kvo) 2

Puisque la mesure de la frontiére de K, est nulle, la seconde norme L? (qui est indépendante
de t) tends vers 0 quand v tend vers vy. Ceci montre I’équicontinuité de la famille (M f)icr.

iii) Soient f € CO(T'M). Pour tous les t > 0 et v’ € T'M, posons

Hof(v / 7o

qui est I'intégrale de Birkhoff de f au temps ¢ le long de 'orbite de v’ par le flot horocyclique
(stable). Par l'ergodicité de p et le théoréme ergodique de Birkhoff, il existe une partie
mesurable £ de mesure pleine pour u telle que pour tout v € E, nous ayons

lim H;f(v) = fdu. (101)
n——+0oo T M

Fixons v € RNE, ce qui est possible car R et E sont tous deux de mesure pleine pour p par
I'hypothése de la question (4). Par la question (6) de l'exercice E.68, I’ensemble w-limite
du vecteur tangent v est non vide. Il existe donc w € T'M et une suite réelle strictement
croissante (t,)nen convergeant vers +oo telle que la suite (glnt" (v))n cn Soit convergente
vers w. En particulier 'adhérence K, de {g"™!" (v) : n € N} est un compact de 7' M. Par la
question ii) et le théoréme d’Arzela-Ascoli, quitte & extraire, il existe une fonction continue

F :T'M — C telle que nous ayons F = lirf M, f pour la convergence uniforme sur les
n—-+0o0

compacts, donc pour la convergence dans L2(mpioy)-
Par la formule (98), pour tout v’ € T*M, nous avons

thf(v’):i ds_/ f Stn ds—/ f *lntnbs Int, ))

tn Jo
= M, f(g"'"v') . (102)

Par 'ergodicité de la mesure de Liouville (qui a été renormalisée pour étre de probabilité)
par le flot horocyclique (voir le corollaire 10.20), pour mp;iou-presque tout v’ € T* M, nous
avons

lim Hy, f( ): /TledmLiou . (103)

n—-+o0o

Puisque hI—P | My, f—F||L2 = 0, par la formule (102) et par I'invariance de la mesure
n—-+0oo

=0.

(MmLiou)

de Liouville par le flot géodésique, nous avons donc lim || Hy, f—Fog™ || L2(miou)
n——+00 tou
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Par la formule (103), de nouveau par 'invariance de la mesure de Liouville par le flot géodé-
sique, nous avons donc que F' est my;ou-presque partout constante égale a le aw J dmiiou-
Mais comme F' est continue et puisque la mesure de Liouville est de support total, la
fonction F* est donc constante (partout), égale a [, f dmyiou. Par les formules (101) et
(102), et par la convergence uniforme de My, f vers F sur le compact K, nous avons donc

fdu= lm Hf()= lm M,f@""0)=F@)= | fdno.

TIM M

Ceci étant vrai pour tout f € C’g(TlM), Nnous avons [ = ML oy-

(5) Pour tout n € R U {oo}, le flot horocyclique sur T'M préserve l'ensemble des
vecteurs unitaires tangents v tels que le point & l'infini du rayon géodésique défini par v
est égal a n. Donc par la question précédente, I’ensemble mesurable R est invariant par le
flot horocyclique. Puisque p est ergodique, nous avons donc p(R) = 0 ou p(R) = 1. Donc
les deux questions précédentes concluent.

11 Systémes dynamiques hyperboliques

Les références principales pour ce chapitre sont | , , ) | et nous suivrons
surtout cette derniére référence.

Dans ce chapitre, nous introduisons des systémes dynamiques (& temps discret) trés
chaotiques, qui vérifient des hypothéses d’hyperbolicité (de contraction et dilatation dans
des directions transverses). Nous montrons des phénomeénes de stabilité sous petite pertur-
bation pour ces systémes dynamiques. Dit en terme de physiciens, il s’agit de montrer que
“le chaos est stable par petite perturbation”. Nous montrerons trois tels résultats de stabi-
lité par petite pertubation, un cas linéaire (la proposition 11.4), un cas local (le théoréme
de Grobman-Hartman 11.7) et un cas global (le théoréme 11.9 de stabilité structurelle
214 pour les automorphismes linéaires du tore dits d’Anosov). Le plus gros travail
de ce chapitre sera le théoréme d’existence de variétés stables et instables (voir la partie
11.8).

Outre I'exemple du fer a cheval de Smale?!'* traité dans la partie 11.5, les exemples
principaux sont encore les automorphismes linéaires du tore, qui, lorsque leur matrice en-
tiére associée n’a pas de valeur propre de module 1, sont des archétypes des transformations
“chaotiques”. Les démonstrations de ce chapitre reposent surtout sur le théoréme du point
fixe pour les applications contractantes.

d’Anosov

Dimitry Anosov Stephen Smale
214.  1936-2014 1930-
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11.1 Endomorphismes linéaires hyperboliques

Soient E un espace de Banach réel et T un endomorphisme linéaire continu?'® de
E. Pour tout espace de Banach réel ou complexe E’, nous munirons l'espace Z(E’) des
endomorphismes linéaires continus de E de la norme d’opérateur. 2'6
Définition 11.1. L’endomorphisme linéaire continu T est dit hyperbolique s’il existe des
sous-espaces vectoriels E° et E* de E, appelés les sous-espaces stable et instable de T
respectivement, et k., k., € R tels que 0 < k), < 1 < kl,, de sorte que

(1) Uespace vectoriel E est somme directe de E® et E", et la décomposition E = E® & E*
est dite associée a T,

(2) les sous-espaces stable et instable sont invariants par T, c’est-a-dire qu’ils vérifient
T(E®) C E® et T(E"*) C E*, et 'endomorphisme linéaire continu T |gu: E* — E" est
inversible,

(3) il existe ¢ > 0 tel que
YneN, [(Tp)" | <crs”, | (Tpa) "I <ery™™

Si ks, ky € R, nous dirons que T est (ks, ky)-hyperbolique s’il eziste des sous-espaces vec-
toriels E° et E* de E et ki, k], € R tels que 0 < Kk, < ks < 1 < Ky, < K}, et les conditions
(1) a (3) ci-dessus soient vérifiées.

Nous verrons dans le lemme 11.2 ci-dessous que les sous-espaces vectoriels E° et EY
sont alors fermés, et qu'une décomposition £ = E® @ E*® associée a T est alors unique.
Lorsque E est de dimension finie, la définition ne dépend pas de la norme de E. Le passage
de (K%, K]) & (ks, ky) dans la définition d’endomorphisme (ks, £, )-hyperbolique est mineure
et purement technique (en particulier utilisé pour la proposition 11.3 en dimension infinie).
L’important est I'idée de contraction / dilatation uniforme des espaces stables / instables.

Une norme || || sur E est dite adaptée & un endomorphisme (x5, ky,)-hyperbolique T si
elle est équivalente a la norme de E (ce qui est automatique en dimension finie) et si

Vas € B, Va, € EY, |zs+ 2| = max{|zs|’, |zu]}

et
I Tigs I < ks <1, [ (Tge) I <" < 1. (104)

Nous appellerons alors constante d’hyperbolicité de T' la constante, qui dépend du choix de
la norme adaptée || ||’, définie par

ch(T) = max{|| T |I", | (L) "I} < max{rs, ki, '} < 1. (105)

Lemme 11.2. Reprenons les notations de la définition d’un endomorphisme linéaire hy-
perbolique T de E.

215. En dimension finie, la condition de continuité est automatique, mais il est crucial de ne pas I’oublier en
dimension infinie. Nous aurons besoin du cadre de la dimension infinie dans des démonstrations ultérieures.

216. Avec les conventions usuelles si E’ est nul, pour tout élément f € Z(E’), rappelons que la norme
ILf ()l

[E3]
que Z(E’) est alors un espace de Banach réel ou complexe, et que le sous-espace 9% (E’) des automor-
phismes linéaires continus de E’ est un ouvert de .Z(E’) (voir par exemple | , §1.1]).
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(1) Une décomposition E = E® @ E" associée a T est unique.

(2) Les sous-espaces vectoriels stable E® et instable E* sont fermés.

(3) Il existe au moins une norme sur E adaptée a T .

Démonstration. Soient 0 < ks < 1 < Ky < 400 tels que T est (ks, Ky )-hyperbolique.

Soit A = max{ks, s, '} < 1, et soit ¢ > 0 comme dans la condition (3) de la définition des
endomorphismes linéaires hyperboliques.

(1) et (2) Montrons 'égalité
Ef={zeFE :VneN, [[T'(z)| <cA"x]}, (106)

dont I'inclusion directe C est vérifiée par définition. Une démonstration analogue montre
que
E'={xeFE :VneN, |z|<c\"|T"(2)]|}, (107)

donc E?® et E* sont uniquement déterminés. Par la continuité de la norme et de T donc de
ses puissances, ceci montre aussi que E® et E* sont des intersections de fermés, donc sont
fermés.

Soit © = x5+, € E, avec x5 € E° et x, € EY, tel que | T"(z) | < ¢A"||z | pour
tout n € N. Pour tout n € N, nous avons 7" (z,,) € E* par la condition (2), donc par la
condition (3), nous avons

[z | = 1T7(T" (@) | < A" [T (z0) || = A T (2 — x4) |
< XM (| T @) |+ T () 1) < X (2 | + s )
Comme ¢?A\?" tend vers 0 quand n tend vers +oco, ceci implique que x, = 0 donc que
x = xs appartient & F*. L’égalité (106) cherchée en découle.

(3) L’application || ||' : E — R définie par

N-1 N-1
Vas € B, Va, € B, |os+ o] =max{ > s |T(z)l, D &, I1T ()] }
=0 =0

pour N assez grand est une norme adaptée : il est facile de vérifier qu’il suffit de prendre
N tel que ()™, (=) < L. 0

’{u
Rappelons (voir par exemple I'appendice 11.11 de ce chapitre) que le spectre Sp(T)
de T est I’ensemble compact non vide des A € C tels que, si E¢ est I'espace de Banach
complexe complexifié de F, et si T est 'endomorphisme linéaire continu de E¢ étendant
T, alors T — A id soit inversible. Pour les parties 11.2 et 11.3, le cas ot E est de dimension
finie suffit, auquel cas Sp(T") est ’ensemble des valeurs propres complexes de T'.

Proposition 11.3. L’endomorphisme linéaire continu T de E est hyperbolique si et seule-
ment si son spectre Sp(T') ne rencontre pas le cercle unité S; = {z € C : |z| = 1}.

Si 0 < ks < 1 < Ky, Uendomorphisme T est (ks, ky)-hyperbolique si et seulement si
Sp(T) ne rencontre pas 'anneau {z € C : ks < |z| < Ky}

Démonstration. Nous ne démontrons ici ce résultat que si E est de dimension finie, en
renvoyant & I'appendice 11.11 de ce chapitre pour une démonstration dans le cas général.
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Tout compact ne rencontrant pas le cercle unité ne rencontre pas un anneau assez fin
contenant le cercle unité dans son intérieur, donc la seconde assertion dans 1’énoncé de la
proposition 11.3 implique la premiére.

Supposons que 7' 80it (kg, Ky, )-hyperbolique. Alors T' n’a pas de valeur propre de module
compris entre ks et Ky, car si x = x5+ x,, avec x5 € E° et x,, € E¥, est un vecteur propre
non nul de valeur propre A\, alors x5 ou x,, est un vecteur propre non nul de valeur propre A
par invariance des espaces stable et instable, et les relations T'(z5) = Azs ou T'(xy) = Ay
contredisent I’assertion (3) de la définition des endomorphismes linéaires hyperboliques si
ks < A < Ky

Réciproquement, si T' n’a pas de valeur propre de module compris entre x5 et k,, alors
par la théorie de la réduction ?'” des endomorphismes réels en dimension finie, nous avons
une décomposition en somme directe £ = FE° & E* ou E® et E" sont deux sous-espaces
vectoriels réels invariants par 7', tels que les valeurs propres complexes de Tigs et T|pu
soient de module respectivement strictement inférieur a xs et strictement supérieur a k.
En particulier, 'endomorphisme Tjgu : E* — E" est inversible, car sans valeur propre
nulle. La décomposition de Jordan?'® de T donne alors I’assertion (3) de la définition des
endomorphismes linéaires hyperboliques avec

ki € Jmax{|\| : A€ Sp(T), |\ <1}, 1]

et
ki, €11, min{|\| : A€ Sp(T), |\ > 1} . O

Le résultat suivant implique en particulier qu’une petite perturbation non linéaire (suffi-
samment réguliére) d’un automorphisme linéaire hyperbolique de FE lui est topologiquement
conjugué (donc admet un comportement de dynamique topologique semblable, voir le cha-
pitre 0). Nous rappelons que 'espace C'Scb(E , E) des applications uniformément continues
bornées de E dans E, muni de la norme uniforme || f||oc = sup,cg ||f(2)||, est un espace

217, Soit xr = det(Xid—T) = [ cgpr) (X — A)™*, oit mx est la multiplicité de la valeur propre
A de T, le polyndéme caractéristique de T'. Soit xr = PsP, la décomposition de xr en produit de deux
polynomes de coefficient dominant 1 telle que les racines de Ps = [} csp(r), (<1 (X —A)™* (respectivement
Pu = Tliespery, r>1(X — A)™* ) soient les valeurs propres complexes de module strictement inférieur
(respectivement supérieur) & 1. Remarquons que les polynémes P et P, sont réels et premiers entre eux.
Donc le lemme de décomposition des noyaux dit que nous avons une décomposition en somme directe
E =ker Ps(T) ® ker P, (T).

218. Voir 'appendice 11.12 de ce chapitre pour des rappels sur la décomposition de Jordan des matrices
réelles, et des précisions sur la fin de cette démonstration.
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de Banach. *!Y Notons If(z) — F(»)ll
. w _
Lip (f) = sup CALAEA 2L
x;éy Hx - y”

la constante de Lipschitz (globale) d’une application f : E'— E. Rappelons qu’'une applica-
tion f: E — E est (globalement) §-lipschitzienne pour un 6 > 0 si Lip (f) < J, qu’elle est
(globalement) lipschitzienne s'il existe 0 > 0 telle que f soit d-lipschitzienne, et qu’elle est
(globalement) bilipschitzienne si elle est lipschitzienne, bijective, d’inverse lipschitzienne.

Proposition 11.4. (Stabilité des automorphismes linéaires hyperboliques) Soit
T un automorphisme linéaire continu hyperbolique d’un espace de Banach réel E, dont
la norme est adaptée a T. Soit F =T + f ou f : E — E est une application bornée
et 0-lipschitzienne avec § < & = min{l — ch(T),||T7||71}. Alors il existe un unique
homéomorphisme H = id+h de E tel que h : E — E soit uniformément continue et
bornée, avec

HoToH '=F.

En particulier, les systémes dynamiques topologiques (E, F') et (E,T') sont conjugués.

Remarques. (1) Puisque le vecteur nul de E est 'unique point fixe de T" et par conju-
gaison, l'application F' admet donc un unique point fixe : le point p = H(0). Il résultera
de la démonstration que

1/ (0)]l

do—0
Les images par H de E® et E" sont invariantes par F'. Privées de H(0), elles sont respec-
tivement contractées et dilatées par F'.

IHQO)] <

219. Rappelons qu’une application f : X — Y entre deux espaces métriques est uniformément continue
si
Ve>0, 3n>0, Vz,ye X, si d(z,y) <n alors d(f(z), f(y)) <e.

Le sous-espace vectoriel Cgcb(E', E) est un sous-espace fermé (donc complet) de ’espace de Banach
Cy(E,E) des applications continues bornées de E dans E, muni de la norme uniforme. En effet, soit
(fa)nen une suite dans C2,(E, E) qui converge uniformément vers f € Cy(E, E). Soit € > 0. Fixons n
assez grand tel que || f — fnlloo < <. Puisque application f, est uniformément continue, il existe § > 0 tel
que pour tous les x,y € E, si ||z —y|| < J, alors || fn(y) — fu(z)|| < §. Donc par I'inégalité triangulaire,
pour tous les z,y € E, si ||z — y|| <, alors

1£(y) = F@I < 1F W) = @ + [1Fa(y) = fa(@)| + 1f(2) = fal2)]| < €.

Donc f est uniformément continue, et CO., (E, E) est fermé dans C{(E, E).
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(2) 1l résultera de la démonstration que

oo < — £l

0 —ch(T)
et que h dépend continiiment de f (pour la topologie de la norme uniforme).

(3) Il n’est pas toujours possible de trouver une telle application A qui soit lipschitzienne.
Par exemple, prenons E =R, T : z — 2z, f :  — —esinx avec € € ]0,2[, de sorte que
f est bornée et e-lipschitzienne. Alors ’homéomorphisme H donné par la Proposition 11.4
vérifie H(0) = 0 (car 0 est 'unique point fixe de T" et de F' =T + f). Donc h(0) = 0.

Nous notons x,, = 2~™ pour tout n € N. Nous avons H (x,,) # 0, sinon nous aurions

T(x,)=H 'oFoH(z,)=H 'oF(0)=0

ce qui contredirait le fait que T'(x,) = 2z, = 27" # 0. De plus H_)m H(x,) = 0 par
n o

continuité. Remarquons que
H(l'n—f—l) 1 1

. H(wn—i-l) . H(l'n—f—l) .
lim — Y —\Intl) - -
nioo H(zy)  nose H(2wnp)  noe F(H(wan)  F(0)  2-c¢

N =

Puisque H = id +h, nous avons donc lim %78(0) = lim %ﬁ”)

— 1 = o0, donc h n’est
n—oo n

n—oo
pas lipschitzienne.

Démonstration. Soit § < dy = min{1 — ch(T), ||T~!||~!}. Pour des raisons d’argument
de symétrie, soient FF =T+ fet G=T+4gou f,g: F — E sont deux applications bornées
et d-lipschitziennes. Montrons que

(i) il existe un unique élément h de C°, (E, E) tel que H = id +h vérifie FoH = HoG,

(i) oo < (1 =6 — h(T))"1[1f — gl et

(iii) H est un homéomorphisme.
Le cas g = 0 donne le résultat.

Nous commencons par démontrer un lemme de déformation d’automorphismes linéaires
en homéomorphismes qui n’utilise pas ’hyperbolicité.

Lemme 11.5. Soient T € YZ(FE) et ¢’ : E — E une application §'-lipschitzienne avec
§ < || Y7t Alors Uapplication G' =T + ¢’ est un homéomorphisme bilipschitzien.

Démonstration. Comme G/ = T" o (id+1""' o ¢/) et Lip (T" ' o ¢') < | T""|| Lip(¢), il
suffit de montrer ce lemme avec T = id et ¢’ < 1, ce que nous supposons désormais.
Soient y € E et ¢ : x — y — ¢'(x). Puisque ¢’ < 1, Papplication ¢ est contractante sur
'espace métrique complet E. Elle admet donc??’ un unique point fixe . Celui-ci vérifie
G'(x) =z + ¢(x) =y. Donc G’ est surjective.
L’application G’ est clairement (1 + ¢’)-lipschitzienne. Pour tous les x,y € E, nous
avons

IG" () = G" Wl = = =yl = llg' (=) —g' (Wl = 1 = &) [l = yl| -
Donc G’ est injective, et G’ est (1 — 8')~-lipschitzienne. O

(i) Pour toute application v : E — E, notons vs : E — E® et 7, : E — E" les
applications telles que v = 5 + 7v,. Notons S et U les restrictions de T & E* et E“

220. Voir les notes de bas de page (176) et (177).
244



respectivement. En utilisant les relations FF ' =T + f, G =T + g et H = id +h, 1'égalité
FoH=HoG¢s%écrit foH+Toh=g+ hoG. En projetant sur E® et £, cette égalité
est équivalente au systéme

fsoH+SOhs = gs+hsoG
fuoH+Uoh, = gu+hyoG.

La premiére équation est une égalité entre applications de E dans E*, la seconde entre
applications de F dans E“. Ce systéme est équivalent a I’égalité h = h entre applications
de E dans FE, oul

%s = (stH+SOhs—gs)OG_1
hy = U_IO(hqu—l—gu—quH).

Notons que par le lemme 11.5, puisque § < ||T7!|~!, I'application G = T + g est un
homéomorphisme bilipschitzien de E.

Montrons maintenant que 'application ¢ : C% , (E,E) — C°,

(E, E) définie avec les
notations ci-dessus par h Eest (6 + ch(T'))-lipschitzienne. Comme la norme de £ est
adaptée a T', pour évaluer ||h—h||oo avec h, k' dans C° , (E, E), il suffit d’évaluer ||hs—hs||o
et ||y — B'y||os. Posons H' = id+H/, de sorte que H — H' = h — I’. Puisque I'application
fs est d-lipschitzienne et par la formule (105) définissant ch(7T'), nous avons

s — Wslloo < || fs 0 H — fs 0 Hlloo + ||S|| [1hs — Billoo < (Lip (fs) + [|SIDIA = 1'[|so
< (8 +ch(D))|h — 1|l -

Puisque la norme de E est adaptée & T, nous avons |[U~!| < 1 par la formule (105).
Puisque 'application f, est d-lipschitzienne et par la formule (105) définissant ch(T"), nous
avons donc

= Bulloo < NU 1w © G = 1y 0 Glloo + U I fuo H = fuo H' oo

< (107 + Lip (fu))llh = H'lloo < (8 + ch(T))l|h = B[l -

Puisque ¢ +ch(T") < 1 par les hypothéses de la proposition 11.4, existence et 1'unicité
d’une solution h : E — E de I’équation h = h résulte alors du théoréme 9.10 (dans la note
de bas de page 177) du point fixe des applications contractantes, appliqué a I’application
(6 + ch(T))-lipschitzienne .

(ii) La majoration de ||h||o s’obtient a I’aide de la derniére assertion du théoréme 9.10,

qui dit que
1

(0 4 ch(T))

pour tout zg € Cgcb(E, E), en prenant zop = 0. En effet, puisque la norme est adaptée et
puisque |[U~1| < 1, nous avons

d(h, z0) < 1— d(¢(xo), o)

d((0),0) = | 0]l < max{}|(fs = gs) © G oo, IV lgu = fulloo} < llg = flloc -

(iii) Montrons pour conclure que H est un homéomorphisme. En échangeant les roles
de f et g, par Dassertion (i), nous obtenons un élément h’ € C°, (E, E) tel que H' = id +1/
vérifie H' o F' = Go H'. Nous avons donc (HoH')oF = Fo(HoH'). Comme HoH' —id =
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W + h o H' appartient a C°,(E, E), par la propriété d’unicité dans P'assertion (i), nous
avons H o H' = id. De méme, nous avons H' o H = id, et H est un homéomorphisme. [

Nous aurons besoin dans le théoréme 11.23 d’un meilleur contréle sur 'unique point
fixe p de F' (voir la remarque (1) ci-dessus).
Proposition 11.6. Avec les hypothéses de la proposition 11./, lunique point fixe p de F
vérifie, pour tout v € E, l'inégalité
1 (v) — vl

d—0
Démonstration. Avec les notations de la démonstration de la proposition 11.4, identifions

E* x E% avec E par (vs,2y) — Ts + 2, et notons F : E — E l'application définie par

Fxs,7y) = (Fs(xs,:nu),mu + U Yy — Fu(azs,xu))) .

lp = vl <

Alors F et F ont les mémes points fixes. Puisque F' = T + f, nous avons

F("Esa xu) = (Sﬁs + fs(xSaJUu), U_l(l‘u - fu('TSa fEu))) .

Puisque les applications f, et f, sont é-lipschitziennes et |[U~!|| < 1, nous avons donc
I'Fs(xs, 2u) — Fs(@, @)l < (1S + ) (s, @) — (25, 23,

et

1 Fu(ws, wa) = Fulal, ap) | S MU+ 0@, 20) — (2%, 7))
< U7+ 0)lI(s, ) — (@ )]l -

Donc par la formule (105), I'application F est (§ 4 ch(T'))-lipschitzienne.
Remarquons que, puisque la norme est adaptée et |U~!|| < 1, nous avons

| F(zs, 20) — (25, ) || = || (Fs(@s, 20) — 26, U™ 2y — Ful@s, 2))) ||
< [|F (s 20) = (@s,20)]| -

Le fait que I'unique point fixe de F, qui est 'unique point fixe de F, vérifie la proposition
11.6 découle alors de la derniére assertion du théoréme 9.10, car 1 — (6 + ch(7T)) > dp — 0
par la définition de dg. O

11.2 Le théoréme de Grobman-Hartman

Le théoréme suivant affirme que, dans certains cas, un difféomorphisme est localement
topologiquement conjugué au voisinage d’un point fixe a sa différentielle en ce point fixe.
En particulier, la dynamique de ce difféomorphisme sera, dans ce voisinage, “la méme” que
celle de sa différentielle. Voir [[XI, §6.3] pour une autre démonstration.

Théoréme 11.7. (Théoréme de Grobman-Hartman) Soient N € N\ {0}, Q un
owvert de RN, ¢ : Q — RN un C'-difféomorphisme local et xo un point fixe hyperbolique
de ¢ (c’est-a-dire zo est un point de ) tel que ¢p(xo) = xq et tel que la différentielle T = dg, ¢
de ¢ en xq soit un automorphisme linéaire hyperbolique de RY ).

Alors il existe des voisinages ouverts U de 0 dans RN etV de xo dans Q, et un homéo-
morphisme H : U — V tel que H(0) = xq et, pour tout x € U, si T(x) € U, alors

HoT(x)=¢oH(z).
246



Remarque. Si le point fixe zg n’est pas hyperbolique, ceci n’est plus vrai en général. Par
exemple, pour tout € € |0, 1], nous pouvons considérer 'application ¢ : C — C définie par
2 = e"2(1—¢€|2?]), qui n’est topologiquement conjuguée a la rotation z — €’®z dans aucun
voisinage de 0 (regarder quels sont les ensembles w-limites des points proches de 0).

z ez
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Démonstration. Nous munissons RY de sa norme et sa distance euclidienne usuelle. Soit
o : RY — R une fonction plateau de classe C* telle que a(x) = 1si ||lz]] < 1 et a(z) =0
si [|z]| > 2. Pour tout € > 0, soit o I'application de R dans R définie par = — a(Z).

Nous pouvons supposer que zg = 0. Ecrivons alors ¢ = T+ f ot f : Q — RY est
de classe C! et vérifie f(0) = 0 et dof = 0. Posons F, = T + f. avec f. = a.f. Prenons
€ assez petit. L’application F. : RV — RN coincide avec ¢ sur B(0,¢) et avec T' en
dehors de B(0, 2¢). L’application f. est bornée et lipschitzienne, avec (par le théoréme des
accroissements finis)

Lip (fe) = sup ||dzfe| -

z€RN
Or nous avons

dyf. = a(%) dof + f(j) dza

Notons M = max { ||a||co, || 2 — ||dz|| ||oo }. Nous avons alors

Lip (f) < M ( sup do [+ sup 1 (m)”) <3M sup o]
z€B(0,2¢) z€B(0,2¢) € x€B(0,2¢)
(encore par le théoréme des accroissements finis, car f(0) = 0). Puisque dpf = 0, la
constante de Lipschitz Lip (fe¢) tend donc vers 0 quand € — 0, et nous pouvons appliquer
la proposition 11.4 & F, pour € > 0 fixé assez petit. Il existe donc un homéomorphisme H de
RY tel que HoT = F,oH. Puisque 7' admet 0 comme seul point fixe, et puisque F.(0) = 0,
nous avons par conjugaison H(0) = 0. Nous prenons alors U = B(0,¢€) et V = H(B(0,¢))
et nous remplagons H par sa restriction & U afin d’obtenir le résultat. 0
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11.3 Stabilité structurelle des automorphismes hyperboliques du tore

Avant de donner la définition générale d’un systéme dynamique (uniformément) hy-
perbolique dans la partie 11.4, donnons un résultat de stabilité globale de dynamique
chaotique. C’est un cas particulier d’un résultat plus général que nous énoncerons ultérieu-
rement, mais dont la démonstration est plus simple.

Soient N € N\{0} et M € .#x(Z) une matrice carrée a coefficients entiers de détermi-
nant non nul de taille N. Nous avons vu dans les chapitres précédents (voir en particulier
le théoréme 4.11) que la dynamique de la transformation ¢ps : TV — TV (définie dans la
partie 4) peut étre trés chaotique : mélange, densité des orbites périodiques, mélange mul-
tiple, mélange exponentiel, ... Le théoréme suivant affirme que, lorsque M est hyperbolique,
cette dynamique chaotique n’est pas modifiée par une petite pertubation de ¢y.

L’application du chat d’Arnold, qui est un des exemples le plus étudié de systéme

. . 2 1 .
dynamique hyperbolique, correspond au cas N = 2 et M = 1 1) L’une des raisons

est sans doute que les valeurs propres complexes de M sont le carré du nombre d’or
©r = 3+—2‘/5 > 1 et son conjugué de Galois 3_2—\/5 < 1 (qui ne sont donc pas de module 1).

. 11 . . . o .
La matrice < 1 o) dont le carré est la matrice précédente, conviendrait aussi bien (voire
mieux du point de vue des valeurs propres complexes!), mais pour des raisons historiques,

c’est la précédente qui fait ’objet de nombreux documents.

La transformation linéaire de matrice M = envoie le carré unité [0, 1]? sur le

parallélogramme de sommets (0,0), (2,1), (3,2) et (1,1), comme il est facile de vérifier en
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regardant I'image des sommets du carré. Pour comprendre I'application ¢;; induite par
M sur le tore TV, il suffit alors de réduire modulo Z2, voir le dessin ci-dessus pour une
visualisation de qﬁ?\/f : nous avons vraiment 'impression que M mélange les couleurs, ce qui
illustre le théoréme 4.11.

Comme dit ci-dessus, ce sont les propriétés fortes de contraction et dilatation, couplées
avec de la récurrence, qui provoquent ce phénoméne. Les deux droites propres de M sont

Ev = R(#g, 1), dilatée par le facteur ¢? = %g >1let B = R(l_z‘/g, 1), contractée par

le facteur %g < 1. Nous reviendrons sur une description générale de cette décomposition
dynamique R? = E* @ E* dans la partie 11.4.

En hommage & Arnold, qui en 1967 introduisit une téte stylisée de chat dans le carré
unité [0, 1]?, et dessina son image par ¢y, ce qui donna son nom & 'application ¢y, voici
une image de transformation de chat, extraite de Wikipédia (pour une matrice légérement
différente de M, mais conjuguée, donc ayant les mémes valeurs propres complexes).

Nous aurons besoin du rappel de topologie algébrique élémentaire suivant, pour lequel
nous renvoyons par exemple a [Paud, Paug], ainsi que [Godl, Spa, Hat], définissant, pour
toute application continue ¢ du tore TN = RV /Z" dans lui-méme, d’une part ses reléve-
ments ¢ au revétement universel RY de TV, et d’autre part son action ¢, sur le groupe
fondamental Z~ de TV.

Proposition 11.8. Soient ¢ : TV — TN wune application continue et N RN — TN
la projection canonique. Appelons un relévement de ¢ par 1 toute application continue

¢ : RN 5 RV telle que po¢=g¢op.
(1) Pour tout les points g et xf, de RN tels que 71(336) = ¢(p(x0)), il existe un et un seul

relevement 5 de ¢ tel que 5(3:0) = . 221 De plus, si ¢ est un homéomorphisme de TV,

221. Ceci découle du fait que la projection canonique T est un revétement, et que R est connexe par
arcs et simplement connexe, voir les références ci-dessus, dont [Pau8, Coro. 2.26]. Notons que le point
zo € RY étant fixe (et nous prendrons souvent 0), le relévement 5 dépend du choix de (. Mais si x{ est
un autre point de RY tel que /rx(ac’o' )= gb(/rx(ﬂco)) et si ¢* est le relévement associé & ce nouveau choix, alors
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alors ¢ est un homéomorphisme de RN .22

(2) Il existe une matrice ¢ € MN(Z) a coefficients entiers telle que
Ve eRY, VzeZV, ¢(a+2z)=dx)+ dulz) .22

De plus, si 1 : TN — TN est une autre application continue, alors (¢ 0 V), = ¢y 0 1Py.
En particulier, si ¢ est un homéomorphisme de TN, alors pour tout n € Z, nous avons
(¢n)* = (¢*)n

(3) La matrice ¢, est lunique matrice M € Mn(Z) telle que 'application 5 — M soit
bornée sur RN . 224

(4) Si le tore TV est muni de la distance quotient d(6,0") = inf 2R, p(x)=0 |l — ||, si
z'eRN, 71(90’):9’

¢, : TV — TV sont deux applications continues telles que supgern d(¢(6),¥(0)) < 1,

alors ¢, = 1. > O

La différentiabilité des applications de la variété différentielle TV dans elle-méme (voir
un cours de géométrie différentielle, par exemple |Laf, |) s’'interpréte facilement. No-
tons C* (TN, TV) I’ensemble des applications f : TV — TV de classe C!, c’est- a-dire telles
que f RN — RV est de classe C', ce qui ne dépend pas du choix de relevement f de f,
puisque deux relévements différent d’une constante, comme vu dans la proposition 11.8 (1)
(et sa note de bas de page 221). _

Pour tout point 6 dans T, nous notons alors Tyf = d.f € ZL(RY) ot 2 € RV est
n’importe quel point de RY tel que 6 = /r\(az) Par les propriétés rappelées ci-dessus, cette
application linéaire Ty f ne dépend ni du choix du relévement f de f ni du choix du point
x dans la fibre /rx_l(O) au-dessus de 6. C’est, par définition, la différentielle de f en 6.

En utilisant la norme d’opérateur || || sur I'algébre .Z(R"), nous munissons 1’ensemble
CHTN,T¥) de la distance d donnée par

d(f,g) = sup (d(f(0),9(0)) + |Tof — Togl ) -

PeTN

il existe m € Z" tel que mo = :v J 4+ m, et les deux relévements <j> et ¢ différent seulement de la constante
additive m : nous avons ¢* = ¢ 4+ m par unicité.

222. En notant g/i)—:/l l'unique relévement de Papplication continue ¢~ tel que &5\_/1(%6) = xp, ce qui est
possible car /rx(xo) =¢'o ¢(/]’L(3:0)) = ¢_1(/r\(m6)), nous avons 551 0 ¢ = idgn par unicité du relévement
de l’identité fixant xo, et de méme go q?jl = idgn.

223. Soient z,z’ dans ZY. L’application = — (5(35 +z) — q~$(m) est une application continue sur l'espace

topologique connexe RY & valeurs dans 1’espace topologique discret Z . Elle est donc égale & une constante
¢«(2) € ZV . Pour n’importe quel z € RY, nous avons

$u(2) + 0u(2) = ($(x+2 +2) = d(@+2)) + (d(a+72) - d(x) =pu(z+72) .

Donc ¢ est un morphisme de groupes de Z" dans lui-méme, et est donc donnée par une matrice a
coefficients entiers.

224. Ceci découle du fait que qz — ¢« est une application continue et Z-périodique par I'assertion (2),
donc bornée, et du fait que toute application linéaire bornée est nulle.

225. Notons qg, {/JV :RY — RY des relévements de ¢ et 9. Par hypothése de Iassertion (4), lapplication

~ ~ o
continue ¢ — ¢ prend ses valeurs dans ,.,~v B (2, %) Comme RY est connexe et puisque ces boules

ouvertes sont disjointes, I'image de ’application ¢ — 1) est contenue dans une de ces boules, donc est
bornée. Par conséquent, par lassertion (3), application linéaire ¢. — 1. est bornée, donc nulle.
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La topologie induite par cette distance est appelée la topologie C1 sur C* (']I‘N , TN (voir la
généralisation de cette notion & toutes les variétés, avant I’énoncé du corollaire 11.19).

Exemple. Soit M € .#x(Z) une matrice a coefficients entiers, de déterminant non nul.
Puisque la différentielle d’'une application linéaire en tout point est elle-méme, puisque
énm(0) = 0 et en prenant zy = z(, = 0 dans la proposition 11.8 (1), nous avons ¢ = M
et Tpdpps = M pour tout § € TV. Par 'unicité dans la proposition 11.8 (3), nous avons
(pm)x = M.

Le résultat suivant est le théoréme de stabilité structurelle d’Anosov dans le cas par-
ticulier des difféeomorphismes d’Anosov linéaires des tores. Nous renvoyons par exemple &
[[XH, 18.2] pour une version générale.

Théoréme 11.9. (Anosov) Soit M € #n(Z) une matrice a coefficients entiers, de dé-
terminant non nul et hyperbolique. Alors il existe un voisinage % de ¢pr dans CH(TN,TV)
tel que toute application ¢ dans % est topologiquement conjuguée & ¢pr : il existe un et un
seul homéomorphisme h de TN tel que ho ¢ = ¢pr 0 h et hy = id.

Démonstration. D’aprés la proposition 11.8 (4), si nous choisissons % suffisamment
petit, tous les éléments ¢ de % vérifient

¢*:(¢M)*:M~

D’aprés la proposition 11.8 (3), les relévements a de ¢ s’écrivent 5 = M 4+ avec ¥ une
application bornée sur RY. Quitte a réduire %, nous pouvons supposer que la constante
de Lipschitz

Lip () = sup || Tyy|| = sup ||Top — Topum ||
9cTN PeTN

est aussi petite que 'on veut.
La proposition 11.4 nous donne alors un homéomorphisme H de RY tel que nous ayons
Ho¢p= Mo H et tel que 'application H — id soit bornée.

Lemme 11.10. Soit = dans RN . Le point H(x) est l'unique point y de RN tel que

sup [|[M™y — ¢"(z)|| < oo
neZ

Démonstration. Tout d’abord, le point A (x) vérifie bien cette condition, car nous avons
M"H(z) — ¢"(z) = H(¢"(z)) — ¢"(z) et Papplication H — id est bornée.

Réciproquement, supposons qu’un point y = H(x)+v vérifie cette condition. Pour tout
n € N, par 'inégalité triangulaire, nous avons

[M"]| = |[M"y — M"H(z)|| < |[M"y — ¢"(z)|| + [|[M"H(z) — ¢"(z)] .
Donc la suite (M"v),ez est bornée. Comme M est hyperbolique, nous avons forcément
v =0. O

Pour terminer la démonstration du théoréme d’Anosov 11.9, montrons que la conju-
gaison H entre M et ¢ passe au quotient en une conjugaison h entre ¢ et ¢ : montrons
qu’il existe une application continue h : TV — TV telle que Mo H=ho e Pour cela, il
suffit de montrer que

VzeZN, Ve eRY, H(z+z2)=H(z)+z.
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Mais cette égalité résulte du lemme ci-dessus, car la suite indexée par n € Z des
M"(H(z) + 2) = ¢"(x + 2) = (M"H(z) + M"2) — (¢"(z) + ¢2(2)) = M"H(z) — ¢" ()

est bornée.
L’application h vérifie h o ¢ = ¢pr o h par passage au quotient. Il reste & voir que h est
un homéomorphisme. Or l'inverse H' = H~! vérifie aussi les égalités

VeezZV Vo eRY, H'(z+2)=H'(z)+z.

Il existe donc aussi une application continue A’ telle que poH "=hn o Par construction,
h' est l'inverse de h. O

11.4 Ensembles hyperboliques de difféomorphismes

Nous renvoyons par exemple a [Laf, | pour les prérequis sur les variétés différen-
tielles, les fibrés tangents et les champs de vecteurs.

11.4.1 Fibrés vectoriels normés

Nous commencons cette partie par des “rappels” sur les fibrés vectoriel normés, que le
lecteur savant (ou pressé) peut omettre pour ne commencer la lecture qu’aprés la fin de la
démonstration de la proposition 11.11, il n’y en a pas vraiment besoin pour “comprendre”
la suite.

Si K est un espace topologique, un fibré vectoriel £ (réel) sur K est la donnée d’un
espace topologique F, appelé I’espace total de £, muni d’une application continue surjective
m: E — K, appelée la projection de &, et, pour tout x € K, d’une structure d’espace
vectoriel réel sur la fibre E, = 7w~ (x), vérifiant la propriété de trivialité locale suivante :
pour tout x € K, il existe un voisinage ouvert U de x dans K, un espace vectoriel réel
de dimension finie F' et un homéomorphisme 6 : 7=}(U) — U x F tel que pour tout
x € U, sipry et pry sont les projections sur les deux facteurs de U x F', alors 'application
proof|g,: E; — F soit un isomorphisme linéaire et pr; o0 (E;) = {x}. Cette derniére
condition signifie que le diagrame suivant est commutatif :

~Uv) 5 UxF

T\ v’ pry
U.

Un tel ouvert U est appelé un ouvert trivialisant de £ et une telle application 6 est appelée
une trivialisation locale de £ au-dessus de U. Sin € N est fixé et si les espaces vectoriels F'
ci-dessus sont de dimension n, nous dirons que E est de rang n. Par abus, nous désignerons
souvent un fibré vectoriel £ par son espace total E.

Si ¢ : K — K’ est une application continue entre deux espaces topologiques, un
morphisme au-dessus de ¢ d’un fibré vectoriel £ sur K d’espace total E et de projection
m, & valeurs dans un fibré vectoriel £ sur K’ d’espace total E’ et de projection 7', est une
application continue ® : £ — E’ telle que ' o ® = ¢ o m, ou autrement dit telle que le
diagramme suivant

>
—

3
=N o+

2,
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soit commutatif et, telle que pour tout x € K, 'application ® : F, — E;)(w) soit linéaire.
Nous dirons que ® est un endomorphisme si & = £'. Un isomorphisme de fibrés vectoriels
est un morphisme bijectif d’inverse un morphisme. Par exemple, si M et M’ sont des
variétés différentielles lisses, et si ¢ : M — M’ est une application C, alors son application
tangente 2?° T'¢ : TM — TM’ est un morphisme du fibré tangent 7'M dans le fibré tangent
TM' au-dessus de ¢.

Soit F un fibré vectoriel sur un espace topologique non vide K, de projection .

Un sous-fibré (vectoriel) de E est une partie E' de E telle que 7(E’) = K et pour
tout z € K, l'intersection E, N E’ soit un sous-espace vectoriel de E, variant contintiment
avec x, c’est-a-dire de sorte que E’, muni de la restriction 7’ = 7 |g et des structures de
sous-espaces vectoriels sur les fibres de 7/, soit un fibré vectoriel. Un endomorphisme de
fibrés vectoriels ® : E — E au-dessus d’une application continue ¢ : K — K préserve un
sous-fibré E’ de E si ®(E’') C E’, ou, de maniére équivalente, si pour tout z € K, nous
avons ®(E7) C ) 1)~ L restriction g est alors un endomorphisme de fibrés vectoriels
au-dessus de ¢. Un fibré vectoriel E sur K est dit somme directe de sous-fibrés E1, ..., Eg,
et nous noterons E = F1 @ - ® Ey, si B, = (E1), @ -+ - @ (Eg), pour tout z € K.

Si K’ est une partie de K, I'espace topologique E' = 7~!(K’) muni de la restriction
' =7 | et des mémes structures d’espaces vectoriels sur les fibres, est un fibré vectoriel
sur K', appelé la restriction du fibré vectoriel E a K’, et noté F |g/. Par exemple, si M’
est une sous-variété lisse d’une variété lisse M, alors le fibré tangent TM' de M’ est un
sous-fibré du fibré restriction T'M|y;.

Une norme sur E est une application continue || || : £ — R dont la restriction || ||, &
la fibre E, au-dessus de tout point x € K est une norme sur ’espace vectoriel réel F,. Un
fibré vectoriel normé est un fibré vectoriel muni d’une norme. Par exemple, une métrique
riemannienne sur une variété lisse M est une norme sur le fibré tangent TM de M qui
est une norme euclidienne sur chaque fibre T, M pour x € M. Si E est muni d’une norme,
nous munirons tout sous-fibré de F de la norme restreinte. Si K est métrisable, tout fibré
vectoriel sur K admet une norme. >?” Si K est compact, par un argument de continuité et
le fait que deux normes sur un espace vectoriel réel de dimension finie sont équivalentes,
deux normes || || et || ||' sur E sont équivalentes, c’est-a-dire qu'il existe ¢ > 0 tel que

226. Pour tout k € N\ {0}, l'application tangente d’une application ¢ : M — M’ de classe C* est
Papplication T¢ : TM — TM’ de classe C*~! définie par

T(b:’l}’—)i

poc
dt|,—o

pour n’importe quelle courbe ¢ de classe C* dans M, définie sur un intervalle ouvert contenant 0, de vecteur

tangent v = %‘tioc au temps t = 0.
227. En effet, soit (U;)ier un recouvrement ouvert de K par des ouverts trivialisants de E, et fixons
0; : Y (U;) — U; x F; une trivialisation locale au-dessus de U;. Fixons une norme || ||z, sur I'espace

vectoriel réel de dimension finie Fj, et notons || ||; : v — || pryo0;(v)||F;, qui est une norme sur le fibré
vectoriel F |y,. Puisque K est métrisable (hypothése qui peut étre affaiblie, mais qui sera suffisante pour
nous), il existe (voir par exemple [Dug|) une partition de l'unité (y;):;cr subordonnée au recouvrement
(Ui)ier, c’est-a~dire la donnée pour tout ¢ € I d’une application ¢; : M — [0, 1] continue et nulle en dehors
de U;, telle que la somme ZZ c1 Pi soit localement finie et égale a 1. Posons alors

= gionll i,

iel

en prolongeant || ||; par 0 en dehors de 7~ (U;). Alors || || est une norme sur E.
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1 /
=<1 <elll

Si® : F — E’ est un morphisme de fibrés vectoriels, entre deux fibrés vectoriels normés,
au-dessus d’une application continue ¢ : K — K', sa norme d’opérateur est

| @[] = sup [[ @]
zeK

ol |(I)m|| — ||<I’(U)H¢(z)

o1P Tollz
veE,~{0}
entre les espaces vectoriels normés E; et Ey(,). Le morphisme @ est dit borné si sa norme
d’opérateur est finie, ce qui est par exemple le cas si K est compact.
Une section ensembliste (respectivement section) du fibré vectoriel E est une application
(respectivement application continue) o : K — E telle que 7 o o soit ’application identité

sur K. Cette égalité m o o0 = id signifie que le diagrame suivant est commutatif :

est la norme d’opérateur de l'opérateur linéaire &, = ®|g,

E
o T
K 24 K.

L’application de K dans F définie par z + 0., ou 0, est le vecteur nul de ’espace vectoriel
E,, est une section (continue) du fibré vectoriel E. Elle est appelée, ainsi que son image,
la section nulle du fibré vectoriel E.

Nous noterons I'°(E) l'espace vectoriel réel >?® des sections de E. Si E est un fibré
vectoriel normé, nous noterons I'{ (E) le sous-espace vectoriel de I'’(E) des sections bornées,
muni de la norme uniforme

lolloc = sup [|o(2)]lz -
rzeK

Remarquons que si K est compact, alors toute section est bornée.
Notons I'y (E) 'espace vectoriel réel des sections ensemblistes (donc pas forcément conti-
nues) du fibré vectoriel E, qui sont bornées, muni de la norme uniforme ci-dessus.

Proposition 11.11. Les espaces vectoriels normés Ty(E) et T')(E) sont des espaces de
Banach.

Démonstration. L’argument est analogue a celui pour montrer la complétude de la norme
uniforme de CP(K;R).

Pour tout = € K, lapplication de I';(E) dans E, d’évaluation en x des sections, définie
par o — o(x), est 1-lipschitzienne par définition de la norme uniforme. Puisque E, est
de dimension finie, sa norme || ||, est compléte. Si (0y,)nen est une suite de Cauchy dans
I'y(E), alors (0y(x))nen est une suite de Cauchy dans E,, donc converge dans E, vers
un élément que nous notons o(x) € E,. Soit € > 0. Soit N € N tel que si m,n > N
alors ||oyp, — om|lec < €. Alors pour tout z € K, nous avons ||op(z) — om(2)|lz < €, donc
en faisant tendre n vers +o00, nous avons ||o(z) — op(z)||z < €. Par conséquent, la suite
(0n)nen converge vers l'application o : z — o(z) pour la norme uniforme.

228. Les lois d’addition et de multiplication externe de T'°(E) sont les opérations points par points
o+o iz o(x)+o'(x) et Ao:z Ao(x)

pour tous les 0,0’ € FO(E) et A € R. Elles sont bien définies par la structure d’espace vectoriel réel de
chaque fibre. Elles sont continues par la continuité de ces structures. L’élément nul de T°(E) est la section
nulle définie ci-dessus.
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En particulier, la section o est bornée, car toute section ensembliste & distance uniforme
au plus 1 d’une section ensembliste de norme uniforme au plus C est de norme uniforme
au plus C + 1.

Ceci montre que I'y(F) est un espace de Banach. Montrons que le sous-espace vectoriel
I'Y(E) est fermé dans I',(E). Supposons qu'une suite (0y,)nen dans IY(E) converge pour
la norme uniforme vers o € T'y(E). Montrons que o est continue. Soit zy € K. Soit V' un
voisinage ouvert de o(xg) dans E. Montrons qu’il existe un voisinage ouvert U de xy dans
K tel que o(x) € V pour tout 2 € U. Nous pouvons supposer que V C 7~ 1(U;) ot Uy est
un voisinage ouvert de zq trivialisant E, c’est-a-dire tel qu’il existe un espace vectoriel F'
et une trivialisation locale § : 7=1(U;) — U x F. Fixons une norme || || ¢ sur F, et notons
B(w, ) sa boule de centre w € F' et de rayon r > 0.

Lemme 11.12. Quitte a réduire Uy, il existe ¢ > 0 tel que pour tout v € 7~ 1(Uy), nous
avons

Ipracb()|r < cllvflze) -

Démonstration. L’application f de U; dans R définie par x — 1607 (z, w)|»

inf

wWEF : ||w|| p=1
est continue par la continuité de #~1 et la compacité de la sphére unité de F. L’application
v+ ||v]|z, est une norme sur E,,, et Papplication w + 6~1(xg,w) est un isomorphisme
linéaire de F' sur E,,. Puisque deux normes sur l’espace vectoriel réel de dimension finie
F sont équivalentes, ’application f est strictement positive en xg. Quitte & réduire Uy, il
existe donc ¢ > 0 tel que f(x) > % pour tout x € U;. Donc par la linéarité en la seconde
variable de 6=, nous avons [0~ (z, )|, > L|w|F pour tous les x € Uy et w € F. Par
conséquent, pour tout v € 7 +(Uy), en posant x = 7m(v) € Uy et w = pryof(v) € F de
sorte que #(v) = (z,w), nous avons

lpry 0 0(v)llr = [lwllr < 07} (2, w)]le = clv]lz -

Ceci montre le lemme 11.12 ci-dessus. O

Par la continuité de 01, si € > 0 est assez petit, il existe un voisinage ouvert Us de zq
contenu dans Uj tel que 81 (Us x B(pryof(a(xo)),€)) soit contenu dans V. Soit N € N
tel que

lon —0ollec < (108)

Par la continuité de o et de 0, il existe un voisinage ouvert Us de xg contenu dans Us tel
que, pour tout x € Us, nous ayons
€

. (109)

| prg o @(on(z)) — pryob(on(zo))|lr <

Soit & € Us. Nous avons pry 0f(o(z)) = mo o(z) = x € Us. En appliquant deux fois le
lemme 11.12 pour la deuxiémes inégalité, et les formules (108) et (109) pour la troisiéme
inégalité, nous avons

[ prao8(a(x)) —praob(a(zo))|r < |[praob(o(z)) — praoblon(x))llr
+ [Ipra 0 0(on(x)) — praob(on(2o))llr + [ pra o b(on(20)) — praod(a(zo))llr
<cllo(@) —on(@)|z + [[pra 0 8(on(x)) — praoB(on(z0))lr + ¢ llon (o) — o (20)ll

€ € €
<c—+5+tc
C

— =c.
3 3 3¢
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Par conséquent, pour tout z € Uz, nous avons o(x) € 0~ (Us x B(pryo8(c(xg)),€)) C V,
ce qui montre la continuité de o. O

11.4.2 Parties hyperboliques d’une variété munie d’un difféomorphisme

Soient M une variété différentielle lisse et m : TM — M son fibré tangent (de fibre
au-dessus de x € M notée T,M = n~1(x)). Soient ¢ : M — M un C'-difféomorphisme
et T¢ : TM — TM son application tangente, qui vérifie que Tp¢ = (T'¢)|r,p est un
isomorphisme linéaire de T, M dans Ty, M, dépendant contintiment de z. Soit A une
partie de M invariante par ¢, c’est-a-dire telle que ¢(A) = A. Nous munirons A de la
topologie induite par M.

Nous noterons encore 7 : TM|y = [ ep TeM — A la restriction de 7 & la préimage
de A par 7, qui est un fibré vectoriel sur A. Nous fixons une norme sur T'M|,, c’est-a-dire
une application continue notée || || : TM|, — R dont la restriction || || & la fibre T, M
au-dessus de tout z € A est une norme sur ’espace vectoriel réel T, M. Nous renvoyons a
la partie 11.4.1 pour plus de détails. Si A est compact, alors deux normes || || et || || sur
T M,y sont équivalentes, c’est-a-dire qu’il existe ¢ > 0 tel que L0 <el |l Nous
munirons tout sous-fibré vectoriel de T'M|, de la norme restreinte.

Pour tous les z,y € A et £ € L(T,M,T,M), notons [[¢|| =  sup 7“T|S]”|?Hy la norme

veT, M~{0} i
d’opérateur de . En rappelant que T3(¢") € Z(T:M, Tyn (M) pour tous les z € M et
n € 7Z, nous supposons dans toute cette partie 11.4.2 que

sup max {[| Too ||, | To(6™ ") |1} < +o0, (110)

ce qui est automatiquement vérifié si A est compact.

Un champ de vecteurs sur A est une section continue de 7 : TM|y — A, c’est-a-dire
une application continue X : A — T'M, telle que X(x) € T, M pour tout z € A. Nous
notons I’g(TM‘ A) Pespace de Banach (voir la proposition 11.11) des champs de vecteurs
X (continus) bornés (ceci est automatique par continuité si A est compact) sur A pour la
norme uniforme

[ X||oo = sup [| X ()| - (111)
zEA

La transformation ¢ induit un automorphisme linéaire continu ¢, de l’espace de Banach
FS(TMM) en posant, pour tout champ de vecteurs X € FS(TM‘A),

u(X) iz €N = Tyor(0 (X(¢7 ' (2))) € TuM | (112)

dont I'inverse est (¢)~! = (¢~ !)«. Notons que I'application ¢.(X) : A — T My est bien

continue bornée par la formule (110). Nous avons id, = id. Si ¢ : M — M est un C-

diffeomorphisme de M tel que 1(A) = A et sup max{||T.¢ ||, || T=(xv~1) ||} < 400, alors
xEA

(Yo @)y =1h 0y .

En particulier, pour tout n € Z, nous avons (¢"), = (¢s)".
Notons I'y(T'M|, ) 'espace de Banach (voir la proposition 11.11) des champs de vecteurs
pas forcément continus sur A (c’est-a-dire des applications pas forcément continues notées
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o : A — TMy telles que o(z) € T M pour tout x € A), mais qui sont bornés, muni de la
norme uniforme

[olloc = sup [lo(z) ]2
TEA
définie par la méme formule (111) que ci-dessus, et de 'automorphisme linéaire continu

¢ 1o {2 Tyor(0 (0(07 () } (113)

défini par la méme formule (112) que ci-dessus. En particulier, I') (T'M, |a) est un sous-espace
vectoriel fermé de ['y(T'M),) invariant par ¢.

Définition 11.13. Soit A une partie de M invariante par ¢, munie d’une norme sur
T M vérifiant la propriété (110). Nous dirons que A est une partie hyperbolique de M
pour ¢ s’il existe kg, Ky € R tels que 0 < ks < 1 < Ky (nous dirons alors que A est une
partie (ks, Ky )-hyperbolique de M lorsqu’il convient de préciser), de sorte que l'une des
trois conditions équivalentes suivantes soit vérifiée :

(1) Vautomorphisme linéaire continu ¢, de lespace de Banach TH(T M) est (k, ku)-
hyperbolique,

(2) Vautomorphisme linéaire continu ¢. de l'espace de Banach Ty(TM)y) est (ks,ku)-
hyperbolique,

(3) il existe une décomposition TM |y = E*®E" en somme directe de deux sous-fibrés E° et
E" sur A continus et T¢-invariants (c’est-a-dire To(E®) = E° et T¢(EY) = E*)??,
appelés les sous-fibrés stable et instable de ¢, et des constantes ¢ > 0 et k), k], € R
telles que 0 < Kl < ks < 1 < Ky, < Kl,, de sorte que, pour tout n € N, nous ayons

I T¢" s | = sup | To¢"™ s || < cwl et | T¢™"gu || = sup | Tod™" g || < ekl
zeA FASIAN

Démonstration de 1’équivalence des définitions. Nous renvoyons a la partie 11.11
en appendice a ce chapitre 11 pour des rappels de théorie spectrale.

Comme I')(T'M)5) est un sous-espace vectoriel fermé de T'y(TM),) invariant par I'au-
tomorphisme linéaire continu ¢,, pour tout A € C, si la restriction a Fg(TMM) de ¢, — Aid
n’est pas inversible, alors ¢, — A id n’est pas inversible. Donc le spectre de ¢, dans Fg(TM ‘ A)
est contenu dans le spectre de ¢, dans I'y(T'M|y). Par conséquent, si le spectre de ¢, dans
['y(T' M) ne rencontre pas I'anneau {z € C : x5 < |2| < Ky}, alors le spectre de ¢, dans
I')(TMjs) non plus. Le fait que D'assertion (2) implique I'assertion (1) découle alors de
I’équivalence dans la seconde partie de la proposition 11.3.

Si Iassertion (3) est vérifiée, alors la décomposition en somme directe

[y(TMp) = To(E°) @ Th(EY) ,

définie par o — os+0, ot os(z) € ES, oy(x) € E¥ et 0(x) = 05(x)+0y(x) pour tout z € A,
vérifie les axiomes (1) & (3) de la définition 11.1 définissant le fait que 1’automorphisme

229. Voir le lemme 11.16 ci-dessous pour un affaiblissement de ces deux conditions
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linéaire continu ¢, de T'y(T'M|y) (donné par la formule (113)) soit, (s, #y )-hyperbolique **°.

Donc 'assertion (2) est vérifiée.

Pour montrer que P'assertion (1) implique I’assertion (3), nous allons utiliser le lemme
de tensorialité suivant, pour lequel nous renvoyons par exemple a | , Lem. 2.24]. Notons
que l'espace de Banach

& =TH(T M)

admet une structure naturelle de C’l? (A;R)-module, en posant, pour tout champ de vecteurs
continu borné X € & et toute application continue bornée f € CP(A;R),

fX: iz f(z)X(z).

Lemme 11.14. 23! Soit A : & — & une application continue Cg(A;R)—lméaire. Alors il
existe une unique famille continue (Ag)zen € (ZL(TpM))zen telle que, pour tous les © € A
et X € &, nous ayons

(AX)(z) = Ae(X(z)) . O

Supposons que ¢, : & — & s0it (ks, Ky )-hyperbolique, et soit & = &% @ & la décom-
position en somme directe de sous-espaces de Banach donnée par la définition 11.1 et le

230. Nous utilisonspour la vérification du troisiéme axiome susdit le fait que pour tout n € Z, nous avons

(6"). = (6.)". Donc
1 Gerae)” | = 16 = sup [[(6™)(0) I

o€l (E®): flofleo <1

= sup SUp | Tyn () @™ (0(&" (2))) [lo

g€l (E®) |0l <1 zE

< sup sup || Ty—n () 8" I [(a(™"(@))) llg=n ()
G€TY(E%) o]l <1 zEA S ()

< su Ty—n n s =||T¢" s || -
<owp Ty, | 1= 1765

231. Par souci de complétude, voici une démonstration. Montrons d’abord 1'unicité. En effet, pour tous
lesz € Aet v e T, M, il existe un champ de vecteurs X, € & tel que X,(z) = v (en construisant X,
en tout point du domaine U d’une carte locale de M en z, puis en multipliant par une fonction plateau
valant 1 en z (et nulle en dehors d’un voisinage compact de x dans U) pour étendre a tout M, puis en
restreignant a A). Donc si une famille (A;)zca vérifie 'énoncé du lemme, nous avons A, (v) = (AX,)(z)
pour tous les z € A et v € T, M, ce qui caractérise la famille (Az)zea.

Montrons que pour tous les X € & et « € A, la valeur de AX en z ne dépend que de la valeur v = X ()
de X en z. En la notant A, (v), il est alors élémentaire de vérifier que la famille (Ag)zeca convient.

e Montrons que si X s’annule sur U'intersection avec A d’un voisinage ouvert U de z dans M, alors
AX s’annule sur ANU. En effet, pour tout z € AN U, soit ¢ € C°°(M) a support compact contenu dans
U, valant 1 en z. Alors f = ¢ |5 appartient & C{(A;R) et f X est le champ de vecteurs nul sur A. Donc
puisque f(z) = 1 et par la Cf (A; R)-linéarité de A, nous avons AX (z) = f(z)AX (z) = A(fX)(x) = 0.

e Montrons que si X s’annule en z, alors AX s’annule en z. En effet, considérons une suite (¢n)nen
dans C*°(M), dont chaque élément vaut 1 sur un voisinage ouvert de x et qui est a valeurs dans [0, 1], telle
que le support K, de ¢, soit compact, vérifiant K, 11 C K, et (), K, = {x}. Alors f. = ¢, |a appartient
a CP(A;R), le champ de vecteurs X — f, X s’annule sur un voisinage de = et (f,X)nen converge vers 0
dans I’espace de Banach & (car X (z) = 0). Donc, par le point précédent et par la linéarité et la continuité
de A, nous avons

AX(z) = lim (AX — fuX)(@) + A(fnX)(2) ) = lim A(fuX)(z)=0.
n—-+oo n—-+oo
Maintenant, pour tout z € A, si X, X’ € & vérifient X (z) = X'(x), alors (X — X’)(x) = 0, donc nous
avons A(X — X')(z) = 0, c’est-a-dire AX (z) = AX'(z) par la linéarité de A. C’est ce que nous voulions
montrer.
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lemme 11.2 (2). Notons 7% : & — &% et 7w : & — & les projections linéaires associées a
cette décomposition. Remarquons que pour tous les X € & et f € C’E(A; R), par la formule
(112) et par la linéarité des applications tangentes, nous avons

¢+ (fX) = foo™ du(X).
Done (¢.)"(f7°(X)) = fo¢™" (¢)"(w*(X)) et () " (f7(X)) = [ oo™ (¢u) " (7"(X))

pour tout n € N. Puisque les applications fo¢™ pour n € Z sont uniformément bornées, les
propriétés de contraction/dilatation de ¢, (voir aussi les formules (106) et (107)) montrent
que nous avons f7r%(X) € &% et fn¥(X) € &¥. Puisque fX = fn’(X) + fr*(X), ceci
montre que les applications continues 7° et ©* sont C’g (A;R)-linéaires. Par le lemme ci-
dessus, il existe donc des uniques familles continues (pf)zca et (p¥)zen avec ps,pli €
ZL(TyM) pour tout x € A, telles que

VXed& Veeld ((@X)(z)=p(X() e (n"X)(z)=7piX(x)).

Par unicité, puisque 7° + 7% = id, (7%)? = 7% et (7%)? = 7%, pour tout = € A, les deux
opérateurs ps,pt € £ (T, M) sont des projecteurs linéaires ((ps)? = p3 et (p%)? = p¥) tels
que p3 + p¥ =id.

Posons E? = p3 (T, M) et EY = p(T,M). Alors T,M = E3 @ E¥, et par la continuité
de (p3)zen et (P4)zen, les ensembles E* = | J, o, B et B = J,cp By sont des sous-fibrés
vectoriels de T'M, en somme directe. Montrons que ces sous-fibrés vérifient I’assertion (3).

Lemme 11.15. Pour tous lesy € A et v € Ej, il existe une section o, € I'Y(E®) telle que
ou(y) = v et [|ovllo = [|v]ly-

Démonstration. Si v = 0, alors la section nulle ¢, convient. Supposons que v # 0. Soit
m : E® — A la projection du fibré vectoriel E® sur A. Soit U un voisinage ouvert assez
petit de y dans M afin que P'ouvert A N U de Ax soit un ouvert trivialisant de E®. Soit
0 : 7Y (U) — U x F une trivialisation locale de E* au-dessus de U. Notons que si w € F est
tel que 0(v) = (y,w), alors 0~ (z,w) # 0 pour tout x € U N A car pryof : ES — F est un
isomorphisme linéaire et v # 0. Soit o, : UNA — E* 'application z — % 01 (z,w).
Soit f : U — [0,1] une fonction plateau continue valant 1 en x et nulle en dehors d'un
voisinage compact de x dans U. Alors 'application o, nulle en dehors de U et valant

f(z)ol(x) en tout x € U N A convient. O

Par le lemme précédent, et puisque ’automorphisme linéaire continu ¢, de I’espace de
Banach T')(T'M)y) est (ks, fy)-hyperbolique par assertion (1) (voir la définition 11.1 (3)),
il existe ¢ > 0 et K, € |k, 1| tel que nous ayons

IT¢" s | = sup | Ty-n(@)9" e [l =sup sup | Tg-n(2)@" (V)|
€A ¢ () xEA veES _ vl y=n gy <1
¢~ () o~ (x)
= sup sup [ (")« (00) ()]l
€N el ol <1
= sup [(6™")+(0v)lloc < sup | (#")«(0)l0
VEES gy IVllg=n 2 S €T (%) :[|o]|e <1

= || (Suroms)" | < (k)™ -
En procédant de méme pour || T'¢" gs ||, Iassertion (3) en découle. O
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Remarques. (1) Si A est compact, la définition 11.13 est indépendante du choix de
la norme sur T'M,.

(2) Comme dans le cas linéaire, une décomposition TM|y = E*® E* en somme directe

de deux sous-fibrés vectoriels de T'M|,, vérifiant les conditions de la définition 11.13, est
alors unique. 232

(3) Une norme || || sur T' M, est dite adaptée a ¢ si elle est équivalente & la norme || ||
de T' M), (ce qui est automatique si A est compact), si

VeeA Vose By, Vo, € By, |lvs+ vy = max{||vs]|', Jvul}

et si les normes d’opérateur (encore notées || ||") des restrictions & ES de T, ¢ et & E¥ de
T (¢~ 1) vérifient

I T I = sup || Tty II' < sy | (Thye) ™" oo = sup | (Tudyp) ' ' <yt
TEA TEA

ES
: B
Ty
P
u u
Ey ’ | . - B
T, M TymyM

Par une démonstration analogue a celle du cas linéaire (voir le lemme 11.2 (3)), il existe
au moins une norme adaptée. %33

(4) 11 est possible dans la définition 11.13 (voir par exemple | , §1.2]) de remplacer

(A,TMjp) par (A, E) ott A est un espace topologique, et m : 2 — A un fibré vectoriel
normé au-dessus de A, et (¢,T¢) par (¢, P) o ¢ : A — A est un homéomorphisme et
® : F — F un isomorphisme de fibrés vectoriels au-dessus de ¢ tel que

sSup max{H (I)\nfl(;r) Hv H (I)_1|7r*1(a7) H} < +oo.
TEA

Voir la sous-partie 11.4.1 pour des définitions.

(5) En fait, la condition de continuité des sous-fibrés stable et instable dans la définition
11.13 est automatique, par le lemme suivant.

232. En effet, la méme démonstration que celle du lemme 11.2 (1) montre qu’en posant A = max{xs, r%}
et avec ¢ > 0 comme dans la condition (3) de la définition 11.13, pour tout € A, nous avons

E,={veT:M : VneN, [[Tu¢")]| <cA"|v]|},
et
E,y={veT,M :VneN, |v]<cX"|Te¢"(v)|}.

233. 1l suffit en effet de poser, pour N assez grand, pour tous les x € A, vs € Ej et v, € E,

N-1 N-1
[vs +vul) = max { Y w7 |Ted" (0, D o lITe(@ ) (wa)ll } -
=0 i=0
L’hypothése (110) que sup,c, max{||Te¢||lo, [|T=(¢"')|la} < 400 montre que cette norme || || est

équivalente a || ||.
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Lemme 11.16. Soit A une partie de M invariante par ¢, munie d’une morme sur le
Jibré vectoriel T'M) vérifiant la propriété (110). Supposons qu’il existe ¢ > 0 et X\ € ]0,1[
tels que pour tout x € A, nous ayons une décomposition en somme directe vectorielle
T.M = E: @ EY, préservée par Ty (c’est-a-dire T,p(ES) C Eg. et T p(EY) C Ez(x))
telle que pour tous lesn € N, v € ES et v' € EY

x, Nous ayons

I Teg™ (W) [| < c X" ol et V'] <A™ [[Teg™|| - (114)

Alors les dimensions de E et EY sont localement constantes, les sous-espaces vectoriels
E3 et EY varient continiment en x, et A est une partie hyperbolique de M pour ¢.

Démonstration. Puisque T;¢ est un isomorphisme linéaire de T, M dans Ty, M, les
conditions T, ¢(E?) C ES,) et T.¢(EY) C ES (et un argument de blocs) impliquent que
T, 0(E2) = E3 o et T, o(EY) = E§ ), et en particulier T ¢|gu est inversible.

Soient (zg)ken et (wk)ken des suites dans A et T'M, convergeant vers z € A et v € TM
respectivement. Montrons, par une démonstration analogue *** a celle du lemme 11.2, que
si wy € B, pour tout k € N, alors nous avons v € Ej.

Le vecteur v € T M s’écrit de maniére unique v = vs+vy, avec vs € ES et v, € BY. Par
la partie droite de la formule (114) pour la premiére inégalité ci-dessous, par la continuité de
I'application tangente et de la norme pour la deuxiéme égalité ci-dessous, puisque wy, € Eg,
et vs € E? et par la partie gauche de la formule (114) pour la troisiéme inégalité ci-dessous,
pour tout n € N, nous avons

loall < X T (0a) || = e A" T (0 = w,) |
< N (| T 0) ||+ | Tog(0) ) = e A"( lim [ 7oy ™ () |+ 1 72" (00) )

< lim gl + v ll) = (v + v )
k—+o00
Comme ¢2\2" tend vers 0 quand n tend vers +oo, ceci implique que v, = 0 donc que v = v,
appartient a E?.

Une démonstration analogue montre si wy € Ej, pour tout k € N, alors nous avons
ve by

En travaillant dans un voisinage compact de x (contenant les x, quitte a extraire)
contenu dans un domaine de carte locale, nous pouvons supposer que la dimension de M
est constante, égale a IV, et que la norme de T'M), est euclidienne sur chaque fibre. Quitte
a extraire, nous pouvons supposer que la suite (dim FE3, )ren dans [0, N] est constante,
de valeur notée r. Pour tout k € N, soit %}, une base de T, M, concaténation d'une base
orthonormée %} de E7 et d'une base orthonormée %) de EY, . Quitte a extraire, la suite
(%)) ken converge vers une suite finie de T, M, formée, par I’étude de limite précédente,
d’une partie libre #° de r éléments de E; et d’une partie libre " de N — r éléments de
EY. Puisque T, M = Ej ® EY, ceci implique que #° est une base de E et A" une base
de E¥. Le résultat en découle par la définition 11.13 (3). O

Exemples. (1) Définissons une orbite périodique hyperboliqgue comme ’orbite d’un point
périodique = de période p > 1 tel que l'application linéaire T,(¢?), qui va de 'espace

234. et en fait conséquence de cette démonstration, car la derniére assertion du lemme 11.16 découle
aussi du fait que les hypothéses du lemme 11.16 font que la décomposition en somme directe I'y (T M|y ) =
Iy(E®) @ Ty (E™) vérifie la définition 11.13 (2).
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vectoriel de dimension finie T; M dans Typ,)M = T M, soit un automorphisme linéaire
hyperbolique de l’espace vectoriel normé T, M (pour un choix indifférent de norme, car la
dimension de T, M est finie). Munissons chaque espace tangent & M en un point de l'orbite
(finie) de x d’une norme indifférente. Posons, avec T, M = E$ & E¥ la décomposition en
sous-espace stable et instable de T, M pour I’endomorphisme linéaire hyperbolique T, (¢P)
et pour tout k € [1,p — 1],

Sk = Te(@F)(E3) et Bl = Tu(6")(BL) .

Le théoréme de dérivation des fonctions composées, et I'invariance de E? et E¥ par T, (¢P),
assurent que

sy (1)) = Ty (TP~ (ED) = Ta(P) () = B

et de méme T¢p_1(z)q§(E;p,1(x)) = EY. Il est alors immédiat qu’une orbite périodique
hyperbolique est une partie hyperbolique de M pour ¢.

(2) Soit M une variété différentielle lisse, dont le fibré tangent est muni d’une norme
(par exemple riemannienne, indifférente lorsque M est compacte, voir les rappels de la
partie 11.4.1). Un C!-difféomorphisme ¢ : M — M vérifiant la propriété (110) est appelé
un difféomorphisme Anosov de M si la variété M toute entiére est une partie hyperbolique
pour ¢.

Par exemple, si N € Nx\{0}, si la variété M est le tore TV, et si .# € GLy(Z) est une
matrice entiére inversible, n’ayant pas de valeur propre de module 1, alors la transformation
¢+ TN — TN définie dans le chapitre 4 est un diffeomorphisme Anosov. En effet, .#
(identifié & la transformation linéaire de RY de matrice .#) est un automorphisme linéaire
hyperbolique de RN (voir la proposition 11.3). Notons RY = E* @ E* la décomposition de
RY en somme directe invariante par . telle que les valeurs propres complexes de ///| s et
//4 pu solent respectivement de module strictement inférieur & 1 et strictement supérieur
a 1. Alors le fibré tangent TTYN s’identifie & TV x RY| la projection 7 : TTN — TV
s’identifie & la premiére projection pry : (T x RN) — TV la différentielle T'¢_ 4 s’identifie
a l'application ¢ 4 X A : (z,v) — (¢4 (x), #v), et les sous-fibrés stable et instable de
TTN pour ¢ 4 s'identifient respectivement a TN x E* et TV x E*. Le caractére Anosov
du difféomorphisme ¢ _; est au coeur de la démonstration de sa stabilité structurelle (voir
la partie 11.3).

(3) Soit M une variété différentielle lisse, dont le fibré tangent est muni d’une norme
(par exemple riemannienne, indifférente lorsque M est compacte, voir la partie 11.4.1).
Comme introduit par Smale | |, un C'-difféomorphisme ¢ : M — M est dit Aziome A
si

e l'ensemble non errant Q(¢) de ¢ est une partie hyperbolique de M pour ¢,

e l'ensemble non errant (¢) est adhérence Per(¢) de I'ensemble des points pério-
diques de ¢.

Exercice E.70. Montrer que si # € GLN(Z) est une matrice entiére inversible, sans
valeur propre de module 1, alors la transformation ¢ 4 est Aziome A.

(4) 11 existe une définition analogue a celle de I’exemple (2) pour les systémes dyna-
miques a temps continu. Soit M une variété différentielle lisse, dont le fibré tangent est muni
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d’une norme (par exemple riemannienne, indifférente lorsque M est compacte, voir la par-
tie 11.4.1). Soit (¢!)ser un groupe a un paramétre de classe C! de C!-difféomorphismes 2%
de M tel que
sup || Tx¢' [lo < oo,
zeM,te[—1,1]
ce qui est automatiquement vérifié si la variété M est compacte. Alors (¢');cr est appelé
un flot d’Anosov s’il existe une décomposition

TM = E°® E*® E*

en somme directe de trois sous-fibrés vectoriels E0, E* et E* sur M continus et T¢-
invariants (c’est-a-dire tels que T'¢!(E°) = EY, T¢'(E*) = E° et T¢'(E*) = E* pour tout
t € R), appelés les sous-fibrés neutre, stable et instable de ¢, et des constantes ¢ > 0 et
A €10, 1] telles que, pour tout x € M,

d
E)=R— ¢z
* dt |;—o
et, pour tout ¢ > 0, les normes d’opérateur des restrictions de T'¢! a E* et de T¢~t a E“
vérifient

IT¢" ps || <Xy [[To™ pu || < eA”.

Comme pour les diffécomorphismes d’Anosov (voir le lemme 11.16), il n’est pas nécessaire
de demander la continuité des sous-fibrés EV, ES, E*, elle découle des autres propriétés,
et il suffit de vérifier les inclusions T'¢!(E®) C E°, T¢!(E®) C E® et T¢!(E") C E* pour
vérifier les égalités.

Par exemple, si I" est un sous-groupe discret de PSLs(RR), alors le flot géodésique (gt)er
sur la variété quotient ¢ M = I'\T'HZ de dimension 3 est un flot d’Anosov, dont le sous-
fibré stable (respectivement instable) est le fibré tangent aux orbites du flot horocyclique
stable (respectivement instable). En effet, pour tout v € M (c’est I'orbite par I' d’un
vecteur tangent unitaire & Hﬁ), posons

0 d T s d T u d W
X, = %lﬁog v, X, = E\T:oh v, X, = E\T:ob v
Nous munissons le fibré vectoriel M de la norme (dite norme de Sasaki), qui est euclidien-
ne sur chaque fibre et rend la base (X0, X3, X%) de T,,M orthonormée pour tout v € M.
Alors par les relations de commutations

VireR, glogi =g og', gloh"=b"" og" et gtOET:HTetogt

(voir P'exercice E.67 (1) et (2)) et par le théoréme de dérivation des fonctions composées,
1OUS avons

ViER, T,g'(X0) =X, Tog'(X))=e'Xh, Tog'(X!)=e X}

gtv gtv gtv

235. Ceci signifie que I'application ¢ : R x M — M définie par (t,x) — ¢'(z) est de classe C* (outre que
¢° =id et ¢'T7 = @' 0 ¢” pour tous les t, 7 € R).

236. Comme vu dans la partie 10.5, le fibré tangent unitaire T'HZ s’identifie avec G = PSL2(R) (ceci
est une particularité du plan hyperbolique réel). Puisque le sous-groupe I" est discret dans G, laction par
translations a gauche de I' sur G est propre et libre. Donc la projection canonique T'H3 = G — M =
F\TlHﬂ% = I'\G est un revétement. La structure de variété quotient sur M est alors I'unique structure de
variété lisse telle que cette projection canonique soit une submersion lisse. Voir par exemple | , §2.4.2]
pour des explications.
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h*v

T'HZ

Ceci montre que (g);er est un flot d’Anosov, avec décomposition TM = E°® ES @ E¥
en somme directe de sous-fibrés neutre, stable et instable (tous trois de fibres de dimension
1) donnée par

VoeM, E9S=RX?, ES=RX: E'=RX",

et avec pour norme adaptée a (g)ier sur TM la norme || || définie par

Voe M, onXS—l—msX;f—i—qu}f

/
= max{| 2ol |, ]}

Remarquons que si I' est trivial, alors ’ensemble non errant de (g');cr est vide. Donc
la dynamique du flot géodésique (g!)ier, méme s’il est d’Anosov, ne sera intéressante
que lorsque le groupe I' est intéressant. Il n’est pas nécessaire pour cela de demander
que le quotient M = I‘\Tl]HIl%g compact, comme par exemple pour le groupe modulaire
I' = PSLy(Z), voir la partie 10.5 et les exercices E.68 et E.69. Nous renvoyons par exemple
au joli livre [Dal] pour les aspects de dynamique topologique du flot géodésique sur les
surfaces hyperboliques.

11.5 Le fer a cheval de Smale

Je recommande de visualiser le chapitre 6 du superbe film d’animation Chaos par
Leys-Ghys-Alvarez sur

https ://www.chaos-math.org/fr.html

Le fer a cheval, introduit par Smale (voir par exemple | ]), est 'un des examples
les plus simples de difféeomorphisme admettant un ensemble hyperbolique remarquable
(en particulier d’intérieur vide, contrairement au cas des difféomorphismes d’Anosov), qui
sert d’illustration & de trés nombreux phénomeénes de dynamique hyperbolique (dont la
propriété d’étre Axiome A, d’avoir un codage par un décalage de Bernoulli, d’étre un
modéle pour des points homoclines, etc). Cet exemple est traité dans de nombreux livres
de systémes dynamiques, voir par exemple [I[<H, §2.5], [AP, 3.5].
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Soit @ =10, 1[? le carré unité (ouvert). Notons R la réunion
) i1 i1
R=1[0,1"U{z€C : Rez <0, ‘z—g}gi}u{zeﬁj : Rez > 1, |z—1—§}§§

du carré fermé Q et de ses deux demi-disques latéraux fermés, que nous appellerons les
anses de R. Nous appellerons R_ = {z € C : Rez <0, |z — % < %} l’anse gauche de R
et Ry = {z €C : Rez>1, ‘z— 1-— %| < %} l’anse droite de R.

Découpons @ en cing rectangles verticaux de méme largeur et notons Py = ]%, %[ x 10, 1]
et i =]2,2[ x 10,1 les deuxiéme et quatriéme rectangles verticaux. Effectuons sur R
une dilatation horizontale de rapport 5, et une contraction verticale de rapport 1/5, puis
replions (de maniére lisse) le rectangle a bouts arrondis ainsi obtenu en un fer a cheval.
Faisons en sorte que la composition de ces transformations, notée ¢ : R — R, envoie le
rectangle vertical P sur le rectangle horizontal @1 = ]0,1[ x ]é, %[ par une dilatation
horizontale de rapport 5, une contraction verticale de rapport 1/5 et puis une translation,

et de méme Py sur le rectangle horizontal Qo = ]0,1[ x ]2, %[, avec en plus une rotation

d’angle . Le rectangle vertical du milieu ]2, 2[ x ]0, 1] est envoyé sur la partie courbe du
fer & cheval. Nous faisons aussi en sorte que la transformation ¢ envoie R dans l'intérieur
de R.

Identifions So & R%2U {oo} par la projection stéréographique. Il est possible d’étendre
de maniére lisse la transformation ¢ de R dans lui-méme en un difféomorphisme encore
noté ¢ de la sphére Sy, de la maniére suivante. Notons Vi(R) = {z € R? : d(x, R) < €} le
1-voisinage fermé de R. Alors nous demandons que ¢ envoie 'anneau V; (R)\R sur 'anneau
R~¢(R) et le disque de Sy complémentaire de V1 (R) sur le disque de Sg complémentaire de
R. Nous pouvons faire en sorte que oo soit un point fixe répulsif de ¢, donc un point fixe
hyperbolique de ¢ (de sous-espace vectoriel stable ES trivial), et que le complémentaire

de ¢(R) dans Sy soit contenu dans le bassin d’attraction de oo pour ¢~ 1.

237

Etudions maintenant les points du carré ouvert @ qui ne sortent pas de @ par l'itération
de ¢ ou de ¢~ L.

237. Elle envoie le pole nord N = (0,0,1) de Sz = {(x,y,2) € R® : 2% + y*> + 2% = 1} sur oo et un point
P € So~{N7} sur le point d’intersection avec le plan horizontal R? x {0} de la droite passant par N et P.
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| E—— QOI QO N ¢(Q1) ¢(PO) N ¢2(P1)
Qoo = Qo N d(Qo) = ¢(Po) N (Py)
Q10 = Q1N P(Qo) = ¢(P1) N ¢*(Py)
Q11 = Q1 N (Q1) = ¢(P1) N P*(P1)

L’intersection @ N ¢(Q) est la réunion Qo U Q1 de 2 rectangles horizontaux d’adhé-
rences disjointes Qg et Q1. L’intersection Q N ¢(Q) N ¢?(Q) est la réunion de 4 rectangles
horizontaux d’adhérences deux a deux disjointes

Qoo = QoNd(Qo), Qo1 =QoNd(Q1), Qo= Q1NP(Qo), Qu =Q1Ne(Q1) -

Par récurrence, pour tout n > 1, Iintersection () #'(Q) est réunion de 2" rectangles
horizontaux d’adhérences deux & deux disjointes, chacun d’entre eux de la forme

n—1

Qu= (") ¢"(Qu:)
i=0
ot w = (wo, w1, ..., wp—1) € {0,1}". Donc Ay = ;e ¢'(Q), qui est I'ensemble des points
de @ dont 'orbite positive par ¢! reste dans Q, est un produit ]0,1[ x K5 ot K5 est un
espace de Cantor dans [0, 1]. De plus,

A+ - U m ¢Z(le) )

w=(w:)ien€{0,1}N €N

ot chaque ;e ¢'(Qu;) Pour w = (w;)ien € {0, 1} est un segment horizontal de la forme
10, 1] X {4 }-

De méme, l'intersection ¢~1(Q) N Q, qui est I'ensemble des points de @ dont I'image
par ¢ est encore dans @, est la réunion des 2 rectangles verticaux d’adhérences disjointes
Py et Pp. Lintersection ¢~2(Q) N ¢~ 1(Q) N Q est la réunion de 4 rectangles verticaux
d’adhérences disjointes

Po=¢" (Po)NPy, Pu=0¢ " (Po)NP, Po=¢ " (P)NPy, Pu=0¢'(P)NP.

Old
OOJ
IOJ
Hd

PiiNQu=¢ Y P)NPLNg(P)N@*(P)
PioN Qi1 = ¢ HP)NPyNo(P1) N (Py)

T U (d)-¢
U (%);-9
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4 9: : n —1 4 : n
Par récurrence, pour tout n > 1, l'intersection (;'_, ¢~*(Q) est réunion de 2" rectangles
verticaux d’adhérences disjointes, chacun d’entre eux de la forme

0
Py= () ¢'(Pu)
1=—n+1
ol W = (W_pt1, Won2, ..., w1, wo) € {0,1}". Donc A_ = (,cy ¢ “(Q), qui est Pensemble

des points de @ dont l'orbite positive par ¢ reste dans @, est un produit K5 x ]0,1[ ou K3
est un espace de Cantor dans [0, 1]. De plus,

A= U m qbi(Pwi) )

w=(w;)ie—n€{0,1}7N €N

o chaque ;e ¢'(P.,) powr w = (w;)ie—n € {0,1}7N est un segment vertical de la
forme {x,}x 0, 1[.

Notons alors
A=A NA=(¢'Q),
1EZ

appelé [’ensemble invariant de Smale. Notons que () est un voisinage ouvert de A. En
particulier, pour tout voisinage d’adhérence compacte U de A contenu dans (), nous avons
(la propriété d’étre localement maximal sur laquelle nous reviendrons plus tard (voir la
partie 11.9))

(] ¢ "(U)=A. (115)

nez

Etudions maintenant le comportement par itération de ¢ et de ¢! des points qui ne
sont pas dans A.

Notons que ’anse de droite R, est envoyée par ¢ dans son intérieur. Par le théoréeme
du point fixe de Brouwer, ¢ aura donc un point fixe z4 € ¢(R4). Nous pouvons supposer
que ¢ : Ry — ¢(R4) soit une homothétie affine de point fixe x4. Donc x4 est un point
fixe attractif de ¢ (donc un point fixe hyperbolique de ¢, de sous-espace vectoriel instable
By, trivial).

Par la construction, ’anse de gauche R_ est envoyée par ¢ dans ’anse de droite,
ainsi que les premier et cinquiéme rectangles verticaux de part et d’autre de Py et P;. Le
troisiéme rectangle vertical entre Py et P;, qui est envoyé par ¢ sur la partie coudée du
fer & cheval, donc contenue dans I'anse de droite, est envoyée par ¢? dans I’anse de droite.
Par récurrence, tout point de @~ A_ est envoyé par une puissance assez grande de ¢ dans
I'anse de droite R4. Donc pour tout z € R~NA_, nous avons nllgloo ¢"(x) = x4 : le bassin

d’attraction de = contient R\NA_. De méme le bassin d’attraction de oo pour ¢! contient
R~AL.

De plus, puisque la transformation ¢ contracte les segments verticaux de @ par un
facteur %, tout point de A_ est d’ensemble w-limite contenu dans A. Le bassin d’attraction
{yeSy: ngrfoo d(¢"(y),A) =0} de A dans Sy contient donc A_.
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Proposition 11.17. L’ensemble invariant de Smale A = (1,5, &' (Q) est une partie hyper-
bolique pour le fer a cheval ¢ : So — So. Il est homéomorphe a un espace de Cantor. Le
fer a cheval de Smale ¢ est un diffécomorphisme Aziome A de So, d’ensemble non errant
Q(¢) = AU{oo,z4}.

La restriction de ¢ a A est un systéme dynamique topologique & temps discret, topologi-
quement mélangeant, transitif, topologiquement conjugué au décalage de Bernoulli bilatére
(X ={0,1}2,0) sur Ualphabet o/ = {0,1}. L’ensemble des points périodiques de ¢ dans A
est dense dans A :

Per(¢|A) =A.

Démonstration. L’espace A est le produit K5 x K5 de deux espaces de Cantor, donc est
un espace de Cantor, et en particulier compact et non vide.

Rappelons que Q; = ¢(P;) pour i = 0,1. Pour tout w = (w;)iez € ¥ = {0,1}%,
Iintersection ;5 #'(P,,) est réduite A un singleton, intersection du segment vertical
Nic_n @' (Fu,) et du segment horizontal ;e o3 ¢'(Fo;) = jen ¢'(Qu;), dont nous no-
tons h(w) l'unique point. L’application h : ¥ — A ainsi définie est continue et bijective,
entre deux espaces compacts, donc est un homéomorphisme. Par construction, h conjugue
le décalage o : X — 3 & la restriction de ¢ & A. Par I'exercice E.60, la transformation
¢ |a est donc non errante, topologiquement mélangeante, transitive, a orbites périodiques
denses, comme le décalage de Bernoulli bilatére sur I’alphabet &7 = {0, 1}.

Pour tout = € A, Pautomorphisme linéaire T,¢ : T,R? = R? — T¢($)R2R2 est hyperbo-
lique de matrice diagonale <g (1)> La décomposition en somme directe de R? en produit

R x R de I’axe horizontal par I'axe vertical est invariante par ¢ en restriction & A. Donc A
est une partie (compacte) hyperbolique de Sy pour ¢, de sous-espace instable E¥ la droite
horizontale de R? et de sous-espace stable ES la droite verticale de R? pour tout x € A.
Puisque oo et x4 sont des points fixes hyperboliques de ¢, 'ensemble A U {00, 24} est une
partie hyperbolique de Ss.

Les points fixes oo et x4 de ¢ sont non errants et tout point de So~\ A a une orbite
négative qui converge vers oo ou une orbite positive qui converge vers z4. Donc ’ensemble
non errant de la restriction de ¢ & Sy~ {oco, x4} est égal & 'ensemble non errant de sa
restriction & A. La transformation ¢ n’a pas d’autres points périodiques dans S, que ceux
dans AU {oo, x4 }. Puisque le décalage de Bernoulli (3, o) d’alphabet {0, 1} est non errant
et & points périodiques denses, et puisque oo et x4 sont fixes par ¢, nous avons

Q(¢) = Q(¢a) U{oo, 21} = AU {oo, 24} = Per(¢p) U {o0, 24} = Per(¢) .

Par conséquent, ¢ est un difféomorphisme Axiome A. O

11.6 Le critére des champs de cones et la stabilité des ensembles hyper-
boliques

Les champs de coénes sont un outil primordial pour monter ’existence, dans un ouvert
d’une variété, de parties hyperboliques pour un difféomorphisme de cette variété.

Soient M une variété différentielle lisse, ¢ : M — M un C'-difféomorphisme, A une
partie de M invariante par ¢ et || | = (|| ||z)zea une norme (continue) sur le fibré vectoriel
T M| vérifiant la propriété (110) (ce qui est automatique si A est compact).
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Un champ de cones sur A est une famille (Cy)qen de parties de T'M, A telle qu’il existe
¢ > 0 tel que, pour tout x € A, il existe une décomposition en somme directe vectorielle
T.M = El ® E2, et des normes || |1z et || [,z sur EL et E? respectivement telles que

le (condition de céne) C, = {v=wv1+vy : v1 € EL, va € B2, |Jv1]l1z < |lv2ll2.2},

2¢ (condition de compatibilité avec la norme) pour tous les v; € E} et vy € E2,
nous avons % | v1 4+ vallz < max{[|viiz, [Jv2ll2z} < c|lv1+ v2s

Remarquons que nous ne demandons pas d’hypothése de continuité en x, ni de la
décomposition T, M = El ® E2, ni des normes || ||,z et || ||2.z, ni de C;. Nous avons

VzeA, E:ccC,.

Notons que pour tout x € M, le cone C;. détermine les dimensions d}. = dim(E}) et d2 =
dim(E?2) des sous-espaces vectoriels E et E2 : I'entier d. est la dimension maximale d'un
sous-espace vectoriel de T, M ne rencontrant C,, qu’en {0} et U'entier d2 est la dimension
maximale d’un sous-espace vectoriel de T, M contenu dans C,.

Notons que la famille (Cg’ﬂk = T, M~ Co’x )x cA des complémentaires des intérieurs des
cones O, pour x € A est aussi un champ de cones sur A, obtenu en échangeant E} et E2,
et que

VzeA, ElcCr.

Notons que si A’ est une partie de A, alors (Cy)zeps est un champ de cones sur A’ (pour
la restriction de la norme || || de TM|y & T'My).

T:6(v)

T $(Cx)

Proposition 11.18. (Critére des champs de coénes instables) Une partie compacte
et invariante A de M est hyperbolique pour ¢ si et seulement s’il existe un champ de cones
(Cz)zen sur A, des constantes A, u > 1 et N € N\{0}, tels que, pour tout x € A,

3e (condition d’inclusion stricte) nous avons dim(E.) = dim(Eé(x)) pouri = 1,2

et T,o(Cy) C Co(z) = {v=vi+wve : v1 € quﬁ(x), vg € E;(x), A ||1)1||1’¢(z) < ||1)2||27¢(x)},

4e (condition de dilatation) pour tous les v € Cy et v' € CX, nous avons
I Ted™ (0) lgv ) = vl et [ Ted™ (@) lg-n@) = w10 |12 -

— —~ o
Notons que Cy C Cy (et méme C; {0} C Cy) pour tout z € A.

Démonstration. Nous traitons d’abord le sens direct, plus facile, de cette équivalence.
Le sens réciproque, qui est fort utile pour la construction de parties hyperboliques pour
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un difféomorphisme, se démontrera par le méme principe que pour la démonstration de
I’exercice E.73 : pour construire ’espace stable en un point x, on considére le cone stable
en ¢~ "(x), et on le pousse en avant par ¢™; les deux propriétés de contraction donnée par
le critére garantissent alors une convergence du cone image vers I’espace stable cherché.

Supposons tout d’abord que A soit une partie hyperbolique pour ¢. Nous pouvons
remplager la norme de 7'M, par une norme adaptée a ¢ (voir la remarque (3) suivant la
démonstration de I’équivalence des définitions d’une partie hyperbolique). Ceci ne changera
pas la condition de compatibilité avec les normes 2e quitte a changer la constante ¢ > 0,
ni la condition de dilatation 4e quitte & remplacer N par un multiple. Par la compacité de
A, posons A, = maxgep [|(Te¢yge) | <1 et Ay = maxgep [|Todips || < 1, et prenons

E,=E;, E;=E;, |liz=I 8

20 = || llz [my »

1 1
= >1, p=min{—,—}>1, N=1.
Nats po=mintyn 5

Considérons la famille (C;),ep de parties de T'M, |a définies pour tout = € A par

A

Cx:{vl—kvg DU EE:B, v € F ||U1H1x

Elle vérifie par construction la condition de céne le. La condition de compatibilité avec la
norme 2e pour la famille (Cy),ep découle du fait que la norme de T'M |a est adaptée en pre-
nant ¢ = 1. Montrons la condition d’inclusion stricte 3e. Puisque T ¢ est un isomorphisme
linéaire préservant les sous-espaces stables et instables, nous avons

dim(E} ) = dim(T;¢(E})) = dim(Ey) .

De plus, soient x € A et v € Cy, c’est-a-dire v = v, +v5 € T, M avec v, € E¥, vs € EJ et

lvs |z < || vy || Puisque (Tp0(v))s = Tpd(vs) et (Tpp(v))y = Trp(vy) par U'invariance de
E3 et B par Tp¢, nous avons

1 1
A (Tah(0))s [l1,6) = A | (T (v))s || = o I Top(vs) | = < llvs |

u

% lou || <N Ted(vu) | = [[(Ted(©))u | = [ (Te¢(0)u [2,6()

Ceci montre que T,¢(Cy) C C¢( y comme voulu. Montrons enfin la condition de dilatation

de. Soient © € A, v € Cy et v/ € CF. Puisque N = 1 et T,¢(Cy) C Cd)(m) C Cy(a), €t
puisque la norme est adaptée, nous avons

1 T26™ (0) llgn ) = max{[| Top(v)s ||, | Ted(v)u I} = | (Ted(v))u | = | Tog(va) |
1
)\

Siy= ¢ !(x), alors Tp(¢71) = (Ty¢) ™

loull == llvll = plvle-

=
A

Ty¢(C;) = Ty(ﬁ(TyM\ Cy) D T¢(y)M\ Cd’(l/) =T, M~C; = C; .
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Donc T, (¢~1)(C3) C C;;_l(x)' Par conséquent, puisque N = 1, nous avons

1T ™™ (') g (@) = max{|| To¢™" (0)s ||, | o™ (0)u I} = | (Tod™ (v"))s |

_ 1 1
=TT @) 2 5 Il =5 1 2 e
S S

Réciproquement, soit (Cy)zep un champ de cones sur A vérifiant les conditions d’in-
clusion stricte 3e et de dilatation 4e pour ¢. Montrons qu’il existe, pour tout z € A,
des (uniques) sous-espaces vectoriels EY¥ et ES de T, M tels que, avec les notations des
remarques précédant I’énoncé de la proposition 11.18,

(i) ES C C! et dim(E3) = d
(ii) B* C Oy et dim(EY) = d?
(iil) Tzo(Ey) = E;(x) et Tr9(E;) = E;(x)'
Les assertions (i) et (ii) montreront en particulier que T, M = E2 @& E¥. Avec la condition
d’inclusion stricte 3e de (Cy)zen, les points (iii) et (ii) montreront que

E; = T¢71($)¢(E;71(x)) C T¢71(I)¢(C¢71(Z)) C 6; .

Par la condition de compatibilité avec la norme 2e de (C;)zca, ceci montrera qu’en po-
sant B° = (J,cp By et B = (J,cp £y, nous avons une décomposition en somme directe
Ly(TMy) = Ty(E°) @ Tp(E"). Par la condition de dilatation 4e de (Cy)zen, cette décom-
position vérifiera 1’assertion (2) de la définition 11.13, donc A sera une partie hyperbolique

de M pour ¢.

Maintenant, fixons un point « € A, et discutons suivant la nature de l'orbite (compléte)

O(x) ={¢"(x) : n€Z} de x par ¢.

Cas 1 : Supposons que = n’est pas périodique. Pour tout y € A, notons G(y) le sous-
espace fermé donc compact 3%
dz contenus dans le cone fermé Cy. L’isomorphisme linéaire Ty ¢ induit une application
continue (Ty¢)« de G(y) dans G(¢(y)), car Ty¢ envoie Cyy dans Cy, (et donc envoie tout
sous-espace vectoriel contenu dans Cy sur un sous-espace vectoriel de méme dimension
contenu dans C¢(y)). En tant qu’intersection décroissante de compacts non vide de C.,
I'intersection

non vide des sous-espaces vectoriels de Ty M de dimension

G = () (Thn(myd")«(Glo " (2)))
neN
est non vide, en fait réduit & un singleton par la condition d’inclusion stricte 3e de (Cy)zen.-
Notons E¥ son élément, qui vérifie 'assertion (ii). Notons que pour tout n € Z, le point
¢"(x) n’est pas non plus périodique. Par unicité, nous avons T, ¢(EY) = Eg(m). Ceci montre
la premiére partie de I’assertion (iii). En remplagant ¢ par ¢!, nous construisons Ef, qui
vérifie (i) et la seconde partie de 1'assertion (iii).

Cas 2 : Supposons que z est périodique, de période k > 1. Notons A = T,¢*, qui est un
automorphisme linéaire de T, M. Si A admettait une valeur propre (complexe) de module
1, alors il existerait ¢ > 0 et un vecteur non nul v € T, M (n’importe quel vecteur non

238. dans la variété grassmannienne gdi (TyM) des sous-espaces vectoriels de dimension dz de 'espace
vectoriel réel Ty M, voir par exemple | , §2.4.3]
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nul dans le sous-espace vectoriel Stable correspondant & ’ensemble des valeurs propres
complexes de module 1 de A) tel que 1 [[v]|; < [[A™v]|; < ¢ [[v]|s pour tout n € Z, ce qui
contredirait la condition de dilatation 4o du champ de cones (Cy)zen.

Donc A est un automorphisme linéaire hyperbolique, et nous notons E¥ (respectivement
EY) le sous-espace stable (respectivement instable) de T, M pour A. Par la condition de
dilatation 4e du champ de cones, nous avons EZNC, = E¥NCY = {0}, ce qui démontre les
propriétés (i) et (ii). Puisque Tyn ()¢ o Tp¢" = Tpo™th = Ty(z)@" o T¢ pour tout n € N,
la propriété (iii) est vérifiée. O

Ce critére d’hyperbolicité par les champs de cones permet de montrer la stabilité de
I’existence d’une partie hyperbolique par petite pertubation. Nous avons besoin de donner
un sens précis a cette notion de “petite pertubation” de systéme dynamique différentiable.

Soit k € N\{0}. Rappelons que toute variété différentielle lisse est supposée métrisable
et séparable (donc o-compacte et a base dénombrable de voisinages, voir par exemple
[ , §2.1]), et munie d’une distance induisant sa topologie.

Pour toutes les variétés différentielles lisses M et N, et pour toutes les applications
f,g : M — N de classe C*, nous définissons par récurrence sur n € [1,k] les espaces
tangents itérés de M par T'M = M et T"M = T(T" M) si n > 1, et les applications
tangentes itérées de f par T7°f = f et T"f = T(T" ' f) : T"M — T"N. En notant K; un
compact de T*M pour tout i € [0, k], et # = (K;)o<i<k, notons

k
Z sup d(T" f(z), T'g(z)) .

i=0 vEKi

La topologie C* (faible) sur I'ensemble C*(M, N) des applications C* de M dans N est la
topologie métrisable 3” définie par la famille de pseudo-distances (d_y ) 4 (voir par exemple
| , §2.2] pour une définition, complétement analogue a celle qui définit la topologie
induite par une seule vraie distance).

On montre (voir par exemple [Iir]) que Diff*(M) est ouvert dans C¥(M, M), que
c’est un espace de Baire (voir l'exercice E.58 pour une définition), que c’est une variété
banachique si M est compacte (mais nous n’aurons pas besoin de ce dernier point, donc
nous ne donnons pas de définition), et que la composition des applications C* est continue
pour la topologie C*. La définition convient si k = co en prenant toutes les suites finies de
compacts & = (K;)o<i<n pour n € N, sauf que la topologie n’est pas forcément métrisable,
et la variété Diff (M) n’est pas banachique, mais de Fréchet si M est compacte.

En pratique, pour travailler avec la topologie C*, on regarde la convergence uniforme,
dans les compacts des cartes locales, des applications et de toutes leurs dérivées partielles
jusqu’a l'ordre k.

Par exemple, lorsque k = 1, la topologie C! sur le groupe Diffl(M ) est définie par la
famille de pseudo-distances dg g, ot pour tous les compacts K de M et K’ de T'M, pour

239. Pour tout i € [0, k], soit (K; n)nen une suite de compacts de T*M telle que K; , soit contenu dans

lintérieur de K 41 et T'M = Unen Kin. Alors la distance

d(f,g) = Z 27(n1+-4.+nk>min{1, d(Kl,nl’~~~’Kk,nk>(f7g)}

convient.
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tous les éléments f, g € Diff!(M), nous avons

dx.x'(f,9) = Sup d(f(x),g(x)) + sup d(Tf(v),Tg(v)) .

Lorsque M = T¥, nous retrouvons la définition de la topogogie C' sur C1(TV, TV)
donnée avant 1’énoncé du théoréme 11.9 de stabilité structurelle des difféomorphismes
Anosov linéaires du tore.

Corollaire 11.19. (Théoréme de stabilité des parties hyperboliques) Soit A un
compact invariant hyperbolique de M pour ¢. Alors il existe un voisinage ¥ de ¢ dans
Diffl(M) et un voisinage compact U de A dans M tels que, pour tout ¥ € ¥, la partie
Ay = Npez ¥ " (U) soit un compact invariant hyperbolique (non vide) de M pour 1.

Démonstration. Nous pouvons supposer que la norme de T'M|, est adaptée pour ¢.
Comme les dimensions de EJ et EY sont localement constantes en z € A, nous pouvons
supposer qu’elles sont constantes, notées d*® et d“. Par partition de I'unité et en utilisant
des bases de sous-espaces vectoriels, nous pouvons construire, pour tout y dans un voisi-
nage compact U de A des sous-espaces vectoriels E; (respectivement E;) de dimension d*
(respectivement d*) dans T), M, dépendant contintiment de y et coincidant avec Ey (respec-
tivement E;‘) si y € A. Quitte a réduire U, pour tout y € U, nous avons T, M = E; &) ES

De méme, quitte a réduire U, nous étendons contintiment la norme de TM, a T'M|y,
de sorte que [|v1 + vall, = max{[|v1[|y, [|v2lly} pour tous les y € U, vy € E, et vy € E.
Notons [[v1][1,y = ||v1]ly et [Jvz]l2,y = ||v2]ly pour tous les v1 € E; et vy € Ei, ce qui définit
un champ de cones (Cy)yer sur le compact U en posant

Ly < [|v

Q,y}

pour tout y € U. Notons que les conditions d’inclusion stricte 3e et de dilatation 4e de la
proposition 11.18 pour le difféomorphisme ¢ sont vérifiées en tout point y € A puisque la
partie A est hyperbolique pour ¢ et la norme de T'M|, est adaptée pour ¢.

Pour tout ¢ € Diff' (M), notons Ay, = ),z ¥ "(U) 'ensemble des points de U dont
lorbite compléte par @ reste dans U. Il est fermé dans le compact U, donc compact.
Par continuité et compacité, il existe un voisinage ¥ de f dans Diff!(M) tel que, quitte
a restreindre U, pour tout ¢ € ¥/, I'ensemble Ay est non vide (sinon en prenant des
limites, il existerait des points de A dont 'orbite par ¢ sortirait de A) et les conditions
d’inclusion stricte et de dilatation du champs de cone (Cy)yen, sur Uensemble A, pour
le diffeomorphisme v sont encore vérifiées (quitte a remplacer \ et p par N € |1, \[ et
' €11, 1[). La partie réciproque de la proposition 11.18 permet de conclure. U

Cy={vi+v2 : v €Ey, ek, |u

Le résultat suivant est alors immédiat, puisqu’un difféomorphisme d’Anosov est un
difféomorphisme dont la variété toute entiére est un ensemble hyperbolique.

Corollaire 11.20. Pour toute variété différentielle lisse M, ’ensemble des C*-difféomor-
phismes Anosov de M est un ouvert de Diff'(M) pour la topologie C*. g

Notons qu’il existe des variétés différentielles n’admettant pas de difféomorphisme Ano-
sov, comme le cercle S1, donc 'ouvert ci-dessus peut étre vide.
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11.7 Expansivité et lemme de pistage des systémes dynamiques hyper-
boliques

Dans cette partie, nous donnons deux conséquences dynamiques de l’existence d’en-
sembles hyperboliques de difféomorphismes de variétés.

Soient M une variété différentielle lisse, 7 : TM — M son fibré tangent, ¢ : M — M
un C'-difféomorphisme, et A une partie de M invariante par ¢.

240 une norme || || : TM — R (dite riemannienne) sur le fibré vectoriel TM
qui est une norme euclidienne sur chaque fibre T, M pour x € M et dont le carré est une
application de classe C*° de TM dans R.

Fixons un C*°-difféomorphisme exp d’un voisinage ouvert de l'image de la section
nulle >*! de TM dans un voisinage ouvert de la diagonale >*? dans M x M, envoyant I'image
de la section nulle sur la diagonale, tel que le diagrame suivant commute sur le domaine
de définition de exp :

Fixons

exp

TM M x M

LN v’ Pry
M .

Ainsi, pour tous les x € M et v € T, M assez petit, nous avons exp(v) = (z,exp, v) ol
exp, est un difféomorphisme d’un voisinage ouvert de 0 dans T, M sur un voisinage ouvert
de x dans M, envoyant 0 sur z. En identifiant I’espace tangent en tout point d’un espace
vectoriel (réel de dimension finie) E avec E, nous supposons que I'application tangente
Tyexp, : TyM — T, M de exp,, au vecteur nul 0 est I’application identité.

Fixons une distance d sur M qui vérifie la propriété suivante de compatibilité avec la
norme de T'M : pour tout compact K de M, il existe e¢g > 0 et ¢ > 1 tels que pour tous
les xg,x,y € K, si d(zg,z) < € et d(zo,y) < €, alors x et y appartiennent au voisinage
ouvert de xq sur lequel exp, est un diffeomorphisme, et

1 _ _ _ _
i exp,i (y) — exp (z)|| < d(z,y) < ¢ [|expy(y) — expy,) ()] - (116)

Exemples. (1) Supposons que M soit un ouvert U de l'espace euclidien usuel R™ muni
de sa norme euclidienne || ||euc €t de sa distance euclidienne deye. Alors TM = U x R"™ et
m: TM — M est la premiére projection. Nous pouvons prendre pour la norme de T'M
I'application || || définie par

V(z,v) € TM =U x R", I(x,v)]| = ||v]leuc -

240. Pour Pexistence des objets || ||, exp et d ci-dessous en général (voir les exemples ci-aprés), nous
renvoyons a un cours de géométrie riemannienne, par exemple | | :

e lanorme || || : TM — R d’une métrique riemannienne g lisse convient ;

e lapplication exp : v — (ﬂ(v),expw(v)(v)), ot pour tout x € M, I'application exp,, : T M — M est
I'application exponentielle en z de cette métrique riemannienne g, convient ;

e en notant dy la distance riemannienne de cette métrique riemannienne sur toute composante connexe
de M (rappelons que pour tous les x,y dans une méme composante connexe de M, la distance dg(z,y) est
la borne inférieure des longueurs riemanniennes des courbes continues de classe C'' par morceaux entre
et y), nous pouvons prendre la distance d sur M définie par d(z,y) = min{dy(z,y), 1} si = et y sont dans
la méme composante connexe de M, et d(x,y) = 1 sinon.

241. c’est-a~dire {0 : © € M} ou 0 est le vecteur nul de 'espace vectoriel T, M
242. c’est-a-dire {(z,z):x € M}
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Considérons le voisinage ouvert W = {(z,v) : x € U,z +v € U} de 'image de la section
nulle {(z,0) : € U} du fibré tangent TM = U x R"™. Nous pouvons prendre pour
application exp : W — M x M D’application définie par

V (z,v) € W, exp(z,v) = (x,z +v) .

Elle vérifie les propriétés voulues pour une telle application exp. Pour tout compact K de
U, soit ¢g = % d(K, ¢U) > 0. Alors nous pouvons prendre pour distance d la distance

euclidienne deyc, qui vérifie la formule (116) avec ¢ = 1.

(2) Supposons que M soit le tore TVV. Notons = RN — TN = RN /ZN la projection
canonique (qui est un morphisme de groupes additifs). Nous identifions, pour tout & =
/P(:c) e TN, I'espace vectoriel euclidien RY & espace tangent T; TN par 'application
Tz/rx: T,RY =RN — T, TV, de sorte que nous ayons TM = TN xRN et que 7 : TM — M
soit la premiére projection. Nous pouvons prendre pour la norme de T'M 'application || ||
définie par

Y (&,0) € TM =TV x RY, Iz, v)|| = ||v]euc -

Nous pouvons prendre pour application exp 'application définie par

11
V(a0 €TV x] =g o[V exp(d,v) = (#ple +v)) -
Et nous pouvons prendre pour d la distance quotient sur TV de la distance euclidienne de
RY, qui vérifie la formule (116) avec eg = § et ¢ = 1.

Le principal probléme pour parler de proximité pour la topologie C' est que deux
difféeomorphismes proches n’envoient pas forcément une fibre donnée du fibré tangent sur
la méme fibre du fibré tangent, et qu’il est utile de comparer des fibres proches par un outil
global plutot que de devoir travailler dans chaque trivialisation locale. Le lemme technique
suivant permet de contourner ce probléme.

Lemme 11.21. (Procédure de localisation) Supposons A compact. Il existe 6 > 0
assez petit et un voisinage % assez petit de ¢ dans Diff! (M) tels que pour tout P € U , il
eziste une application continue G : T My — T M)y, que nous noterons Gy, en cas de besoin

pour marquer sa dépendance en 1, telle que mo G = ¢pom et pour tout x € A, application
é;,; = é‘TzMi Ty M — Ty M vérifie les propriétés suivantes :

e clle est de classe C*,

o clle est C'-proche®*3 de lapplication linéaire Ty : TyM — Ty M untformément
enx € A,

o clle coincide avec Ty sur {v e TpyM : |jv|y > 26}, et

e clle coincide avec exp;(lx) opoexp, sur{veTp,M : |v], <80}

De plus, si ¢ est de classe C* et si 1 est suffisamment C*-proche de ¢, alors Uapplication
G s’étend en _une application de classe C* sur TM telle que uniformément en x € A,
Vapplication Gy : Ty M — Ty M soit Ck-proche de Typo. Si ) = ¢ est de classe C*, alors

nous avons doém = T,¢ pour tout x € A.

243. pour la topologie C'' sur I'ensemble C* (T}, M, Ty M)
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Il est important de remarquer que dans le diagramme commutatif suivant correspondant
a la propriété mo Gy, = ¢ o, c’est bien la fonction ¢ elle-méme et non pas sa perturbation

1) qui apparait :

Gy

TM|A — TM|A
T I
M L M.

Démonstration. Par la compacité de A, il existe 6y > 0 assez petit et % un voisinage
assez petit de ¢ dans Diff!(M) tels que pour tous les éléments ¢ € %, z € A et v € T, M
tels que [[v][; < 20, le point 9 (exp, v) appartienne a I'image de expy,. L'application

G, = exp;(lx) 01 o exp,

est un C'-diffeomorphisme d’un voisinage ouvert de 0 dans T, M dans un voisinage ouvert
de 0 dans Ty, M. Notons que la différentielle en 0 de I'application exp;(lx) 0 ¢ o exp,
est égale & T,.¢, par le théoréme de dérivation des fonctions composées et le fait que
Toexp, = idr, y. L’application G, est donc Cl-proche de I'application T,¢ sur la partie
compacte {v € T, M : ||v||z <26y} de maniére uniforme en x € A, si 0y et Z sont assez
petits.

Par un argument de recollement standard, nous allons étendre G, de maniére continue
en x et de classe C' sur T, M de sorte qu’elle coincide avec T,,¢ en dehors d’un voisinage
de 0. Pour cela, soit nn : R — R une fonction lisse, valant 1 en ¢ < 1 et 0 en t > 2. Pour
tout 0 < 0 < 6y, posons Gy : T M — Ty(z)M D'application définie par

lv]I? 1
v Tpo(v) + 77(7) (expd)(m) 01 o exp,(v) — Tzé(v)) i (117)
Considérons 'application G valant G, sur chaque fibre T, M de T M|,. La formule (117), et
le fait que le carré de la norme riemannienne soit lisse, montrent que si ¢ et ¢ sont de classe
C* sur M, alors il existe un petit voisinage ouvert U de A dans M tel que I'application G
soit définie sur la sous-variété différentielle TU de T'M et soit de classe C*. Par partition
de 'unité, nous pouvons étendre I'application G : TU — T'M sur tout T'M de maniere
C*. Si 1 = ¢ est de classe C, alors I'application G, : T,M — Ty(z)M, qui coincide avec
I’application exp;&) 0 ¢ o exp,, sur un voisinage de 0, admet pour différentielle dyG, = T, ¢
par ce qui précéde. Maintenant, si 6y et % sont assez petits, 'application G convient. [

Le résultat suivant dit en particulier que les orbites par ¢ de deux points distincts
d’une partie hyperbolique compacte A ne peuvent pas étre arbitrairement proches I'une de
I’autre pour tous les temps.

Nous dirons qu'un systéme dynamique topologique (X, 1) a temps discret, ou (X, d)
est un espace métrique, est positivement expansif s’il existe € > 0 tel que, si x # y, alors

sup d(¢" (x), ¥ (y)) = €,

neN

et qu’il est expansif si ¢ est inversible, et s’il existe € > 0 tel que, si x # y, alors

sup d(¢" (2), ¥" (y)) = € .

ne’
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Tout € comme ci-dessus est appelé une constante d’expansivité de 1.

Exemple. Un systéme de Bernoulli (X, o) unilatére (respectivement bilatére) sur un al-
phabet &7 est positivement expansif (respectivement expansif), de constante d’expansivité
1 (pour la distance définie par la formule (4) ).

Proposition 11.22. (Expansivité des systémes dynamiques hyperboliques) Sup-
posons que N soit une partie compacte de M hyperbolique pour ¢. Il existe un voisinage U
de A tel que la restriction de ¢ a (),cq ¢~ " (U) soit expansive.

Notons que I’ensemble (), ¢~"(U), formé des points de M dont I'orbite compléte par
¢ reste dans U, contient A (qui est invariant par ¢). Donc ce résultat montre en particulier
que le C'-diffeomorphisme ¢ est expansif sur toute partie hyperbolique compacte. Par
exemple, si M = R?, si ¢ est I'application du fer & cheval de Smale (voir la partie 11.5), si
A est lattracteur de Smale, alors pour tout voisinage ouvert U de A dans R?, nous avons
Nnez @ "(U) = A (précisément parce que A est un attracteur de bassin d’attraction R?).
En général, [,z ¢~ "(U) peut étre strictement plus grand que A. Nous reviendrons dans
la partie 11.9 sur ce point.

Démonstration. Soit U un voisinage compact de A de sorte que A’ = (), ., ¢~ "(U) soit
un compact invariant hyperbolique pour ¢, ce qui est possible par le corollaire de stabilité
11.19. L

Notons F' = G : TMjy» — T M, application continue donnée par le lemme 11.21 en
prenant 1) = ¢ et A = A’. Montrons que si la constante 6 et le voisinage % apparaissant
dans ce lemme sont assez petits, alors pour tout # € A’, application F, — Ty¢ : T, M —
Ty(z)M est d-lipschitzienne avec § arbitrairement petit indépendant de x. En effet, puisque

F, et Tp¢ coincident sur Pouvert {v/ € T, M : ||[v/||, > 20}, nous avons

sup ”dx(ﬁr - Tm¢)” = sup ”dx(ﬁm - Tm¢)” .
v'ele M v €Ty M:||v' ||z <20

Donc pour tout § > 0, si § et % sont assez petits, puisque les applications ﬁx et T,¢ sont
C'-proches uniformément en x € A par le deuxiéme point du lemme 11.21, nous avons
SUPep SUPyer, i ||de(Fr — Ti9)|| < 6 pour tout x € A. Soient z € A et v,w € T, M. Par le
théoréme des accroissements finis, nous avons |(Fy —Tp$)(v) — (Fp — Top) (w)| < 8]jv—w)||,
ce qui montre le résultat.

L’application F induit une application F' de I'ensemble I',(T'M|,,) dans lui-méme, qui
envoie un champ de vecteurs borné pas forcément continu o € I'y(T'M | As) sur le champ de
vecteurs borné ?** pas forcément continu

F(o):z €N w Fya (o(¢'(2)) € TM .

Si T est 'endomorphisme linéaire borné ¢, de 'espace de Banach I'y(T'M),/) défini par la
formule (113), la différence f = F — T est une application bornée et d-lipschitzienne pour
la norme uniforme sur I'y(T'M)y/), avec ¢ arbitrairement petit. Par la proposition 11.4, les
applications continues T et F' sont des homéomorphismes topologiquement conjugués.
Soient x et y deux points distincts de A’ suffisamment proches. Alors il existe un vecteur
v € T, M non nul tel que y = exp, v. Soit ¢ le champ de vecteurs borné (non continu)

244. car pour tout € A’, 'application F, = ETmM coincide avec T, ¢ sur les vecteurs de norme au moins
20 et est C%-proche, uniformément en = € A, de T, ¢ sur les vecteurs de norme au plus 20
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sur A, valant 0 en tout point différent de x et valant v en x. Puisque son orbite compléte
par T est non bornée (car 7' est un automorphisme linéaire hyperbolique, donc le seul
point d’orbite bornée est le vecteur nul), il en est de méme de son orbite par F'. Comme
F, = exp;(lz) o ¢ o exp, au voisinage de la section nulle par le lemme de localisation 11.21,

ceci implique que l'orbite compléte de y ne peut pas rester proche de celle de z. %% O

Pour tout € > 0, une e-pseudo-orbite de ¢ est une suite (x,),cz dans M telle que

sup d(zn+41,0(2n)) <e.
nel

Le résultat suivant, qui généralise ’exercice E.73 et qui se démontre par des méthodes
analogues, dit que les pseudo-orbites sont proches de vraies orbites.

Théoréme 11.23. (Lemme de pistage des systémes dynamiques hyperboliques)
Supposons que A soit une partie compacte de M hyperbolique pour ¢. Il existe g > 0,
co > 1 et un voisinage U de A tel que pour tout € € |0,€|, pour toute e-pseudo-orbite
(zn)nez de ¢ contenue dans U, il existe un et un seul x € M tel que

sup d(zp, 0" (z)) < cpe€.
nez

De plus, si ey et U sont assez petits, alors le point x appartient a un compact hyperbolique
invariant [,z @~ "(V) ot V' est un voisinage compact de A.

Le point x n’appartient pas forcément & A, mais il appartient bel et bien & A si celui-ci
est de plus supposé étre localement maximal (voir la partie 11.9).

Démonstration. (Voir par exemple | , §2.7].) Soient €y > 0 et U un voisinage compact
de A, assez petits (& préciser ultérieurement). Soit (z,,)nez une e-pseudo-orbite de ¢ dans
U avec € < €. Pour tout i € Z, soit y; I'un des points du fermé A les plus proches de
x;. Supposons €y > 0 et U assez petits. Alors x; est assez proche de y;. Par la continuité
uniforme de ¢ sur le compact U, le point ¢(y;—1) est assez proche de ¢(z;—1). Donc ¢(y;—1)
est assez proche de y;, afin que z; soit dans I'image par exp,, d’un voisinage ouvert de 0
sur lequel exp,, soit un diffeomorphisme sur un voisinage ouvert de y;. De méme, y; est
dans I'image du difféomorphisme local expy,, ) pour tout i € Z.

Pour tout i € Z, solent E; =Ty, M, E} = E;, E}' = E,, v; € Ej et a; € Ty, )M tels
que (voir le dessin ci-dessous)

exp,, (vi)) =x; et eXpd>(yi_1)(ai) =y .

245. En effet, supposons par absurde que ¢"(y) soit proche de ¢™(x) pour tout n € Z. Alors ¢"(y)
appartient a I'image du difféomorphisme local expyn(,) et il existe v, € Tyn(z)M tel que |lvn| < 6 et
" (y) = expd)n(z)(vn). Nous avons donc exp;,,}@) 0¢"™ oexp,(v) = v, pour tout n € Z. Pour tout n € N et

par récurrence, pour tout &’ € A’, nous avons F"(o)(z') = ﬁd)q(z/) o ﬁ¢72<z/> 0---0 ﬁ¢7n<z,)(a(¢7"(:p'))).
Le seul point en lequel la section F™ (o) est non nulle est donc ' = ¢"(x), et nous avons

[E™(0) (@™ (@)l = [[Fgn—1(a) © Fyn-2(2) 0 -+ 0 Fy1(yy © Fr(v)|
= ((exp;i@) 0} OeXPyn—i(y) 00 (exp;;(z) 0} 0 expy1(y)) © (exp;f(z) o¢po expz)) (v)]]
= | expyn yy 0 ¢" 0 exp, (v)]| = [lvnll < 6.

En procédant de méme pour n € —N, ceci contredit le fait que orbite {F" (o) : n € Z} est non bornée.
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Notons que dim E} = dim E7, ; et dim Ej' = dim E}', | si €y et U sont assez petits.
Pour tout ¢ € Z, soit T; : E; — E;y1 un isomorphisme linéaire proche de I'application
v = —ai11 + Ty, ¢(v) (qui va de E; dans Ty, M) tel que

Ti(E}) = B}y et Ti(E}) = By

L
°

Yi
Notons & l'espace de Banach

& ={w=(w)iez € [[Ei : |lw| = sup|jw;]| < +oo} .
i€z €z

Alors T : (w;)iez — (Ti—1(w;—1))icz est un automorphisme linéaire continu de &, qui est
hyperbolique si €y et U sont assez petits, par les propriétés de contraction/dilatation des
T, ¢, de sous-espace stable &° = (] [,c;, E7)N& et sous-espace instable & = ([ [,c, Ei')NE.

Comme dans la démonstration du lemme 11.21, pour tout ¢ € Z, soit F; : F; — E;1q
tel que si @ > 0 est assez petit, alors

N { T, sur {v € E; : |v]| > 260} (118)

"7 exp,l opoexp, sur {veE : |v] <6},

et l'application E — T; soit d-lipschitzienne pour un § > 0 assez petit (indépendant de 7).
Si eg et U sont assez petits, il existe ¢; > 1 tel que pour tout ¢ € Z, nous pouvons supposer
que dans la construction des v;, nous avons

0 ~
o] < 5 e 1 Fi(vi) — viga]] < cre (119)

ceci est possible car nous avons v;11 = exp;il(xiﬂ), d(xiy1, p(x;)) < €et

Fi(vi) = expy, 06 o expy, (v;) = exp, | ((1)) - (120)

Notons F' : (w;)iez — (Fi—1(w;—1))icz, qui est une application de & dans & telle que
lapplication f = F — T soit bornée (car F' coincide avec T' en dehors d’un borné) et
d-lipschitzienne avec § > 0 assez petit. Alors par la proposition 11.4 et la remarque (1) qui
suit son énoncé, 'application F' admet un unique point fixe w = (w;);ez. Donc

VieZ, E(wl) = W41 -

Par la formule (119) de droite, si v = (v;);ez, alors ||F'(v) — v|| < ¢1 € par la définition
de la norme de &. Par la proposition 11.6, il existe donc co > 1 tel que

lw = < e2||[F(v) o[ <ezere.
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Posons = = expyo(wo). Alors si €y est assez petit, pour tout i € N, par les formules
(118) et (120), nous avons

¢'(z) = (expy, oFi_1 o eXquil,l) o0 (expy, oFy o expgjol)(expyo (wo))
= exp,, (Fi—1 o0 Fo(wo)) = exp,, (w;) .

De méme, ¢'(z) = exp,, (w;) pour tout i € —N. Puisque z; = exp,, (v;) et par la formule
(116), il existe donc cg > 1 tel que

d(¢"(z), ;) < c3||wi — vl < egeacre.

Donc la pseudo-orbite (z;);ez est a distance comme souhaitée de 'orbite du point x.
L’unicité de x découle de la propriété d’expansivité (Proposition 11.22), si ey et U sont
assez petits.

Montrons la derniére affirmation du théoréme 11.23. Par le corollaire 11.19, soit V' un
voisinage compact de A tel que (1, o, ¢~ "(V) soit un compact hyperbolique pour ¢. Si ¢
et U sont assez petits, alors le (¢ €)-voisinage fermé de U est contenu dans V. Donc pour
tout n € Z, le point ¢"(x), qui est a distance au plus ¢ € d’un point de U, appartient a V.
Donc x € (,cz ¢ (V). O

Le corollaire suivant dit qu’une orbite qui se referme presque est & petite distance d’une
orbite périodique.

Corollaire 11.24. (Lemme de fermeture d’Anosov) Supposons que A soit une partie
compacte de M hyperbolique pour ¢. Il existe eg > 0, co > 1, et un voisinage U de A tel que
pour tout € € )0, €], pour tout m € Nx{0} et tout y € U tel que ¢*(y) € U pour k € [0, m]
et d(@™(y),y) < e, il existe un et un seul point x € M périodique (de période divisant m)
tel que

sup  d(¢¥(z), 8 (y)) < cpe.

0<k<m
<e
*(y) ¢£y) y.""“éz(y)
Aoy O 7 = ¢ (z)
) o 6" ()
. *¢" 1 (y)

Démonstration. Soient €y, ¢, U comme dans I’énoncé du théoréme 11.23 et €, m, y comme
dans I’énoncé du corollaire 11.24. La suite périodique dans U définie par jipm = o (y)
pour tous les k € [0,m — 1] et p € Z est une e-pseudo-orbite de ¢ contenue dans U par les
hypothéses du corollaire 11.24. Donc la suite (x;);cz est a distance au plus ¢g € de lorbite
d’un unique point x € M par le lemme de pistage (théoréme 11.23). Comme c’est aussi le
cas pour l'orbite de ¢™(z), nous avons donc ¢ (x) = z par affirmation d’unicité dans le
théoréeme 11.23. Il

Ce lemme de fermeture permet de montrer qu’'un systéme dynamique hyperbolique a
de nombreuses orbites périodiques.
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Corollaire 11.25. Supposons que A soit une partie compacte de M hyperbolique pour ¢.
Soient V' un voisinage compact assez petit de A et N = (), &7 (V). Alors lensemble
Per(¢|ar) des points périodiques de ¢ dans A’ est dense dans 'ensemble non errant Q(¢p|ps)
de la restriction de ¢ a A'.

En particulier, l’ensemble des points périodiques d’un difféomorphisme Anosov d’une
variété compacte est dense dans son ensemble non errant, et un difféomorphisme Anosov
d’une variété compacte est Axiome A.

Démonstration. Par le théoréme de stabilité des parties hyperboliques (corollaire 11.19),

si V est assez petit, le compact A’ est une partie hyperbolique pour ¢. Pour tout ¢ > 0,

pour tout z € Q(¢ |a/), notons B la boule ouverte de centre z et de rayon 7eg1 dans

Q¢ |ar), ot ¢g > 0 est comme dans le lemme de fermeture d’Anosov (corollaire 11.24)
pour A’. Puisque z est non errant, il existe N € N tel que l'intersection ¢~V(B) N B
soit non vide. Si y est dans cette intersection, alors d(y, " (y)) < 20?):‘1 par l'inégalité
triangulaire. De plus, puisque y € B C Q(¢|a/) C A’ et puisque A’ est invariant par ¢, les
points ¢'(y) pour i € [0, N] appartiennent a4 A’ donc & V. Donc par le lemme de fermeture
d’Anosov (corollaire 11.24), si € est assez petit, il existe z € A’ tel que ¢V (z) = = (donc
x est périodique) et d(x,y) < 22620+61. De nouveau par 'inégalité triangulaire, nous avons

d(z,z) < e, donc Per(¢|p/) est dense dans Q(¢p|ar). O

Les énoncés 11.23, 11.24 et 11.25 ont des analogues en temps continu, par exemple pour
les flots d’Anosov des variétés compactes (voir la fin de la partie 18.1 de [I<H] pour une
variante plus générale du résultat suivant, et pour une démonstration).

Soient (¢');er un flot lisse 2% sur M (muni de sa norme || - || et de sa distance d choisies
au début de la partie 11.7), et €,0 > 0. Une e-pseudo-orbite de (¢!);cr est une courbe lisse
par morceaux ¢ : R — M telle que pour tout temps ¢ € R en lequel c est différentiable,
nous ayons

d
| é(t) - EITZOW(CU)) oy <€

et, en notant c¢(t_) et c¢(t4) les limites a droite et & gauche de ¢ en tout temps ¢, nous
ayons d(c(t—),c(t+)) < e. Une courbe lisse ¢ : R — M piste a 6 prés I'orbite par le flot
(¢")¢er d'un point z € M s'il existe un reparamétrage 7 : R — R de classe C'* de ¢ tel que
|7 — 1] < ¢ et pour tout t € R, nous ayons

d(coT(t), ¢! (z)) <§.

Théoréme 11.26. Si M est compacte et si (¢t)icr est un flot d’Anosov lisse sur M, alors
pour tout 6 > 0, il existe € > 0 tel que toute e-pseudo-orbite (respectivement e-pseudo-orbite
fermée) de (¢')ier est pistée a & pres par une orbite (respectivement orbite périodique) de
(") ter- Il

11.8 Le théoréme des variétés stables et instables

Un probléme standard en géométrie différentielle est celui de I'intégrabilité des champs
de plans. ?*” Etant donné, en tout point « d’une partie A d’une variété différentielle lisse

246. Ceci signifie que I’application ¢ : R x M — M définie par (t,z) — ¢'(z) est de classe C*™ (outre que
¢° =id et @' = ¢ 0 ¢ pour tous les ¢, T € R).

247. Notons que cette terminologie, bien qu’usuelle, n’est pas forcément rigoureuse car ici les « plans »
peuvent étre des sous-espaces vectoriels de n’importe quelle dimension.
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M, un sous-espace vectoriel A, de I'espace tangent T, M, il s’agit de trouver une famille
de sous-variétés ?*® de M deux a deux disjointes, dont la réunion contient A, et tel que
I’espace tangent en tout point x de A & la sous-variété passant par = soit exactement A,.
Lorsque A = M et le champ de plans est lisse et de dimension 1, la situation se raméne
localement au probléme bien connu d’intégrabilité des champs de vecteurs, auquel cas de
telles sous-variétés existent localement, ce sont les courbes intégrales locales de ce champ de
vecteurs (voir par exemple |Laf, |). En dimension plus grande, les situations différent,
et donnent lieu & la fois a la théorie des feuilletages (voir par exemple [ , ,

|) dans le cas intégrable et a celle des champs de contact (voir par exemple [Geil)
dans le cas (fortement) non intégrable.

Dans cette partie, nous étudions le probléme de l'intégrabilité des champs de plans
stable (E2),ca et instable (EY%),ea pour une partie hyperbolique A dun C*-difféomor-
phisme. Les méthodes sont encore des méthodes & base du théoréme du point fixe d’ap-
plications contractantes, et nous commengons par donner la version linéaire a laquelle se
raménera le probléme différentiel. Les variétés intégrant la distribution stable seront lo-
calement exprimées comme des graphes d’applications de E dans EY, et seront obtenues
comme point fixe d’une application de transformation de graphes. Nous suivons de maniére
proche 'exposition de | ].

11.8.1 Variétés stables des perturbations d’endomorphismes linéaires

Soient E un espace de Banach réel et 7' un endomorphisme linéaire continu hyperbolique
de F, avec F = E® & E" la décomposition associée en sous-espaces stable et instable.
Supposons la norme de F adaptée a T', et rappelons que la constante d’hyperbolicité de T’
est alors ch(T) = max{||Tjp: ||, | T}« ||} < 1.

Pour toute application F': E — E, notons

WH(F) = {z € E : sup |[F"(@)] < oo} ,
neN

appelé 'ensemble stable de F'. Nous avons
F(WS3(F)) c W3(F) .

Remarquons que W*(T') = E*, qui est un sous-espace vectoriel, donc W*(T') est le graphe
de 'application nulle de £ dans E". Notons que I’endomorphisme 7" contracte sur W?*(T').
Le but du résultat suivant est de montrer que si F' est assez proche de T, alors I'ensemble
stable de F' reste un graphe d’une application proche d’étre nulle de E® dans E", et de
montrer que 'application F' contracte sur son ensemble stable.

Théoréme 11.27. Soit FF =T + f ot f : E — E est une application d-lipschitzienne
avec 6 < 1 — ch(T) telle que f(0) = 0. Alors il existe une application &'-lipschitzienne
g:E® — EY avec § <1 et g(0) =0, telle que l’ensemble stable W*(F') de F soit égal au
graphe de l’application g. De plus, nous avons

WF)={xz€ FE : lim [F"(x)|=0}.

n—-+o0o

En outre, il existe une constante A < 1 telle que || F(z) — F(y) || < M|z —y || pour tous les
x,y € W3(F).

248. si possible, ou de sous-variétés immergées si nécessaire
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Pour des raisons de régularité, nous aurons besoin du résultat plus technique suivant,
qui implique le précédent en prenant k = 1 dans I’énoncé 11.28, ce qui est possible car
1 —ch(T) < ch(T)~! — 1, et en utilisant alors comme constante A dans I’énoncé 11.27 la
valeur

A=0+ch(T)<1.

Appelons ensemble k-stable d'une application F' : E — FE la partie

WiF)={z € £ : sup w"|F"(2)] < oo}
neN

Théoréme 11.28. Soit k € |ch(T'),1]. Soit F =T+ f ou f: E — E est une application

§-lipschitzienne avec § < min{x—ch(T),ch(T)~t—x} telle que f(0) = 0. Alors il existe une

application &'-lipschitzienne Gy, : E® — E", avec 6’ < 1 et G4(0) = 0, telle que ’ensemble

k-stable de F soit le graphe de Uapplication G. De plus,

Va,ye Wa(F), |[[F(z)—F@)ll<@+ch(D)z—yl, (121)
et
Wi(F)={z€FE : ngrfoo K| E"(x)] = 0} . (122)

En outre, si k < 1 et s’il existe k > 1 tel que f soit de classe C*, alors Uapplication G,
est de classe C*, et nous avons dyG, = 0 si dof = 0.

Démonstration. Nous allons utiliser une version & paramétre du théoréme du point fixe
9.10 dans la note de bas de page 177, qui se démontre de la méme maniére. >+’

Théoréme 11.29. Soient X, Z deux espaces métriques, avec Z complet non vide, §' < 1
et © : X X Z — Z une application §'-lipschitzienne, en munissant X x Z de la distance
d((z, 2), (2, 2") = max{d(z,2),d(z,2")}. Alors pour tout x € X, lapplication z — O(z, z)
admet un et un seul point fivze p(x) dans Z, et Uapplication ¢ : X — Z ainsi définie est
&' -lipschitzienne.

St Z est un espace de Banach, si X est un ouvert d’un espace de Banach, et si © est de
classe C* pour k € (NN{0})U{oo}, alors o est de classe C*, et, en notant respectivement d*
et d? les différentielles par rapport aux premiére et seconde variables des fonctions définies
sur X X Z, nous avons

detp = (I =df, ,(1))©) ' 0 d{yp()© - O (123)

Reprenons les notations de la proposition 11.4. Pour toute application v : £ — E,
notons vs : B — E® et vy, : E — E" les applications telles que v = v + 7. Notons S et U
les restrictions de T' & E* et E“ respectivement, de sorte que ch(7T') = max{||S||, ||T~}|}.
Posons N* = N~ {0}. Pour tout x € | ch(T), 1], par I'hypothése sur J, nous avons que

8 = max{ k(IS + ), U (k+8)} < 1.

249. Pour tout x € X, lexistence de ¢(z) est obtenue par application du théoréme du point fixe 9.10
dans la note de bas de page 177 a lapplication de Z dans Z définie par z — O(z,z). Le fait que ¢
est ¢'-lipschitzienne s’obtient en prenant z = ¢(x) et 2’ = p(z’) dans la formule d(O(z, 2),0(z’,2")) <
8’ max{d(z, '), d(z,2")}. La différentiabilité s’obtient en différentiant I'équation ©(z, ¢(z)) = p(x), sachant
que puisque © est §’-lipschitzienne, la norme de 'opérateur linéaire continu d?z,w(z))Q de différentielle en
(z,p(z)) de © par rapport a la seconde variable est au plus § < 1, donc ’endomorphisme id —d?m’v(z>>@
de Z est inversible.
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Considérons les espaces de Banach

= {5 = (@)nen: € (B ¢ o]l = sup w72l < +oo }
neN*

= {2y = (@)nen € (BN ¢ ||lzul| = sup £7"|J2}]| < +oo }
neN

et munissons les espaces vectoriels produits Z = &° x &% et E® x Z des normes sup.
Considérons I'application © : E* x Z — Z définie par (2, x5, 2,) = (ys, %) 011, pour
tout n € N, nous posons, en utilisant que f = F — T,

Yot = Fo(al +a}) = S(a3) + fo(al +a7) (124)
yr =2l + U@t = Fy(a? +20)) = U (@t — fu(a? +2])) . (125)
Notons que si (},/,) = O(«'%, 2, 2/,), nous avons
1
lys ™" =y < (ISI+6) I + ) = (25 + 2D (126)

donc

lys = ysll < &S+ Ol (s, 20) — (2, 2]
et de méme

yu = yull < NUTH (5 +6) (2, 2a) — (2, 2]l -

Donc, par la définition de ¢’, 'application © est §’-lipschitzienne.

Lemme 11.30. Soit k € (N~{0}) U {+o0}. Sik < 1 et si f est de classe CF, alors © est
de classe C*.

Démonstration. Considérons ’espace de Banach

& ={x=(2")nen € EN ¢ |z =sup &7"z"]| < +o0 }.
neN

Par la définition de © dans les formules (124) et (125), et par le fait qu'une application
linéaire continue est de classe C*°, il suffit de montrer que 'application f: & — & valant
f sur chaque composante (c’est-a-dire définie par (2" )nen — (f(2™))nen) est de classe CF.
Puisque x < 1, pour tous les éléments z = (2")peny et h = (h")pen de &, et pour tout

€ [0,1], les suites (z")nen, (A")nen et (x" + th™),en tendent vers 0 dans E. Donc les
différentielles din 4ipnf d'ordre £ de f sont de normes uniformément bornées pour tout
¢ € [1,k]. En particulier, application ¢-linéaire DY, de &* dans & définie par

((h?)neNa ey (h?)neN) = (dfc"f( Ty h[ ))nGN

est bien a valeurs dans &, et est continue. La formule de Taylor de f avec reste intégral

f@™ +h")
+Z—d£ N L

+Z —dz h*, .. ")

1 ! k=1 ik k " n
e /0 (1 08 (o f = o f) (O )

]' ! — n n
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et le fait que la norme d’opérateur || d¥, ., . f —d. f || tende vers 0 uniformément en n € N

et t € [0,1] quand sup,,cy ||h"|| tend vers 0, montre de plus que f est de classe C*, ayant
pour différentielle d’ordre £ 'application Dﬁ pour tout ¢ € [1, k]. O

Par le théoréme 11.29, pour tout x € E®, notons ¢(x) € &° x &* 'unique point fixe
de l'application z — ©(x, z), et notons G, : E* — E" application qui a z € E* associe
(o(2))2 (c’est-a-dire le premier terme de la seconde composante de () € &° x &Y).

Puisque F'(0) = T'(0)+ f(0) = 0, le point 0 est un point fixe de I’application z — ©(0, 2)
par les formules (124) et (125) définissant ©. Donc par 'unicité dans le théoréme 11.29, nous
avons p(0) = 0 et G,(0) = 0. Par le théoréme 11.29, I'application ¢ est ¢’-lipschitzienne.
Donc Gy, est §'-lipschitzienne (puisque la projection (xs,z,) + 20 de & x &* dans E est
1-lipschitzienne).

Si k< 1 et sl existe & > 1 tel que f soit de classe C*, alors par le lemme 11.30,
’application © est de classe C*. Donc 'application ¢ (et par conséquent Gy;) est de classe
C* par le théoréme 11.29. De plus, si dof = 0, alors par la formule (123) et le fait que
(O(2,0))% = UL f,(x) par la formule (125), nous avons doG, = 0.

Le but d’avoir introduit I'application © est que, en regardant les composantes dans la
somme directe E = E* @ E%, puisque 27 = y" si et seulement si 27! = F, (27, 27) par la
formule (125), nous avons 1’équivalence

n+l _ ynJrl
s s (127)

n __ n
u_yua

X

Vn €N, F(z +2") = 2" + 2" «— vneN, { o

c’est-a-dire si et seulement si ((z2)nen+, (1 )nen) est un point fixe dans Z de 'application
z + O(2Y, ). Donc pour tout xs € E*, par la définition de &%, 1'élément G () est un
élément x,, € E" tel que

Ts+xy € WE(F)={z € E : sup & "||F"(z)] < oo} .
neN

C’est de plus 'unique tel élément z,, par I'unicité du point fixe de z — O(zs, z). Ceci
montre que W (F') est le graphe de I'application G,.

Solent x = x5+ Gx(xs) et y = ys + G (ys) deux éléments de W2 (F'). Puisque la norme
est adaptée et puisque Gy est §'-lipschitzienne avec §’ < 1, nous avons

|z —y |l = max{[|zs — ys |, [|Grl@s) — Gulys) I} = [[2s —ys |l -
Donc par l'inclusion immédiate F(W2(F)) C W (F'), nous avons
I F(z) = F(y) || = [l Fs(z) — Fs(y) || -
Par les formules (127) et (126), nous avons
| Fa(z) = Fo(y) | < (IS +0) |z =yl -

Donc
Va,ye WAF), |[[F(z)-F)l <(Tesll+6) lz—yl. (128)

Ceci montre la formule (121). L’assertion (122) du théoréme 11.28 en découle, car nous
avons F'(0) = 0 et par 'hypothése sur §, nous avons ||S|| + < k. O
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11.8.2 Variétés stables et instables locales des difféomorphismes

Soient M une variété différentielle lisse et m : TM — M son fibré tangent. Soient

¢ : M — M un C*-diffSomorphisme (ott k € N — {0}) et A une partie compacte de M,

invariante par ¢ et (ks, ky,)-hyperbolique pour ¢, ou 0 < ks < 1 < K. Reprenons la norme

riemannienne || ||, 'application riemannienne exp et la distance riemannienne d de la partie
11.7. Fixons

k€ |max{rs, iy}, 1] . (129)

Munissons le fibré vectoriel 7'M, d'une norme || ||": TM|y — R adaptée a ¢. Une telle
norme est utile pour des raisonnements dynamiques, mais le fait qu’elle ne soit en général
pas de classe C'! est la raison de 'utilité d’introduire aussi une norme riemannienne pour
la procédure de localisation.

Pour tout € > 0 assez petit et pour tout z € A, notons

V(z,e) =exp,({veT.M : |v]|' <e}). (130)

Remarquons que puisque deux normes sur 7'M, sont équivalentes, et par la formule (116)
avec £o = x = z, il existe des constantes €/, > 0 et ¢’ > 1 telles que, pour tous les € € ]0, )]
et z € A, nous ayons

1
By(z, =€) CV(z,€) C By(z,c€) . (131)
c
Le résultat suivant montre en particulier I'intégrabilité (locale) des champs de plans

stable (E2).cr et instable (EY),cr, et donne les propriétés dynamiques des sous-variétés
intégrales (locales).

Théoréme 11.31. Il existe ¢,eqg > 0 tels que pour tout x € A, il existe deux boules ou-
vertes C*-plongées W (x) et Wit (z), d’adhérence des boules fermées C*-plongées, dans
M contenant xz, appelées respectivement les variétés stables et instables locales de x, dé-
pendant continiment de x%°°, telles que

(1)
Te(Wie(x)) = By et To(Wiee(2)) = By

S(Wie()) € Wi(0(z)) et ¢ (Wige()) € Wiso(¢7'(2))
VneN, Vyy € W), d(¢"(y),¢"(y)) <cr"dy,y),

VneN, Yy y' € Wi(z), d¢"(y),o ")) <cr™dy,y),

Wite(x) est égal & Wi (z) ={ye M : VneN, ¢"(y) € V(¢"(x),c0)},

Wi (x) est égal a Wh(x)={ye M : VneN, ¢ "(y) € V(¢ "(x),e0)} -

€0

250. pour la distance de Hausdorff entre parties d’adhérences compactes de M, ou la distance de Hausdorff
entre deux parties A et B d’adhérences compactes de M est la borne inférieure des € > 0 tels que A soit
contenue dans le e-voisinage de B et que B soit contenue dans le e-voisinage de A
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Nous renvoyons a l'exercice E.75 pour le calcul des variétés stables et instables locales
des difféomorphismes d’Anosov linéaire des tores (voir la partie 11.3) et a l'exercice E.76
pour le calcul des variétés stables et instables locales des points de I'attracteur de Smale
par lapplication du fer a cheval de Smale (voir la partie 11.5).

Remarquons que la notation W}? (x) et Wi (x) omet la mention de €, ainsi que de choix
de la métrique riemannienne || ||, avec son application exponentielle exp et sa distance d
associée. Cette notation dépend vraiment de ces choix. Par contre, le germe en x des sous-
variétés WP (x) et W (x) ne dépend pas de ces choix, et il est important et suffisant de
travailler quitte & restreindre & un voisinage ouvert de x dans ces sous-variétés.

Remarquons que la dépendance en x des variétés stables et instables locales est continue,
comme affirmé ci-dessus, mais méme si A = M, elle n’est en général pas trés réguliére (et en
particulier pas forcément de classe C* méme si A = M). Sauf cadre homogéne (comme par
exemple pour les feuilles stables et instables du flot géodésique des surfaces hyperboliques,
voir la partie 10.5), la seule régularité transverse aux feuilles que nous puissions espérer
est la régularité holdérienne (voir par exemple [[<H]).

Démonstration. Nous montrons l'existence des variétés stables locales, 'existence des
variétés instables locales s’en déduit en remplagant ¢ par oL
Notons F' = Gy : TM|, — T M, I'application donnée par le lemme 11.21 en prenant

Y = ¢. En particulier, en rappelant la notation F, = Fjy, ); pour tout x € A, nous avons

F,(0) = exp(;(lx) o¢ o exp,(0) = exp;(lx)(qﬁ(x)) =0. (132)

Si la constante 6 apparaissant dans ce lemme est assez petite, alors pour tout =z € A,
I'application F, —T,¢ est d-lipschitzienne avec § > 0 indépendant de x et que nous pouvons
supposer arbitrairement petit.

Le résultat technique suivant est juste une version fibrée du théoréme 11.28. Rappelons
que k < 1 a été fixé dans la formule (129).

Lemme 11.32. [l existe une famille continue (gz)zen d’applications g, : ES — EY de
classe OF et &'-lipschitziennes avec &' < 1, telle que g-(0) = 0 et dog, = 0, et dont le
graphe est s B N
Wiz, F)={veT,M : sup v " | F"(v)|’ < +oo}. (133)
neN

De plus, nous avons

F,(Wi(z, F)) € Wi(g(x), F) (134)
Vool € Wia, F), || F(v) = F) | < (ke +06) v —v'||', (135)
Voe W (z, F), Jim k77 F'()|' =0. (136)

Démonstration. Notons T = ¢, 'application définie par la formule (112) et
Fiom {0 Fyipn (oo (@)}, (137)

qui sont des endomorphismes linéaires continus de I'espace de Banach T'y(T'M|5) des sec-
tions ensemblistes bornées (pas forcément continues) du fibré vectoriel T'M|p. Par 'équiva-
lence des définitions 11.13, 'opérateur 1" est hyperbolique, et a pour décomposition associée

287



Ly(TM|p) = Ty(E®) @ Ty(EY), ot E° = (J ep By et E* = (U, cp £y sont les sous-fibrés
stables et instables de TM|A. Le fait que la norme || - ||" de TM |5 soit adaptée pour ¢
montre que la norme uniforme ||o||,, = sup,ep [|o(x)|]" sur T'y(TM|a) est adaptée pour T,
et que la constante d’hyperbolicité ch(T') de T est au plus max{xs, k, ' }. En particulier,
nous avons k € |ch(7"), 1] par la formule (129). Nous avons F'(0) = 0 par les formules (137)
et (132). Par les explications du début de démonstration du théoréme 11.31, 'application
F — T est §-lipschitzienne avec § > 0 que nous pouvons supposer strictement inférieur a
min{x — ch(T),ch(T)~! — k} > 0.

Puisque ¢ est de classe C*, par les propriétés de la procédure de localisation (lemme
11.21), Papplication F= C~¥¢ est la restriction & M|, d'une application de classe C* sur
TM. Par la derniére affirmation du lemme 11.21, nous avons doF' = T, donc do(F —T) =0
par linéarité de T

Par le théoréme 11.28, il existe donc une application Gy, : Ty (E®) — Ty (E"), qui est §'-
lipschitzienne avec &’ < 1 et de classe C¥, telle que G, (0) = 0, dgG = 0 (car do(F—T) =0
et par la derniére affirmation du théoréme 11.28) et W73(F) soit le graphe de G.

Pour tous les x € A et v € T, M, considérons la section ensembliste bornée o, de
TM |p valant 0 en tout point de A différent de x, et valant v en x. Pour tout x € M
fixé, Papplication de T, M dans I'o(T'M|p) définie par v — o, est linéaire continue, et en
particulier, nous avons

do((o0)1,01) = (0010 -
Nous avons de plus ||oy |5 = [[v]| et F™(0y) = O fn(yy POUT tout n € N. En particulier,

veWi(n(v),F) < o,€W:(F). (138)
Pour tout z € A, notons g, : £ — E¥ l'application définie par
gz 10— Gyloy)(z)

en remarquant que o, appartient a I'y(E®) et Gy (0y,) a I'y(E") lorsque v € E2.

Pour tout x € A, lapplication v — o, de T, M dans I',(T'M|,), ainsi que I'application
de T',(T'M|p) dans T, M d’évaluation des sections en z, sont linéaires continues, donc de
classe C*. Puisque I'application G, est de classe C* et par le théoréme de dérivation des
fonctions composées, 'application g, : ES — E¥ est donc de classe C*. Puisque doG, = 0,
nous avons dog, = 0 pour tout x € A.

Montrons que le graphe de g, est égal a W,ﬁ (z,F). Pour tousles z € A et o € Ty(TM |5),
nous avons F(o(x)) = F(o)(¢(x)) par la définition 137 de F, et donc par récurrence

F'(o(2)) = F"(0)(¢" ()
pour tout n € N. Par conséquent, si 0 € W;(F), alors

sup & " F(o(x))|' = sup & F"(0)(¢" ()] < sup & "|[F™(0)] < 400,
neN neN neN

donc o(z) € W (z, F). Pour tout v € EZ, nous avons

i)

v+ gz (v) = (00 + Gr(ow))(7)
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et o, + Gi(oy) € WE(F) puisque W;(F) est le graphe de l'application G. Nous avons
donc . B
v+ gz (v) € Wi(z, F) .

Réciproquement, si un vecteur w = ws + w,, € T, M appartient & /V[v/,f (z, F ), alors nous
avons oy, € ['h(E?®), 0y, € T'y(EY) et la section oy, = 0y, + 0y, appartient & WS (F') par
la formule (138). Puisque W (F) est le graphe de G, nous avons donc oy, = Gx(0w,), €t

Wy = Oy, (T) = Grlow,)(T) = gz(ws) -

Donc w appartient au graphe de g,.

Le fait que g, soit &-lipschitzienne découle du fait que G, l'est. Montrons que g,
dépend continiiment de z. Il suffit de montrer que si o5 € FS(ES), alors l'application
oy € Ty(E®) définie par 2 +— g,(0s()) est continue. Notons T9 et FU les restrictions de T
et I au sous-espace de Banach I')(T'M |5). Par le théoréme 11.28 appliqué a 70 et FO, il
existe une application GO dont le graphe est W2 (F?). Ceci implique comme ci-dessus que
(05 + G%(0s))(z) appartient a ’Wv,f(:z:, F), donc que

ou(2) = ga(0s(2)) = Gr(os)(2) .

Par conséquent, o, = G () est continue.

La formule (135) découle du théoréme 11.28 (et plus précisément de la formule (121)).

L’anté-pénultienne assertion (134) est immédiate par définition des W2 (z, F).

En itérant la formule (135) avec v = 0, la derniére assertion (136) découle du fait que
Kk > ks + 60 et que pour tout x € A, nous avons ﬁ(v’) =0siv =0¢&T,M. Ceci conclut la
démonstration du lemme technique 11.32. O

Revenons a la démonstration du théoréme 11.31. Fixons ¢y > 0 assez petit (& préciser
ultérieurement), et pour tous les € € |0, €] et © € A, posons

We(x)={yeM : VneN, ¢"(y) € V(¢"(z), )}, (139)
Bi(e) ={v e E: : ||v]]! <e€} et j,: Bi(ey) — M Vapplication définie par
Jz t v expy,(v+ gz (v)),

ol (gz)zex est la famille donnée par le lemme 11.32. L’application j, dépend contintiment
de x. Le second lemme technique suivant décrit les propriétés de cette application j,.

Lemme 11.33. (i) Si ey est assez petit, lapplication j,, est un plongement C*, envoyant
0 sur x, dont l'image est W (x), et qui vérifie Ty j.(Ej;) = Ej.
(i) Nous avons p(We(x)) C Wi (¢p(x)).

Démonstration. (i) L’application de E2 dans E? & EY, définie par vs — vs + go(vs),
est un C*-plongement comme graphe d’une application de classe C*, qui envoie 0 sur
(0,0). Puisque g, est ¢'-lipschitzienne, si €y est assez petit, I'image de B:(ep) par cette
application est contenue dans le domaine de définition du difféomorphisme exp,. Donc j,
est un C’k—plongement qui envoie 0 sur exp, 0 = x, si ¢y est assez petit.

L’application tangente

T ju : To(By(€)) = B — T, 0)M =T M
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de j; en 0 est I'application vs — v, car dog, = 0 par le lemme 11.32 et Tpexp, = idr,um
Nous avons donc Tj jz(ES) = E3.

Puisque ﬁw coincide avec exp;éﬁ) o ¢ o exp, sur des petits vecteurs (uniformément en
x € A d’aprés le lemme 11.21) et par la définition des voisinages V(z,€) dans la formule
130, si €g est assez petit, pour tout € € 0, €], nous avons

exp, (Wi (z)) = () exp; ' (7" 0 expyn(py({v € Tyn(myM = [[v]| < €}))
neN
= F (v € Tyn)M : |jv]| <e}).
neN
Cette intersection infinie est contenue dans 'intersection Ws(a; F )N{veT, M : |v|]| <ce}

par la définition de W S(z, F) dans la formule (133) et par le fait que F est x-lipschitzien
sur cette intersection infinie par I'assertion (121) du théoréme 11.28 appliquée avec k = 1.

Puisque F(0) = 0 et F contracte Ws (z, F), I'inclusion inverse est aussi vérifiée, et donc
WE(x) = exp, (WE(z, F) N {v e T.M : |jv||' < €}) . (140)

Puisque le graphe de g, est égal a W,f (z, F ) par le lemme 11.32 et puisque la norme est
adaptée, nous avons j.(Bj(eo)) = W (z).

(ii) Puisque k > ks + 0, le fait que ¢(WZ(z)) C Wi (¢p(x)) découle du fait que, par le
lemme 11.32, 'application F est (ks 4 ¢)-lipschitzienne sur W;(z, F'). O

Vérifions maintenant les assertions du théoréme 11.31 concernant les variétés stables
locales. L’assertion (5) est la définition de W (x) = W¢ ().

Le lemme 11.33 (i) montre que Tp j,(E;) = Ej et que W} (x) est I'image de la boule
ouverte B3 (ep) de E; par le plongement j,. L’assertion T, W} (z ( ) = EZ du théoréme 11.31
(1) en découle.

L’assertion ¢p(W () € Wi (¢(x)) du théoréeme 11.31 (2) découle du lemme 11.33
(i)

Enfin, I'assertion (3) concernant les varietes stables locales découle de la propriété (135)
de contraction de F qui coincide avec exp’,, ¢( )© ¢ o exp, sur des vecteurs proches de la

section nulle, de la formule (116) et de I’équivalence des normes. U

11.8.3 Variétés stables et instables globales des difféomorphismes

Reprenons les notations M, ¢, A et d pour la définition des variétés stables et instables
locales.

Pour tout point z € A, définissons la variété stable (globale) de x, notée W#(x) ou
W#(x, ¢) lorsqu’il convient de préciser ¢, par

s _ n n
W) = {y € M: lim_d(¢"(x).6"(3)) = 0} (141)

De méme, la variété instable (globale) de z, notée W*(x) ou W*(x, ¢) lorsqu’il convient
de préciser ¢, est définie par

W' (z) =Wz,¢7 ) ={yeM: lim d¢ "(z),¢ "(y) =0} . (142)

n—-+oo
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Les variétés stables et instables des points de A sont clairement équivariantes par ¢ :

dW?(x)) = W3(o(x)) et ¢(W"(z)) = W*(o(x)) . (143)

Notons que deux variétés stables sont ou bien disjointes ou bien confondues : pour tous

les 7,y € A, si Wé(x) N W3(y) # 0, alors W*(z) = W3(y).?! De méme, deux variétés
instables sont ou bien disjointes ou bien confondues.

Par la définition des variétés stables et instables, et par le théoréme 11.31, nous avons

= J o7 (Wike(¢"(2))) et W) = | ¢"(Wite(¢™"(2))) - (144)

neN neN

252

Par le théoréme 11.31 (2), ces unions sont des unions croissantes. Toujours par le théoréme
11.31, il existe e > 0 tel que pour tout & € A, nous ayons

We(z) ={yeM : limsup d(¢"(z),¢"(y)) < e},

n—-+00

et il existe k > 0 tel que pour tout x € A, nous ayons

Wiz)={yeM : lim r "d(¢"(z),¢"(y) =0},

n—-+o0o

et de méme pour les variétés instables en remplacant ¢ par ¢~ 1.

Le résultat suivant dit en particulier que les variétés stables et instables globales sont

des sous-variétés immergées (qui ne sont pas fermées en général, voir par exemple ’exercice
E.75).

Théoréme 11.34. Pour tout point = € A, il existe des immersions de classe C* injectives
Jo  ES — M et j, : E* — M d’images égale o W*(z) et W™ (x) respectivement, telles
que les applications x +— j, et x — j. soient continues sur A pour la topologie C*. Le
sous-espace tangent en x G sa variété stable/instable est le sous-espace stable/instable de
l’espace tangent en x :

T.(W*(z)) = E;

T

et T,(W"'x))=E;.

Nous renvoyons a ’exercice E.75 pour le calcul des variétés stables et instables globales
des difféeomorphismes d’Anosov linéaire des tores (voir la partie 11.3) et a l'exercice E.76
pour le calcul des variétés stables et instables globales des points de I'attracteur de Smale
par Papplication du fer & cheval de Smale (voir la partie 11.5).

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour la variété stable. Reprenons les
notations F' et (g;)zea de la démonstration du théoréme 11.31. Pour tous les z € A et vy €
E? . soit V un voisinage compact de vy dans E?. Puisque F}, coincide avec exp;(lm) o poexp,

251. En effet, si z € W?*(x) "W?*(y), alors pour tout w € W?(z), la distance d(¢™(w), ¢" (y)), qui est infé-
rieure ou égale a la somme d(¢" (w), ¢" (z)) + d(¢™ (), 9" (2)) + d(¢™(2), ™ (y)) par I'inégalité triangulaire,
converge vers 0 quand n — 400, donc w € W?(y). D’ou l'inclusion W*(x) C W?(y), qui est une égalité
par symétrie.

252. L’assertion (5) du théoréme 11.31 et la formule (131) montrent que si y € W?*(z), alors il existe
no € N tel que pour tout n > ng, nous avons ¢"(y) € V(¢"(x),€0). Donc ¢™°(y) € Wi (¢™°(z)), ce qui
donne Vinclusion W*(z) C U, eny @ " (Wit (¢"(2))). L’assertion (3) du théoréme 11.31 montre I'inclusion
réciproque.

291



sur les petits vecteurs de T, M par le lemme 11.21, puisque le graphe de g, est égal a
Wi(x, F') (défini par la formule (133)) sur lequel F' contracte par le lemme 11.32, il existe
ng € N tel que pour tous les n > ng et v € V, le point

Jo(0) = ¢ 0 exPyn(yy F (v + gu(v))

ne dépend pas de n. En utilisant la partie gauche de la formule (144) et les propriétés des
variétés stables locales, le résultat en découle. [l

11.9 La structure de produit local

Reprenons les notations M, ¢, A et d pour la définition des variétés stables et instables
(locales et globales).

Par la transversalité des sous-fibrés stable et instable E° et E%, et par la continuité
des feuilles stables et instables locales, qui sont tangentes aux fibres stables et instables,
si « et y sont suffisamment proches, alors la feuille stable locale W} (z) de x rencontre
la feuille instable locale W} (y) de y en un et un seul point, noté [z,y| (voir le dessin ci-
dessous) et appelé le crochet de Bowen (local) de z et y. Plus précisément, par uniformiteé,
il existe € = €j(A) > 0 et g = bp(A) > 1 tels que pour tous les z,y € A et € € 0, €], si
d(z,y) < 0y 'e, alors

e lintersection W (x) N W (y) est réduite & un seul point, et

e ce point appartient de plus & W2 (z) N W(y).

Wit (y)

loc

I1 découle de la définition (139) des variétés stables locales et de la propriété (131) de
I’exponentielle des boules pour la norme adaptée, qu’il existe une constante ¢; > 0 telle
que pour tous les € > 0 assez petit et x,y € A tels que d(x,y) < ¢, nous ayons

[z,y] € By(z,c1e) N By(y, cie) . (145)
Par invariance et unicité, si d(z,y) < 6, o et d(¢d(z), d(y)) < 05 'eo, alors

o([z,y]) = [¢(z), o(y)] -

Nous dirons que la partie hyperbolique A admet une structure de produit local 8’1l existe
€1 € ]0, €g] tel que pour tous les z,y € A tels que d(z,y) < 90_161, nous avons [z, y] € A. Ceci
est automatiquement vérifié si A = M, c’est-a-dire si ® est une difféomorphisme d’Anosov.
Nous montrerons dans l’exercice E.76 que cette propriété est vérifiée pour 'attracteur de
Smale A (voir la partie 11.5). Mais cette propriété n’est pas toujours vérifiée.
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Si A admet une structure de produit local, alors pour tous les € > 0 assez petit et x € A,
nous avons un homéomorphisme de AN By(x,€) dans V7 x V* ou V;? est un voisinage de x
dans AN (x) et V' est un voisinage de « dans ANW}% (), donné par y — ([z,y], [y, z]).

Nous dirons que la partie hyperbolique A est localement mazimale (ou isolée) s'il existe
un voisinage U de A tel que A =, ., ¢~ "(U).

Théoréme 11.35. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) la partie hyperbolique A admet une structure de produit local,
(2) la partie hyperbolique A est localement mazimale,

(3) il existe e3 > 0 et un voisinage U de A tel que pour toute ez-pseudo-orbite (x;);cz de
¢ dans U et pour tout = € M tel que sup;cz d(¢'(x),z;) < copea (0w cog > 0 est la
constante du lemme de pistage 11.23 pour A), nous ayons x© € A.

Démonstration. Montrons que (3) implique (2). Prenons un voisinage U de A assez petit
pour vérifier les hypothéses du lemme de pistage et de l'assertion (3). Alors pour tout
x € (,ez @ "(U), Porbite (¢™(x))nez est une e-pseudo-orbite dans U qui reste a distance
nulle (donc au plus cpe) de 'orbite de x pour tout € > 0. Donc 'unicité dans le lemme
de pistage et I'assertion (3) impliquent que 2 € A, donc [,z ¢~ "(U) C A, et I'inclusion
inverse est évidente par invariance.

Montrons que (2) implique (1). Soit U un voisinage de A tel que [, ¢ "(U) = A.
Soit € € 10, €g] tel que les feuilles locales W2(x) et W (x) soient contenues dans U pour
tout x € A.

Soient x,y € A tels que d(z,y) < 9616. Alors par la définition du crochet de Bowen,
nous avons [x,y] € W(z) N W¥(y) C U. Pour tout n € N, par les propriétés du théoréme
11.31 (2) des feuilles locales et par 'invariance de A par ¢, nous avons

¢"([z,y]) € W2(9"(x)) CU et ¢7"([z,y]) e W9 "(2)) C U .

D’ou [z,y] € ez @ "(U) = A.

Montrons que (1) implique (3). Soient €; > 0 comme dans la définition de la propriété
de produit local. Soient (z;);cz et x comme dans (3), pour des e > 0 et U assez petit que
nous allons préciser. Quitte a prendre U assez petit et & remplacer z; par un de ses points
le plus proche sur A, nous pouvons supposer que x; € A. Par la derniére affirmation du
théoréme 11.23, si €2 > 0 et U sont assez petit, nous pouvons supposer que x appartient a
un ensemble hyperbolique compact A’ contenant A.




Si €2 > 0 est assez petit (devant les constantes nécessaires pour définir le crochet de
Bowen pour la partie hyperbolique compacte A’), alors par ’hypothése de P'assertion (3),

nous avons
d(.CE,:L'o) < cpeg < 90(1\/)7163([\/) .

Donc les points 1 = [z, 7] et = = [z, x| sont bien définis. De plus, par la formule (145),
nous avons z1,x_ € By(zo, cicpez). Par Uinégalité triangulaire, si eo > 0 est assez petit,
nous avons donc

d(z_,z4) < 2c1c0ez) < Op(A) " Ley .

Montrons qu'ils appartiennent a A, ce qui par 'assertion (1) et la formule centrée ci-dessus
implique que x, qui est égal a [x1, 27|, appartient a A. Par symétrie, il suffit de montrer
que z+ € A.

Montrons par récurrence que si ea > 0 est assez petit, il existe une constante co > 0 et
une suite (});en telle que g = zo, 5 € ANWE, , (24) et ) = [ziq1, p(])].

Nous avons zg € A N W, (o) pour tout ¢ > 0 et nous posons x(, = g. Supposons
x}, construit. Alors pour € est assez petit devant la constante ey du théoréme 11.31 (plus
précisément si ez < £2), nous avons ¢(z;) € V(¢(x:),c262) par la définition (139) des
variétés stables locales. Si €3 est assez petit devant la constante €, de la propriété (131) de
I'exponentielle des boules pour la norme adaptée (plus précisément si eg < %), alors cette
propriété montre que

d(p(x:), d(z7)) < c(c2€2) -

Donc, si €2 est assez petit, puisque la suite (z;);cz est une eg-pseudo-orbite de ¢, nous
avons

d(ziy1, $(2})) < d(wigr, (i) + d(d(2;), d(2)) < ea + (cae2) < Oy eq

Par l'assertion (1), le point xj,; = [2;11,¢(x;)] est donc bien défini et appartient a A.
Comme affirmé dans | , page 284], il appartient & W2 _ (2i11) si c2 est assez grand
(indépendant de 7).

Notons alors (z});ez la suite dans A étendue par x} = x; pour i # 0. Si ez est assez
petit et ¢ > 0, nous avons qb_l(Wgé (7i41)) C W (z5). Donc ¢'(z1) = [¢'(x), ] € A. Par
conséquent T = 'ligl ¢~ "(x}), qui appartient & A, comme voulu. O

1—+00

Nous dirons qu'une partie A d’une variété M munie d'un C'-difféomorphisme ¢ est
une piéce basique de ¢ si elle est invariante, compacte, hyperbolique, localement maximale
et si ¢ est transitif sur A (c’est-a-dire admet une orbite dense dans A).

Par exemple, si ¢ : R — R? est le fer a cheval de Smale, alors Iattracteur de Smale
A est une piéce basique : par construction, le carré unité @ =]0, 1[2 est un voisinage de
A tel que A =),z ¢"(Q), donc A est localement maximal. Voir I'exercice E.76 pour une
vérification directe que A vérifie la propriété de produit local.

Le fait que les points de 'attracteur de Smale, qui sont périodiques pour le fer a cheval,
sont denses dans cet attracteur est en fait un résultat général sur les piéces basiques.

Proposition 11.36. Si A est une piéce basique d’un C-difféomorphisme ¢ d’une variété
M, alors l’ensemble des points périodiques de ¢ dans A est dense.

Démonstration. Ceci découle du corollaire 11.25, du fait que I’ensemble non errant d’un
systéme dynamique transitif sans point isolé est égal & tout l’espace (voir I'exercice E.61),
et du fait qu’une piéce basique qui a un point isolé est réduite & une orbite périodique. [
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11.10 Exercices

Exercice E.71. Soit E un espace de Banach. Un endomorphisme linéaire continu 7' de
E est dit linéairement structurellement stable s'il existe € > 0 tel que si S € Z(F) vérifie
IT — S|| < e, alors T et S sont topologiquement conjugués.

(1) Montrer que pour toute application lipschitzienne ¢ : F — E, il existe une application
lipschitzienne ¢ : E — FE bornée, qui coincide avec ¢ sur la boule unité de F, telle que

Lip (¢) <3 Lip (¢).

(2) Montrer que I'ensemble des automorphismes linéaires hyperboliques de E est ouvert

dans Z(F).

(3) Montrer qu'un automorphisme linéaire hyperbolique est linéairement structurellement
stable.

Exercice E.72. Montrer qu'il existe pour N > 4 un automorphisme linéaire du tore TV,
qui est mélangeant pour la mesure de Haar du tore TV, et qui n’est pas structurellement
stable.

Exercice E.73. (Lemme de pistage linéaire) Soit 7' un automorphisme linéaire
continu hyperbolique d’un espace de Banach E, dont la norme ||.|| est adaptée a T, et
e > 0. Montrer que, pour toute suite (y,)necz dans E telle que

sup |yn+1 — T(yn)|l <e,
nez

il existe un unique point y de F tel que

€

su -1 <

Autrement dit, toute e-pseudo-orbite de T est €’-pistée par une unique (vraie) orbite avec

¢/ = —=—. On pourra se ramener au cas ||T']| < 1 et considérer y = lim T"(y_p).
1—ch(T) n—-+o0

Exercice E.74. Soient M une variété différentielle lisse et & € NN\ {0}. Rappelons qu'un
point fixe xy d’'un C'-difféomorphisme ¢ de M est hyperbolique si son application tangente
Twyd € ZL(TyyM) n’a pas de valeur propre (complexe) de module 1. Notons Diff* (M)
I'espace de Baire des C*-diffeomorphismes de M muni de la convergence uniforme sur les
compacts des applications et de leurs applications tangentes jusqu’a l'ordre k.2°? Nous
supposons que M est compacte dans cet exercice.

(1) Pour tous les p,q € N, construire un C!-difféomorphisme du cercle préservant
I'orientation ayant exactement 2p points fixes, tous hyperboliques, et, si ¢ > 1, un C'-
difféeomorphisme du cercle préservant l'orientation ayant exactement p + ¢ points fixes,
dont p hyperboliques et ¢ non hyperboliques.

(2) Soit ¢ un C'-diffeomorphisme du cercle préservant l'orientation ayant un nombre
fini non nul de points fixes, tous hyperboliques.

e Montrer que ¢ admet un nombre pair de points fixes, notés p1, ..., por dans 'ordre
trigonométrique.

253. Voir les définitions et propriétés de la topologie C* avant le corollaire 11.19.
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e Montrer qu’il existe € > 0 assez petit tel que les arcs ouverts de cercle A; de longueur
2¢ centrés en p; sont deux a deux disjoints, et que si ¢’ est C'-proche de ¢, alors ¢ a
exactement un point fixe p; dans chaque arc de cercle de longueur 2¢ centré en p; et n’a
pas de point fixe en dehors des A;.

e En fixant un point a; de l'arc de cercle entre p; et p;4+1 qui n’appartient pas a
A; U A;1, montrer qu’il existe une application continue h : S; — S; telle que, pour tout
i € [1,2k], nous avons h(p;) = p}, h(a;) = a;, h(¢(a;)) = ¢'(a;), h est affine sur 'arc de
cercle entre a; et ¢(a;), et hop = ¢’ oh.

e En déduire que ¢ est structurellement stable. 2°*

(3) Soient ¢ € Diff*(M) et U un ouvert de M d’adhérence compacte dans laquelle ¢
admet un et un seul point fixe z4 tels que x4 € U et I'application tangente de ¢ en ce point
soit sans valeur propre égale a 1 (respectivement soit hyperbolique). Montrer qu’il existe
un voisinage ¥ de ¢ dans Diffk(M ) tel que tout ¢’ € ¥ admette un et un seul point fixe
Ty dans U, et tel que 'application tangente de ¢’ en ce point est sans valeur propre égale
a 1 (respectivement sans valeur propre de module égal & 1). On pourra successivement, si
1 n’est pas valeur propre de d; ¢, et si ¢ est Cl-proche de ¢ :

e se ramener au cas ot M = RY et Ty =10;

e montrer que l'application gg/ :x — ¢ (x) — x est un difféeomorphisme d’un voisinage
ouvert de 0 sur un voisinage ouvert de 0, et en déduire que ¢’ admet un point fixe x4 ;

e montrer que ¢ admet au plus un point fixe dans un voisinage de 0 ;

e montrer que si de plus dy,¢ n’a pas de valeur propre de module égal a 1, et si ¢
est Cl-proche de ¢, alors d% ¢’ n’a pas non plus de valeur propre de module égal a 1, en

considérant les applications z — ¢'(z) — Az pour tout A € S;.

(4) Montrer que le sous-espace E; (respectivement Ey) de Diff* (M) des C*-difféomor-
phismes de M ayant un nombre fini de points fixes et en lesquels 'application tangente de
¢ est sans valeur propre égale a 1 (respectivement est hyperbolique) est un ouvert dense.
Pour montrer la densité, on pourra successivement

e en appliquant le théoréme de Sard?*® a I'application f : z +— z — ¢(x), montrer
que pour toute application 1 : @ — RY de classe C, ot Q est un ouvert de RY, il existe
des y arbitrairement proches de 0 tels que I'application 1, :  — ¢(x) + y ait, dans tout
compact de €2, un nombre fini de points fixes, en lesquels la différentielle de 1 n’a pas la
valeur propre 1;

e montrer que tout point de M admet un voisinage U d’adhérence compacte tel que
'ensemble Eyy des C*-diffeomorphismes de M qui n’ont qu’un nombre fini de points fixes
dans U, ceux-ci appartenant a U, et en lesquels la différentielle de ¢ n’a pas la valeur
propre 1, est un ouvert dense de Diff* (M) ;

254. Pour tout k € (N~ {0}) U {oo}, un systéme dynamique différentiable (X, $) de classe C* est dit
structurellement stable s’il existe un voisinage ¥ de ¢ dans Ck(X, X) pour la topologie C* tel que tout
élément ¢’ € ¥ soit topologiquement conjugué & ¢. En général, la conjugaison n’est pas de classe C*.
255. Si f: M — N est une application C' entre deux variétés différentielles lisses, une valeur critique de
f est un point y € N tel qu'il existe un point € M tel que f(z) =y et Tpf : To M — T, N ne soit pas
surjective. Une valeur réguliére est un point de N qui n’est pas valeur critique. Le théoréme de Sard (voir
par exemple le joli petit livre [Mil], ainsi que | , §6] pour le cas m = n qui nous intéresse ici) dit que
si M et N sont deux variétés de dimensions m et n, et si f : M — N est une application de classe C* ou
k > max{0, m —n}, alors 'ensemble des valeurs réguliéres de f est dense dans N (en fait de mesure pleine
pour toute mesure sur N absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue dans chaque carte).
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e en déduire la densité cherchée, en utilisant aprés vérification, dans le cas des points
fixes hyperboliques, que pour tout € > 0, il existe une fonction ¢, : RY — RN valant = en
dehors de B(0, 2¢), valant (1 —€)x sur B(0, €) et convergeant en topologie C* vers l'identité
quand € tend vers 0.

(5) Montrer qu'il existe un G5 dense de Diff*(M) constitué d’éléments, ayant, pour
tout n € N, un nombre fini de points périodiques de période n, tous hyperboliques.

(6) Montrer que si ¢ est un C*-diffeomorphisme structurellement stable de M, alors ¢
admet, pour tout n € N, un nombre fini de points périodiques de période n.

Exercice E.75. Notons .Z = (? D et ¢ = ¢y :x mod Z? — #x mod Z? le difféo-

morphisme du tore T? = R?/Z? défini par la matrice .Z.

(1) Montrer que 0 € T? est un point fixe hyperbolique de ¢, et déterminer les espaces
stable Ej et instable Ej dans ToT? = R2.

(2) Calculer les variétés stable W#5(0) et instables W*(0) de 0, et montrer qu’elles sont
denses dans T?.

(3) Pour tout x € W#(0)NW™"(0) (un tel point différent de 0 est appelé un point homocline
du point fixe 0), décrire 'orbite compléte de z.
Exercice E.76. Soient ¢ : R — R? le fer a cheval de Smale, et A I'attracteur de Smale.

(1) Calculer les points fixes de ¢. Pour tout € A, calculer les espaces stable E? et instable
E* dans T,R? = R2. Calculer les variétés stables et instables locales.

(2) Calculer I'adhérence de l'intersection avec le carré unité [0,1]? d'une variété stable ou
instable globale.

(3) Montrer que A vérifie la propriété de produit local.

(4) Montrer que ¢ est un difféomorphisme de Kupka-Smale, c’est-a-dire que tous les points
périodiques sont hyperboliques, et que toutes les intersections £ € W*5(x) N W*(x) des
variétés stable et instable d’un point périodique = sont transverses.
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11.11 Appendice 1 : rappels de théorie spectrale

Nous renvoyons par exemple a | , , | pour une introduction a la théorie
spectrale.

Spectres des opérateurs complexes

Soient E un espace de Banach complexe et T' € Z(E) un endomorphisme linéaire
continu de E. Le spectre de T, noté Sp(T'), est ’ensemble des A € C tels que T'— Aid ne
soit pas inversible dans .Z(E) (ou, de maniére équivalente par le théoréme de Banach, 2°°
ne soit pas bijectif). L’application Ry : C\Sp(T) — Z(F) définie par A — (T — Xid)~!
s’appelle I'application résolvante de T. Le rayon spectral de T est

p(T) = sup [Al
AeSp(T)

(avec la convention usuelle que p(T") = —oo si Sp(7T') est vide).
Par la définition de son spectre, 'opérateur 7" est inversible si et seulement si 0 ¢ Sp(7),
et alors

— _ 1
Sp(T~Y) =Sp(T)~! = {X : A€ Sp(T)} .
En particulier, pour tout k,, > 1, si Sp(T) C {z € C : |z| > Ky}, alors T est inversible et

par la compacité de Sp(T") (voir le théoréme 11.37 (i) ci-dessous), nous avons

1
p(TH<—<1.
Fou

Nous renvoyons par exemple a | , §1.3] pour une démonstration du résultat suivant.

Théoréme 11.37. Soient E un espace de Banach compleze et T € Z(E).
(i) Le spectre Sp(T') de T est un compact de C, et

p(T) < ||T| .
(ii) Si Sp(T') est non vide, alors

1
— 3 m
p(1)= tim TV
(#i) Le spectre Sp(T) de T est non vide si et seulement si E # {0}.
(iv) L’application résolvante Ry : C\Sp(T') — Z(FE) est holomorphe =" et les éléments
de son image commutent deux & deux. O

257

Sur la complexification des espaces de Banach réels

Faisons des rappels sur la procédure de complexification des espaces de Banach réels. Le
lecteur savant pourra en omettre la lecture et passer directement a la sous-partie suivante.
Dans cette sous-partie, notons F un espace de Banach réel. L’espace vectoriel com-
plexe Ec complexifié de E est 'unique (modulo unique isomorphisme d’espaces vectoriels

256. Le théoréme de Banach dit que si E et F sont deux espaces de Banach réels ou complexes et si
f: E — F est une application linéaire continue bijective, alors f =1 : F — E est aussi continue.

257. Notons que l’espace vectoriel £(E) des endomorphismes linéaires continus de F, muni de la norme
d’opérateur, est un espace de Banach complexe.
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complexes valant lidentité sur E) espace vectoriel complexe dont l’espace vectoriel réel
sous-jacent (Ec)gr contient E et est somme directe (au sens des espaces vectoriels réels)
(Ec)r = E @i E. Tout élément z de E¢ s’écrit de maniére unique z = x + iy avec x,y
des éléments de E, appelés respectivement les partie réelle et partie imaginaire de z. Pour
tout A = a +ib € C avec a,b € R, nous avons Az = (ax — by) + i(ay + bx). L’espace
vectoriel réel (Ec)r admet une involution R-linéaire canonique ¢ : Ec — Eg, définie par
z=x+1iy+— z =x — iy d’ensemble des points fixes F, appelée la conjugaison complexe
de Ec. Notons que
VAEC, Vz€Ee, t(hz)=Xu(2).

Un sous-espace vectoriel complexe I’ de E¢ est le complexifié F- d'un sous-espace vectoriel
réel F' de F si et seulement s’il est stable par ¢, et alors F = F' N E.

Toute norme || || sur 'espace vectoriel réel E s’étend (en fait de nombreuses maniéres
possibles, nous donnons une formule surprenamment subtile, mais élémentaire & vérifier)

en une norme || ||c sur 'espace vectoriel complexe Ec par 2°®
Va,y€e FE, T+ = ma cosf) x + (sind . 146
veE, lo+iyle= max (cos) s+ (sin0) (140

Si (E,| ||) est un espace de Banach, alors (Ec,|| ||c) est un espace de Banach. Ceci est
¢lémentaire a vérifier, en remarquant que ||z + iy ||c > max{ ||z |, [[y| } pour tous les
x,y € E, donc les parties réelle et imaginaire de toute suite de Cauchy de (Ec, || ||c) sont
des suites de Cauchy de (E, || ||).

Toute application R-linéaire T': £ — F s’étend de maniére unique en une application
C-linéaire Tt de E¢ par Te(x+iy) = T(x) +iT(y) pour tous les z,y € E. Nous avons les
propriétés dites fonctorielles idc = id et (T'oT")¢c = Te o T.. En particulier, (T")c = (Tc)"
pour tout n € N et si T est inversible, alors Tt l'est et (T¢) ™! = (T~ 1)¢. Réciproquement,
supposons que T¢ soit inversible. Remarquons que T¢, considérée comme une application
R-linéaire de (E¢)r dans (E¢)gr, est diagonale par blocs dans la décomposition en somme
directe vectorielle réelle (Ec)r = F @ ¢ E, et vaut T sur le premier bloc. Donc I'opérateur
T est inversible. L’extension Tr commute avec la conjugaison complexe de E¢ :

Tcot=101¢.

Si T est continue pour une norme || || sur E, alors Tt est continue pour || ||c, et a la méme
norme d’opérateur (ce qui justifie le choix de I'extension de la norme par la formule (146)) :

I Tcllc = 1T -
En effet, nous avons

[Te(z +iy)llec = 1T(@) +iT(y)llc = plnax [(cos ) T'(x) + (sin6) T(y) |

— T ) in@ <|T ylle
eéﬁ?ﬁix” ((cos@) x + (sin0) y) | < |T| [|x +iyllc

258. Cette formule correspond a I’extension de la valeur absolue de R en la valeur absolue de C. Supposons
que la norme || || de FE soit euclidienne, venant d’un produit scalaire euclidien ( , ) sur E. Alors F¢ est
muni du produit scalaire hermitien (, )¢ défini par

Va,y,a',y € E,  (z+iy, 2 +iy)e = ((z,2") + (y,y) +i((y,2") — (z,9)) .

Sa norme associée ||z + iy|lc = v/||z||? + ||y||? étend la norme de E, mais ne coincide pas avec la formule
(146) précédente si la dimension de E est au moins 2.
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Donc |Tc|lc < ||T| et comme (Tc)z = T, I'inégalité inverse est immédiate.
Spectres des opérateurs réels

Soient F un espace de Banach réel et T € Z(F) un endomorphisme linéaire continu de
E. Notons E¢ l'espace de Banach complexe complexifié de E et T¢ I'extension %-linéaire
de T & Eg.

Nous définissons le spectre de T, noté Sp(T'), par

Sp(T) = Sp(Tc) - (147)

Notons que Tc — Aid = ¢ o (Tt — Aid) o ¢ ou ¢ est la conjugaison complexe de E¢. Donc
(c’est une propriété bien connue en dimension finie) le spectre de T est invariant par la
conjugaison complexe : pour tout A € C, nous avons A € Sp(7T') si et seulement si A € Sp(T),
ou autrement dit

Sp(T) = Sp(T) - (148)
Propriétés spectrales des opérateurs complexes

Proposition 11.38. Soient E un espace de Banach complexe, T € £ (FE) et ks € ]0,1].
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) p(T) < ks,
(2) il existe une norme || ||' sur E équivalente a la norme || || de E telle que la norme
d’opérateur || || de T pour || ||" vérifie |T||" < ks,

(3) il existe K, €10, k5] et ¢ > 0 tels que pour tout n € N, nous ayons ||T"|| < ¢ (k)™ .

Démonstration. Le résultat est immédiat si £/ est nul. Supposons donlc que E n’est pas
nul. Le fait que (1) implique (3) découle du fait que p(7) = lim ||7"||» en prenant pour

n—-+00
k), n’'importe quel élément de |p(T), ks|.
Le fait que (3) implique (2) se vérifie comme dans la démonstration du lemme 11.2 (3)
en posant, pour N assez grand,

N-1
lzll" =) & NT @)l -
=0

Le fait que (2) implique (1) découle du fait que lim ||T%|= = Lm (|T7|)=
n

—+00 n——+o0o
puisque les deux normes || || et || || sont équivalentes. O

Proposition 11.39. Soient E un espace de Banach compleze et T € L(FE). Supposons
que Sp(T) = 01 U oy avec o1 et oy des compacts disjoints, tels qu’il existe une courbe de
Jordan lisse v : S1 — C contenant o1 dans son intérieur et oo dans son extérieur. Alors il
existe deux sous-espaces vectoriels fermés E1 et Fy de E tels que

E=F & E,, T(El) C Fq, T(EQ) C BEs, Sp(T|E1) =01, Sp(T‘EQ) =09 .

Démonstration. Soit v une courbe de Jordan lisse orientée dans le sens trigonométrique,
telle que o soit contenu dans la composante connexe bornée de C~\~y et gy soit contenu
dans la composante connexe non bornée de C\ . En déformant un peu ~ par compacité
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de o9, soit 7/ une courbe de Jordan lisse orientée dans le sens trigonométrique, telle que
~ soit contenue dans la composante connexe bornée de C\ v’ et o9 soit contenu dans la
composante connexe non bornée de C\v'. Par le théoréme des résidus, puisque v est dans
la composante connexe bornée du complémentaire de 4/, nous avons

VN e / _0 et Ve 1/‘”—1 (149)
th A= N ¢ LT W S U

Puisque 7 et 7/ sont contenues dans C~\Sp(7T') et par le théoréme 11.37 (iv), 'application
A = Rp(X) est analytique complexe sur un voisinage de ’anneau de C dont les bords sont
v et 4. Le théoréme des résidus dit donc que

1 1
~!

um ~ um

Notons Py = 5 f7 Rp(X) dX € Z(E) cet opérateur linéaire continu et P, = id —P;.
Montrons que P; est un projecteur lindaire continu, c’est-a-dire que PZ = P;. Ceci montrera
que Py est aussi un projecteur linéaire continu (car alors

(id—P)* =id —2P, — P2 =id—Py),

que E1 = Pi(E) et Ey = P»(E) sont fermés (car nous avons E; = ker(id —P;) = ker P, et
= ker(id —P,) = ker P}), et que E est somme directe de F et de Fy (car id = P} + P,
et ker P, N Py (E) = {0}).
Nous avons, pour tous les A\, \' € C\Sp(T),

Rr(\) = Rp(\) (T = Mid +(A = N)id ) Rp(N) = Rp(N) + (A — X)Rp(\) Rp(X) . (150)

D’o1, en utilisant le théoréme de Fubini et les formules (150) et (149)

1 Rr(\) — Rp(N)
Pl= Rr(\)Rp(N) dX dX = // X dN
! (2271')2 /Y’/Y T( ) T( ) 227T 1Sy )\ N
1 1 XN 1 dX
= [ Rp(\) o~ Ry(N) o =P.
2ir L TN 3 /7 Ao P / TN g5 e '

Puisque 7" commute avec Rp(A) pour tout A € C\Sp(T), il commute avec P; par
intégration et avec P = id —P;. Donc T préserve Ey = Pi(E) et Ey = Po(E).

Montrons que
Sp(T') = Sp(T'|e,) USP(T | &,) - (151)

En effet, pour tout A € C, puisque £ = E; @ F3 et comme F; et Fy sont fermés et
invariants par T' — Aid, ’endomorphisme linaire continu 1" — Aid de E est inversible si et
seulement si ses restrictions & F7 et & Fy le sont.

[Voici une autre méthode, plus longue. Pour tout A € C\Sp(T), en intégrant sur X' €
la relation de commutation

Rr(\Rr(X) = Rr(N)Rr(X) |
nous avons Py Ry () = Ry (A\)Pr. En particulier Ry (M) préserve By = Pi(E), et

Rr(N) |, (Tlp, —Aid) = (Rp(A)(T = Xid)) |, = idp, = (T|g, —Aid)Rr(N)|p,
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Donc A € C\Sp(T'|g,). De méme, A € C\Sp(T'|g,).
Réciproquement, si A € (C\Sp(T'|g,)) N (C\Sp(T'|g,)), nous avons

(Br(N) |5, ®Rr(N) |5, )(T — Aid) = idg = (T — Aid) (Rr(\) |5, @Rr(VN) |8, )

donc A € C\Sp(T'). Ceci remontre la formule (151) par passage aux complémentaires.|

Notons Q2 I'adhérence de la composante connexe bornée de C~~. Elle contient ¢y dans
son intérieur et son complémentaire contient oo. Soit A € C\. €.
Remarquons que pour tout A € 7, nous avons

(T — Nid)Rr(A) = (A = X)id+(T = Aid)) Rr(A) = (A= N)Rp(X) +id .

Donc en divisant par A — )\ et par intégration sur A\ € ~, en notant 7" = ﬁ f7 Iii(i‘,) d,

qui préserve E7, nous avons, par la formule (149),

. 1 dx
(T—A/ld)T/:? RT(}\) d)\+/)\—X ld:Pl .
ol 0l

En particulier, puisque P |g, = idg, , nous avons
(T|p, ~N )T |5,= T' |, (T |5, —Nid) = idp, .

Donc X' € C\Sp(T|g,). Par conséquent, Sp(T'|g,) € Q. Un argument similaire montre
que Sp(T|g,) est contenu dans ’adhérence du complémentaire de la composante connexe
bornée de C\~'.

Par la formule (151), nous avons donc Sp(T'|g,) = QN Sp(T) = o1. De méme, nous
avons Sp(T'|g,) = o2. O

Propriétés spectrales des opérateurs réels

Corollaire 11.40. Soient E un espace de Banach réel et T € L (FE). Supposons que nous
ayons Sp(T') = o1Uog avec 01 et oy des compacts disjoints de C, tels qu’il existe une courbe
de Jordan lisse v : S — C contenant o1 dans son intérieur et oo dans son extérieur, et
commutant avec la conjugaison complexe, c’est-a-dire vérifiant y(e=%) = v(e®) pour tout
0 € R/2nZ. Alors il existe deux sous-espaces vectoriels fermés Ey et Ey de E tels que

E=F| & Es, T(El) C Fj, T(EQ) C Es, Sp(T|E1) =01, Sp(T|E2) =09 .

Démonstration. Nous identifions F avec son image dans E¢c = F @ i E par 'application
x — x + 0. Puisque Sp(7") = Sp(T¢), par la proposition 11.39, il existe des sous-espaces
vectoriels fermés Ey ¢ et Ey ¢ de Eg tels que

Ec =E,c® Eyc, Te(Eic) C Eic, Tc(Eac) C Eoc
Sp(Tc |k, ¢) = 01, Sp(Tc|e,c) = 02 -
De plus, la démonstration de la proposition 11.39 dit que Ey ¢ = Pi(Ec) ot

1
Plzf
2

Ry () dX .
Y
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Nous avons vu que si ¢ est la conjugaison complexe de Eg, alors (Tc—Aid)o ¢ = ¢ o(Tc—\id)
pour tout A € C. Rappelons (voir la formule (148)) que le spectre de T est invariant par la
conjugaison complexe. Donc pour tout A € C\Sp(7'), nous avons Ry.(A) o ¢ =t o Ry ().

Par intégration sur v et changement de variable ¢ — e~ (ce qui est possible par
’hypothése sur la courbe ), nous avons donc Pyor = toP;. Il en découle que Ey ¢ = Pi(Ec)
et By c = (id —P;)(Ec) sont invariants par ¢. Par les rappels sur la complexification des
sous-espaces vectoriels de F, les intersections Fy = Eyc N E et Ey = Fyc N E sont des
sous-espaces vectoriels réels fermés de E tels que ' = E1 @ F». 1ls sont invariants par 7T,

et comme (T'|g,)c = (Tc) |E, ¢ et (T'|E,)c = (Tc) |E, ¢, le résultat en découle. O

Démonstration de la proposition 11.3. Comme déja dit, la seconde assertion implique
la premiére. Soient 0 < ks < 1 < Ky

Soit T' € Z(F) un élément (ks, ky)-hyperbolique. Soient E* et E" les sous-espaces
vectoriels fermés de E' donnés par la définition 11.1. Comme E = E*@ E" (par la propriété
(1) de la définition 11.1), et puisque E°® et E" sont fermés (par le lemme 11.2 (2)) et
invariants par T' (par la propriété (2) de la définition 11.1), nous avons

Sp(T) = Sp(T | ) U Sp(T | )

(voir la démonstration de la formule (151)). L'implication (3) = (1) de la proposition
11.38 et la propriété (3) de la définition 11.1 impliquent que

Sp(T|gs) C {z € C:|z| < Ks}

et
(Sp(T|ge)) ' =Sp (T|ge)™") C{z€C: |2 < wy'}.

Donc Sp(T') ne rencontre pas anneau {z € C: ks < |2| < Ky}

Réciproquement, soit T' € Z(E) tels que Sp(T) N{z € C : ks < |z] < Ky} = 0. Soit
o1 =Sp(T)N{z€C : |z|<1},00=Sp(T)N{z € C : |z| > 1}, qui sont deux fermés
disjoints de réunion Sp(7T"). La courbe de Jordan v : S; — C définie par e s % contient
o1 dans son intérieur et o2 dans son extérieur, et est invariante par conjugaison. Donc par
le corollaire 11.40, I'espace E est somme directe de deux sous-espaces vectoriels fermés
(donc de Banach) Ey et Ey préservés par T tels que Sp(T|g,) = o1 et Sp(T'|g,) = 02. En
particulier, 0 ¢ Sp(T'|g,), donc (T'|g,)c est inversible. Par les propriétés des extensions
des endomorphismes aux complexifiés, ’application T'|g,: F2 — E2 est donc inversible,
et Sp((T'|g,)" 1) € {# € C : |z| < K, '} En appliquant Pimplication (1) = (3) de la
proposition 11.38 & T|g, et & (T|g,) ™!, le résultat en découle. O

11.12 Appendice 2 : rappels sur la décomposition de Jordan réelle

Un bloc de Jordan de taille d € N\ {0} est une matrice

A1 0O ... O
0 A 1
Jd()\) = 0l € %d(@) R
o
0 0 A
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o A € C. Notons I; la matrice identité d x d. Remarquons que Jg(\) = Az + J4(0)
avec Jg(0) triangulaire supérieure stricte. Un bloc de Jordan J;(A) est inversible si et
seulement si A #£ 0, et alors il existe une matrice triangulaire supérieure stricte Py telle
que Jg(A\)7 =1 1,4 Py.

La dynamique d’un bloc de Jordan, ainsi que de son inverse lorsqu’il est inversible,
est donnée par les formules suivantes. Pour tout u € C, pour toute matrice P € .#;(C)
triangulaire supérieure stricte, pour tout n > d, par la formule du binéme de Newton,
puisque les matrices d’homothéties commutent avec toutes les matrices dans .#4(C), et
puisque P est nilpotente d’ordre d, nous avons

U
—

(ula+ Py = = 3 ()t pE
0

B
Il

En particulier, pour || || la norme d’opérateurs sur .#;(C), pour tout u € C tel que |u| < 1,
pour tout s € | |u|, 1[, il existe ¢ > 0 tel que pour tout n € N, nous ayons 27

I (nla + P)"|| < e ™.

Le théoréme de Jordan réel dit que pour toute matrice M € #y(R), il existe une
matrice inversible @ € GLy(C), des entiers dy, ..., dr € N\{0} tels que dy +---+d, = N
et des nombres complexes A1, ..., \; € C (pas forcément deux & deux distincts) tels que
les \; répétés d; fois soient les valeurs propres complexes avec multiplicités de M, et tels
que

Jo,(A1) 0 ... 0
M:Q 0 . . : Q_l .
; 0
0 o 00 g ()

Nous pouvons supposer que 0 < [A| <--- < |Ag| <1< |Apg1] < --- < |Ag| pour un certain
¢ € 0, k], quitte & permuter les blocs de Jordan. Reprenons les notations des polynémes

P, = II &E-n™ et P.= I -y
AESP(M): |A[<1 AESP(M): |A[>1

de la note de bas de page 217, ot my est la multiplicité de la valeur propre A de M. Notons
(é1,...,en) la base canonique de RY. Nous avons alors

ES = ker PS(M) = QVectR(el, ey ed1+d2+...+dz)
et Ey, =ker P,(M) = Q Vectr(€d,+dg+-+dp+1s---+EN)-

Comme
Jg,(AM)™ 0 ... 0
n 0 : _
M"=Q _ ' Q1t.
: - 0
0 o 00 g ()"

pour tout n € N, 'affirmation finale de la démonstration de la proposition 11.3 en découle.

259. En effet, pour tout k € [0,d — 1], nous avons (7 ) < n?. Donc par I'inégalité triangulaire, nous avons
[(ula+P)™|| < =% n? 3021 ||P||F. Nous avons p = % < 1 par ’hypothése sur k. Donc lim np™ = 0.

n—-+oo

Alors la quantité ¢ = sup £~ "|p|" "% n? Zi;é |P||* est finie et convient.
neN
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11.13 Indications pour la résolution des exercices

Correction de ’exercice E.72. Notons P le polynome X% +2X3 + X2 42X + 1, et

0 00 -1

1 0 0 -2 . R N .
M = 01 0 —1]|% matrice compagnon. Le polynéme caractéristique det(M — \id)

001 =2

de M est, par récurrence en développant par rapport & la premiére ligne, égal a (—1)*P.
La matrice M est inversible (car P(0) # 0) et elle est a coefficients entiers. Les valeurs
propres de M sont les racines de P, qui sont

1 1
7(—\/5—1— 2\6—1):—1,883, 5(—\/5—1+\/2x/§—1):—0,531,

2
Wvio1oiavart). L(veotriavara).

Il est possible de montrer qu’aucune racine de P n’est une racine de 'unité. Donc la
transformation ¢,; du tore définie par M est mélangeante pour la mesure de Haar du tore,
par le théoréme 4.11. Il est possible de montrer que P admet une valeur propre de module
1 (les deux derniéres ci-dessus, qui sont conjuguées), et qu’il est possible de perturber ¢ de
maniére lisse et arbitrairement petite sans étre topologiquement conjugué, en perturbant
la rotation induite par M dans le plan vectoriel réel invariant par M correspondant aux
deux derniéres valeurs propres, par I’exemple donné dans la remarque suivant le théoréme
de Grobman-Hartman 11.7.

Voici une méthode pour trouver d’autres exemples de construction de polynéme entier
(afin que sa matrice compagnon M soit entiére) P de degré 4 ayant deux racines complexes
conjuguées de module 1 qui ne sont pas des racines de I'unité, une racine réelle a > 1 et une
racine réelle % (de sorte que sa matrice compagnon soit de déterminant 1, donc inversible
sur Z). Pour tout tel polynéme P, I'automorphisme linéaire ¢,; du tore T* associé a la
matrice compagnon M de P fournit une solution de I'exercice E.72.

Si P est un tel polynoéme, c’est nécessairement un palindrome, c¢’est-a-dire un polynoéme
tel que x € C soit une racine si et seulement si % est une racine, dont le coefficient constant
(le produit des racines) et donc le coefficient dominant sont égaux a 1. Il existe alors un
polynéme @Q quadratique unitaire & coefficients entiers tel que P(X) = X2Q(X + %) Si
) admet une racine réelle A > 2, alors les deux solutions réelles de I’équation X + % =A
sont de la forme a > 1 et % Si @ admet une racine réelle p dans | — 2,2[, alors les deux
nombres complexes conjugués z et Z de module 1 dont la partie réelle est égale a & sont
des racines de P, car z—l—%zz—l—?zQ% = L.

Nous nous ramenons ainsi a déterminer des polynomes quadratiques unitaires entiers
ayant une valeur propre > 2 et une dans | — 2, 2[, ce qui se résoud algorithmiquement par
les formules du bindéme.

Correction de l’exercice E.73. En écrivant y, = (y,y") dans la décomposition en
sous-espaces stable et instable ' = FE° @ E" de T, qui est T-invariante, et puisque la
norme est adaptée, nous avons sup,cz [|yn.1 — T (y;)|| < € et sup,ez lyn — Tyl < e
En se restreignant & E° et E“ et en remplacant T par 7! sur E%, nous pouvons donc
supposer que E = E*® et ||T]| < 1.
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Comme
|’Tn+1(y_(n+1)) - Tn(y—n)H < ”TH”HT(y_n_l) — y_nH < GHTHn )

la suite (T™(y—n))
élément y de F.
Pour tout k dans Z, si n > 1 — k, nous avons

nen ©st de Cauchy dans l'espace complet E, donc converge vers un

n+k—1

ve—THy) = Y (T(ye—i) = T (Ynoic1)) + TF "y — Ty .
=0

Donc

n+k—1

lyi = T*@)I < D T lyr—s = T i)+ N7 (=) =yl -
1=0

En faisant tendre n vers +o0, nous avons donc |y, — T%(y)| < =

Correction de ’exercice E.74. (1) Une rotation d’angle non nul (modulo 27) est un
C'-difféeomorphisme préservant 1'orientation sans point fixe. Un C'-difféomorphisme ¢ du
cercle préservant l'orientation et ayant au moins un point fixe est, modulo identifications,
un C'-difféomorphisme strictement croissant de [0, 1] ayant mémes dérivées en 0 et 1. Un
point fixe de ¢ correspond & un point d’intersection du graphe de ¢ avec la diagonale du
carré. Il est hyperbolique si et seulement si la dérivée de ¢ en ce point est différente de
1. Les exemples sont obtenus en mettant bout a bout des blocs (p, q) avec p points fixes
hyperboliques (de dérivée 2 ou %) et ¢ points fixes non hyperboliques pour (p,q) valant
(2,0), (1,1) (avec deux sous-types (1,1) et (1,1)"), (0,1), et (2,1).

(2,0) (1,1) (0,1) (1,1) (2,1)
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Si ¢ = 0 (auquel cas p est supposé pair), on prend & blocs (2,0). Supposons ¢ > 1. Si
p < ¢, on prend p blocs (1,1) et ¢ — p blocs (0,1). Si p > ¢ et p — ¢ est pair, on prend ¢
blocs (1,1)" et 254 blocs (2,0). Enfin, si p > ¢ et p — ¢ est impair, on prend ¢ — 1 blocs
(1,1), 2=2=L blocs (2,0) et 1 bloc (2,1).

(2,1)+2(2,0)+2(1,1) = (8,3)

(2) @ Par le théoréme des valeurs intermédiaires, les dérivées de ¢ aux points fixes de ¢
doivent étre, lorsque 1’on parcours le cercle dans le sens trigonométrique, alternativement
strictement supérieure & 1 et strictement inférieure & 1. Donc le nombre de points fixes de
¢ est pair.

e Fixons ¢, > 0 assez petits tels que les arcs ouverts de cercle A; de longueur 2¢
centrés en p; sont deux & deux disjoints et tels que la dérivée de ¢ sur ’adhérence de A;
soit & distance au moins € de 1. En dehors de ces arcs, la distance du graphe de ¢ a la
diagonale est supérieure a une constante § > 0. Si ¢’ est C'-proche de ¢, alors sa dérivée
dans ’adhérence de chaque A; est & distance au moins %’ de 1, et la distance du graphe de
¢’ a la diagonale est supérieure a % > 0. En particulier, ¢ n’a pas de point fixe en dehors

des A;.

I 1
+ +

iCL1 ¢(i@1
)p

]9'2 +e€ Ps'— €
b1 2 b3

P4

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, le graphe de ¢’ rencontre la diagonale en au
moins un point de A;, et au plus en un point car sinon, encore par le théoréme des valeurs
intermédiaires, la dérivée de ¢ serait égale & 1 en au moins un point de A4;.

Puisque p; € |p;—€, pi+€[, Piyq € [pit1 —€ Diy1+¢€|, et a; € [pi+€,pip1+€], nous avons
a; € [p; +¢€,p;, + €. La restriction de ¢ a I'arc de cercle ]p;, p;41] est un diffeomorphisme
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strictement croissant dans lui-méme. Si ¢(a;) > a;, alors pour tout = € |p;, pi+1], la suite
(¢™(2))nez est une suite strictement croissante dans |p;, pi+1[, qui converge vers p;;1 quand
n — 400 et vers p; quand n — —oo. Donc ¢(a;) > a; est équivalent au fait que ¢(p;) > 1,
donc a ¢'(p;) > 1, donc & ¢/(a;) > a;. En particulier |p;, p;+1[ est la réunion disjointe
des arcs de cercle ¢" ( [a;, #(a;)[) = [¢"(a:), #" T (a;)[ pour n € Z. De méme, |p}, p} [ est
la réunion disjointe des arcs de cercle [(¢')"(a;), (¢')""*(a;)[ pour n € Z. Si nous posons
h(pi) = p}, h(a;) = ai, h(P(a;)) = ¢'(a;), et h affine de [a;, ¢(a;)] dans [a;, ¢'(a;)], nous
pouvons donc étendre h : [a;, ¢(a;)] — [ai, ¢'(a;)[ de maniére unique en une application
croissante continue h de [p;, p;+1] dans [p}, pj, ;] pour que, sur cet intervalle [p;, p;11], nous
ayons la relation de conjugaison hop = ¢'oh : pour tous lesn € Z et t € [¢"(a;), 9" (a;)],
nous posons

h(t) = (¢")" (h(¢™" (1)) .

ce qui est bien défini car ¢~"(t) appartient a [a;, ¢(a;)[.

En procédant sur chaque intervalle [p;, p;+1] pour @ € [1,2k] (en procédant de maniére
similaire si ¢(a;) < a;), nous définissons donc une application continue bijective h du cercle
dans lui-méme, qui est donc un homéomorphisme par compacité, qui conjugue ¢ et ¢'. Ceci
montre que ¢ est structurellement stable.

(3) ® Pour tout voisinage ouvert U’ de x4 d’adhérence compacte et contenue dans U,
si ¢’ est uniformément proche de ¢, alors comme application continue = — d(¢(x),z) a
un minimum ¢ strictement positif sur le compact U — U’, I'application x — d(¢' (), ) sera
minorée par %, donc I'application ¢’ n’aura pas de point fixe dans U — U’. En prenant une
carte locale, nous pouvons supposer que M = RY et zp = 0 et montrer qu’il existe un
voisinage U’ de 0 tel que si ¢/ est C'-proche de ¢, alors ¢’ admet un et un seul point fixe
dans U’, avec les mémes conditions sur les valeurs propres.

e Puisque 1 n’est pas valeur propre de dg¢, la différentielle de g; cx = o(xr)—z en 0 est
inversible. Donc par le théoréme d’inversion locale, 2°° quitte a restreindre U’, application
q?’ :x = ¢ (x) — x est un diffeomorphisme d’un voisinage de 0 dans un voisinage de 0. En
particulier, puisque 0 appartient a I'image de 5’ , Papplication ¢’ admet un point fixe x4 .

e Montrons que quitte a restreindre U’, I'application ¢ admet au plus un point fixe.
Sinon, il existerait une suite (¢;);eny qui converge pour la topologie C* vers ¢, de sorte
que ¢; admette deux points fixes distincts x4, et ys, qui convergent vers 0. Mais alors
quitte a extraire, par un développement litiité a 'odre 1 de ¢; en 0, la suite de vecteurs

Tp, —Yp. . crs .
v; = m convergerait vers un vecteur non nul fixe par la différentielle de ¢ en 0, ce
7 1

qui n’existe pas.

e Prolongeons les applications sur RY 4 CV de maniére constante sur les droites verti-
cales, ce qui préserve les caractéres C! et C'-proche. Par compacité de Sq, un raisonnement
analogue montre que, quitte a réduire U’, si 'application d, »,@ n’a pas de valeur propre
de module égal a 1, et si ¢’ est C'-proche de ¢, alors, pour tout A € S, I'application
x — ¢'(x) — Az est de différentielle non nulle dans les directions réelles, donc que d, o ¢
n’a pas de valeur propre de module égal a 1.

260. La version uniforme (voir par exemple la démonstration de [Car]) du théoréme d’inversion locale dit
que pour tout k € (N\{0})U{oo}, si Q est un ouvert de RY, si zg € Q, et si f : @ — RY est une application
de classe C* telle que 'application linéaire d, f soit inversible, alors il existe des voisinages ouverts U de
zo et V de f(zo) tels que si g est C*-proche de f, alors g est un difféomorphisme de U sur son image et
V est contenu dans g(U).
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(4) En travaillant sur des voisinages disjoints autour de chaque point fixe, la question
(3) montre que Ej et Fy sont ouverts dans Diff*(M).

e Remarquons que x est un point fixe de 1, si et seulement si x € f1(y). Par le
théoréme de Sard, qui s’applique en régularité C' car © et RY ont la méme dimension,
Iapplication f a un ensemble dense de valeurs réguliéres. Si y est une valeur réguliére de
f, puisqu’un endomorphisme linéaire surjectif est bijectif, et par le théoréme d’inversion
locale, I’application f est un difféomorphisme local en tout point de f~!(y), et en particulier
f71(y) est discret, donc son intersection avec tout compact est finie. Pour tout x € f~1(y),
comme dg 1 —id = —d, f est bijectif, nous avons donc que d, 1 est sans valeur propre égale
a 1. Enfin, si y est proche de 0, alors I'application v, est C'-proche de I'application 1),
puisqu’elles ne différent que d’une petite constante.

e L’ouverture de Ey découle de la question (3). Pour la densité, il suffit d’appliquer en
carte locale le point précédent, avec des arguments usuels de fonction plateau, en utilisant
le fait que Diff*(M) est ouvert dans C*(M, M).

e Par compacité de M, nous pouvons recouvrir M par un nombre fini Uy, ..., Uy de voi-
sinages vérifiant la propriété précédente. La densité de I'ensemble des C*-difféomorphismes
de M qui n’ont qu'un nombre fini de points fixes dans M, et en lesquels la différentielle de
¢ n’a pas la valeur propre 1, découle alors du fait qu'une intersection finie Fy, N---N By,
d’ouverts denses est encore ouverte et dense.

Pour passer au cas des points fixes hyperboliques, il suffit alors d’approcher, en topologie
C*, un C*-difféomorphisme ¢ de classe C*, ayant un nombre fini de points fixes, et en
lesquels la différentielle de ¢ n’a pas la valeur propre 1, par une application C* qui coincide
avec ¢ en dehors d’un petit voisinage compact U de chaque point fixe, et qui n’a dans U
qu’un seul point fixe, qui est hyperbolique. Par partition de I'unité et carte locale, il suffit
de travailler avec M = RY et ¢ difféomorphisme local en 0, fixant 0, et de différentielleen 0
n’ayant pas la valeur propre 1. Pour construire une application ¢, comme dans 1’énoncé, il
suffit de multiplier application identité par une fonction = — fc(||z||) ou fe : [0, +oo[ = R
est C™, croissante, vaut 1 sur |2¢, +oo[ et 1 — € sur [0, €], et dont les dérivées convergent
uniformément vers 0 quand ¢ — 0.

Notons que 0 est un point fixe dans U de ¢ o ¢, donc c’est le seul par I'ouverture
montrée & la question (3) si € est assez petit. Comme do(¢ o pe) = (1 — €)do¢, il suffit donc

de prendre e arbitrairemnt petit tel que dg¢ n’ait pas de valeur propre de module 1;'

(5) Pour tout n € N~ {0}, notons <%, I’ensemble des C*-diffeomorphismes ¢ de M
ayant un nombre fini de points périodiques de période n, en lesquels la différentielle de
@™ soit hyperbolique. Montrons que 7%, est un ouvert dense de Diffk(M ). Comme o, =
Mhene {0} ), est un Gy dense puisque Diff? (M) est un espace de Baire, ceci montre la
question (5). Le cas n = 1 a été traité dans la question (4). Le caractére ouvert de <7,
découle du cas n = 1, car si ¢’ est suffisamment C*-proche de ¢, alors ¢'" est C*-proche
de ¢™. Nous renvoyons a [[XH] pour la densité.

(6) Soit ¢' € s, arbitrairement proche de ¢. Puisque ¢ est structurellement stable, les
difféeomorphismes ¢’ et ¢ sont conjugués. Puisque qu’une conjugaison induit une bijection
de I'ensemble des points fixes de période n de ¢ sur celui de ¢, le résultat en découle.

Correction de ’exercice E.75. (1) Il est immédiat que 0 est un point fixe de ¢ car
#(0) = .#0 mod Z* = 0.

Notons ¢ = 1+T\/5 le nombre d’or et ¢ = I_T‘/g son conjugué de Galois. L’espace tangent
ToT? en 0 (et en fait en tout point du tore T?) s’identifie & R2. Puisque la différentielle
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en tout point d’'une application linéaire est égale & elle-méme, ’application tangente T :
ToT? — ToT? s’identifie donc a I'application linéaire .# : R? — R?. Les valeurs propres
de A sont ¢* = 3+T‘/5 > 1 et 62 = 3_—2‘/5 € ]0,1[, correspondant aux espaces propres
EY¢ = R(1,¢? — 2) (sur lequel Ty¢ agit par dilatation par ¢?) et E§ = R(l,a2 —2) (sur
lequel Tp¢ agit par dilatation par 52)

(2) Puisque la projection canonique = R? — T? est une isométrie locale, et puisque
les variétés stables/instables locales de ¢ sont des parties ou ¢ contracte/dilate (voir les
formules (3)), les variétés stables et instables locales de ¢ en 0 sont des images par qde
segments ouverts contenant 0 dans Fj et Ej respectivement.

Par la définition des variétés stables/instables globales en fonction de celles locales
(voir les formules (144)), nous avons donc que W*#(0) = p(Ef) et W*(0) = p(Ef). Ces
variétés stables et instables sont des droites immergées denses dans T?, car Ej et Ej sont
des droites de pente irrationelle.
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12 Mesures d’entropie maximale

L’entropie topologique est une mesure de la complexité d’un systéme dynamique to-
pologique, qui n’est pertinente que lorsqu’il est “chaotique”. Si nous comptons le nombre
minimum d’orbites de longueur n qui permet de les “pister” toutes & e-prés, nous obte-
nons une fonction de n. L’entropie topologique est, grosso modo, le taux de croissance
exponentiel de cette fonction de n lorsque € est trés petit.

Le premier but de ce chapitre est de définir précisément l’entropie topologique (partie
12.1) et de montrer (partie 12.2) qu’elle est égale a la borne supérieure des entropies me-
surées pour toutes les mesures de probabilités boréliennes invariantes, lorsque 'espace des
phases est compact. Nous renvoyons a la partie 5 ou [PV, , , , EL, | pour
tout ce qui concerne ’entropie mesurée des systémes dynamiques mesurés. Nous nous inté-
resserons au probléme de I’existence et de 'unicité des mesures d’entropie maximale : ces
mesures apportent des informations fondamentales sur la structure statistique du systéme
dynamique considéré.

Nous calculerons l'entropie topologique de quelques exemples dans les deux parties
12.3 pour les systémes dynamiques symboliques et 12.4 pour un exemple représentatif de
systéme dynamique hyperbolique, par la méthode du codage par partition de Markov. Nous
montrerons en particulier que les mesures d’entropie maximale jouent un réle crucial afin de
comprendre la distribution des points périodiques des systémes dynamiques hyperboliques.
Les problémes d’équidistribution de points périodiques ont donné lieu & de trés nombreux
développements (voir par exemple le survol de Sharp dans | |, [Dis, , | et
| , Part II]).

Des références possibles pour ce chapitre sont les livres | , , |.

12.1 Entropie topologique

Une maniére possible de mesurer la complexité d’un espace topologique est de com-
prendre comment se comportent ses recouvrements ouverts de plus en plus “fins”. Le com-
portement de ces recouvrements ouverts fins par itération d’une application continue per-
mettra de mesurer le “désordre” d’un systéme dynamique topologique par un invariant
numérique, que nous appellerons ’entropie topologique.

Recouvrements ouverts

Soient X et X’ deux espaces topologiques compacts. Pour tout recouvrement ouvert %
de X, notons N(% ) le cardinal minimum des sous-recouvrements finis de 7. (L’existence
de cet entier N (% ) résulte de la compacité de X.) Pour toute application continue ¢ : X' —
X, notons ¢~ % le recouvrement ouvert {¢ 1 (U): U € Z} de X', et ¢ "% = (¢") %
pour tout n € N,

Soit ¥ un (autre) recouvrement ouvert de X. Notons % V ¥ le recouvrement ouvert
de X, appelé le joint de Z et ¥, défini par

UNY ={UNV . Uecu,VeV}.

L’opérateur binaire V est une loi de composition interne sur I’ensemble & des recouvrements
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ouverts de X, qui est associative ?°! et commutative ?°?. Pour %4, ..., %, € %, notons
\/?:1%2%1\/"'\/%71:{Ulﬂ"'ﬂUnZViG [[1,77,]], Uze%}

Nous dirons que % est moins fin que ¥ (ou que ¥ est plus fin que % ), et nous noterons
Y < ¥, si tout ouvert de ¥ est contenu dans un ouvert de % . La relation =< est une
relation d’ordre sur ’ensemble des recouvrements ouverts de X. Notons que Z < % V%,
mais qu’en général, nous avons % V U # U .
Voici quelques propriétés élémentaires de cet entier N (% ).

Lemme 12.1. Les propriétés suivantes sont satisfaites.

i) Nous avons N(¢~ %) < N(%) avec égalité lorsque ¢ est surjective.

i) Nous avons ¢~ (U N V) = (o~ U)V (=) et N(U NV V)< N(%) N(V).
i) Si U 2V, alors 91U ¢V et N(U) < N(V).
Démonstration. i) Si les ouverts Uy, ..., U, appartenant a % recouvrent 'espace X,

alors les ouverts ¢~ (Uy),...,¢ 1(U,) appartenant & ¢ 1% recouvrent l'espace X'. La
réciproque est vraie lorsque ¢ est surjective.

ii) Si les ouverts Uy, ..., U, appartenant & % recouvrent X et si les ouverts V1,..., V),
appartenant & ¥ recouvrent X, alors les ouverts U; N'V; pour i € [1,n] et j € [1,p]
recouvrent aussi X.

iii) Si les ouverts Vi, ..., V) appartenant & ¥ recouvrent X, choisissons pour tout i un
ouvert U; de % contenant V;. Alors les ouverts Uy, ..., U, de % recouvrent aussi X. [

Soit maintenant (X, d) un espace métrique compact. Les exemples les plus simples de
recouvrements de X sont les recouvrements &, de X par les boules ouvertes de rayon e
dans X, ot € > 0, définis par

O.={B(z,e)={yeX:dzy)<e}:zeX}.

Nous dirons qu’une partie F' de X est e-dense (pour d) si tout point de X est a distance
strictement inférieure & € d’au moins un point de F', ¢’est-a-dire si nous avons

X = U B(z,e) .
zeF
Nous dirons que F est e-séparée (pour d) si deux points distincts de F' sont a distance au
moins € 'un de 'autre, c¢’est-a-dire si nous avons

inf {d(z,y):z,y € F, s £y} > €.

Notons Ny(€) la borne inférieure des cardinaux des parties e-denses de X, et N/(€) la borne
supérieure des cardinaux des parties e-séparées de X. Ces deux nombres sont finis, par la
compacité de X. Nous avons bien str Ny(e) = N(O).

Lemme 12.2. Pour tout € > 0, nous avons les inégalités

N}(26) < Nale) < Ni(e) -

261. pour tous les %, ¥, W € %, nous avons (Z N VINW =UN (V' V)
262. pour tous les %,V € %, nous avons # NV =¥V N U
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Démonstration. En effet, d’'une part deux points d’une partie (2¢)-séparée n’appar-
tiennent pas & une méme boule ouverte de rayon e (par l'inégalité triangulaire). D’autre
part, une partie e-séparée de cardinal maximal est forcément e-dense, sinon nous pourrions
lui rajouter un point en la laissant e-séparée. O
Définition de I’entropie topologique

Soit (X, ¢) un systéme dynamique topologique & temps discret, ot X est compact.

Lemme 12.3. Pour tout recouvrement owvert % de X, la suite (2 In N(\/}2, Lo Z%))HGN
admet une limite finie quand n tends vers 4+00.

Démonstration. La suite (a, = InN(V} W/)) est sous-additive, car par le
lemme 12.1 ii) et i), nous avons

n+m—1

an+m§10gN<7vl¢_i%> +1ogN( \/ qﬁ—i%)

logN(\/qZ) Z%)—Hog]\7< (\/gf)_’%))gan—f—am.

Le résultat découle alors du lemme classique dit de Fekete 2.7 (voir aussi le lemme 9.2) sur
les suites sous-additives. O

La limite donnée par le lemme 12.3 est appelée 'entropie de ¢ relativement au recou-
vrement ouvert % . Nous la noterons

n—+o00 M neN~{0}

Mo %)= lim  ~In N( \/ o @/) inf %m N(n\/l w’@/) .
=0

Si ¢ est inversible, par le lemme 12.1 i), nous avons donc

] 1 " —i - 1 =
row) =t g NV o) = it g (Vo).
(152)

Remarque. Si % < ¥, alors h(¢, %) < h(¢,?’), donc passer & un recouvrement plus fin
ne peut que faire croitre ’entropie relativement au recouvrement. Ceci motive la définition
suivante.

Nous appellerons entropie topologique de ¢, et nous noterons hiop(¢) 1'élément de
[0, +00] suivant :
htop(¢) = Sl;/p h(¢7 %) ) (]‘53)
ou la borne supérieure est prise sur tous les recouvrements ouverts % de X.

La proposition suivante dit que l’entropie topologique est un invariant de conjugaison
des systémes dynamiques topologiques.

Proposition 12.4. Soient (X, ¢) et (X', ¢') des systémes dynamiques topologiques & temps
discrets (topologiquement) conjugués, avec X et X' compacts. Alors

htop(¢) = htop(¢,) .
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Démonstration. Soit b : X’ — X un homéomorphisme tel que h o ¢’ = ¢ o h. Pour tout
recouvrement ouvert ¥ de X, le recouvrement ouvert h=*% = {h=1(V) : V € ¥} de X’
vérifie N(h~1#) = N(¥). Donc h(¢p,¥) = h(¢/,571¥). Dol hiop(¢) < hiop(), et par
symeétrie, le résultat en découle. O

Si X est métrisable, fixons une distance d sur X compatible avec la topologie de X. La
proposition suivante fournit une définition plus intuitive de ’entropie topologique de ¢ : elle
affirme que nous pouvons nous contenter des recouvrements &, dans la borne supérieure
de la formule (153).

Notons d% la distance sur X , appelée la distance de pistage jusqu’au temps n, définie
par

df(z,y) = max d(¢'(z),¢'(y)) -

0<i<n—1
L’entier N, ( ) peut étre considéré comme le nombre minimum d’orbites de longueur n
permettant “de pister & € prés n’importe quelle orbite de longueur n. L’entier N ', (€) est

a considérer comme le nombre maximum d’orbites de longueur n telles que deux “dentre
elles ne se suivent pas a € prés. Nous avons 1’égalité

Nys (e <\/ ¢_Zﬁ>

Proposition 12.5. Pour toute distance d sur X induisant sa topologie, nous avons

hiop(P) = lim( lim ! —InN, ( )) = lim <hmsup ! lnN’ ( )) .

e—~0 \n—oo 1N e—0 n—soo N
Remarque. En particulier, puisque hiop(¢) est indépendante de d, ces limites restent

inchangées si nous remplacons la distance d par une autre distance qui induit la méme
topologie.

Démonstration. La premiére égalité résulte du lemme suivant, et la seconde du lemme
12.2. O

Lemme 12.6. (Lemme de Lebesgue) Pour tout recouvrement ouvert % d’un espace
métrique compact X, il existe € > 0 tel que % est moins fin que O.

Démonstration. Pour tout = dans X, il existe €, > 0 tel que la boule ouverte B(x, 2¢;)
soit contenue dans I'un des ouverts de %. Nous extrayons du recouvrement de X par
ses boules ouvertes B(z,€,;) un sous-recouvrement fini (B($’5x))x€ 7 €t nous prenons

e = inf €, > 0. O
zeF

Si % est un recouvrement ouvert de X, notons diam (%) la borne supérieure des
diametres (pour la distance d fixée ci-dessus) des ouverts U de % .

Corollaire 12.7. Si X est métrisable, pour toute suite (%,)nen de recouvrements ouverts
de X telle que lim diam (%,) = 0, nous avons
n—oo

htop(¢) = lim h(¢, %) .

n—oo
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Démonstration. En effet, pour tout ¢ > 0, le recouvrement ouvert %, est plus fin que le
recouvrement ouvert &, dés que diam (%,) < €, donc h(¢p, %,) > h(¢, O¢). O

Propriétés élémentaires de ’entropie topologique
Soit (X, ¢) un systéme dynamique topologique a temps discret, ou X est compact.

Proposition 12.8. Soit Z un recouvrement ouvert de X .

(1) Pour tout k > 1, nous avons h(¢, %) = h(¢, \/f:0 O'U), et, si ¢ est inversible, alors
WS, U) = (i 67').

(2) Pour tout k € N, nous avons hiop(¢¥) = k hiop(¢). Si ¢ est inversible, alors nous
avons hiop(¢F) = |k| htop(¢) pour tout k € Z.

Démonstration. (1) Pour tout n € N, notons a, (%) = log(N(\/i—y ¢ '%)). Nous avons
an(\/fzo O U) = anyk (%), et lorsque ¢ est inversible, an(\/f:_k O U) = anyor1(U).

an (% a,, (%
g/))neN t (%())nEN

Le résultat s’en déduit, car pour tout &’ € N les suites ( ont la

méme limite quand n tend vers +oc.
(2) Si k =0, alors la suite (N ( \/?;01 4 ))n cny est bornée, car le recouvrement ouvert

1 .
ViZy % contient le recouvrement ouvert %, donc

n——+oo N

1 n—1
h(id, %) = lim —1nN< \/ @/) =0
i=0
pour tout recouvrement ouvert % . Si k > 1, nous avons

k
WeH ) < h(6\ 67 %) = i © a () = k h(6.%) < k hup(0)

] —oo N
=0

Les inégalités montrent que h(¢¥, %) < k hiop(), et les égalités (prises en sens inverse!)
que k hiop(¢) < hop(@F). Donc hiop(¢F) = k hiop(¢). La derniére affirmation découle de
I’exercice suivant. O

Exercice E.77. Soit ¢ un homéomorphisme d’un espace métrique compact X. Montrer
que htop(¢_1) = htop(¢)'

Remarque. La proposition 12.8 (2) rend naturelle la définition suivante. Soit 1) = ()R
un groupe A un paramétre continu?%? d’homéomorphismes d’un espace topologique com-
pact X. L’entropie topologique du systéme dynamique topologique & temps continu (X, 1))
est définie par

htop(w) = htop(wl) .
Exercice E.78. Montrer que hiop(¢') = [t| hiop () pour tout t € R.

Supposons X muni d’une distance d induisant sa topologie. Le résultat suivant permet
d’éviter de prendre la borne supérieure dans la définition (153) de I’entropie topologique.

263. Rappelons que ceci signifie que I’application de R x X dans X définie par (t,z) — " (z) est continue.
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Un recouvrement ouvert % de X est dit générateur pour ¢ si

n
lim diam ( \/ (ﬁ*"%) =0.
n—oo
=0
Lorsque ¢ est inversible, nous demanderons seulement que

nlingo diam( \”/ ¢_Z%) =0.

Théoréme 12.9. Si un recouvrement ouvert % est générateur pour ¢, alors

hiop(9) = h(d, %) .

Démonstration. D’apreés la proposition 12.8 (1), la suite (h(qﬁ, Viso qb_i@/))neN est cons-
tante égale a h(¢, % ). D’aprés le corollaire 12.7, cette suite converge vers hiop(¢). Nous
avons donc hiop(¢) = h(¢, ). Nous procédons de méme lorsque ¢ est inversible, avec la

suite (A(6,\V7__, 6~%)), - )

Remarque. Nous renvoyons aux lignes précédant la proposition 11.22 pour la définition
d’un systéme dynamique topologique expansif. Notons que le systéme dynamique (X, ¢)
est expansif si et seulement s’il existe g > 0 (une constante d’expansivité de (X, ¢)) tel
que le recouvrement ouvert 0., de X soit générateur pour ¢.

Corollaire 12.10. L’entropie topologique hiop (@) d’un systéme dynamique topologique ex-
pansif (X, ¢), ot X est un espace métriqgue compact, est finie : nous avons

htop(¢) < 0.

De plus, si €y est une constante d’expansivité de ¢, alors, pour tout € € |0, €y, nous avons

. 1 /
Jim 0 (€) = hzn_)sot(l)p - In Ndi GF
Démonstration. En effet, hiop(¢) = h(¢, Oc,) ot €g > 0 est tel que le recouvrement ouvert
O, soit générateur. Nous utilisons alors la proposition 12.8 (1) et 1’é¢galité précédant la
proposition 12.5. U

12.2 Principe variationnel

Soit (X, ¢) un systéme dynamique topologique, ot X est un espace métrique compact.
Rappelons (voir la partie 0.3) que nous notons Probg(X) 'espace métrisable compact des
mesures de probabilité boréliennes sur X invariantes par ¢, muni de la topologie vague
(égale a la topologie faible-étoile).

Théoréme 12.11. (Principe variationnel) Soient X un espace métrique compact et
¢ : X — X une application continue. Alors nous avons l’égalité

htop(¢) = sup  hu(9) .
puEProby (X)
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Démonstration. Nous procédons en deux étapes.
Etape 1. Montrons la majoration hy(¢) < hiop(¢) pour tout u dans Proby(X).
Nous aurons besoin du lemme suivant, qui est un des lemmes clefs de la démonstration

du théoréme de représentation de Riesz, voir par exemple | , Prop. 7.2.3|.

Lemme 12.12. Soient X un espace métrisable localement compact séparable, p une mesure
de probabilité borélienne sur X et A un borélien de X. Alors, pour tout € > 0, il existe un
compact K de X et un owvert U de X tels que K C ACU et pf(UNK) <e. H

Soit o = {A4,..., Ap} une partition mesurable de X. D’aprés le lemme ci-dessus, il
existe des compacts K7, ..., K, contenus dans Aj,..., A, respectivement (donc deux a
deux disjoints) tels que le nombre réel € = sup;<;<,, u(A; ~ K;) > 0 soit aussi petit que
nous le souhaitons. Posons Uy = X\ (K U-- ‘UK;),_et introduisons la partition mesurable
B ={Ki, - ,Kp,Up}. D’aprés la proposition 5.1 (7), nous pouvons nous arranger pour
que H,(a|f) < 1. L’inégalité de Rokhlin (voir la proposition 5.3 (4)) assure que

h#(¢7a) S h#((ﬁ, ﬁ) + 1.

Remarquons que Ug U K; = XN (K3 U---U f(\z U---UKp) est un ouvert de X pour tout
i € [1,p]. Introduisons maintenant le recouvrement ouvert Z = {Up U K1,..., Uy U Kp}
de X.

Lemme 12.13. Pour tout n € N\{0}, nous avons Card \/?:_01 B < 2”N( \/?:_01 *i%)
Démonstration. Pour tous les i, ..., i,—1 € [0,p], notons Ky = Uy et

K; =Ky NN EL) NN e (K ) .

0y--esbn—

Alors les K, sont deux a deux disjoints et

yeeeyn—1

n—1
Card( \/ ¢78) = Card{(io . . in-1) € [0,P]" : Kig,..js # 0}
=0

Le lemme découle alors du fait que Kj est contenu dans

ninfl
(UO U Kmax{io,l}) N ¢_1(UO U Kmax{il,l}) M---nN ¢_(n_1)(U0 U Kmax{in,hl}) )

ce qui donne 2" choix possibles d’un élément du recouvrement ouvert \/?:_01 ¢~'U pour
tout événement de la partition mesurable \/?:_01 ~'B (ces événements étant deux a deux
disjoints). O

D’apreés la proposition 5.1 (1) et en passant au logarithme le lemme ci-dessus, nous
avons donc la majoration

n—1 n—1 n—1
#,(\/ 678) <t (Cara(\/ ¢78)) <o N(\/ 67%) +nn2.
i=0 i=0 i=0
En divisant par n et en passant & la limite, nous obtenons

hu(o, ) < hyu(d,8) +1 < h(d, %) +10g2 + 1 < hiop(P) +log2+1 .
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Nous en déduisons la majoration h,(¢) < hiop(¢) +log2 + 1. En remplacant dans cette
égalité ¢ par une puissance ¢™ ot n € NX {0}, en utilisant les propositions 5.3 (6) et 12.8
(2), et en divisant par n, nous obtenons h,(¢) < hiop(@) + %. Par conséquent, nous
avons hy,(¢) < hiop(¢), ce qui conclut I'étape 1.

Etape 2. Montrons que  sup hu(®) > hiop(¢), ce qui avec I'étape 1 démontre le
uEProby (X)
principe variationnel.

Le lemme suivant est 'un des sens du résultat classique (voir le théoréme de Port-
manteau dans [Bil]) qui dit que la convergence en loi (qui est la méme que la convergence
étroite et que la convergence vague lorsque l'espace est métrisable compact) des mesures de
probabilité est équivalente a la convergence des mesures des boréliens donnés de frontiére
de mesure nulle.

Lemme 12.14. Soient X un espace métrisable compact, (fin)nen une suite de mesures de
probabilité boréliennes sur X qui convergent vaguement”®* vers une mesure de probabilité
w et A un borélien de X, tel que (0A) = 0. Alors

lim () = (A) .

n—0o0

Démonstration. Comme 'adhérence A de A est fermée, la fonction caractéristique 15
est une limite d’une suite décroissante de fonctions continues (fx)ken : nous pouvons par
exemple prendre fi(z) = max{1—k d(x, A),0}. L’inégalité p,( A) < pn(fx) et les égalités
nh_}nolo tn(fr) = u(fx) et klingo p(fi) = u( A) (cette derniére par le théoréme de convergence

monotone de Lebesgue) impliquent que

limsup fin( A) < p(A).

n—oo
De méme, l'intérieur A de A vérifie lirg inf g ( ;1) > u( ;1) L’hypothése du lemme assure
que p( A) = p(A) = p(A). Done lim i, (A) = p(A). O

Lemme 12.15. Soient X un espace métrisable compact, p une mesure de probabilité bo-
rélienne sur X et e > 0. Alors il existe une partition mesurable o de X telle que, pour tout
A dans a, nous ayons diam(A) < e et u(0A) = 0.

Démonstration. Par la finitude de p, pour tout point « de X, il existe un réel ¢, dans
]0, 5[ tel que la sphére de centre x et de rayon e, dans X soit de mesure nulle pour pu.
Nous pouvons extraire du recouvrement ouvert de X par les boules B(z,€;) pour z € X

un sous-recouvrement fini {By, ..., B,}. Par construction, nous avons p(0B;) = 0. Nous
construisons o = {Aj,..., Ay} en posant A; = B;~(B; U---U B;_1). Nous avons alors
0A; C OBy U---U0dB,, donc pu(04;) = 0. O

Le lemme crucial suivant permet de construire des mesures de probabilités boréliennes
invariantes par ¢ de grande entropie mesurée. Notons A, la masse de Dirac unité en tout
point & d’un espace mesurable.

264. c’est-a-dire pour la topologie vague
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Lemme 12.16. Soient X un espace métrisable compact, ¢ : X — X wune application
continue et € > 0. Pour tout n € N, choisissons une partie E, de X qui est e-séparée
pour la distance d5, et notons vy, = m > owep, Az et iy = %ﬂ S o (0Y)u(vn). Alors
la suite (pn)nen admet une sous-suite vaguement convergente vers une limite p. De plus,
une telle mesure de probabilité p est invariante par ¢ et nous avons

lim sup E In(Card E,,) < hyu(9) .

n—oo N
Démonstration. L’existence de u résulte de la compacité vague et métrisabilité vague de
Prob(X) (voir la proposition 0.8). L’invariance par ¢ de u résulte de la continuité vague

de la mesure image (voir le lemme 0.7) et (sachant que v, est une mesure de probabilité
pour tout n € N) d'un passage a la limite dans I’égalité

1

n+1
m((?b * )iln — Vn) .

¢*Mn — Un =
D’apres le lemme 12.15, il existe une partition mesurable o de X telle que, pour tout A
dans «, nous ayons diam(A) < e et u(0A) = 0. Pour tout n € N, posons «,, = \/?;01 o "a.
Comme chaque événement de la partition «, contient au plus un point de E,, chacun
d’eux étant de masse m pour la mesure v,, nous avons 1’égalité

1 1
Hy(wm)=— Y 1 —1 E,).
n(@n) Card E,, H(Card En> n(Card E,)

A€an, ANE,#D

Soient 0 < k < ¢ < 5. En notant || = max{n € Z : n < x} la partie entiere
(inférieure) de tout réel x, et en regroupant par paquets de ¢ éléments consécutifs les
entiers entre k et n — 1, nous avons

_ |22 .
an:<'f\_/1¢—a—a)v( V ot v ( yl 55a)
Jj=0 Jj=0 J=algl—atk

Par la sous-additivité de l’entropie des partitions mesurables (voir la proposition 5.1 (5)),
par la majoration cardinale de I’entropie des partitions mesurables (voir la proposition 5.1
(1)) et puisqu’il existe au plus 2g — k < 2q entiers entre qL%J —q+ ket n— 1, nous avons
alors
1512
In(Card E,) = H,, (on) < Y H,, (67" Yay) + 3¢In(Carda) .
§=0

Notons que H,, (¢~'ay) = H ), 1, (eg) pour tout i € N, par la naturalité de l'entropie
des partitions (voir la proposition 5.1 (2)). En sommant la formule centrée précédente sur
k € [0,q — 1], puis en appliquant la concavité de l’entropie d’une partition en fonction de
la mesure (voir la proposition 5.1 (6) pour les paramétres barycentriques constants égaux
a n%rl), nous obtenons
n
qlog(Card E,,) < Z H,, (¢ "ay) + 3¢*log(Card o) < (n+ 1)H,
i=0

(ag) + 3¢* log(Card ) .

n
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En divisant par ng et en faisant tendre n vers 'infini, nous obtenons

1 1 1
limsup —log(Card E,,) < — lim Hy, (o) = —H (o)
q

n—oo M gq n—o0

par le lemme 12.14. Nous faisons alors tendre ¢ vers l'infini, ce qui donne

lim sup 1 log(Card Ey,) < hy (¢, ) < hyu(o) .

n—oo N

Ceci démontre le lemme 12.16. O

Fin de la démonstration du théoréme 12.11. Pour tout € > 0, appliquons le lemme
précédent avec F,, de cardinal maximal parmi les parties finies de X qui sont e-séparées
pour la distance dﬁ, de sorte que N C’l +(€) = Card E,,. Pour tout € > 0, il existe donc un

élément p. dans Proby(X) tel que

1
sup  Tou(#) > Ry, (¢) = limsup —log NV (e) -
pEProby (X) n—oo T "

D’aprés la proposition 12.5, le membre de droite tend vers hiop(¢) quand e tend vers 0.
Nous obtenons donc, comme souhaité, que sup,cpob,,(x) (@) = htop(9)- O

Corollaire 12.17. Nous avons hiop(¢) = htop (¢ |o(e))

Démonstration. Par la proposition 8.3, le support de toute mesure finie invariante par
¢ est contenu dans ’ensemble non errant (¢) de ¢. Le résultat découle alors du principe
variationnel. O

Soit (X, ¢) un systéme dynamique topologique, ot X est un espace topologique loca-
lement compact. Une mesure d’entropie mazimale de (X, ¢) est une mesure de probabilité
borélienne pmax sur X invariante par ¢ telle que

humax (¢) = sup hﬂ(¢) .
1EProby (X)

Le probléme de 'existence d’une mesure d’entropie maximale (et plus généralement des
mesures d’équilibre), le probléme de l'unicité (ou de la compréhension de l'espace des
mesures d’entropie maximale) lorsqu’il y a existence, et les problémes de constructions
effectives lorsqu’il y a existence et unicité, sont des problémes fondamentaux en théorie
ergodique. Ils sont encore largement ouverts en absence d’hypothéses de compacité ou
d’hyperbolicité uniforme (voir par exemple | ,
, |, mais ce n’est qu'un échantillon aléatoire).
Le résultat suivant, immédiat par la proposition 5.3 (5) et la proposition 12.4, dit que
ces problémes d’existence et d’unicité sont invariants par conjugaison.

7 Y Y ) ) )

Proposition 12.18. Soient (X,¢) et (X', ¢') deux systémes dynamiques topologiques
conjugués par un homéomorphisme h : X — X', avec X et X' compacts. L’application
h. de mesure image par h est une bijection de ’ensemble des mesures d’entropie maximale
de (X, ¢) dans l’ensemble des mesures d’entropie mazimale de (X', ¢'). O
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En particulier, le systéme dynamique (X, ¢) admet au moins une mesure d’entropie
maximale (respectivement admet une unique mesure d’entropie maximale) si et seulement
s’il en est de méme pour (X', ¢').

Corollaire 12.19. Un systéme dynamique topologique expansif (X, ¢), ou X est un es-
pace métrique compact, admet au moins une mesure d’entropie maximale Lmax telle que

Ptamas (9) = Titop (@)

Démonstration. Par la deuxiéme affirmation du corollaire 12.10, il existe ¢y > 0 tel que

. 1

htop(¢) = limsup — log Ncllf (€o) -
n—oo N n

Pour tout n € N, soit F,, une partie de X de cardinal maximal parmi les parties finies de X

qui sont €p-séparées pour la distance dfb, de sorte que Card E,, = N (’i »+(€0). En appliquant

le lemme 12.16, il existe donc un élément p dans Probg(X) tel qge hu(@) > hiop(@).
L’inégalité inverse étant vérifiée par le sens facile du principe variationnel, le résultat en
découle. 0

Exemples. (1) Pour tout N > 2, la mesure de Lebesgue Leb de R/Z est 'unique mesure
d’entropie maximale pour I'application ¢y : t — Nt de R/Z dans lui-méme et

htop(én) = hren(én) =InN . (154)

(voir I'exercice E.85 pour une démonstration).

(2) Si (X, ¢) est un décalage de Bernoulli sur un alphabet fini <7, si v est la mesure
d’équiprobabilité sur <7, alors la mesure produit v dans le cas unilatére et v% dans le cas
bilatére est 'unique mesure d’entropie maximale, et

hiop(0) = hyz(0) = hiop(o4) = hyn(op) =In N . (155)

(voir I’exercice E.86 pour une démonstration). Nous généraliserons ceci dans la partie 12.3
pour les sous-décalages de type fini.

(3) Nous montrerons dans la partie 12.4 que la mesure de Haar sur le tore TV est
I'unique mesure d’entropie maximale pour un automorphisme linéaire hyperbolique du
tore.

12.3 Entropie topologique des systémes dynamiques symboliques

Les références recommandées pour cette partie sont [V, |.

Une description combinatoire ou symbolique d'un systéme dynamique est parfois sou-
haitable (méme si elle n’existe pas toujours). Un codage d’un systéme dynamique topolo-
gique (X, ¢) consiste a repérer 'orbite d'un point  de X & partir d’'une décomposition
finie X = (J;c,, Ri en fermés d’intérieurs disjoints. Nous dirons qu’une suite w = (wn)n
de &N (ou de 7% si ¢ est inversible) code le point z si, & chaque temps n, le point ¢™(x)
appartient a R, , autrement dit si 2 appartient a (1), ™" (R, )-

Choisir un bon codage, c¢’est choisir une décomposition de sorte que les intersections
N, ¢ "(R.,) contiennent au plus un point et telles que I'on puisse facilement décrire
les suites w pour lesquelles cette intersection est non vide. Le systéme dynamique (X, ¢)
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apparait alors comme une semi-conjugaison d’un systéme de Bernoulli ou d’un sous-espace
invariant d’un systéme de Bernoulli. Le premier but de cette partie est d’introduire une
classse de tels sous-systémes qui seront bien adaptés aux divers calculs, appelés les sous-
décalages de type fini.

Le prototype d'un codage est I'écriture décimale d'un réel = de [0,1[. Ceci code le
systéme dynamique (X =R/Z, ¢ : x — 10x), en prenant pour alphabet fini &/ = [0, 9] et
pour parties les R; = [%, %] pour i dans 7. L’application de codage (non injective) est
I’application de .27 dans R/Z définie par

Qn
(an)neN — Z 10n+1 -
neN

Un autre exemple fondamental de codage est celui que nous avons effectué pour I'étude
du fer a cheval sur l'attracteur de Smale (voir la partie 11.5). Dans cet exemple, la semi-
conjugaison était une conjugaison, et il n’y avait pas besoin de passer & un sous-systéme
du systéme de Bernoulli, mais cette situation est loin d’étre générale.

La discussion ci-dessus justifie 'importance des sous-décalages de type fini. Cette partie
leur est entiérement consacré. Nous calculerons leur entropie topologique. Nous montrerons,
pour les sous-décalages de type fini vérifiant une propriété simple d’irréductibilité, qu’il
existe une unique mesure d’entropie maximale, et que cette mesure refléte la répartition
statistique des orbites périodiques.

Nous ne considérerons que les codages avec alphabet fini dans ces notes. Mais il est
parfois utile, en particulier en l’absence de compacité de I'espace des phases (voir par
exemple | , Chap.5]), de considérer des codages par des alphabets dénombrables. Nous
renvoyons pour cela par exemple aux références | , ) , , , |.

12.3.1 Sous-décalages de type fini

Soient &/ un ensemble fini de cardinal au moins 2, appelé un alphabet, muni de la
topologie discréte, et A = (Ang)a,pew une matrice carrée de coeflicients égaux a 0 ou 1. Se
donner une telle matrice revient & se donner un graphe orienté ¢, d’ensemble de sommets
4, tel qu’il existe une aréte allant du sommet o € o/ au sommet 5 € & si et seulement si
Ay g = 1. La matrice A est alors appelée la matrice d’incidence 265 du graphe orienté ¥4.

Exemple. A

o O = O
— O =
_ o O
o= OO

3 4

Nous appellerons sous-décalage de type fini 25 bilatére de matrice d’incidence A (ou
de graphe ¥4) le systéme dynamique topologique inversible (a temps discret) (¥4,04) o

265. Certains ouvrages, dont [[{it], disent matrice de transition, mais nous préférons réserver cette termi-
nologie aux matrices de transition des chaines de Markov, voir la partie 6.1.

266. Certaines références disent systéme de Markov, mais nous préférons n’utiliser la terminologie marko-
vienne que pour les aspects de théorie de la mesure et de probabilités des chaines de Markov.
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e X4 est la partie fermée donc compacte de ¥ = &/% définie par
Sa={wed": Vel Auun =1},

e 04 est la restriction du décalage de Bernoulli bilatére o a X 4.

Nous munissons X 4 de la distance induite d et de la topologie induite par celles de ¥ (voir
la formule (4)).

Nous définissons de méme le sous-décalage de type fini’%" unilatére de matrice d’inci-
dence A (ou de graphe ¢4) comme le systéme dynamique topologique (& temps discret)
(¥ 4+,04,+) obtenu en remplagant Z par N (et donc (X, 0) par (X4,04)) ci-dessus.

Si A est la matrice dont tous les coefficients sont égaux & 1, ou, de maniére équiva-
lente, si ¢ est le graphe orienté complet, alors nous retrouvons les systémes de Bernoulli :
(Ba,04) = (3,0) et (Baq4,044) = (E+,04).

Si A est une matrice d’incidence, nous avons déja vu dans la partie 6.1 que sauf cas
particulier, il existe de trés nombreuses mesures invariantes sur les sous-décalages de type
fini (X4,04) et (X4 4,044).

Exercice E.79. Soit A = (Ayp)a,pees une matrice d’incidence. Montrer que les assertions

suivantes sont équivalentes :
(1) la matrice A est irréductible?5®
(2) le graphe orienté G4 est connexe (en tant que graphe orienté),

(3) A n’a pas de ligne ou de colonne nulle et le systéme dynamique topologique inversible
(X4,04) est positivement transitif,

(4) A n’a pas de ligne ou de colonne nulle et le systéme dynamique topologique inversible
(X4,04) admet une orbite dense,

(5) A n’a pas de ligne ou de colonne nulle et le systéme dynamique topologique (X4 4,04 +)
est positivement transitif,

(6) A n’apas de ligne ou de colonne nulle et le systéme dynamique topologique (X4 4,04 +)
admet un point dont l’ensemble w-limite est égal a 34 1.

Si A est irréductible, montrer que 34 est ou bien fini et réduit a une orbite périodique, ou
bien un espace de Cantor.

Exercice E.80. Montrer qu’un sous-décalage de type fini est expansif, et d’entropie topo-
logique finie.

Nous allons calculer I’entropie topologique d’un sous-décalage de type fini.

L’entropie topologique d’un sous-décalage de type fini est donnée par le résultat suivant.

Proposition 12.20. Soit p(4A) = lim HA”H% = maXjycgp.(4) |A| le rayon spectral de
n—oo

la matrice A (qui ne dépend pas du choiz d’une norme? ||.

dimension finie M4 (R)), alors

| sur lespace vectoriel de

htOP(UA) = htop(O'A,+) =In p(A) .

267. Voir la note de bas de page précédente.

268. c’est-a~dire si pour tous les «, 8 € &7, il existe n € N\ {0} tel que (A™)ap # 0, voir la partie 6.1
269. 11 est conseillé de travailler avec une norme matricielle, c’est-a-dire une norme || || sur lalgébre
Mo (R) des matrices carrées de lignes et colonnes indexées par <7 vérifiant, pour toutes les matrices
A,B € Moy (R), Vinégalité |AB|| < ||A] || B
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Si A est apériodique’™, alors htop(04) = htop(0a,+) = In Amax(A).

Démonstration. La seconde assertion découle de la premiére et du théoréme de Perron-
Frobenius 6.1, qui implique en particulier que la valeur propre de module maximal Apax(A)
de A est strictement positive.

Nous montrons le cas bilatére (c’est-a-dire 'égalité hiop(ca) = In p(A)), le cas unilateére
se traite de maniére similaire. Nous aurons aussi besoin des deux assertions du lemme de
comptage ci-dessous ultérieurement.

Lemme 12.21.
(1) Pour tout a dans <, notons [ le 1-cylindre {w € ¥ 4 : wg = a}. Alors pour tous les
n€Neta,be o, le cardinal de I’ensemble
{(@0s- - ran) € ™ : faglo N o5 (fatlo) M-+~ N 03" ([anlo) # 0, a0 = a, ay = b)

est égal au coefficient (A™)qp de la matrice A™.
(2) Pour tout N €N, si Py = {w € X4 : oYw = w}, alors

Card Py =tr AV .
Démonstration. (1) Cet ensemble est aussi 'ensemble
{(ag,...,0n) € /" iag=a, o, =b, et VEke[0,n—1], Ao = 1}

Son cardinal est donc le nombre de chemins joignant a & b de longueur n dans le graphe
orienté ¢¥4. Ce nombre est exactement le coefficient (A™),; de la matrice A™.

(2) Ceci découle du fait que tr AN =3 - (AY)q,. O
Pour tout n € N, appelons dans cette démonstration (2n + 1)-cylindre toute partie de
Yadelaforme{w e Xg:w_p =a_p,...,wn = an} POUr G_p,...,a, € <. Deux éléments

qui appartiennent & un méme (2n+ 1)-cylindre ont les mémes coefficients d’indice entre —n
et n. Donc par la définition (4) de la distance d sur X4, le diamétre d’un (2n + 1)-cylindre
est au plus e™".

Par la définition de la topologie produit, les (2n + 1)-cylindres sont des ouverts de ¥ 4.
Le recouvrement ouvert % de X 4 par les 1-cylindres est générateur pour o4, car pour tout
n € N, le recouvrement ouvert \/I__ ;"% est le recouvrement par les (2n + 1)-cylindres,
donc son diamétre est au plus e~ ™. Deux (2n + 1)-cylindres sont égaux ou disjoints, donc
N (VP _,04'%) est égal au nombre de (2n + 1)-cylindres non vides.

Par ’équivalence des normes en dimension finie, il existe ¢ > 1 telle que, pour toute
matrice B € R‘Qﬂ, nous avons

1
LIBls Y IBagl<clBl- (156)
a,Bed

Par le théoréme 12.9, par la formule (152), par le lemme 12.21 (1) et par la formule
(156), nous avons donc

n
— N E —1 _ 2n+1
hiop(0a) = h(oa, %) = nh_}ngo 1 lnN(i:\{naA U) = nh_}nolo 1 1 abz;d(/l )a,
= li In A"+ =1 :
B T | =tnp(4). O

270. c’est-a-dire il existe un entier & € N~ {0} tel que les coefficients de A" soient tous strictement
positifs, voir la partie 6.1
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12.3.2 Problématique de 1’équidistribution

Soit X un espace topologique localement compact, de tribu borélienne &, muni d’une
mesure (borélienne positive) réguliére . Notons (Ay)nen une suite de réels strictement
positifs et # = (F)nen une suite d’ensembles dénombrables Fy de parties fermées f de
X munies d’une mesure réguliére py de support f, tels que la mesure

1
'UNZT Z 125
N feFN

soit réguliére. Ceci est en particulier le cas si Fiy est fini.

Par exemple, X peut étre compact, p une mesure de probabilité, et Fiy un ensemble
fini de singletons f = {z} de X, que nous identifions & un ensemble fini de points = de X,
munis de leur masse de Dirac unité py = A, avec Ay = Card Fy.

Soit #,, I'ensemble des boréliens B € # d’adhérence compacte tels que p(0B)
Des résultats classiques de théorie de la mesure (voir par exemple [Coh| ou [Bil], et le
lemme de Portmanteau 12.14) montrent le résultat suivant.

—p.27

Proposition 12.22. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) la suite de mesures (un)Nen converge vaguement vers la mesure p (c’est-a-dire (voir
la partie 0.2) que pour toute fonction continue & support compact f € CS(X), nous

li =
avons lim pn(f) = p(f)),
(2) pour tout B € %, nous avons lim pun(B) = u(B),

N—+400

(3) il existe une partie B' de B, qui engendre la o-algébre A telle que pour tout B € A,
nous ayons lim puyn(B) = u(B). O
N—+o0

Si I'une de ces assertions est vérifiée, nous dirons alors que la suite .F s’équidistribue
dans X vers la mesure p a l'échelle (An)nen.

Lorsque X est compact, si Fy est fini et Ay = Card Fly, si les mesures py pour f € Fly
sont des mesures de probabilité, la mesure u, lorsqu’elle existe, doit alors étre une mesure
de probabilité. Mais lorsque X n’est pas compact, il peut apparaitre des phénomeénes
intéressants de perte de masse a l'infini de la suite (vy)nyen @ la mesure p limite pour la
topologie vague, lorsqu’elle existe, n’est pas forcément une mesure de probabilité si X n’est
pas compact.

Donnons des exemples de parties %’ comme dans 'assertion (3) ci-dessus. Lorsque
(X, p) est la droite réelle munie de la mesure de Lebesgue, nous pouvons prendre pour %’
I’ensemble des intervalles bornés dans R, voire ’ensemble des intervalles bornés dont les
deux extrémités appartiennent a une partie dense fixée de R. Lorsque (X, u) est I'espace
euclidien R” muni de la mesure de Lebesgue, nous pouvons prendre pour %4’ ’ensemble
des cubes dans R™. Lorsque X est l'espace de phases d’un sous-décalage de type fini,
nous pouvons prendre pour %’ I'ensemble des cylindres, et ceci pour toutes les mesures
boréliennes, car la frontiére d’un cylindre est vide.

Lorsque Fiy est un ensemble fini de points (munis de leur masse de Dirac unité) de X
et \y = Card Fl, dire que .# s’équidistribue dans X vers la mesure p (c’est-a-dire que

271. 1l est important de ne pas oublier cette condition.
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la suite de mesures (un)nen converge vaguement vers la mesure p) est alors équivalent a
dire que pour tout élément*™> B € %, (ou, de maniére équivalente, pour tout élément B
d’une partie #' donnée de %, qui engendre la o-algebre ), la proportion de points de
F dans B est asymptotiquement égale & la mesure de B pour u :

) Card(BN Fy)
B T Cadry - MB)

Exemples. (1) Par les propriétés de U'intégrale de Riemann, la suite

k
F = (Fy={57:0<k<N+1})
veAlgrOskENTL)
de parties finies de [0, 1] s’équidistribue dans I'intervalle [0, 1] vers la mesure de Lebesgue
Leb[ovl].

(2) Soit a € R\Q un nombre réel irrationnel. Pour tout réel ¢ € R, notons de maniére
usuelle {t} =t — [t] € [0,1[ la partie fractionnaire de t. Par l'unique ergodicité de la
rotation R, sur R/Z (et la version adaptée du théoréme ergodique de Birkhoff, voir la
proposition 4.3), la suite

F = (FN ={{na}:0<n< N})NGN
de parties finies de [0, 1] s’équidistribue dans I'intervalle [0, 1] vers la mesure de Lebesgue
Lebjg 1) Plus généralement, si P est un polynome réel en une variable dont au moins I'un des
coefficients est irrationnel, alors la suite des Fiy = {{P(n)} : 0 < n < N} s’¢quidistribue
dans [0, 1] vers Lebyg ;). Ce résultat, originellement dit & Weyl, se démontre aussi par les
méthodes de séries de Fourier (voir la partie 4.4). 27

(3) Soit @ €]0, 1[. Puisque (n + 1)® — n® ~ a/n'=% quand n — +o0, la suite

F = (FN:{{na}:OgngN})NEN

de parties finies de [0, 1] s’équidistribue dans U'intervalle [0, 1] vers la mesure de Lebesgue
Leb[o’l].

(4) La suite de Farey

b

de parties finies de [0, 1] s’équidistribue dans U'intervalle [0, 1] vers la mesure de Lebesgue
Lebjg ) (voir | |, ainsi que | | pour une démonstration géométrique et | )
Chap. 16| pour une version en caractéristique positive).

272. attention a ne pas oublier de vérifier I’hypothése que pu(90B) =0

273. Le critére de Weyl (voir la proposition 4.5 et par exemple [IK, §21] pour de nombreux autres exemples
d’équidistribution de suites arithmétiques) dit qu’une suite réelle (zn)nen $’équidistribue modulo 1 (c’est-
a-dire la suite des Fx = {{zn} : 0 < n < N} s’¢quidistribue dans [0, 1] vers Lebo 1}) si et seulement si

. 1 N 2 laxp i . 2 iz .
NE)TOO ¥ 2omeo€ 7" =0 pour tout £ € Z~{0}. Ceci découle de la densité du sous-espace vectoriel

complexe engendré par les fonctions trigonométriques dans l’espace de Banach des fonctions continues de
[0,1] dans C pour la norme uniforme, voir la proposition 4.1 (1).
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(5) Le dessin en couverture de ces notes représente I'équidistribution de points dans
(@(62%) dans C, voir par exemple |PalP2] pour la description de la famille .# considérée :
nous avons % = (Fy)nNen Ol

P 2ir
FN:{53P7QGZ[6S]ZPquly‘q,SN}

et le dessin correspond & N = 10. De méme, le dessin ci-dessous représente 1’équidistribu-
tion de points dans Q(7) dans C, pour la famille .# = (#n)nen ol

p .
FNz{g:p,qGZ[Z]rp/\qILIQISN},

en prenant N = 10.

i
14

.-\.-\.:"-..'J ! b TA 3L N :
':';;{‘JP,L‘Q;“;“{H et g Re 0 ?Q‘Jlﬂ,d’:‘?r_;

Al AL

Dans le reste de ces notes, nous allons nous intéresser a des problémes d’équidistribution
de points périodiques de systémes dynamiques, ou d’équidistribution d’autres familles %
construites par des moyens dynamiques ou arithmétiques.

12.3.3 Mesures d’entropie maximale des sous-décalages de type fini

Le but de cette partie est de montrer qu’il existe une et une seule mesure d’entropie
maximale pour tout sous-décalage de type fini de matrice d’incidence apériodique, de don-
ner une construction précise de cette mesure, et d’en déduire 1’équidistribution des points
périodiques dans un sous-décalage de type fini.

Notons encore &/ un alphabet fini de cardinal au moins 2, et A = (Ayp)a,ger Une
matrice d’incidence (de coefficients égaux & 0 ou 1). Supposons que A soit apériodique.
Avec les notations du théoréme 6.1 de Perron-Frobenius, notons A = Apax(4), v = (Va)acw
un vecteur propre de ‘A pour la valeur propre A & coefficients strictement positifs, et
f = (fa)acw un vecteur propre de A pour la valeur propre A a coefficients strictement
positifs, normalisés 2™ de sorte que

> vafa=1. (157)

acd

274. 1l reste encore plusieurs choix possibles, puisqu’il est possible de multiplier v et de diviser f par un
méme A > 0, mais ce qui suit ne dépend pas d’un tel choix.
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Nous avons donc, pour tout o dans .7,

vo >0, fo >0, Z ’UﬁAﬁa = AV,, et Z Aaﬁfﬁ =Af,. (158)
ped peA

Notons alors 7® = (W;/B)awgeﬂ la matrice de coefficients

. Aaﬁfﬁ
ﬂ—aﬁ = )\fa .

Va,8 €, (159)

Il est immédiat de vérifier par cette formule (159) que 7 est une matrice de transition 27
apériodique, dont la matrice d’incidence associée "% est égale & A. La mesure de Markov

associée (voir le lemme 6.3 pour la définition)
on = Pﬂ-o (160)

sur X4, respectivement
pit = Pre ¢ (161)

sur X4 4, s’appelle la mesure de Parry du sous-décalage de type fini bilatére (X4,04),
respectivement unilatére (34 4,04 4).

Exemple. Lorsque A est une matrice carrée de coefficients tous égaux a 1, alors \ vaut
qg=Card o, v4 = fo = ﬁ pour tout « dans &7, et w° est la matrice carrée de coefficients

tous égaux a %. Le sous-décalage de type fini bilatére (¥4,04) est alors égal au systéme
de Bernoulli bilatére (X, 0) sur 'alphabet 7. La mesure de Parry de (¥4,04) = (2, 0)
est alors la mesure produit Z/OZ, pour 1y la mesure d’équiprobabilité sur &/. De méme, le
sous-décalage de type fini unilatére (X4 4,04 4) est alors égal au systéme de Bernoulli
unilatére (X4, 04 ) sur Palphabet 7, et sa mesure de Parry est la mesure produit 1/(1)\] .

Remarque 12.23. Puisque 7* est apériodique, 'unique (par le lemme 6.2 (2)) mesure
m*-stationnaire >7" est

vto= (Uafa)oze.ﬁf 5
car 1™ est un vecteur de coordonnées strictement positives dont la somme est égale a 1
par la formule (157), et ™ 7® = ™ par les formules (159) et (158).%7

Le résultat suivant montre 'existence et I'unicité d’une mesure d’entropie maximale
sur tout sous-décalage de type fini de matrice d’incidence apériodique, égale & la mesure de
Parry que nous venons de construire explicitement, et montre I’équidistribution des points
périodiques vers la mesure d’entropie maximale.

275. c’est-a-dire une matrice a coefficients positifs ou nuls tels que la somme des coefficients de chaque
ligne vaille 1, voir la partie 6.1

276. c’est-a-dire la matrice d’incidence Aze = (@aps)a,pear telle que anp = 0 si et seulement si 755 = 0,
voir la partie 6.1

277. c’est-a-dire une mesure de probabilité sur o/ qui est un vecteur propre de *w® pour la valeur propre
1

278. En effet, pour tout o € &, nous avons

e = 3 (wp ) 2o te

Bed

Bed
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Théoréme 12.24. Soient (X 4,04) un sous-décalage de type fini bilatére, de matrice d’in-
cidence A apériodique, et u la mesure de Parry sur X 4. Pour tout N € N, notons

Py={weXy:oclw=uw}

l’ensemble des points périodiques de o 4 de période divisant N, et uny = Card Py ZMGPN Ay,
ot A, est la masse de Dirac unité en x.

a) Nous avons hiop(ca) = hu(oa).

b) La seule mesure de probabilité o s-invariante p' sur X4 telle que hy(04) = hiop(0a)
est ' = p.

¢) La famille & = (Py)nen s équidistribue dans ¥4 vers la mesure d’entropie mazimale :
la suite des mesures de probabilité (un)Nen converge vaguement vers L.

Une démonstration analogue donne que si (¥4 4,04 +) est un sous-décalage de type
fini unilatére, de matrice d’incidence A apériodique, et si 4 est sa mesure de Parry, alors

e /4 est 'unique mesure d’entropie maximale de (X4 4+,04.+),

® hiop(0a,+) = by, (04,4), et

e la famille .# = (Py)yen des ensembles Py = {w € ¥4 : UIJX,er = w} des points
périodiques de période divisant N de 04 4 s’équidistribue vers I'unique mesure d’entropie
maximale de (X4 4,04 4).

En particulier, 'unique mesure d’entropie maximale du décalage de Bernoulli o sur
/%, pour &/ un alphabet fini de cardinal au moins 2, est la mesure produit I/OZ, pour g
I'équiprobabilité sur o7 (voir aussi l'exercice E.86).

Démonstration. a) La proposition 6.4 appliquée & 7 = 7® et 4 v = ™, la remarque
12.23 et la formule (159) donnent
_ T _e . o UaAa,Bfﬁ
hu(oa) == D vimashn(mis) = D =5 (—In(Aasfs) +1n fo +10)) .
a,Bed o,fed

Remarquons que A,gln Ayg = 0 car Aag € {0,1}. Donc par les formules (158) et (157),
nous avons

OéAOé
> (dasf) R - LS (s fs =~ 3 (5 sl

a,fB o,B B
VaAg
> () 2 S (e
a,fB «
Vo Ag
;mxAﬁfﬁ - ln/\za:vafa —In\.

Comme hiop(04) = In A par la derniére affirmation de la proposition 12.20, le résultat
en découle. Donc la mesure de Parry est une mesure d’entropie maximale du systéme
dynamique topologique (X4,04).

b) Soit p' une autre mesure de probabilité borélienne o 4-invariante d’entropie maximale
sur X4, donc telle que hy(04) = hiop(0a) = In A

Si i/ est absolument continue par rapport a la mesure de Parry pu, alors comme p
est ergodique (car mélangeante, voir la proposition 6.5), il découle de I'exercice E.14 que
i = p. Ceci est exactement ce que nous cherchons a démontrer.
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Supposons donc par I’absurde que p’ ne soit pas absolument continue par rapport a
w. 11 existe donc un borélien B, de X4 tel que p/(By) > 0 et u(Bs) = 0. Rappelons que
I’ensemble & des unions finies disjointes de cylindres est une algébre de Boole engendrant
la o-algébre produit de 3.

Le lemme 5.2 appliqué a la mesure %(,u’ + ), permet de trouver une suite (Bp)pen
d’unions finies disjointes de cylindres de X4 telles que pli%ngo W (Bp) = p'(By) # 0 et

lim pu(B,) =0.
pP—00
Notons &y la partition mesurable de ¥ 4 définie par

S={Zana)p:aed,TaNa)o#0}

et &, la partition &, = \i__, UZZEO. Comme & est une partition génératrice pour la
transformation inversible o4, d’aprés le théoréme de Kolmogorov-Sinai (proposition 5.3
(8)) et la proposition 5.3 (1) dans le cas inversible, nous avons

. 1
hu(oa) = hy(oa,éo) = ffg mH#’(fn) :

Nous avons donc, pour tout n > 1, I'inégalité H,/(&,) — (2n +1)In A > 0.

Lemme 12.25. Soient x1,...,x des réels strictement positifs tels que Zle x; = a. Alors
- Zle x;log z; < alog %

Démonstration. Par la concavité de la fonction ¢ : t — —tlogt sur [0, 1], nous avons

1< 1< i a.  k
k;—xilogggig—(kz;xi>log(k2xi>:kloga. (Il

1= 1=

Lemme 12.26. ] existe ¢ > 0 tel que, pour tout cylindre C' = [, ... , Qn|m non vide de
Y4, nous ayons p(C) > ¢ A==,

Démonstration. Le cylindre C' = [y, ..., ay|m de ¥4 est non vide si et seulement
s’il est possible de compléter la suite finie (qp, ..., a,) en un élément de ¥ 4. Puisque A
est apériodique, de tout sommet du graphe orienté ¥4 part et arrive au moins une aréte.
Donc C' est non vide si et seulement si Ay, amy; = - = Aap_r1an = 1, c’est-a-dire si et
seulement si [/} Agiasy, = 1.

Par la définition (160) de la mesure de Parry, par le lemme 6.3 définissant les mesures
de Markov appliqué avec m = 7® et v = vP*" | par la remarque 12.23 et la formule (159), et

puisque faq,, H?;nll fc};fl = fa,, DOUS avons
n—1 n—1
¢ . Acsair fau
M(C) = ng H 7rOéi7Oéi+1 = vamfam H %
n—1
- < H Aaiai‘i’l)vamfan)\i(nim) = Uamf()én)\i(nim) .

i=m

Il suffit donc de prendre ¢ = min, ge va fg > 0. O
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Fin de la démonstration de ’assertion b) du théoréme 12.24. Fixons p et choi-
sissons n de sorte que B, soit une réunion finie de parties de la partition &,. Nous avons
alors, en utilisant les deux lemmes précédents,

0<H,(&)—(2n+1)logA
=— > JOngC)- ) Z(OIp/(C) - (2n+1)nA
Ceén, CCBy Ce&n, CCeBy

Card{C €&, :C C B,}

<y (B,)In P
=/ W(5,)
p(B ))‘2n I(c

< u'(B,)In 7—1- B,)1n —(2n

:u’( p) C,[L(B) :u’( p) ‘u/(ch) (

oy n N(Bp) /e n N(CBP)
_:u’( p)l /,L/(Bp)—’_u( p)l MI((‘Bp)

Card {C €&, :C C °B,}
1 (“Bp)

+1)InA

+ 1/ (°Bp) In

—(2n+1)In A

/J(CB;D))‘%

—Inc—InA\.

Ces inégalités sont vraies pour tout p. Mais le dernier terme de cette série d’égalités et

inégalités tend vers —oo quand p tend vers U'infini, car 11111 u(Bp) =0, lim W (Bp) >0
p——+o0

et 1/ (°Bp)In ((c - )) est borné supérieurement par =. Ceci donne la contradlctlon cherchée.

¢) Comme les fonctions localement constantes sont denses (pour la norme uniforme)
dans les fonctions continues sur espace de Cantor 72, il suffit de montrer que, pour tout
cylindre C' = [am, - .. , anlm de 7%, nous avons ]\}im un(C) = u(C).

Comme vu dans la démonstration du lemme 12—2?30 il est possible de compléter la suite
finie (Qm, - - . , @) en un élément de ¥4 si et seulement si []72) A = 1. Dans ce cas
et si N > n —m, la suite finie se compléte en une suite

Q41

/

(s ooy A Oty oo s Q)

de longueur N + 1 qui elle-méme se compléte en un élément de Py N C, si et seule-
ment si nous avons «j, = «y pour tout k € [m,n], si oy 4m = Qum et si la partie finale
(), 001, .., &yy,,) appartient &

{(ﬁm - 7/8N+m) € g/N-ntmtl Bn = Qn, BNtm = am et

[Balo N 03 ([Baralo) N Mo ™ ([Bn-4mlo) # 0} -

Or, par le lemme 12.21 (2), nous avons Card Py = tr AYN. D’aprés le lemme 12.21 (1),
pour N > n —m, nous avons donc

—1
Card (Py N C) 1 1 N
C) = _ ( A..)A n+m . 162

/’[/N< ) Card PN tr AN Z:Hnl Q41 ( )Oénam ( )
Soient f = (fa)acw €t U = (Va)acw définis juste avant la formule (157). Notons?™ 7 le
projecteur sur la droite Rf parallélement & 'hyperplan H noyau de la forme linéaire duale
a v, défini par

H = {(a:a)aepf eRY : Z Valo = O} .
acd

279. en identifiant les endomorphismes linéaires de R avec leur matrice dans la base canonique (ea)acs

lsia= . . .
ol eq(B) = 0 Sinoén B de R¥, et R¥ avec son dual par I'isomorphisme envoyant la base canonique de
R% sur sa base duale
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Montrons que d’aprés le théoréme de Perron-Frobenius, nous avons A}im A%AN =r7. En
—00

effet, nous avons lim /\LNAN f=f
N—oo

Montrons tout d’abord que puisque v est fixé par ‘A, 'hyperplan H est invariant par
A. En effet, notons ( , ) le produit scalaire euclidien canonique (rendant la base canonique
orthonormée) de R¥. Alors H est orthogonal de v. Pour tout élément 2 € H, nous avons
(Az,v) = (x, 'Av) = (x,v) = 0. Donc Az € H

Maintenant, comme les valeurs propres (complexes) de A distinctes de A sont de module
strictement inférieur a A, et comme A est de multiplicité 1, la restriction de A & H est donc

de rayon spectral strictement inférieur & A. Donc A}im )%NAN x =0 pour tout ¢ € H.
—00

Nous avons 7 = (faUg)a,8e car en posant 7 = (favg)a gew, DOUs avons 7' f = f par
la formule (157), et pour tout € H, nous avons 7’z = 0, donc 7/ = 7.
En particulier, nous avons que A}im )%N tr AN =tr 7 =1 par la formule (157) ainsi
—00
que ]\}lm V4 L (AN )a,8 = favg. D’ott par la formule (162), par une simplification télescopique
_>

du troisiéme terme en utilisant la formule (159) et par le lemme 6.3 définissant la mesure
de Markov associée a (7®, 2™ ), nous avons

n—1
. . UOé'rn fOén azaH—l faz+1
@)= (T ) e = o T

=m

n—1
- V;rm ﬂ-. Q41 IUJ(C)
=m
Ceci démontre 'assertion c). O

12.4 Entropie topologique des automorphismes linéaires du tore

Cette partie est consacrée a 1’étude de ’entropie topologique, de 'existence et I'unicité
d’une mesure d’entropie maximale et des conséquences sur I’équidistribution des points pé-
riodiques pour les systémes dynamiques (uniformément) hyperboliques. Nous décrirons es-
sentiellement la situation du tore TV muni d’un automorphisme linéaire hyperbolique ¢y,
déja moultement étudié dans ces notes. Il est de toute fagon primordial de se familiariser
avec cet exemple pour comprendre le cas général des systémes dynamiques hyperboliques.

Nous procéderons par codage (au sens de l'introduction de la partie 12.3) du systéme
dynamique (TV, ¢,s) par un sous-décalage de type fini (X4,04), défini & 'aide de “par-
titions de Markov” construites a partir des variétés stables et instables de (T, ¢ys). La
démonstration de ’existence de telles partitions représente 1’essentiel du travail.

Nous utiliserons alors ’analyse des sous-décalages de type fini effectuée dans la partie
12.3 pour montrer que la mesure de Haar sur TV est 'unique mesure d’entropie maximale
pour ¢y, pour calculer I'entropie topologique de (T¥, ¢,s), et pour montrer 1'équidistri-
bution des points périodiques de ¢as vers la mesure de Haar sur TV.

12.4.1 Partition de Markov du tore

Dans toute la suite de cette partie 12.4.1, nous reprenons les notations de la partie
11.3 sur la stabilité structurelle des automorphismes linéaires hyperboliques du tore. En
particulier, nous notons
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e N un élément de N\ {0} et M une matrice N x N a coefficients entiers, hyperbolique
(c’est-a-~dire sans valeur propre de module 1), que nous supposons de plus de détermi-
nant égal & +1 (afin que ¢ soit inversible), par exemple la matrice de la transformation

du chat d’Arnold M = (? }) :

e RY = E% @ E la décomposition en somme directe de R en sous-espaces vectoriels
stables et instables pour M ;

e ||. || une norme sur RY adaptée & M (c’est-a-dire telle que, si nous notons encore || . ||
la norme d’opérateur associée, alors | M |gs || < 1, |[M~!|gu|| < 1 et, pour tous les x4
dans E* et z,, dans EY, nous ayons ||z + z,|| = max{||zs||, |z.]|}) **". Nous noterons

B(v,7) la boule fermée de centre v € R et de rayon 7 > 0 pour cette norme || || ;

e ch(M) la constante d’hyperbolicité de M pour cette norme adaptée
ch(M) = max{||M [ ||, [|M ™" |gu I} < 15

o RN — TN la projection canonique;
e ¢ = ¢y Iautomorphisme linéaire hyperbolique du tore TV défini par ¢/ op =0 M,
et

e d la distance quotient sur TV de la distance associée & la norme adaptée sur RY
d(w,y) = nf{]lo — w] : p(v) = 2, p(w) = y} -

Fixons €y > 0 suffisamment petit tel que I’application e soit isométrique (et en parti-
culier injective) sur la boule B(0,e1) = {v € RV : |lv]| < €1} dans RY, centrée en 0 et de
rayon

e1 = 2¢omax {1, [|M]], |[M}}. (163)
L’application e est alors isométrique sur toute boule fermée de rayon €.

Pour tous les € € ]0,¢[ et z dans TV, notons, comme cas particulier de la situation
générale décrite dans la partie 11.8,

We@)={yeTV:¥Vn>0, d¢"(x),¢"(y)) <e} (164)

la variété stable locale en x de ¢ et

Weiz) ={y € TV :¥n >0, d(¢ "(x),¢ "(y)) < ¢} (165)

la variété instable locale en x de ¢.

Rassemblons quelques propriétés élémentaires de ces sous-espaces dans le lemme sui-
vant. Ses assertions (1), (2), (3), et (4) redémontrent dans un cas particulier respectivement
les propriétés (2), (3), (4) du théoreme 11.31 et (1) du théoréme 11.35. Son assertion (5)
explicite les variétés stables et instables du difféomorphisme Anosov ¢y, définies dans les
formules (141) et (142).

Lemme 12.27. Soient € € 10, €[ et z,y € TV.
(1) Nous avons oW (x)) C W2(o(x)) et Wa(p(x)) C oA ().

280. Attention, il ne s’agit pas d’une norme euclidienne.
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(2) Le point y appartient & WE(zx) si et seulement si pour tout n > 0, nous avons
d(¢"(x), 9" (y)) < € ch(M)"
(3) Le point y appartient & W*(z) si et seulement si pour tout n > 0, nous avons

(™" (x), 67" (y)) < € ch(M)"

(4) Si d(x,y) <€, alors lintersection W2 (x) N W (y) est réduite a un point, noté [z,y].
L application de {(z,y) € TV x TV : d(x,y) < €} dans TV définie par (v,y) — [z,]
est continue, et appelée le produit local associ€é a .

(5) St p(v) =z, la variété stable en x est

Wo(@) ={y € T : lim d(¢"(x),¢"(y) =0} = |J 67" (We(¢"(2))) = plv + E)

neN

et la variété instable en x est

Wh(z) = {y e TV : lim d(¢™"(x),¢™"(y) = 0} = U ¢"(We(¢7(2)) = plo+EY) .

n—> o
neN

Notons que les variétés stables et instables W¥(x) et W"(z) sont des sous-variétés
immergées comme dicté par la théorie générale (voir le théoréme 11.34). Mais elles ne sont
en général pas des sous-variétés plongées : elles peuvent étre denses dans le tore TV, comme

. 2 1
c’est par exemple le cas pour 'application du chat d’Arnold ¢;; donnée par M = < 1 1),

ot les droites stables et instables de M dans R? sont de pente irrationnelle (voir I'exercice
E.75).

Démonstration. Il est possible aussi de donner une description explicite des variétés
stables et instables locales. Fixons € < ¢y. Pour tous les points z,y de TV, notons Z, y des
relevés dans RY de z,y, de sorte que si d(x,y) < ¢, alors ||Z — 7|| < e. Nous allons montrer
les égalités

Wi(x) = p(BE, e 0@+ E)) et Wiz)=p(BEeon@E+EY), (166)

dont découle en particulier I'assertion (5).

(1) Ceci est immeédiat par les définitions 164 et 165 de W2 (z) et W(x), par décalage
d’indice.

(2) Soit v € B(z,e) N (z + E*). Par la définition de la distance quotient d, par la
linéarité de M, puisque T —v € E* et puisque M ps est ch(M)-lipschitzienne sur E*, pour
tout n € N, nous avons

d(¢"(x), ¢" (p(v)) < |M"T — M"D || < ch(M)"|Z — 7| < e ch(M)" <e.
Donc

MB@E ONGEHE?) C {y € T":Vn €N, d(¢"(2),d"(y)) < e h(M)"} C W(x) . (167)
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Réciproquement, si y € W5(x), alors en particulier d(z,y) < e. Comme dit ci-dessus,
nous choisissons des relevés T, 7 de x,y, de sorte que ||Z — 7| < e. Ecrivons § — & = vs + vy,
avec vs € E° et v, € E". Supposons par 'absurde que v, # 0. Puisque M|gu est dilatante,
il existe un entier n € N tel que M"v, € B(0,¢) et M"* 'y, ¢ B(0,¢). Notons que
My, = M(M™v,) € B(0,¢||M]|) et que par la définition (163) de e, application T

est une isométrie sur B(M™ 1T, eo||M]||). Donc, puisque la norme est adaptée, et puisque
1Mo || < Jlos|| < max{[Josl, oull} = llvs +vull = 17— F[| < e
et |[M"v,|| > €, nous avons

d(@" " (y), " (2)) = [|M" Ty — MFIE | = | M log + Moy
= max{[|[M" o, M ou |} = [M" o > €.

Ceci contredit le fait que y € Ws(x). Donc § — 7 = vs € E* et y € B(Z,¢) N (7 + E%).
Par conséquent y € /p(?(iﬁ, €) N (Z + E*)). Ceci montre que la chaine d’inclusions dans la
formule (167) est en fait une chaine d’égalités. L’assertion (2) en découle, ainsi que I'égalité
de gauche dans la formule (166).

(3) L’assertion (3), ainsi que I’égalité de droite dans la formule (166), découlent de la
démonstration précédente en remplacant ¢ par ¢~ = ¢,;-1, en remarquant que ch(M) =
ch(M~1), et que la définition (163) de €; est symétrique en M et M 1.

(4) Comme vu dans les préliminaires, soient Z,y des relevés de z,y tels que ||z — y|| <
€. Les sous-espaces affines 7 + F* et y + E*, dont les directions sont des sous-espaces
vectoriels supplémentaires, se coupent en un et un seul point z. De plus, le point z dépend
continuement de Z,y. Puisque la norme est adaptée, puisque £ — 2 € E® et 2 — y € EY,
nous avons

max {[|7 - 2|, [Z- 7} = |G-+ E-Dl =7 -9l < ¢

Par les formules (166), nous avons donc z = p(z) € W2 (z)NW (y). Si 2 est un autre point

de W (z) NW(y), alors 2’ admet un unique relevé 2’ appartenant a B(Z,€) N (Z + E¥) et
il existe un relevé 3 de y tel que 2/ € B(y',¢) N (y' + E*). Donc comme ci-dessus

ly =2l = =) + (2 = D)l = max {||7 — 2'||, | = /[ } <.

Donc les points 3;’ et y sont tous deux & distance au plus € < ¢y de T, et s’envoient par T
sur le méme point y. Puisque qu est injective sur la boule B(7,€) par la définition (163) de

€1, ceci implique que y' = 7 et 2/ = 2. O

Nous appellerons rectangle de TV pour ¢ = ¢y toute partiec R non vide de diamétre
au plus € telle que si z,y € R, alors [z,y] € R.

Autrement dit, dans une identification locale de TV avec E = E® x E%, nous avons
R = R®* x R" avec diam(R?®) < ¢y et diam(R") < ¢y. Les parties R® et R" ne sont pas
forcément des boules de E* et E“. La frontiére de R s’écrit alors OR = 0°R U J“R ou
0°R =R’ x OR" et O"R = OR® x R".
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Le rectangle R est dit propre s’il est ’adhérence de son intérieur. Pour x dans R, notons
Wg(z) = we ()N R et Wg(x)= We (x)NR,

que nous appellerons les feuilles stables et instables dans R de x. Une partie S de R est
appelée un sous-rectangle stable (resp. instable) si pour tout x dans S, la partie Wj(x)
(resp. Wg(x)) est contenue dans S.

Es

sous-rectangle instable sous-rectangle stable

Une partition de Markov®' % de TV pour ¢ est un recouvrement fini Z = (Ra)acy
de TV par des rectangles propres de TV pour ¢, tel que, pour tous les a, 3 dans o7, nous
ayons

a) ]-gaﬂ}%g:(bsia#ﬂ,
b) si @ € Ry ct ¢(x) € R, alors 6(W3_ () C Wiy, (6(a)) ct Wi (6()) C o(Wh ().

Voici un dessin expliquant graphiquement la condition b).

281. La terminologie “partition de Markov” est classique, bien que Z ne soit jamais une partition de TV
au sens strict, et que, étant un objet de dynamique topologique, elle n’est pas initialement reliée a des
chaines de Markov.
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Si Rg R
. .
alors
oui oui non non
Nous renvoyons par exemple & | , §10] pour une démonstration du résultat suivant.

Théoréme 12.28. Pour tout € > 0 et tout automorphisme linéaire hyperbolique ¢ps de
TN, il existe une partition de Markov Z de TN pour ¢ar par des rectangles de diamétre au
plus €. O

12.4.2 Codage des automorphismes linéaires hyperboliques du tore

A chaque partition de Markov, nous associons sa matrice d’incidence A = (Aqg)a,pew
ol, pour tous les «a, f € &, nous avons

A= { ! si ¢(Ra) N R # 0

0 sinon.

Théoréme 12.29. Soient # = (Ra)acy une partition de Markov de TV pour ¢ = ¢y
par des rectangles de diameétre au plus € avec € > 0 assez petit, A sa matrice d’incidence et
(X4,04) le sous-décalage de type fini associé.
a) Pour tout w dans X4, Uintersection [,z ¢~ " (Rw,) est réduite a un point, que nous
noterons h(w).
b) L’application h : ¥4 — TN ainsi définie est continue, surjective et vérifie la propriété
de semi-conjugaison ¢ oh = ho oy entre o4 et ¢.
c) Pour toute mesure de probabilité o4-invariante et ergodique i, de support 34, nous

avons
p({w € ¥4 : Card A (h(w)) > 1}) =0.

Ce théoréme (avec I'existence de partitions de Markov vue en théoréme 12.28) dit en
particulier que pour tout automorphisme linéaire hyperbolique du tore, il existe un sous-
décalage de type fini qui lui est (topologiquement) semi-conjugué. De plus, quitte & enlever
un ensemble négligeable (pour toute mesure raisonnable), cette semi-conjugaison est en
fait une conjugaison.

Démonstration. Nous noterons
#=|J Ray 0% =|] ORa, %= |] 0°Ra, 0% = | 0"Ra.
acd acd acd acd
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a) Soit w = (wn)nez un élément de ¥ 4. Par la définition de ¥ 4 et la propriété b) des
partitions de Markov, la partie Ry, N ¢~ (Ry,) est un sous-rectangle stable non vide de
R,,. Par récurrence, I'intersection (%, ¢~ "(R,,) est un sous-rectangle stable non vide
de R, xpour tout ng € N. Par compacité, 'intersection (),~q¢ "(R.,) est aussi un
sous-rectangle stable non vide. B

E;

SSSSNSSNNS

N\\\N\\\

=
/1177
ST

RUJO mf_l(Rwl) mf_Q(sz) Rwo nf(wal) mf2(RUJ72)

Nous montrons de méme que (), ., ¢ " (R, ) est un sous-rectangle instable non vide.
Donc I'intersection (e, ¢~ " (Rw,) est non vide. Deux points de cette intersection ont des
orbites qui se suivent a e prés (puisque les diamétres des rectangles sont au plus €), et sont
donc égaux (par le lemme de pistage 11.23) si € est assez petit.

b) Par compacité, il résulte de I’assertion a) que pour tout w = (wy )nez, NOUS avons

no
nol—i}Eoo diam( nDnO ¢—n(an)) =0.

Ceci prouve la continuité de h par la définition de la distance sur >4 induite de celle sur

Y = &% (voir la formule (4)). Par construction, nous avons ¢oh = hoo 4. Par construction,
[¢]

tout point de I'intersection (), o, ¢~ " (%) appartient & I'image h(3 ) de h. Par le théoréme
de Baire, cette intersection est dense dans T™V. Comme h(X4) est compact, 'application h
est, surjective.

¢) La mesure de probabilité image u' = h.p est donc invariante par ¢, ergodique et de
support TV. Soit Z = {z € TV : Card h~!(x) > 1}. Nous voulons montrer que p/(Z) = 0.
Par construction, I'ensemble Z est contenu dans | J,,,, ¢"(0%). Ecrivons 0% = 0" #UO° 2.
La propriété b) des partitions de Markov implique que ¢(9°Z) C 9°%. Comme p' est
invariante par ¢, nous avons p/'(0°%Z) = p/ (¢™(O°Z)) = ' (>0 @™ (0°Z)). Or la partie
fermée F = (,50 #"(9°Z) vérifie o~ (F) = F et n'est pas de mesure 1, car le support de
i est égal & T™. Par ergodicité, elle est donc de mesure nulle, et donc p/(9°%) = 0. De
méme, nous avons /' (0"#) = 0, donc (/' (0Z) = 0 et p/(Z) = 0 par union dénombrable
d’ensembles de mesure nulle.. n

Remarque. (1) Sous les hypothéses du théoréme, nous pouvons montrer que, pour tout
x dans TV, nous avons
Card h™!(z) < (Card @)% .

(2) Comme ¢ = ¢y est topologiquement mélangeante (par le théoréme 4.11 et 'exercice
£.62), le sous-décalage o 4 est aussi topologiquement mélangeant et la matrice A est irréduc-
tible (voir I'exercice E.43). Ceci permet, pour toute matrice stochastique II = (7a8)a,gc.o
telle que mog = 0 si et seulement si Ay, = 0, de construire une mesure de probabilité inva-
riante par o4 et ergodique Py de support X 4. Par I'exercice E.44, en prenant 'image dans
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TV de ces mesures de probabilité, nous construisons une famille & plusieurs parameétres
réels (donc une famille non dénombrable) de mesures de probabilité images h.Pr sur TV
qui sont ¢ps-invariantes, ergodiques et deux & deux étrangéres.

12.4.3 Mesure d’entropie maximale des automorphismes hyperboliques du
tore

Proposition 12.30. Soient ¢pr un automorphisme linéaire hyperbolique du tore T et p
la mesure de probabilité¢ de Haar sur TV . Notons Ay = |det(M |gu)|. Alors

htop(¢M) = hu(qu) =In )\+ .

De plus, pu est l'unique mesure d’entropie mazimale de ¢y sur TV,

Remarque. Nous avons log Ay = ) log|\;|, ot les \; sont les valeurs propres complexes
de M telles que |\;| > 1.

Démonstration. Soit # = (Ry)ace une partition de Markov pour ¢ps. Choisissons
¢ = {R., : a € &/} une (vraie) partition mesurable de TV telle que, pour tout a, nous
(o]

ayons R, C R., C R,. La proposition résulte alors des deux lemmes suivants.

Lemme 12.31. [] existe c1,co > 0 tels que, pour tout n > 0 et tout événement C' non
T . n—1 ,—i
p-négligeable de la partition mesurable \/'—y ¢}/, nous ayons

cl)\j_n <u(C) < 02)\;" .

Démonstration. Notons m = m, ® m,, la mesure de Lebesgue de RN = E* x E%, qui
s’identifie localement & u par la projection canonique .. Nous avons donc, pour tout rec-
tangle R, = RS, x RY, l'égalité u(Ry) = ms(RE) my,(RY). Notons que puisque le rectangle
R, est propre, les intérieurs de RS et RY sont non vides, donc mgs(R2) > 0 et m,(RY) > 0.
De plus, pour tout w dans X 4, nous avons

n—1

(67" (Rw) = Ry x ¢” " V(R ) -

i=0
Donc, si C' = (2 ¢ *(R.,), alors u(C) = )\;”Hms(RZO) my (R, ). Il suffit par consé-
quent de prendre pour ¢; le minimum des Ayms(R?) mu(Rg) pour «, B € & et pour ¢y le
maximum correspondant. O

Lemme 12.32. Soient X un espace métrique compact, ¢ un homéomorphisme de X,
une mesure de probabilité borélienne ¢-invariante et ergodique sur X, et & une partition
mesurable de X génératrice pour ¢. Supposons qu’il existe ¢y, co, Ay > 0 tels que, pour tout
événement C' non p-négligeable de la partition \/?:_01 ~i&o, et pour tout n > 0, nous ayons

A" < u(C) <eA(™.
Alors hiop(¢) = hu(¢) = log Ay. En outre, pu est l'unique mesure d’entropie mazimale de

¢ sur X.
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Démonstration. Par la définition (54) de I'entropie d’une partition mesurable 3 et puisque
>_pep H(B) =1, nous avons

H,(8) € [~ In(max{u(B) : B € 8}), — In(min{u(B) : B € 3})]

L’hypothése assure donc que, pour tout n > 0, nous avons
n—1 4
Hy(\/ ¢7') € [~ In(e2A7"), — In(er1 A7) -
=0

Le théoréme de Kolmogorov-Sinai 5.3 (8) et la définition (57) de 'entropie de ¢ relative a
la partition & donnent alors

1 n—1 A
hul6) = hy(,€0) = lim =1, ( Vv 67i6) =In(\y) .

D’apreés le principe variationnel (le théoréme 12.11), il reste & montrer que si une mesure
de probabilité borélienne ¢-invariante p’ sur X vérifie hyy(¢) > h,(¢), alors ' = p. Pour
cela, il suffit de reprendre quasiment mot & mot la démonstration du théoréme 12.24 b). O

Reprenons la démonstration de la proposition 12.30. Nous avons vu que ¢js est mélan-
geante, donc ergodique, pour la mesure de Haar p (voir le théoréme 4.11). La partition &y
construite en début de démonstration est génératrice pour la transformation ¢as (qui est
inversible), car par la démonstration de 'assertion b) du théoréme 12.29, les événements
de V2 gb;jfo sont des rectangles d’intérieurs disjoints et de diamétre tendant vers 0,

=N
donc qui engendrent la o-algébre des boréliens. Le lemme 12.32 précédant permet alors de
conclure la démonstration de la proposition 12.30. O

Ainsi, si N = 2, et si A\, )’ sont les deux valeurs propres d’une matrice hyperbolique
M € GLg(Z) de taille 2, avec |A| > 1 > ||, nous avons

hiop(dar) = In[A] .

Par exemple, hiop (qb(% %)) =In (Lg\/g)

Ce résultat s’étend (voir [FLP]) aux homéomorphismes pseudo-Anosov, au sens ci-
dessous.

LO}‘S
RS

T \\”... -""'l
= .

77X [N

l"‘ .“\

27 AON

Cé%‘u
singularité a 3 branches singularité a 4 branches
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Nous dirons qu'un homéomorphisme ¢ préservant I'orientation d’une surface compacte
connexe orientable (sans bord) S est pseudo-Anosov sl existe A > 1 (appelé le facteur de
dilatation de ¢) et (F*, 1) et (F¥, u*) deux feuilletages a singularités isolées de type selle
a au moins trois branches (voir le sdessin ci-dessus), invariants par ¢ et transverses, munis
d’une mesure transverse de support total invariante par holonomie, telle que ¢.u® = % w®
et ¢ pu* = Ap™. Nous ne donnons pas les définitions précises (voir loc. cit.), mais pour
N =2, 5 =T? et ¢ = ¢pp; comme ci-dessus, les feuilletages (non singuliers) définis par les
variétés stables et les variétés instables, avec pour mesure transverse pour un feuilletage
la mesure de Lebesgue le long des arcs de feuilles de 'autre feuilletage, conviennent. Le
calcul de I’entropie topologique d’un homéomorphisme pseudo-Anosov est analogue & celui
des diffeomorphismes Anosov linéaires ¢j; du tore T2. Elle est égale (voir loc. cit.) au
logarithme de son facteur de dilatation :

htop(¢M) = h’l)\ .

Dans une autre direction, les résultats qui précédent sont des cas particuliers du résultat
suivant (qui étend des résultats de Sinai et Ruelle), pour lequel nous renvoyons a | ,
|, avec en plus une extension aux mesures d’équilibre. L’ergodicité découle de l'exercice
F.84, et la conjugaison (en tant que systéme dynamique mesuré) a un sous-décalage de type
fini procéde par un codage, en utilisant une construction de partition de Markov analogue a
celle qui a été effectuée pour les automorphismes linéaires des tores & partir de la structure
de produit local des piéces basiques (voir la partie 11.9).

Théoréme 12.33. (Théoréme de Bowen) Soit A une piéce basique®®* d’un C*-difféo-
morphisme ¢ Azxiome A d’une variété lisse M. Alors ¢ |5 admet une et une seule mesure
d’entropie mazimale py . Celle-ci est ergodique. Les points périodiques de ¢ |z s équistribuent
vers up : si Pern(¢|p) = {x € A : ¢V (x) = 2} est lensemble des points périodiques de
o |a de période divisant N, et si A, est la masse de Dirac unité en x, alors

1 *
Card Pery(o]|a) xePerZN(qﬁA)

Le systéeme dynamique mesuré (A, up, @ |a) est conjugué a une chaine de Markov bilatére
sur un alphabet fini, qui est mélangeante si ¢ |5 est topologiquement mélangeante. O

12.5 Exercices

Exercice E.81. (1) Montrer que toute rotation du cercle est d’entropie topologique nulle.
Plus généralement, soient (X, d) un espace métrique compact et ¢ : X — X une applica-
tion 1-lispchitzienne (ce qui signifie que pour tous les x,y dans X, nous avons 'inégalité

d(¢(x), d(y)) < d(z,y) ). Montrer que hiop(¢) = 0.

(2) Montrer que tout homéomorphisme ¢ du cercle préservant 1’orientation, de nombre
de rotation irrationnel, est uniquement ergodique, est d’entropie topologique nulle, et admet
une unique mesure d’entropie maximale.

282. c’est-a-dire une partie A de M compacte, ¢-invariante, hyperbolique, sur laquelle ¢ admet une orbite
dense, et telle qu'il existe un voisinage U de A tel que |J,,; ¢~ (U) = A, voir la partie 11.9
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Exercice E.82. Soient X et Y des espaces métriques compacts. Considérons des appli-
cations continues f : X — X, g:Y — Y et h: X — Y avec h surjective, telles que
ho f = gob.?® Montrer que

htop(g) S htop(f) .

Exercice E.83. (1) Soient p € N un nombre premier et Z, I’anneau des entiers p-adiques.
Pour tout n € N, soient (X = Z%,O‘) et (Y, = (Z/p"Z)%,0,) les systémes dynamiques
topologiques de Bernoulli bilatéres d’espaces des états Zj, et Z/p™Z. Montrer que pour tout
n € N, il existe une application h,, : X — Y,, continue et surjective, telle que h,00 = o, 0h,,.
En déduire que

hiop(0) = 00 .

(2) Soient C' un espace métrique compact infini, et (C%, ) le systéme dynamique to-
pologique de Bernoulli bilatére d’espace des états C. Montrer que

hiop(0) = 00 .

Exercice E.84. Soient X un espace métrique compact et ¢ : X — X une application
continue. Montrer que si ¢ admet une unique mesure d’entropie maximale p, alors p est
un point extrémal du convexe Proby(X), et donc que ¢ est ergodique pour .

Exercice E.85. Soient X le cercle R/Z et ¢ : X — X lapplication définie par z — Nz,
pour N dans N~ {0,1}. Le but de cet exercice est, entre autre, de montrer que la mesure
de Lebesgue de R/Z est 'unique mesure d’entropie maximale pour ¢y .

1) Soit @ une mesure de probabilité borélienne invariante par ¢ sur le cercle X. Montrer
I
que h,(¢n) <InN. 28
(2) Montrer qu’il y a égalité si et seulement si p est la mesure de Lebesgue A sur X.

(3) Calculer I'entropie topologique de ¢p.

Exercice E.86. Soient .7 un alphabet fini de cardinal N, et (X1 = &N, 0}) le systéme
de Bernoulli unilatére sur .«7. Notons v ’équiprobabilité sur .«7. Le but de cet exercice est,
entre autre, de montrer que la mesure produit v est 'unique mesure d’entropie maximale
pour le décalage de Bernoulli o .

(1) Soit p une mesure de probabilité borélienne invariante par o sur ;. Montrer que
hu(oy) <InN.

(2) Montrer quil y a égalité si et seulement si p est la mesure produit v sur X.
(3) Calculer I'entropie topologique de o .

(4) Montrer que la mesure produit V% est unique mesure d’entropie maximale pour le
systéme de Bernoulli bilatére (X = &%, o).

Exercice E.87. Soient (X4,04) un sous-décalage de type fini bilatére de matrice d’inci-
dence A apériodique et P, = {w € ¥4 : 0';(w) = w} 'ensemble des points périodiques de
04 de période divisant n. Montrer que, quand n tend vers +oo, nous avons

Card P, ~ €™ htop(04)

283. L’application h est donc une semi-conjugaison entre les systémes dynamiques topologiques (X, f) et
Y, 9).

284. Plus généralement, montrer que si (X, %, u, ¢) est un systéme dynamique mesuré, o X est un espace
métrique compact et 1 une mesure de probabilité, et si X admet une partition mesurable génératrice pour
¢ de cardinal N, alors h,(¢) <InN.
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Exercice E.88. Soient M € SLy(Z) une matrice hyperbolique, de valeurs propres A1, Ao,

et ¢ : T2 — T? lautomorphisme linéaire hyperbolique du tore T? associé. Pour tout

n € N~ {0}, notons P, = {zx € T? : ¢%,;(x) = x} 'ensemble des points périodiques de ¢

de période divisant n.

(1) Montrer qu’un point de T? = R2?/Z? est périodique pour ¢y si et seulement s’il est
rationnel (c’est-a-dire appartient a Q2/Z?).

(2) Montrer que Card P,, = |\ + A} — 2|.

(3) Montrer que, quand n tend vers 400, nous avons

Card P, ~ e™lop(dn1)

12.6 Indications pour la résolution des exercices

Correction de 1’exercice E.77. Montrons que, pour tout recouvrement ouvert % de
X, nous avons

W™, %) = h(o, %) .

En prenant la borne supérieure sur les recouvrements ouverts % , cela montrera le résultat.
I1 découle du lemme 12.1 i) que pour tout m € Z, nous avons N (¢™% ) = N(% ). Donc

n—oo N n—oo n

n—1 n—1
Wé %)= lim ~In N( \/ ¢iﬁz/> ~ lm Ll N(é’"“l \/ W%) — h(p, %) .
1=0 1=0

Correction de ’exercice E.79. 1l est immédiat que si A est irréductible, alors A n’a
pas de ligne ou de colonne nulle, sinon A™ aurait la méme ligne ou colonne nulle pour tout
n € N\ {0}.

L’équivalence entre (1) et (2) découle du fait que pour tous les o, 5 € o7 et k € N\{0},
il existe un chemin orienté de k arétes entre a et 3 si et seulement si (4%),5 # 0.

L’équivalence entre (3) et (4), ainsi que 1’équivalence entre (5) et (6), ont été vues dans
I’exercice E.58.

Appelons suite admissible toute suite finie (o, ..., a,) dans o telle que Ay, , = 1
pour i € [0,n—1]. Toute sous-suite consécutive dans un élément de ¥4 et de ¥4 4 est une
suite admissible, par définition de ces espaces. Il existe un ensemble dénombrable de suites
admissibles, que nous notons wq, w1,... . Si A est irréductible, il existe, pour tout 7 € N,
une suite admissible commencant par la derniére lettre de w; et finissant par la premiére
lettre de w;11. Il est donc possible de former un élément wy de ¥4 4 qui contient tous les
mots w;, que nous pouvons compléter en un élément w de ¥ 4. Ceci montre que l'orbite
positive de wy par o4 4 est dense dans ¥ 4 4, et que 'orbite positive de w par o4 est dense
dans ¥ 4. Donc (1) implique (4) et (6).

Supposons que 'assertion (3) soit vérifiée. Soient o, f € 7. Les cylindres [a]o et [5]o
sont des ouverts non vide, car A n’a pas de ligne ni de colonne nulle, donc pour tout
v € o, il existe w € ¥4 tel que wy = 7. Puisque (X4,04) est positivement transitif, il
existe donc n € N\{0} tel que o,"([5]o) N [0 soit non vide. Si (z,)nez € X4 appartient
a cette intersection, alors xp = a et x, = f et Ay, , = 1 pour i € [0,n — 1], donc il
existe un chemin orienté de a & 8. Ceci montre I’assertion (2). La méme démonstration en
remplagant Z par N montre que (5) implique (2). Nous avons donc montré 1’équivalence
entre les assertions (1) a (6).
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Rappelons qu’un espace de Cantor est un espace topologique métrisable compact, to-
talement discontinu, sans point isolé (et que deux tels espaces sont homéomorphes).

Pour toute matrice d’incidence A, les espaces ¥4 et ¥4 4 sont métrisables compacts
et totalement discontinus, car fermés dans les espaces métrisables compacts et totalement
discontinus X et 1. Si A est irréductible, ou bien il existe un sommet o € &7 dont partent
au moins deux arétes distinctes, ou bien il existe un unique cycle orienté de longueur
n > Card & passant par tous les sommets du graphe orienté 44 et ne suivant pas deux
fois la méme aréte. Dans le second cas, Y4 et X4 4 sont réduits & une orbite périodique de
période n du décalage o4 et o4 4 respectivement. Dans le premier cas, pour tout w € ¥4
(respectivement w € ¥4 1), pour tout n € N, soit & = (o, ..., )) une suite admissible
telle que xp = wy, et 2, = . Alors I'un des (au moins) deux mots w’ qui coincide avec w
jusqu’au temps n, puis suit la suite admissible x, puis vaut au temps n + k& + 1 le sommet
terminal de 1'une des (au moins) deux arétes distinctes partant de «, est différent de w et
a distance au plus e™" de w. Donc les espaces X4 et X4 + n’ont pas de point isolé, et sont
des espaces de Cantor.

Correction de l’exercice E.80. Si z = (n)nen €t ¥ = (Yn)nen sont deux éléments
distincts de ¥ 4 4, alors il existe n € N tel que x,, # y,. Par la définition de la distance
(voir les formules (4)), nous avons d(o’; , (z),0% , (y)) = 1. Donc (¥4 1,04 +) est expansif,
et admet 1 comme constante d’expansitivité (comme défini avant la proposition 11.22). La
derniére affirmation découle du corollaire 12.19.

La démonstration est la méme pour (X 4,04) en remplagant N par Z.

Correction de l’exercice E.81. (1) Puisque ¢ est 1-lipschitzienne, les distances df
et d coincident pour tout n € N, donc la suite (N (€))nen est constante. Il suffit alors
d’appliquer la proposition 12.5.

Correction de I’exercice E.82. La moitié de la démonstration de la proposition 12.4
convient. En effet, pour tout recouvrement ouvert ¥ de Y, le recouvrement ouvert image
réciproque h ™1 = {h=H(V) : V € ¥} de X vérifie N(h=1#) = N(¥) par le lemme 12.1
i) et la surjectivité de h. Donc pour tout recouvrement ouvert % de Y, nous avons

Wg, %) = lim %m N(j\:/_:g_i%> = Tim %m N(b—lzg—i%)

n—oo n

n—1
— lm il N( \/ f*irrl%) = h(f;07'U) < haop(f) -
1=0

En prenant la borne supérieure sur les recouvrements ouverts % de Y, nous avons donc

htop(g) < htop(f)'

Correction de ’exercice E.84. Soit u une mesure d’entropie maximale pour ¢. Sup-
posons qu’il existe t € [0,1] et v,19 € Proby(X) telle que p = tvy + (1 — t)vo. Par la
dépendance affine de I’entropie en la mesure (voir la proposition 5.3 (7)), nous avons

htop(¢) = h,u((b) =1 hlll ((b) + (1 - t) hl/2 (¢) < thtop(¢) + (1 - t) htop(¢) = htop(¢) .

Donc si t # 0,1, alors v et s sont des mesures d’entropie maximale, et elles sont égales
a p si p est unique. Par conséquent, si p est unique, alors p est un point extrémal de
Probg(X), donc est ergodique par la proposition 2.1.
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Correction de l’exercice E.85. (1) Soit ¢ la partition mesurable {[£ kL[ | €

[0, N — 1]. Alors, par récurrence sur n dans NX {0}, nous avons

=V et~ { e Bt [ ke v -},

donc £ est génératrice pour ¢p. Par le théoréme de Kolmogorov-Sinai et la proposition 5.3
(1), pour tout n dans N\{0}, nous avons

In(Card &,) =In N,

S

Lo 1 1
hu(¢N) = hu(ﬁbN,f) = inf *Hu(gp) < *Hu(fn) <
p>1 D n
la derniére inégalité ayant lieu, par la proposition 5.1 (1), avec égalité si et seulement si

u([%,%[) = ﬁ pour k € [0, N" —1].

(2) 11 découle de ce qui précede que si hy(¢n) = log N, alors les mesures p et A
coincident sur tous les intervalles d’extrémités N-adiques (c’est-a-dire de la forme [%, % [
pour k € [0, N" — 1] et n dans N\ {0}). Par densité, ces deux mesures sont donc égales,

et la mesure de Lebesgue A est I'unique mesure d’entropie maximale pour ¢y .

(3) Par le principe variationnel, 'entropie topologique de ¢ vaut donc

htop(dn) = sup hu(¢n) =1log N .
pEProby (X)

Remarque. Il est bien entendu possible d’utiliser ’exercice E.86, 'exercice E.59 (2) et la
proposition 12.18 pour résoudre les questions (1) et (2). Notons toutefois que les systémes
dynamiques topologiques (R/Z, ¢n) et ([0, N — 1]N,04) ne sont pas (topologiquement)
conjugués, car le cercle n’est pas un espace de Cantor, et donc il n’est pas possible d’utiliser
directement la proposition 12.4.

Correction de I'exercice E.86. (1) Soit & = {[a] = {(zi)ien € X4 1 @9 =a} :a € &}
la partition mesurable de ¥ donnée par les cylindres de longueur 1 partant du temps 0.
Alors, par récurrence sur n dans Nx {0}, en notant [ao,...,an—1] = {(xi)ieny € Ty : zo =
ay...,Tp—1 = Qp_1}, NOUS AVONS

n—1
gn = \/ O--i,_-lgz {[CLO)"'aan—l] $ag, ... ,0n-1 E'Q{} )
1=0

donc ¢ est génératrice pour o4 car les cylindres engendrent la tribu borélienne de ¥ . Par
le théoréme de Kolmogorov-Sinai et la proposition 5.3 (1), pour tout n dans N~ {0}, nous
avons

1 1
hu(g+) = hM(U+,§) = inf 7Hu<fp) < ;Hu(gn) <

inf In(Card &,) =In N,

S|

la derniére inégalité ayant lieu, par la proposition 5.1 (1), avec égalité si et seulement si
w(lag, ... ,an—1]) = ﬁ pour ag, . ..,0n_1 € .
(2) 1l découle de ce qui précede que si hy(or) = log N, alors les mesures pu et vV

coincident sur tous les cylindres. Par densité, ces deux mesures sont donc égales, et la
mesure produit v est 'unique mesure d’entropie maximale pour ¢.
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(3) Par le principe variationnel, 'entropie topologique de o vaut donc

hop(04) = sup (o) =log N
pEProbs , (X)

(4) La démonstration est similaire car la méme partition £ est génératrice pour le
systéme dynamique inversible (X, o). En effet, pour tout n dans Nx\ {0}, en posant

[a1-n,.. a0, an—1) = {(Ti)icz €EX :T1-n =aA1-p, ..., Tn_1 = Ap_1} ,

nous avons

n—1

\/ o7l = {[al_n,...,ao,...,an_l] S TSRy M 642%} ,

i=1—-n
qui est de cardinal N?*~1,

Correction de ’exercice E.87. Soit A = Apax(A) la valeur propre de module maximal
de la matrice A. Par le lemme 12.21, nous avons Card Py = tr AY. Puisque \ est
strictement positive, de multiplicité 1, et que toutes les autres valeurs propres sont de
module strictement inférieur & A\, nous avons tr AN ~ A\". Le résultat découle alors de la
proposition 12.20.

Correction de I’exercice E.88. (1) Pour tout z € R? notons T son image dans TZ.
S’il existe un entier n € N\ {0} tel que ¢%,(%) = T, alors M"z — z € Z*. Puisque M
est hyperbolique, la matrice M™ — id est inversible sur R et a coeflicients entiers, donc
(M™ —id)~! € GL2(Q), et donc = € (M"™ —id)~(Z?) C Q%. Par conséquent T € Q?/Z2.
Réciproquement, si 7 € Q?/Z2, alors z € Q? appartient a (%, %)—I—ZQ avec p, p’, q entiers

tels que 0 < p,p’ < q. Par linéarité, pour tout n € N, nous avons M"x € (%, %) + 72 avec
0 < pn,p, < gq. Par la finitude du nombre de couples d’entiers positifs au plus ¢, il existe
donc n’ > n tels que M™z — M™z € Z2. Par conséquent ¢y () =7, et T est un point

périodique de ¢p;.
(2) Notons @ le parallélogramme (M™ —id)([0, 1[?) (avec deux cotés enlevés).

(M™—1id)(1,1)

Comme vu ci-dessus, si z € [0,1[2, nous avons l'égalité ¢7,(T) = T si et seulement
si (M™ —id)z € Z% Donc Card P, = Card(Q N Z?). Ce nombre est égal a I'aire de Q,
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c’est-a-dire, par le théoréme de changement de variable (ici linéaire), a | det(M™ —id)|. En
diagonalisant M, et en rappelant que det M = A\ Ao = 1, nous avons donc

Card P = (M — 1)V — 1)) = | + 4 — 2]

(3) Si par exemple |[\1| > 1 > |\2], alors, par la proposition 12.30, nous avons

Card P, ~ [\|" = e htop(éa1)

13 Problémes récapitulatifs de systémes dynamiques

13.1 Enoncés des problémes

Exercice E.89. Considérons les intervalles

1 11 13 3

1=00,1, I1=0,-], Ib=|-,=], Is=[Z,=-] et Iy =|-,1].
[07 ]a 1 [074]3 2 [472], 3 [2,4] € 4 [47 ]

Munissons tout intervalle de R de la mesure de Lebesgue dt. Considérons l'application

continue ¢ : I — I, valant 0,1, %, 1,0 en respectivement 0, i, %, %, 1, qui est affine sur
chaque intervalle Iy, Io, I3, I4.

(1) Dessiner les graphes des applications ¢ et ¢. Montrer que pour tout n € N, I’ensemble
Fix(¢™) des points fixes de ¢™ est fini, et que I'ensemble des points périodiques de ¢
est dense.

Notons &/ l’alphabet {1, 2,3,4} et A la matrice (Aij)lgi,j§4 définie par Aij =1si Qﬁ([l)
rencontre l'intérieur de I; et A;; = 0 sinon. Pour simplifier les notations, notons (3, 0) =
(XA+4,04,+) le sous-décalage de type fini unilatére d’alphabet <7 et de matrice d’incidence
A.

(2) Montrer que pour tout élément (iy)nen dans X, intersection (1,2, ¢~ "(I;,) est réduite
a un point.

(3) Montrer qu'’il existe une semi-conjugaison h entre les systémes dynamiques topolo-
giques (3,0) et (I, ).

(4) Montrer que le systéme dynamique topologique (X, o) admet une unique mesure d’en-
tropie maximale u et calculer h,u(I;) pour i =1,..., 4.

Exercice E.90. Soit a € [1,+o00[. Notons ¢, = (¢!)ier le systéme dynamique différen-
tiable & temps continu sur le disque fermé B(0,a) de centre 0 et de rayon a défini pour
tous les (z9,y0) € B(0,a) et t € R en posant ¢’ (xo,y0) = (21, y:) et en demandant que les
fonctions t — x; et t — gy, vérifient le systéme d’équations différentielles du premier ordre

yp =ax+y(l—af —y)(a? +yf —a?) .

(1) En passant en coordonnées polaires, montrer que les solutions maximales de ce systéme
différentiel sont en effet définies sur tout R pour toutes les conditions initiales dans
B(0,a), et que ¢, préserve en effet B(0,a).

(2) Montrer que (zo,yo) = (0,0) est 'unique point fixe du flot ¢,.

347



(3) Montrer que les (images des) orbites périodiques du flot ¢, sont (0,0) et les cercles
S(0,1) et S(0,a) de centre 0 et de rayons 1 et a. Calculer les ensembles w-limite et
a-limite pour le flot ¢, de tous les points de B(0, a).

(4) Montrer que si a > 1, alors les systémes dynamiques différentiables (B(0,1),¢1) et
(B(0,a), ¢q) ne sont pas topologiquement conjugués.

Exercice E.91. Soit n > 2, soit M un ouvert de l'espace euclidien usuel R™ et soit
¢: M — M un C°°-difféomorphisme.

(1) Soit A un ensemble hyperbolique compact pour ¢.
a) Montrer que si A est une partie minimale de M pour ¢, alors tout voisinage de
A dans M contient une orbite périodique de ¢.
b) En déduire qu'une piéce basique minimale de ¢ est réduite & une orbite périodique.

(2) Soit & un point fixe hyperbolique de ¢. Supposons que la sous-variété stable globale
W*#(z) et la sous-variété instable globale W*(x) de x s’intersectent en un point y de
M transversalement (c’est-a-dire telles que nous avons une décomposition en somme
directe R" = T,W*(x) & T, W*(z) ).

a) Quelle est adhérence O(y) de 'orbite O'(y) de y par ¢ 7
b) Montrer que la réunion A = {x} U &(y) est un ensemble hyperbolique de ¢, avec

Ef =T,W?%(x) et EY = T,W"(x) pour tout z € A, en traitant d’abord le cas z = z
pour pouvoir traiter le cas z # x.

13.2 Indications pour la résolution des problémes

Correction de I’exercice E.89. Les graphes des fonctions ¢ et ¢ sont les suivants.

IS
N

N[
AN

AN
AN

)
=
N[ —
N[V

—_

(1) La fonction ¢ est affine de pentes 4, —2,2, —4 respectivement sur les intervalles
11,15, I3, 14, et a pour points fixes 0, % et un élément de l'intérieur de Iy. Par récurrence
sur n € N, la fonction ¢™ est affine sur chaque intervalle [, pj—nl] pour p =0,...,4" de
pente en valeur absolue au moins 2". Elle contient donc au plus un point fixe dans chaque
tel intervalle, ce qui montre la finitude de Fix(¢™).

Par récurrencle sur n € N, la fonction ¢™ contient au moins un point fixe dans chaque

p pt

intervalle [g7, 55| pour p =0, ...,2", ce qui montre la densité des points périodiques.

(2) Notons que pour tous les 4, j € o7, si ¢(I;) rencontre U'intérieur de I;, alors I; est
contenu dans ¢(1;). Donc si une suite (ip)nen appartient a 3, alors la suite d’intervalles
(Jk = ﬂszo qb‘”([ln)) wen €st une suite décroissante d’intervalles compacts non vide. Donc

348



I'intersection :{i% ~"(1;,) est non vide. Elle est réduite a un seul point, car par le com-

portement des pentes de ¢™ pour n € N déja vu et par récurrence, la longueur de Ji est

au plus 2%, qui tend vers 0 quand k — +o0.

(3) Notons h : ¥ — I lapplication qui a une suite (i,)nen appartenant a X associe
I'unique point de :{S[’) ¢~ "(I;,). Puisque la longueur des intervalles Jj, tend vers 0, cette
application est continue. Si z € I, pour tout n € N, choisissons i,, € &7 tel que ¢"(x) € I;,
et, sin > 1, tel que ¢(1;, ,) rencontre U'intérieur de I; . Alors la suite (iy)nen appartient a
Y et h((in)nen) = , donc h est surjective. Par construction, 'application h semi-conjugue
o et ¢.

1
0
0

111
(4) Par le calcul du graphe de ¢, la matrice A est égale a 8 1 i . Cette
1 11

1
matrice & coeflicients positifs ou nuls est apériodique, car les coefficients de son carré
2 2 4 4
9 11 2 2 . o L , .
Ac = 11 92 9 sont tous strictement positifs. Par le théoréme 12.24 du cours, puisque
2 2 4 4

A est apériodique, la mesure de Parry p de matrice d’incidence A est I'unique mesure d’en-
tropie maximale de (X, o).
Le vecteur & coefficients strictement positifs

2 1 1 2

§7f2:§7f3:§7f4:§)

est vecteur propre de A pour la valeur propre 3. Donc par le théoréme de Perron-Frobenius,
I'unique valeur propre de module maximal de A est A = 3. De plus,

1 1 2 2
5202 = 5,03 = 5,04 = 7)

3 3 3 3

f=0f=

U:<U1:

est un vecteur propre de ‘A pour la valeur propre 3. Par la définition de la mesure de
Parry (voir la remarque 12.23), puisque Z?Zl fivi = 1, 'unique mesure stationnaire pour
la matrice de transition dont la mesure de Markov associée est la mesure de Parry est

2 1 2 4
v = (fiv1, fava, favs, fava) = (1 = S, v = S, v3= —,va =) .

9 9 9’ 9
Pouri = 1,...,4, comme h~'[I;] est le O-cylindre [i]y de ¥, et par construction de la mesure
de Parry des cylindres, nous avons donc

hon(L) = p(h™ (1)) = w(lilo) = vs

Correction de l’exercice E.90. (1) et (2) Nous identifions de maniére usuelle de plan
réel R? et la droite complexe C. Le systéme différentiel (168) est de classe C™, ce qui
montre Pexistence et I'unicité de sa solution maximale t — ¢%(z9) de condition initiale
20 = o + iyo donnée. Nous notons I, son intervalle maximal de définition (qui contient
0 dans son intérieur). L’application constante ¢t — (0,0) définie sur R est une solution
maximale du systéme différentiel (168) partant au temps ¢t = 0 de (0, 0). Par unicité, nous
avons donc Iy = R et ¢! (0,0) = (0,0) pour tout t € R.
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En utilisant le C*°-difféomorphisme de ]0,+oo[ x R/(27Z) dans R? — {(0,0)} défini
par (r,0) — (z = rcosf,y = rsinf), le systéme différentiel (168) est équivalent dans ces
domaines au systéme différentiel

{ ricosf; — 0, sinf; = —rysinf; + rycos by (1 —r?) (r2 — a?)
rysind; +ri 0, cosfy = rycosb + resinby (1 —r2) (r2 — a?),

cos@; —sinb;

ui est équivalent par inversibilité de la matrice | .
q quiv. par inversibili 1 <sm9t cos b,

) au systéme différentiel

{ ry =re(1—17) (rf —a®)
o =1.

Comme 6 ne s’annule jamais, le flot local ¢, n’a pas de point fixe dans R? — {0}.

La fonction lisse f : s +— s(1—s2)(s? —a?) sur ]0, +oo[ ne s’annule qu’en s = 1 et s = a.
Pour tous les 6y € R/(27Z) et 1o € {1,a}, nous avons I, s, = R et ¢'(rg i) = pq eilfott)
pour tout t € R par unicité, qui sont donc des orbites périodiques (de période 27) du flot
local ¢g.

La fonction f est strictement négative sur |0, 1[, strictement positive sur ]1,a[ si a > 1,
et strictement négative sur |a, +00[. Donc la fonction r; est strictement décroissante quand
ry € ]0,1[, strictement croissante quand r; € |1,a[ si @ > 1, et strictement décroissante
quand 7 € ]a,+oo[. De plus, nous avons 6; = 0y + t pour tout ¢ € R. Par ces propriétés
de monotonie et par le théoréme de Cauchy-Lipschitz local, les solutions maximales du
systéme différentiel (168) sont donc définies sur R pour toutes les conditions initiales dans
B(0,a), et sur un intervalle maximal de la forme I,, =] — t,,, +oo[ oil t,, € [~o0, 0] pour
toute condition initiale zq telle que |zg| > a. De plus, les seules orbites périodiques sont le
point fixe et les cercles de rayon 1 et a (qui sont confondus si a = 1).

Notons que la fonction f : s +— s(2 — s2)(s> — a?) n’est pas globalement lipschitzienne
(elle explose de maniére quintique en +00), donc il n’est pas possible d’utiliser le théoréme
de Cauchy-Lipschitz global pour montrer que le flot local ¢, est complet sur R?. Montrons
en fait que si @ > 1, alors pour toute condition initiale zg telle que |z9| > a, la courbe
intégrale passant par zp au temps ¢ = 0 part a l'infini en temps fini, c’est-a-dire que ¢, est
fini.

Posons r; = |¢!(20)] et up = ﬁ, qui est bien défini sur I, car r; reste strictement
supérieur a a > 1 sur I,,. Nous avons lim+ ur =0 et
b5
4 2 2
/:_2 Tt :_2 1_2 2_2:7 _1 2 _1
U (rt)g (Tt)Q ( rt) (Tt a ) uy (ut )(CL Ut )
Donc
Py 0_/t us ul, ds _/“t zdx
B Jo 2(us— 1) (a®us — 1) Sy, 2(xz—1)(a2z —1)
1 1 ut
= ———(In(z—1)— = In(a?z —1 ]
{ 2(a? — 1)( n@—1) a? n(a’x —1) uo
Par conséquent t,, = _2(a271*1)(1n(u0 -1)— a% In(a?ug — 1)) est fini, et le flot local ¢, n’est

pas complet sur R2.
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Dans la suite, nons entendrons, par ensemble a-limite de I'orbite par le flot local d’un
point 2z € C tel que |z9| > a, I'ensemble des points d’accumulation de ¢!, (zy) quand ¢ tends
vers ty,.

(3) L’allure des orbites non périodiques est la suivante.

Nous avons par ces propriétés de monotonie

{0} si re]0,1]
w—lim (re?)=¢ 5(0,1) si r=1
S(0,a) si re]l,+oof,
et
S(0,1) si re€]0,qaf
a—lim (re®) ={ S(0,a) si r=a
0 si rela,+oof.

(4) Si a > 1, alors les flots ¢ et ¢, ne sont pas topologiquement conjugués, car ils
n’ont pas le méme nombre d’orbites périodiques.

Correction de I’exercice E.91. (1) a) Notons d la distance euclidienne de R™. Soit
x € A. Puisque A est minimal et compact, donc positivement minimal, toute orbite positive
de ¢ dans A est dense dans A. Donc pour tout € > 0, il existe n € N — {0} tel que
d(¢™(x),r) < e. Puisque A est invariant par ¢, pour tout k € [0,n], nous avons ¢*(z) € A.
Notons x; = ¢'(x) pour 0 < i < n et étendons périodiquement par x;,, = x; pour tout
k € Z. La suite (x;);cz est donc une e-pseudo-orbite. Pour tout voisinage suffisamment
petit U de A dans M, le lemme de pistage (et son résultat d’unicité) dit que si € est assez
petit, alors il existe une orbite périodique de ¢ contenue dans U (& petite distance de
(74:)iez)-

b) Si A est une piéce basique, toute orbite (compléte) contenue dans un voisinage
suffisamment petit de A est en fait contenue dans A. Donc A contient une orbite périodique,
et par minimalité, A est réduit a cette orbite périodique.

(2) a) Puisque y appartient a la sous-variété stable de z, nous avons lim ¢"(y) = =.

n—-+4o0o
Puisque y appartient a la sous-variété instable de z, nous avons lim ¢"(y) = x. Donc
n——0oo
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O(y) = {x} UO(y). Notons que O(y) est contenu dans W*(z) N W*(x) par 'invariance de
W (z) et W*(x) par ¢ (car x est un point fixe de ¢).

b) Par construction, A est un compact de M invariant par ¢. Montrons que la décom-
position dynamique T'M |py= E®@ E" en deux sous-fibrés, demandée par la propriété d’étre
un ensemble hyperbolique de ¢, est donnée par

VzeA, E;=TW°z) et E!=T,W").

Si z = x, alors puisque x est un point fixe hyperbolique de ¢, et puisque les espaces tangents
en x aux sous-variétés stable et instable sont les sous-espaces tangents stable et instable
en z de l'ensemble hyperbolique {z}, nous avons bien T,M = T,W?#(z) & T,W"(z), et
I'application tangente de ¢ en = contracte T, W?*(z) et dilate T,,W"(x) par les propriétés
des sous-variétés stables et instables. Quitte & modifier la norme, nous pouvons donc fixer
A <1 tel que

176 s < A et |Teo" |y [l < A (169)

Supposons donc que z € O(y). Puisque les sous-variétés immergées W?*(z) et W*(x)
s’intersectent transversalement en gy et sont invariantes par le difféomorphisme ¢, elles
s’intersectent transversalement en z, et donc nous avons bien une décomposition en somme
directe T,M = E @ EY. De plus, si B° = L,cpES et B = LA B2, alors la décomposition
en sous-fibrés vectoriels TM |p= E® @ E" est invariante par T'¢.

Montrons que T'¢ contracte le sous-fibré E?*, le fait que T'¢ dilate E* s’en déduit en
remplacant ¢ par ¢~ 1.

Soit v € E3. Puisque W*(x) est une sous-variété immergée lisse, ses espaces tangents

varient continuement, et puisque lim ¢"(z) = z, nous avons lim FE3, , = E2. Donc
n—+oo n—rtoo  9"(2)

par la formule (169), sauf pour un ensemble fini d’entiers n € N, nous avons ||T,¢"(v)|| <
A"||v]|. En ajustant la constante ¢ > 0 pour tenir compte des entiers exclus, nous avons
donc || T,¢™(v)|| < eA™||v|| pour tout n € N. Ceci montre le résultat.
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Index

o-additive, 23

algébre
de Boole, 16
séparante, 97

alphabet, 12, 140, 322

angle, 191

application
a variation bornée, 195
analytique réelle, 200
ballistique, 26
caractéristique, 37
contractante, 202
d’oubli du passé, 12, 143
de doublement de 'angle, 178, 190
de Gauss, 147
différentiable, 96
dilatante, 104
du chat d’Arnold, 248
du fer a cheval de Smale, 264
équicontinues, 183
expansive, 276

positivement, 276

holdérienne, 81
invariante, 15
lipschitzienne, 243
mélangeante, 77
monotone, 195
presque invariante, 15
propre, 24
préservant la mesure, 8
résolvante, 298
s’annulant & Uinfini, 23
semi-continue supérieurement, 180
sous-harmonique, 67
strictement dilatante, 202
tente, 62
trigonométrique, 96
uniformément continue, 243
étagée, 78

atome, 112

attractif, 169

base dénombrable d’ouverts, 64
bassin
d’attraction, 169
bloc de Jordan, 303
borné, 254

champ
de coénes, 269
de vecteurs, 256
chat d’Arnold, 248

cobord, 63
cocycle
linéaire, 50
multiplicatif, 50
codage, 178, 321
coefficient
de corrélation, 80
de Fourier, 84, 96, 97
matriciel, 211
compactifié d’Alexandrov, 170
complet, 20
complexifié, 298
condition de Renyi, 149
condition diophantienne, 201
conjugaison, 10
ensembliste, 10
conjugués, 10
ensemblistement, 10
constante
d’expansivité, 277
d’hyperbolicité, 240
de Lipschitz, 243
convergence faible, 214
courbe modulaire, 229
critére
de Weyl, 100
critére de Weyl, 326
crochet de Bowen, 292
cylindre, 13, 18, 142

décalage, 18

de Bernoulli, 12

de Markov, 142

sous-décalage de type fini, 322
décomposition

de Cartan, 52, 214

de Hopf, 32

en valeurs singuliéres, 52
décroissance des corrélations, 80

exponentielle, 81

polynomiale, 81

rapide, 81
degré, 190
demi-plan supérieur, 218
e-dense, 312
dérivée de Radon-Nikodym, 63
dérivées partielles, 96
développement en fraction continue, 147
différence symétrique, 14
différentielle, 250
difféomorphisme

Anosov, 262
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Axiome A, 262
de Kupka-Smale, 297
dilatante, 202
dilatation d’or, 26, 152
diophantien, 201
distance
de Hilbert, 139
de pistage, 314
de Rokhlin, 127
hyperbolique, 223
invariante a gauche, 206
domaine fondamental, 222
strict, 223
dual topologique, 24
dynamique Nord-Sud, 170

endomorphisme linéaire hyperbolique, 240
ensemble
a-limite, 172
invariant de Smale, 267
non errant, 173
w-limite, 172
entropie, 116, 121, 122, 313
mesurée, 112, 122
métrique, 112, 122
relative, 116
relativement a une partition, 121
relativement & un recouvrement, 313
topologique, 313, 315
équidistribution, 325
équirépartition, 100
ergodique, 36
uniquement, 98
errant, 29, 173
escalier de Lebesgue, 199
espace
a l'infini, 224
de Baire, 175
de Cantor, 13, 344
triadique, 13
de drapeaux, 54
des drapeaux, 54
des phases, 9
vectoriel topologique, 23
espérance, 20
conditionnelle, 39
événement, 112
expansif, 276
positivement, 276
exposant
de Lyapounov, 55
maximal, 51
minimal, 55

extension naturelle, 12

facteur, 10
de Pinsker, 133
fer a cheval de Smale, 264
fibre, 252
fibré vectoriel
morphisme, 252
normé, 253
rang, 252
fibré tangent, 218
unitaire, 219
fibré vectoriel, 252
restriction, 253
somme directe, 253
fixateur, 211
flot, 9
d’Anosov, 263
géodésique, 227, 228
horocyclique, 227, 228
instable, 229
stable, 228
fonction
de hauteur, 65
de Lyapounov, 55
indicatrice, 37
fraction continue, 147
frontiére, 177

géodésique hyperbolique, 224
groupe
modulaire, 221
topologique, 17
unimodulaire, 206
unitaire, 209
a un parameétre, 8

H,(a), 116
H,(a]3), 116
h(o, %), 313
h(9), 122
hu(,a), 121
heop(6), 313
hamiltonien, 21
homéomorphisme pseudo-Anosov, 341
horicycle, 226
horoboule, 235
horocycle, 226
instable, 226
stable, 226
hyperbolique, 240, 246, 261

indépendance, 114
information, 112, 118
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relative, 118
instable, 240, 257, 263
intégrale premiére, 22
invariante, 14, 240

globalement, 14

positivement, 13

presque, 14
inégalité de Holder, 92

joint, 113, 311
K-systeme, 134

lemme

de Fekete, 44

de fermeture d’Anosov, 280

de Lebesgue, 314

de pistage, 278

linéaire, 295

ergodique maximal, 40
Liouville, 201
localement maximal, 293
loi, 20

forte des grands nombres, 41
longueur, 13

d’arc, 223

hyperbolique, 223

matrice
apériodique, 138
d’incidence, 322, 337
associée, 140
de transition, 140
irréductible, 138
période d’une, 151
stochastique, 140
mélange
d’ordre k, 88
faible, 78, 87
fort, 78
mesuré, 77, 179
effectif, 80
exponentiel, 81, 179
polynomial, 81
rapide, 81
multiple, 88
topologique, 175
mesure, 64
absolument continue, 63
compleéte, 9
d’entropie maximale, 320
de Liouville, 221
de Gauss, 148
de Haar, 17, 96, 206, 208, 217

normalisée, 18
de Lebesgue, 230
de Liouville, 21, 219
de Markov
bilatére, 142
unilatére, 142
de Parry, 328
ergodique, 36
image, 8
invariante, 8
mélangeante, 78
o-finie, 16
signée, 23
spectrale, 85
sphérique, 219
stationnaire, 141
étrangeéres, 63
minimal, 176
exceptionnel, 196, 197
moins fin, 312
moins fine, 113
mot, 12
moyenne
de Birkhoff, 39
orbitale, 39
spatiale, 39
temporelle, 39

N/ (e), 312

Ng(e), 312

neutre, 263

nombre
de translation, 191
de Liouville, 201
de rotation, 191
de type Roth, 201
diophantien, 201

non errant, 173

norme, 253, 256
adaptée, 240, 260
d’opérateur, 240, 254
de Sasaki, 263
de Sobolev, 82
duale, 24
hyperbolique, 219
héldérienne, 81
matricielle, 51
riemannienne, 274
uniforme, 23
équivalentes, 253, 256

opérateur
de transfert, 158
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de Koopman, 82
de transfert, 107, 179
orbite, 11
compléte, 11
positive, 10, 11
périodique, 11
ordre de Sharkovsky, 170

paramétrage local, 8
partie
e-dense, 312
entiére, 100
fractionnaire, 100, 146, 326
hyperbolique, 257
localement maximale, 293
minimale, 176
presque invariante, 14
e-séparée, 312
partition
de Markov, 336
image réciproque, 115
indépendantes, 114
jointe, 113
mesurable, 112
génératrice, 122
moins fine, 113
presque partout moins fine, 115
presque partout égales, 115
triviale, 112
période, 11
périodique, 11
attractif, 169
répulsif, 169
phénoméne de Mautner, 211
m-systeme, 16
pistage, 278, 281
linéaire, 295
piéce basique, 294
plan hyperbolique réel, 219
point
a 'infini, 224
errant, 173
extremal, 23
fixe hyperbolique, 246
homocline, 297
récurrent
négativement, 172
positivement, 172
positivement minimal, 176
premier temps de
passage, 71
retour, 31
principe variationnel, 316

produit
aléatoire de matrices, 51
dynamique de matrices, 50
produit local, 292, 334
projection
canonique, 96
de Cartan, 52
stéréographique, 170, 265
propre, 24
préserver la mesure, 8
pseudo-orbite, 278, 281, 295

raffinement, 113
rayon géodésique, 224
rayon spectral, 298, 323
recouvrement
générateur, 316
joint, 311
moins fin, 312
rectangle, 335
propre, 336
récurrent
négativement, 172
positivement, 29, 172
relévement, 249
relevé, 190
représentation
quasi-réguliére, 210
unitaire, 209
répulsif, 169
réseau, 209, 218
cocompact, 209, 218
uniforme, 209, 218
rotation, 12

section, 254
ensembliste, 254
semi-algébre de Boole, 17
semi-anneau de Boole, 16
semi-conjugaison, 10
ensembliste, 10
semi-conjugués
ensemblistement, 10
séparable, 64
séparante, 97
e-séparé, 312
somme de Birkhoff, 43
sous-additive, 42
sous-décalage de type fini
bilatére, 322
unilatére, 323
sous-espace
instable, 240
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stable, 240
sous-fibré, 253
instable, 257, 263
neutre, 263
stable, 257, 263
sous-rectangle
instable, 336
stable, 336
spectre, 241, 298, 300
de Lyapounov, 55
ponctuel, 83
spectre discret, 159
stable, 240, 257, 263
structurellement stable, 296
linéairement, 295
suite
admissible, 343
équirépartie, 100
suite de Farey, 326
support, 64
systéme
de Bernoulli
bilatére, 12
unilatére, 12
de Kronecker, 18
de Markov, 322
bilatére, 142
unilatére, 142
hamiltonien, 21
systéme dynamique, 9
& temps continu, 9
a temps discret, 9
conjugué, 10
de Kolmogorov, 134
différentiable, 9
de classe C*, 9
ergodique, 36
faiblement mélangeant, 87, 157
induit, 64
inversible, 9
mesurable, 9
mesuré, 9
complétement dissipatif, 30
conservatif, 30
mélangeant, 77
Nord-Sud, 170
probabilisé, 9
a spectre discret, 159
produit croisé, 66
structurellement stable, 296
topologique, 9
expansif, 276
non errant, 173

totalement ergodique, 66, 157

temps de retour

k-éme, 31

théoréme
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d’Abramov, 133
d’Anosov, 251
d’Arzela-Ascoli, 183
d’Ensai, 66
d’extension de Carathéodory, 16
d’inversion locale, 308
d’isomorphisme d’Ornstein, 126
d’Oseledets, 54
de Bochner, 84
de décomposition de Jordan, 304
de Baire, 175
de Banach, 298
de Banach-Alaoglu, 25
de Birkhoff, 38
de Bowen, 341
de Dani-Furstenberg, 230
de Denjoy, 195
de Dirichlet, 146
de dualité de Riesz, 215
de décomposition de Jordan, 23
de Furstenberg-Kesten, 51
de Furstenberg-Weiss, 179
de Gauss, 148
de Grobman-Hartman, 246
de Howe-Moore, 213
de Kac, 31
de Kingman, 42
de Kolmogorov, 41
de Kolmogorov-Sinai, 123
de Krein-Milman, 25
de Krylov-Bogolyubov, 23
de Liouville, 21
de Perron-Frobenius, 138
de Radon-Nikodym, 63
de représentation de Riesz, 24
de récurrence

de Birkhoff, 177

de Poincaré, 30
de Sard, 296
de semi-conjugaison de Poincaré, 195
de Sharkovsky, 170
de Stone-Weierstrass, 97
de van der Waerden, 182
de Weyl, 100, 103
du facteur de Sinai, 126
du point fixe de Banach, 205
du principe variationnel, 316
ergodique



d’Oseledets, 54
de Birkhoff, 38
de Kingman, 42
topologie
Ct, 251, 272
Ck, 272
faible-étoile, 24
vague, 24
tore, 96
totalement discontinu, 12
totalement ergodique, 66
tour de Kakutani, 65
transformation, 9
de Fourier, 84
de Gauss, 147
de Kakutani, 65
de Liiroth, 160
ergodique, 36
induite, 64
totalement ergodique, 66
transient, 29
transitif, 174
positivement, 174
topologiquement, 174
translation, 96
a droite, 17
a gauche, 17
tribu des invariants, 39
trivialisation locale, 252

uniformément continue, 243
unimodulaire, 206

valeur
critique, 296
réguliére, 296
variable aléatoire, 20
indépendantes, 20
uniformément distribuées, 20
variation, 23
totale, 24
variation bornée, 195
variété
différentielle, 8
instable, 290, 334
locale, 286, 333
stable, 290, 334
locale, 286, 333
volume hyperbolique, 219
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