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1 Théorie spectrale des opérateurs bornés des espaces de
Hilbert 2

Les références globales recommandées pour ce chapitre sfntid2, , ]. Nous
conseillons au lecteur l'usage de l'index nal pour retrouer facilement a quel endroit une
notion a été dé nie.

1.1 Rappels de terminologie sur les espaces vectoriels norm  és

Nous renvoyons a Dix, , ] pour les démonstrations non rappelées dans cette
partie. Si X est un espace métrique, la distance d¥ sera notéed, a défaut d'une notation
particuliere.

Espaces vectoriels normés et applications linéaires conti nues.

Soit K le corpsR ou C, muni de sa valeur absolue usuelle. Nous noteror§ le groupe
multiplicatif (K f Og; ) de K. Dans ce texte, toutes les algébres sont des algebres $ur
uniféres (c'est-a-dire munies d'une unité (élément neutre pour la miiiplication) notée 1 ou
id) et les morphismes d'algébres préservent les unités. Ei est un espace vectoriel normé
sur K, nous appellerons parfoigopologie fortesur E la topologie induite par la norme de
E (ceci pour la distinguer d'éventuelles autres topologies plus faibles qui peuvent étre
introduites sur E). Sauf mention explicite du contraire, tout espace vectogl normé réel
ou complexe sera muni de sa topologie forte.

Une algébre norméesur K est une algébreA sur K munie d'une normek Kk, telle que

kuvk Kk ukkvk Q)

pour tous lesu;v dansA. Une algébre de BanacR sur K est une algébre normée compléte
sur K.

Exemple. Si X est un espace métrique compact non vide, noton€ (X ;K) l'espace
vectoriel sur K des applications continues deX dans K, muni de la norme uniforme

kf ky =sup jf (x)j =max jf (x)j:
x2X x2X

Muni des opérations de multiplication par un scalaire, addiion et multiplication point par
point, c'est une algébre de Banach et sa topologie forte est asi appelée latopologie de
la convergence uniformeRappelons le résultat de densité suivant (voir par exempl§ ]
ou [Pau, Y5.6]).

Théoréme 1.1 (Théoréme de Stone 2-Weierstrass 2) Soit X un espace métrique com-
pact non vide. Toute sous-algébre séparanteet invariante par conjugaison complexe de

i

Hilbert Banéch Stone Weierstrass
5 (1862-1943) (1892-1945) (1903-1989) (1815-1897)

3. Un ensembleA d'applications d'un ensemble E dans C est séparant si pour tous lesx 6 y dans E,
il existe f 2 A telle que f (x) 6 f (y).

* ol
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l'algebre C (X ; C) des applications continues deX dansC est dense pour la topologie de la
convergence uniforme.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés s#t. Sif : E! F est une application
linéaire, rappelons que lanorme d'opérateurde f est (avec la convention que les premiére
et troisiéme bornes supérieures sont nulles & = f0g)

KOOK_  sup kfok=  sup  Kkf (k:

kf k =
x2Ef og  KXK  SoEi k1 X2E; kxk=1

Rappelons quef est continue si et seulement si sa norme d'opératelkf k est nie, et que
I'espace vectoriel suK des applications linéaires continues d& dansF, muni de la nhorme
d'opérateur, est un espace vectoriel normé, noté (E;F). Rappelons de plus que sk est
un espace de Banach, alork (E;F) est aussi un espace de Banach. Urpérateur (linéaire)
continu de E dansF est un élément deL (E;F), et un opérateur (linéaire) continu de E
estun élément deL (E)= L (E;E).

Si E est un espace vectoriel normé suk, alors I'espace vectoriel norméd. (E) muni de
la composition des applications est une algébre normée sk, qui est une algébre de Banach
si E est un espace de Banach. La propriétél] de la norme d'opérateur est cruciale, méme
en dimension nie, ou il existe de trés nombreuses normes i@tessantes sur les opérateurs
linéaires (ou leurs matrices dans une base donnée), mais qué véri ent pas toutes cette
propriété (1) (voir par exemple [Cia)).

Proposition 1.2 ) Soient E un espace de Banach suK et (xn)n2n UNe suite dans
B- Silaserie ,\Xn estnormalerpent convergente(c'est-a-dire si la suite reelle
n2N KXnk converge), alors la série ,\ Xn converge dansE, et
X X
Xn kxnk :
n2N n2N

(2) Soient A une algébre dE’ Banach et 2 A. Si kxk < 1, alors I'élément1l x de A
est inversible, d'inverse | ,\Xx".

(3) Soit A une algébre de Banach, notond I'ensemble des éléments inversibles de
Alors A est un ouvert deA, et 'application x 7! x 1 deA dansA est continue.

(4) Soient A une algébre de Banach efx,)n2n une suite dansA  qui converge vers
x 2 A . Alors kx, 1k converge verst1 quandn! +1 .

En particulier, soient E et F deux espaces de Banach suK. Siu 2 L (E) vérie
kuk < 1, alors par l'assertion (2) a'ppliquée a l'algébre de Banach. (E), lI'application
linéaire id u est bijective, d'inverse |, u" continu. Soit GL (E;F) I'ensemble des iso-
morphismes linéaires, continus et d'inverses continus, dé dansF (mais pas nécessairement
isométriques). AlorsGL (E;F) est un ouvert deL (E;F), et l'application u 7! u ! de
GL (E;F) dansGL (F;E) est continue. En e et, ceci découle de I'assertion (3) appljuée
aA=1L (F)car pour tout ug 2 GL (F;E) l'application de GL (F; E) dansGL (E;E)

dé nie par u7! u uy* est un homéomorphisme et * = u,* u u,t



P
Igémonstration. (1) La convergence normale de | ,\ Xn implique quepla suite dest, =
E:o kxxk est convergente, donc de CauchydansR. La suite desy,, = E:o Xk est donc
de Cauchy dansk, car

W W - -
kyn+p ynk: Xn+i an+ik: Jtn+p tnj .
i=1 i=1

Donc la suite (yn)n2n €St convergente par la complétude dé&.

.. P
(2) La série  uk dans I'espace de BanactA est normalement convergente, cakukk
kuk®, donc converge vers 2 A. Commeuv = vu = v 1 par passage a la limite, I'élément
v est l'inverse del u.

(3) Soientxg2 A etx 2 A tels quekx Xxgk < kx—ll_k Posonsy =1 X, Ix. Alors
0

kyk k xolkkx xok<1; ()

doncl y = X, 1x est inversible par (2), doncx est inversible, ce qui montre queA
contient une boule ouverte centrée en chacun de ses pointse®lus,
Xt kx, 1k
kx 1 xglk k(@ y)t 1kkxylk= y" kxglk k yk —2—;
o1 1 k yk

qui tend vers 0 quand x tend vers Xg, car alors kyk tend vers 0 par les inégalités (*). La
continuité en tout point de A de l'application x 7! x ! en découle.

(4) Supposons, quitte & extraire, que la suite(kx, 'kK)n2n Soit bornée. Posonsz, =
1 x,x. Alors la suite deskzpk  x,,'kkx, xk converge vers0, donc la norme dez,
est strictement inférieure al sin est assez grand. Pour un teh, I'élément 1  z, est donc
inversible, par I'assertion (2). D'ou x est inversible.

Dualité.

Rappelons que ledual topologiqued'un espace vectoriel norméE sur K est l'espace
vectoriel surK des formes linéaires continues dé dansK, normé par la norme d'opérateur,
appelée dans ce cas laorme duale: si E 6 f0Og, alors

K'k= sup Jk(TXIzJ = sup j(X)j= sup j (X)j:
x2E f 0Og kxk 1 kxk=1
Cet espace vectoriel normé est not&€ (ou parfois E9, et c'est un espace de Banach (car
E =L (E;K) etK est complet). Le dual topologique du dual topologique dé& est appelé
le bidual topologiquede E, et noté E  (ou parfois E%.

Nous admettrons ici la conséquence suivante du théoreme deahh-Banach (voir par

exemple Bre]).

' Cauchy

Kronecker
(1823-1891) (1843-1921)

Resz
4 (1880-1956) (1789-1857)
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Proposition 1.3  Soient E un espace vectoriel normé suK et x 2 E. Alors

kxk = ‘2ESl;JIE‘k 1J ()i = ‘2Em;6}()‘(k .} ()i

Corollaire 1.4 Soit E un espace vectoriel nhormé suK. L'application de E dans E
dé nie par
x 7' fev: 7! (xX)g

est une application linéaire isométrique, appelée le plorgent canonique deE dans son
bidual topologiqueE . Si E est un espace de Banach, alors son image est fermée.

En dimension nie, par un argument d'égalité de dimensionscette application est un
isomorphisme. Mais ceci n'est pas vrai en général.

Démonstration.  Pour tout x dansE, l'application ev : E ! K est clairement une forme

linéaire sur E , de norme au pluskxk par la dé nition de la norme duale (ce qui montre

gu'elle est continue), et en fait exactement égale &xk par la proposition précédente.

L'application x 7! evw de E dansE est clairement linéaire, et isométrique par ce qui
préceéde. Son image est donc compléte dais si E I'est. Par conséquent, elle est fermée
si E est un espace de Banach.

Siu2 L (E;F), alors l'application tu : F | E (aussi notéeu®: FO! E° voire u
mais nous réserverons cette notation pour un autre usage, wda partie 1.5) dé nie par,

pour tout 2 F ,
tuC)  x 7! " (u(x)) ;

est une application linéaire continue, appelée dipplication dualede u.
Pour expliquer la notation tu, considérons des espaces vectoridiset F de dimension
nie, (e)1 i m une base deE et (fj)1 j n une base de-. Notons (g )1 i m la base duale

sii = k, et 0sinon). L'explication de la notation tu vient du fait que siu 2 L (E;F) a pour
matrice M dans les basege); i m €t (fj)1 j n, alors'u 2 L (F ;E ) a pour matrice,
dans les bases duale; )1 j n et(g)1 i m, précisement la matrice!M transposée deM .

L'application linéaire u 7! tu deL (E;F) dansL (F ;E ) est isométrique :
8u2L (E;F); kuk= kluk: (2)

En e et, en utilisant la proposition 1.3 pour établir la deuxiéme égalité, nous avons

kuk=  sup ku(x)k =" sup sup T uX)j
x2E; kxk 1 x2E; kxk 1 "2F ;kk 1
= sup sup  juC)(x)j = sup  klu()k= kluk:
"2F ;k’k 1 x2E; kxk 1 2F ;k'k 1

L'application duale de Il'application duale de u coincide avecu sur le plongement ca-
nonique deE dans son bidual topologiqueE , au sens suivant : pour toutx dansE,

‘(fu)(evx) = evyp 3)

7



En e et, pour tout ~ 2 F , nous avons

‘(fu)ev)() =evx(fu()) =evx (T u)= "(u(x)) =ev () :

Rappelons les deux exemples fondamentaux de calculs d'espaduaux. Nous renvoyons
a| : ] pour les notions nécessaires de théorie de la mesure et thgration. En
particulier, une mesure sur un espace mesurabk est - nie siX est réunion dénombrable
de parties mesurables de mesures nies.

Exemple 1. L'une des familles les plus importantes d'exemples d'espas de Banach en
analyse est la suivante.

Soient (X; A ; ) un espace mesuré non vide gt 2 [1;+1 ]. On note g, et on appelle
exposant conjuguéle p, I'élément de[1;+1 ] tel que

}4—1':1:

P q
Remarquons que sp=1, alorsq=+ 1 etsip=+1,alorsq=1.

Sip< +1 ,notonsLP(X; A; ) (ouLP( )si(X; A) estsous-entendu) I'espace vectoriel
sur K des classes d'équivalence d'applications de X dans K, mesurables pourA , telles
quejf jP soit intégrable, modulo la relation d'équivalencef  gsif g est presque partout
nulle. Posons alors, pour toutf dansLP(X; A ; ),

Z
1=p
kf kp = if (xX)jPd (x)
x2 X

Sip=+1 etsi est -nie, notons LT (X;A; ) (ou L! () si(X;A) est sous-
entendu) l'espace vectoriel suK des classes d'équivalence d'applications de X dansK,
mesurables pourA , bornées en dehors d'un ensemble de mesure nulle, modulo &ation
d'équivalencef gsif g est presque partout nulle. Pour toutf dansL® (X; A; ), on
dé nit alors la norme essentiellede f par

kiky =inf M 0: (fx2X :jf(xX)j>Mg)=0

Notons T : LY9(X; A; )! LP(X;A; ) l'application dé nie par

n z 0
f7n g7 f (x)g(x) d (x)
X2 X

Le fait que cette application soit bien dé nie est contenu das le résultat suivant.

Théoreme 1.5 Soient(X; A ; ) un espace mesuré non vide gi2 [1;+1 ].
L'espace vectorielLP(X; A ; ) est un espace de Banach pour la normie Kp.
Sip < +1, en supposant que soit -niesi p=1,alorsT : LYX;A; ) !
LP(X; A; ) est un isomorphisme linéaire qui est une isométrie entre laarme
k Kq et la norme duale de la normek K.
Si  est -nie, l'application T :LY(X;A; )! L (X;A; ) estune application
linéaire isométrique, en général non surjective.
Sip<+1,si est -nie, silatribu ( -algébre)A est engendrée par une partie
dénombrable, alorsLP(X; A ; ) est séparable®

5. Un espace métrique estséparables'il contient une partie dénombrable dense.
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Dans la suite de ces notes, pour toup 2 ]1;+1 [, nous identi erons LP(X; A ; ) avec
L9(X; A ; ) par l'isométrie linéaire T 1, ol q est I'exposant conjugué dep, et de méme
LI(X;A; ) avecL! (X;A; ) lorsque est -nie.

Exemple 2. Soient X un espace métrique compact non vide eA la tribu ( -algébre) des
boréliens deX . Rappelons qu'unemesurescomplexesy X est une application :A ! C
qui est -additive (c'est-a-dire telle que ( ;,yAi)= N (Ai) pour toute suite (Aj)ian
d'éléments deux a deux disjoints deA ), telle que (;) = 0. Rappelons quej j : A !
[0;+1 [ est alors la mesure (borélienne r,}psitive) dé nie en demanaé que | j(A), pour
tout A 2 A, soit la borne supérieure des L, j (Aj)j sur les partitions (Aj)1 i n de A
par éléments deA . Notons M ¢(X) l'espace vectoriel complexe des mesures complexes
sur X de variation totale

k k=] j(X)
nie. Voir par exemple [ , page 220] pour une démonstration du théoreme suivant.
Théoreme 1.6 (Théoréme de représentation de Riesz 4) L'espace vectoriel comp-

lexe C(X ; C) des fonctions continues deX dans C muni de la norme uniforme
kf ky = if (X)j;
1 =maxjf (x)j;

ainsi que l'espace vectoriel complex® (X ) muni de la norme de la variation totalek Kk,
sont des espaces de Banach. L'application dd (X ) dansC(X;C) dé nie par
z

7t (f)= f(x)d (x)
X2 X
est un isomorphisme linéaire isométrique pour la norme de lgariation totale sur M ¢(X)
et la norme duale surC(X;C) .

En particulier, pour toute forme Iinézfge continue ~ sur C(X;C), il existe une et une
seule mesure complexe = - telle que , fd = “(f) pourtout f 2 C(X;C). Si " est
une forme linéaire surC (X ; C) positive (c'est-a-dire si (f) O0lorsquef 0), alors ~ est
continue (voir par exemple [Coh]) et donc - est une mesure positive.

Applications multilinéaires continues.

SoientE; F; G trois espaces vectoriels normés su€, etf : E F ! G une application
bilinéaire. Posons (avec la convention que les premiéere etoisiéme bornes supérieures sont
égales a0 si E ou F est réduit a f0g)

_ kf (X y)k _ k= Yk -

Kk X2E f g;)ezFf og KXKKyk jxk SlLka)yk 1 K ay)k kxk:SlL;jEyk:l K Oey)k:
Rappelons quef est continue si et seulement skf k est nie, et que f 7! kf k est une
norme sur l'espace vectoriel suK des applications bilinéaires continues d& F dansG.
Cet espace vectoriel normé est noté (E;F ;G), et c'est un espace de Banach <5 l'est.

Une démonstration de la premiére a rmation est la suivante. Si f est continue, donc
continue en(0;0) avecf (0;0) =0, alors il existe > 0 tel que sikxk et kyk , alors
kf (x;y)k 1; puisque

kxk kyk X Yy
2 kxk’ kyk

kf (X;y)k =



si x;y 6 0, nous avons dondkf k L. Réciproquement, sic = kf k est nie, alors

kf (x;y) f(Xo;yo)k=kf(x Xo;¥)+ f(Xo;y VYo)k
ckx Xokkyk + ckxok ky  yok;

qui tend vers 0 lorsque x tend vers xg et y tend versyg (car y reste alors dans une partie
bornée).

Plus généralement, pour toutn 2 N f 0g, siEj;:::;En;F sont des espaces vectoriels
normés surK, on dé nit de maniére similaire la norme d'une application n-linéaire f de
E1 En dansF par (avec la convention similaire si I'un desk; est nul)

kf (X1;:::5Xn)k
kf k= sup ( 1”_ n) = sup Kkf(Xy;::i;xp)k= sup Kkf (x1;:::;Xn)k;
xi2Ei f og KXiKIiiikXpK ik 1 kxi k=1
(qui est nie si et seulement sif est continue). On noteL (Eq;:::;En;F) I'espace vectoriel
normé des applicationsn-linéaires continues dek; E, dansF (qui est un espace

de Banach siF l'est).

Espaces vectoriels normés de dimension nie.

Nous concluons ces rappels par le résultat suivant (voir paexemple Dix] ou [Pau,
Y4.5] pour une démonstration), qui rend les espaces vec&ls normés de dimension nie
beaucoup plus faciles @ manipuler que ceux, pourtant omnigisents, de dimension in nie!

Théoreme 1.7 (Théoréme de Riesz) Soit E un espace vectoriel normé réel ou com-
plexe. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) E est localement compact®

(2) la boule unité fermée deE est compacte ;

(3) les compacts deE sont les fermés bornés d& ;

(4) E est de dimension nie.

Nous aurons besoin plus loin de la conséquence suivante duetdreme de Riesz.

Corollaire 1.8 Soit E un espace vectoriel normé réel ou complexe. Bi est un sous-espace
vectoriel deE de dimension nie, alors F est fermé dansE.

Démonstration.  Soit (Xp)n2n UNe suite danskF qui converge versx 2 E. En particulier,
(Xn)n2n €st une suite bornée dans l'espace vectori€®l muni de la restriction de la norme
de E. Par le théoréme de Riesz, les compacts de étant ses fermés bornés, la suite des
(Xn)n2n @admet une sous-suite qui converge vers un élémewptdans F, donc qui converge
versy dans E, puisque la norme deF est la restriction de la norme deE. Par unicité des
limites dans I'espace métriqueE, nous avonsx = y. Donc x appartient a F, ce qui montre
le résultat.

6. Un espace métriqueX est localement compact si tout point de X admet un voisinage compact.
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1.2 Rappels sur les espaces de Hilbert

Nous renvoyons a l'appendiced pour des démonstrations des résultats non démontrés
ci-dessous.

Produits scalaires.
Soit H un espace vectoriel complexe.

Un produit scalaire sur H est une forme sesquilinéaire, hermitienne, dé nie positier
sur H , c'est-a-dire une applicationB : H H ! Ctelle que

(1) [linéarité a gauche]

8x;x%y2H ;8 2C; B(x+ x%y)=B(xy)+ B (xSy);
(2) [semi-linéarité a droite]

8xy;y’2H ;8 2C; B(xy+y9)=B(xy)+ B (xy);

(3) [hermitienne]
8x;y2H ; B(y;x)= B(xy);

(4) [dé nie positive]
8x2H; B(x;x) O0;
et B(x;x) =0 si et seulement six =0.

Remarquons que les propriétés (1) et (3) impliquent la propété (2), et donc qu'il
n'était pas nécessaire d'inclure celle-ci dans la dé nitin. Une applicationB :H H ! C
véri ant les propriétés (1) et (2) est appelée uneforme sesquilinéaire Certains ouvrages
les dé nissent comme semi-linéaires a gauche et linéairesdaoite.

Rappelons que toute forme sesquilinéaira : H H ! C vérie I'identité de polari-
sation : pour tous lesx;y 2 H , nous avons

aly) = 5 alryixty) abix) alyy) + 5 akcryix+iy) abix) alyy) (@)

Nous noterons
B(xy) = hyi = hyiy ;
Be@ier lorsque I'on veut préciseH . L'application de H dansR dé nie par x 7! kxk =
hx; xi est appelée lanorme assaociée au produit scalairdn; i (voir la proposition 1.9 pour
la justi cation de la terminologie), et notée x 7! kxky lorsqu'on veut préciserH .

Deux élémentsx ety deH sont dit orthogonaux(pour le produit scalaire considéré) si
hx;yi = 0, et on note alors parfoisx ? y. La relation étre orthogonal a est symétrique.
Soient E et F deux sous-espaces vectoriels d¢ ; on dit que E et F sont orthogonauxsi
tout élément de E est orthogonal a tout élément deF. Si E est un sous-espace vectoriel
de H , on appelleorthogonal de E le sous-espace vectoriel

E’=fx2H :8y2E; hyi =0g

des éléments ded orthogonaux a tout élément deE.
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Formulaire.  Soientx ety dansH . La norme associée a un produit scalaire véri e, par
les caractéres sesquilinéaire et hermitien,

kx + yk? = kxk? + kyk? + 2Re hx;yi :
En particulier, elle véri e I' identité de Pythagore: si x et y sont orthogonaux, alors

kx + yk? = kxk? + kyk? ;

kxy+  + Xpk? = kx k2 4+ + kxpk?:

Elle véri e I' identité de la médiane:
2
X+y N X
2 2

2
Y :% loxk? + kyk?

ainsi que
kx + yk* k x yk®=4Re hyi :

La proposition suivante a déja été démontrée l'année dernié.

Proposition 1.9  Soit h; i un produit scalaire surH . Sa norme associée est une norme

sur H . Elle véri e l'inégalité de Cauchy-SchwarZ!
Par Toutatis?

Par Cauchy-Schwarz !

8x;y2H ; jhxyij k xkkyk;

avec égalité si et seulement st et y sont colinéaires.

Remarques. (1) Pour tous lesx;y dansH , il découle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et en considéranty = x=kxk six 6 0 que

kxk = sup jhx;yij :
kyk=1

(2) L'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que le produit scaire, en tant qu'application
de H H dansC, est continu lorsqueH est muni de la norme associée a son produit
scalaire, car pour tous le;y; Xo; Yo dansH , nous avons

Gyl h Xoyoi] = jhix Xopyi + oy yoij K X Xok kyk + kxok Ky yok :

En particulier, I'orthogonal d'un sous-espace vectoriel st fermé, en tant qu'intersection de
fermés.
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(3) Lorsque H est un espace vectoriel ré€l, l'inégalité de Cauchy-Schwarz permet de
dé nir I' angle entre deux vecteurs non nulsx et y de H , comme l'unique élément =
\ (x;y) dans[0O; ] tel que

hyi

€08 = IXKkyk

Une norme préhilbertiennesur H est une norme associée a un produit scalaire stt .
Elle détermine le produit scalaire, par l'identité de polaisation (4). Un espace préhilbertien
(complexe) est un espace vectoriel complexe muni d'un produit scalaire

Deux espaces préhilbertiendH ; et H, sont isomorphess'il existe un isomorphisme
linéaire' :H,! H, préservant les produits scalairesc'est-a-dire tel que

8x;y 2Ha H(X)," (Y)in, = Byiy, :

Puisqu'une norme préhilbertienne détermine son produit salaire, il est équivalent de de-
mander qu'un isomorphisme linéaire¢ :H;! H, préserve les produits scalaires ou qu'il
préserve les normes associées, c'est-a-dire que

8x2Hi1 K (X)kn, = kxky, ;

ou gu'il est isométrique c'est-a-dire qu'il préserve les distances associées ausrmes, au
sens que
8x;y2Hy1 K (X) " (Wku, = kx  yku, ;

SiH est un espace préhilbertien, on noteJ(H ) le groupe des automorphismesini-
taires de H , c'est-a-dire des isomorphismes linéaires dé dansH préservant le produit
scalaire.

Une norme hilbertienne est une norme préhilbertienne compléte. Urespace de Hilbert
(complexe) est un espace préhilbertien complet (pour la norme associge

En particulier, muni de sa norme hilbertienne, tout espace d Hilbert est un espace de
Banach. Mais la classe des espaces de Hilbert est une classstparticuliére d'espaces de
Banach, et I'on se gardera bien de généraliser sans ré exioad propriétés des premiers aux
seconds.

Nous ne considérerons que des espaces de Hilbert complexassdces notes.

Rappelons quelques exemples cruciaux d'espaces de Hilheavant d'énoncer le reste
des propriétés dont nous aurons besoin.

Exemples. (1) Pour tout n 2 N, I'espace vectoriel complexé&C™ muni du produit scalaire,

dit hermitien standard,
X

byl = XiVi
i=1

est séparable (I'ensemble dénombrable des éléments@@ a coordonnées danQ[i] = Q+iQ
est dense).

7. les dé nitions précédentes font encore sens, et le produi scalaire B est dit symétrique plutdt que
hermitien
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I'espace vectoriel produitH 1 H , muni du produit scalaire
- X“ .
hyi = i} Vil H;
i=1
ou X = (Xg;:::;%Xn) ety = (y1;:::;¥Yn), est un espace de Hilbert, qui est séparable si
Hq;:::;H, sont séparables (I'ensemble des éléments dé H, dont la i-eme
coordonnée appartient a une partie dénombrable dense xéeeH j, pourtout i =1;:::;n,

est dénombrable et dense).

(3) Soit (X; A; ) un espace mesuré non vide (voir par exemplé&[id1, ]1). Rappe-
lons queL?(X; A ; ) estl'espace vectoriel complexe des classes d'équivaledpplications
f de I'ensembleX dansC, mesurables pour la tribu ( -algébre) A , telles quejf j2 soit in-
tégrable, modulo la relation d'équivalencef  gsif g est presque partout nulle. Posons,
pour tout f dansL2(X; A ; ),

Z

1
kf ko = if ()j*d (x)
x2X

Alors I'espace vectoriel complexe?(X; A ; ), muni du produit scalaire
z
i gi = f(x)g(x)d (x);
x2 X
est un espace de Hilbert, de norme associéek,, qui est séparable si est -nie et sila
tribu A est engendrée par une partie dénombrable (voirjoh, page 110]).

En particulier, pour tout r 2 N f Og et tout ouvert non vide de R", l'espace
L2()= L2 ;A :dx) (ou A estlatribu ( -algébre) borélienne sur et dx est la mesure
de Lebesgue sur ), muni du produit scalaire

Z
H;gi = f (x) g(x) dx ;
X2
est un espace de Hilbert séparable par le dernier point du tlieeéme 1.5 gcar la mesure de
Lebesgue de la boul® (0; n) de centre0 et de rayonn 2 N est nie, = non \ B(O;n),
e)t la tribu des boréliens de est engendrée par les intersections avecdes cubes rationnels
'_;[ai;b] aveca; et b a coordonnées rationnelles). Par exemple, pour tout > 0,

n 0]

X
Ug:u7! X7 —u —
a=?  a

est un automorphisme unitaire deL?(R").

Q (4) Soit (H 1)n2n une suite d'espaces de Hilbert. Soid I'ensemble des suite$xn)non 2

p nzn Hn, dont la suite des carrés des normes est sommable, c'est-iedtelles que la série
12N Kxnk? converge. Alors &est facile de vérier queH est un sous-espace vectoriel

de l'espace vectoriel produit =, Hn, puisque kx nk? = j j?kxpk? et kxn + ynk?

2 kxnk? + kynk? . Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tous lex,;yn dansH », nous

avons

jxn;ynii kK xnkkynk %kxnk2+ kyn k?
14



Donc si X
h(Xn)n2n; (Yn)nanin = MXn;Ynin, ;
n2N
alors cette série converge absolument, et I'exercice cigous dit en particulier queh; iy
est un produit scalaire surH .
SiH, = Hg pour tout n 2 N, alors le sous-espace vectoriei muni de ce produit
scalaire est noté' 2(H q).

Exercice E.1 Montrer que H est un espace de Hilbert. Montrer que dH ,, est séparable
pour tout n 2 N, alors H est encore séparable.

(5) Il existe une maniere canonique de plonger un espace pilitertien dans un espace
hilbertien.

Théoréme 1.10 Soit H un espace préhilbertien. Il existe un espace de Hilbeff et une
application linéaire isométriquei : H ! H d'image dense. Sitf % est un autre espace de
Hilbert muni d'une application linéaire isométrique i°: H ! H 9d'image dense, alors il
existe un unique isomorphisme linéaire préservant les prois scalairesj : H | H Otel
quej i=i°

Tout tel couple (i; H ) (et par abus H ) est appelé uncomplétéde H . On identi e
H avec son image dansf pari.

On identi e deux complétés deH par l'unique tel isomorphismej, ce qui permet de
parler du complété de H . On note souvent par le méme symbole la norme et le produit
scalaire deH et ceux de son complétéF .

Projection sur un convexe fermé.

Pour tout 0, rappelons qu'une applicationf : X | Y entre deux espaces métriques
est -lipschitzienne si pour tous lesx;y dans X, nous avonsd f (x);f (y) d(x;y).
Rappelons que siX est un espace métrique et sCC est une partie non vide deX, la
distance d'un pointx 2 X a la partie C est dé nie par

d(x;C) = iyr12fC d(x;y) :

Théoreme 1.11 SoientH un espace de Hilbert complexe € un convexe fermé non vide
deH . Alors pour tout x 2 H , il existe un uniquey = pc(x) dansC tel que

kx yk=min kx zk:
z2C

De plus, l'application pc : H ! C ainsi dé nie est 1-lipschitzienne, etpc(x) est l'unique
élémenty de H tel que

y2C et 8z2C; Relx vy;z yi O:

Si C est un sous-espace vectoriel fermé de , alors I'application pc est linéaire conti-
nue, de norme au plusl, et pc(x) est l'unique élémenty de C tel quex y soit orthogonal
a tout élément deC.
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On appelley = pc(x) la projection (orthogonale ou
hilbertienne) de x sur C, qui est donc l'unique point de
C tel que

d(x;y) = d(x;C) :

LorsqueH est un espace d'e Hilbgrt ré€l, pour tout z 2
C, l'angle eny des vecteursxy et zy est obtus.

a. les projections sur un convexe fermé non vide font encore sas

L'existence et l'unicité des projections sont des propriéis cruciales des espaces de
Hilbert. Par exemple dans I'espace de BanacR? muni de la norme

K(x;y)ke =maxfj xj;jyijg ;

une projection d'un point x sur un convexe fermé non vidéC existe certes par un argument
de compacité di a la dimension nie, mais elle n'est pas foroéent unique. Plus précisément,
le sous-espaceC des points (X;y) 2 R? tels quey = 1 est un sous-espace ane (de
dimension nie), donc est convexe fermé non vide. L'enseméldes projections dex = (0;0)
sur C (c'est-a-dire des points deC minimisant la distance ax) est exactement le segment
[ ;1] f 1g.

yl\

S(0;1)

(R%k kq)

Corollaire 1.12 SoientH un espace de Hilbert eE un sous-espace vectoriel del .
(1) Si E est fermé, alorsE? est un supplémentaire fermé dé& :

H =E E°:
(2) Le sous-espaceE est dense dandd si et seulement siE? = f0g.

La seconde propriété donne un critére pratique, qui sera utsé plusieurs fois dans ces
notes, pour démontrer la densité d'un sous-espace vectorid'un espace de Hilbert.

La premiére propriété est spéci que aux espaces de HilberEn fait, tout espace de
Banach E° qui n'admet pas d'isomorphisme linéaire continuf : E®! H © ot H %est un
espace de Hilbert, contient un sous-espace vectoriel ferrméadmettant pas de supplémen-
taire fermé (voir [LT1]).

Démonstration. (1) Nous avons déja vu queE? est fermé. Montrons que c'est un supplé-
mentaire deE . Puisque le produit scalaire deH est dé ni positif, nous avonsg\ E? = f0g.
De plus, sipe est la projection orthogonale surE (qui existe parce queE est supposé
fermé), alors pour tout x dansH , x = pe(X)+(x pe(X)) et x pg(x) 2 E? par la
derniére assertion du théorémel..11, doncH = E + E?.

(2) Par continuité du produit scalaire, E? = E ?, et le résultat découle alors de (1).

16



Exercice E.2 Soit E un sous-espace vectoriel d'un espace de Hilbert . Montrer que
E E” 7, etque E? ° = E si et seulement siE est fermé.

Dual d'un espace de Hilbert.

Si E est un espace vectoriel complexe, notors, et appelonsespace vectoriel conjugué
de E, I'espace vectorielE ou la multiplication par un scalaire est remplacée par

(:x)7! x:

Remarquons que toute norme deéE est une norme deE et réciproquement, et que tout
sous-espace vectoriel dE est un sous-espace vectoriel d& et réciproquement. Notons que
la notation E est ambigué : on ne confondra pas, lorsquE est un sous-espace vectoriel
d'un espace vectoriel complexe normé, I'espace vectoriel conjugué& et l'adhérenceE de
E dansF, le contexte permettant de lever I'ambiguité.

Une forme sesquilinéairea: E  E ! C est une forme bilinéairea: E E ! C. En
particulier, comme rappelé dans la partiel.1, si E est non nul et muni d'une norme, une
forme sesquilinéairea sur E est continue si et seulement si sa norme

ja(x;y)j
kak = su —
X,y 2 Epf Og kakyk

est nie. L'inégalité de Cauchy-Schwarz (avec son cas d'égjeé) dit que si E est un espace
préhilbertien, alors la norme de son produit scalaire (conidéré comme une forme bilinéaire
E E! C)estégale al.

Si E est muni d'une norme, il est facile de véri er que I'applicaion de E dans(E) ,
qui & la forme linéaire continue" sur E associe la forme linéaire : x 7! ~(x) sur E, est
bien dé nie et gu'elle est un isomorphisme linéaire de I'espce vectoriel (conjugué du dual
topologique) E dans I'espace vectoriel (dual topologique du conjugu&)E ) , par lequel
ces deux espaces vectoriels sont identi és.

Le résultat suivant dit que le dual topologique d'un espace d Hilbert H est son espace
vectoriel normé conjuguéH .

Théoreme 1.13 (Théoréme de Riesz-Fréchet 8) SoientH un espace de Hilbert et
H le dual topologique de son conjugué. L'application dd dansH  dé nie par x 7!
fy 7! hx;yig est un isomorphisme linéaire et une isométrie entre la normele H et la
norme duale deH .

Voici un corollaire du théoréme1.13 de Riesz-Fréchet.

A b
Fréchet Lax Stampacchia  Fourier
g (1878-1973) (1926-)  (1922-1970) (1768-1830)
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Corollaire 1.14 SoientH un espace de Hilbert eta : H H ! C une forme sesquili-
néaire continue. Alors il existe un uniqueu 2 L (H ) tel que

8x;y 2 H ; hu(x);yi = a(x;y):
Si de plusa est hermitienne, alorsu est auto-adjoint, c'est-a-dire
8x;y 2 H ; hu(x);yi = hx;u(y)i :

Nous reviendrons longuement sur la notion d'opérateur (lidaire continu) auto-adjoint
dans la partie 1.5.

Démonstration.  Pour tout x dansH , l'application y 7! a(x;y) deH dansC est linéaire
continue. Donc par le théorémel.13de Riesz-Fréchet, il existe un unique élémeni(x) 2 H
tel que hu(x);yi = a(x;y) pour tout y dans H . Par unicité et linéarité a gauche dea,
l'application u est linéaire. Commeku(x)k? = a(x;u(x)) k ak kxk ku(x)k, l'application
linéaire u est continue.

La derniére a rmation découle de ce que, pour tous le ety dansH

hu(x);yi = a(x;y) = a(y;x) = hu(y);xi = hx;u(y)i :

Théorémes de Lax ’-Milgram et de Stampacchia ’.

SoientH un espace de Hilbert etf : H H ! C une forme sesquilinéaire. Comme
vu ci-dessusf est continue si et seulement s'il existee 0 telle que

8x;y2H; jf(xy)] ckxkkyk:
L'application f sera dite coercive s'il existe c°> 0 telle que
8x2H : f;x) ckxk?:

Cette condition demande en particulier que pour toutx 2 H , I'élément f (x;x) de C
soit un nombre réel. Par conséquent, si est coercive, alors I'applicationx 7! f (x;x) est
positive ou nulle, et ne s'annule qu'enx = 0.

Théoreme 1.15 (Théoréme de Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert et
a:H H ! C une forme sesquilinéaire, continue et coercive. Pour toutéorme linéaire
continue' 2 H , il existe un uniqueu dansH tel que

8v2H ; auv)="(): ()
De plus, sia est hermitienne, alorsu est l'unique élément deH tel que
1a(U' u) Re' (u)=min 1a(V'v) Re'(v) : ()
2 CveH 2 '
Le théoreme de Lax-Milgram est un cas particulier du théorém suivant (prendre C =
H et utiliser le fait que si* et “%sont deux formes linéaires suH telles queRe” Re™?

alors” = "0,
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Théoreme 1.16 (Théoréme de Stampacchia) Soient H un espace de Hilbert,a :
H H ! C une forme sesquilinéaire continue coercive, e€ un convexe fermé non vide
deH . Pourtout' 2 H il existe un uniqueu dansC tel que

8v2C; Rea(u;v u) Re'(v u):

De plus, sia est hermitienne, alorsu est l'unique élément deC tel que
}a(U'u) Re' (u) =min }a(V'v) Re' (v)
2 T v2c 24

Ce résultat est un outil simple et assez e cace pour la résoltion des équations aux
dérivées partielles linéaires elliptiques. Le lien entrédquation (*) et le probléeme de mini-
misation (**) est a souligner. Dans le vocabulaire du calculdes variations, on dit que (*)
est I'équation d'Eulerassociée au probléme de minimisation (**) : I'applicationF : H ! C
dé nie par

F:u7! %f(u;u) " (u)

est di érentiable (en un sens que nous ne précisons pas icifgquation (*) étant alors
exactement |'équation
Fu)=0:

Cette relation, généralisée dans le théoreme de Stampacahiest souvent utilisée, en phy-
sique (principe de moindre action, minimisation d'énergie...), en mécanique (forme d'une
nappe élastique tendue au-dessus d'un obstacle) ou en na@g¢optimisation sous contrainte
de stocks). Le point noir est qu'elle ne permet de traiter comenablement que des problémes
linéaires, et que la plupart des phénoménes naturels (métémogie, mécanique des uides,
...) ne le sont pas.

Bases hilbertiennes.

SoientH un espace de Hilbert et(E,)n2n UNe suite de sous-espaces vectoriels fermés
deH . Ondit que H estlasomme hilbertiennede (En)n2n Si

les sous-espaces vectoriels, sont deux a deux orthogonaux,

le sous-espace vectoriel engendré par I&5, est dense dansH (ou, de maniére
équivalente par le corollairel.12 (2), son orthogonal est nul).

Nous notons alors (certains ouvrages omettant la barre)

M—
H = En:
n2N
Attention, on ne confondra pas somme hilbertienne et somme d irecte.

Par exemple, soient(H )n2n une suite d'espaces de Hilbert eH I'espace de Hilbert
de lI'exemple (4) ci-dessus. Pour touin 2 N, notons E,, le sous-ensemble dél formé des
éléments deH dont tous les termes sauf peut-étre len-eme sont nuls.

Exercice E.3 Montrer que E, est un sous-espace vectoriel fermé ded , isomorphe a
I'espace de HilbertH ,, et queH est la somme hilbertienne de la Suitée,)n2n.
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Le résultat suivant généralise, pour les sommes hilbertieres, le théoréme de Pythagore
pour les sommes directes orthogonales.

Théoreme 1.17 (Théoreme de Parseval) Soit H un espace de Hilbert, somme hilber-
tienne d'une suite (En)n2n de sous-espaces vectoriels fermés. Pour toxtdansH , notons
Xn = Pe,(X) la projection hilbegienne dexpsur le sous-espace vectoriel fermg,,. Alors

our tout x dansH , les séries +=1 Xn et +=1 kx,k? sont convergentes et
n=0 n=0

X1
X= Xn 1
n=0
X1
kxk? = kx,k?® egalie de Parseval) :
n=0

Récipfgquement, pour toute suite(Xn)n2n gans H telle quex, 2 E, pour toyt n, si la
série 11, kx,k? converge, alors la série 'l x, est convergente, et sk = 1 x,
alors xn = pg, (X).

P L
Remarquons ge la série ;:10 Xn n'est en général pas normalement convergente (c'est-
a-dire que la série ;zlo kxnk n'est pas forcément convergente). Nous utiliserons de madrie

fréquente la partie réciproque de ce théoréme.

Soit H un espace de Hilbert. SH est de dimension nie, unebase hilbertiennede H
est par dé nition une base orthonormée deH . Si H est de dimension in nie, une base
hilbertienne deH est une suite(ey)n2n dansH de vecteurs orthonormés qui engendre un
sous-espace vectoriel dense dé¢

8p2N; kepk=1; 8p;q2N; p6qg) h ey ei =0; Vectc(fen : n2Ng)=H

Autrement dit, une base hilbertienne deH (lorsque H est de dimension in nie) est une
suite (e,)n2n de vecteurs unitaires deH telle qgueH soit la somme hilbertienne des droites
vectorielles Ce, (toute droite vectorielle dansH est fermée, par le corollairel.8) :

M—
H = Ce, .
n2N
Attention, on ne confondra pas base hilbertienne et base (ve ctorielle).

En dimension in nie, on peut montrer qu'une base hilbertieme n'est jamais une base
vectorielle. On s'autorisera a indexer les bases hilbertimes par d'autres ensembles dénom-

Remarques. (1) Si un espace de HilbertH admet une base hilbertienne, alorsH
est séparable. En e et, 'ensemble des combinaisons linéas ( nies), a coe cients dans
QIi], des éléments d'une base hilbertienne del est dense dandH . Nous montrerons la
réciproque dans le théoremd.18
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(2) Il découle du théoremel.17 de Parseval que sien)n2n €st une base hilbertienne
deH Palors pour togf x dansH , il existe une unique suite( ,)n2n dans C telle que les
séries .,y n€r et ,n] ni? convergent, et

X X
X = nen et kxk®= i nj?:
n2N n2N

En eet, , estlunique scalaire tel quepce, (X) = nen, C'est-a-dire tel que
n=Men:

La suite ( n)n2n €st appelée la suite desoordonnées hilbertiennesde x dans la base
hilbertienne (e,)n2n-

Par la partie réciproque du théorémel.17 de Parseval, si(en)n2 pest une base hilber-
tienne deH Psi (' n)n2n est une suite dansC telle aye la série réelle ,y] nj? converge,
alors la série ,,5 n€n converge dansH ,etsix = ,5 n€n, alors( n)n2n estla suite
des coordonnées hilbertiennes de dans la base hilbertienne(en)nan.

Attention, on ne confondra pas coordonnées hilbertiennes e t
coordonnées vectorielles.

(3) Si (en)n2n est une base hilbertienne d'un espace de HilbeH , alors un opérateur
continu u2 L (H ) est déterminé par les valeurs qu'il prend sur les éléments dmtte base
hilbertienne : si (xn)n2n €st la suite des coordonnées hilbertiennes d'un élémertde H
alors X X

u(x)=u Xn€, = Xnu(en) :
n2N n2N

(La continuité de u est cruciale pour la véracité de la seconde égalité.)

Exemple. La suite e, :t 7! 912= entt ,, est une base hilbertienne de I'espace de
n

Hilbert L?(R=2 Z;C) des applications mesurable® -périodiques deR dans C, de carré
intégrable sur [0;2 ] pour la mesure de Lebesgue, modulo égalité presque partoUtn
e et, c'est clairement une suite orthonormée de vecteurs, ant I'espace vectoriel engendré
est dense pour la norme uniforme dans l'espace vectori€l(R=2 Z;C) des applications
continues 2 -périodiques deR dans C par le théoreme de Stone-Weierstras&.1; de plus,
la convergence uniforme implique la convergende? par la compacité deR=2 Z, et le sous-
ensembleC(R=2 Z;C) est dense dans l'espace de Hilbeilt?(R=2 Z;C) (voir [ ] ou
[Con)).
Pour toute fonction f dansL?(R=2 Z;C), les coordonnées hilbertiennetc, (f ))non de
f dans cette base hilbertienne sont par dé nition lescoe cients de Fourier 7 de f
T
cn(f)= H;eni = P f(t)e " dt:
0

Par le théoremel.17de Parseval, on obtient la formule deéransformation de Fourier inverse

X 1 X .
f=  caf)en=p= c(f)e™
n2z 2 n2z
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(attention, la convergence de cette série est darls?(R=2 Z;C) ) et la formule de Parseval
pour les séries de Fourier

zZ, 1=2 X
Kf kp = if (Oj2dt = jen (F)j?
0 n2z

1=2

Vu I'utilité des bases hilbertiennes, le résultat suivant ra bien pratique.
Théoreme 1.18 Tout espace de Hilbert séparable admet au moins une base duitkenne.

SiH est de dimension nie, le résultat est connu, et la méthode uselle se généralise
en dimension in nie, comme indiqué ci-dessous.

Démonstration.  Soit (vp)n2n UNe suite dense dandd . Si H est de dimension in nie,
guitte a extraire, NOUS POUVONS SUPPOSEr que,+1 N'appartient pas au sous-espace vectoriel

alors une suite(en)n2n dansH de vecteurs orthonormés qui engendre le méme sous-espace
vectoriel que (Vn)n2n-

Corollaire 1.19 Deux espaces de Hilbert séparables de dimension in nie sosbmorphes.

Démonstration.  Soient (e,)n2n €t (fn)n2n deux bases hilbertiennes de deux espaces de
Hilbert séparablesH et G respectivement, qui existent par le théoréme précédent. Afs
l'unique application linéaire qui envoiee, sur f, est un isomorphisme linéaire isométrique
d'un sous-espace vectoriel dense dd dans un sous-espace vectoriel dense @ donc
se prolonge en un isomorphisme linéaire isométrique dé dans G (voir le théoréme de
prolongement A.1).

La notion de base hilbertienne s'étend aux espaces de Hilligron séparables, en prenant
des familles de vecteurs indexées par des ensembles non dédin@bles (voir par exemple
[Dix, chap. VIII, XI])). En utilisant le théoréme de Zorn 8, le théoréme 1.18 reste valide
pour les espaces de Hilbert non séparables.

Convergence faible dans les espaces de Hilbert.

Soit H un espace de Hilbert. Nous dirons qu'une suitdf,),2n dans H converge
faiblementversf 2 H si pour tout g 2 H , les produits scalairestf ,; gi convergent vers
hf; gi dans C. Nous noterons cette convergence par le symbofe pour la distinguer de la
convergence forte (c'est-a-dire pour la norme hilbertiena) :

fn!l nsn f 0 k fn fk! n+1 0;

*ma+r 0 8 g2H ;Hudi! nosr Mg

Gram Schmidt Zorn S\te‘inhalrjs
g (1850-1916) (1876-1959)(1906-1993) (1887-1972)
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Proposition 1.20 (1) Une suite dansH qui converge fortement ver§ 2 H converge
aussi faiblement vers .

(2) La propriété toute suite dans H qui converge faiblement ver§ 2 H converge
fortement versf est vraie si et seulement si la dimension deH est nie.

(3) Toute suite faiblement convergente est bornée.

(4) Si E et F sont des espaces de Hilbert, et si 2 L (E;F), alors I'image par u de
toute suite dansE faiblement convergente vers un élémemt 2 E est faiblement convergente
dansF versu(x).

Démonstration. (1) Ceci découle de la continuité (forte) du produit scalaie.

suite (fn)n2n de vecteurs deH converge versf si et seulement si les coordonnées deg
convergent vers les coordonnées de Or les fonctions coordonnées sont exactement les
applications g 7! hg;gi pour 1 i k. Donc si(fn)n2n converge faiblement vergy, alors
(fn)n2n cOnverge versg.

Réciproquement, siH est de dimension in nie, alorsH admet un sous-espace vectoriel
fermé séparableH g de dimension in nie (prendre l'adhérence du sous-espace ateriel
engendré par une suitdv,)non de vecteurs deH  tels quevn+1 Nn'appartienne pas a l'espace

(en)n2n €st une base hilbertienne déH o, alors la suite dese, converge faiblement vers)

dansH quandn tend vers l'in ni (car pourtout g2 H ,sig=g+golug 2 Hpetg; 2

H 0?, alors la suite ( n)n2n des coordonnées hilbertiennes dgy dans la base hilbertienne
(en)n2n tend vers 0 par la sommabilité des carrés des modules, &&,;gi = hen;goi = n).

Mais ke, k =1 pour tout n 2 N, donc la suite dese, ne converge pas fortement ver§.

(3) Soit (fn)n2n Une suite faiblement convergente ver§ 2 H . L'application * : H !
C dé nie par g 7! hg; f,i est une forme linéaire continue suH , de norme égale &f ,k par
l'inégalité de Cauchy-Schwarz et puisque‘n(k;—:k) = kfpk sikfrnk 6 0. Pour tout g2 H ,
puisque hg; fni tend vers hg;fi, nous avonssup,,nK n(g)k < +1 . Par le théoreme de
Banach-Steinhaus’® (voir par exemple [Bre]), nous avons doncsup,,y K nk < +1 , donc la
suite kfnk _,, est bornée.

(4) Nous verrons plus tard, dans la proposition1.37 (et le lecteur véri era qu'il n'y a
pas de boucle logique), que pour toutt 2 L (E;F), il existeu 2 L (F;E) tel que

8x2E; 8y2F; hux);yip = u (y)ig :

Soit (Xn)n2n UNe suite qui converge faiblement vers dans E. Alors pour tout y 2 F,
les produits scalairestu(xn);yir = hx,;u (y)ig convergent vershx;u (y)ig = hu(x);yig.
Donc la suite u(xn) | ,, converge faiblement versu(x) dansF.

Remarque. SiH est séparable de dimension in nie, s{e)k2n €St une base hilbertienne
deH , si(fn)n2n converge faiblement verd 2 H alors, pour tout k, la suite desk-émes
coordonnées hilbertiennesy (f) = hf; ei def, dans cette base hilbertienne converge vers
la k-éme coordonnge hilbertienneg (f ) de f quand n tend vers +1 . Mais la réciprogue
est fausse : sig = 5y %en (qui converge bien dansH par le théoréeme de Parseval),
et sif, = n2e,, alors limy +1 heg;fni = 0 pour tout k 2 N, mais limpy +1 hg;fai =
limp +12 n =+ 1, donc la suite (fn)n2n Ne converge pas faiblement ver® (elle n'est
méme pas bornée).
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Le résultat crucial suivant est une conséquence du théorenue Riesz-Fréchet et du théo-
réme de Banach-Alaoglu (voir Bre], ou I'appendice A pour une démonstration condensée).

Théoreme 1.21 (Théoréme de compacité faible de la boule unit é fermée des
espaces de Hilbert) SiH est un espace de Hilbert, alors toute suite bornée datb
admet une sous-suite faiblement convergente.

Quitte a répéter des arguments de la propositionl.20, insistons sur l'importance de
prendre bien garde a ne pas confondre convergence faible aingergence forte : toute
suite qui converge fortement converge aussi faiblement, p&ontinuité du produit scalaire.
Mais la réciproque est fausse : ¢l n'est pas de dimension nie, le théoréme de Riesz.7
implique qu'il existe toujours (au moins) une suite bornée dnsH (et méme contenue dans
la boule unité fermée) qui n'admet pas de sous-suite forteméconvergente, ce qui contredit
la version pour la topologie forte du théoréme ci-dessus. Bo un exemple explicite, dans
l'espace de Hilbert*2(C) (voir I'exemple (4) ci-dessus), considérons la suitée,)non dans
*2(C) telle que, pour tout n dans N, le vecteur e, soit la suite dans C dont tous les
coe cients sont nuls sauf le n-eme, égal al. Alors la suite (e,)n2n €st bornée : les, sont
de normel. Mais la suite ne converge pas : il est facile de voir qu'elleoaverge faiblement
vers 0, et donc si elle convergeait fortement quitte & extraire ves un élémentx de “?(C),
celui-ci devrait étre égal a0; mais par continuité de la norme, il devrait aussi étre de nane
1, ce qui est impossible.

Néanmoins, le théorémel.21 a une grande importance, car l'utilisation de techniques
de compacité peut étre extrémement utile, en particulier par résoudre des probléemes
d'extrema de fonctionnelles sur les espaces de Hilbert (nsen verrons un exemple dans la
proposition 2.22 de la partie 2.4). C'est en grande partie grace a ce théoremé.21 qu'il est
bien plus facile de travailler dans les espaces de Hilbert gudans des espaces de Banach
guelconques.

La proposition suivante donne parfois un moyen de passer da tonvergence faible a la
convergence forte dans un espace de Hilbert.

Proposition 1.22 Soient H un espace de Hilbert et(xn)n2n Une suite dansH qui
converge faiblement verx 2 H . Si (kx,Kk)n2n converge verskxk, alors (X,)n2n converge
fortement versx.

La réciproque est bien s(r vraie, par continuité de la norme.

Démonstration.  L'hypothése implique que le second membre de I'égalité
kxn xk?= kxnk? + kxk? 2 Refhxp;xi
converge vers0.

Une partie A de H est dite faiblement ferméesi pour toute suite (Xp)n2n dansA qui
converge faiblement versx, I'élément x appartient encore aA. Par l'assertion (1) de la
proposition 1.20 toute partie faiblement fermée deH est fermée. La réciproque est fausse
en général, car sH est séparable, de dimension in nie, s{e,)n2 N €St une base hilbertienne
deH , alorsfe, : n 2 Ng est une partie fermée deH , mais non faiblement fermée. Une
réciproque partielle est fournie par la premiére assertiode la proposition suivante.

Une applicationf : H ! R est dite convexesi pour tous lesx;y 2 H ett 2 [0;1],
nous avonsf (tx + (1 t)y) tft(xX)+@ Of (y).
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Proposition 1.23 (1) Tout convexe fermé deH est faiblement fermé.

(2) Toute application continue convexef : H ! R estfaiblement semi-continue infé-
rieurement, c'est-a-dire que pour toute suite(xn)n2n faiblement convergente verx, nous
avonsliminf, +1 f(Xn) f(X).

Démonstration. (1) Les demi-espaces ferméd,y., dé nis, pour touslesw2 H eta2 R,
par
Hwa=fz2H : Rehw;zi ag;

sont clairement faiblement fermés, et toute intersection d parties faiblement fermées est
encore faiblement fermée. Or tout convexe fermé est l'intasection des demi-espaces fermés
le contenant : par le théorémel.1l, pour tout convexe fermé non videC, pour tout x 2 C,
siy est la projection dex surC,siw = x Yy etsia=Rehw;yi, alors C est contenu dans
Hwa (car Rehx y;z yi Opourtout z2 C) qui ne contient pasx (car Rehw;xi a=

kx yk?> 0). Le résultat en découle.

(2) Soit (Xn)n2n Une suite dansH qui converge faiblement versx 2 H . Supposons
par I'absurde queliminf 51 +1 f(Xn) <f (X). Soient 2 Jliminf, +1 f(Xp);f(X)[etC =
fx2H : f(x) g. Alors C est un convexe fermé dél , carf est continue et convexe,
doncC est faiblement ferme par (1). Soit(xn, )k2n une suite extraite telle quef (x,, )
pour tout k 2 N (elle existe par la dé nition d'une limite inférieure). Alo rs (Xp, Jkon st
une suite contenue dan<C , qui converge faiblement versx, donc x 2 C par fermeture
faible. D'ou f (x) , une contradiction.

1.3 Spectre des opérateurs continus

Soient E un espace vectoriel normé complexe at un opérateur continu deE (c'est-a-
dire un élément deL (E), voir les rappels de terminologiel.l).

Une valeur réguliere de u est un élément 2 C tel que u id soit inversible dans
L (E). L'ensemble des valeurs régulieres de est appelé lensemble résolvande u. Un
élément deC qui n'est pas une valeur réguliere dai est appelé unevaleur spectralede u.
L'ensemble des valeurs spectrales est appelé dpectre de u, et noté Sp(u). L'application
R,:C Spw! L (E)déniepar 7! (u id) ! s'appelle l'application résolvantede
u. Le rayon spectralde u est

(uUy= sup jj
2Sp(u)
(avec la convention usuelle que (u) = 1 siSp(u) est vide).

Une valeur propre de u est un élément 2 C tel que le noyau deu id soit non nul
(ou, de maniére équivalente, tel que l'application linéaie u id ne soit pas injective).
Le sous-espace vectorieKer(u id) est alors appelé Espace propre deu associé a .
La dimension de cet espace propre (qui peut étre in nie) est gpelée lamultiplicité de
Un élément non nul deKer(u id) est appelé unvecteur propre deu associé ala valeur
propre . L'ensemble des valeurs propres est notép(u), et aussi appelé lespectre ponctuel
de u.

Le spectre résiduelde u est I'ensemble, notéSps(u), des 2 C non valeurs propres

tels que l'image deu id ne soit pas dense dang&.

Par exemple, siE 6 fOg et si u est l'opérateur nul, alors Sp(u) = Vp( u) = f0g et
Spes(u) = ;. SiE 6 f0Og et si u est 'opérateur identité, alors Sp(u) = Vp( u) = flg et
Shres(U) = ;-
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Remarques. (1) Si E est de dimension nie n, alors tout opérateur linéaire deE
est continu et tout sous-espace vectoriel d& est fermé. Doncu id est inversible si
et seulement siu id est injectif, si et seulement siu id est surjectif. Le spectre
résiduel deu est donc vide. Les valeurs spectrales de sont donc les valeurs propres de
u, et aussi les valeurs propres de la matrice) de u dans n'importe quelle base dee. Ce
sont les ( en comptant avec multiplicité) racines complexes du polynie caractéristique
det(u X id) =det(U X I,). La multiplicité d'une valeur spectrale de u est inférieure
ou égale a la multiplicité de la racine correspondante du pghéme caractéristique deu,
avec égalité siu est diagonalisable. Le rayon spectral del est alors la plus grande valeur
absolue d'une racine du polynéme caractéristique da.

(2) Rappelons le théoréme suivant (voir par exempleHre] pour une démonstration),
qui impligue qu'un élément deL (E) est inversible dansL (E) si et seulement s'il est
bijectif.

Théoreme 1.24 (Théoréme de Banach) Soient E et F deux espaces de Banach réels
ou complexes ef : E ! F une application linéaire continue bijective. Alorsf 1:F ! E
est aussi continue.

En particulier, si E est un espace de Banach complexe, alors un nombre complexest
une valeur réguliére d'un opérateur continuu si et seulement siu id est bijectif. Cette
remarque est souvent utile, et sera utilisée sans plus de comentaire dans la suite de ces
notes.

(3) Puisque bijectif implique injectif, toute valeur propr e est une valeur spectrale :

Vp(u)  Sp(u) :

En dimension nie, nous venons de voir que cette inclusion éune égalité. Mais cette
inclusion peut étre stricte en dimension in nie, voir les exercicesk.6 et E.7 ci-dessous.

Prendre bien garde a ne pas confondre
valeur spectrale et valeur propre

(4) Si limage de u id n'est pas dense, alorsu id n'est pas surjectif. Puisque
bijectif implique surjectif, le spectre résiduel est donc entenu dans le spectre :

Shres(U)  Sp(U) ;
et par dé nition, nous avons mémeSp.s(u) SpUu) Vp(u).

(5) Pour tout dansC f 0g, nous avons

Sp(u)=Spu); Vp(u)= Vp(u); Spres(U)=Spes(U)

et

(u)y=1jj (u:
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(6) Pour tout dansC, nous avons
Sp(u+ id)=+Sp(u); Vp(u+ id)= +Vp(u); Spes(u+ id)= +Spes(u):

(7) Si u est inversible, alors le spectre de son inverse ! est 'ensemble des inverses
des éléments du spectre da :

Spu ') =Sp(u) *:

En eet, si u est inversible, alorsO n‘appartient ni au spectre deu ni a celui deu *; de
plus, pour tout nombre complexe non nul , l'opérateur continu u * id est inversible
sietseulementsiu tid= lu(u ! id) estinversible.

Les points (5), (6) et (7) sont des cas particuliers d'appliations du calcul fonctionnel
continu, que nous introduirons dans le théorémel.45

(8) Soient E; et E, deux espaces de Banach réels ou complexes. Deux opérateunsieo
nusui 2 L (E1) etuy 2 L (E») sont dit conjuguéss'il existe un isomorphisme d'espaces de
Banach (c'est-a-dire un isomorphisme linéaire continu, dond'inverse continu)v:E; ! E»
tel que le diagramme suivant soit commutatif

E, " E
v# #y
E, 2 E,

(c'est-a-dire tels queu, = v u; Vv 1). Un tel isomorphismev est appelé uneconjugaison
entre u; et up. La relation étre conjugué est clairement une relation d' équivalence sur
L (Eq).

Si deux opérateurs continusu; 2 L (E1) et up; 2 L (E2) sont conjugués, alors ils ont
méme spectre, méme spectre ponctuel, et méme spectre réstiu

Spu1) = Sp(uz); Vp(ui) =Vp( Uz); Spes(U1) = Spres(U2) :

En e et, si v est une conjugaison entrel; et uy, alorsu;  id est inversible (respectivement
injectif, non injectif d'image non dense) si et seulement sv  (u; id v i=u id
est inversible (respectivement injectif, non injectif d'image non dense).

Ceci fournit une méthode de calcul de spectre d'un opérateucontinu u, en exhibant
une conjugaison deu avec un opérateur continu dont on connait déja le spectre.

LorsqueE; et E, sont de plus des espaces de Hilbert, nous dirons qu'une apgltion v
comme ci-dessus est uneonjugaison unitaire entre u; et u, si elle est de plus isométrique.
Nous dirons alors queu; et u, sont unitairement conjugués La relation étre unitairement
conjugué est encore une relation d'équivalence sut (E,).

Exercice E.4 SoientE un espace de Banach complexe at2 L (E). Soientn 2 N f Og
et EJL;:::;En des sous-espaces fermés de tels que u(E;) Ei pouri =1;:::;n et

n n n

[ [ [
Sp(u) = Sp(Ujg;);  Vp(u) = VP(Ujg;);  SPres(U) = SPres(Ujg;)  VP(U) :
i=1 i=1 i=1
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Attention, le résultat de cet exercice n'est plus vrai si on emplace somme directe par
somme hilbertienne (voir par exemple I'exerciceE.6).

Théoréme 1.25 SoientE un espace de Banach complexe at2 L (E).
(i) Le spectre Sp(u) de u est un compact deC, contenu dans la boule de centr@ et de
rayon kuk :
(u) Kk uk:

(i) Le spectre Sp(u) de u est non vide si et seulement st 6 f0g.
(iii) Si Sp(u) est non vide, alors
(U= lim_ ku"ks = inf  ku"kn :
n' +1 n2Nf Og

Démonstration. (i) Montrons que le rayon spectral deu est au pluskuk. Soit 2 C
tel quej j > kuk. Soitv= % 2 L (E), alors kvk < 1. Donc par la proposition 1.2 (2),
I'élément id v est inversible dans l'algébre de Banach (E). D'ou u id = (id v)
est inversible dansL (E) car 6 0. Par conséquent, est une valeur réguliére deu. Le
résultat en découle par contraposition.

Montrons que l'ensemble résolvant dau est ouvert. Ceci découle de la propositiori.2
(3), mais donnons-en une démonstration directe. Soity une valeur réguliére deu, posons
vo=(u gid) I Pourtout 2 Ctelquej 0] < fmegs SOtV = ( o)Vo 2 L (E),
qui vérie kvk < 1. Donc par la proposition 1.2 (2), I'élément id v est inversible dans
L (E). D'ou le produit de deux éléments inversibles

(u  oid) (d v)=(u oid) id ( o)(u  oid) !
=(u  oid) ( 0)id
=u id

est inversible dansL (E). Par conséquent, est une valeur régulieére dai. Ceci montre que
I'ensemble résolvant deu est ouvert.

Il en découle que le spectre de est fermé (son complémentaire, I'ensemble résolvant,
est ouvert) et borné (contenu dans la boule de centr@ et de rayon kuk). Donc Sp(u) est
compact.

(i) Pour montrer les deux derniéres assertions du théoremg.25 nous avons besoin que
E soit un espace de Banach complexe, car nous allons utiliserdarguments d'applications
analytigues complexes. Dans la partiel de ces notes, il n'y a que dans la démonstration
de ces assertions (ii) et (iii) que nous aurons besoin de telguments. En particulier, le
premier point du théoréme1.25reste valable siE est un espace de Banach réel. Un lecteur
qui n'a pas suivi de cours d'analyse complexe peut ou bien csulter I'appendice B et
admettre les résultats rappelés ci-dessous, ou bien simpient admettre les assertions (ii)
et (iii) du théoréme 1.25 et passer a la suite.

Soient E un espace de Banach complexe di un ouvert de C. Rappelons (voir par
exemple Piel]) qu'une application f : U! E estanalytique complexesi pour tout zo 2 U,
E,existe r > 0 et une suite (c,)n2n dans E tels que B(zp;r) U et la série entiére

n2n(Z  Z0)"cn converge normalement surB (zp;r), de somme égale d (z) pour tout
Z 2 B(zo;r). Une telle suite (cy)n2n est alors unique. Une application analytique complexe
est en particulier continue. Nous aurons aussi besoin du rékat suivant.
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Théoreme 1.26 (Théoreme de Liouville, voir par exemple Diel, 9.11.1].) Sif :C! E
est une application analytique complexe bornée, alofs est constante.

Ces techniques d'analyse complexe pourront étre appliquéelans notre cadre grace au
résultat suivant. Rappelons queL (E), muni de la norme d'opérateur, est un espace de
Banach complexe, sE l'est.

Proposition 1.27 Soient E un espace de Banach complexe at2 L (E). L'application
résolvanteR, : C Sp(u)! L (E), dénie par 7! (u id) 1, est analytique complexe.

Démonstration. Reprenons les arguments utilisés pour montrer que l'ensergrésolvant
de u est ouvert. Soit o une valeur réguliere deu, posonsvg = (u oid) 1. Pour tout
2 C tel quej o] < Wlok nous avons vu queu id est inversible, d'inverse

X
(u id) t=(d ( ovo) b (U oid) *= ( 0)"Vo Vo
n2N

P
par la proposition 1.2 (2). Puisque| o] < ﬁ la série 55 ( o)nvg+1 est normale-

ment convergente. Donc l'applicationR, (qui est développable en série entiére sur le disque
ouvert B( o; Wlok) pourtout o2 C Sp(u)) est, par dé nition, analytique complexe sur
son domaine de dé nition C  Sp(u) (qui est ouvert par I'assertion (i) du théoreme 1.25).

Revenons a la démonstration de l'assertion (ii) du théoremé.25 Supposons quéE ne
soit pas réduit au vecteur nul. Montrons par l'absurde que lespectre deu est non vide. Si
ce n'est pas le cas, I'ensemble résolvant deest égal aC tout entier, et donc l'application
résolvanteR,, est dé nie sur tout C. En particulier, u = u 0id est inversible, donckuk 6 0.

Montrons que l'application Ry est bornée. Sj j > kuk, alors par la proposition 1.2 (2),

X

(u id*t=  d  tuyt= ? "u" (5)
n2N
Sij j> 2kuk, il en découle que
X 1 1 1
; 1 ; 1; ioion n_—; 1 — =
A A N T S AT T

+1

L'application Ry est donc bornée en dehors du disque fermé de centheet de rayon 2kuk.
Puisqu'elle est continue, elle est aussi bornée sur ce disg(qui est compact), doncR,, est
bornée.

Par le théoreme de Liouville1.26, I'application R, analytique complexe (par la pro-
position 1.27) et bornée surC, est constante. Donc l'application 7! Ry( ) *=u id
est constante. Ceci est visiblement absurde : soik un élément non nul de E, alors
u(x) 8 u(x) x,doncu 0id 8 u 1lid (en fait, l'application 7! u id, de toute
partie de C a valeurs dansL (E), est injective siE 6 f0g).

Notons que siE = f0g, alorsL (E) possede un seul élément (I'application nulle), donc
pour tout 2 C, nous avonsu idg =id g, qui est inversible. DoncSp(u) est vide si
E = f0g. L'assertion (ii) du théoréme 1.25en découle.

(iii) Montrons la derniére formule du théoréme 1.25 sur le rayon spectral deu. Nous
aurons besoin d'autres résultats sur les applications angiques complexes.
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Théoreme 1.28 (Développement de Laurent) (voir par exemple [ , Y9.14]) Soient
E un espace de Banach complexe &t: B(0;r) f Og ! E une application analytique
complexe du disque ouvert danS de centreO et de rayonr > 0 privé de l'origine a valeurs
dansE. Alors i|3existe une et une seule suitéc,)n2z dansE telle que

la série P n2N z"¢, converge pour toutz 2 B(0;r),

la série  ,Nf g2 "C n cONverge pour toutz & 0 pet

pour tout z dansB (0;r) f Og, nous ayonsf (z) = ,72Z"Cn.

P
La série ,,,z"c, est appelée ledéveloppement de Laurentle f .

Si (Ch)n2n €st une suite dansE, rappelonﬁa(voir par exemple [ ]) que le rayon
de convergenceR 2 [0;+1 ]Dde la série entiere ,\(zZ Z0)"cy est la borne supérieure
desr > 0 tels que la série ,\(z 2zo)"c, converge pour toutz dans B(zo;r), et que
la formule de Cauchyqui permet d'exprimer le rayon de convergencdr en fonction des
coe cients (Cp)n2n €est

1
— = limsup kcnknl : (6)
R ni+1

Aprés ces rappels, montrons l'assertion (iii) du théorémel.25 Par la dé nition du
rayon spectral (u) et par la proposition 1.27, l'application f :z 7! 1R, (1) est dé nie et
analytique complexe surB (0; ﬁ) f 0g. Par la formule (5) ou II;on pose = % elle coincide
sur le disque épointéB (O; ﬁ) f Og avec la série entiére n2n Z"Uu” (qui converge si
jzj < ﬁ). Par unicité du développement de Laurent et puisque (u) k uk, cette série
entiére est donc le développement de Laurent d& sur B (0; ﬁ) f 0g. Et puisque f est

dé nie et analytique complexe surB (0; ﬁ) f 0Og, cette série entiére converge en tout
point z de ce disque, par les propriétés du développement de LaurerRar la dé nition du
rayon de convergencer de cette série entiére, nous avons dorig ﬁ

Réciproquement, sij j > %, alors ﬁ <R etlasérie ,,y "u" converge, par dé ni-
tion du rayon de convergenceR. Doncu id est inversible (dinverse 1, "u",
par un calcul immédiat), et donc n'appartient pas au spectre deu. Ceci étant vrai pour
tout 2 Ctelquej j> &, nous avons donc (u) &, et par conséquent (u) = &.

Par la formule de Cauchy @), nous avons donc

(u) = limsup ku'k7
nt +1
Puisque ku"*™Mk k u"k ku™k pour tous lesn;m dans N par les propriétés de la norme
d'opérateur, le fait que

. 1 . 1 . 1
(u) =limsup ku"kn = lim ku"kn = inf  ku"kn
nt +1 nt +1 n2Nf Og

découle de l'exercice classigue suivant, en prenant le laghme.

Lemme 1.29 Soit (an)n2n UNe suite de réels qui est sous-additive, c'est-a-dire tellque
an+m an + am pour tous lesn;m dans N. Alors la suite (%“)nzm converge dansk =

[1 ;+1], etsalimite estinf oyt o 2.

30



Démonstration. Fixons m 2 N non nul. Pour tout n dans N, la division euclidienne
dit qu'il existe un unique couple (ch;rn) 2 N? tel quen = mg, + rp e 0  r, <m.
En particulier, puisque r, ne prend qu'un nombre ni de valeurs, limp, +1 %" = % et
limy +1 22 =0.Or

an = Amgp+rn, Oham *+ ar,

par sous-additivité. Donc limsup,, ., & %=, En prenant la borne inférieure surm,
. an i o
nous avons dondimsupy,, +; 9 infuons o9 1. D'OU
a e : a : a
inf — liminf — limsup — inf  —-:
1'+1 n nt+1 N m2Nf 0g M

Les termes aux deux extrémités de cette suite d'inégalitégant égaux, les limites inférieures
et supérieures sont égales, et égales a la borne inférieute& lemme en découle.

Ceci conclut la démonstration du théoremel.25

Contrairement au cas des opérateurs auto-adjoints des espas de Hilbert que nous
verrons plus tard (proposition 1.38 (v)), il n'est pas toujours vrai que le rayon spectral
deu est égal alanormedas:sin 2etu:C"! C" estune application linéaire non
nulle, de matrice triangulaire supérieure stricte dans la bse canonique d€", alors la seule
valeur propre deu étant 0, le spectre deu est réduit a fOg; cet opérateur continu u est
donc de norme non nulle (car il est non nul), mais son rayon spé&al est nul. Voir aussi
I'exercice E.12.

Exercice E.5 Soient E un espace de Banach complexe non réduitf®g et u;v 2 L (E)
deux opérateurs linéaires continus qui commutent (c'est-dire tels queu v = v u).
Montrer que

(uwv) (U MV:

Rappelons que pour tout 0, une partie P d'un espace métriqueX est dite -dense
dans X si tout point de X est a distance au plus d'au moins un point de P. Rappelons
aussi que tout compactC §le C est séparable : il sut de prendre pour partie dénombrable
dense dansC la réunion ~ ,,yAn 00 A, est une partie nie i-dense dansC, pour tout
n2N.

Donc comme le montre l'exercice suivant (en traitant a part & cas de la partie vide,
qui est le spectre de I'unique opérateur linéaire de l'espacvectoriel nul), tout compact de
C est le spectre d'au moins un opérateur linéaire continu.

Exercice E.6 Soit H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in nigoit
(én)n2n UNe base hilbertienne déd , soit C un compact non vide deC, et soit ( n)n2n
une suite dense dan€ (c'est-a-dire telle quef ,, : n 2 Ng soit une partie dense deC).
Montrer gu'il existe un et un seul opérateur continuu 2 L (H ) tel queu(e,) = neq
pour tout n 2 N. Un tel opérateur continu est appelé uropérateur diagonaldans la base
hilbertienne choisie.
Montrer que le spectre deu est le compactC prescrit :

Spu)=C
que les valeurs propres de sont les ,, pour n 2 N (dont on calculera les espaces propres) :
Vp(w="f 5 : n2Ng;
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et que le spectre résiduel da est vide :
Spres(U) = 5 ¢

Exercice E.7 Soit H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in nigoit
B—Z‘n)nzl\l une Base hilbertienne deH , et soit u 2 L (H ) l'opérateur linéaire dé ni par
onXi€ 71 oy Xie+1. (Cet opérateur est appelé bpérateur de décalagedans la base
hilbertienne choisie.)
Montrer que u est bien dé ni et continu, qu'il n'a pas de valeur propre :

Vp(u) = 5 ;
gue son spectre est le disque unité fermé :
Spuy=fz2C : jzj 1g;
et que son spectre résiduel est le disque unité ouvert :
Spes(U)=1z2C : jzj< 1g:

L'application qui a un opérateur continu associe son spectr véri e une propriété de
semi-continuité. Rappelons qu'une applicationf d'un espace métriqueX dansR estsemi-
continue supérieurementen un point xg de X si elle véri e 'une des deux assertions équi-
valentes suivantes :

pour tout >f (Xg), il existe un voisinage ouvertV de xg dansX tel que pour tout
X 2 V, on ait f (x) ;

pour toute suite (Y;)i2n qui converge versxg dans X, nous avons

limsup f(y;) f(Xo):
il +1

Bien sir, sif est continue enxq, alors f est semi-continue supérieurement enxg. Une
application f : X ! R est dite semi-continue supérieurementsi elle est semi-continue
supérieurement en tout point deX . Un exemple typique d'application semi-continue su-
périeurement, mais non continue, est l'application deR dans R, qui est nulle sauf au point
0, et vaut 1 en 0. On montre aussi facilement qu'une applicationf : X ! R est semi-
continue supérieurement si et seulement si pour tout 2 R, la partie fx 2 X : f(x) g
est fermée dansX, et que la borne inférieuref = inf i, f; d'une famille (fi);2, d'appli-
cations semi-continues supérieurement (par exemple conties) est encore semi-continue
supérieurement. (Voir par exemple Dix, , ] pour ces notions et des compléments.)

Proposition 1.30 Soit E un espace de Banach complexe.
(1) Si (uj)i2n est une suite dand. (E) qui converge versu 2 L (E), si  est un point
du spectre deu; pour touti 2 N, si la suite ( j)j2n converge vers un point dansC, alors
appartient au spectre deu.
(2) Si E 6 f0Og, l'application rayon spectral : L (E)! R, dénie par u7! (u), est
semi-continue supérieurement.
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Démonstration. (1) Par contraposée, si n'appartient pas au spectre deu, alors u id

est inversible. Donc pouri su samment grand, l'opérateur continu u;  id, qui est proche
deu id, est encore inversible (voir la propositionl.2 (3)). Donc ; n'appartient pas au

spectre deu;, ce qui contredit les hypothéses. Cette premiére propriétést encore vraie si
E est un espace de Banach réel.

(2) Tout d'abord, les spectres des opérateurs continus d'eaces de Banach complexes
non nuls étant non vides, I'application est bien dé nie. Donnons deux démonstrations de
cette assertion (2).

Pour la premiére démonstration, I'application du produit L (E)" dansL (E), dé nie
par (Ug;:::;up) 7! up Un, est continue. En e et, par récurrence, il sut de le faire
pour le casn = 2. Le résultat découle alors du fait que su est su samment proche de ug
et si v est susamment proche de vy, alorskvk k vpk+1, et

ku v ug vok=k(u v ug Vv)+(up Vv Uy Vo)k
k u ugkkvk+ kugk kv vgk
k u ugk kvgk+1 + kugkkv wvgk;

qui est proche de0. Par composition avec l'application continue deL (E) dansL (E)"

1.25(3), l'application
u7 inf  ku"ki
n2Nf Og
qui est une borne inférieure d'applications continues, estsemi-continue supérieurement.

Pour la deuxieme démonstration, nous allons utiliser le pait (1) de la proposition 1.30.
Puisque L (E) est un espace vectoriel normé, donc un espace métrique, noutdisons le
critere de semi-continuité supérieure rappelé ci-dessuSoit (u;)i2n une suite dansL (E)
qui converge versu 2 L (E).

Notons * =limsup;, +; (u;) et montrons que" (u), ce qui conclut.

Tout d'abord, * est ni, car la suite (uj)ion convergeant versu, la suite kujk 2N
converge verskuk, donc reste bornée, et (uj) k ujk. Soit (uj, Jk2n Une suite extraite telle

que” =lim +1  (ug).
Puisque le spectre dal; est non vide et compact (par le théorémel.25 (i) et (ii)), il
existe ; 2 Sp(u;) tel quej ij = (uj). La suite ( i, )k2n, Qui reste dans un borné deC,

converge, quitte a extraire une nouvelle fois, vers un élémede C noté . Par le point (1)
de la proposition 1.30, I'élément  appartient au spectre deu, donc le rayon spectral (u)
est au moins égal § j. D'ou

= Jm ()= lim jag=ig 0 (W
ce qu'il fallait démontrer.

En dimension nie, l'application rayon spectral est méme catinue, ainsi que l'applica-
tion qui a un opérateur linéaire associe son spectre, au sesgivant. Pour tout > 0 et
pour toute partie A d'un espace métriqueX , nous notons

VA)=fx2X :9a2A; dix;a)< g
le -voisinage ouvert deA dans X .
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Exercice E.8 a) Soient X un espace métrique (de distance notéd), et P (X ) I'ensemble
des fermés bornés non vides d¥. Considérons l'application dy : P ¢(X) P ¢(X) !
[0;+1 [ dé nie par

n

0
du (K;K 9 =max  supd(x;K 9; sup d(x®K)
x2K x02K 0

=inf >0:K V(EKYetK® V(K)

Montrer que dy est une distance surP (X), invariante par les isométries deX : pour
toute isométrie f de X, nous avonsdy (f (K);f(K9) = dy(K;K 9. Cette distance, qui
dépend bien sdr de la distancd sur X, est appelée ladistance de Hausdor sur P ¢(X).

b) Soit E un espace vectoriel normé complexe de dimension nie non Hel Montrer
gue l'application deL (E) dansP (C) dé nie par u 7! Sp(u) est continue.

¢) Pour tenir compte des multiplicités, on peut montrer aussle résultat plus précis
suivant. Notons M ¢(C) I'ensemble des mesures complexes sQr, qui est un espace de
Banach pour la normek k= j j(C), ouj j est la mesure positive associée a (voir par
exemple Coh, Chap. 4] et les rappels de la partiel.1). Pour tout x 2 C, notons  la
masse de Dirac unité enx. Soit E un espace vectoriel normé comPJexe de dimension nie.
Montrer que I'application de L (E) dans M ¢(C) dé nie par u 7! 2Sp(u) my( ) est
continue, oumy( ) est la multiplicité d'une valeur propre deu, lorsqueM ¢(C) est muni
de la topologie vague (ou faible-étoile), qui est la moins &rendant continue les évaluations
des mesures sur les fonctions continues a support compactivpar exemple Pau, Y2.8].

d) Soit E un espace vectoriel normé de dimension nie non nulle. Mongr que I'appli-
cation rayon spectral :L (E)! R, dénie par u7! (u), est continue.

1.4 Opérateurs compacts.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés complexes. Notons
Be =fx2E : kxk 1g

la boule unité fermée deE. Un élémentu de L (E;F) est dit compacts'il véri e l'une des
trois conditions équivalentes suivantes :

u(Bg) est d'adhérence compacte dank (pour la topologie forte),
I'image par u de tout borné deE est d'adhérence compacte dank,

pour toute suite (Xn)n2n dans E telle que kxhk 1 pour tout n 2 N, la suite
(u(Xn))n2n @dmet une sous-suite convergente dans.

Véri ons I'équivalence de ces conditions.

Il est immédiat que la seconde condition entraine la premié&: Pour montrer l'implica-
tion inverse, soit B un borné deE. Alors B est contenu dans une boule fermée de centre
0 et de rayonr pour un certain r > 0. Or u(B(0;r)) = ru(Bg) par linéarité de u. De
plus, les homothétiesx 7! rx étant des homéomorphismesu(B (0;r)) est d'adhérence
compacte puisqueu( Bg) l'est par hypothése. Maintenant, u(B), en tant que partie de la
partie d'adhérence compacteu(B (0;r)), est d'adhérence compacte, car tout fermé dans
un compact est compact.
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Il est immédiat que la premiére condition implique la troiséme. Réciproquement, si
la troisiéme condition est véri ée, et si(yn)n2n €St une suite dans l'adhérence de(BEg),
alors pour tout n 2 N, soit x, 2 Bg tel que d(u(Xn);Yn) % Par la troisieme condition,
la suite (U(Xp))n2n @dmet une sous-suite convergente, dong/n)n2n aussi.

Ces trois conditions sont bien sdr équivalentes a demanderug l'image par u de toute
suite bornée danstE admet une sous-suite convergente daris.

Remarque. La dé nition a aussi un sens pour les espaces vectoriels noém réels, et les
propositions 1.33 1.34, 1.35 1.36restent valables dans ce cadre.

Exemples. (1) Unélémentudel (E;F) estdit de rang ni si son image est de dimension
nie. Par le théoréme de Riesz1.7 (et le fait que I'image de u(Bg) soit contenue dans
B (0;kuk)), un élément deL (E;F) de rang ni est compact.

En particulier, si F est de dimension nie, alors tout élément del. (E; F) est compact.
De nouveau par le théoréme de Riest.7, si E est de dimension in nie, alors l'identité de
E dansE n'est pas un opérateur compact.

(2) Soient X et Y deux espaces métrigues compacts, une mesure positive borélienne
niesur Y etN 2 C(X Y;C). NotonsE et F les espaces de Banadd(Y;C) et C(X;C)
respectivement (pour les normes uniforme& ki , voir la partie 1.1). Pour tout f 2 E,
notons Kf = Knf 2 F I'application dé nie par

z
KE ()= Ny f(y)d o)
y2Y
pour tout x 2 X. Nous armons que K = Ky 2 L (E;F) est un opérateur compact, dit
opérateur a noyau, de noyaN .

Avant de montrer ce résultat, rappelons deux théorémes quiesont utiles (voir par
exemple Dix, , ] pour des démonstrations). Nous renvoyons a la démonstratn
du théoreme 1.10 dans I'appendiceA pour des rappels sur les applications uniformément
continues.

Théoreme 1.31 (Théoréme de Heine) Soient X et Y deux espaces métriques, tels
gue X soit compact. Toute application continue deX dansY est uniformément continue.

Soient X un espace métrique, eK = R ou K = C. Une partie A de C(X;K) est dite
équicontinue si pour tous les > 0 et xg 2 X, il existe un voisinageU de xo dans X tel
que

8x2U; 8f 2A; jf(x) f(xg)j<

L'important est que le voisinageU ne dépende pas de I'élémerit de A (attention a 'ordre
des quanti cateurs!!).

Théoreme 1.32 (Théoréme d'Arzela-Ascoli) Soient X un espace métrique, eK = R
ou K = C. Soit A une partie deC (X ; K) telle que

A est équicontinue,

pour tout x dans X, I'ensembleA (x) = ff(x) : f 2 A g est d'adhérence compacte
dansK.

35



Alors lI'adhérence deA est compacte (et équicontinue) dan€ (X ;K) pour la norme uni-
forme sur les compacts.

Montrons maintenant que les opérateurs a noyauxXK = Ky dé nis ci-dessus sont
compacts. Remarquons que
z

KE () Kf (x9) k fk 2YJ'N(X:y) N(xSy)id (y)
y

pour tous lesx et x°dans X . Comme la mesure est nie, et par continuité uniforme en
y dex 7! N(x;y) (par le théoréme de Heinel.31), ceci montre queKf est bien dé nie et
continue, et que l'image parK de la boule unité fermée ddc est équicontinue. L'application
K est clairement linéaire, et continue car, avek k= (Y) la masse totale de ,

kKKf k1  k kkNKkg kfkg :

Ceci montre aussi que les images des applicatioks pourf 2 Bg restent dans un compact
xé de C. Donc l'application linéaire K est compacte, par le théoréme d'Arzela-Ascoll.32
appliqgué aA = fKf : f 2 Beg.

(3) Soient (X; A; ) et (Y;B; ) deux espaces mesurés- nis, E et F les espaces de
Hilbert L2( ) et L?( ) respectivement, etN 2 L2 (X; A; ) (Y;B; ) .Pourtout f 2 E,
notons Kf = Knf 2 F Il'application dé nie par

Z

Kf (x) = NGGy)f(y)d (y);

y2Y
pour (presque) tout x 2 X. Alors K = Ky 2 L (E;F) est un opérateur compact, dit
opérateur a noyau de type Hilbert-Schmidt, de noyald .

En e et, par le théoréme de Fubini (qu'il est possible d'utiliser par I'hypothése de

- nitude des mesures), l'application Ny :y 7! N(x;y) appartient &8 E = L?( ) pour
-presque toutx 2 X . Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour toutf 2 E, nous avons

jKF (x)j k Nyko kf ko

pour -presque toutx 2 X . En utilisant de nouveau le théoréme de Fubini pour la dernige
égalité,

Z 1 Z 1
KKf kp = iKf (x)j2d (x) ° kNyk3 kf k3d (x) °
X2 X X2 X
Z Z .
= kf ky INOGY)2d (y) d (X) 2 = kN kokf ko :
x2X y2vY

Donc l'application K est bien dé nie, clairement linéaire, et continue (de normed'opérateur
inférieure ou égale &N k»).

Montrons maintenant que l'opérateur K est compact. Soit(f,)n2n Une suite dansB g,
et montrons que, quitte a extraire, la suite (Kf ,)n2n converge fortement dansk. Par le
théoréme 1.21, nous pouvons supposer quitte a extraire quéf,)n2n converge faiblement
vers f 2 E. En particulier, pour -presque tout X, nous en déduisons quef (x) =
H o Nyie converge vershf; Nyig = Kf (x). Puisque kfnk 1, nous avonsjKf ,(x)j
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kNyk, pour -presque toutx 2 X et pour tout n 2 N. Par le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue, puisque 7! kNyk3 est intégrable, kKf yk, converge donc vers
kKf k,. De plus,Kf ,, converge faiblement verKf , puisqueK est continue, par l'assertion

(4) de la proposition 1.20. Par la proposition 1.22, nous avons donc queKf , converge

fortement vers Kf . Le résultat en découle.

Exercice E.9 Pour tout i 2 f1;2;3g, soit (X;;Aj; i) un espace mesuré - ni. Soient
No.12 L2((X2;A2; 2) (X1;A1; 1)) etNz22 L2((X3;A3; 3) (X2;A2 2)). Montrer
que la compositionK y,., Ky, , des opérateurs de type Hilbert-Schmidt de noyauX»; 1
et N3.» estl_-\J'opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyaiNs.1 dé ni presque partout par

(x3;x1) 71y, N3;2a(X3;X2)N2 1(X2;X1) d 2(X2).

Exercice E.10 Soient| un intervalle ouvert borné deR et p 2 N. Notons k kg la norme
uniforme sur C(1;C) et D(P)(1) I'espace vectoriel complexe des applicatiofs : 1 | C
ge classeCP, de dérivées d'ordre au plusp bornées surl, muni de la norme kf k, =

P_o kf ky . Montrer que D(P)(1) est un espace de Banach complexe et que pqur 1,
linjection f 7! f deD® (1) dansD( (1) est un opérateur compact.

Proposition 1.33 Le sous-ensembl& (E;F) des opérateurs compacts d& dansF est
un sous-espace vectoriel de (E;F), qui est fermé siF est un espace de Banach. De plus,
siu2 L (E;F) est compact, siG; et G, sont des espaces vectoriels normés complexes, si
v2L (Gy;E) etsiw2 L (F;Gy),alorsw u v2L (Gi;Gy) est compact.

En particulier, par I'exemple (1), toute limite d'une suite d'opérateurs de rang ni est
un opérateur compact (lorsque l'espace d'arrivée est un eape de Banach). Mais on connait
des exemples d'opérateurs compacts qui ne sont pas limite®gdérateurs de rang ni (voir
par exemple [T2]). Voir toutefois la proposition 1.34 suivante pour le cas des espaces de
Hilbert (aussi valable dans le cas réel).

Si E est un espace de Banach, I'ensemble des opérateurs compaatdEddans lui-méme
est donc unidéal bilatere (c'est-a-dire un sous-espace vectoriel stable par comptieh a
droite et a gauche par n'importe quel élément dd. (E)) fermé dans l'algébre de Banach
L (E), et en particulier, une sous-algébre (non unifére, c'est-dire ne contenant pas l'iden-
tité, si E est de dimension in nie) fermée delL (E).

Démonstration. Il est immédiat (en utilisant la troisiéme dé nition des opérateurs com-
pacts) que I'ensemble des opérateurs compacts est stablermambinaisons linéaires. Si un
opérateur continuu 2 L (E;F) est compact, siv2 L (G;E) etw 2 L (F;G»), alors
v(Bg,) est borné carkvk est ni, donc u v(Bg,) est contenu dans un compact cau est
compact, doncw u Vv(Bg,) est contenu dans un compact, car l'image d'un compact par
une application continue a valeurs dans un espace métriquesteencore compact. Puisque
tout fermé dans un compact est compactw u Vv(Bg,) est donc d'adhérence compacte.
Pour montrer la fermeture de I'ensemble des opérateurs cormapts lorsqueF est un
espace de Banach, soifu,)n2n Une suite d'opérateurs compacts d& dansF, qui converge
vers u dans L (E;F). Montrons que u(Bg) est d'adhérence compacte. Puisqué& est
complet, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il sut de nontrer que pour tout > 0,
on peut recouvrir u(Bg) par un nombre ni de boules de rayon . Soit n 2 N tel que
kun uk < 5. Puisque l'opérateur continu u, est compact, il existeys;:::;yx 2 F tels que
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— S — S
un(BEg) :(=1 B (yi: 5). Mais alors par l'inégalité triangulaire, u(Bg) ik=1 B(yi; ) :
pour tout x 2 Bg, soiti 2 N\ [1;K] tel que uy(x) 2 B(y;; 5); alors

ku(x) yik k u(x) un(x)k+ kun(x) yik< st 5=
Proposition 1.34 Si F est un espace de Hilbert complexe, alors tout opérateur coaup
u de E dansF est limite d'opérateurs continus deE dansF de rang ni.

Démonstration. Pourtout > 0, par le théoréme de BoIzano—Weieéstrass, puisque Bg)
est d'adhérence compacte, il existg1;:::;yn 2 F tels queu(BEg) i”=1 B (Yi; 3). Notons

fermé par le corollaire1.8), et v = p u, qui est linéaire continue (comme composition de
deux applications linéaires continues), et de rang ni. Pouw tout x 2 Bg, soiti 2 N\ [1;n]
tel que u(x) 2 B(yi; 3). Alors, comme p(y;) = Y; et puisquekpk 1 (voir le theoréeme
1.11), nous avons par l'inégalité triangulaire

+ — =

ku(x) vk ku(x) yik+kp(yi) pu)k 5+ 3

Donc ku vk . Ainsi, u peut étre approché arbitrairement prés par des opérateurs
continus de rang ni.

L'exercice suivant donne des approximations explicites (mdulo le choix d'une base
hilbertienne) d'opérateurs compacts par des opérateurs deang ni.

Exercice E.11 SoientH un espace de Hilbert complexe, séparable, de dimension inen
(€én)n2n une base hilbertienne déd , etu2 L (H ).

(1) Montrer que si u est compact, alors lI'image pamu d'une suite faiblement convergente
est (fortement) convergente.

Notons F,, = Vect( ep;:::;€ey) l'espace vectoriel engendré pagey;:::;e,. Notons , =
ku;e 2 k la norme de la restriction deu a l'orthogonal deF,,, etu, : H ! H [l'application
dé nie par

X
Up : X 7! hx; ejiu(g) :
i=0
(2) Pour tout n 2 N, montrer que u, 2 L (H ) est un opérateur continu de rang
ni, que l'application u 7! u, appartient aL (L (H )), et est de norme au plusl, et que
n=ku upk
(3) Soit (yn)n2n Une suite dansH , telle queky,k =1 ety, 2 F pour tout n 2 N.
Montrer que (yn)n2n converge faiblement ver$.
(4) Montrer que u est compact si et seulement si la suité ,)n2n converge vers0.
(5) Montrer que si u transforme toute suite faiblement convergente en une suit®nver-
gente, alorsu est compact.

Proposition 1.35 (Théoréme de Schauder) Si un opérateur continuu 2 L (E;F) est
compact, alors son application duale'u 2 L (F ;E ) (voir la partie 1.1) est un opérateur
compact. SiF est un espace de Banach, alors 2 L (E;F) est compact si et seulement si
tu2 L (F ;E ) est compact.
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Démonstration. Soitu 2 L (E;F) un opérateur compact. NotonsX I'espace métrique

compact u( Bg), et considérons I'espace de Banac (X ;C) (muni de la norme uniforme
k ki ). Notons A le sous-ensemble d€ (X ; C) des restrictions aX des éléments dB ¢ .
Alors A est équicontinu (ses éléments sort-lipschitziens), et pour tout x dansX , la partie
A(x)= ff(x): f 2 A gest bornée (parkuk). Par le théoréeme 1.32 d'Arzela-Ascoli, le
sous-ensembléd est d'adhérence compacte dan€ (X ; C).
Soit ("n)n2n Une suite dansB g . Quitte a extraire, la suite des éléments hjx de A est
donc convergente, donc de Cauchy, dang€ (X ; C). Comme
k'uCn)  'uCmke = sup 'uCn)(X)  ‘uCm)(x)
X2Bg

sup jn(u(x))  “m@uU(X)) | K Tnjx TmijxKa
X2Bg

la suite 'u("p) 1o QUi est de Cauchy dans I'espace de Banadh , converge. Donc I'opé-
rateur continu 'u est compact (par la troisi€me dé nition des opérateurs comacts).

Pour montrer la derniére assertion, situ est compact, alors I'opérateur continu t(tu)
est compact par ce qui précede. Identi onsE avec son image dank& par x 7! evy (voir
la partie 1.1), et de méme aved-. Alors F est fermé dansF par le corollaire 1.4, car F
est un espace de Banach. Par la formule3] dans la partie 1.1, nous avons

‘(‘u)(Be) = u(Be):

Donc u(BEg), contenu dans l'image par'(tu) d'un borné, est d'adhérence compacte dans
F , donc dansF qui est fermé.

Les propriétés élémentaires du spectre des opérateurs coagps sont regroupées dans
le résultat suivant (aussi valable pour les espaces de Banachels). Elles sont toutes im-
médiates pour les applications linéaires entre deux espaceectoriels de dimension nie,
le but de la démonstration est de montrer qu'elles s'étenddgnaux opérateurs compacts.
Rappelons qu'un point x d'une partie A d'un espace métrique esisolé dans A s'il existe
> Otel que A\ B(x; )= fxg.

Proposition 1.36  Soient E un espace de Banach complexe et2 L (E) un opérateur
compact.

(1) Le noyau deid u est de dimension nie.

(2) L'image de id u est fermée.

() Si id u est injective, alorsid u est surjective, donc inversible dand (E).

(4) Toute valeur spectrale non nulle deu est une valeur propre deu de multiplicité
nie, isolée dans Sp(u).

(5) Si E est de dimension in nie, alors 0 est une valeur spectrale, et donc

Sp(u) = fOg [ Vp(u) :

(6) Le spectre Sp(u) de u est ou bien ni, ou bien la réunion def0g et de I'image d'une
suite de valeurs propreq n)n2n qui converge vers).

Le spectre résiduel d'un opérateur compacti, qui est contenu dansSp(u) Vp(u) est
donc par (5) ou bien vide (par exemple pour l'opérateur nul),ou bien égal afOg (voir
I'exercice E.12 pour un exemple).
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On fera bien attention qu'il existe des opérateurs compactaon nuls sans valeurs propres
non nulle, et donc de spectre réduit & Og (voir par exemple l'exerciceE.14).

Démonstration. Notonsv =id uetN =Ker(v).

(1) Pour tout x 2 N, nous avonsx = u(x). La boule unité ferméeBy = BE\ N deN
est fermée dan<€ car N est fermé. Elle est d'adhérence compacte dars, donc compacte,
carBy u(Bg) et u est compact. Donc par le théorémel..7 de Riesz, la dimension déN
est nie.

(2) Soit (xn)n2n Une suite dansk telle que la suite (v(Xn))n2n CONverge vers un point
y dans E. Montrons que y appartient a I'image de v. Pour tout n 2 N, puisque N est
de dimension nie, lintersection N \ B(Xn;d(xn;N) + 1) est compacte (toujours par le
théorémel.7 de Riesz). Puisque toute application continue, dé nie sur m espace compact
et a valeurs réelles, atteint sa borne inférieure, et puiscp

d(xn;N) = _inf d(xn;2) ;
z2 N\ B(Xn;d(xn;N)+1)

il existe z, 2 N tel que d(xn;N) = d(Xn;zn).
Supposons par l'absurde que&(x,; N) tende vers+1 . Posonswy = d(TlN) Xn  zn),
qui est de normel. Puisque I'opérateur continu u est compact, quitte a extraire, la suite

u(wn) ,,, Converge vers un elementv dansk. Or, en utilisant que v(z,) =0,

Wn  Uu(Wp) = v(wp) = V(Xn)

1
d(xn; N)
converge vers0, car la suite (V(Xn))n2n COnverge versy et le dénominateur du terme de
droite ci-dessus tend vers- 1 . Donc wy, converge versw etw 2 Ker(v) = N par continuité
dev. Or d(wn;N) =1 par dé nition de z,, et doncd(w;N) =1 par continuité, ce qui est
une contradiction.

Donc quitte a extraire, la suite (d(Xn;N) = kxn, z,K)h2n reste bornée. Puisques est
compact, quitte a extraire, u(x, z,) converge vers un pointy® dans E. Donc

Xn  Zn=U(Xn Zn)+ V(Xn Zn) = U(Xn  Zn)+ V(Xn)
converge versy®+ y. Par continuité de v et puisquez, 2 N,
— i — i - 0
y= lim_ v(xn)= Im_ v(xn 2zn)=v(y™+y)

appartient alors a I'image dev, ce qu'il fallait démontrer.

(3) Soient Eg = E et E; = v(Ep). Supposons par l'absurde quev est injectif et
que E; 6 Eg. Par (2), E; est un sous-espace vectoriel fermé dgg, stable par u (qui
commute avecv). La restriction uje, de u a E; est donc encore un opérateur compact
de l'espace de BanactE;. Par récurrence, la suite(E, = V"(Eg))n2n €St une suite de
sous-espaces vectoriels fermés &g qui est strictement décroissante puisque est injectif.
Soient x, 2 En  Epsr et X% 2 Epsp tels que d(xn;x%)  2d(xn;En+1) (ce qui est
possible carx, n'appartenant pas au ferméEp+1, nous avonsd(x,;En+1) > 0). Posons
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Yn = gor(Xn XR). Pourm >n, nous avonsym+ V(yn) V(ym) 2 En+1 par construction
desEy. Donc

ku(yn) u(ym)k= yn V(yn) Ym V(Ym) = V¥n Ym + V(Yn)  V(Ym)
) _ d(Xn;En+1) 1,
d(ynl En+1) - an ng 2 .
Or puisque u est compact etky,k =1 pour tout n 2 N, la suite u(yn) ,,, doit avoir une
sous-suite convergente, contradiction.

(4) Soit 2 C f 0Og une valeur spectrale qui n'est pas une valeur propre. Alorgu
est un opérateur compact tel queid 1u soit injective (sinon serait une valeur propre)
et non surjective (sinonu id serait inversible, et ne serait pas une valeur spectrale).
Ceci contredit (3).

Soit  une valeur propre non nulle. Commelu est compact, le noyau déd 1u est de
dimension nie par (1), donc la multiplicité de  est nie.

Montrons que est isolée dansSp(u). Sinon, soit( n)n2n UNE suite de valeurs propres
de u non nulles deux a deux distinctes, qui converge vers. Pour tout n 2 N, soit e, un
vecteur propre unitaire de valeur propre |, et E, le sous-espace vectoriel dE engendré

fermés (car de dimension nie, voir le corollairel.8) de E stables paru. Comme ci-dessus,
pourtout n 1, puisqued(e,;E, 1) > 0, soitel 2 E, ;tel qued(e,;€d) 2d(en;En 1).

0 . o . N .
Posonsy, = 2, qui est unitaire et appartient & En. Sin > m, alors le vecteur
n

_ eo Ym . PN
Z= U —gtgy + U I appartient & En 1, donc

g Ym €n €n d(en;En 1) 1

. n YT ke @k %7 ken &k ken ek 2°
ce qui, avec la convergence de, vers 6 0, contredit aussi queu est compact, car l'image
par u de la suite bornée y—: n'a pas de sous-suite convergente par la minoration
précédente.

n2N

(5) Si 0 2 Sp(u), alors u ! existe et est continu. Puisqueu est compact, u(Bg) =
(u 1) Y(BE), quiestd'adhérence compacte et fermé, est compact. Dol: = u Y(u(Bg))
est compact, ce qui implique par le théorémeé..7 de Riesz que la dimension d& est nie.

(6) Notons par convention dans cette démonstrations = (u).

Puisque toute valeur spectrale das non nulle est isolée, pour tout (u)
k 2 N, il n'existe qu'un nombre ni d'éléments de Sp(u) dans le Q
compactAx = B(0;£) B(0; 2). Posonsng = 1. Si Sp(u) est Q’

in ni, en numérotant par récurrence denyg+1 ang+; les éléments
deAy\ Sp(u) sicet ensemble est non vide, et en prenamty.; = ng
sinon, le résultat en découle.

Exercice E.12 SoientH un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in nie
et (en)n2n UNe base hilbertienne déd .

Montrer gqu'il existe un et un seul opérateur continuu 2 L (H ) tel queu(e,) = ﬁeml
pour tout n 2 N.

Montrer que u est un opérateur compact, n'ayant pas de valeur propre. En déire que
le spectre deu est réduit af0g. Calculer kuk, et remarquer que cette norme est non nulle.

Montrer que le spectre résiduel dei estf0g.
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1.5 Opérateurs auto-adjoints
Adjoint d'un opérateur continu.

SoientE; F et G des espaces de Hilbert complexes (mais tous les énoncés deqeartie
sont valables pour les espaces de Hilbert réels, sauf la rergae (4) précédant l'exercice
E.13).

Proposition 1.37 Pourtoutu 2 L (E;F), il existe une unique applicationu 2 L (F;E)
telle que

hu (y);xig = hy;u(x)ir

pour tous lesx 2 E ety 2 F. L'application u 7! u est involutive (c'est-a-dire qu'elle véri e
(u) = u pourtout u 2 L (E;F)), anti-linéaire (c'est-a-dire qu'elle vérie (u+ v) =
U+ v pourtousles 2 Cetu;v2L (E;F)) etisométrique (c'est-a-dire qu'elle vérie
ku k = kuk pour tout u2 L (E;F)). Elle vérie aussi id =id et(u v) =v u pour
touslesu2 L (E;F) etv2 L (G;E). L'opérateur continu u est inversible si et seulement
siulest, etalors(u) *=(u?l).

De plus,ku u k= ku uk= kuk?.

L'application u est appelée kdjoint de u pour les produits scalaires deE et de F.
Lorsque I'on identi e un espace de Hilbert et le dual topologque de son conjugué par la
dualité de Riesz-Fréchet (théorémel.13), l'adjoint correspond a I'application duale intro-
duite dans la partie 1.1 (voir ci-dessous).

Démonstration.  L'unicité de u est claire, car un vecteur deE orthogonal a tout vecteur
de E est nul. Elle implique les propriétés d'involution, d'anti-linéarité, et la relation de
contravariance(u v) =v U.

Pour l'existence, soient' ¢ : E! E et'g :F ! F les isomorphismes de Riesz-
Fréchet (voir le théoréme 1.13), et 'u : *~ 7! ° u l'application duale de u dé nie dans
la partie 1.1, considérée comme une application (linéaire, continue) d& = F dans
E = E . Montrons que l'application

u="gb futE (7)

convient. En e et, en appliquant pour ' = ' g puis' = ' la relation ' (a)(b) = ha;h
pour desa et bdans E puis F bien choisis, nous avons, pour tous leg et y dansE,

t

hG' gt tu TR =R U T E)sXE = U T EW)(X) = E)(U)) = hy;u(x)i

hu(x);yi :

Comme les isomorphismes de Riesz-Fréchet sont des isomésii et par I'équation (2)
de la partie 1.1, nous avonsku k = ktuk = kuk. [On peut aussi utiliser le fait que pour tout
y 2 F, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

ku (y)k? = hu (y);u (y)ie = hu(u (y);yie k ukku (y)k kyk;

ce qui impligue queku k k uk. Comme (u ) = u, en remplagcantu par u , nous avons donc
ku k = kuk.]
Nous avons donc
ku uk k ukkuk= kuk?:
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De plus, pour tout x 2 E, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
ku(x)k? = hu(x);u(X)ig = hu  u(x);xig k u ukkxk?;

donckuk? k u uk. D'ou ku uk = kuk?, et en remplacantu par u , nous avons donc
ku u k= ku k?= kuk?.

Exemple. Soient (X; A; ) et (Y;B; ) deux espaces mesurés- nis, et considérons
N2L?(X;A; ) (Y;B; ) .NotonsN 2 L2 (Y;B; ) (X;A; ) lapplication dé nie

par N : (y;x) 7! N(x;y). Alors l'adjoint de l'opérateur Ky : L?( ) ! L2( ) de type
Hilbert-Schmidt de noyau N est exactement l'opérateurKy : L2( ) ! L?( ) de type
Hilbert-Schmidt de noyau N . En e et, pour tous les f 2 L?( ) et g2 L?( ), nous avons,
par le théoréeme de Fubini,

z z
Ky f,gi = NO;y)f(y)d (y) g(x)d (x)
Zx2X y2Y7
= f(y) N y)gx)d (x) d(y)= Ky gi:
y2Y x2X

En particulier, si (X; A; )= (Y;B; ), si N est réel et symétrique, alors l'opérateur de
type Hilbert-Schmidt de noyau N est auto-adjoint (c'est-a-dire égal a son adjoint).

Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur continuu 2 L (H ) est dit
auto-adjoint (ou hermitien) siu= u ,
positif si hu(x);xi 0 pour tout x 2 H ,
normal siu u =u u,
unitaire siu u =u u=id,
un projecteur si u? = u.
Remarques. (1) Si H est de dimension nie, si(g)1 | n est une base orthonormée, si

M est la matrice deu 2 L (H ) dans cette base, alors la matricd deu dans cette base
est la matrice transposée de la matrice conjuguée dd :

M = '™M:

Doncu 2 L (H ) est auto-adjoint si et seulement si sa matriceM dans cette base est
hermitienne (c'est-a-dire vérie M = 'M). En particulier, si M est réelle symétrique, alors
u est auto-adjoint.

(2) Un opérateur auto-adjoint ou unitaire est normal. De nonbreuses propriétés des
opérateurs auto-adjoints ci-dessous sont valables pourdeopérateurs normaux (voir par
exemple [ 1), mais nous nous restreignons au cas auto-adjoint dans ceuws.

(3) Pour tout u2 L (H ), l'application (x;y) 7! hu(x);yi est une forme sesquilinéaire,
gui est hermitienne si et seulement su est auto-adjoint, et positive si et seulement su est
positif.

(4) Cette remarque est particuliére au cas des espaces de Ittt complexes. Un opéra-
teur continu positif u d'un espace de Hilbert complexe est auto-adjoint. En e et, @ posant
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a(x;y) = hu(x);yi, qui est une forme sesquilinéaire, il sut de montrer quea est hermi-
tienne, c'est-a-dire que pour tous lex et y dansH , nous avonsRe(a(x;y) a(y;x))=0
et Im(a(x;y) + a(y;x)) =0 . La seconde égalité découle de

a(x;y)+ a(y;x) = a(x+y;x+y) a(x;x) aly;y)2R

et la premiére égalité de la seconde égalité ot est remplacé parix .

(5) Par exemple,id est auto-adjoint positif et unitaire, et pour tout u dansL (H ), les
opérateurs continusu + u , i(u u ) (celui-ci n'étant dé ni que lorsque H est un espace
de Hilbert complexe),u uetu u sont auto-adjoints, par les propriétés d'anti-linéarité
et d'involution. De plus, les opérateursu u etu u sont positifs. Siu est auto-adjoint
et v unitaire, alorsv u v ! est auto-adjoint.

(6) Par exemple, latransformée de Fourier F : L2(R) ! L2(R), qui est l'opérateur
linéaire continu dé ni sur les fonctions C* & support compact par
Z

F(f):x7! p12: Rf(t)e Xt gt ;
est unitaire, et son spectre est
Sp(F)=f1 1 |ig
(voir le probléme E.67 et sa correction).

Exercice E.13 Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension in nie, so{ten)n2n
une base hilbertienne déd , et soit ( )n2n UNe suite bornée dan<C. Notonsu 2 L (H )
l'unique opérateur continu tel queu(e,) = ne, pour tout n 2 N (voir I'exercice E.6).

Montrer que l'adjoint de u est l'unique opérateur continuu tel queu (e,) = €,
pour tout n 2 N. En déduire queu est auto-adjoint si et seulement si ,, est réel pour tout
n2 N.

Montrer que tout compact non videK de R est le spectre d'un opérateur auto-adjoint
deH .

Propriétés élémentaires des opérateurs auto-adjoints.

Les propriétés élémentaires principales des opérateurstatadjoints sont résumées dans
la proposition suivante. Certaines d'entre elles ont déjat# vues les années précédentes dans
les espaces de Hilbert de dimension nie.

Proposition 1.38 SoientH un espace de Hilbert complexe et2 L (H ).
() Le spectre de l'adjoint u de u est I'ensemble des conjugués des éléments du spectre
deu:

Sp(u ) = Sp) :

(i) L'orthogonal de limage de u est le noyau de son adjoint et le noyau de est
I'orthogonal de l'image de son adjoint :

uH) > =Ker(u) et Ker(uy= u(H) ’:
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En particulier, u est injectif si et seulement siu est d'image dense. De plus (le surlignage
ci-dessous désignant I'ensemble des conjugués)

SPres(u) = Vp(u')  Vp(u): (8)

(i) L'opérateur continu u est compact si et seulement si son adjoini I'est.

(iv) Si u est auto-adjoint, et si F est un sous-espace vectoriel dd invariant par u
(c'est-a-dire tel queu(F) F), alors F? est aussi invariant par u.

(v) Supposons queH 6 fOg. Si u est auto-adjoint, SiM = sup,=1 hu(x);xi etm =
inf k=1 u(x); xi, alors m et M appartiennent au spectre deu, ce spectreSp(u) est réel,
contenu dans l'intervalle[m; M ], et

(u) = kuk = sup jhu(x);xij = maxfM; mg:
kxk=1

En particulier, le rayon spectral deu est égal a sa norme, et sBp(u) = f0g, alorsu =0.
(vi) Si u est auto-adjoint, alors son spectre résiduel est vide :

SPres(U) = 5

(vii) (Critéere de Weyl) L'ensemble (u) des 2 C tels qu'il existe une suite(Xp)n2n
dansH telle quekxpk =1 etlimy +1 ku(x,) X pk =0, est contenu dans le spectre
de u. Si u est auto-adjoint, alors cette inclusion est une égalité : lspectre Sp(u) de u est
égal a (u).

L'ensemble

(UW=f 2C:9Xn)nan2HN; nIIirp1 ku(xn) xnpk=0et8n2N; kxpk=1g

est appelé lespectre de Weylde u, et ses éléments lesaleurs propres approchéede u. Siu
est auto-adjoint, le critére de Weyl dit que les valeurs spetales de u sont exactement ses
valeurs propres approchées.

SiH 6 f0g, la propriété que (u) = kuk implique en particulier qu'un opérateur auto-
adjoint est nul si et seulement si son rayon spectral est nuldonc si et seulement si son
spectre est égal & 0g. Mais il existe des opérateurs continus non nuls de spectréduit a 0

: - . . 0 1
(qui ne sont pas auto-adjoint, donc), comme l|'opérateur de ratrice 0 0 dans la base
canonique de l'espace de Hilber€C?. Voir par exemple I'exerciceE.14 pour un exemple en
dimension in nie.

Démonstration. (i)_L'opérateur continu u id est inversible si et seulement si son
adjoint, qui est u id, est inversible. DoncSp(u ) = Sp(u).

(i) Nous avons x 2 u(H )? si et seulement sihu(y);xi = 0 pour tout y dansH , si
et seulement sihy; u (x)i = 0 pour tout y dansH , donc si et seulement sk 2 Ker(u ).
La seconde égalité de (ii) découle de la premiére en remplangau par u et en utilisant la
propriété d'involution de u . L'avant-derniére a rmation découle alors du corollaire 1.12
(2). La derniére égalité découle du fait que pour tout 2 C, I'image deu id n'est pas
dense si et seulement si son orthogonal n'est pas le sous-&sp nul, et que

Ker(u id)=Ker((u id) )=(u id)(H )? :
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(iii) Ceci découle du théoreme de Schauder (propositioi.35), par la formule (7) dans
la démonstration de la proposition 1.37 et par la proposition 1.33: u est compact si et
seulement si'u est compact, si et seulement su = 'y ' 'u 'y est compact, ol
"4 :H ! H estlisomorphisme de Riesz-Fréchet.

(iv) Soit x 2 F? . Pour tout y 2 F, nous avonsu(y) 2 F, donchu(x):yi = h;u(y)i = 0.
D'ot u(x) 2 F~.

(v) Notons que hu(x); xi est réel, caru est auto-adjoint donc hu(x); xi = h;u(x)i =
hu(x); xi, et de valeur absolue majorée pakuk par l'inégalité de Cauchy-Schwarz skxk
1. En particulier, M et m sont des nombres réels bien dé nis (caH n'est pas réduit a
f0g). La démonstration de l'assertion (v) découlera des pointsuivants.

Montrons que Sp(u) est réel.

Si  est une valeur propre deu, et si x est un vecteur propre (non nul) deu de valeur

propre , alors
h; xi = hu(x);xi = qu(x)i = hx;xi ;
donc est réelle.

Soit 2 C R.Posonsv=u id. Pour tout x dansH , puisque hu(x); xi est réel,
nous avonsim hv(x);xi =Im hu(x);xi h x;xi = Im kxk2 Donc par l'inégalité de
Cauchy-Schwarz,

jim jkxk® k v(x)k kxk :

Le résultat suivant montre donc quev est injective (ce que nous savons déja, car n'est
pas une valeur propre deu) et que l'image dev est fermée, puisqudm 6 0.

Lemme 1.39 SoientE et F deux espaces vectoriels normés sit, ou K = R ouK = C,
tels queE soit complet, et soitv 2 L (E;F). S'il existe ¢ > 0 tel queckxk k v(x)k pour
tout x dansE, alors I'image dev est fermée, etv: E ! v(E) est un homéomorphisme.

Démonstration.  Soit (Xn)n2n Une suite dansk telle que la suite v(xn) ,,, converge
versy dansF. Alors v(Xxn) |, estde Cauchy, donc par 'hypothese, la suitéxn)n2n est
de Cauchy danskE. Elle converge donc par complétude d& versx 2 E, tel quev(x) = y
par continuité de v. D'ou y appartient a I'image dev.

La condition ckxk k v(x)k pour tout x dansE implique que le noyau dev est réduit
au vecteur nul, et que la norme de la bijection réciproque de : E'! v(E) est au plus%,
ce qui montre la derniére assertion. (SF était un espace de Banach, alors son sous-espace
vectoriel v(E), fermé dansF, serait aussi un espace de Banach (pour la restriction de la
norme), et la continuité de v ! découlerait aussi du théoréme de Banach.24)

Par (i), 'orthogonal de limage de v est égal au noyaudas  id= u  id. Ce noyau
est réduit a f0g, car , n'étant pas réel, n'est pas une valeur propre de.. Donc l'image de
v est dense dand= par le corollaire 1.12 (2). Comme elle fermée par le lemme ci-dessus,
I'application v est surjective, donc bijective (car son injectivité a déja & démontrée), et

n'‘est pas une valeur spectrale de.
Montrons que Sp(u) ] 1 ;M]. En remplagant u par u, ceci montrera que
Spu) [m;+1], donc queSpu) [m;M].

Pourtout 2 R,soitv = id u.Alorslapplication a: (x;y) 7'hv (x);yi deH H

dans C est continue, sesquilinéaire. Si > M , alors cette application est coercive : pour
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tout x dansH , nous avonshv (x):;xi = hx;x i h u(x);xi (  M)kxk?. En particulier,
l'application v est injective. Montrons qu'elle est aussi surjective. En eet, pour tout y
dans H , l'application ' : z 7! hy;zi appartient & H . Donc par le théoréme1.15 de
Lax-Milgram, il existe x dansH tel que a(x;z) = ' (z) pour tout z dansH , c'est-a-dire
tel que hv (x);zi = hy;zi pour tout z dansH . Ceci implique quev (x) = y, donc quev

est surjective. Par conséquent, si>M , alors n'appartient pas au spectre deu.

Montrons que M 2 Sp(u). En remplacant u par u, ceci montre quem 2 Sp(u).
Soit v= M id u, qui est auto-adjoint. La forme sesquilinéaire(x;y) 7! hv(x);yi est
hermitienne, et positive par dé nition de M . Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz (seul le cas
d'égalité nécessitait la condition dé nie (positive), voir la démonstration de la proposition
1.9), nous avons, pour tous les;y 2 H ,

iv(x);yii 2 h v(x); xihv(y);yi :

Rappelons quekx% = supyyx=; jx%yij pour tout x°2 H . Donc, en utilisant Inégalité de
Cauchy-Schwarz pour obtenir la derniére inégalité,
kv(x)k? = sup jhv(x);yij? hv(x);xi suphv(y);yi h v(x);xikvk :
kyk=1 kyk=1
Soit (Xn)n2n UNe suite dansH  telle que kxpk =1 et hu(xp); xni converge versM . Alors

hv(xn); Xni converge vers) et donc kv(xp)k aussi. SIM n'appartient pas au spectre deu,
alors v est inversible et doncx, = v 1(v(x,)) converge vers0, ce qui n'est pas possible.

Soit = supyyk=1 jhu(x);xij, montrons que Kk uk.
Pour tous lesx ety dansH de normel, puisqueu est auto-adjoint, nous avons

jARehu(x);yij = hu(x +y);x+yi hu(x y)x i
kx + yk? + kx  yk? =2 kxk®+ kyk® =4

Par homogénéité, pour tous lex ety dansH , nous avons dong Rehu(x); yij kxk kyk.
Donc ku(x)k? = Re hu(x); u(x)i kxk ku(x)k, ce qui implique quekuk
Par la proposition 1.25 (1) et ce qui précede, nous avons

kuk (uy=maxfM; mg= sup jhu(x);xij k uk:
kxk=1

L'assertion (v) en découle.

(vi) Soit  une valeur spectrale non valeur propre del. Puisque u est auto-adjoint,
est réelle par (v). L'image deu id est dense, car son orthogonal est nul par (ii). Donc
n'‘appartient pas au spectre résiduel deu, et celui-ci est vide.
L'assertion (vi) découle aussi de la formule §) et du fait que Vp(u) est réel.

(vi) Si 2 Sp(u), alorsx, = (u id) Y(u(xn) x n)tendversOquandku(x,) X npk
tend vers O par continuité de (u id) 1, donc 2 (u).

Réciproquement, supposonsl auto-adjoint, et soit 2 Sp(u), qui en particulier est
réel. Si est une valeur propre, alors 2 (u) (en considérant une suite constante en un
vecteur propre unitaire). Sinon, d'une partv = u id est injective, d'autre part v est
d'image dense par (vi). Si par lI'absurde 2 (u), alors il existe N 2 N f 0Og tel que
kv(x)k & pour tout vecteur unitaire x de H . Par homogénéité,kv(x)k  +kxk pour
tout x 2 H . Par le lemme 1.39 limage dev est fermée, donc égale & car dense dans
H . Donc v est surjective, et injective, ce qui contredit le fait que 2 Sp(u).
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Corollaire 1.40 Soient H un espace de Hilbert complexe at 2 L (H ) un opérateur
auto-adjoint. Alors u est positif si et seulement si son spectr&p(u) est positif (c'est-a-dire
contenu dans[0; + 1 |).

Démonstration.  Par I'assertion (v) de la proposition 1.38, nous avonsinf -1 hu(x); xi =
min Sp(u). Comme u est positif si et seulement siinf =1 u(x);xi est positif ou nul, le
résultat en découle.

Exercice E.14 SoitH I'espace de Hilbert complex& ?([0; 1]). Pour tout f 2 H , on pose
Z X
Viix7! f(t)dt:
0
(1) Montrer que V : H | H est un opérateur compact (appelé dpérateur de Vol-
terra).
(2) Montrer que V na pas de valeur propre non nulle, et qu&p(V) = f0g.
(3) Calculer l'adjoint V deV.
(4) Montrer que pour tout f 2 H et presque toutx dans[0; 1], nous avons
Z, Zy Z,
V Vf(x)= f()dt x  f(t)dt tf (t) dt; 9
0 0 X
et calculer les valeurs propres d&/ V. Donner une base hilbertienne deH formée de
vecteurs propres dev V.
(5) En déduire la valeur dekV VKk ainsi que dekVk.
(6) Calculer l'application résolvante deV (c'est-a-dire I'application Ry deC f 0g dans
L (H ) dénie par 7! (V id) L.

Soit maintenant H o I'espace de Hilbert complexd.?([ 1;1]). Pour tout f 2 H , on

pose z,
Vof 1 x 7! f(t)dt:
X

(7) Montrer que Vo : H ! H est un opérateur compact (appelé dpérateur de Volterra
anti-symétrique).

(8) Montrer que Vo Vo =0 et queSp(Vp) = fOg.

(9) Pour toute application f :[ 1;1]! C, on note f asym; fsym : [0;1] ! C les applica-
tions dé nies par

fasym:x7!pl—§f(x) f( x) et fsym:x7!pl—§f(x)+f( X)

Montrer que l'application  de I'espace de Hilberl.?([ 1;1]) dans I'espace de Hilbert pro-
duit L2([0;1]) L2([0;1]), dénie par f 7! (fasym;fsym), €St un isomorphisme linéaire
isométrique. En déduire la norme déVp en fonction de la norme deV.

Exercice E.15 Soit H un espace de Hilbert séparable, sof un sous-espace vectoriel
fermé deH de codimension in nie, soit (e,)n2n UNe base hilbertienne de I'orthogonaF ?
de F, et soit ( )n2n UNe suite de réels strictement positifs qui converge vefs

Montrer qu'il existe un et un seul opérateur auto-adjoint psitif compact u 2 L (H )
tel queu s'annule surF et u(e,) = nhe, pour tout n.
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Montrer que les valeurs propres non nulles de sont les ,, (de multiplicités nies)
Vp(u=f 5 : n2Ng;

et que le spectre del est
Sp) = f0g [ Vp(u):

Le but de la partie suivante est de montrer que tous les opératrs auto-adjoints com-
pacts positifs de rang in ni sont comme dans l'exercice, c'&t-a-dire diagonalisables en base
hilbertienne (lorsque I'espace de Hilbert est séparable).

Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints com pacts

Le résultat suivant dit en particulier qu'un opérateur auto-adjoint compact d'un espace
de Hilbert séparable est diagonalisable en base hilbertiae. Il reste valable pour les espaces
de Hilbert réels.

Théoreme 1.41 Soit u un opérateur auto-adjoint compact d'un espace de Hilbert . Il
existe deux suites nies ou in nies, éventuellement videsstrictement décroissantes, de réels
strictement positifs ( k)k2n:k<n . €t ( n)n2n:n<n , Qui convergent versO si Ny =+ 1 et
N =+ 1 respectivement, telles que, en notarE = Ker(u id) pour tout 2 R,

(1) les k, n sontdes valeurs propres de multiplicités nies del, qui sont les seules
valeurs spectrales non nulles da;

(2) kuk =maxf o; ogsiuéo;

(3) H est somme hilbertienne dé&g et desg , E | ;

(4) (Principe de Rayleigh) si0 k<N, et0 n<N , alors

K = max hu(x); xi et n= min hu(x); xi :

? ?

x2 Eo KoTE o kxk=l x2 Eo - NJLE s kxk=l

Bien sdr, 0 peut étre ou ne pas étre une valeur propre. Il découle immédiament de ce
résultat que 0 n'appartient pas au spectre deu si et seulement siH est de dimension nie
et u est bijectif; de plusu n'a pas de valeur propre non nulle si et seulement si =0.

Il découle de (1) queN =0 siu est positif (il n'y a pas de ,). ll est entendu dans
(2) que o ou ¢ existe siu 6 0, et que si seulement I'un des deux existe, nous dé nis-
sonsmaxf o; og comme étant égal a celui qui existe. Il découle de (3) que I'trogonal
ES du noyau deu est un espace de Hilbert séparable, car c'est une somme hitbenne
(dénombrable) de sous-espaces vectoriels de dimension eniDans (4), nous avons aussi,
pour0 k<N;etO n<N |,

k = max hu(x); Xi
L L 2
X2 "o wn E ; Eo  [,'E [ kxk=1
et
n= min . hu(x); xi
x2  "'E  Eo g i LB kxk=l
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Spectre d'un opérateur auto-adjoint compact

iti ;1003 2 1 0
positif - % e % %
0
Aqati 0 o2
negatif - — ; ' %
0
ni positif, 0 1 2110 11003 2 1 0
ni négatif ' f f 0 —t } —

Démonstration. (1) Par les propositions 1.36 (4) et 1.38 (v), I'ensemble des valeurs
spectrales non nulles des est formé de valeurs propres réelles isolées bornées de riplilt
cités nies. En séparant les positives et les négatives, el forment donc deux suites nies
ou in nies de réels strictement positifs strictement décrassants ( k)k2n: k<n . €t de réels
strictement négatifs strictement croissants(  n)n2n:n<n - CeS suites convergent ver$
SiNy =+1 (resp. N =+ 1), par la fermeture du spectre (et le fait que les valeurs
spectrales non nulles sont isolées).

(2) Ceci découle de la propositionl.38 (v).

(3) Montrons tout d'abord que ces sous-espaces (qui sont f@és) sont orthogonaux
deux a deux. Soientx;y 2 H . Siu(x)= x etu(y)= y avec 6 deux nombres réels,
alors puisqueu est auto-adjoint

hyi = hu(x);yi = hqu(y)i = hxyi:

Donc x et y sont orthogonaux, ce qui montre le résultat.

Notons F le sous-espace vectoriel del engendré par les sous-espacéy, E , E
(des gu'ils sont dé nis), et montrons queF est dense dandd .

Par construction, F est invariant par u, donc F? est invariant par u par la proposition
1.38(iv). L'opérateur linéaire continu v = u;z» est auto-adjoint compact. Par construction,
il n'a pas de valeur propre non nulle. Donc par la propositior..36(5) si F? est de dimension
in nie, ou parce le spectre est I'ensemble des valeurs props en dimension nie, le spectre
dev est réduit af0g siF? 6 f0g, et il est vide siF? = f0g. Par la proposition 1.38 (v) si
F? 6 f0Og, 'opérateur continu v est nul (car de norme nulle), doncF? est contenu dans
Eo, donc est nul. Par le corollaire1.12, F est donc dense.

n

(4) Quitte a changer u en u, il sut de montrer la prem|ere égalité. Notons Fy =
Eo E, E; E . ,, qui est invariant par u. Alors F? l'est aussi, etur. est
auto-adjoint compact, de plus grande valeur spectrale . Le résultat découle donc de la
proposition 1.38 (V).

Corollaire 1.42 (1) Soit u un opérateur auto-adjoint compact positif de rang in ni dans
un espace de HilberH . Alors il existe une suite décroissantd ,)n2n de réels strictement
positifs qui converge vers), qui sont des valeurs propres de de multiplicité nie, telle
que, en posantt = Ker(u id) pour tout 2 R,
M—
Spu)=fOg[f n :Nn2Ng; H =Eg E , (somme hilbertienne)
n2N
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et o= sup hu(x);xi = sup hu(x); xi :
kxk=1 x2Ker(u)? ; kxk=1
(2) Soit u un opérateur auto-adjoint compact dans un espace de HilbeséparableH .
Alors H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres ae

Démonstration. (1) Cette assertion sauf la derniére égalité découle imméatement du
théoréme1.4], car le spectre d'un opérateur auto-adjoint positif est pogif par la proposi-
tion 1.38(v). Pour montrer la derniere égalité, notons que pour tout gérateur auto-adjoint
v d'un espace de HilbertH , pour tout x 2 H , pour tout y dans le noyau dev, nous avons

hv(x + y);x + yi = hv(x);xi + hv(x);yi = hv(x);xi + lx;v(y)i = hv(xX);xi :

Ceci explique pourquoi prendre la borne supérieure sw2 H ou surx 2 Ker(u)? n'a pas
d'importance, la seconde possibilité pouvant simpli er larecherche de la borne supérieure.
(2) Avec les notations du théoremel.41, chaqueEg;E ;E | estun espace de Hilbert
séparable (de dimension nie sauf peut-étreEg), donc en mettant bout a bout des bases
orthonormées de€ | ;E et eny intercalant les éléments d'une base hilbertienne dgo,

on obtient le résultat.

n

1.6 Calcul fonctionnel continu

Si une matriceM 2 M ,(C) est hermitienne, nous savons depuis notre plus tendre
enfance qu'elle est diagonalisable en base orthonormée @8. Les matricesM 2 ou expM
sont aussi diagonalisables dans cette méme base, le speatedM 2 est I'ensemble des carrés
des éléments du spectre dM , et le spectre deexpM est I'ensemble des exponentielles des
éléments du spectre déM . De nombreux autres exemples de spectres de matrices peuwen
étre ainsi obtenus. Le but de cette partie, et de la suivantegst de généraliser ces calculs
(dits fonctionnels ) de spectres aux opérateurs auto-adjints des espaces de Hilbert.

Notre approche sera élémentaire. Nous renvoyons par exeraph [3ou, ] pour une
déduction du calcul fonctionnel continu et du calcul fonctonnel borné a partir du théoréme
de Gelfand-Neumark, et a Die2, Chap. XV] pour une déduction de ces calculs a partir du
théoréme de Plancherel-Godement. Nous nous restreindromsix opérateurs auto-adjoints,
mais la théorie s'étend aux opérateurs normaux (voir les réfences ci-dessus).

Algébres stellaires.

Les propriétés de l'algébre de Banach (H ), ouH est un espace de Hilbert complexe,
munie de l'involution u 7! u , sont synthétisées dans les dé nitions suivantes (voir par
exemple Bou]). Sauf mention contraire, toute algébre sera une algébreomplexe unifére
(c'est-a-dire admettant un élément unité (en général notél) pour la multiplication), et
tout morphisme d'algébres préserve les unités.

Soit A une algébre. Lespectre d'un élément x de A est I'ensemble, notéSp(x) ou
Spa(x), des 2 C tels quex ne soit pas inversible dansA. Si x est inversible, alors°
Sp(x 1) =Sp(x) *. Notons que si' : A! B est un morphisme dalgébres, alors, pour
tout u dans A, nous avons

Spe (" (U))  Spa(u) : (10)

1

10. carsi 60, alors x = x (¥ x 1) estinversible si et seulement six 1 lest
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siu est inversible, alors' (u) ="' (u ) I'est aussi. En patrticulier, si' est un
isomorphisme d'algébres, alorSps (' (u)) = Sp a(u).

Une algébre involutiveest une algebreA munie d'une applicationu 7! u de A dansA
telle que, pour tous lesu;v2 A et 2 C,

(u) = u (involutive),

(u+ v) =u + v (anti-linéaire),

(uv) = v u (anti-multiplicative).

On appelleu I'adjoint de u. Il découle de ces propriétés qué =1, que(u") =(u )"
pour tout n 2 N, et queu est inversible dansA si et seulement siu l'est, et qu'alors

(u) *=(uh

Un élément u d'une algébre involutive A est dit auto-adjoint (ou hermitien) si u = u ,
normal siuu = u u, et unitaire siuu = u u=1. Par exemple, les éléments auto-adjoints
et unitaires sont normaux, l'unité 1 est auto-adjointe et unitaire, et pour tout u dans A,
les élémentsu+ u ,i(u U ), u uetuu sontauto-adjoints. Siu et v sont auto-adjoints
et commutent dansA, alors uv est auto-adjoint. Si u est unitaire, alors u est inversible et
u 1= u . Nous avonsSp(u ) = Sp(u).

Etant donné deux algébres involutivesA et B, un morphisme d'algébres involutivesie
A dansB est un morphisme d'algebres : A! B telque' (u)= " (u) pourtout u2 A.

Une algebre normée involutiveest une algébre involutive A munie d'une normek k
telle que, pour tous lesu;v 2 A,

kuvk k ukkvk (sous-multiplicativité de la norme),

ku k= kuk (isométrie de I'adjoint).

Par exemple, pourK un espace métrique compact, I'ensemble 1 (K)=L ! (K;C)
des applications mesurables bornées dé dans C, munie de la structure d'algébre pour les
addition, multiplication et multiplication par un scalair e point par point, de l'involution
f 7! f, et de la normekf k; =sup,,x jf (X)j, est une algébre normée involutive.

Une algebre stellaire(appelée C -algebre sauf par quelques irréductibles gaulois) est
une algébre normée involutive compléteA telle que, pour tout u 2 A,
kuu k= kuk?.

Exemples. (1) On véri e facilement, par la proposition 1.37, que siH est un espace de
Hilbert, alors I'espace vectorielL (H ) muni du produit uv = u v, de l'involution u 7! u
et de la norme d'opérateur, est une algébre stellaire.

(2) On véri e facilement que si X est un espace métrique compact non vide, alors
I'espace vectorielC(X) = C(X;C) des applications continues deX dans C, muni du
produit point par point (f;g) 7! fg, de linvolution f 7! f, et de la normekfk; =
maxy2x jf (X)j, est une algebre stellaire.

(3) Si A est une algébre stellaire et SE est une partie deA, alors lasous-algebre stellaire
engendréepar E est I'adhérence de la sous-algébre d& engendrée par les éléments de
et leurs adjoints. Munie des restrictions des lois d'algelas, de l'involution et de la norme,
c'est une algébre stellaire.

Pour tout élément u d'une algébre normée involutiveA, nous appellerongayon spectral
de u le nombre réel (bien dé ni par le lemme1.29

(U= lim ku"ks = inf  ku"km :
n' +1 n2Nf Og
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Proposition 1.43  Soit u un élément d'une algébre normée involutive compléet.
(1) Sp(u) est compact et siA 6 fQOg, alors Sp(u) 6 ;.
(2) (u)= (u) k uk.
(3) (u)y=minfr 2 [0;kuk] : Sp(u) Bc(0;r)g.
(4) Si u est auto-adjoint et siA est une algébre stellaire, alors

(u) = kuk:

Démonstration. (1) Les démonstrations sont analogues a celles du théoréme25 (i) et
(ii).

(2) C'est immédiat.

(3) Si A =1f0g, alors (u) =0 et Sp(u) = ;, donc le résultat est vrai. SiA 6 f0g, alors
la démonstration est analogue a celle du théoremg.25 (iii).

(4) Nous avons alorskuk? = ku uk = ku2k et par récurrencekuk?" = ku?'k, donc

() =lim 41 ku?'k7™ = kuk.

Proposition 1.44 (1) Si A est une algébre involutive munie d'une norme compléte sous-
multiplicative telle quekuk? k uu k pour tout u 2 A, alors A est une algébre stellaire, et
kuu k = ku uk.

(2) Soient A une algebre normée involutive eB une algebre stellaire. La norme de
tout morphisme d'algébres involutives de A dansB est au plusl (et en particulier, ' est
continu).

Démonstration. (1) Les propriétés qu'il reste a vérier pour que A soit une algébre
stellaire sont l'isométrie de I'adjoint et l'inégalité inversekuu k k uk?. Pour tout u 2 A,
nous avons

kuk? k uu k k ukku k; (11)

donc kuk k u k. D'ou ku k = kuk en changeantu enu . Il découle alors des inégalités
(11) que kuu k = kuk?. De plus,

ku uk = ku (u) k= ku k? = kuk?® = kuu k:

(2) Pour tout u 2 A, puisque' (u) ' (u) ="' (u u) etu u sont auto-adjoints, en utilisant

respectivement

la propriété d'algebre stellaire deB,

la proposition 1.43(4),

l'inclusion Spg (' (u)) Spa(u) donnée par la formule (0),

la proposition 1.43(2),

les propriétés d'algébre normée involutive deé,
nous avons

K (Wk?=K (uuk= "' (uu) (uu) k uuk k uk?®:

Exercice E.16 Soient A une algébre stellaire eu un élément unitaire deA. Montrer que
le spectre deu est contenu dans le cercle unité d€.
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Nous renvoyons par exemple ajon, , ] pour de nombreux autres compléments
sur les algébres stellaires.

Calcul fonctionnel continu.

Le résultat suivant permet de calculer le spectre de certamopérateurs continus, en les
exprimant comme polynémes, ou plus généralement comme fdians continues, d'opéra-
teurs auto-adjoints de spectres connus.

Théoreme 1.45 (Calcul fonctionnel continu) Soient H un espace de Hilbert non
réduit a fOgetu 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint deH .
Il existe un et un seul morphisme d'algebres involutives = ' , de C Sp(u) dans

L (H ) tel que' (id)= u,ouid: Sp(u)! C estl'application 7!
De plus, pour toutf 2 C Sp(u) ,
() ' estisométrique, d'image la sous-algébre stellaire de (H ) engendrée paru (qui
est commutative) ;

(i) nous avons Sp(' (f)) = f(Sp(u)) ;

(i) l'opérateur continu ' (f) est auto-adjoint si et seulement sf est a valeurs réelles,
et positif si et seulement sif est a valeurs positives ou nulles;

(iv) l'opérateur continu ' (f ) est inversible si et seulement di ne s'annule pas surSp(u)
etalors' (f) =" ();
(v) ' (f) est l'opérateur nul si et seulement sf est nulle surSp(u) ;

(vi) si  est une valeur propre deu, alors f ( ) est une valeur propre dé (f) et I'espace
propre Ker(u id) de u associé a est contenu dans l'espace propr&er(" (f)
f()id) de' (f) associé af ( ).

Dans la suite, nous notons® f (u) l'opérateur continu ' ,(f ), pour tout f 2 C Sp(u) .
L'application f 7! f(u) de C Sp(u) dansL (H ) vérie donc, pour tous les f;g 2
C Sp(u) et 2C,

(f+ g)(u)=f(u)+ g(u),

f(u =1 (u),

(fg)(u) = f(u) g(u) etid(u) = u,

f (u) est inversible si et seulement si ne s'annule pas surSp(u), et alorsf (u) 1=
F(u),

kf(uk= kfky,

en notant f (Sp(u)) = ff (x) : x 2 Sp(u)g, nous avons

Sp(f (u)) = f(Sp(u)) :

Cette égalité est appelée lehéoreme spectralpour u. Il permet de calculer, lorsque I'on
connait le spectre deu, pour toute fonction continue connuef sur le spectre dau, le spectre
de l'opérateur f (u) en fonction de celui deu.

11. La notation f (u) est initialement plus compliquée a comprendre que la notation ' (f ), et il convient
de prendre garde a ce quelle ne soit pas source d'erreur . Mais a moyen terme et long terme, elle
s'avere beaucoup plus pratique a manipuler pour les utilisations du théoréme du calcul fonctionnel continu,
dont les calculs de spectres.
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Démonstration. PuisqueH 6 f0g, le spectreSp(u) est un compact non vide deC, donc
C(Sp(u)) est une algébre involutive (stellaire).

Pour tout polyndme complexe R, = i”=0 aX' 2 C[X]ettout v2 L (H), posons
P= D,aX'2CX]etP(v)= [,aVv' 2L (H).Lapplication P 7! P(v) est un
morphisme d'algébres deC[X] dansL (H ) tel que P(v) = P(v).

En particulier, puisque u est auto-adjoint, I'application P 7! P(u) de C[X]dansL (H )
est un morphisme d'algebres involutives. SI est une solution du théoréme, alors doit
coincider avec ce morphisme sur les fonctions polynomialeestreintes aSp(u). L'idée de
la démonstration qui suit est de montrer que ce morphisme sténd de maniére unique a
tout C(Sp(u)).

Nous noterons de la méme maniéere un polyndme et sa restrictica Sp(u). Le calcul du
spectre et de la norme de 'opérateur continuP (u), qui est un cas particulier du théoréme
1.45 (i) et (i), est e ectué dans le lemme suivant.

Lemme 1.46 (a) 8P 2 C[X], Sp(P(uw)= P(Sp(u)).
(b) 8P 2 C[X], kP(u)k=sup g5 iP( )i
(c) Pour tous lesP;Q 2 C[X], si P et Q coincident sur Sp(u), alors P(u) = Q(u).

Démonstration.  (a) Montrons tout d'abord que P (Sp(u)) est contenu dansSp(P (u)).
Soient 2 Sp(u) et Q 2 C[X] tels queP P( )= (X )Q. Alors P(u) P()id =
(u id) Q(u)= Q(u) (u id). Commeu id est non surjective ou non injective,
l'opérateur continu P(u) P( )id l'est aussi. DoncP( ) 2 Sp(P(u)), ce qui montre le
résultat.

Réciproguement, soit 2 Sp(P(u)), montrons que 2 P(Sp(u)). Si P est constant
égal a , ceci découle du fait queSp(u) est non vide (carH 6 f0g). Sinon, par le théoréme
d%gd‘AIembert, il existe ndansN f Ogeta; 1;:::; ndansCtelsquea60 etP =
a o (X k), donc P (u) id = a(u 1id) (u nid). Si aucun ; n'est dans
Sp(u), alors P (u) id est inversible, ce qui contredit le fait que 2 Sp(P (u)). Donc, par
exemple, ;1 2 Sp(u), et P( 1) =0, ce qui montre le résultat.

(b) Pour obtenir la suite d'égalités ci-dessous, nous utiions : pour la seconde égalité,
le fait que le rayon spectral d'un opérateur auto-adjoint et égal a sa norme; pour la
troisiéme égalité, le fait queP(u) = P(u) car u est auto-adjoint; pour la quatrieme
égalité, l'assertion (a); et pour la derniere égalité, le fia que le spectre d'un opérateur
auto-adjoint est réel :

kP(u)k2 = kP(WP(u) k= sup jij= sup i
2Sp P(u)P(u) 2Sp (PP)(u)
= sup j(PP)()j= sup jP()j*:
2 Sp(u) 2 Sp(u)
(c)SiP sp(u) = Q Sp(u)’ alors par l'assertion (b), nous avons

kP(u) Q(uk= sup jP() Q()i=0;
2Sp(u)

donc P (u) = Q(u).

Montrons l'unicité de ' . Si un tel morphisme d'algébres involutives existe, alors pour
tout polyndme P 2 C[X], nous avons' (P) = P(u). L'unicité découle donc de la continuité
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de' , voir la proposition 1.44(2), et de la densité dansC Sp(u) des (restrictions aSp(u)
des) applications polynémiales complexes, par le théorénde Stone-Weierstrassl. 1.

Montrons l'existence de' . Puisque u est auto-adjoint, I'application P 7! P(u) est un
morphisme d'algébres involutives isométrique (par le lemm 1.46 (b)) de I'algébre normée
involutive des fonctions polynomiales deSp(u) dans C, a valeurs dansL (H ). Il s'étend
donc par le théoréme de prolongemené.1 en un morphisme d'algebres involutives isomé-
trique ' deC Sp(u) dansL (H ), en utilisant la complétude deL (H ) et la densité des
fonctions polynomiales dansC Sp(u) . Ce morphisme' convient.

Montrons la seconde partie de l'assertion (i). Puisque est isométrique et puisque
C Sp(u) est complet, son image est fermée (voir par exemple le lemme39), donc c'est
une sous-algebre stellaire d& (H ). Puisqu'elle contient u, elle contient la sous-algébre
stellaire deL (H ) engendrée paru. Réciproguement, puisqueu est auto-adjoint, celle-ci
est I'adhérence de l'algébre engendrée par, et tout polyndme enu est dans l'image de'
ce qui montre l'inclusion inverse.

Montrons l'assertion (ii). Nous allons utiliser le lemme sivant.

Lemme 1.47 Soient B une sous-algebre fermée d'une algébre de Banach compléxe
Pour tout x 2 B, nous avons

(1) Spa(x) est contenu dansSpg (X) ;
(2) la frontiére ' de Sp, (x) contient la frontiére de Spg (X) ;

(3) Spg(x) est la réunion deSp, (x) et de certaines composantes connexes bornées de
C Spa(x);

(4) si Spa(x) est réel, alorsSpa (X) = Spg(X).

Démonstration. (1) Ceci découle de la formule 10) du début de la partie 1.6 appliquée
a l'inclusion de B dansA.

(2) Soit un élément de la frontiere deSpg (x). Alors  appartient & Spg (x) (qui
est fermé par la proposition1.2 (3)) et il existe une suite ( p)nzn dansC  Spg (X) qui
converge vers . Puisque les éléments inversibleg, = x convergent vers I'élément non

inversible x dans l'algébre de BanachB, les normesky, 'k convergent vers+1 , par
la proposition 1.2 (4).
Posonsz, = kz: 1k, qui est de normel. Notons que
kz, (X )k = kz, (X )+ zn( )k = +j j
n = Kzp n n{ n kyn 1K I n J

converge versQ quandn! +1 .Six est inversible dansA, alors
1=kz k= kza(x  )x ) Yk k zo(x  )kk(x ) k:

qui converge versO quandn ! +1 , ce qui est impossible. Donc appartient & Sp, (x),
mais pas a l'intérieur deSp, (X), qui est contenu dans l'intérieur deSpg (x), par I'assertion

(1).

12. La frontiére d'une partie A d'un espace métrique X est l'ensemble @A= A A = A\ °A des points
de X dans lintersection des adhérences deA et de son complémentaire.
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(3) Soit U une composante connexe d€  Spa(Xx). Puisque U\ Sp,(Xx) est vide,
l'ouvert U ne contient pas de point frontiére du ferméSp, (x), donc pas de point frontiére
de Spg (X) par l'assertion (2). DoncU\ Spg(x) etU (U\ Spg(x)) sont deux fermés de
U de réunionU. Comme U est connexe, I'un de ces deux fermés est vide, c'est-a-diree
ou bien U ne rencontre pasSpg (x), ou bien U est contenu dansSpg (X), qui est borné (car
sij j > kuk, alors par la proposition 1.2 (2), I'élément 1 Y est inversible dans l'algébre
de BanachB, doncu aussi; voir aussi la propositionl.43).

(4) Si Spa(x) est réel, alors l'ouvertC  Sp, (X) n'a qu'une seule composante connexe,
gui est non bornée.

Finissons maintenant la démonstration de l'assertion (ii)Jdu théoréme1.45 Notons que
SPc(speuy (F) = £(Spu)) ;

car f est inversible dans l'algebreC(Sp(u))) (d'inverse fi) si et seulement si
n‘appartient pas a l'image def .

L'inclusion Sp( (f)) f (Sp(u)) découle alors de la formule 10) du début de la partie
1.6, puisque' est un morphisme d'algébres.

Pour montrer l'inclusion réciproque, supposons tout d'abed que f soit réelle. Alors
"(f) ="' (f)="(f), donc' (f) est auto-adjoint, donc son spectre est réel par la pro-
position 1.38 (v). Notons B l'image de' (qui est une sous-algébre fermée, car est iso-
métrique). Par le lemme 1.47 (4), et puisque ' : C(Sp(u)) ! B est un isomorphisme
d'algebres (toujours car' est isométrique), nous avons

S )( (F))=Spe (" () =SpPc(spuy (F) = T (SpW)) :

Maintenant, si f est quelconque, et si 2 Sp( (f)), alorsv="(f) id est inversible.
Doncv etvv="(f j?) sont inversibles, et doncO n'appartient pas au spectre de
" (if  j%.Commejf j? estréelle et par le cas précédemment traité, ceci impliqueug
0 n'appartient pas a l'image dejf j%, donc que n'appartient pas a I'image def .

Montrons l'assertion (iii). Si f est a valeurs réelles, alors (f) ="' (f) =" (f), donc
' (f) est auto-adjoint. Réciproquement, si' (f) est auto-adjoint, alors son spectre est réel
par la proposition 1.38 (v), donc f (Sp(u)) = Sp(' (f)) est contenu dansR, et f est a
valeurs réelles suiSp(u).

Si l'opérateur continu ' (f) est positif, alors il est auto-adjoint (par la remarque (4)
précédant la proposition 1.38), et son spectreSp( (f)) est contenu dans[0;+ 1 [ par la
proposition 1.38 (v). Donc f (Sp(u)) = Sp(' (f)) est contenu[0;+1 [, et f est a valeurs
positives ou nulles. Réciproquement, sf est a valeurs positives ou nulles, alor§ est
réelle, etSp(' (f)) = f (Sp(u)) est contenu[0;+1 [. Donc' (f) est auto-adjoint par ce qui
précede, de spectre contenu dar®;+ 1 [. Par le corollaire 1.40, I'opérateur continu ' (f)
est donc positif.

Montrons l'assertion (iv). L'opérateur continu ' (f ) est inversible si et seulement sD
n‘appartient pas a Sp( (f)) = f(Sp(u)), donc si et seulement sif ne s'annule pas sur
Sp(u). Comme l'application f fl vaut alors 1 sur Sp(u), et puisque' est un morphisme

d'algebres, nous avons immédiatement que l'inverse de(f ) est' (fl).

Montrons l'assertion (v). Si' (f ) =0, alorsf (Sp(u)) = Sp("' (f)) = fOg(carH & f0g),
doncf est nulle surSp(u). Réciproquement, sif est nulle (sur Sp(u)), alors comme' est
un morphisme d‘algébres, nous avons(f)=0.
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Montrons la derniére assertion (vi). Six 2 H est vecteur propre deu pour la valeur
propre , alors pour tout polynbme complexeP, nous avons' (P)(x) = P(u)(x) = P( )x.
Le fait que ' (f)(x) = f( )x pour tout f 2 C(Sp(u)) découle alors de la densité des
applications polynomiales dansC (Sp(u)), et de la continuité de"' .

Exercice E.17 SoientH un espace de Hilbert et 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint
deH .

(1) Montrer que le spectre deu est réduit a un point si et seulement sH 6 fOg et u
est un multiple réel de l'identité.

(2) Montrer que le cardinal du spectre deu est 2 si et seulement siH 6 fOg et s'il
existe un projecteur orthogonal non nulP, di érent de l'identité, et (a;b) 2 R R tels
queu = aP + bid.

(3) Montrer que si C est une composante connexe ouverte @p(u), alors il existe un
opérateur auto-adjoint v commutant avecu tel que Sp(v) = C.

Exercice E.18 SoitH un espace de Hilbert di érent def 0g.
(1) Soient v un opérateur auto-adjoint deH et =2 Sp(v). Montrer que

1 _ 1 .
d(; Sp(v)) B supfr> 0 : B(;r)\ Sp(v)= ;9

k(v id) k=

c'est-a-dire que la norme de l'inverse d&  id est égale a la borne inférieure des inverses
des rayons des disques de centrecontenus dans le complémentaire du spectre de

Supposons qued  soit la somme directe orthogonale (respectivement la sommidl-
bertienne) d'une suite nie (respectivement in nie dénombkrable) (Hn)o nen (OU N 2
N[f +1g ) de sous-espaces fermés de .

(2) Pour tout indice n, notons u, un opérateur continu deH ,, et supposons la suite
(kunk)o n<n  bornée. Montrer qu'il existe un unique opérateur continuu de H dont la
restriction a H , estu, pour tout indice n. Montrer que la restriction deu aH , est égale
au,.

(3) Soit u un opérateur auto-adjoint deH , préservant chaqueH ,. Montrer que

[
L
Sp(u) = Sp(Ujn,)
0 n<N

Spectre essentiel d'un opérateur auto-adjoint.

Le spectre des opérateurs auto-adjoints admet une autre démposition, que nous dé-
crivons maintenant.

SoientH un espace de Hilbert complexe et 2 L (H ) un opérateur linéaire continu.
Le spectre essentietle u est I'ensemble, notéSp..{u), des 2 C tels qu'il existe une suite
(Xn)n2n dansH telle que

(1) kxpk =1 pourtout n 2 N,
(2) la suite (u(Xn) X n)n2n CONverge versO,
(3) la suite (xp)n2n N'a pas de sous-suite convergente.
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Le spectre essentiel est invariant par conjugaison, au sessivant. Si H ?est un espace de
Hilbert, si v:H ! H Cest linéaire, continue, bijective (doncv * est continue), alors

SPesdV U V 1) = SPesdU) :

Eneet,si 2 Spdu) et (Xn)n2n €st une suite deH véri ant les propriétés (1) a (3)
ci-dessus, on montre (en utilisant le fait que pour toutx 2 H tel que kxk = 1, on a
.k v(x)k k vk) que la suite x§ = % o Vérie les propriétés (1) a (3)

ci-dessus pour l'opérateuv u v 1.

Proposition 1.48 Soient H un espace de Hilbert etu 2 L (H ) un opérateur auto-
adjoint. Alors

Sp(u) = Spesdu) [ Vp(u)

et Sp(u) nSp.s{U) est exactement I'ensemble des valeurs propres de multifiéc nie isolées
dans le spectre deu.

Démonstration.  Le fait que le spectre essentiel d&l est contenu dans le spectre del
découle du critéere de Weyl (proposition1.38 (vii)).

Montrons par contraposition que tout point de Sp(u) n Sp.c{U) est isolé dansSp(u).
Si 2 Sp(u) n'est pas isolé dansSp(u), alors il existe une suite( n)non d'éléments de
Sp(u) qui converge vers , telle que , 6 pour tout n 2 N. Par le critere de Weyl
(proposition 1.38 (vii)), puisque , est une valeur spectrale, pour toutn 2 N, il existe
un vecteur unitaire x, dans H tel que ku(xp) nXnk % Alors kxpk = 1 et
ku(xn) X nk Kk u(xp) nXnkK+ j n j kxpk tend versO quand n ! +1 . Pour
montrer que  appartient a Sp,c{Uu), il sut donc de montrer que (Xp)nzn N'a pas de
sous-suite convergente. Supposons par l'absurde que, deita extraire, (Xn)n2n CONverge
versx 2 H . Alors kxk=1 et u(x) x =0, par continuité. Donc

( n)Xn; Xi = ( n)Xn Xi+ o (u o id)(x)i
=( n)Xnsxi + Hu id)(Xn);xi = lu(Xn)  aXn;Xi:

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et par la construction dex,, nous avons donc
. ] J
I
pour tout n 2 N. Puisque , 6 , nous avons donghxp; Xij % pour tout n 2 N. Mais
ceci contredit le fait que (Xn)n2n CONverge vers le vecteur unitairex.

Lemme 1.49 SoientH un espace de Hilbert complexe et2 L (H ) un opérateur auto-
adjoint. Toute valeur spectrale de v isolée dans le spectre dg est une valeur propre de
v. Si Sp(v) est discret ou (de maniére équivalente) ni, alorsSp(v) = Vp( v).

Démonstration. L'application f : Sp(v) ! C valant 1 en et 0 ailleurs est continue et
non identiqguement nulle surSp(v), et x 7! (x )f (x) est I'application nulle. Donc par le
calcul fonctionnel continu, (v id) f(v)=0. Donc l'image def (v), qui n'est pas réduite
a 0 car f (v) n'est pas l'opérateur nul (par I'assertion (v) du théorémel.45), est contenue
dans le noyau dev id. Donc est une valeur propre dev. Comme un espace compact
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est discret si et seulement s'il est ni, et que toute partie nie deC est composée de points
isolés, la derniere assertion en découle.

Par ce lemme et ce qui le précéde, tout point de Sp(u) nSp.s{u) est donc une valeur
propre. Si par l'absurde l'espace propreE de était de dimension in nie, il existerait
une suite orthonormée(e,)n2n dans E . Celle-ci n'admettrait pas de sous-suite conver-
gente, serait unitaire et véri erait u(e,) ep =0, donc appartiendrait a Sp,{u), une
contradiction.

Réciproguement, soit une valeur propre deu, isolée dansSp(u), d'espace propreE
de dimension nie.

Puisque l'opérateur continu u est auto-adjoint et préserveE , il préserve l'orthogonal
E?, et Ujg» est auto-adjoint. Montrons tout d'abord par I'absurde que n‘appartient pas
a Sp(Uje- ). Sinon, commeSp(u;e- ) est contenu dansSp(u) (voir par exemple I'exercice
E.4), le nombre réel serait une valeur spectrale isolée dejeg-, non valeur propre, ce qui
contredirait le lemme 1.49 Donc Ujg- id;e-» est inversible, et nous notonsc la norme
de son inverse.

Montrons maintenant que n'appartient pas au spectre essentiel del. Soit (Xn)n2n
une suite quelconque de vecteurs unitaires dél telle que la suite (U(Xn) X n)n2nN
converge versd. Montrons que (Xn)n2n @admet une sous-suite convergente, ce qui entraine
que 2 Sp.{U). Ecrivonsx, = yn+ z, avecy, 2 E etz, 2 E?. PuisqueE est un espace
vectoriel de dimension nie etkynk k xpk =1 pour tout n 2 N, la suite (Yn)n2n admet
une sous-suite convergente, vers2 H . De plus,kz,k  cku(z,) z,k= cku(xn) X nk,
donc la suite(z,)n2n converge vers). Donc (Xn)n2n @admet une sous-suite convergente (vers
y), ce qui montre le résultat.

Le fait (énoncé dans le lemme..49 que tout point isolé de Sp(u) est une valeur propre
de u est une des justi cations a l'appellation de spectre ponctuel pour désigner l'en-
semble des valeurs propres da. Mais on prendra bien garde qu'il peut y avoir des élé-
ments non isolés deSp(u) qui sont aussi des valeurs propres de : la réunion dans I'égalité
Sp(u) = SpesdU) [ Vp(u) énoncée dans la propositiori.48 n'est pas forcément disjointe.

Exercice E.19 SoientH un espace de Hilbert et 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint
compact. Pour tout 2 C, notons p la projection orthogonale deH sur le sous-espace
vectoriel (fermé) E = Ker( u id).

(1) Pour toute application f 2 C(Sp(u)) telle quef (0) =0 si 02 Sp(u), montrer que
I'opérateur continu f (u) gst compact.

(2) Montrer que u = 25pu) P (avec convergence dank (H )).

(3) Pour toute application f 2 C(Sp(u)) telle quef (0) = 0, montrer que f (u) =

25p(u)f( )p '

L'écriture u = P 2spu) P obtenue dans cet exercice s'appelle l&solution spectrale
de l'opérateur auto-adjoint compactu. Le but de la partie suivante est de montrer que tout
opérateur auto-adjoint admet une telle décomposition, qute a remplacer somme d'opé-
rateurs par intégrale d'opérateurs en un sens a dé nir (son@ectre n'étant pas forcément
dénombrable).
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1.7 Résolution spectrale des opérateurs auto-adjoints

Le but de ce chapitre est, outre d'étendre le calcul fonctionel continu a des fonctions
plus générales que les fonctions continues, de décrire unépteur auto-adjoint d'un espace
de Hilbert par des quantités dé nies sur son spectre.

Résolutions de l'identité.

Un réle important pour notre but va étre joué par les projectaurs orthogonaux. Un
projecteur orthogonald'un espace de HilbertH est un opérateur continup deH tel qu'il
existe un sous-espace vectoriel fermé de H tel que p(x) soit la projection orthogonale
de x sur F pour tout x 2 H . Notons queF est alors l'image dep.

Proposition 1.50 SoientH un espace de Hilbert complexe, @& 2 L (H ). Alors P est

un projecteur orthogonal (c'est-a-dire I'application de pojection orthogonale sur un sous-
espace vectoriel fermé dél ) si et seulement siP est un opérateur auto-adjointidempotent

(c'est-a-dire qui vérie P2 = P) de H . De plus, P est alors positif, de norme au plusl,

vérie HP(x);xi = kP(x)k? pour tout x 2 H , et P est le projecteur orthogonal sur son
imageP(H ).

Démonstration.  Si P est I'application de projection orthogonale sur un sous-gmce vec-
toriel fermé F de H , alors pour tous lesx et y dans H , les vecteursP(x) 2 F et
y P(y) 2 F?, ainsi que P(x) x 2 F? et P(y) 2 F, sont orthogonaux, et donc
HP(x);yi = P(x);P(y)i = hx;P (y)i. Ceci montre queP est auto-adjoint, et positif, car
hP(x);xi = P(x);P(x)i 0. Comme la restriction deP a F est l'identité, P est idem-
potent.

Réciproquement, soitP un opérateur auto-adjoint idempotent. Siy = P(x), alors
P(y) = P?(x) = P(x) = y. Donc limage P(H ) de P est contenue dans le noyau de
id P, donc égal a ce noyau (car réciproquement, si 2 Ker(id P), alorsx = P(x), donc
X appartient a l'image de P). En particulier, P(H ) est fermé. PuisqueP est auto-adjoint,
pour tous lesx ety dansH , nous avonshP (y);x P (x)i = hy;P(x) P?(x)i =0. Donc
P (x) est un vecteur deP(H ) tel que P(x) x soit orthogonal a P(H ), ce qui montre
que P est le projecteur orthogonal surP(H ). Le fait que P est de norme au plusl est
alors immédiat (outre ce qui a été vu dans le théoréeméd..11, siz = x + y avecx ety
orthogonaux, alorskxk k zk).

Dé nition 1.51  Soit H un espace de Hilbert. Une famille(P ) ,r d'opérateurs auto-
adjoints deH est appelée uneésolution de l'identité deH si

@ P P = Pmint: g

(b) P =0 si est assez petit, eP =id si est assez grand;

(c) pour tout x dansH , nous avonslim , + P (x) = P (x).

Remarquons que par la condition (a), les opérateurs contirslP pour 2 R commutent
deux a deux. Remarquons aussi que par la propositioh.50, puisque P est idempotent
(P P =P parla condition (a)), l'opérateur continu P est un projecteur orthogonal.

La premiére propriété s'appelle lapropriété de croissance la troisieme la propriété de
continuité faible a droite. Lorsque I'on s'intéresse a des opérateurs linéaires comtis dont
le domaine de dé nition n'est pas tout I'espace de départ (di non bornég, la condition (b)
est remplacée pailim |, P(x)=0etlim, +1 P (X)= X, pourtout x2H .
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Exemple. Soit u un opérateur auto-adjoint compact d'un espace de HilbertH . Pour
tout 2 R, notonsE =Ker(u id). Par le théoréme1.41, ces sous-espaces vectoriels
sont fermés, deux a deux orthogonaux, et réduits d0g sauf pour au plus un ensemble
dénombrable d'entre eux. Pour tout 2 R, notons P la projection orthogonale sur la
somme hilbertienne desE pour . Alors (P ) ,r est une résolution de l'identité.

SoientH un espace de Hilbert et(P ) ,r une résolution de l'identité deH . Il découle
des propriétés (a), (b), (c) des résolutions de l'identité edes propriétés des projections
orthogonales que pour toutx dansH , I'application de R dansR dé nie par

7' hP (x);xi

est une application nulle au voisinage del , égale akxk? au voisinage de+ 1 , continue
a droite, et croissante (car pour toutx 2 H , si , alors

P (x);xi = kP (x\)k*= kP P (x)k® k P (x)k? = HP (X);Xi

puisque P est de norme au plusl).
Le résultat suivant est montré par exemple dansCoh, page 23].

Théoréme 1.52 SiF : R! R est une fonction bornée, croissante, continue a droite,
nulle sur] 1 ;m[ et constante sur]M; +1 [, alors il existe une unique mesure positive
borélienne nie sur R, a support contenu dangm;M ], telleque (J 1 ; )= F( ) pour
tout 2 R.

Une telle mesure est appelée unmesure de Stieltjes™ et notée dF. Sit 0 et si
G:R! R estune autre telle fonction, alorsF + tG est aussi bornée, croissante, continue
a droite, nulle sur] 1 ;m[ et constante sur]M; + 1 [, et, par unicité, d(F +tG) = dF + tdG.
De plus, la masse totale de la mesure de Stieltjed~ est

kdFk= lim F( )=maxF :
I +1

Pour tout x 2 H , nous noteronsdhP (x);xi la mesure de Stielties de l'application
7' hP (x);xi, qui véri e les hypotheéses du théoreme ci-dessus.

Proposition 1.53  SoientH un espace de Hilbert(P ) ,r une résolution de l'identité, et
f 2 C(R;C). Il existe un unique opérateur continuu 2 L (H ) tel que, pour toutx 2 H ,
z

hu(x); xi = f()dmP (x);xi: (12)
2R

Cet opérateur continu est auto-adjoint sif est a valeurs réelles, et positif sf est a valeurs
positives.

Stieltjes
13, (1856-1894)
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Cet opérateur continu sera noté
z
u= f()dpP : (13)
2R
Cette notation est purement formelle, c'est une aide mnémaichnique pour se souvenir de
la formule (12).

Démonstration.  L'unicité de u découle de l'identité de polarisation @), puisque le produit
scalaire est non dégénéré. R
Montrons l'existence deu. Pour tout x 2 H , notonsq(x) =, ( ) dhP (x);xi. Par

les propriétés des mesures de Stieltjes, la mesure positiddP (x); Xi est nie, car sa masse
totale est égale akxk?, et son support est compact, contenu dangm; M ] si P =0 pour

<m etP =id pour >M . Donc q(x) est bien déni, et si C = max pm:m jf ()]
(qui est ni), alors pour tout x dansH , nous avonsjg(x)j Ckxk2. Par les propriétés des
mesures de Stieltjes, on montre aisément que l'applicatioa : H H ! C dénie par

a(x;y) = % ax+y) ax) aqy) + '5 ax +1iy) q(x) a(y)

est sesquilinéaire, hermitienne sf est réelle et positive sif est positive. Par exemple, la
linéarité & gauche découle du fait que pour tous les 2 R et x;x%y 2 H ,

P (x + x%+ y);x + xO+ yi + IP (x);xi + P (x9; x4 + WP (y);yi
=P (x+y)x+yi+ P (xXO+ y);x%+ yi + P (x+ x%;x+ x4 ;

donc

diP (x + x%+ y)ix + x%+ yi  diP (x+ xO;x+ x&  drP (y);yi
= diP (x+y)x+yi diP (x);xi dhP (y);yi
+ diP (x°+ y);x%+yi  dP (x3:x3  drP (y);yi

Pour tous lesx ety dansH de normel, nous avonsja(x;y)j 6C, d'ou a est continue.

Le résultat découle alors du corollairel.14 au théoréme de dualité de Riesz-Fréchet,
qui montre I'existence d'un (unique)u 2 L (H ) tel que hu(x);yi = a(x;y) pour tous les
X;y 2 H .

L'un des buts de la partie suivante est de montrer que tout opkateur (linéaire continu)
auto-adjoint sur un espace de Hilbert complexe peut s'écrir comme une intégrale donnée
par la formule (13) avecf : 7!

Résolutions spectrales et calcul fonctionnel borné.

Théoreme 1.54 SoientH un espace de Hilbert complexe non réduitB0getu2 L (H )
un opérateur auto-adjoint deH .

(Résolution spectrale) Il existe une et une seule résolution de l'identitéP ) >R,
appelée larésolution spectralede u, telle que, pour toutf 2 C Sp(u) ,
z
f(u)= f()dpP : (14)
2Sp(u)
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(Calcul fonctionnel borné) Il existe un et un seul morphisme d'algébres involutives

deL ! Sp(u) dansL (H ) tel que (id) = u, véri ant la propriété de continuité (#) :
sig2L ! Sp() estlimite simple d'une suite(gn)non dansL ' Sp(u) uniformément
bornée, alors (gn)(x) converge vers (g)(x) dansH , pour tout x 2 H .
De plus, pour toutg2 L 1 Sp(u) ,

() la restricion de aC Sp(u) est' ;
(i) la norme de est au plusl;

(iii) si g est a valeurs réelles, alors I'opérateur continu (g) est auto-adjoint; sig est a
valeurs positives ou nulles, alors |'opérateur continu (g) est positif ;

(iv) (g) commute avec tout opérateur continu commutant aveq ;

(v) si est une valeur propre deu, alors g( ) est une valeur propre de (g) et I'espace
propre Ker(u id) de u associé a est contenu dans I'espace propr&er( (Q)
g( )id) de (g) associé ag( ).

Nous utiliserons dans la suite la notationg(u) au lieu de (g), pour tout élément
g2 L1 Sp) .Lapplication g7! g(u) deL ! Sp@u) dansL (H ) vérie donc, pour
tous lesg; 2 L 1 Spu) et 2C,

(g9+ g9(u) = g(u)+ gqu),

g(u) = g(u),

(9P)(u) = g(u) gYu) etid(u) = u,

kg(uk k gks ,
Si g est continue, alors la notationg(u) coincide par (i) avec celle introduite apres I'énoncé
du théoreme1.45

Démonstration.  L'assertion (i) est immédiate, par la propriété d'unicité du calcul fonc-
tionnel continu ', car jc(spuy : C Spu) ! L (H ) est un morphisme d'algébres invo-
lutives envoyant id sur u.

Montrons l'unicité de . Puisque toute fonction mesurable bornée dé&p(u) dans R
est limite simple de fonctions continues uniformément borées deSp(u) dansR (voir par
exemple [Coh]), I'unicité résulte de I'assertion (i), et de la propriété de continuité (#).

Montrons l'existence de . Par le calcul fonctionnel continu, pour tous lesx et y dans
H , I'application de C Sp(u) dansC dé nie par f 7! hf (u)x;yi (en notant pour alléger
les notationsf (u)x = f (u)(x)) est une forme linéaire continue, de norme au plugxkkyk
(par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et puisquekf (u)k = kf k; ). Donc par le théoréme
de représentation de Riesz.6, il existe une unique mesure borélienne complexey.y sur
I'espace compactSp(u) telle que, pour tout f 2 C(Sp(u)),

z

fd xy=HUXyi:
Sp(u)

Nous allons montrer les propriétés suivantes :
(1) k x.yk k xkkyk;
(2) x+xoy= xyt  xoy;
(3) ViX = Xy
(4) pour tout h 2 C(Sp(u)), nous avonsh d x.y = d )y -
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Les trois premiéres propriétés signi ent que l'application (x;y) 7! ., est une application
sesquilinéaire hermitienne continue de norme au plukdeH H dans I'espace de Banach
complexeM ¢ Sp(u) des mesures boréliennes complexes sSp(u).

La premiére assertion découle de la dé nition de la norme dive mesure complexe sur
Sp(u), comme norme duale de la forme linéaire continue st Sp(u) qu'elle dé nit (voir
le théorémel.6). La seconde est immédiate par unicité. Si est a valeurs réelles, alor$ (u)
est auto-adjoint, donc pour tous lesx et y dansH , nous avonsh (u)x;yi = ;f (u)yi =
H (u)y;xi ; deux mesures complexes qui donnent les mémes valeurs aurdtions continues
a valeurs réelles coincident; la troisieme assertion en déwe. En n, la derniére assertion
vient du fait que (fh)(u) = f (u) h(u) pour tous lesf;h 2 C Sp(u) .

Pour toute applicatian mesurable bornéeg : Sp(u) ! C, l'applicationde H H dans
C dé nie par (x;y) 7! spu) 9 d x,y est une forme sesquilinéaire par les assertions (2) et
(3), qui entrainent que y.y+yo= xy + B xyo. Cette forme sesquilinéaire est continue
en 0 par l'assertion (1) et puisqueg est bornée, donc est continue. Donc par le corollaire
1.14 du théoréme de Riesz-Fréchet, il existe un unigue opératewrontinu (g) 2 L (H )
tel que, pour tous lesx ety dansH

z
h (9)xyi = gd xy:
Sp(u)

Notons que (g) = g(u) si g est continue, et en particulier (id) = u. Par unicité, I'appli-
caton :g7!' (g)deL ! Sp(u) dansL (H ) est linéaire. Nous avons, pour tous les
ety dansH |,

4 A

h @)xyi = gd xy gdy.x=h (gy;xi =h (9) x;yi;
Sp(u) Sp(u)

donc (g)= (g) . Soientf etgdansL * Sp() , montrons que (fg)= (f) (g).
Pour tous lesx ety dansH , pour tout h 2 C(Sp(u)), nous avons par l'assertion (4),
z z
fhid yy = fd hwxy =h (F) h(u)x ;yi = th(u)x; (f) vyi
Sp(u) 75P(u)

= hd w () y:
Sp(u)

Les mesures complexekd .y etd 4. (r) y sont donc égales, donc
VA VA
h (fg)xyi = fgd xy = gdx ¢)y=h@x (f)yi=nh(f) (9xyi;
Sp(u) Sp(u)
ce qui montre le résultat cherché.

Nous avons donc montré que est un morphisme d'algébres involutives entre l'algébre
normée involutive L 1 Sp(u) et l'algébre stellaire L (H ). En particulier, par la propo-
sition 1.44 (2), l'application  est de norme au plusl, ce qui montre (ii).

Montrons que Véri e la propriété de continuité (#). Soit (gn)n2n UNE suite unifor-
mément bornée dansL ' Sp(u) qui converge simplement vergy 2 L 1 Sp(u) . Pour
tous lesx et ypdansH |, le théoréme de convergence gpminée de Lebesgue impliquesqu

h ()X Yi = gy G d xy cONverge versh (@Xyi = g9 d xy. DONC ( (Gn)X)n2n
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converge faiblement vers (g)x dans H . De plus (Ongn)n2n €tant une suite uniformé-
ment bornée qui converge simplement vergg, et puisque est un morphisme d'algébres
involutives, nous avons

K (gn)xk?=h (gn) (Gn)X;Xi = h (Gagn)x;xi ., h (@Yxxi =k (g)xk?:

Par le critére de convergence fortel.22, la suite ( (gn)X)n2n COnverge donc vers (g)x
dansH .

Montrons l'unicité d'une résolution spectrale deu. Si (P ) ,r est une résolution de
l'identité véri ant I'équation ( 14) pour tout f 2 C(Sp(u)), alors pour tout x 2 H , la
mesure de StieltjesdhP (x); xi est uniquement déterminée (par l'unicité dans le théoréme
de représentation de Rieszl.6). Or une mesure de Stielties détermine uniquement la
fonction F qui la dé nit, puisque F( )= ( 1 ; ]) pourtout 2 R. DonchP (x);Xi
est uniguement déterminé, et par l'identité de polarisation (4), les produits scalaires

P (x);yi = % P (x+y);x+yi h P (x);xi hP (y)yi
+ |§ P (x+iy);x+iyi h P (x);xi h P (y);yi

sont uniquement déterminés, donc la résolution de l'identé (P ) ,r est uniquement dé-
terminée, puisque le produit scalaire est non dégénéré.

Montrons I'existence d'une résolution spectrale deu. Pour tout 2 R, notons
la fonction caractéristique de lintervalle] 1 ; ] (qui est mesurable bornée), et posons
P = ( ). Remarquons que
= inff; g
vaut 0 (respectivementl) sur le compactSp(u) de R si  est assez petit (respec-
tivement assez grand),
converge simplement vers quand tend vers par valeurs supérieures,
les  sont réelles et uniformément bornées pat.
Puisque est un morphisme d'algébres dé& 1 Sp(u) dansL (H ) véri ant la propriété
de continuité (#), la famille (P ) ,r est donc une résolution de lidentité. Puisque le
support de x.x est contenu dansSp(u), nous avons
z
P (x);xi = dxx= xxd 1 ;1)
Sp(u)

pour tout x dans X . Par unicité, la mesure de StieltjesdhP (x);xi est donc égale a x.x .
Ceci montre en particulier que la mesure 4. est positive. La formule (14) dans la partie
A du theoreme 1.54 découle alors de la dé nition des mesuresy:.y .

Montrons l'assertion (iii). Si g est a valeurs réelles, puisque est un morphisme d‘al-
gébres involutives, nous avons (g) = (g) = (g), donc (g) est auto-adjoint. Si g
gst a valeurs positives, puisque x.x est une mesure positive, nous avonf (g)x;xi =
sp(u) 9 d x.x Opourtout x2 H , donc (g) est positive.

Montrons l'assertion (iv). Si v 2 L (H ) commute avecu, alors v commute avecP (u)
pour tout polynéme u, donc avecf (u) pour tout f 2 C(Sp(u)) par densité et par continuité
du calcul fonctionnel continu* . Par la propriété de continuité (#) (puisque toute fonction
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mesurable bornée est limite simple de fonctions continuesniformément bornées) et par la
continuité de v, pour tous lesg 2 L * (Sp(u)) et x 2 H , nous avons donc (g)(v(x)) =
v( (g)x), doncv commute avec (g).

Montrons la derniére assertion (v). Six 2 H est un vecteur propre deu associé a la
valeur propre , alors, par les propriétés du calcul fonctionnel continu, (f )(x) = f (u)(x) =
f ( )x pour tout f 2 C(Sp(u)). Comme toute fonction mesurable bornée est limite simple
de fonctions continues uniformément bornées, la propriétée continuité (#) implique que

(9)(x) = g( )x pour tout g2 L * (Sp(u)).
L'exercice suivant est a résoudre apres I'exercice récaplatif E.24.

Exercice E.20 SoientH un espace de Hilbert et 2 L (H ).

(1) Montrer que si u est inversible, alors il existe un unique couplév;w) d'éléments
deL (H ) tels quev soit unitaire, w positif etu=v w.

(2) Montrer que si u est auto-adjoint, alors il existe un couple(v;w) d'éléments de
L (H ) tels quev soit unitaire, w soit positif, u = v w et u;v et w commutent deux a
deux.

Ce couple (v;w) est appelé ladécomposition polairede u, si u est inversible, et une
décomposition polairede u, si u est auto-adjoint. Remarquons qu'il n'y a pas unicité en
général dans l'assertion (2), car I'opérateur nul est auto-adjoint, et s'écrit v 0 pour tout
opérateur unitaire v.

LorsqueH = C, tout opérateur linéaire inversibleu est la multiplication par un nombre
complexe non nulz, et v et w sont les multiplications par respectivement% = 92 et jzj.
SiH = C", le résultat (1) est déja connu : pour tout élémentM de GL,(C), il existe un
unigue couple(U;P) 2 U(n) Herm. (n) tel gque M = UP, ot U(n) est le groupe unitaire
de C" (des matricesU 2 GL,(C) telles queU = U ) et Herm, (n) est le sous-ensemble
de M (C) des matrices hermitiennes dé nies positives (les matriceP telles queP = P

et a valeurs propres strictement positives).

Mesures spectrales.

SoientH un espace de Hilbert etu 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint de H . Pour
tout x 2 H , il existe une et une seule mesure borélienne positive niex sur R de support
contenu dansSp(u) telle que, pour toute application mesurable bornéd : Sp(u) ! C,
nous ayons 7

b (u)x; xi = f()dx(): (15)
2Sp(u)

Elle est appelée lamesure spectralede x pour l'opérateur auto-adjoint u. L'unicité de
x découle de l'unicité dans le théoréme de représentation deiész 1.6. Pour I'existence,
il sut de remarquer que la mesure notée .x dans la démonstration du théorémel.54
convient. Si(P ) ,r est la résolution spectrale deau, alors comme vu dans la démonstration
ci-dessus, 4 est la mesure de Stieltjes de I'application 7! hP (x);xi : avec les notations

déja vues,
d x( )= dhP (x);xi :

Un vecteur x deH est dit cyclique (ou totalisateur) pour un opérateur linéaire continu
v 2 L (H) si le plus petit sous-espace vectoriel fermé de contenant lesv"(x) pour
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n 2 N est égal aH . Un opérateur linéaire continuv 2 L (H ) est dit (topologiguement)
irréductible siH n'admet pas de sous-espace vectoriel fermé di érent dédg et H invariant
par v. Siv est irréductible, alors v admet un vecteur cyclique : tout vecteur non nulx de
H est un vecteur cyclique pourv, car le plus petit sous-espace vectoriel fermé contenant
lesv"(x) pour n 2 N est non nul et invariant par v, par linéarité et continuité de v. Mais
la réciproque n'est pas vraie en général.

Exercice E.21 SoientH un espace de Hilbert séparable et2 L (H ) un opérateur auto-
adjoint. Montrer que H est somme directe orthogonale nie ou somme hilbertienne ahe
suite nie ou dénombrable (Hp)o nen (00 N 2 N[f +1g ) de sous-espaces vectoriels
fermés deH , invariants par u et admettant un vecteur cyclique pour la restriction deu.

Les propriétés fondamentales des mesures spectrales (ateur dé nition) sont résu-
mées dans le résultat suivant.

Proposition 1.55 SoientH un espace de Hilbertu 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint
deH ,x2 H et y la mesure spectrale de pour u.

(a) La masse totale de la mesure spectraley est kxk?.

(b) Pour toute application mesurable bornégy 2 L 1 (Sp(u)), la mesure spectrale g(u)x
de g(u)x pour u est absolument continue par rapport a la mesure spectrale deet
x-presque partout

d
QU)X _ ;2.
4, Cdt

(c) Si x est un vecteur cyclique pou, alors le support de la mesure spectraley est
égal au spectre dei.

(d) Si H est séparable, alors le spectre de est égal a I'adhérence de la réunion des
supports des mesures spectrales des élémentsHie

Démonstration. (a) Il sut de prendre la fonction constante égale a 1 dans I'équation
(15) dé nissant la mesure spectrale.

(b) Le calcul fonctionnel borné étant un morphisme d'algébes involutives, nous avons,
pour tout h 2 C(Sp(u)),
z
hd gux = thu)g(u)x; g(u)xi = hg(u) h(u)g(u)x;xi = Hghg)(u)x; Xi
Sp(u) 7 7

= ghgd 4 = hjgi?d x;
Sp(u) Sp(u)

ce gui montre le résultat, par I'unicité dans le théoréeme de eprésentation de RiesZl.6.
(c) Voir par exemple [Lev].
(d) Ceci découle de (c) et des exercices.21 et E.18 (3).
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1.8 Exercices récapitulatifs

Exercice E.22 Soient H un espace de Hilbert complexe, e et w deux éléments de
L (H ) tels quew v soit un opérateur compact. Montrer que

Spw) Vp(w)  Sp(v) :

Exercice E.23 Montrer que la composition de deux opérateurs a noyau de typelilbert-
Schmidt est encore un opérateur a noyau de type Hilbert-Schitt : avec les notations de
I'exemple (3) de la partie 1.4, montrer que si(X; A; ), (Y;B; ) et (Z;C;!) sont trois
espaces mesurés, et N 2 L2 (X;A:; ) (Y;B; ) etN®2 L2 (Y:B; ) (z:C:!),
alorsKy Kpyo= Kyooou

Z

N%x; z) = N(;y)NYy;z) d (y):
y2Y

Exercice E.24 Soit H un espace de Hilbert complexe.

(1) Pour tout opérateur continu positif u2 L (H ) et pour tout n 2 N f 0g, montrer
qu'il existe unpet un seulé)pérateur continu positifv 2 L (H ) tel que v" = u, que nous
noteronsv= "u (et v= " usin=2). Calculer le spectre de™ u en anction du spectre
de u. Montrer que " u est inversible siu l'est, et calculer l'inverse de ™ u en fonction de
l'inverse deu.

(2) Pour tout u 2 L (H ), montrer que pﬁ est l'unique opérateur continu positif
v2L (H) tel que kv(x)k = ku(x)k pour tout x 2 H .
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1.9 Correction des exercices

Correction de I'exercice E.1. Montrons que H est un espace de Hilbert.

D'aprés ce qui pré@de I'énoncé de l'exercicé] est un sous-espace vectoriel de l'es-
pace vectoriel produit =, Hn, et l'application h; iy :H H ! C est bien dé nie
(par une somme convergente). Pour toutn 2 N, l'application p, : H ! H, dé nie par
Pn (Xkkon = Xp est une application linéaire, et pour tous lesx et y dans H , nous
avonshx;yiy = onton(X); Pa(Y)in, . Puisqueh; iy, est une forme sesquilinéaire her-
mitienne, par passage a la limite des égalitédh; iy est aussi une forme sesquilinéaire
hermitienne. Puisque gu'une série convergente de termes gitifs ou nuls est positive ou
nulle, et est nulle si et seulement si chacun de ses termes @si, h; iy est dé nie positive.
Donc h; iy est un produit scalaire surH , dont la norme associée est

X 1
kxk = kxk? °
k2N

si X = (Xk)kan- En particulier, kpy(x)k = kxpk k xk, donc p, est 1-lipschitzienne, donc
continue.

Montrons que H est complet. Soit (X;)i2n une suite de Cauchy dansH , montrons
qu'elle converge. Pour toutn 2 N xé, puisque p, est 1-lipschitzienne, la suite pn(Xi) ;,
dansH , est de Cauchy dansH ,,, donc converge dandd ,, qui est complet, vers un élément
VYn 2 Hy. PosonsY = (yn)n2n €t montrons que la suite(X;)i2n converge versy . Pour tout

> 0, soit N 2 N tel que pour tous lesi;j N, nous ayonskX;  Xjky , C'est-a-dire

kon(Xi)  pa(Xpkg,  2: (16)
n2N

Pour tout i xé&, appliquons le théoréme de convergence dominé de Lebesga la mesure
de comptage surN et a la suite de fonctions(f;); n de N dansR dé nies par f; : n 7!
kpn(Xi)  Pn(Xj)K3 . qui converge simplement vers la fonctiom 7! kpn(Xi)  ynk3
guand | tend vers+1 . Nous avons donc, par passage a la limite dans I'équatiori),

X
kXi Yk?= kpn (Xi) YnkzrI 2:
n2N

Ceci montre que d'une partky ky + kX nky enprenanti = N dans la formule centrée
ci-dessus et par l'inégalité triangulaire, donc quey appartient bien a H ; et d'autre part,
quekX; Yky tend versOquandi tend vers+1 , donc que la suite(X;)i2n tend versY
dansH , ce qu'il fallait démontrer.

Montrons maintenant la seconde assertion. Pour toutn 2 N, soit D, une partie dé-
nombrable c@nse dandH ,,, que l'on peut supposer contenir0. Notons D I'ensemble des
élements de ~ ,\ Hn, dont la n-€me composante appartient €D, pour tout n, et n‘ayant
gu'un nombre ni de composantes non nulles. AlorsD est dénombrable (comme union
dénombrable de produits nis d'ensembles dénombrables),teontenu dansH . Montrons
gue D est dense dandd .

En eet, soient X = (Xp)n2an 2 H et > 0_Montrons qu'il existe y dans D tel que
kx yk ,cequiconclut. SoitN 2 N tel que 2 kxnk? 72 ce qui est possible par
sommabilité. Pour tout n 2 f0;:::;N 1g, soit y, 2 Dy tel que kx,  ynk P55 ce
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gui est possible par densité d,, dansH ,. Notons y I'élément de anm H, dont lesN

premiéres composantes sont lgg, pourn =0;:::;N 1, et dont les composantes suivantes
sont nulles, qui appartient bien aD. Alors
% 1 X1 1 2 2 1
kx yk= kxn  ynk®+ kxpk?2 2 0N p— + — °=
n=0 n=N 2N 2

Le résultat en découle.

Correction de l'exercice E.2. Pour tout x dans E, pour tout y dansF = E?, nous
avonshx;yi =0, doncE F?.

SiF? = E, alors E est fermé, car l'orthogonal d'un sous-espace vectoriel eghujours
fermé. Réciproguement, siE est fermé, alors par le corollairel.12 (1), F est un supplé-
mentaire de E, donc pour tout x dansH , nous pouvons écrirex = x%+ x%avecx®2 E
etx%2 F. Six 2 F?, alors 0 = hx;x% = kx°? . Donc x = x°2 E, et F* E. Comme
nous avions montré l'autre inclusion, il en découle qu&”’ = E, ce qu'il fallait démontrer.

Correction de l'exercice  E.3. |l est immédiat que E, est un sous-espace vectoriel de
H . Il est fermé comme intersection de fermés, car en notami, : H ! H, l'application
n-eme composante (voir la correction de l'exercic&.1),

\
E,=fx2H :8k2N f ng; p«(x)=0g= p, 1(f 0g)
k2Nf ng

et px est continue (car 1-lipschitzienne) pour tout k 2 N. De plus la restriction ppjg, :
En! H, estunisomorphisme linéaire (car clairement injectif et stjectif), et isométrique
(par dé nition de la norme de H ).

Il estimmédiat par dé nition du produit scalaire de H queE, et En, sont orthogonaux

1
sin & m. Pour tout x = (Xx)kan 2 H , soit N 2 N tel que ;le kxkk? 2 < | et soit

composantes sont nulles. Alory est un élément de la somme directe de&,, (car somme

nie d'éléments desE,). De plus kx yk = P ;:1,\, kxy k? 2 < . Donc la somme directe
desE, est dense dansH . Ceci montre queH est la somme hilbertienne de(En)n2n.
(Mais H n'est pas égale a la somme directe dds,, cette somme directe étant I'ensemble
des éléments déH dont toutes les composantes sauf un nombre ni sont nulles).

Correction de l'exercice  E.4. Rappelons gue si un isomorphisme linéaire d'un espace
vectoriel V dans lui-méme préserve une décompaosition en somme diredte= Vi Vh,
alors son inversev ! aussi : pour tout x 2 Vi, il existe y1 2 Vq;:::;yn 2 V, tels que
v ix)=y + + yn. Mais alorsv(yi) 2 Vi;:::;v(yn) 2 Vy et x = v(yy) + + v(Yn).
Par la propriété de somme directe, nous avons domng(y;) =0 sij 6 i, doncy; =0 carv
est injective, doncv 1(x) = y; appartient bien a E;.

Le résultat découle alors tout simplement du fait queu  idg estinversible (respective-
ment injectif et d'image dense) si et seulement gil;g, idg,; estinversible (respectivement

Correction de I'exercice  E.6. L'idée clef est d'utiliser les coordonnées hilbertiennege
qui est naturel vu I'énoncé, et d'appliquer moultes fois le héoréme de Parseval.l17.
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a) Unicité, existence et continuité deu.

Pour tout x dansH , nous noterons(xn)n2n les coordonnées hilbertiennes de dans
la base hilbertienne(e,)n2n. Par linéarité et Igontinuité, Si urbtel opérateur u existe, alors
pour tout x dansH , nous avonsu(x) = U( ,oNXn€) = 28 nXn€n, C€ qui montre
l'unicité. Remproquement pour tout x d%nsH pmsqueC est compach, il existe > 0Otel
quej nj pour tout n, etdonc lasérie ,nj nXnj2, majorée par 2, jXnj?, quiest
égal & 2kxk? par I'égalitéﬁle Parseval, converge. Par la partie réciproge du théoréme de
Parseval1.17, la sériey = | ,\ nXn€n converge donc dansd , et nous posonau(x) = y
Il est immédiat que u est linéaire, et quekuk (toujours par I'égalité de Parseval). Donc
u est continue, ce qui montre l'existence. [Une autre maniérde montrer |'existence est de
dé nir u sur I'espace vectoriel engendré par les, par linéarité, sa norme étant au plus
sur cet espace vectoriel, puis d'étendre a H tout entier par le théoreme de prolongement
A.1 (par uniforme continuité de u, complétude deH et densité deVectfe, : n 2 Ng).]

b) Calcul des valeurs propres et espaces propres de

Tout d'abord, pour tout n 2 N, nous avonsu(e,) = €, ete, 6 0. Donc , est une
valeur propre deu. Réciproquement, soit 2 C une valeur propre deu. Il existe donc x
appartenant aH , non nul, tel que u(x) = x . Par conséquent, par unicité des coordonnées
hilbertiennes, pour tout n 2 N, nous avons X, = X pn, égalité qui est équivalente &, =0
ou = ,.Or puisquex estnon nul, il existeng 2 N tel quexp, 6 0. Donc = ,. Donc
les valeurs propres sont exactement les, pourn 2 N :

Vp(w=f 5 : n2Ng:

Si  est une valeur propre, son espace propie , qui est par ce qui précéde I'ensemble
desx 2 H tels quex, =0 si , 6 ,estdonc l'adhérence du sous-espace vectoriel somme
directe desCe, pour lesn 2 N tels que , = (attention, si une in nité de , prennent
la valeur , cet espace propreE n'est pas la somme directe de ces droites, qui n'est pas
fermée, mais est la somme hilbertienne de ces droites).

¢) Calcul du spectre deu.

Comme le spectreSp(u) est fermé, et contientVp(u) qui est dense dan<C, nous avons
donc l'inclusionC ~ Sp(u). Pour montrer que cette inclusion est une égalité, soit 2 C C.
Comme C est compact, il existe > 0 tel que le disque de centre et de rayon > 0 soit
contenu dans le complémentaire d€. En particulier, j , i > 0 pour tout n 2 N.

Montrons queu id est surjectif. Ifour tout y dansH posolgsx. = yi (le dénomi-

nateur ne s'annule pas). Alors la série I2NJX,J majorée par-% I2Njy.1 qui est égal a

kyk par I'égalité ge Parseval, converge. Par la partie réciproge du théoréeme de Parseval

l 17 la sériex = |, Xn€n converge donc dandd . Par linéarité et continuité de u, nous
avons X X
ux) x = (n )Xn€n =  Yn&q =Y,
n2N n2N

ce qui montre la surjectivité.

Montrons que u id est injectif. D'une part, c'est immédiat car 2 Sp(u) implique
que =2 Vp(u). Ili;)autre part, pour tout x dansH , par I'égalité de Parseval, nous avons
ku(x) x k2= ,ni(n  )Xnji?  2kxk?, doncu(x) X ne s'annule que sk est nul,

ce qui montre d'une autre maniére l'injectivité.
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Doncu id est bijectif, et tout =2 C est une valeur réguliére deu. Ceci montre que

Sp(u) = C:

¢) Calcul du spectre résiduel dei.
Pour tout 2 C non valeur propre deu, montrons que l'image deu id est dense
dansH . Ceci montre que le spectre résiduel da est vide.

P
Méthode 1. Pour tout y dansH ettout >0, soit N tel que Pl 2 2 (ce

qui est possible par la convergence de la série jy;j? par I'égalité de P@rseval). Posons

Xi = .y—' pouri =0;:::;N (les dénominateurs ne s'annulent pas) ex = L xie. Alors

X X

ux) x = iXi€  Xig= yie:
i=0 i=0
PRt P +1 oo L .

Par I'égalité de Parseval, k(u(x) x) vyk = n=N4+1 JYil© 2 . Ceci montre que
Im(u id) est dense dandd , donc que

SPres(U) = ; ¢
Méthode 2. Pour tout n 2 N, puisque 6 , et u(e,) = n,e,, nous avonse, =
(u id) ne—” . Donc e, appartient a l'image | de u id pour tout n 2 N. Cette

image |, étant un sous-espace vectoriel dél , contient donc le sous-espace vectorieV
engendré par lese, pour n 2 N. PuisqueV est dense dand$d , par les propriétés des bases
hilbertiennes, limage| est dense aussi\{ | impligueH =V | H ,doncl =H
par sandwich).

Correction de l'exercice E.7. Pour tout x dansH , nous noterons(xn)n2n les coor-
données hilbertiennes de dans la base hilbertienne(en)n2n.

L'unicité gp u se montre comme dans l'exercic&.6. La série a termespdeux a deux
orthogonaux  ;, Xi€+1, dont la somme des carrés des normgs des termes esp jxij? =
kxk2, converge par le théoréme de Parseval.17. Donc u(x) = o\ Xi€+1 est bien dé nie
(par la réciproque du théoréme de Parseval.17), et clairement linéaire, et est isométrique :
ku(x)k = kxk pour tout x dansH . En particulier u est injective de normel, donc de rayon
spectral au plus1 (voir le théoréme 1.25(i)), et le spectre deu est contenu dans le disque
unité ferméD = fz2 C : jzj 1gdeC.

Comme u est injective, 0 n‘est pas valeur propre. Si 2 C f 0getu(x) = x, alors
par unicité des coordonnées hilbertiennesx ¢ = 0 et X j+1 = X; pour tout i 2 N. Ceci
implique par récurrence quex; = 0 pour tout i, doncx =0, et u n'a pas de valeur propre.

Soit 2 Ctelquej j < 1. Montrons queu id n'est pas d'image dense danbl . Ceci
montrera que le spectre résiduel contient le disque unité aert. Comme le spectre résiduel
est contenu dans le spectre, qui est fermé, ceci montrera li&e inclusion D Sp(u), et
donc que

Spu)= D:

Notons' :H ! Claforme linéairey 7! ;,\ 'yi, quiest bien déjie, car la suite des
coordonnées hilbertiennegy;)ion est bornée etj j < 1, donc la série ;,, 'yi converge.
Il est immédiat de voir que' est continue (les coordonnées hilbertiennes le sont et larg
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ionJ ji converge). Son noyau est un hyperplan vectoriel fermé. Morins que l'image
deu id est contenue dans ce noyau, qui n'est pas dense car fermé et aedimension
1, ce qui conclut. Soientx;y 2 H . Siy = u(x) x, alors, par unicité des coordonnées
hilbertiennes, nous avonsyg = X o (équation E 1) et yi:1 = Xi X j+1 (équation E;)
pour tout i 2 N. En multipliant par *1 I'équation I%, pour tout i 2 N[f 1g et en
ajoutant les n + 1 premiéres équations, nous obtenons (., 'y = n+lx,. Comme la
suite (Xj)ion €st bornée etj j < 1, par passage a la limite, nous obtenons qug appartient
au noyau de' , ce qui montre le résultat.

[Deux autres méthodes sont possibles :

(1) Soit j j < 1, supposons par l'absurde quém(u id) soit dense. Montrons que
v=u id est surjective. Pour touty 2 H , il existe une suite(Xx,)n2n dansH telle que
limpr v(Xn) = y. En particulier, la suite (v(Xn))n2n €st de Cauchy. Ceci implique que la
suite (Xn)n2n €st de Cauchy, car, l'opérateuru étant isométrique,

KV(Xn+p)  V(Xn)k = Ku(Xn+p Xn) (Xn+p  Xn)k (1 ] DKXp+p Xpk:

Donc par complétude, la suite(xn)n2n CONverge versx 2 H , et par continuité de v, nous
avonsv(x) = .

Mais on véri e facilement, par un argument de série géométrue de raison> 1, que e
n‘appartient pas a l'image deu id, ce qui est une contradiction.

(2) Sij j < 1, on peut exhiber un élément non nul dans l'orthogonal ddm(u id),
ce qui montre quelm(u id) est non dense (voir le corollairel.12 (2)).]

Pour obtenir que Sp(u) est exactement le disque unité ouvert, il reste a montrer que
sij j=1,alorsu id estd'image dense. Pour cela, par le corollairg.12 (2) (disant qu'un
sous-espace vectoriel d'un espace de Hilbert est dense ssetilement si son orthogonal est
nul), il sut de montrer que si y 2 H est orthogonal a I'image deu id, alorsy =0.

Soit doncy 2 H tel que pour tout i 2 N, le vecteury soit orthogonal au(g) e =
€+1 ei. En notant (yj)ion la suite des coordonnées hilbertiennes dg dans la base
hilbertienne donnée, nous avons donb = hy;e+1  €ii = Vis1 Y. Doncjyiplj = jYil.
Mais alors la convergence (assurée par le théoréme de Pael.17) de la série i2Njyij2
implique quey; =0 pour tout i 2 N, ce qui montre le résultat.

[Autre méthode pour montrer que Sp,es(U) est contenu dans le disque unité ouvert :

Puisque Vp(u) = ;, nous avons 2 Sps(U) si et seulement sim(u id)? 6 f0g. Or, si
x2im(u id)? f Og, alorshx;u(x) xi =0, donc kxk?= hx;u(x)i, d'ou par le cas
d'inégalité dans I'égalité de Cauchy-Schwarz (de nouveauyisqueVp(u) = ;)

j jkxk? = jh;u(x)ij < kxk?kuk =1 ;
et par conséquentj j < 1.]

Correction de I'exercice  E.12. Pour tout x dansH , nous noterons(xn)n2n les coor-
données hilbertiennes de dans la base hilbertienne(en)n2n.
a) Existence et norme deu. P
Considérons la série a termes deux a deux orthogonaux ;, 5r€+1. La somme des
carrés des normes de ses termes est, par le théoréeme de Paakévl7, égale a
X inj2 X 2 _ 2« 4
o (i+1)2 i2NJX|J kxk 1
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Donc par la partlge réciproque du théoréeme de Parseval.17, I'application u:H ! H
donnée parx 7! =, &+ est bien dé nie, et clairement linaire. Elle est de normel
(donc est continue), car nous venons de montrer quku(x)k k xk pour tout x dansH |,
et ku(eg)k = kerk = 1. L'unicité de u se montre comme dans |'exercice.6.

b) Montrons que l'opérateur u est compact.

Pour tout > O, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass et la complétude de |, il
sut de montrer que I'on peut recouvrir ('ladhérence de) u(By ) par un nombre ni de
boules fermées de rayon.

Soit N 2 N tel que ﬁ 5. Notons Fy le sous-espace vectoriel engendré par
€;:::;en. Remarquons que sk 2 By \ F,\?,, alors xp;:::;Xn =0, et donc
S iXnj? kxk? 1 2
ku(x)k? = Jn) :

N (n+1)2 (N+1)2 (N+1)2 2
Pour tout x 2 By , écrivonsx = x%+ x%avecx®2 Fy et x%%2 F . Remarquons que par le
théoréme de Pythagorekx% 1 et kx°k 1. Puisque Fy est de dimension nie etu est
continue, par le théoréme de Riesza)(Fy \ By ) est compact, donc peut étre recouvert par
des boulesB (yp; ;) de rayon ; en nombre ni. Puisque ku(x) u(x9k k u(x®k 5, et
par l'inégalité triangulaire, le sous-ensemblai(By ) est recouvert par les boules fermées
B(Yp; ) de rayon en nombre ni (donc son adhérence aussi). Le résultat en déate.

[Voici deux autres méthodes. =

(1) Une autre méthode consiste a considérer 'opérateun, : x 7! T, €1, qui
est linéaire, continu, de rang ni, et a montrer queku, uk tend vers0 quand n tend vers
+1.

(2) Encore une autre méthode est de montrer que gix,)non €St une suite dansBy ,
alors la suite (u(xn))n2n admet une sous-suite convergente. En e et, quitte a extraie
(par compacité faible), la suite (xn)n2n converge faiblement versx, et donc (Uu(Xn))n2n
converge faiblement versi(x). Par la proposition 1.22, il St alors de montrer Qe la suite
(ku(xn)K)n2n converge verku(x)k. Pour cela, écrirex, =,y ank & €tX = o\ ak &,
remarquer que

lim ank = lim MhXp e = K ek = ag
nl +1 ' nl +1

et appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue

¢) Calcul du spectre deu.

Il est immédiat que u est injective (siu(x) =0, alors ﬁxn =0 pour tout n 2 N par
unicité des coordonnées hilbertiennes, dong = 0). Donc 0 n'est pas valeur propre. Soit
2C f 0g. Pourtout x2 H ,siu(x)= x,alors xg=0 et ﬁxn = X n+1 pour tout
n 0. Donc puisque 6 O et par récurrence, nous avonx, = 0 pour tout n 2 N, et

x =0. Donc n'est pas valeur propre, et
Vp(u) = ; :

Comme le spectre d'un opérateur compacti en dimension in nie est égal afOg [ Vp(u),
nous avons donc

Sp(u) = f0g:

Nous avons en particulier construit un opérateur continu, @& spectre réduit a0, qui est non
nul (car de norme non nulle).
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d) Calcul du spectre résiduel deu.

Puisque Sp,es(U)  Sp(u), nous savons queSp,.s(u) est ou bien vide ou bien réduit &
f0g. L'image deu est contenue dans I'hyperplan fermé engendre pde; )N+ og (d'€quation
Xo = 0, c'est l'orthogonal de gp). Elle n'est donc pas dense, et comme@ n'est pas valeur
propre par ce qui précéde, nous avons

Spres(u) = f0g:

Correction de I'exercice E.13. Soitv2 L (H ) tel quev(e,) = ne, pourtout n 2 N,
qui existe par I'exerciceE.6. Pour tous lesx;y 2 H , de coordonnées hilbertienne$xy)nan
et (yn)n2n respectivement dans la base hilbertiennée,)non, NOus avons, par linéairité et
continuite,
X X X
hu(x); yi = Xi¥jhu(e); gi = Xi¥i ite;gi= XaV¥n n:
i:j 2N i:j 2N n2N

De méme,hx;v(y)i = P n2nXn¥n n. D'OU V= u par unicité de I'adjoint.

De plus, u est auto-adjoint si et seulement siu(x) = v(x) pour tout x dansH , donc
si et seulement siu(e,) = v(ey) pour tout n dansN (car (e,)n2n €St une base hilbertienne
et u;v sont linéaires et continues), donc si et seulement si, = , pour tout n dansN,
donc si et seulement si , est réel pour tout n dans N.

Pour montrer la derniére assertion, soit( ,)n2n UNe suite dense dan¥ , qui existe car
K est compact et non vide. Par I'exerciceE.6, le spectre de l'unique opérateuu 2 L (H )
tel que u(e,) = nhe, pourtout n 2 N vérie Spu)= f , : n2 Ng = K. Par ce qui
précede, puisqueK est contenu dansR, I'opérateur u est auto-adjoint.

Correction de l'exercice  E.14. Les mesures sous-entendues sont toujours les mesures
de Lebesgue.

(1) Notons N : [0;1]2 | R la fonction caractéristique du triangle f(x;y) 2 [0; 1]

y X0, qui est mesurable bornée, donc appartient & 2([0; 1]?). Par dé nition, 'opérateur
de Volterra V est l'opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyauN . Donc par I'exemple (3)
de la partie 1.4, I'opérateur V est bien dé ni, continu et compact.

(2) Pour montrer que le spectre deV est réduit a fOg, il sut de montrer par la
proposition 1.36 (5) (puisque H est de dimension in nie) queV n'a pas de valeur propre
non nulle.

Soientdonc 2 C f Ogetf 2H f Ogtels quer = f . Quitte a modier f sur
un ensemble de mesure nulle, nous avons dorft (x) = f(t)dt pour tout x 2 [0;1].
En particulier, pour tous les x et y dans [0; 1] tels quex Y, i [xy] est la fonction
caractéristique de l'intervalle [x;y], nous avons, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
. Zy zZ, 1 2y 121
— f(t)dt f(t)d — jf (Hjdt= — ey (DIf ()] dt

] 20 Z ] x JJ o
1 1 1=2 1p_
_j [Xy](t) dt jf ()% dt = J_ y Xxkfky: @

fy) f(x)j=

—

[S—

R,
Donc f est continue. L'application g : x 7! f (x) dx est donc dérivable, et véri e I'équa-
tion di érentielle linéaire du premier ordre go- 1 g, avec condition initiale g(0) = 0. Donc
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g est nulle et puisquegqx) = f (x) pour tout x dans[0; 1], I'application f est aussi nulle.
Le noyau deV id est donc réduit a0, donc n'est pas valeur propre.

(3) Puisque V est un opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyau la fonctio caracté-
ristiqgue N = ¢(y.y)21012 :y xg» SON adjoint VvV est 'opérateur de type Hilbert-Schmidt de
noyau N :(x;y) 7! N(y;x), c'est-a-dire la fonction caractéristique ¢ (y.y)2j0112:y xg -

Z,
VvV f:ix7! f (1) dt:

X

(4) Nous avons, en notant | la fonction caractéristique d'un intervalle I,
2,72,
V Vi(x)= . f(t) u(t) xa(u)dtdu:

La fonction g : [0;1]7 ! C dé nie par (t;u) 7! f(t) [ou(t) 1j(u) estL?, car kgko
kf ko. Donc par le théoréme de Fubini,
Z, Z, Z,
V VI(x)= f (1) ou](t) 1(u) dudt = f(t) 1 maxfx;tg dt:
0 0 0

Ceci donne I'expression
Z, Zy Z,
V VI(x) = f()ydt x  f(t)dt tf (t) dt (18)
0 0 X
cherchée pourv Vf(x).
[UneRautre méthode pour établir cette formule est la suivarg. CommeV Vf(x) =
Xl 1 g'f (t) dt dy, une intégration par partie (en utilisant le théoréme de déivation
de Lebesgue qu'une fonctiori.® est presque partout la dérivée de son intégrale et puisque
L2([0;1]) L([0;1])) donne I'expression cherchée pouy V f(x).]

CommeV V est auto-adjoint positif, ses valeurs propres sont forcénmt réelles et po-
sitives ou nulles.
Soientp 2 [0;+1 [etf 2H f OgtelsqueV Vf = f .Si =0, comme l'application

g:x 7! (;(f(t)dt est continu?:2 carjg(x) a(y)j i xj kf k, comme vu dans la

formule (17), I'application x 7! Xl g(t)dt est dérivable, et comme elle est nulle, sa dérivée
l'est aussi. Doncg est l'application nulle. Mais puisquef 2 L([0;1]), 'application g est
dérivable presque partout, de dérivée presque partout égalaf (en utilisant le théoreme de
dérivation de Lebesgue qu'une fonctiorL! est presque partout la dérivée de son intégrale).
Donc f est presque partout nulle. Ceci montre qued n'est pas une valeur propre dev/ V.

[Une autre méthode pour montrer queO n'est pas une valeur propre deV V est la
suivante. Soitf 2 H tel queV Vf =0. Alors kVfkZ = f;V Vfi, =0, doncVf =0
presque partout. D'ou pour presque toutx 2 [0;1], nous avonsh;V Vfi, = 0. Comme
I'application de [0; 1]dansH dé nie par x 7! [o.] €st continue, nous avonsf; [.4ji2 =0
pour tout x 2 [0;1]. Donc par di érence, H; [.,ji2 =0 pour tous lesx;y 2 [0;1]. Donc
par sommation, if; gi, = 0 pour toute fonction étagéeg. Par densité des fonctions étagées
dansH , nous avons dondt;f i, =0, doncf =0 presque partout. |
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Si est non nul, un raisonnement analogue a celui utilisé pour natrer la formule (17)
(en écrivant, siy X,

. .1 1 ‘ y o oo 1p_—

jily) f(x)j= j—jJV VEi(y) V VI(X)] 3 jo(t)j dt R kgkz )

X

montre que f est continue, donc par itération quef est de classeC! . En dérivant deux
fois I'équation V Vf = =) Rou V V est donné par la formule (8) (ou tout simplement
par la formule V Vf = ! (;‘f (t) dt du), on obtient que f véri e I'équation di érentielle

X
linéaire du second ordre a coe cients constants

f o= f:

Donc il existe des nombres complexes et b non tous deux nuls tels quef (t) = acosel= +

bsine=. En écrivant que f (x) = Xl g’f (t) dt dy pour tout x dans [0; 1], on obtient
fq0) = 0 et f(1) = 0. Donc b = 0 et cospk = 0, c'est-a-dire que s est de la forme
(k + %) pour k 2 Z, donck 2 N. En posant, pour tout k 2 N,

g 1 t7! pEcos (k + %)t :

la suite (ex)kon €st une suite d'éléments deH unitaires et deux a deux orthogonaux
(ce que l'on peut déduire du fait que deux espaces propres dalgurs propres distinctes
d'un opérateur auto-adjoint sont orthogonaux), vecteurs popres deV V pour les valeurs

propres W qui sont de multiplicité 1, par la résolution ci-dessus. Puisqued est
2

séparable, puisque tout opérateur auto-adjoint compact ded est diagonalisable en base
hilbertienne, et puisque les seules valeurs propres sonslﬁ:%l)z—z, gui sont de multiplicité
1, la suite (e)k2n €st une base hilbertienne déd .

[Une autre maniére de montrer quévectfex : k 2 Ng est dense est la suivante. Notons
T l'opérateur linéaire continu de L2([0; 1]) dé ni en posant, pour tous lesf 2 L?([0; 1]) et

t 2 [0; 1],
Tf(t):‘pl_éf(t)eit=2+f(l t)eit:z

Cet opérateur est bien continu car clairementkTf k P 2 kf k pour tout f 2 L2([0; 1]).
Posons , :t 7! €@ et rappelons que( n)n2z est, & un multiple constant prés, une base
hilbertienne de L2([0; 1]) par les propriétés des séries de Fourier. On véri e qu€( n) = e
sin2 NetT(n)= € @ny SiN2 Zetn< 0. OrT est surjective, car pour tout
g2 L%([0;1]), sif :t 7! pl—é gt)e "2+ g1 t)e @ Y2 alors on vérie que Tf = g.
Donc, par continuité de T,

L2([0;1]) = T(L2([0;1])) = T(Vectf , : n2 Zg) T(Vectf , : n2 Zg)
= VectfT(n) : N2 Zg= Vectfeg : k2 Ng:]

(5) La plus grande valeur propre deV V est4= 2 (obtenue pourk = 0). PuisqueV V
est auto-adjoint, sa norme est égale a son rayon spectral, do a sa plus grande valeur
propre puisqu'il est compact (car étre compact est stable pacomposition (a droite et) a
gauche par une application linéaire continue) et positif. Dol

kV Vk= izs
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PuisquekV Vk = kVk? (par la propriété d'algébre stellaire démontrée dans la prposition

1.37), nous avons donc

kVk = g:

(6) Soient 2 C f Ogetf;g 2 H telsqueg= Ry( )f. Alors (V id)g= f, donc
Z X

. g(tydt g (1) = f(x)

pour presque toutx 2 [0; 1]. Supposons tout d'apord quef estC! . Alors (quitte & modi er
g presque nulle part), l'application g : x 7! % (;(g(t) dt f(x) est continue, doncC!
en itérant. Par conséquent,g véri e I'équation di érentielle g(x) gqx) = fqx) et la
condition initiale g(0) = 1f (0). En posanth:x 7! e ig(x) 2 H , l'application h vérie

I'équation di érentielle hqx)= e *f qx) et la condition initiale h(0) = g(0). Donc
Z, 1
h(x)= = e “f(t)dt Ze “f(x)
0
et Z,
g(x) = ize1 e “f)dt 1f(x):
0

Par densité des fonctionsC! dans L2([0; 1]), nous avons donc
Z X

Ry( )f :x 7! iz et dt Sf (x)
0

pourtout 2C f Ogetf 2 H .
(7) Soient
Ar=fy)2[ LAP @ jyi xg et A =f(qy)2[ L1P @ jyj  xg

(respectivement les parties de droite et de gauche du desslrachuré ci-dessous) eNg =
A A ou g estla fonction caractéristigue d'un sous-ensemblB du plan réel.

Il est immédiat que Vy est l'opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyauNg sur H . En
particulier, Vp est un opérateur (linéaire continu) compact deH ¢.

[Autre méthode : Soient' 1 :Hg! H et',:H ! Hg dénies respectivement par
f7ix7f(x)+ f( x)get

n n - o]
f (x) six O
| |
f 7 x7! f( x) six<O0
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Alors ' 1;' » sont bien dé nies, linéaires, continues (de norme au plug) et Vo= "> V ' 1.
Donc Vg est un opérateur compact, carV l'est par (1) et étre un opérateur compact est
stable par précomposition et postcomposition par un opéragur linéaire continu.]

(8) Pour tout f 2 Hg, d'une part Vpf est une fonction impaire, et d'autre part, sif
est impaire, alors par symétrie du domaine d'intégration,Vof est nulle. DoncVy Vp est
l'opérateur nul. Par la formule du rayon spectral deV; (voir le théoréme 1.25 (iii)), nous
avons donc (V) = 0. D'ou, puisque le spectre déVy est non vide (carH o 6 f0g),

Sp(Vo) = f0g:

On peut aussi utiliser le fait que Sp(Vp) = fOg[ Vp(Vo) (par la question (6), car H ¢ est
de dimension in nie) et que si 2 Vp(Vo), alors 22 Vp(V§), donc =0 carVy Vo =0.

(9) Rappelons que le produit scalaire de l'espace de Hilbempproduit H H est
1
hg1; h1); (g2; ha)i = hgy; gpi + Mhy; hai, de norme associé&(g; h)k = kgk? + khk? 2.
L'application  est clairement linéaire. Pour toutf 2 H g, nous avons
141 141
K (f)k? = Kfasymk® + kfgymk? = = jf(t) f( ©)j2dt+ = ji(t)+ f( t)j?dt
2 o 2 o
z 1 z 1 Z 1
= jf@j?dt+  jf( t)j2dt=  jf(t)j*dt= kfk?:
0 0 1

Donc est isométrique, et on véri e que I'application

n ( pl—ég(t)+h(t) sit 0 O

. | |
@77 oh( ) g © sinon
est un inverse de . Ceci montre que est un isomorphisme linéaire isométrique.
Pour tout (g;h) 2 H H , l'application f = V 1(g;h) 2 H o est impaire et pour
tout x 2 [0; 1],

ZX ZX 1 ZO 1
f(x) = Y(g;h)(t) dt = B3 g+ h() di+  psh( D g b d
XZX X
:pé h(t) dt:
0
p_

Donc fasym = 2f =2Vhetfgm=0.Dou Vo (g;h) = (2V h;0).

Par conséquent, I'opérateur linéaire continu ! de l'espace de HilbertH H
est nul sur le premier facteur, et envoie le second facteur sle premier par 2 fois I'opérateur
V : sa matrice par blocs dans la décompositioi H est

0 2v
0 O

Sa norme d'opérateur est2kV k. Puisque est un isomorphisme linéaire isométrique, et
par la question (5), nous avons donc

kKVok=k Ik=2kVk= ﬂ:
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Correction de I'exercice  E.16. Siu est unitaire, alors par la propriété d'algebre stellaire,
nous avonskuk? = ku uk = kidk = 1, donc kuk = 1. Puisqueu est inversible etu = u ,
nous avons aussku 'k = ku k = kuk = 1. Donc par la proposition 1.43 les spectres de
u et de u ! sont contenus dans le disque unité ferméz 2 C : jzj 1g. Or puisque u
est inversible, nous avonsSp(u 1) = Sp(u) 1. Donc Sp(u) est contenu dans le cercle unité
fz2C :jzj=1g.

Correction de l'exercice E.17. (1) Si Sp(u) = fag, alorsa 2 R car le spectre d'un opé-
rateur auto-adjoint est réel, etH 6 f0g car Sp(u) 6 ;. De plus, l'application polynomiale
f :x 7! x aestlapplication nulle sur Sp(u), doncf (u) = u aid est l'opérateur nul, ce
gui montre le résultat.

La réciproque a déja été vue dans la partid..3.

(2) Supposons que le spectr8p(u) deu 2 L (H ) contienne exactement deux points.
En particulier, il est non vide, donc H 6 f0g. Puisque Sp(au + bid) = aSp@u) + b
si(a;b 2 R R par les remarques (5) et (6) de la partiel.3, qui sont des cas trés
particuliers du théoreme1.45(ii), nous pouvons supposer qué&p(u) = f0; 1g. L'application
polynomialef : x 7! x> x est alors l'application nulle sur Sp(u), doncf (u) = u?> u est
l'opérateur nul, ce qui montre le résultat par la proposition 1.50, car u est auto-adjoint (et
non nul, car de spectre non réduit & Og, et non l'identité, car de spectre non réduit af 1g).

Réciproguement, siu = aP + bid ou P est un projecteur orthogonal deH di érent de
O ouid (ce qui en fait implique queH & f0g), puisque Sp(au + bid) = aSp(u) + b, nous
pouvons supposer, quitte a remplaceu par %(u bid), qui est auto-adjoint car a et b sont
réels, que(a;b) = (1;0). Soitf : x 7! x> x, alorsf (u) =0, doncf (Sp(u)) = Sp(f (u)) =
f0g, donc Sp(u) est contenu dansfO;1g. Puisque u 6 0;id et u est auto-adjoint, ceci
implique par l'assertion (1) que Sp(u) (non vide carH 6 f0g) est égal af 0; 1g.

(3) Soit xg 2 C. L'application f valant l'identité sur C et xq ailleurs est continue
sur Sp(u) (car les composantes connexes sont fermées par le théorene ldrbre et de
I'écorce, donc de complémentaires ouverts). L'opératedr(u) commute avecu (car l'algébre
C Sp(u) estcommutative), et son spectre est I'image paf du spectre deu par le théoréme
1.45 (ii), c'est-a-dire C.

Correction de I'exercice ~ E.18. (1) L'application f : x 7! ;X est dé nie et continue

sur Sp(v), car 2 Sp(v). Le calcul fonctionnel continu étant isométrique, nous avas

kf (k= sup |f(2)j:
z2Sp(v)

Le résultat en découle.

(2) Soit a 0 tel que kupk a pour tout indice n. Pour tout x 2 H , notons
Xn quprojection orthogonal'g dex sur H,, de sorte que, par le théoréme de Parseval,

X = 5 nen Xn €UIKE = 0 oy kxnk®. Siu existe, alors, par linéarité et continuité,
nous ay_pnsu(x) = o nen Un(Xn) pour tout x 2 H , ce qui montre l'unicité. Posons
U(X) = nen Un(Xn), qui existe, par la partie réciproque du théoreme de Parselacar

X
kun (Xn)K? a’kxnk? = a%kxk? :
0 n<N 0 n<N
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Ceci montre aussiquau : H ! H , qui est clairement linéaire et de restriction aH ,, égale
a up, est continu (de norme au plusa).

Siv2 L (H) estlunique opérateur continu tel quevjy, = un pour tout indice n,
alors il est immédiat queu = v. En e et, pour tous les x;y 2 H , nous avons

- X - X - X - X -
hu(x);yi = hui(xi);yii = hui(Xi);yii = lup(Xn);yni = Mnjun (Yn)i
i;j irj n n

hx; v(y)i :

(3) Notons up = ujy, . Il est immédiat que Sp(u,) est contenu dansSp(u), et comme
Sp(u) est fermé, il contient I'adhérence de la réunion deSp(u,). Réciproquement, soit
n‘appartenant pas a cette adhérence. Il existe donc> 0 tel que pour tout indice n, nous

ayonsd(; Sp(u,)) r. Par la question (1), nous avons dond(up id) 1k % pour
tout indice n. Par la question (2), il existe donc un opérateur continuu® de H dont la
restriction a H, est égal a(un id) 1. L'opérateur u®est donc l'inverse deu id, et

n‘appartient pas a Sp(u).

Correction de l'exercice  E.19. (1) Nous pouvons supposer quél est de dimension
in nie, sinon le résultat est immédiat. En particulier, 0 appartient au spectre deu. Puisque
le sous-ensembl& (H ) des opérateurs compacts del est une sous-algebre (non unifere)
deL (H ) (voir la proposition 1.33), pour tout polyndéme P tel que P(0) = 0, l'opérateur
P (u) est compact (attention, l'identité n'est pas un opérateur @mpact, c'est pour cela qu'il
faut enlever les polynémes constants). Tout élément 2 C(Sp(u)) tel que f (0) = 0 est
limite uniforme sur Sp(u) d'une suite (Pn)n2n de polyndmes tels qud®,(0) =0 (si (Qn)n2n
converge uniformément verd sur Sp(u), alors P, = Q,  Qn(0) convient). Par continuité
du calcul fonctionnel continu, l'opérateur f (u) est donc limite des opérateurs compacts
Pn(u). PuisqueK (H ) est fermé (voir la proposition 1.33), le résultat en découle.

(2) Puisque u est auto-adjoint compact, par le théoréemel.41, I'espace de HilbertH
est la somme hilbertienne de€ pour 2 §p(u) (remarquer que Sp(u) est ( ni ou) dé-

nombrable). Pour tout x 2 H , écrivonsx = 25p(u) X oux = p (x), ladécompaosition
de x dans cette somme hilbertienne. Puisque est continue et vaut id sur E , nous avons
donc, pour toutx 2 H , X
u(x) = X
2Sp(u)

C'est exactement ce qu'il fallait démontrer.

(3) Notons que la somme ci-dessus est in nie $p(u) est in nie. Par linéarité et conti-
nuité, pour tous lesP 2 C[X] et x 2 H , il découle de la formule centrée ci-dessus que

X
P(u)(x) = P( )X
2Sp(u)

Par le théoreme de Stone-Weierstrass, so{tPn)n2n UNe suite d'applications polynomiales
convergeant uniformément sur le compactSp(u) vers l'application continue f. Puisque
f(0) =0, pour tout > O, il existe > O tel Qe pour tous lesn 2 Net 2 Sp(u) tels que
j i< ,nousavonsjP,( )j< .Donc la série 25p(u P( ) x dont les termes sont deux

a deux orthogonaux converge par Parseval (et puisque 25p(u) kx k2 converge verskxk?)
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P
vers g5 f( )X quandn! +1 . Parla continuité du calcul fonctionnel continu et
de I'évaluation en un vecteurx xé des éléments deL (H ), nous avons donc, pour tout
Xx2H s X
f(u)(x) = f()x ;

2Sp(u)
ce qui montre le résultat.

Correction de l'exercice E.20. (1) Siu = vw ou v est unitaire et w positif (donc
auto-adjoint), alors u u = w v vw = w?. Donc w est un opérateur positif, dont le carré
est égal a I'opérﬁlteur auto-adjoint positifu u. Par unicité (voir l'exercice E.24 (2)), nous
avons doncw = U u, qui est Hniquement déterminé en fonction deau. Si u est inversible,
alorsw aussi etv=uw ! = u( u u) ! estaussiuniquement déterminé en fonction de.
Ceci montre l'unicité dans la question (1). D

Montrons I'existence. Par I'exerciceE.24 (1), soit w = = u u l'unique opérateryr positif,
dont le carré est égal a 'opérateur auto-adjoint positifu u, et soitv=uw 1= u( uu) L.
Alors p__ p__
w =uC uu) Cuu) 'u=uuu u =uu *(u) u =id

et de méme
vv=Com oo t=Pon FPonzlu) t=id

Donc v est unitaire et vw = u.

(2 Soitf : 7! =jjsi 60etf(0)=1.Soitg: 7!j j. Alors f et g sont
des fonctions mesurables bornées d&p(u) dans C, telles queg est positive, f ne s'annule
pas etfl = f, et (fg)(z) = z pour tout z 2 Sp(u). Puisque u est auto-adjoint, et par le
calcul fonctionnel borné (qui est un morphisme d'algébresniolutives envoyant fonctions
positives sur opérateurs positifs), siv = f (u) et w = g(u), alors v est unitaire, w est
positif, et u = vw. Le fait que u;v;w commutent deux a deux vient du fait que le calcul
fonctionnel borné est un morphisme d'algébres, que l'algéb des fonctions mesurables
bornées surSp(u) est commutative, donc son image aussi, et que = id( u);v et w sont
dans l'image.

Correction de l'exercice  E.21. Soit (Xn)n2n Une suite dense dansl . NotonsH g le plus
petit sous-espace vectoriel fermé contenant las(xo) pour k 2 N (par convention u® = id ).
Il estinvariant par u, et xg est un vecteur cyclique pour la restriction deu aH g. Soitn 2 N,
supposonsH g;:::;H construits, deux a deux orthogonaux, invariants paru, contenant
chacun un vecteur cyclique, et dont la sommé = Hg + + H, contient Xg;:::;Xn. Si
E = H , alors posonsN = n+1, et la suite (Hn)o n<ny  cONvient. Sinon, l'orthogonal E?
de E dansH est non nul et invariant par u, car u est auto-adjoint et préserveE. Notons
m, n+1 laborne inférieure des entiersn 2 N tels que la projection orthogonalex?, de
Xm sur E? soit non nulle. Notons H .1 le plus petit sous-espace vectoriel fermé dg”?

hilbertienne de (H »)n2n, Car cette somme contient la suite(Xn)n2n, qui est dense dans
H .
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Correction de l'exercice E.22. Pourtout 2 C, posonsw = w idetv =v id,
de sorte quew v est un opérateur compact. Soit une valeur spectrale dewv qui n'est
pas une valeur propre dew. Supposons par l'absurde que n'est pas une valeur spectrale
dev. Alors v est inversible, donc

1

W =V id+v (w v)

Commew Vv estcompact, l'opérateuru= v * (w v ) estaussi compact. Les valeurs
spectrales non nulles d'un opérateur compact étant des vales propres, ou bien 1 est une
valeur propre deu, ou bienid+ u est inversible. Dans le premier casw = v  (id+ u)
n'est pas injectif, dans le second casy = v  (id+ u) est inversible. Ceci contredit les
hypothéses sur .

Correction de l'exercice E.24. (1) Puique H est un espace de Hilbert complexe,
l'opérateur positif u est auto-adjoint. De plus, son spectre est contenu danf0;+1 [.
L'application f : Sp(u) ! C dé nie par x 7! QY est donc bien dé nie et continue. Le
calcul fonctionnel continu étant un morphisme d'algébres,l'opérateur v = f (u) vérie
vl = f"(u) = id( u) = u. De plus, par le théoreme spectral, son spectre, qui est égal
f (Sp(u)), est contenu dans[0;+1 [. Commev = f (u) est auto-adjoint (f est a valeurs
réelles), lI'opérateurv est donc positif. Nous avons vu que

spPw = " Sp) -

Si w est un autre opérateur positif (donc auto-adjoint) tel que w" = u, soit Ay la
sous-algebre stellaire de. (H ) engendrée parw. Le calcul fonctionnel continu dit que
l'application f_7! f (VY) est un isomorphisme d'algébres involutives d€ (Sp(w)) dans A,,.
Commev = "u = " w", l'opérateur v appartient a A,,. Comme une fonction positive
continue sur Sp(w) = " Sp(u) = Sp(v) admet une unique racinen-éme positive, nous
avons doncv = Vé

Ip'opérat%ug est inversible si et seulement si0 n'appartient pas a son spectre
Sp("u) = Sp(u), donc si et seulement si0 n'%opartiﬁnt_pas au spectre Sp(u) de u,
donc si et seulement su est inversible. Commel=" x = " 1=x pour tout x 2 [0;+1 [, et

puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme d'gébres, nous avons donc
EG 1o d ul:

(2) L'o ériteur u u est positif, car hu u(x);xi = hu(x);u(x)i 0 pour tout x 2 H .
Doncv = u u est bien dé ni par (1), et est un opérateur positif (donc autc-adjoint) tel
que

kv(x)k? = hv(x); v(x)i = Wv2(x);xi = hu u(x);xi = hu(x); u(x)i = ku(x)k? :

Réciproquement, siv est un opérateur positif tel quekv(x)k = ku(x)k pour tout x 2 H ,
alors v est auto-adjoint et

hv2(x); xi = hv(x); v(x)i = kv(x)k? = ku(x)k? = hu(x); u(x)i = hu u(x);xi

pour tout x 2 H . Donc hv3(x);yi = hu u(x);yi pour tous lesx ety dansH (par l'identité
de polarisation). D'ol v est un opérateur positif tel quev® = u u, ce qui montre le résultat,
par l'unicité dans la question (1).
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2 De quelques themes d'analyse harmonique

L'opérateur laplacien = P L % et ses variantes interviennent dans de nombreux
domaines en mathématique et en ph)}sique : théorie du poterti (analyse harmonique et
sous-harmonigue), géométrie riemannienne (spectre du llzien), processus stochastique
(mouvement brownien), théorie de la di usion (équation de k chaleur), dynamique des
uides (équation de Navier'*-Stokes'? pour les ots incompressibles), électromagnétisme
(équation des ondes).

Les références particulierement recommandées pour ce clite@ sont [ , , Far].

2.1 L'espace vectoriel des fonctions harmoniques planes

Nous identions R? dont un point générique est noté(x;y) avec C dont un point
générique est noté&, par l'application (x;y) 7! z= x+iy. Nous notons g, et gyles dérivées
par rapport a la premiére coordonnée et & la seconde coordogm dansR? respectivement,
ainsi que

1 : -1 .
@= - @ |@ et @= = @+|@ :
2 @x @y 2 @x @y
L'opérateur laplacien (de l'espace euclidien de dimensior2), agissant sur les fonctions
complexes (a priori deux fois di érentiables) dé nies sur wn ouvert de C, est

@ @ -

——+ —S=4@=-40@Q@ ;

@% @Y
comme le montrent immédiatement un petit calcul et le lemme @ Schwarz (de commutation
de gx et % . Il est linéaire et la premiére formule montre qu'il envoietoute fonction réelle
(deux fois di érentiable) sur une fonction réelle.

Une fonction harmonigue est une application deux fois di érentiablef : ! C, ou
est un ouvert deC, telle que
f=0:

Cette équation s'appelle léquation de Laplacé? dans

Exemples. (1) Toute fonction holomorphe est harmonique, car une apptiation holo-
morphe est deux fois di érentiable, et si@f= 0, alors @@f= 0. Par contre, I'application
z 7! Rez de C dans C est harmonique, mais n'est pas holomorphe.

(2) Une application d'un ouvert de C dans C est harmonique si et seulement si sa
partie réelle et sa partie imaginaire le sont.

L'ensemble Harm() des fonctions harmoniques de dans C est un sous-espace vec-
toriel de l'espace vectoriel complexe des applications de dans C, stable par conjugaison
et par passage aux parties réelles et imaginaires.

Navier Stokes  Laplace Poisson Lebesgue
14, (1785-1836) (1819-1903) (1749-1827)(1781-1840) (1875-1941)

85



Le produit des applications harmoniquesz 7! z et z 7! Z est l'application non harmo-
nique z 7! j zj® (car @@zz) = @= 1).

(3) Soient U et V deux ouverts deC, f : U! V une fonction holomorpheeth:V ! C
une application de classeC?. Alors

(h f)=( h) fjf9?:
En e et, puisque @ = 61‘: 0, nous avons

@@ f)= @@h f@f+ @h f@ = @@h ff° =@@h f f°
= @h f @f+ @@hf @ f°= @@hf fof0:

En particulier, si f est holomorphe et sih est harmonique, alors leur application composée
h f est harmonique.

Par contre, la composée des deux fonctions harmoniques/’! Rez deC iR dansC
etz 7! Injzj deC dansC est I'application non harmoniquez 7! InjRezj (car localement

@njzj= 3@nz+Inz)=0 et (In jRezj)= @@;Injxj = L 60).

2.2 Noyau et intégrale de Poisson *? sur le cercle

Le but de cette partie est d'étudier I'espace des fonctions drmoniques dé nies sur le
disque unité ouvert du plan.

NotonsD = fz 2 C : jzj < 1g le disque unité ouvert,D=fz2 C : jzj 1g le disque
unité fermé etS; = @ = @ = fz2 C : jzj = 1g le cercle unité deC.

La mesure de Lebesgue 2 sur le cercle unité.

La mesure de Lebesgue sur S; est I'uniqgue mesure borélienne positive de masse totale
2 , invariante par les rotations. Si  est la mesure de Lebesgue siRetsip:[0;2 [! S
est l'application 7! € ,alors = p estla mesure image de (la restriction 0;2 [ de)

par p, c'est-a-dire que pour tout borélienA du cercle, (A) = (p %(A)). De maniére

équivalente, est l'uniqgue mesure borélienne positive de masse totale sur le cercle telle
gue, pour toute fonction continuef : S; ! C, en notant de maniére usuelled = d ( ),

z Z,

f()d ()= f(e)d:
25 0

Bien sdr, par invariance par translations de , nous pouvons remplacer l'intervalle[0; 2 ]
par n'importe quel intervalle de longueur2 . De plus,f est intégrable pour (c'est-a-dire
appartient a L1(S;; ;C)) si et seulement si 'application 7! f (€ ) est intégrable pour la
mesure de Lebesgue syp; 2 ] (c'est-a-dire appartient aL([0;2 ]; ;C)), et alors I'égalité
précédente est encore Vvéri ée.

Rappelons qu'unautomorphisme conforme(ou biholomorphismé d'un ouvert de C
est une bijection de dans , holomorphe et d'inverse holomorphe. Muni de la compositio
des applications, I'ensembleAut() des automorphismes conformes de est un groupe.
Rappelons (voir par exemple [ , chap. 12]) que I'ensembléAut( D) des automorphismes
conformes du disque ouverD est I'ensemble des applications

a
1 az

a:z7 €
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ot 2R=2 Zeta2D.

Il est facile de voir que cette application ., est holomorphe suD, et méme holomorphe
sur le disque ouvert strictement plus grandfz 2 C : jzj < ég Elle préserve le disque
ouvert unité D et le cercle unitéS; car le réel

z a2 _jz? 2Re(za)+ ja?
1 az 1 2Re@2)+ jaj?jz?

est égal al (respectivement est strictement inférieur al) sijzj = 1 (respectivementjzj < 1).
Elle est bijective deD dansD, d'inverse

z+ ad

i )
l+aei z’

ae -WT7le
Elle envoie le pointa sur le point 0. En particulier, les automorphismes conformes d®
xant 0 sont exactement les rotations .o:z7! € z.

La mesure de Lebesgue sur S; est invariante par les rotations, mais elle n'est pas
invariante par tous les automorphismes conformes d®. En e et, par le théoreme de
changement de variable et le fait que le jacobie_hr’ d'une fonction holomorphe soit le module
de sa dérivée complexe, en posaet® = ., (e'), nous avons, pour toutf 2 C(S;;C),

Z, Z,
f (%) ds= fooa(eh) 9,(€") dt: (19)
0 0

Pour tout 2 S, le jacobien en de Il'application holomorphe ., pour la mesure de
Lebesgue existe donc et vaut

1ja? _1]a°.

0 = =

puisque =1 = . Ce jacobien n'est pas constant égal & sia 6 0 (il vaut alors par exemple

i]"g} > 1 au point = %) Ce jacobien, qui est indépendant de , sera notéP4( ) et, en
tant que fonction de a et , sera appelé le noyau de Poisson de dans ce qui suit.

Le noyau de Poisson. 10

Le noyau de Poissonde D est 'application continue P : D S, ! ]0;+1 [ dé nie par

1jz°
(z; YTV P2( )= - — !
i 7?
15. Remarque. Si' : U ! V est un diéomorphisme C! entre ouverts de R", nous avons (égalité

pour presque tout x 2 U pour la mesure de Lebesgue ) la relation suivante entre d'une part la dérivée de
Radon-Nykodim de la mesure image' par rapporta et d'autre partle jacobienjac' :x 7!j det(dx' )j:

d' , _ 1 .
d—( (x)) = W :
Doncsig:V ! C estcontinue, nous avons
Z Z
gd = g ' jac'd:
\% U



Des petits calculs donnent les expressions suivantes du raayde Poisson, ou=€el2g
etz=re' 2D:
+z
P,( ) =Re — (20)
1 r?

= 21
)l( 2rcost )+ r? (21)
= pinign(t ) . (22)

n2z
(Utiliser Red = (3 + 2) = 1ab+ abtab nour obtenir la formule (20). Remplacer z par re' et

par €t dans la dé nition de PFpour obtenir (21). Pour la formule (22), il sut d'écrire

Lo ini int ©
la série absolument convergente ,, riMem

en séparant lesn< 0, n =0, n> 0; deux

séries géométriques apparaissent, et la somme de cette s&st alorslr

e it0
o itu+l+

reit©
1 re”“')

Enoncons les propriétés de base du noyau de Poisson. La forle(22), ou directement

la formule de changement de variable {9), montre que
z z

P()d ()= d =2:
St

S

La dé nition du noyau de Poisson montre que
P.()= P );
que si 92 S; etr 2 [0;1], alors, en utilisant le fait quew 1= wWsiw2 Sy,
Pro( )= Pr ( (): Pr ( O_);
et que, par l'inégalité triangulaire,
1+jzj
1jz

Lid o oy- (Liz)a+id)
1+jg o

La formule (20) montre que, pour tout

2 S, l'application z 7! P,( ) de D dansR est

harmonique, comme partie réelle d'une application holomgohe. La formule (21) montre que

l'application t 7! P,(e") est strictement décroissante sur l'intervalle] ;
Remarquons que pour tous lesg; 2 S, nous avons

lim P,()=0si o6

z! o

De plus, la convergence ver6 de P,( ) quand z tend vers g est uniforme pour
de tout voisinage de .

Soit o2 S;. Pour tout 2 [0; 5[, notons

C(o)=fz2D: arg 1 z g:
0
Nous dirons qu'une applicationf : D ! R
converge radialement vers 2 R[f1g quand d

z tend vers g S'il existe
limz 4. 22¢ (o) f(z)="

2 [0, 5[ tel que

88

+ ]siz=re .

en dehors



Pour tous les ¢ 2 Sy, l'application z 7! P,( o) converge radialement verst 1 quand z
tend vers o : en fait, pour tout 2 [0; 5[, nous avons

lim P,(g)=+1:
z!' 0;22C (o)

En e et, en posant 1 io =rel ,siz2C (),alorsj j et

1j1 relj2 2cos r 2cos r
Pz( 0) = r2 - r r !

qui converge vers+ 1 quand z converge vers o, car cos > 0 et r converge versD.

Remarque. En terme de mesures, la convergence uniforme pour en dehors de tout
voisinage de o de P,( ) vers 0 quand z tend vers g, ainsi que le fait que l'intégrale
sur 2 S, de P,( ) vaille 2 , entraine que la mesure de probabilitézi P,()d () sur
S, converge (pour la convergence faible-étoile, dite aussiagug vers la masse de Dirac
unité en o quand z ! o. Rappelons gu'une suite( n)n2n de mesures boréliennes de
probabilité sur un espace topologique compacK converge vaguement vers une mesure
borélienn@de probabilité sur X si et seulﬁment si, pour toutf 2 C(X;C), la suite
n(f)= yxfd n ,,convergevers (f)= , fd dansC.

L'intégrale de Poisson.

Sif 2 LY(S;; ;C) est une application intégrable sur le cercle a valeurs dang, nous
appelleronsintégrale de Poissonde f l'application Pf = P[f]: D! C dé nie par
z

PI@= 5 PO ():

2
Si  est une mesure borélienne complexe s& (voir la dé nition dans la partie 1.1), nous
appelleronsintégrale de Poissonde l'application P = P[ ]: D! C dé nie par

z

P (2)= P()d ():
28,

Certaines références (dontffudi1]) mettent un facteur zi devant cette intégrale. Bien sdar,
sif 2 LY(S;; ;C), alorsd () = zif( ) d () est une mesure borélienne complexe sur
S, etP = Pf.

Par les propriétés de continuité des intégrales a parametse le noyau de Poisson étant,
pour tout compact K de D, uniformément continu sur K S, l'intégrale de Poisson est
continue sur D (nous verrons que sa régularité est bien plus importante, eparticulier C* ,
par le théoreme de Poissor?.1 (1) et la proposition 2.3).

Notons que 7! P est une application linéaire de I'espace vectorieM ¢(S;) des
mesures boréliennes complexes s®; a valeurs dans l'espace vectorieC(D;C) des ap-
plications continues deD dans C, et donc quef 7! Pf est une application linéaire de
L1(Sy; ;C) dans C(D;C). Lorsque C(D;C) est muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts, ces applications sont continuespour tout compact K de D, si
Ck =SUP(z; )2k s Pz( ), nous avons, pour tous les 2 M c(S;) et f 2 Li(S:; ;0),

supjP (2)j ek K Kugs) et supjPf(2)j ck kf kLl(Si;z_;C):
z2K z2K
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Théoreme 2.1 (Théoréme de Poisson) (1) Pour toute mesure borélienne complexe
sur S, l'application P : D ! C est harmonique; elle est a valeurs réelles
(respectivement positives) si  est une mesure réelle (respectivement positive).
(2) Si une application f 2 L(S;; ;C) est continue en un point g 2 S;, alors l'ap-
plication u : D[f og! C, qui coincide avecPf sur D et vautf ( g) en o, est
continue.

(3) Siu:D! C estune application continue surD et harmonique surD, alors u
coincide surD avec l'intégrale de Poisson de sa restriction &; : pour tout z 2 D,

z
1

u(@) = Plujs,1(2) = o= s, P(Ju()d (): (23)

En particulier, si u est réelle, alorsu est égale suD a la partie réelle de I'application
holomorphez 7! - ,o —2u( )d ().

Il découle de (1) que pour toutf 2 L1(S;; ;C), l'application Pf : D! C est bien
dé nie et harmonique ; de plus,Pf est a valeurs réelles (respectivement a valeurs positives
ou nulles) sif l'est.

Il découle de (2) que sif 2 C(S;;C) est une application continue du cercle dan<C,
alors l'application u: D! C qui coincide avecf surS; et avecPf sur D est continue.

La formule (23) est appelée laformule de Poisson

Démonstration. (1) Si  est une mesure réelle, alors pour tout 2 D, nous avons

P (z)=Re "

“d ()
2S z

Donc P est harmonique, comme partie réelle d'une application holmorphe (ceci par la
proposition B.1 de I'appendice B, ou par le théoreme de dépendance holomorphe en le
parameétre d'une intégrale a paramétre). Comme toute mesureomplexe s'écrit 1+1i o
ou 1 et , sont des mesures réelles, le premier résultat en découle paréarité. Comme

le noyau de Poisson est a valeurs positives, les autres a rntaéons sont immédiates.

(2) Rappelons que la famille(P,),2p d'applications continues deS; dans R véri e les
propriétés suivantes des familles régularisantes :
P, 0
k PZkLl(Sl;Z—;C) =1,
pour tout > 0 xé&, P,( ) converge vers), uniformément surf 2 S; : j ol
g, quand z tend vers g.

Par cette derniére propriété, et par la continuité en ¢ def, pour tout > 0, il existe
> Otel que, pour tout 2 S; tel quej ol , hous ayonsjf () f( o)j et tel
que, pour tout z assez proche deg et pour tout 2 S; tel quej ol , hous ayons
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R
P.() . Alors, puisque 25, P.() % =1, si z est assez proche dey, hous avons

Z V4
. : d . . d
PI@) f(ai= () (o) P) i) 1 Coip() L1
251 7 25
s P() 0T f(oi B
J oJ J oJ 7 d()
+ s () o () 80
I ol I ol

ki kiis; ot if(0)i+l

ce gui montre le résultat.

(3) Par linéarité, en écrivant une fonction a valeurs complges comme somme de sa
partie réelle et de sa partie imaginaire multipliée pari, nous pouvons supposer que est a
valeurs réelles. Notonsy I'application de D dansR telle que Vip = U PJup] ety =0.
Elle est continue surD, nulle sur S; et harmonique surD, par les assertions (2) et (1).
Montrons que v = 0. Par l'absurde, supposons gu'il existe un pointzg 2 D en lequelv ne
s'annule pas. Quitte a remplaceru par u, nous pouvons supposer que(zg) > 0. Posons

= @ > 0. L'application w:D! R dé nie par

w(z) = v(z)+ (Re(z 20))? 4

est continue surD, négative ou nulle surS; (carjz zoj j zj+ jzoj 2), et strictement

positive en zg, par la dé nition de . Elle atteint donc son maximum sur le compactD

en un point z; de D. En patrticulier, les dérivées%)"{ et %‘g— sont négatives ou nulles en

z:. Donc w(z1) 0. Mais un petit calcul, puisque v est harmonique enzi, montre que
w(z1) =2 > 0, une contradiction.

Une premiére conséquence immédiate du théoréme de Poissat & possibilité de
résoudre I'équation de Laplace avec des valeurs continue®mhées au bord, dans le cas
du disque. Nous reviendrons sur ce probléme, appelé peobléeme de Dirichlet ' pour des
ouverts plus généraux dans la partie?.3.

Corollaire 2.2 (Probléme de Dirichlet dans les disques) Soient = B(a;r) le dis-
que ouvert de centrea 2 C et de rayonr > O, etf : @= S(a;r)! C une application
continue sur le cercle de centrea et de rayonr a valeurs dansC. Il existe une et une seule

application continueu: = B(a;r)! C sur le disque fermé de centra et de rayonr a
valeurs dansC telle queu; soit de classeC? et

u=0 dans
Uj@ =f.

o

Dirichlet Jordan Riemann Carat eodory
16, (1805-1859) (1838-1922) (1826-1866) (1873-1950)
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Démonstration. L'application v :z 7! a+ rz de C dansC est holomorphe, bijective d'in-
verse holomorphe. Elle envoi® sur B(a;r). L'application u valant f sur S(a;r) et valant
PIf vl v LsurB(a;r) convient par les assertions (1) et (2) du théoréme de Poissdpgt
parce que précomposer par une application holomorphe prése le caractére harmonique).
C'est la seule solutionu au probléeme de Dirichlet, par I'assertion (3) appliquée au v.

Exercice E.25 Le demi-plan supérieurest l'ouvert H=fz2 C : Imz > Og de C.
(1) Montrer que l'application Q:H R! ]0;+1 [ dé nie par

Im z

z;t) 7! t) = - -
@7 QM=

est continue, strictement positive surH et vérie :
z
Q(t) dt = ;
2R
1+1z 1
t)y=Im —— ——:

QZ( ) t Z 1 + t2

Cette application est appelée I@oyau de Poissonde H.

En déduire que pour toutt 2 R, l'application z 7! Q,(t) est harmonique. Pour tout
to 2 R, montrer que Qz(tp) converge vers+1 quandz tend versty radialement (c'est-
a-dire en restant dans un domainefw 2 C : Imw (sin )jRew tgjg, ou 2 ]0; [
est xé) et que Q,(t) tend vers0 quand z tend verstg 6 t, uniformément pourt 2 R en
dehors de tout voisinage dép. Montrer que Q,(t) tend vers 0 quand jzj tend vers+1 ,
uniformément pour t dans un compact deR.

(2) Notons la mesure de Lebesgue sir (et comme d'habitudedt = d (t)). Pour tout
f 2 LY(R; ;C), montrer que l'application P4f = Py[f]: H! C dé nie par

z

Puf 270 2 Q,(0)f (1) dt
t2R

est harmonique ; montrer quePyf est a valeurs réelles (respectivement positives ou nulles)
si f l'est.

(3) Une application g: A! C, ol A est une partie non bornée deC, est dite nulle a
linni si g(z) converge versO quandz 2 A et jzj tend vers+1 . Sif 2 LY(R; ;C) est
continue en un pointtg 2 R, montrer que l'application u : H[f tog ! C, qui coincide
avec Pyf sur H et vaut f (tg) en tg, est continue. En déduire que sif est continue et
intégrable, alors l'applicationu : H[ R! C, qui coincide avecPnf sur H et vautf sur R,
est continue ; montrer de plus queu est nulle a l'inni si f est nulle a I'in ni.

(4) Pour tout zg 2 H, montrer que l'application h = h,, defz2 C : Imz > 1g dans

[0;+1 [déniepar z7! Im % Z estCt , hulle en zg, majorée par 4 en tout point
de H[ R, et de laplacien strictement positif surH. Montrer que h(z) converge vers une
valeur strictement inférieure a 1 quandjzj tend vers+1 .
(5) Montrer que siu: H[ R! C est une application continue, harmonique suH,
intégrable surR (pour la mesure de Lebesgue) et nulle a I'in ni, alors pour tat z 2 H,
z

U(z2) = Pulupl@ = = Qu) di:

92



Dans les sous-parties suivantes, nous déduisons du théoréme Poisson plusieurs pro-
priétés fondamentales des fonctions harmoniques.

Analycité des applications harmoniques.

Nous avions vu gqu'une application holomorphe est harmonige, mais que la réciproque
n'est pas vraie. Nous montrons maintenant que toute fonctia harmonique réelle est locale-
ment la partie réelle d'une application holomorphe (ce qui écoule facilement du théoréme
de Poisson), et donc véri e des propriétés de régularités bn plus fortes que d'étre deux
fois di érentiables.

Proposition 2.3 Soient un ouvert deC etu: ! C une fonction harmonique.

Si u est a valeurs réelles, pour touz 2 , il existe un ouvertU de C et une application
holomorphef :U! C tels quez2 U etu=Ref surU.

L'application u est de classeC! sur , et méme analytique réelle (voir I'appendiced
pour une dé nition).

L'application u vérie le principe du prolongement analytique : si  est connexe, et
si u et toutes ses dérivées partielles de tous ordres s'annulest un point donnézg de
alors u est l'application nulle.

Démonstration.  Pour tout zg 2 , soitr > 0tel que le disque fermé@ (zo;r) soit contenu
dans . Supposons quai soit a valeurs réelles, et montrons que est la partie réelle d'une
fonction holomorphe sur le disque ouverB (zp; r). Quitte a précomposeru par I'application
holomorphez 7! zo+ rz (ce qui préserve le caractére harmonique), nous pouvons gupser
quezp = 0 et r = 1. Alors l'application u, qui est continue surD et harmonique sur
D, coincide surD avec P[ujs,] par l'assertion (3) du théoreme de Poisson. C'est donc la
partie réelle d'une application holomorphe, comme nous I\eons vu dans la démonstration
de l'assertion (1) du théoréeme de Poisson.

Rappelons (voir I'appendice B) qu'une application holomorphe est analytique réelle,
gu'une application a valeurs dansC est analytique réelle si et seulement si ses parties
réelle et imaginaire le sont, et qu'une application analytijue réelle véri e le principe du
prolongement analytique. Ceci conclut.

Exercice E.26 Soient un ouvert deC et u : I R une application harmonique.
Montrer que l'application v: | R dé nie par
@u @u
X Y) N X—+y—
(Y X Ve

est harmonique.

Propriété de la valeur moyenne et principe du maximum.

Le résultat suivant donne une caractérisation purement coiinue des fonctions harmo-
niguesu, qui permet en particulier d'éviter d'avoir a véri er en pré alable qu'elles sont de
classeC? : il faut et il sut que u soit en tout point z égale & sa moyenne sur des cercles
de rayons su samment petits centrés enz. Le caractére nécessaire de cette condition est
une application immédiate du théoréme de Poisson.
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Théoreme 2.4 (Formule de la mayenne) Soient un ouvert deCetu: ! Cune
application continue. Alors u est harmonique si et seulement si, pour toutg 2 , il existe
ro > 0 tel que pour toutr 2 ]0;rg[,
142
u(zo) = — u(zo+re' )d :
2

Nous montrerons que cette propriété est en fait vraie pour tat ro > 0 tel que le disque
ouvert B (zp; ro) soit contenu dans : un tel ro dépend dezp et de , mais peut étre choisi
de sorte a ne pas dépendre de la fonction harmoniquedé nie sur

Nous montrerons ce résultat en méme temps que le suivant, approcher bien sdr du
principe du maximum pour les applications holomorphes : undéonction harmonique réelle
gui atteint sa borne supérieure en un point (intérieur) d'un ouvert connexe est constante.

Théoreme 2.5 (Principe du maximum) Soient un ouvert connexe deC etu: !
C une fonction harmonique. Supposons qu'il existe un poirty 2 et un voisinage °de
Zp dans tels que

8z2 5 ju@)j i u(zo)]

ou, si u est a valeurs réelles, tel que
8z2 % u(2 u(zo):
Alors u est constante sur .

Avant de démontrer ces résultats, donnons un corollaire immidiat du théoréme 2.5,
aussi parfois appelé principe du maximum.

Corollaire 2.6 Soient un ouvert borné non vide deC et u : ! C une application
continue, harmonique dans . Alors juj et Re(u) atteignent leur maximum en au moins
un point de la frontiére de

Il est important de faire attention a la formulation de ce réailtat : par exemple, siu
est constante, alorguj et Re(u) atteignent aussi leur maximum en un point intérieur de
(ainsi gu'en tout point de la frontiere de ).

Démonstration.  Puisqueu est continue et  compact, juj (respectivementRe(u)) atteint
bien son maximum sur . Si ce maximum est atteint en un point intérieur zo 2, alors,
par le principe du maximum, u (respectivement Re(u)) est constante sur la composante
connexe g dezgdans , donc sur son adhérence par continuité. Donguj (respectivement
Re(u)) atteint aussi son maximum en au moins un point de la frontiee de ¢, qui est
contenue dans celle de .

Démonstration des théorémes 2.4 et 2.5. Notons que puisque est ouvert et u
continue, l'intégrale dans I'énoncé du théoréme de la moyer est bien dé nie pourrg
assez petit.

Etape 1. Supposons quei soit harmonique sur , et montrons queu Vvéri e la propriété
de la valeur moyenne.

Pour tout zg 2 , soit ro > 0 tel que la boule ouverteB (zg;rg) soit contenue dans
et montrons que la formule de la moyenne est véri ée pour tout 2 J0;rg[. Supposons tout
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d'abord quezp =0 et quer = 1. Alors rg > 1, et u est continue surD et harmonique sur
D. Par le théoréme de Poissor?.1 (3), et puisque Pg( ) =1 pour tout 2 S;, nous avons
donc z,

u0)= PluslO)= 5= u@)d;

ce qui montre le résultat. Le cas général s'en déduit, en prémposantu par |'application
holomorphez 7! zo + rz.

Etape 2. Supposons ques Véri e la propriété de la valeur moyenne, et montrons queu
Vvéri e le principe du maximum.

Soit zg 2 véri ant l'une des deux conditions de I'énoncé du théoréeme2.5. Nous
pouvons supposer que ° est connexe. Quitte & multiplier u par un nombre complexe de
module 1 dans le premier cas, ou quitte a ajouter ai une constante su samment grande
dans le second cas, hous pouvons supposer qugs) 0. Notons A I'ensemble des points
z2 Otels queu(z) = u(zo). Il est non vide, et fermé caru est continue. Montrons qu'il est
ouvert. Par la connexité de © ceci montre queu est constante sur ° Par le principe du
prolongement analytique (voir la proposition 2.3) et par la connexité de , ceci implique
le résultat.

Soit z 2 A. Soit rg > 0 tel que B(z;rg) O Par la propriété de la valeur moyenne,
quitte a diminuer rq, pour tout r 2 ]0; rg[, nous avons (en utilisant le fait queu(zg) = ju(zo)j
dans le premier cas)

Z,
u(zo) = u(z) = Zi i uz+re' )d
(
zi R‘z juz+re )jd j u(z)j= u(zo) dans le premier cas
zi o U(zo) d = u(zo) dans le second cas

R R
Les cas d'égalités (rappelons que di est continue a valeurs complexes ef fj = jfj
alors f est d'argument constant) entrainent donc queu(z + re' ) est réel positif, égal a
u(zg). Donc B(z;rg) A, et A est ouvert, ce gu'il fallait démontrer.

Etape 3. Supposons queu Véri e la propriété de la valeur moyenne, et montrons queu
est harmonique.

Soienta2 et R > 0Otels que le disque fermé (a;R) soit contenu dans et u vérie
la propriété de la moyenne dansB (a;r). Notonsv : B(a;R) ! C la solution du probléme
de Dirichlet sur le disqueB (a;R) telle queVjsa;Rr) = Ujs(a:r) (Voir le corollaire 2.2). Alors
v U est continue surB(a;R) et véri e la propriété de la valeur moyenne dansB (a;R),
par |'étape (1) et par linéarité. Par I'étape (2), v u véri e donc le principe du maximum.
Le corollaire 2.6, dont la démonstration n'utilise que le principe du maximum, peut étre
appliqué av u. Donc jv uj atteint son maximum sur la frontiere du disque (connexe)
B(a;R). Commeu = v sur cette frontiére, ce maximum est nul, doncO ju vj O:
I'application u coincide donc avecr sur B(a;R), et par conséquentu est harmonique sur
B (a;R). Comme la propriété d'étre harmonique est locale, ceci coht I'étape 3.

La combinaison des étapes 1 et 2 montre le théorem&5 du principe du maximum.
L'étape 1 est le sens direct du théoréme.4 de la formule de la moyenne, et I'étape 3 en
est le sens réciproque.
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Le but de I'exercice suivant est de montrer gu'une fonction Brmonique réelleh n'a pas
de zéro isolé, c'est-a-dire que $i(z) = 0, alors il existe une suite(z,)n2n qui converge vers
Z, telle quez, 6 z et h(zy,) =0 pour tout n 2 N.

Exercice E.27 Soient unouvert deCetu: ! R une application harmonique réelle.
Pour tout zp 2  tel queu(zg) = 0, pour tout disque ouvertD de centrezg et d'adhérence
contenue dans , montrer que u s'annule sur @D En déduire qu'une fonction harmonique
réelle n'a pas de zéro isolé.

Inégalités de Harnack et théoréeme de Harnack.

Le but de cette partie est de montrer des théoremes de compégipour les fonctions
harmoniques. Le lemme crucial consiste a montrer qu'une fation harmonique ne peut
pas avoir de variations trop brutales : plus précisément, siine application est harmonique,
positive ou nulle, au voisinage d'un disque, alors ses valeiau bord de ce disque sont
contrdlées en fonction du rayon de ce disque et de la valeur aentre du disque.

Lemme 2.7 (Inégalités de Harnack) Soitu:B(zp;R)! C une fonction harmonique,
positive ou nulle. Pour tous lesr 2 [O;R[ et 2 R=2 Z, nous avons

r i +r
u(zo) u(zo+re )

u(zo) :
R+r R r(O)

Démonstration.  Par passage a la limite quand tend versQ0, il sut de montrer que pour
tousles 2 JO;R[,r 2 [O;R [et 2 R=2 Z, nous avons

R r i +r
u(z u(zo+ re' u(zo) :
R+ (z0) u(zo ) R . (20)
Traitons tout d'abord le cas particulierot zg =0 etR = 1. Alors, puisquel=R <R,
l'application u est harmonique surD et continue surD. Par le théoréme de Poissor2.1 (3),
nous avons donc, puisque < R =1,
1 z
u(re' )= - Pret (Ju()d ():
2 2g
Comme 11 i 1+ izi
z +jz
4 oe) 4
1+ ]z 1]z

R
et puisque u(0) = zi 25, u( ) d () par la formule de la moyenne, nous en déduisons

donc que

1 r : +r
0 e
1+ru() ure’) 1 r

ce qui montre le cas particulier considéré. Le cas généralystamene, en précomposant
par l'application holomorphe z 7! zo+ (R )z (ce qui préserve le caractere harmonique
positif) et en appliquant le cas particulier ar=(R )< 1

u() ;

Voici les propriétés fondamentales de convergence des ftinas harmoniques. La pre-
miére assertion, analogue au cas des fonctions holomorpheir par exemple | 1),
dit que le sous-espace vectorigHarm() de l'espaceC(; C) des applications continues
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de dansC, constitué de celles qui sont harmoniques, est fermé pour @pologie de la
convergence uniforme sur les compacts (aussi appelée topgie compact-ouvert). Le second
résultat est souvent utile pour obtenir des applications hamoniques comme solutions de
problémes de minimisation.

Théoreme 2.8 (Théoréme de Harnack) Soient un ouvert deC et (un)n2n UNE Suite
de fonctions harmoniques de dansC.

(1) Si (un)n2n converge vers une applicationn: ! C uniformément sur les compacts
de , alors u est harmonique.

(2) Si  est connexe, siu, est a valeurs réelles pour toun 2 N et si la suite (Un)n2N
est croissante, alors ou bien elle converge uniformémentrsles compacts vers une
fonction harmoniqueu : ! C, ou bien (un(z))n2n CONverge vers+1 pour tout
z2

Bien s0r, en prenant les opposés, si les applications, sont a valeurs réelles et si la suite
(un)n2n est décroissante, alors pour toute composante connexg de , ou bien cette suite
converge uniformément sur les compacts deg vers une fonction harmoniqueu : ¢! C,
ou bien (un(2))n2n converge versl pour tout z2 .

Démonstration. (1) Soient zg 2 et rg > 0 tels que le disque ouvertB (zp;rg) soit
contenu dans . Pour tous lesr 2 ]0;ro[ et n 2 N, par la formule de la moyenne (voir le
théoréme 2.4 et le commentaire qui suit son énoncé), nous avons
142 -
Un(zo0) = 5 Un(zo+re' ) d :
2

Puisque u, converge versu uniformément sur le compactB (zo;r), et par passage a la
limite dans I'égalité ci-dessus, I'applicationu est continue et véri e aussi la propriété de la
valeur moyenne, donc est harmonique.

(2) Quitte a remplacer u, paru, Ug, NOUS pouvons supposer quey 0. En particulier,
un est harmonique positive. Notonsu = sup,,nyUn €t A =fz2 : u(z) =+ 1g . Pour
tout zo dans , soit R = Ry, > O tel que B(zp;R) . Par les inégalités de Harnack,
nous avons, pour toutn 2 N, pour tout r 2 [0; %] (et comme alors R*T R+*R=2 _ 3.

R r R R=2
R r R R=2 _ l)
R+r R+ R=2 371

1 .
3 un(zo) un(zot+re') 3un(zo):

Donc en prenant la borne supérieure sun 2 N, nous en déduisons qué\ et le complé-
mentaire de A sont ouverts. Par connexité de , nous en déduisons que ou bieA = , ce
qui est l'une des alternatives souhaitées, ou bieA = ;, et donc pour tout z2 , la suite
croissante(un(z))n2n converge vers un nombre réel qui est égal@(z) par la dé nition de
u.

Pour tous lesn;p 2 N tels quen p, par l'inégalité de Harnack appliquée a la fonction
harmonique positiveu, Up, Nous avons, pour toutz 2 B(zp; R=2),

un(z) Uup(z) 3 un(zo) Up(20)

En faisant tendre n vers l'in ni, nous avons donc u(z) up(z) 3 u(zo) Uup(z0) . La
convergence au poinizg implique alors que la suite(un)n2n COnverge uniformément versu
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sur B (zg; R=2). Puisque tout compact deK de peut étre recouvert par un nombre ni de
boules ouvertesB (z; R,=2) ou z parcourt K, la suite (un)n2n converge donc uniformément
vers u sur tout compact de . Par l'assertion (1), l'application u est harmonique.

2.3 Introduction a la théorie du potentiel dans le plan

Probléme de Dirichlet dans un domaine de Jordan. 14

Soit  un ouvert de C. Pour toute application continuef : @ ! C de la frontiére de
dans C, le probleme de Dirichletsur  (pour I'équation de Laplace) de donnée frontiere

consiste a étudier l'existence et l'unicité d'une applicaion continueu : ! C, harmonique
sur , dont la restriction a la frontiere de  est égale & , c'est-a-dire a étudier I'existence
et l'unicité d'une application continue u: | C vériant le systéeme d'équations

u=0 sur equation de Laplace sur )
U@ = f (valeurs au bord):

Nous avons vu dans le corollaire2.2 que si  est un disque ouvert, alors le probléme
de Dirichlet admet une et une seule solution, pour toute apptation continue donnée sur
la frontiere du disque. Le but de cette partie est d'étendre e résultat a d'autres ouverts
de C, en utilisant le théoréme de représentation conforme de Rigann.

Rappelons qu'unecourbe ferméedans est une application continuef du cercle $;
dans . Elle est dite simple, et appelée unecourbe de Jordan si elle est injective (par
compacité, c'est alors un homéomorphisme sur son image). |Elest dite homotope a zéro
dans si elle se prolonge continlment en une application du disqudans , c'est-a-dire
s'il existe une application continueF : D! telle que Fjs, = f.

L'ouvert de C est dit simplement connexes'il est connexe et si toute courbe fermée
dans est homotope a zéro dans (voir la proposition B.2 de l'appendice B pour des
conditions équivalentes).

Un domaine de Jordandans C est un ouvert borné de C dont la frontiere @ est
une courbe de Jordan. Le résultat suivant, que nous admettrs, dit en particulier qu'un
domaine de Jordan est simplement connexe.

Théoreme 2.9 (Théoréme de Jordan) Le complémentaire d'une courbe de Jordan
dans C admet exactement deux composantes connexes, l'une bornéeméomorphe aD et
d'adhérence homéomorphe ®, l'autre non bornée, et est la frontiere de chacune d'entre
elles.

L'existence de phénomenes du typéacs de Wadamontre I'importance de la condition
sur d'étre une courbe de Jordan. Il existe en e et trois ouverts ikjoints dans le carré unité
[ 1:1J? de réunion dense dan§ 1;1J?, ayant exactement la méme frontiére. Evidemment,
ce ne sont pas des domaines de Jordan! Voir par exempledu], dont est extrait le dessin
ci-dessous.
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Voici quelques exemples (et un intrus!) de courbes de Jordast de domaines de Jordan.
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Rappelons que deux ouverts ; et » de C sont conformément équivalentss'il existe
une application holomorphe bijectivef de 1 dans . La bijection réciproque est alors ho-

lomorphe (voir par exemple [ , Theo. 10.32+10.34)), et donc la relation étre confor-
mément équivalent a est une relation d'équivalence sur I'asemble des ouverts deC.
Rappelons le résultat suivant (voir par exemple ff , Theo. 14.8)).
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Théoreme 2.10 (Théoréme de représentation de Riemann) Tout ouvert simple-
ment connexe non vide de C, diérent de C, est conformément équivalent au disquB.

Ainsi, la classi cation, a équivalence conforme prés, desuwerts simplement connexes
de C est trés simple : il n'y a que trois classes, celles de C; D. La description de l'espace
des modules (c'est-a-dire de lI'ensemble des classes d'émqiénce conforme) des ouverts
non simplement connexes est bien plus compliquée. Par exelagvoir par exemple [Neh]),
considérons lesanneaux de Jordan(c'est-a-dire les ouverts de C tels qu'il existe deux
domaines de Jordan 1; » tels que 1 s et = o 1. Tout anneau de Jordan
est conformément équivalent a un annealA(ry;rp) = fz 2 C : ry < jzj <rsgou
0<rjy<rp< +1.De plus, deux anneauxA(ry;ry) et A(r?;rd) sont conformément
équivalents si et seulement sip=r; = r9=r?. L'espace des modules d'anneaux de Jordan

est en particulier non dénombrable (en bijection avedO; +1 [.

Toute application holomorphe bijective ' : D ! est appelée unereprésentation
conformede . Si' i et' , sont deux représentations conformes, alor’sll "5 est un
automorphisme conforme du disque ouverD (voir la partie 2.2). Donc une représentation
conforme est unique modulo précomposition par un automorgeme conforme du disque.

Exercice E.28 Soit un ouvert deC.

(1) Montrer que si f : ! C est holomorphe ne s'annulant pas, alorinjfj: ! R
est harmonique.

(2) Montrer que  est simplement connexe si et seulement si toute fonction hmonique
sur  a valeurs réelles est la partie réelle d'une application hminorphe dé nie sur

Le résultat suivant donne un critére pour qu'une représentiaon conforme d'un ouvert
simplement connexe s'étende continliment a la frontiére.

Théoreme 2.11 (Théoréme d'extension de Carathéodory 14) Soit  un domaine
de Jordan. Alors toute représentation conforme : D! s'étend en un homéomorphis-
meD!

Nous noterons souvent encore : D!  I'extension continue de' , appelée lextension
de Carathéodoryde ' .

Par exemple, si
1 3, | 1 1

[
=10 ;10 ]0;1] fzﬁg [O; Z] f22n—+19 [Z;l]
n2N n2N

est I'ouvert (simplement connexe) ci-contre, la représemittion
conforme' : D! ne s'étend méme pas en une application
continue deD dans (voir par exemple [Oht]).

Corollaire 2.12 (Probléeme de Dirichlet dans les domaines de J ordan) Soient
un domaine de Jordan etf : @ ! C une application continue. Il existe une et une seule
solution du probléme de Dirichlet sur de donnée frontieref .
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Démonstration. Soit' : D! une représentation conforme de . Par le théoréme de
Carathéodory 2.11, I'application ' s'étend en un homéomorphisme d® dans , que nous
notons encore' . Alors f ' ;g est une application continue deS; dansC. Par le corollaire

2.2, il existe une unique application continueu : D! C, harmonique surD, qui coincide

avecf ' ;g sur @. La precomposition par une application holomorphe conseant le

caractére harmonique, l'applicationu ' 1 est une solution au probléme de Dirichlet sur

de donnée au bordf . L'unicité est immédiate, que ce soit par l'unicité dans le as du
disque, ou par le théoréme du maximum.

Le but de I'exercice suivant est
de montrer qu'il y a toujours unicité pour le probléme de Dirichlet dans les ouverts
bornés,
de donner un exemple ou, par contre, il n'y a pas existence,
de caractériser les fonctions harmoniques réelles sur lesdue épointéD = D f Og,
en montrant que celles qui ne sont pas des parties réelles glaications holomorphes
dé nies sur tout D ont une singularité logarithmigue en0. Comme D n'est pas
simplement connexe, ceci montre de maniére explicite poungi la conclusion de
l'assertion (2) de I'exercice E.28 n'est pas véri ée pour l'ouvert non simplement
connexe = D .

Exercice E.29 (1) Soient un ouvert borné deC etf : @ ! C une application continue.
Montrer que le probléeme de Dirichlet sur de donnée frontieref admet au plus une
solution.
(2)Pour 0 ry<r, +1,notonsA(ry;ro)
'anneau ouvertfz 2 C : rq < jzj < r20.
Une application u : A(r1;r2) | C est dite ra- .
diale si elle est invariante par rotations ou, de
maniére équivalente, s'il existe une application
v :i]ri3r?[ ! C telle queu(z) = v(jzj?) pour
tout z 2 A(rq;ro).

Montrer que pour toute application harmonique radialeu de A(r1;r») dans C, il existe
a;b2 C tels que
8z2 A(ry;r2); u(z)= a+ bin(jzj) :

(3) SoientD = D f 0g= A(0;1) le disque épointé, ef : @ ! R l'application telle
quef(0)=1 etf( )=0 pour tout 2 S.

ai Soitu:D ! C une application continue, harmonique surD , telle queu;gp = f.
Pour tout 2 S;, montrer que les applicationsu et z 7! u(z ) deD dansC sont égales.

b En déduire que le probléeme de Dirichlet sub , de donnée frontiéref , nN'admet pas
de solution.

(4) Soitu:D =D f 0Og! C une fonction harmonique.

ai Montrebque @u D ! C est holomorphe.

bi Soient ,,Chz" le développement en série de Laurent d@u(voir par exemple
le theoreme1.28), et f : D ! C l'application dé nie par f(z) = | 57.16 1 o0 ZN+1,
Montrer que si u est a valeurs réelles, alore 1 2 R et il existe une constantec 2 R telle

que

8z2D; u(z)=Ref(z)+2c 1lnjzj+ c:
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Fonctions harmoniques positives et frontiere de Martin.

Le but de cette sous-partie est de décrire les fonctions hamniques positives sur le
disque D : ce sont exactement les intégrales de Poisson des mesuresétiennes positives
nies sur le cercle S;.

Rappelons qu'uncdne convexed'un espace vectoriel réel ou complex¥ est une partie
C de V telle que pour tous lesx;y 2 C et s;t 2 [0;+1 [, nous ayonssx + ty 2 C.
Rappelons aussi qu'une applicationf : C ! COentre deux cdnes convexes d'espaces
vectoriels réels ou complexes esi ne si pour tous lesx;y 2 C et s;t 2 [0;+1 [, nous
avonsf (sx + ty) = sf(x) + tf (y).

Nous noteronsM ¢(S;) I'espace de Banach complexe des mesures boréliennes comgdex
sur Sp, qui contient le céne convexeM (S;) des mesures boréliennes positives nies si8;
(voir la partie 1.1 pour des rappels). Nous noteronsiarm.. (D) le cdne convexe des fonctions
harmoniques positives suD, contenu dans I'espace vectoriel complexelarm(D).

Théoreme 2.13 L'application de M ¢(S;) dans Harm(D), dénie par 7! P , est un
isomorphisme linéaire deM ¢(S;1) sur le sous-espace vectoriel des fonctions harmoniquies
sur D telles que 7

sup jh(r )jd ()< +1: (24)
0r<l 25

De plus, cette application induit une bijection a ne de M (S;) dans Harm.. (D).

Démonstration. Nous avons déja vu que l'application 7! P est linéaire, et qu'elle
envoie M ¢(S;) dansHarm(D) et M (S;) dans Harm.. (D).

Montrons qu'elle est injective. Soit 2 M¢c(S:) telle que P = 0. Alors pour tout
f 2 C(St;C), par la compacité deD et par le théoréme de Poissor?.1, l'application
Pf(r 9 converge versf ( 9 quand r tend vers 1 dans [0; 1[, uniformément en 92 S;.
Donc par le théoréme de Fubini et puisque le noyau de Poissoréie P, of )= P, ( 9,
nous avons

Z Z
fd = lim Pf(r 9d (9
St r!lzozgl Z
1
= lim Bl Pro( )f()d ()d (9

rt 1 02f122231
1

= lim Pe(9d (9f()d ()
r! 02s;

™|

z %%

—im 2 P (r)f()d()=0:
2 St

rt 1 2

Comme une mesure complexe, donnant une intégrale nulle a tmufonction continue, est
nulle, ceci montre l'injectivité.

Si 2 Mc(S), alors par le théoreme de Fubini, puisque le noyau de Poissoreri e
0 P (9= P(%) pourtous lesr 2 [0;1[ et ; 92 S, par linvariance par les
rotations et par la conjugaison complexe de la mesure de Lebgue du cercle, et puisque
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& Pr( % d (% =2, nous avons

Z z Z
jP (r)jd () P (9dij(9d ()
AT 228120281
= P(%)d ()djj(9
20281 2S
= 2djj(9=2 k k< +1 :
0251

Donc h = P véri e la condition ( 24).
Réciproquement, soith une fonction harmonique surD vériant la condition ( 24).
Montrons que h est l'intégrale de Poisson d'une mesure complexe. Notons
z
M = sup jh(r )jd ():
0r<l 25
Pour tout n 2 N, notons *, : C(S;;C) ! C l'application dé nie par
Z

hif 7! h
251

n

f()d():

Alors ", est une forme linéaire sur I'espace de Banadf (S;; C) (pour la norme uniforme),
qui est continue car de norme au plusM nie par la condition (24). Par le théoréme
de Banach-Alaoglu de compacité des boules du dual topologigqude C(S;;C) pour la
convergence faible-étoile (voir par exempledfe]), il existe donc une sous-suite(ny)k2n
et une forme linéaire continue™ sur C(S;; C) telle que pour tout f 2 C(Sg; C), nous ayons
(f)=1limy +1 "n, (f). Parle théoreme de représentation de Riesz (voir le théoréeri.6),
il existe dong une (unique) mesure borélienne complexe sur I'espace compacts, telle
que (f) = 4 fd pourtout f 2 C(S;C). Posonsry = ”;kl, qui tend vers 1 quand
k! +1 .Notons que l'application z 7! h(ry z) de D dans C est continue, et harmonique
sur D. Pour tout z 2 D, nous avons la suite d'égalités suivantes, la premiére paréchition
de , la seconde par la formule de Poisson (théorénta1 (3)) appliquée a la fonction deD
dans C dé nie par w 7! h(r,w), qui est continue surD et harmonique surD, la derniére
par continuité deh enz:
z Z

1 e

1 .

> P,( )h(rx )d ()= Ilim h(rxz)= h(2):
Sy k! +1

Donc h = P[], ce qui est le résultat cherché.

Remarquons que sh est une fonction harmonique positive suD, alors par la formule
de la moyenne, 7 z,

ih(r )id ()= h(re')d =2 h(0);
St 0
et donc h véri e la condition ( 24). Ceci montre la derniére assertion du théoreme.13

Expliquons pour conclure le titre de cette sous-partie.
Une compacti cation d'un espace topologique localement compacK est un couple
(®; ) ot X est un espace topologique compact et: X ! ¥ est un homéomorphisme sur
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son image, tel que (X ) soit un ouvert dense de. Nous identi erons x 2 X avec (x) 2 X,
et nous noterons par abus® le couple (%; ).

Une compacti cation de Martin d'un ouvert non vide de C est un espace topologigue
permettant de donner une représentation intégrale de toute les fonctions harmoniques
positives sur  : plus précisément, c'est la donnée d'une compacti cationP de (sa
frontiere est appelée unefrontiére (ou bord) de Martin) et d'une fonction continue K :

(b ) ! [0;+1 [ (appelée lenoyau de Martin de ) telles que pour toute fonction
harmonique positiveh : | [0;+1 [, il existe une mesure borélienne nie = | sur
b telle que, pour tout x 2,

z

h(x) = K(xy)d (y)
y2b

(voir [ ] pour une dé nition plus précise et plus générale). Par exepie, le théoreme2.13
montre que le cercleS; est une frontiere de Martin du disque unité ouvertD, de noyau
de Martin égal au noyau de Poisson. Le théoréme de représetitsmm conforme permet plus
généralement d'exhiber une compacti cation de Martin de nimporte quel domaine de
Jordan.

Théoréme 2.14 Soient un domaine de Jordan deC et' : D! ~ I'extension de Ca-
rathéodory d'une représentation conforme de . Alors l'adhérence de dansC est une
compacti cation de Martin de , de noyau de Martin I'application K : @' [0;+1]
dé nie par

Ky)= P o1 1Y)
ou (z; ) 7! P,( ) estle noyau de Poisson d®.

Démonstration. Rappelons que par le théoreme.11, I'extension de Carathéodory'
D! ~ est un homéomorphisme, holomorphe sub. Une application h : I C est
harmonique positive si et seulement sh ' : D! C est harmonique positive, donc si et
seulement s'il existe une mesure positive 2 M (S,) telle queh ' = P , par le théoréme
2.13 Posons =" la mesure image de sur @= . Par changement de variable,
nous avons alors, pour toutx 2,

z z

h(x)=h " *x)= s, Poigg()d ()= ’6 P i( ty)d (y):
y

Ceci montre le résultat.

Par exemple, la frontiere de Martin (minimale, en un sens quéous ne précisons pas
ici, voir [ ]) de l'ouvert  dessiné aprés I'énoncé du théorénz11 ne coincide pas avec
la frontiére topologique @ de

Fonctions harmoniques bornées et frontiére de Poisson.

Le but de cette sous-partie est de décrire les fonctions hamniques bornées sur le
disque D : ce sont exactement les intégrales de Poisson des applicats essentiellement
bornées sur le cerclé&;.

Rappelons (voir la partie 1.1) que L (S;; ) est l'espace de Banach complexe des
applications mesurables deS; dans C, bornées en dehors d'un ensemble de mesure de
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Lebesgue nulle, modulo les applications presque partout Hes, de normef 7! kf k; . Nous
noterons Harmy(D) le sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel complettarm(D) formé
des fonctions harmoniques bornées de dans C. Nous munirons Harmy(D) de la norme
uniforme :

khky =supijh(z)j:
z2D

Théoréme 2.15 L'application de L (S;; ) dans Harmy(D), dé nie par f 7! Pf, est un
isomorphisme linéaire isométrique.

Démonstration. Par nitude de la mesure de Lebesgue suf;, nous avonsL! (S;; )
L1(Sy; ), et donc l'application f 7! Pf est bien dé nie surL! (S;; ), et elle est & valeurs
dans l'espace des applications harmoniques six par le théoréme de Poisso2.1 (1). Nous
avons vu qu'elle est linéaire. Puisque le noyau de Poissontgmositif et d'intégrale égale a
2 , nous avons

Z
kPf k; :supi P,()f()d ()
22D 2 7S
sup = P,()kiky d () kfky (25)
2D 2 g

donc Pf 2 Harmy(D) sif 2 LY (Sy; ).

L'étape cruciale de la démonstration du théoréme.15est le résultat suivant de Fatou*’
sur la convergence radiale des fonctions harmoniques, queus admettons dans ces notes
(voir par exemple [ , Cchap. 11]).

Théoreme 2.16 (Théoréme de Fatou) Pour toute mesure borélienne complexe sur
Sy, l'intégrale de PoissonP (r ) admet une limite nie quandr 2 [0; 1] tend vers1 pour
presque tout 2 S; (pour la mesure de Lebesgue d®). De plus, sif 2 LY(S;; ;C), alors
pour presque tout dansS;, nous avons

im PE(r)=1():

Sif 2 L1(S;; ;C) estde plus continue, alors cette derniére a rmation découé du théoréme
de Poisson2.1. Elle fait de plus écho aux propriétés de convergence radalers une masse
de Dirac du noyau de Poisson (voir les propriétés du noyau dedfsson dans la partie2.2).

Soienth : D! C une application et 2 S;, nous dirons queh admet une limite radiale
en silalimite lim,, 1 h(r ) existe, et cette limite est alors appelée Ildimite radiale de
h en

En particulier, le théoréme de Fatou ci-dessus implique quiute fonction harmonique
qui véri e la condition ( 24) (comme par exemple toute fonction harmonique bornée), qui

Fatou Sobolev Poincaré
17 (1878-1929) (1908-1989) (1854-1912)
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s'écrit comme l'intégrale de Poisson d'une mesure boréliae complexe par le théoréme
2.13 admet des limites radiales en presque tout point dé&;.

Donc pour toute application harmonique bornéeh surD, notons 4 : S; ! C safonction
limite radiale, bien dé nie en presque tout point de S;. Puisque () =lim,, 1 h(r )
pour presque tout 2 S, l'application | est clairement essentiellement bornée, et

k nky Kk hky : (26)

Par la seconde assertion du théoréme de Fatou, pour tout 2 L(S;; ;C), nous avons
pf = f. L'application f 7! Pf est isométrique (donc injective) car

kiky = k prk; k Pfky Kk fk

par les inégalités @6) et (25).
En n, pour montrer la surjectivité de cette application, il sut de montrer que h =
P[ n] pour tout h 2 Harmy(D). Pour tout r < 1, puisque l'application z 7! h(rz) est
continue sur D et harmonique surD, la formule de Poisson donne, pour toutz 2 D,
Z

)= 5 PO )d ()

Puisque h(r ) est uniformément borné enr, et converge pour presque tout vers ()

quand r tend vers 1 par valeurs inférieures, le théoreme de convergence doménde Lebes-
gue montre que le second membre de I'égalité précédente cenye versP[ ,](z) quand

r! 1 .Comme le premier membre converge vels(z), le résultat en découle.

Une compacti cation de Poisson d'un ouvert non vide de C est un espace mesuré
permettant de donner une représentation intégrale de toute les fonctions harmoniques
bornées sur : plus précisément, c'est la donnée d'une compacti cation® de , d'une
mesure de probabilité sur b (I'espace mesure’(b ; ) est appelé unefrontiere (ou
un bord) de Poissonde ) et d'une fonction continue K : (b ) I [0;+1 [ (appelée
le noyau de Poissorde ) telles que pour toute fonction harmonique bornéen: ! C, il
existef 2 L?! (b ;) telle que, pour tout x 2

z
h(x) = K y)f(y)d (y)
y2b

(voir [ ] pour une dé nition plus précise et plus générale). Par exeple, le théoreme
2.15 montre que le cercleS; muni de la mesure de Lebesgue (normalisée pour étre de
probabilité) est une frontiere de Poisson du disque unité okert D, de noyau de Poisson
égal au noyau de Poisson au sens de la partie2. Le théoréme de représentation conforme
permet plus généralement d'exhiber une compacti cation dePoisson de n'importe quel
domaine de Jordan.

Théoréme 2.17 Soient un domaine de Jordan deC et' : D!  I'extension de Ca-
rathéodory d'une représentation conforme de . Alors l'adhérence de dansC est une
compacti cation de Poisson de , de noyau de Poisson l'applicatiorK : @' [0;+1]
dé nie par

Ky)= P o1 1Y)
ou (z; ) 7! P,( ) est le noyau de Poisson d®.
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Démonstration. Rappelons que par le théoreme.11, I'extension de Carathéodory'

D!  est un homéomorphisme, holomorphe sub. Une application h : I C est

harmonique bornée si et seulement di ' : D! C est harmonique bornée, donc si et
seulement s'il existef 2 LY (S;; ) telle queh ' = Pf, par le théoréme2.15 Posons

= zi la mesure image de sur @= (renormalisée pour étre de probabilité).
Par changement de variable, nous avons alors, pour tout 2
z
Do 1
h(x)=h " ( 1(X))=2— Py ()f()d ()
z 251

= P i tNf " Hyd ()
y2@

Ceci montre le résultat.

2.4 Spectre du laplacien des ouverts bornés de  R™

Lg, but de cette partie est d'étudier les propriétés spectras de I'opérateur laplacien
— m @
i=1 @f
La premiere étape est de dé nir les espaces de Hilbert sur lgsels les opérateurs conti-
nus utiles a cette étude vont agir.

Les espaces de Sobolev 1 W12() et Wi 2() .

Soientm 2 N f Oget un ouvert non vide deR™. Rappelons que le produit scalaire
de l'espace de Hilbert complexd.?() des applications mesurables de dansC, de carré
sommable (pour la mesure deli_ebesgue sur ), modulo applications presque partout
nulles, est dé ni par hf;gi 2 = f g d . Pour tout k 2 N, nous munironsL?() ¥ de la
structure usuelle d'espace de Hilbert produit (voir I'exenple (2) de la partie 1.2) et nous
noterons encoreh; i 2 son produit scalaire, etk k . sa norme. L'ensembleC’ (; C) des
applications C! & support compact de dans C est un sous-espace vectoriel dense de
L2() .

Notons W12() e sous-espace vectoriel complexe des applicatiohs2 L2() telles

qgu'il existe des applications% 2 L?() pouri=1;:::;m vériant
@f , . @'
8' 2CL(; C); h=—:"i2= hf, —i_2; 27
muni du produit scalaire
_ X @f @g
H;giwiz = H;gi2+ @—X;@—XLZ:

i=1

Remarquons qu'une application@%‘; 2 L?() vériant la condition ( 27), si elle existe,
est unique (car deux élémentsg et g° dans L?() tels quehg g%hi . = 0 pour tout
h 2 Cl (; C) coincident, par densité deC! (; C) dansL?() ). Cette application est
appelée lai-émedérivée partielle au sens des distributionde f . Cette propriété d'unicité
montre queW 52() est bien un sous-espace vectoriel d?() :sif;g 2 WE2() et 2 C,
alors % + @@xg est lai-éme dérivée partielle au sens des distributions de+ g, par la
linéarité des équations 27).
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Nous noterons

@f @f 5
rf= —;iii;— 2L m.
@x @x% 0
appelé legradient au sens des distributionsle f , de sorte que
_ @f 2 1=2
kr kaZ - @—}( L2 .

i=1

L'application h; iy12 est bien dé nie, et est bien un produit scalaire surw¥2() , de
norme associée B
Kf ko = KEkZ, + kr k2, 72 (28)

(car si kf ky 1.2 =0, alors kf k 2 = 0).
Proposition 2.18 L'espace préhilbertien complexaV 12() est séparable, complet.

La notation H1() est fréquemment utilisée pour désigner I'espace de Hilbew %2() ,
mais nous ne le ferons pas dans ces notes, car elle est en cbavec la notation pour
désigner l'un des espaces de Hardy (outre le premier groupe @ohomologie de l'ouvert

n.
Démonstration.  L'application f 7! @@; de W12() dansL?() est linéaire, par unicité
et par la linéarité de la condition (27). Par construction, l'application de W%?() dans
L2() ™*1 dé nie par f 7! (f; %; i %) est un isomorphisme d'espaces préhilbertiens
sur son image. Pour montrer quew +2() est complet, il sut donc de montrer que son
image est fermée : elle sera alors compléte. Sdity)kon Une suite dansW1h2() telle
que (fg; %; il %) converge vers un élément notéf; g1;:::;gm) dansL?() ™*! quand
k! +1 .Pourtousles' 2Cl(; C)etl i m,nous avons, par convergence faible et
par la condition (27),
hg ;" iz + H; %iLz = k!mh hg—f;( L2 + Hk;%h_z =0:

Ceci montre quef 2 W¥2() etqueg = @@; par unicité. Le résultat en découle, car tout
sous-espace d'un espace métrique séparable est séparahle

Par intégration par partie, les applicationsf de classeC! & support compact de dans
C véri ent I'équation ( 27), en prenant, pour les dérivées partielles au sens des digtutions
de f, ses dérivées partielles usuelles. Dor@. (; C) est contenu dansw2() .

Nous noteronsW;%() I'adhérence dansw2() du sous-espace vectorieC! (; C).
Muni de la restriction du produit scalaire de W%2() , c'est un espace de Hilbert complexe
(il est complet car fermé dans un espace complet). La notatoH3() est fréqguemment
utilisée pour le désigner, mais nous ne le ferons pas dans cexes.

Les résultats d'analyse sunNol;z() qui nous seront le plus utile par la suite sont les
suivants.

18. Si P est une partie dénombrable dense d'un espace métriqueX et si Y est une partie de X, pour
tout rationnel r > 0 et pour tout p2 P, notons y,;r un point de B(p;r)\ Y si cette intersection est non
vide. Alors I'ensemble (dénombrable) de cesyp;: est dense dansY, car pour tout y 2 Y, pour tout > 0,
si r est un rationnel tel que 0 <r < 5, il existe p 2 P tel que d(y;p) <r (en particulier, le point yp
existe) et d(y;yp;r)  d(y;p) + d(p;ypr) < 2r<
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Théoréme 2.19 (Inégalité de Poincaré  '°) Si est borné, alors il existe une constante
c=c¢ > 0telle que, pour toutu 2 Wol'z() , hous ayons

kuk .2 ckr uk.2:

Notons que la restriction u 2 Wol;z() au lieu deu 2 W%2() est nécessaire, car les
applications constantes non nulles, qui sont dan&?() puisque est borné, ne véri ent
pas l'inégalité de Poincaré.

Remarquons que l'inégalité de Poincaré implique que, pourout u 2 Wol;z() , hous
avons q

Kukyy 1:2 1+ ¢ kr uk2: (29)

Démonstration. Nous ne ferons la démonstration que sin = 1, en renvoyant a [Bre]
pour une démonstration générale. Sin = 1, soienta; b2 R tels que [a; b, et étendons
a tout R les applications a support compact dans , en les prolongeant parO en dehors de

Par densité, il sut de montrer le résultat pour u 2 C(l; (; C). Pour tout x 2 , nous
avons, puisqueu(a) = 0 et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
Z X
ju(x)?j = 2u(t)udt) dt  2kuk 2ku%k 2 :

a

En intégrant sur  pour la mesure de Lebesgue, nous avons donc
kuk?, 2 () kuk okukz ;

ce gui montre le résultat.

Le résultat de compacité suivant, un analogud_? du théoréme d'Ascoli (et plus pré-
cisément de l'exerciceE.10 de la partie 1.4), sera utile. Il dit que l'inclusion (dé nie par
x 7! x) de Wy?() dansL2() (qui est continue de norme au plusl, par linégalité
kf k.2 k fkyuw2 provenant de la dé nition (28) de la norme W %2) est un opérateur com-
pact. Nous renvoyons par exemple afva, Sect. 5.7], Bre] pour des versions plus générales
de ce résultat.

Théoréme 2.20 (Théoréme de Rellich-Kondrachov) 19°Sj  est borné, alors toute
suite bornée(fn)n2n danswol’z() admet une sous-suite convergente dans’() .

Avant de commencer la démonstration, rappelons quelques @priétés du produit de
convolution . Sif;g 2 L(R™), si estla mesure de Lebesgue s®™, notonsdy = d (y)
et, pour tout x 2 R", z

fog(x)= fy)gx y)dy:
y2Rm
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, et par l'invariance ded mesure de Lebesgue par trans-
lations et par l'antipodie y 7! vy, I'application f g:R™ ! C est bien dé nie, et

ki gkis K fkeokgkes (30)

19. En fait, ce résultat est di a Rellich. C'est I'extension a ux espacesL” qui est due a Vladimir losifovich
Kondrashov, qui t sa thése avec Sobolev.
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De plus, sig2 C! (R™;C), alors par le théoréme de dérivation des intégrales a parartiés,
f g2CL(R™C)et,pourl r m,nous avons

@g.

ok (31)

@
—(f = f
@x( 9)
L'inégalité suivante est plus délicate.
Lemme 2.21 Sif 2 L?(RM) etg2 LY(R™M), alorsf g2 L?(R™) et
kf gkLZ k kaZ kgkLl .

En particulier, pour tout g2 LY(R™), I'application f 7! f gdeL?(R™) dans lui-méme
est linéaire, continue, de norme au plukgk, :.
Démonstration.  Puisquejf ¢j j fjj gj, nous pouvons supposer quk et g sont a valeurs
positives ou nulles, et par homogénéité quikgk, : = 1. Rappelons (voir par exemple [f ,
Theo. 3.3]) l'inégalité de Jensenqui dit que si (X; B; ) est un espace de probabilité, si

h : X ! R est une application intégrable pour la mesure etsi' : R! R est une
application continue convexe, alors
z z
' hd " hd:
X X

En l'appliquant & ' :t 7! t2, X = R™,d (y) = g(x Vy)d (y) (qui est bien une mesure
de probabilité car kgk,: = 1), pour tout x 2 R™ et h : R" I [0;+1 [ mesurable bornée
(donc intégrable pour la mesure de probabilité ), nous avons
Z
h g(x)? h(y)?a(x  y)d (y):
y2RmM

Prenons pour h les éléments d'une suite de fonctions mesurables bornéesspives qui
converge simplement en croissant veré (par exempleh = min ff; n g). Nous avons alors,
par le théoreme de convergence monotone de Lebesgue, pounttx 2 R™,

z
fog(x)? fy)?ex y)d (y):
y2Rm
Donc par le théoréme de Fubini et un changement de variablg®= x v,
VA VA
ki gk?, f (y)? g(x y)dxdy= kf k?,kgk,1 :
y2Rm x2RM

Puisquekgk 1 =1, le résultat en découle.

Démonstration du théoréme 2.20. Nous prolongeons a toutR™ les fonctions dans
L2() par la valeur O en dehors de .

Soit (fn)nzn UNe suite bornée danswy?() . Soit © 2 CI (R™;C) une application
positive ou nulle, a support dans la boule unité, d'intégraé 1 pour la mesure de Lebesgue.
Pour tout i 2 N, posons' ; : x 7! 2™ * (21x), qui est un élément deCl (R™;C), et encore
d'intégrale 1. Pour tout i 2 N xé&, nous avons, par la majoration (30),

Kfn 'ikir K fokiz K k2 K fokyue K ikee :
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Donc la suite (f, ' {)n2n d'applications C! est uniformément majorée. Pourl r m,
nous avons, par la formule 81),
@ . _ @' @' I
@—X(fn |) L1 - fn @—X L1 k fnkLZ @—X L2 k fnkwl;Z @—X |_2’
qui est borné uniformément em. Par le théoréme des accroissements nis, pour tout2 N,
il existe doncg > 0 tel que pour tous lesx;y 2 R™ et n 2 N,

fn Ii(x) fn Ii(Y) Cikx yk:

Puisque est borné, son adhérence est compacte. Par le théoréme d'Ascolil.32, pour

tout i 2 N, la suite (f, ' i)n2n d'applications équicontinues, uniformément majorées
sur le compact , admet une sous-suite qui converge uniformément sur ce comqt. Par

extraction diagonale, il existe donc une suite strictementroissante(ng)xon telle que, pour

tout i 2 N, la suite d'applications continues(fn, ' i)k2n converge uniformément sur , et

en particulier est uniformément de Cauchy, donc est de Caughdans L?() .

Montrons que kf, f, 'k 2 converge versO quandi tend vers+1 uniformément
enn. Comme
kfnk fn\kLZ k fnk fn ' |k|_2 + kfnk ' i fn‘ ' |k|_2 + kfn ' i fn‘kLZ ,

ceci montrera que la suite(f, )xon €st de Cauchy dand_?() , donc converge par complé-
tude, ce qui conclut.

Posonsc® = maxy r m gm IXrj" (X) dx 2 ]0;+1 [. Montrons que pour tout f 2
Wol;z() , pour tout i 2 N, nous avons

k

, m c°
kf f ikLZ T kr f k|_2 ; (32)
ce qui conclut (carkr fk 2 k fkyu2 et la suite (fn)n2n €st bornée dansw 2() ).
Par continuité (voir en particulier I'assertion suivant le lemme2.21, commek'’ iki=1),
il sut de montrer l'inégalité ( 32) pour f dans le sous-espace dense damtol'z() des
applications C1 & support compact dans . Rappelons que pour toute application de
classeC! de R™ dans C, nous avons, pour tous lesx;y 2 R™,
£1g X 41 @f _
fy) 1= L x+tly x))di= (yr xr)@—(x +t(y X)) dt:
0 r=1 O X
R
Donc pour tout x 2 R™, puisque ' i(x Yy)dy=1, par le théoreme de Fubini, en faisant

le changement de variabley® = x + t(y x) (de sorte quedy = f—%’f)), et encore par le
théoreme de Fubini, nouszavons

Fo f) F@y) FO)) i(xy)dy
y2RM
X Of vty )y %) i(x y) dy dt
-y 0 y2rm @X

Z
_ Of g "Xy, ox y0dt g
oy yeRm @x7 7 ot Tt
xn of
= @— ri (X)
r=1 X
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R
ol ri(x)= gx'i(X) 3. Or, par le théoréme de Fubini et en faisant le changement

de variable x0= 21 % (de sorte quedx®= 2 dx et x0 = 21 Xc),

z z, z.,z
.., X dt . omie A X dt
K rikps Xe) i T imeL dx = jXrj 2™ 2'? dx T
ZXZRm £ 0 X2RM
1 _ ©
= dt 2 'ix0t (x) dx® =
0 X2RM 2
Par le lemme?2.21, nous avons donc
. e@f @f _ mc? .
kf i fk2 mlmra>r<n @x "L mlmra>r<n @x sz ri KLt o kr fk 2 :

ce qui démontre l'inégalité 32).

L'opérateur de Green.

Nous introduisons maintenant un opérateur auto-adjoint canpact qui va permettre
d'appliquer les résultats spectraux de la partiel.5.

Le | directeur de cette partie est le probléme de la résolutbn (en un certain sens qui
sera précisé) de équation de Poisson

u=f

surun ouvert deR™,ouf : ! C estune application donnée (dont la régularité sera
précisée plus tard), avec des conditions au bord, de type Dahlet, d'annulation (en un sens
qui sera précisé plus tard) de la fonction inconnueai. Ces conditions frontiéres sont utiles
pour avoir des propriétés d'unicité. Une interprétation pcssible de cette équation provient
de I'électrostatique : étant donné une distribution de chagesf dans un domaine , dont
la frontiére est mise a la masse (c'est-a-dire que son poteek est maintenu a0 volt), le
potentiel électrigue u dans ce domaine, engendré par la distribution de chargg, est la
solution de I'équation de Poisson s'annulant au bord.

Bref, nous allons construire un inverse (en un sens qui seragmisé plus tard) de l'opé-
rateur moins laplacien, qui sera appelé l'opérateur de Gree Comme trés souvent dans ce
type de problémes, nous allons trouver ces solutions (en urektain sens qui sera précisé
plus tard) en minimisant une certaine fonctionnelle, que nas introduisons maintenant.

Soientm 2 N f Oget un ouvert borné non vide_deRm. L'hypothése que est borné
est importante pour ce qui suit. Pour tous lesu 2 Wol’z() etf 2 L?() , notons

Qs (u) = %kr uk?, Remf;ui 2 :

Il faut penser a la fonctionnelle Q; comme a une énergie, somme d'une énergie cinétique
et d'une énergie potentielle.

Proposition 2.22  Soitf 2 L?() .

(1) L'application Qs : W3?() ! R est continue, strictement convexe(c'est-a-dire que
Qi(tu+(1l tv)<tQi(u)+( t)Qf (V) pourtous lest 2 10;1[etu6 v danswol;z() ),
et propre (c'est-a-dire quejQs (u)j tend vers+1 lorsquekuky 1.2 tend vers+1 ).
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(2) L'application Q; admet un et un seul minimum.

(3) Un élémentu 2 Wol;z() est un minimum de Qs si et seulement siu est une
solution faible (ou au sens des distribution$ de I'équation u= f, c'est-a-dire si

8' 2CL(; C); hrur'iz2=H;"i_:

Notons que toute solutionu 2 C! (; C) d'une équation de Poisson u = f (ou f
doit donc appartenir a C! (; C)) en est une solution faible, car par intégration par partie,
pour tout ' 2 Cl (; C), nous avons

O=h wu f;"iz2=h u'i2 hf;" iz2=hrur iz hf;" i2:
Démonstration. (1) L'application Q; est bien dé nie et a valeurs réelles. Sa continuité
est immédiate : pour tous lesu;v 2 W01;2() , par les inégalités triangulaire et de Cauchy-
Schwarz,

Qi (u) Qs (V) % kr uk?, kr vk, +jhf;u vip2j

:—2Lkr (u  v)ka(kr uk 2 + kr vk 2)+ kf k 2ku vk 2
1

2kr uk 2 + %kr vk 2 + kf ki 2 ku  vkyiz2 :

Pour montrer que Q; est strictement convexe, par sesquilinéarité du produit salaire et
linéarité der , il sut de montrer que dans tout espace de Hilbert, I'applic ation x 7! k xk?
est strictement convexe. Or l'application deR dans R dé nie par t 7! at? + bt+ c est
strictement convexe pour tous lesa> O et b;c2 R, et

kix + (1 t)yk? = kt(x y)+ yk?® = t’kx yk®+2tRehx y;yi + kyk®:
Donc l'application f :t 7! ktx + (1  t)yk? est convexe, et en particulier, sit 2]0; 1],
kix +(1 tyk?>=f@)=f(t 1+@ t) 0) tf@)+@ t)f(0)= tkxk®+(@1 t)kyk?;

avec inégalité stricte sit 2]0; 1] et x 6 y, ce gu'il s'agissait de montrer.

Pour montrer que Qs est propre, il sut d'appliquer les inégalités de Cauchy-Sdwarz
et de Poincaré (voir la formule ©9) suivant le théoréme 2.19) : pour tout u 2 Wy%() ,
puisquekuk 2 k ukyz et kukd i, = kukZ, + kr uk?, (1 + c¢?)kr uk?,, nous avons

1

1
Qf (u) Ekr UkEz k kaZkukLZ m

kukZ, 2 K kg 2kuky2 ;

qui tend évidemment vers+1 quand kuky, 12 tend vers+1 .

(2) Ceci découle immédiatement (et sans méme besoin de la atien (1)) de la seconde
assertion du théoréme de Lax-Milgram1.15 appliquée aux fonctionsa et ' suivantes.
L'application a: Wg3?() Wg%() ! Cdéniepar a(u;v) = hru;r vi 2 estsesquilinéaire
et hermitienne. Elle est continue par l'inégalité de CauchySchwarz

ja(u;v)j kr ukpz2kr vk 2k ukyzkvkyi:z ;

114



et coercive par l'inégalité de Poincaré?2.19 (voir la formule (29)) :

. . 1
ja(u; u)j = kr uk?, el kuk?, 1.2 :

De plus, I'application ' : W2() ! C dé nie par u 7! hf;ui . est une forme anti-linéaire,
et continue par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

i (U)] K fkokuk2 Kk fk zkukyue :

Mais voici une démonstration utilisant la question (1), qui peut étre utile dans d'autres
contextes. Siu et v étaient deux minima distincts de Qs , de valeur minimalea = Qs (u) =

Qs (v), alors par stricte convexité deQ;, nous aurions Qs (“*T") < w = a, une
contradiction.

Puisque Q; est propre, soitR > 0 tel que Qs (u) 0 si kuky12 R. Pour montrer
I'existence d'un minimum, puisque Qs (0) = 0, il sut de montrer que Q; admet un
minimum dans la boule ferméeB (0;R) : ce sera un minimum deQ; sur Wol;z() . Soit
(Xn)n2n une suite dansB(0;R) telle que limp; +1 Qf (Xn) = inf y2B(0:R) Qf (y). Quitte a
extraire, nous pouvons supposer gqu'elle converge faiblemtevers x (voir le théoréme 1.21).
L'application Q; est continue et convexe, donc faiblement semi-continue iéfieurement
(voir la proposition 1.23. D'ou Qs (x) limp +1 Qf (Xn) =inf y2B(0:R) Qs (y), et x est un
minimum de Qs .

(3) Ceci découle immédiatement de la premiére assertion dhéoréme de Lax-Milgram
1.15appliquée aux fonctionsa et ' ci-dessus, et de la densité d€’ (; C) dansWol;z() .
Mais voici une démonstration directe.

Pour tout u 2 Wol;z() et pour tout ' 2 Cl (; C), nous avons

d d 1 : .
R + t' - _ - + t . +t . +t
dtjt:OQf (u+t) dtitco 2hr (u+t )r(u+tt )iz Rehfu+tip

=Re hru;r

"Iz Rel;" ip2:
Donc en remplacant’ par i’ pour obtenir les parties imaginaires, su est un minimum de
Qs , alors u est une solution faible de I'équation u= f.

Réciproquement, siu est une solution faible de I'équation u = f, alors pour tout
' 2 Cl(; C) f Og lavaleurt = 0 est le minimum (qui est le seul extremum) de la
fonction strictement convexe et propret 7! Q¢ (u + t' ). Par densité¢ deC! (; C) dans
Wol;z() , ceci implique queu est un minimum de Qs .

Nous noteronsG : L2() ! L?() Tlapplication qui & un élément f de L?() associe
l'unique élémentu de Wol;z() qui minimise Qs , ou de maniére équivalente, l'unique solu-
tion faible u 2 Wy%() de I'équation de Poisson  u = f. Nous appelleronsG I'opérateur
de Greende . Notons que l'image deG est bien plus petite queL?() : elle est contenue
danswol;z() , Ce gui sera crucial pour le résultat suivant.

Proposition 2.23  L'opérateur de GreenG : L?() ! L2() est linéaire, continu, auto-
adjoint, positif, compact, d'image contenue dansNol'z() .
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Démonstration.  La linéarité de G découle de l'unicité et de la linéarité en(u;f) des
équationshr u;r ' i 2= ;" i 2 pour' 2 Cl (; C).
Montrons que G est continu. Si G(f ) = u, alors u minimisant Q;, nous avons

d :
0= i Qr (tu) = kr uk?, Rehf;uis:
Donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarzkr ukf2 k f k_2kuk 2. Par l'inégalité de Poincaré
2.19
kuk?, ¢ kr uk?,  c?kf k_2Kuky2 :

D'od G:L?() ! L?) estcontinu, de normekGk au plus c¢?.

Montrons que G est auto-adjoint. Soientf;g 2 L2() , notonsu = G(f ) etv = G(g), qui
appartiennent awol;z() . Par construction, nous avonshr u;r " i 2 = ;" i 2 pour tout
' 2 Cl (; C). Donc par densité deCl (; C) dansW,%() , nous avonshr u;r vi > =
H;vi 2. En prenant les conjugués, nous avon$v;fi . = hrv;r ui 2, et de méme en
échangeantf et g, ce qui échangeu et v. Donc

hG(g);fi 2 =hv;fij2=hrv;r uig2=hru;r vij2=hu;gi2=hg;ui 2= hy;G(f )i 2:

Montrons que G est positif, et méme strictement positif, c'est-a-dire quenG(f );fi 2 > 0
pour tout élément non nul f deL?() . Comme vu ci-dessus, nous avons

2

WG(f)ifi= 1 G(f) 25

qui est positif, et qui est nul seulement siG(f ) est nul, par l'inégalité de Poincaré2.19
Donc hG(f );fi 2 est nul seulement sif est nulle par unicité, car si I'application nulle est
une solution faible de I'équation de Poisson u = f, alorsf est nulle.

Montrons en n que G est un opérateur compact, c'est-a-dire que l'image paG de toute
suite bornée deL?() admet une sous-suite convergente dans?() . Remarquons queG
est dimage contenue dandVj?() et queG est continue delL2() dansWg?() , car

2

KG(f )kwrz = KG(f)kZ, + 1 G(f) I,

(kGK? + kGK)kf kZ;

= kG(f )k?, + hG(f );fi2

Donc l'image par G de toute suite bornée delL?() est une suite bornée danwol;z() , et
le résultat découle du théoréme de Rellich-Kondracho2.20.

Décomposition spectrale du laplacien.

Soientm 2 N f Oget un ouvert non vide deR™. L'opérateur laplacien n'est pas
dé ni sur tout I'espace de Hilbert L?() , mais a priori seulement de son sous-espace dense
Cl (; ©) dans lui-méme. Il est la premiére instance de ce qui est apgelin opérateur non
borné (voir par exemple Bre, ]), mais nous n'en développerons pas la théorie générale.
Nous allons montrer qu'il existe une base hilbertienne de?() formée de vecteurs propres
de l'opposé du laplacien, de valeurs propres associées pi@ss qui convergent vers I'in ni.
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Théoreme 2.24 Soientm 2 N f Og et un ouvert borné non vide deR™. Il existe une
suite ( j)j2n de réels strictement positifs, croissante, qui converge k& +1 , et une base
hilbertienne (f;)ion de L2() telle que pour touti 2 N, l'application f; soit une solution
C! de I'équation  f; = f;.

Démonstration.  Puisque l'opérateur de GreenG : L2() ! L?() est auto-adjoint,
strictement positif, compact (et L2() est séparable et de dimension in nie), il est diago-
nalisable en base hilbertienne, a valeurs propres stricteemt positives décroissantes tendant
vers0: il existe une suite( j)i2n de réels strictement positifs, décroissante, convergenters
0, et une base hilbertienne(f;)ion deL?() telle que G(f;) = if; pour tout i 2 N. Posons

= il Alors par dé nition de I'opérateur de Green, (f;)i2n est une base hilbertienne de
L2() telle quef; soit une solution faible de I'équation  f; = ;f;, pour tout i 2 N.

Nous ne montrerons pas ici que les application$§; sont en fait C1 (propriété dite

de régularité elliptique, découlant d'un principe du maximum, voir par exemple Bre]).
L'application f; est alors une vraie solution de I'équation f; = f;.

2.5 Introduction a l'analyse harmonique des sphéres

La référence de base pour cette partie estfir, Chap. IX].

élémentx de R"*1, h; i etk k le produit scalaire usuel et la norme euclidienne usuelle su
R"™1 et B+ = fx 2 R™! : kxk 1gla boule unité fermée de I'espace euclidieR"*? .
L'objet principal d'étude dans cette partie est

Sh= fx2 R"™ : kxk=1g;

la sphére unité de I'espace euclidieR"*1. Nous noteronsO(n + 1) le groupe orthogonal
de l'espace euclidienrR"*!, c'est-a-dire le groupe des automorphismes linéaires de"*!
préservant son produit scalaire :

892 0(n+1); 8x;y 2 R, hgx;gyi = hyi :

Ce sont les applications linéaires d&k"*! dans lui-méme dont les matrices dans la base
canonique sont inversibles, d'inverse égale a leur transpée. Bien sdr, I'action linéaire de
O(n +1) sur R"*! préserve la spheres, :

8g20(nN+1);828S,; gx2S,:

L'action de O(n + 1) est transitive sur S,, et de méme celle dugroupe des rotationsde
Rn+1

SO(n+1)= fg20O(n+1) : detg=1g :

pour tous lesx;y 2 S,, il existe (au moins) une rotation envoyant x sur y. En e et,
I'application xant I'orthogonal du plan orienté de base (x;y) six 6 y, ou n'importe
quel plan orienté contenantx sinon, valant sur ce plan la rotation d'angle 2 [0; ] tel que
cos = hx;yi ou celle d'angle , convient.

En tant que fermé et borné de I'espace vectoriel rédl (R") muni de la norme d'opé-
rateur, le groupe O(n + 1) est un espace topologique compact. Pour touh 2 O(n + 1),
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les applicationsg 7! hg et g 7! gh 1 de O(n + 1) dans lui-méme, appelées respectivement
la translation a gauchepar h et la translation a droite par h, sont des homéomorphismes,
d'inverses les translations & gauche et & droite pahn 1.

Le but de cette partie est d'étudier les propriétés spectrals d'un opérateur de type
laplacien sur S;.
Mesure de Lebesgue des spheres.

Nous commencons par généraliser aux spheres de dimensiomgé&ieures la construction
de la mesure de Lebesgue sur le cercle (voir la parti®2). Rappelons qu'une mesure sur
un espace mesurabl€X; A ) estinvariante par une transformation mesurableg: X ! X

sig = ,oug estlamesureimage de par g (dénie par g (A)= (g (A)) pour
toute partie mesurableA), ou, de maniére équivalente, si pour toute application magrable
f : X I R, nous avons 7 7
f gd = fd
X X

(au sens que l'une de ces deux intégrales existe si et seulemsi I'autre existe, et qu'elles
sont alors égales).

Proposition 2.25 Il existe une et une seule mesure borélienne de probabilitg sur S,
invariante par toutes les rotations.

Démonstration. Montrons tout d'abord I'existence de . Pour tout borélien A de S,,
notons c(A) = ftx : t 2 ]0;1];x 2 Ag le cbne épointé surA de centre 0 dans Bn+1, qui
est encore un borélien. Le cdbne commute avec les opérationsdiéennes sur les parties de
Bne1 f Og:
[ [ \ \
c A = cA)c A = cAi); (S A)=(Bnaa f 0g) c(A):
i21 i21 i21 i21

Si nh+1 estla mesure de Lebesgue dR"*! etsi$ ns1 = n+1(Bn+1), alors par l'invariance

de nh+1 par les rotations, l'application , :B ! [0;+1 [, ou B est la tribu ( -algébre)

borélienne deS,, dé nie par A 7! n(A) = n1+1 n+1 (C(A)) convient.

Montrons maintenant l'unicité de ,, en commencant par une remarque préliminaire.
Le théoréme de Stone-Weierstrassé.1 implique la densité de I'ensemble des combinaisons
linéaires d'applicationsy 7! €™VYi (ot x 2 R"!) dans l'espace des fonctions continues
de R"*! dans C pour la convergence uniforme sur les compacts. Puisque demesures
boréliennes positives suR"*! , donnant méme intégrale a toute fonction continue a support
compact, coincident, il en découle qu'une mesure de probdibé  sur R"*! est uniquement
déterminée par safonction caractéristique

z

b:x 7! e™yid (y):
y2Rn+1

Soient et deux mesures de probabilité suR"*!, & support dansS,, invariantes par
les rotations. Pour tous lesg 2 SO(n +1) et x 2 R"*1, nous avons
z z
b(gx) = doyid (y) = d™o Vi d (y) = b(x):
y2 R +1 y2Rn+1
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Donc les fonctions caractéristiques de et de sont invariantes par les rotations. Pour
tout r 0O, nous avons, en rappelant quey est le premier vecteur de la base canonique de
R"*1 | par l'invariance par les rotations deb et la transitivité de l'action de SO(n +1) sur
S,, et puisque est une mesure de probabilité de suppors,,

z z Z

b(rep) = b(reg) d (x) = b(rx)d (x) = b(rx) d (x)
Z% S’] Rn+1
- ™Y d (y)d (x):
(x;y)2R”+1 RN+1

Puisque le dernier terme est symétrique en et par le théoréme de Fubini, nous en
déduisons donc que les fonctions caractéristiqudset b coincident sur la demi-droite R+ g,
donc surR"*! par l'invariance par les rotations. D'ol = par la remarque préliminaire.

La mesure de probabilité , sera appelée lanesure de Lebesguénormalisée) deS,.
Dans la suite, nous noterond_?(S,) = L%(S,; n;C). Avec la notation de la partie 2.2,
nous avons 1 = 5.

L'opérateur laplacien sphérique.

Rappelons que le laplacien (euclidien) est I'opérateur li@aire, agissant sur les fonctions

de classeC? d'un ouvert de R"*! & valeurs dansC, dé ni par

X @
- @F

Pour tout k 2 (N f Og) [flg , une applicationf : S, ! C est dite de classeCK si
l'application 2° f : R™® f 0g! C dé nie par x 7! f () est de classeC¥. Par exemple,

la restriction & S, de toute application de classeC* dé nie sur un voisinage ouvert deS,
est de classe&€X, par le théoréme de dérivation des applications composédsous renvoyons
a un cours de géométrie di érentielle (par exemplellaf]) pour une dé nition intrinséque
de la propriété d'étre de classe&C® sur S,.
Le laplacien sphérique s est I'opérateur linéaire, agissant sur les applications delasse
C? de S, dans C, dé ni par
sf = fooo: (33)

On dé nit de méme le laplacien sphérique agissant sur les afipations de classeC? d'un
ouvert deS, a valeurs dansC, mais nous n'étudierons ci-dessous que le cas S,.

Nous donnons dans la n de cette partie quelques propriétésullaplacien euclidien

L'opérateur laplacien possede des propriétés de symétries importantes. Il est o
ment invariant par permutation des coordonnées. Mais en faj il admet beaucoup plus de
symétries, comme le montre le résultat suivant. Méme si cela'apparaitra peut-étre pas
clairement dans la suite, ce sont ces propriétés de symétsigui vont nous permettre de
diagonaliser en base hilbertienne l'opérateur laplacienphérique, de maniére explicite.

20. appeléel'extension radialement constante de f
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Proposition 2.26 Le laplacien euclidien est invariant par O(n + 1) : pour tout ouvert
U de R"*! invariant par O(n + 1), pour tout f : U! C de classeC?, nous avons

89g20(n+1); (f 9g=( f) g:

Il découle de la proposition2.26 que le laplacien sphérique s est aussi invariant par
O(n +1) : pour toute application f : S, ! C de classeC?, pour tout g2 O(n + 1), nous
avonsf g=1f getdonc s(f g=( sf) g

Démonstration.  SoientU un ouvert de R"*! invariant par O(n+1),f : U! C une appli-
cation C2, g2 O(n+1) etx 2 U. Notons Hyf = ot (x)  la matrice hessienne
@x@x 0 ij n

de f en x, c'est-a-dire la matrice (symétrique) dans la base canonite de I'application
bilinéaire di érentielle seconded?f, def enx. Par dé nition, nous avons

f (x) =trace Hyf:
Par la linéarité de g, nous avons, pour tous les;w 2 R"*1,
d(f  g)x(v) = dg(g(v) et d*(f g)x(v;w) = d*f 4 (9(V); g(W)) :

Si G est la matrice deg dans la base canonique d&®"*!, nous avons doncHy(f @) =
'G Hgxf G. Par les propriétés de la trace et puisqués 1= G, nous avons donc

traceH,(f g)=trace 'GHgyxfG =trace G'GHgyy)f =trace Hgyyf
Ceci montre le résultat.

Une application f : R"* f 0g! C est dite radiale si elle est invariante parO(n + 1)
(c'est-a-dire sif (gx) = f (x) pour tous lesx 2 R"*! f 0getg2 O(n+1) ), ou, de maniére
équivalente, s'il existe une applicationF :]0;+1 [! C telle quef (x) = F(kxk). Une telle
application F est unique, car nous avons alor§ (r) = f (reg) pour tout r > 0. De plus,
ceci montre queF est de classeC? si f I'est. Par exemple, pour toutk 2 Z, I'application
x 7! kxk¥ est radiale.

Proposition 2.27 Soientf : R"*1 f 0g! C une application radialeC?, etF :]0;+1 [!
C telle quef (x) = F(kxk). Alors pour tout x 2 R"*1 f 0Og, nous avons

f (x) = LF (kxK) ;

N 2
oULF (r)= &5(r)+ 29E(r).

adp——
Démonstration.  Notonsr = kxk = noX2. Pour0 i n,nousavons
F(r i
or_ 0% _Xieqy, 34
@x @x r
et en dérivant une nouvelle fois,
@f Xi2 0 X-2
—=2AF%)+ = =L FHr):
o7~ oF S0
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Le résultat en découle, par sommation.

Décomposition spectrale du laplacien sphérique.

Nous noteronsi = (ig;i1;:::;in) les éléments deN"*1 (appelés multi-entiers), ainsi
quejij=ig+ i1+ + i, (appelé lalongueurdei) eti! = igliy!:::i,! (appeléfactorielle
dei). Pour tout x = (Xo;X1;:::;%Xn) 2 R"1, posons

i — Viowil «.uyin -«
X== Xoxl ...Xnn .

Notons P l'algébre complexe des applications polynomiales de"*! dansC, et, pour

tout m 2 N, n X 0

Pm= x2R"™ 7 axt:a2C

P2NM* jij=m

son sous-espace vectoriel complexe des applications padymales homogénes de degra.
Les applications x 7! xL pour i 2 N"*1 sont appelées les applicationsnlgnomiales et
forment une base de I'espace vectoriel complexe . Remarquons queP = .\ P m et
quesip2 P ,etq2 P-,alorspg2 P +* (I'algébre P , munie de la suite de sous-espaces
vectoriels (P m)m2n, €st ainsi une algébre graduée Nous noterons ., la dimension de
I'espace vectoriel complexé® .

Remarquons que l'opérateur laplacien est un opérateur linéaire deP dansP , qui
envoie P , dans P , » (avec la convention queP ; = P , = f0g). Notons H, le
noyau de jp ., C'est-a-dire le sous-espace vectoriel complexe d&,, des applications
polynomiales harmoniques :

Hnhn=fp2Pn : p=0g;

et HS , I'espace vectoriel des restrictions des éléments d€,, a la sphereS,. Remarquons
que l'application de restriction de H, dansHS , (qui a p 2 H , associeps, 2 HS m)
est un isomorphisme linéaire, car une application polynonaile p, homogéne de degrén,
qui est nulle sur la sphére unité, est nulle, par la formulgp(x) = kxk™p 2 . Les espaces
vectoriels complexesH ., et HS [, sont donc de méme dimension, notédy,,. Les espaces
Hm et HS ., sont stables par la conjugaison complexe (et donc par passa@ux parties
réelle et imaginaire). Les éléments delS ., s'appellent lesharmoniques sphériquede degré
m.

Nous notonsft] =supfn 2 Z : n tgla partie entiére (inférieure, aussi notéditc) d'un
élémentt 2 R et Q l'application polynomiale (xo;:::;xn) 7! x5+  + x2, qui appartient
aP .

Proposition 2.28 (1) Pour toute application polynomiale p homogéne de degm, il existe
des applications polynomiales harmoniquels, 2 Hy, 2 pour 0 k  [3] telles que

]

p= Qh:
k=0
(2) Pour tout m 2 N, les espaces vectoriels complexd? ,, H, et HS , sont de
dimension nie :
m+ n

m=dimcP n = n ;
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¥ !
dn=dimcHpy =dimcHS m=@m+n pMm*tn 2

(n 1)Im!
Démonstration.  Dé nissons un produit scalaire hermitien hh; ii sur I'espace vectoriel
complexeP par X
hip; gi = g
LZN”H'

P , P .
oUp: X7 e PEXtEtg:Xx 7! e G X (Ces sommes n'ont qu'un nombre ni de
termes non nuls). Montrons que l'adjoint pour ce produit scéaire de l'opérateur linéaire
P ! P estlopérateur Q de multiplication par Q:x 7! X3+ x5+  + x2:

8p;q2 P; hh p;gi = hip;Qqji : (35)

En itérant et par sommation, il sut de véri er que l'adjoint  de l'opérateur @;@; est l'opé-
rateur de multiplication par xx pour 0 Kk n, c'est-a-dire pour tous lesp;q2 P , nous
avonshrg)&p;qii = hlp; xkqii . Par linéarité, il su t de véri er cette derniére formule lo rsque

p est une application monomiale quelconque 7! xL, ot = (ig;i;:::;in).
Siix = 0, alors hHX;qji = 0 et hix';xcgii = 0, donc la formule d'adjonction (35)
est véri ée. Sinon, posonsi®= (ig;::: ik 150k Liker;i::;in). Comme%—: = ik x° et

(Xk®i = go, le résultat en découle par la dé nition du produit scalaire:

(1) Montrons queP w = Hy, QP 2sim 2 Les applications polynomiales de
degré 0 ou 1 étant harmoniques, l'assertion (1) en découle par récurrare. Ceci montre
aussi que sim 2, alorsdimcHy, =dimcP, dimcP , 2, c'est-a-dire, en posant
dnm =dimcHp et m =dimcP m,

8m 2, dn= m m 2-:

Il sut de montrer que I'orthogonal dans P ., (pour la restriction du produit scalaire
hh; ii aP ) du sous-espace vectorigDP , » est le sous-espace vectoriél ,. Ceci découle
du fait que le noyau de : P, ! P 2 estl'orthogonal de l'image de son adjoint
Q :Pm 2! Pm.Eneet soit p2 P . Alors par la formule d'adjonction (35), nous
avons hip; Qqi = 0 pour tout g 2 P, » si et seulement sihh p;gi = 0 pour tout
g2 P 2, cequiéquivaut a p =0, car l'opérateur laplacien envoieP , dansP o, ».
Ceci montre le résultat.

(2) Comme l'application de restriction induit un isomorphisme linéaire deH ,, dans
HS ., nous avonsdim¢c H i, = dim ¢ HS . Par l'expression ci-dessus déel, sim 2, et
le faitqueHo = P g et H; = P 1 sont de dimensionl et n +1 respectivement, il sut de

calculer la valeur de . Or , estle nombre de(n+1)-upletsi = (ig;i1:::;in) dansN"*1
L . . . . m+n
tels quejij=ipg+ i1+ + in = m, qui vaut le nombre d'arrangements N , car

le choix den éléments (les points entourés d'un cercle ci-dessous) d'ersuite ordonnée de
n + m éléments déterminen + 1 intervalles ordonnés dont la somme des longueurs est.
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Le résultat suivant implique que l'opérateur laplacien spkérique s, qui est dé ni
sur le sous-espace dense d€(S,) formé des applicationsC! , est diagonalisable en base
hilbertienne de L2(S,).

Théoréme 2.29 L'espace de Hilbert complexd.?(S,) est somme hilbertienne des sous-
espaces vectoriels de dimension niHS ,, pour m 2 N, et tout élément deHS , est un
vecteur propre de l'opposé du laplacien sphérique s associé a la valeur proprem(m +
n 1):

8f 2 HS y; sf=m(m+n 1)f:

Remarquons que lorsquen varie dansN, ces valeurs propres sont deux a deux distinctes,
et de multiplicités nies, la multiplicité de m(m+ n 1) étant

(m+n 2)

n =@m+n D — i

par la proposition 2.28 (2).

Démonstration. (1) Montrons tout d'abord l'orthogonalité de HS ,, et HS - sim 6 ".
Rappelons laformule de Green Sif est une application C? d'un voisinage ouvert de
Bh+1 a valeurs dansC, nous noterons, pour toutx 2 S,

%f(x) = (%)

la dérivée radialede f enx. Notons $ 41 la mesure deB,+1 pour la mesure de Lebesgue
n+1 de R"1. La formule de Green dit que siu et v sont deux applications C? d'un
voisinage ouvert deB+; a valeurs dansC, alors
Z
v u
uv Vv udnpia=9%n11 u@ V@

dn,:
Bn+1 Sn @ @ "

Rappelons laformule d'Euler?! : sif : R"™1 | C est une application polynomiale
homogéne de degrén, alors, pour tout x 2 R"*1, nous avons

dy(xX)= mf (x):

21. Par linéarité, il sut de la montrer lorque f estune ap@lication monomiale (Xo;:::;Xn) 7! xio0 soxin
auquel cas le résultat est immédiat par la formule dfy(x) = [, Xi @%f. Pour une autre méthode, dériver

ent = 1 l'équation f (tx) = t™f(x), vériée pourtousles t 2 [0;+1 [et x 2 R"*! sif est homogéne de
degré m.
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Pour tous lesp2 H, et g2 H -, nous avons donc

Z
(m )hps,iGs,iiz= (mpg pq)d,= G%p p% d n
S S
1
:$ g p p G9dnpa=0;
N+l Bns

ce qui montre le résultat.

(2) Montrons que le sous-espace vectoriel manHS m est dense dand 2(S,), ce qui,
avec l'assertion (1), montre quelL?(S,) est somme hilbertienne deHS ,, pour m 2 N.
Par densité pour la normeL? des applications continues dans %(S,), et puisque la conver-
gence uniforme d'applications continues implique leur corergencelL? par nitude de la
mesure, il sut de démontrer que oNnHS m est dense dansC(S,;C) pour la norme
uniforme. Les fonctions coordonnées appartiennent B , donc I'ensemble des restrictions
a S, des éléments deP est une sous-algébre séparante d€(S,;C). Par le théoréeme
de Stone-Weierstrassl.l1, cet ensemble est donc dense pour la norme uniforme. Comme
toute application polynomiale est somme d'applications ptynomiales homogénes, il suf-
t de montrer que toute application polynomiale homogéne cdncide, en restriction a S,,
avec une somme d'applications polynomiales homogénes hasniques. Ceci découle de la
proposition 2.28 (1), car l'application polynomiale Q vaut 1 sur S,.

(3) Montrons que tout élément deHS , est un vecteur propre de g associé a la
valeur propre m(m+ n 1).

Rappelons laformule de Leibniz?? qui dit que si U est un ouvert deR"*! et siu;v :
U! C sont deux applicationsC?, alors

X @u@v
(u)=( uv+2 ——+u( v):
=g @x@x

Soit f un élément deHS ,, restriction de p 2 H ,. En particulier, pour tout x 2 R"*1
non nul, en notant r = kxk, nous avons, avec la notatiorf utilisée pour dé nir l'opérateur
laplacien sphérique (voir la formule @3)),

X _po) .
r rm -’

fx)=p

L'application u: x 7! rim est radiale. Par I'équation (34) et la formule d'Euler, nous avons
donc

X @uab X mx @ m X @ o

i=0
Par la proposition 2.27, nous avons

_ m(m+1) mn _ m(m+1 n).
- rm+2 rm+2 - rm+2

22. Anciennement francisé en Leibnitz, a I'attention des personnes agées, dont l'auteur, qui I'ont appris
avec cet orthographe dans leur lointaine jeunesse.
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Par la formule de Leibniz, et puisquep est harmonique, nous avons donc

f= (uw=( mm+1 m+2md)—_Tp:

Donc st =m(m+n 1)f.

Le but de la partie suivante est de donner une description exjite des harmoniques
sphériques, c'est-a-dire des éléments dé¢S , pour tout m, ou encore des vecteurs propres
de s pour la valeur propre m(m+ n 1).

Introduction aux polyndmes sphériques.

Notons K le stabilisateur dansO(n + 1) du dernier vecteure, de la base canonigue de
n+l .
R : n A o o
K= 0o 1 A20(n) :

Notons que K est un sous-groupe fermé d®©(n + 1), donc un sous-groupe compact de

GLn+1 (R). L'application A 7! 'g 1

est un isomorphisme de groupes et un homéo-
morphisme deO(n) dansK.

Pour tout sous-groupe compactG de GLn+1 (R), pour toute mesure (borélienne) de
probabilit¢é  sur G, nous dirons que estinvariante par translations a gauchepar G si
pour tout g 2 G, pour toute application continue f : G! C, nous avons

VA VA
f(gh)yd (h)= f(h)yd (h):
h2G h2G
Nous dirons que estinvariante par translations a droite par G si pour tout g2 G, pour
toute application continue f : G! C, nous avons
z z
f(hg)d (h) = f(h)d (h):
h2G h2G
De maniére équivalente, en notantLyg : G ! G l'application h 7! ghetRy : G! G
I'application h 7! hg pour tout g 2 G, la loi est invariante a gauche (respectivement
a droite) par G si et seulement si pour toutg 2 G, la loi image (Lg) (respectivement
(Rg) )estegale a .

Le résultat ci-dessous est un cas particulier de I'existercet de l'unicité, sur tout sous-
groupe compactG de GLp+1 (R), d'une mesure borélienne de probabilité invariante par
translations & droite et & gauche (voir par exempleoh, Y9]), appeléanesure de Haarde
G.

Proposition 2.30 Pour tout n 2 N, il existe une et une seule mesure borélienne de pro-
babilité |, sur O(n) invariante par translations a gauche.

De plus, , estinvariante par translations a droite, mais nous ne nousesvirons pas de
ce fait.

Démonstration.  Puisque O(1) = f 1g, notons ¢ la mesure d'équiprobabilité surO(1),
qui est bien invariante par translations a gauche.
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Par récurrence, supposons, construite, et notons ¢ la mesure surK image de |

A
|
par A 7! 0 1

f:0O(n+1)! R (quiest uniformérpgnt continue carO(n + 1) est compact), l'application
de O(n+1) dansC dé nie par g 7!  f(gk) d « (k) est continue. [En e et, en munissant
O(n+1) de la restriction de la distance deM j+1 (R) dé nie par la norme d'opérateur, pour
tout > 0O, soit > Otel que pourtous lesx;y 2 S, sikx yk ,alorsjf (x) T (y)j

, qui est une mesure de probabilité. Pour toute application ontinue

Alors pour tous lesg:¢®2 O(n + 1) tels quekg g% , pour tout k 2 K, nous avons
kgk o%k k g g%kkk= kg g% ,donc, puisque g estune mesure de probabilité,
Z Z
Kf(gk)d k (K) Kf(g%d k (K) L]

Puisque |, etdonc g, estinvariante par translations a gauche, cette applicathn passe au
quotient pour donner une application continuef dé nie sur I'espace topologique quotient
O(n +1)=K dansR, qui est constante égale & sif l'est.

Rappelons que I'applicationg 7! gg, deO(n+1) dansS,, qui est continue et surjective,
induit par passage au quotient une bijection continue deO(n +1) =K dansS,. Par compa-
cité, cette application est un homéomorphisme, équivarianpour legsactions deO(n +1),
par laquelle nous identi ons ces deux espaces. L'applicain f 7! x2S, f(x) d h(x) est
une forme linéaire positive surC(O(n +1); R). Par le théoreme de représentation de Riesz
1.6, elle dé nit donc une mesure (borélienne, positive) n+1 sur O(n + 1), telle que, pour
tout f 2 C(O(n+1); R),

z z

fd na = f(x)d n(x):
O(n+1) X2 Sn

Il est immédiat de voir que ,+1 est une mesure de probabilité invariante par translations
a gauche, ce qui conclut la récurrence.

Pour montrer l'unicité, soient , et 2 deux mesures de probabilité invariantes par
translations & gauche surO(n). Posons °= 3( , + 9), qui est aussi une mesure de
probabilité invariante par translations a gauche surO(n). Pour toute application continue
f :0O(n)! R, nous avons, en utilisant respectivement

le fait que 2est une mesure de probabilité,

linvariance par translations & gauche de ,, en remplacantx pary !x,
le théoreme de Fubini,

l'invariance par translations a gauche de %°en remplacanty par xy,

le fait que |, est une mesure de probabilité,
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Z Z Z
f(x) d n(x)
x20(n) Zy20(n) Zx20(n)

= f(y %) d n(x)d )
Zy20(n) Z><20(n)

= f(y %) d ty) d a(x)
Zx20(n) Zy20(n)

= fiy Hdaly)d n(x)
x20(n) y20(n)

i
fiy Hd Qy):

f(x)d n(x)d Rty

y20(n)

Buisque le dernier terme reste inchangé aprés la permutatiode , et de 9, nous avons
x20(n) f(xX)d n(x) = x20(n) f (x) d 8(x) pour toute application continue f : O(n) ! R.
Donc , = 2, ce qui montre le résultat.

A O
0o 1°
qui est l'uniqgue mesure (borélienne) de probabilité surK invariante par translations a
gauche : pour tous lek®2 K etf 2 C(K;C),
Z Z
f (k%) d « (k) =
K

Dans la suite, nous notons g la mesure image de , par 'application A 7!

f(k)d g (K):
K

k2 k2

Remarque. On peut montrer que g est aussi invariante par translations a droite.

Une application p: R"*1 1 C (ainsi que sa restriction aS,) est dite invariante par un
sous-groupeG deO(n+1) sip g= ppourtout g2 G. Un ensembleE d'applications de
R"*1 (ou de S,) dans C est dit invariant par Gsip g2 E pourtouslesg2 Getp2 E.

Exemples. (1) Une application f : R"*! | C est invariante par K si et seulement si
f (x) ne dépend que de la derniére coordonnée oe pour tout x 2 R"*! (car K contient
toutes les rotations d'axeRey).

(2) Sip2 P, alors p est invariant par O(n + 1) si et seulement si sa restriction &5,
l'est.

(3) Le lemme suivant détermine les polynémes invariants patout le groupe orthogonal.

Lemme 2.31 Soit q: R" ! C une application polynomiale enn 1 variables réelles,

q(X0i X1;::5; Xn 1) = HCCRE R ) U
j=0
Démonstration.  L'application f : R ! C dénie par t 7! ¢(ty) est polynomiale (en

une variable réelle) et ne dépend pas dg 2 S, 1, par I'hypothése et la transitivité de
l'action de O(n) sur S, 1. En particulier (en remplacant y par ), l'application f est
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P . .
paire. Elle s'écrit doncf :t 7! =0 | t4 o> 2 Net go:::; - 2 C. Pour tout

X )
q(x) = f (kxk) = j(x§+ x5+ +x3 )
j=0

Considérons les applications d&R"*1 dans C dé nies par

et Z

Pm : X 7! " gn(k x)d k (k) :

L'application p;, est appelée lem-éme polynéme sphériqgue Nous donnerons dans la dé-
monstration du théoréme2.32 ci-dessous une autre expression d&,. Notons ,, :R! C
I'application dé nie par
m .t 7! pm(ten) :
Rappelons l'expression de la célebrionction Gamma, dé nie sur ]0;+ 1 [ par

© 57! tS e Udt:
0

Elle vérie (1) =1 et par intégration par partie (s+1)= s(s) pourtout s2 ]0;+1 [
(donc en particulier ( n+1) = n! pourtout n2 N f 0g).

Théoreme 2.32 (1) L'application pn, est une application polynomiale em + 1 variables
réelles, homogéne de degmh, invariante par K, harmonigue telle quepm(e,) = 1. En
particulier,  estune application polynomiale (en une variable réelle) g (X) =  m(Xn).

(2) L'ensembleHS X des éléments déiS ., invariants par K est la droite vectorielle
complexe engendrée par la restrictiopm;s, depm a Sy :

ff2HS n 1 8k2K; f k=fg=Cpnmg, :
(3) Tout sous-espace vectoriel deHS |, invariant par O(n + 1) est égal afOg ou a
HS 1.

P .
(4)(Tout ;élément deHS n estde laforme _; j(Pm G)js, oot 2N, j2Cet
g 20(n+1).

(5) (Formule de Rodriguez)  Pour tout t 2 ] 1;1], nous avons

(D" (3 1 dan
2" (5+m) (1 t2)z 1dtm

m(t) = (1 17z =

Il découle en particulier de I'assertion (1) que  détermine pn,, et réciproguement.
Si n est pair, la formule de Rodriguez est vraie pour toutt 2 R f 1;1g (avec
prolongement par continuité ent =  1).
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Démonstration. (1) L'application ¢, est polynomiale, homogéne de degma, harmonique
car @?—;%(xn +iXo)M = m(m  1)(Xn + ixg)™ ? = @%(xn + ixp)™ sim 2, et vérie
dn(en) = 1. Par intégration, puisque x 7! gn(k 1x) est une application polynomiale
homogéne de degrén en x, dont les coe cients dépendent de maniére continue dek,
I'application pm est donc polynomiale et homogéne de degm. Elle vérie pm(ey) = 1
car K xe e, et g est une mesure de probabilité. Elle est invariante pakK (c'est-a-dire
que pm(k%) = pm(x) pour tous lesx 2 R"?! et k% 2 K), par la construction de ppm
et l'invariance par translations a gauche de k. Par dé nition de K (voir I'exemple (1)
ci-dessus), ceci implique quéem (x) ne dépend que de la derniére coordonnée de Donc
Si X = (Xp;:::;Xn), hous avonspm(X) = pm(Xn€n) = m(Xn). Par la proposition 2.26
l'application gn k ! est harmonique pour toutk 2 K . Donc par intégration, I'application
pm est harmonique.

(2) Soit f 2 HS X, restriction & S, d'une application polynomiale p harmonique
homogene de degrén invariante par K ; montrons quef est un multiple scalaire depn;s, -
En développant suivant les puissances de,, écrivons

xn

j=0
ou a est une application polynomiale enn variables réelles, homogéne de degné
nous avonsp(Ax; X n) = p(x;Xp) puisquep est invariant par K. Puisque deux applications
polynomiales en une variable réell, sont égales si et seulement si leurs coe cients sont

égaux, nous en déduisons que l'applicatiom est invariante par O(n) pour 0 | m.
Par le lemme 2.31 et puisque & est homogene de degrén j, nous avons donca; = 0

sim | estimpair et pour tout entier k tel que0 k [3], il existe y 2 C tel que
am x(Xo;::iXn 1) = k(X3+ x3+  +x2 K. Donc, pour tout X = (Xo;:::;Xn) 2 Sh,
puisquex3+ +x2 ;=1 x2, nous avons
g1
F)=px) = k@ xRy
k=0

Pour tout ~ 2 N, notonsf- : S, ! C l'application dé nie par x 7! x,, , qui est la restriction
a S, d'une application polynomiale homogéne de degré. La restriction f dep a S, est

f-2 j:o HS ;. Puisquef 2 HS , et par l'orthogonalité desHS ; pour le produit scalaire
de L%(S,), nous avons donc qué est un multiple de la projection orthogonale ., def

sur HS ,. En particulier, HS mK est contenu dans la droite vectorielleC . Puisque
Pmjs, €st un elément non nul deHS m< par l'assertion (1), il engendre donc cette droite,

etHS K = C Pmjs, C€ qui montre le resultat.

(3) Par la proposition 2.26, la précomposition d'une application harmoniquep : R"*1 |
C par un élémentg de O(n + 1) est encore harmonique :( p g/ =( p) g=0.Comme
p g2P ,sip2 Py, ceci montre queHS |, est invariant par O(n +1). Le sous-espace
nul est trivialement invariant par O(n +1).

Réciproquement, soitE un sous-espace vectoriel non nul déiS p, invariant par le
groupe O(n + 1), montrons que E = HS ,. Notons E? l'orthogonal de E dans HS
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pour le produit scalaire deL?(S,), qui est aussi invariant par O(n + 1), puisque O(n + 1)
préserve le produit scalaire de_?(S,) (par invariance de la mesure de Lebesgue, de S,).
Soientf un élément non nul deE et xg 2 S, tels quef (xp) 6 0. Soit g2 O(n +1) tel
queXg=ge,. Alorsf,=f g2 E etfi(e,) 60. Notonsf,:S,! C l'application dé nie
par Z
x 70 fyk %) d k(K):
K

PuisqueK xe e,, nous avonsf>(e,) = f1(en) 6 0. Comme vu précédemment, I'application
f, estinvariante par K , et est la restriction a S, d'une application polynomiale harmonique
homogéne de degrén. Donc f, appartient & HS K. Montrons que f, appartient & E. II
sut de montrer que f, est orthogonal a tout élémenth 2 E?. Or, par le théoréme de
Fubini et par invariance de la mesure de Lebesgue, nous avons

Z Z Z

fa(x) h(x) d n(x) = ) S1f1(k ) h(x) d n(x)d « (K)

H o; hi 2
75

Hih kiod g(k)=0:
K

Puisquef, est non nul, ceci montre queE contient la droite vectorielle HS ,K.

SiE? est non nul, le méme raisonnement que ci-dessus montre qEE contient aussi
la droite vectorielle HS X, ce qui contredit le fait que E\ E? = f0g. Donc E? = f0g et
le résultat en découle.

(4) L'espace vectoriel engendré par legpm g);s, pour g 2 O(n + 1) est non nul (car
Pm 6 0), invariant par O(n + 1) et contenu dansHS ,, donc égal aHS |, par l'assertion
(3). Le résultat en découle.

(5) Commencons par le lemme suivant donnant I'expression de mesure de Lebesgue
d'une sphére en coordonnées sphériques par rapport a sesgsl

Lemme 2.33 Pour tout n 1, l'applicationde S, 1 ]0; [dansS, f e,g dé nie par
(u; )7 x=cos e, +sin u

est un homéomorphisme, et, en notan$ , = Vol( B,) la mesure de Lebesgue de la boule

unité deR" et , = M%, nous avons

dn(x)= nsin” ' d . q(ud:

€n
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Démonstration. La mesure de Lebesgue .1 de R"*! s'exprime facilement en fonction
de la mesure de Lebesgue, de R" :

dn+l:dnan:

Pour tout X = (Xo;:::;Xn) 2 R"™  Re,, posonsr = kxk > 0, notons 2 ]0; [ l'angle
entre e, et x, et posonss = kx Xxpenk, de sorte que

Xpn=rcos et s=rsin :
En particulier, puisque dx, =cos dr rsin d etds=sin dr + rcos d , nous avons
dsdx, = rd dr:

En posant , = n$,, par la construction de la mesure de Lebesgue des sphéresuso
avons
dn= nsn ldnldsetdn+1: n+1sndndr:

Donc

n+1snd ndr:dn+1:dnan: nsn 1dn1deXn

asin” tr" rd , 1ddr:

Le résultat en découle.
Maintenant, considérons le produit scalaire sutC[X ] dé ni par
Z 1
P;Qi= » PHQH@A t¥)z Ldt:
1

Remarquons que, en posant = cos , puisque , 1 est une mesure de probabilité, et par
le lemme précédent,

Z
hP:Qi= , P(cos )Q(cos )sin" ! d
2z
= | P(cos ) Q(cos )sin" ' d , 1(u)d
7 0 u2s, 1
= P(Xn) Q(Xn) d n(x):
X2Sh

PosonsRy = ﬁ%—l dL @ )7 ¥™ | qui est un polyndme de degré au plus

m. Nous avons vu dans l'assertion (2) que n, est l'unique polynédme de degré au plusn
tel que m(1) =1 et tel que l'application x 7! m(Xn) soit orthogonale dansL?(S,; n)
aux applications x 7! x, pour0 “<m.Or, enécrivant(l t2)=(1 t)(1+t)eten
appliquant la régle de Leibniz, on obtient, puisque les termas sont nuls sauf celui obtenu
en dérivant systématiquementl t,

(

m)

)

n

Rm(1) = ( D"2"(5

1+m)(% 1+m 1) (% 1+1)=( 1m2"

—~|NI>
Nis| +

131



De plus, on vérie par m 1 intégrations par parties quehRy;tli =0 si0 j<m.
Puisque HS 1, est de dimensionl par I'assertion (2), nous avons n, = %, ce qui
montre l'assertion (5) et conclut la démonstration du théoeme 2.32

Remarques. (1) Considérons la suite(fj);2n, ouf; est la restriction a S, de I'application
X 7! xh, pour j 2 N. Notons ( i)j2n la suite d'applications de S, dans C obtenue en
appliquant le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmitla la suite (fj);2n pour le
produit scalaire deL?(Sn; n): o= fo,

eth jo jiLzs,: ,)=0si0 j<j 2 Alorsladémonstration de 'assertion (2) du théoreme
2.32 montre que le m-eéme polyndme sphériquep, est l'uniqgue multiple de , tel que
Pm(€n) = 1. Cette remarque permet de calculer facilement les polynérsesphériques.

(2) Par la démonstration de l'assertion (5) du théoréeme2.32, la suite ( m)m2n dans
C[X] est l'unique suite obtenue par le procédé d'orthogonalis&n de Gram-Schmidt a
partir de la base canonique(x™)m2n de C[X] pour le produit scalaire

Z,
PQi=  PHQMQ t7)2 *dt;
1

véri ant la condition de normalisation (1) = 1. La suite ( m)m2n €St un exemple de
polyndmes orthogonauxvoir par exemple [5zg ST].

(3) Soit G un sous-groupe fermé d&Ly (R). Une représentation (linéaire de dimension
nie) deG est un morphisme de groupes continu de G dansGL(V) ouV est un espace
vectoriel réel de dimension nie. Un sous-espace vectori& de V est dit invariant par
(ou par G quand est sous-entendue) si(g)(E) E pourtout g2 G. Le sous-espace xe
deV par (ou par G quand est sous-entendue) est le sous-espace vectoriel des élémen
x deV tels que (g)(x) = x pour tout g 2 G. Une représentation linéaire deG dansV est
dite irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels deinvariants par sontf0g et V.

L'assertion (3) du théoréme?2.32dit que la représentation linéaire deO(n+1) surHS
est irréductible.

Nous renvoyons par exemple a-pr, Chap. IX] pour de nombreuses autres propriétés
des harmoniques sphériques, et d'autres polynbmes orthagaux.
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2.6 Correction des exercices

Correction de l'exercice  E.25. (1) L'application Q, comme rapport de deux applica-
tions continues dont le dénominateur ne s'annule pas, est otinue. Elle est strictement
positive, carimz > 0siz 2 H.
Fixonsz= x+ iy ol x 2 R ety > 0. Alors, en faisant successivement les changements
de variabless=t x,s= ytett=tan , nous avons
Z _ Z +1 y _ Z +1 y _ Z +1 1
Qz(t) dt = ———— dt ds= ——— dt
R

t2 1 (U o x)Z+y2 T 2+ y2 1 t2+1

Pour tout (z;t) 2 H R, nous avons

1+tz 1 1+tz 1+tz _ (1+t3)(z 2).

Im - — -
t z 2t z t z 2ijt  zj?

ce qui montre la seconde formule, et I'harmonicité de 7! Q,(t), comme partie imaginaire
d'une application holomorphe.

Montrons la propriété de convergence radiale. Soit
to 2 R. Nous avons

Im(z to) _ sinarg(z to) .

tg) = — —— = - - :
Qat0) = 5,42 iz to] z
o
Donc siarg(z  to) 2 [; ] pour 210; [ xé, alors M
Q. (to) 71 tend vers +1 quand z tend vers to. to
Or arg(z tog) 2 [; ] si et seulement silm z
(sin )jRe(z tg)j (voir dessin ci-contre), ce qui montre le
résultat.
Pour tous les > 0, > 0, tp;t 2 R tels quejt tgj , Si z est susamment proche

de tg, nous avonsim(z) % etjt Rezj 5.Donc

Im z Im z 2=4

0 Qz(t):(t Rez)2+(Im z)2 (1t Rez)? 2=4

Ceci montre queQ4(t) converge vers0, uniformément pour t dans le complémentaire de
tout voisinage detg, quand z tend vers tg.

Pour tout compact K de R, soit A> Otel que K [ A;A]. Alors pour tout > 0,
pour tout t 2 K, et pour tout z 2 H tel quejzj A + 1, nous avons

Im(z t) 1 1

LO=5 " T4 i A

Donc Q,(t) tend versO quand jzj! +1 , uniformément pourt 2 K.

(2) Comme Q; est continue etQ,(t) ﬁ I'application t 7! Q,(t)f (t) est intégrable,

et Pyf est bien dé nie. Sif est a valeurs réelles, alors pour touz 2 H, nous avons
z
1+tz f(t t t
O 4 - im a®) 4 oim 5 %W
prt z1+t prt 2 2Rl Z
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ol nous avons notég; et g, les applications dansL(R; ;C) dé nies par gi(t) = l{ftt)

et gp(t) = 1t1f+(2. Donc P est harmonique, comme somme de parties imaginaires d'ap-
plications holomorphes (ceci par la propositionB.1). Si f est a valeurs complexes, alors
en écrivantf = f, + if , ol f1 et f, sont a valeurs réelles, et intégrables pour la mesure
de Lebesgue, l'applicationPyf est aussi harmonique. Comme I'applicatiorQ est a valeurs
positives, les autres a rmations en découlent.

(3) Par la question (1), la famille (Q,),2+ d'applications continues deR dansR véri e
les propriétés suivantes des familles régularisantes :
Q: O
k QZkLl(R;_) =1,
pour tout > 0 xé, Q,(t) converge vers), uniformémentent 2ft2 R : jt toj
0, quand z tend vers .

Par continuité en tg de f, pour tout > O, il existe > 0 tel que, pour toutt 2 R tel

quejt tg , hous ayonsjf (t) f (to)j . Pour tout z susamment proche de tg, nous
avonsjz tgf =2
Pourt 2 R xé tel que jt tgj , l'application z 7! Q(t)jf (t) f (tp)j tend versO

guand z tend verstg. Cette application est de plus majorée par

Im(z tp)
(z to) (t

(f () + Jf (t)))=2

Q:(0(if V] + If (to)}) = ; Gt o =27

to)jZ(jf (0j + if (to)i)

Remarquons que l'applicationt 7! %ﬁ—z estintégrable surft 2 R : jt tgj g.

Par le théoreme de gpnvergence dominée de Lebesgue, pourttatsu samment proche de

to, nous avons donc ;. Qz(1jf (t)  f (to)] dt  Alors
‘ a - dt
jPuf(2) f(to)i= (f(t) f(t0))Qz(t) — it () f(to)jQz(t) —
Zt2R dt t2R
o QW)jf () f(to)i —
Jt to] Z g
oS i) flt)l 0 QS 2

jt toj jt toj

ce qui montre le premier résultat de I'assertion (3). Comme ne application est continue
si et seulement si elle est continue en tout point et puisqu'ne suite qui n'a qu'une valeur
d'adhérence converge vers celle-ci, la seconde a rmationnedécoule.

Pour montrer la derniére assertion, puisqué est nulle a I'in ni, il sut de montrer que
Pyf (z) tend versO quand jzj tend vers+1 . Pour tout > 0, soit A> 0 tel que jf (t)j

sijtj A. Alors
Z z Z
. . _ . dt _ . dt _ . dt
PHf (2)] Q:()jf (M) —  Q)jf () —+  Q)jf ()] —:
t2R iti A it A
L " R § o
Cette derniere intégrale est majorée par iti A Q,(t) & . L'avant-derniére intégrale

tend vers 0 quand jzj tend vers O, car I'application continue f est bornée sur lintervalle
compact [ A;A], et puisque Q(t) tend vers 0 quand jzj ! +1 , uniformément pour
t2[ A;A], par la question (1).
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(4) Commelmz > 1etlmzg> 0, nous avons(z + i)(zo + i) 6 0, et donc h est C?
comme composée d'applications de clas€? . Elle est clairement nulle enzg. Siz = X + iy
etzp= Xg+ iyp0UX;Xg2 R,yo> 0Oety 0O, nous avons

m—2 % -, 1
(z+ i)(zo+ 1) Zot+i  z+i
1 N 1 _ 1 N 1 )
Zp+i z+i x§+(1+ yo)? xZ+(1+ y)? ’

car les dénominateurs sont supérieurs ou égaux & donc h 22 = 4 sur H. Enn,
l'application g de C dans R dé nie par z 7! (Im z)? est C! , de laplacien constant égal

a 2. L'application f de H dans C dé nie par z 7! % est holomorphe, de dérivée

fqz) = ﬁz Puisqueh =g f etparlaformule ( g f)=( g) f jf92 nous avons

donc h(z) = m%ﬁ > 0 pour tout z 2 H. En n, nous avons
. . 1 2zp=z 2 1 2 1
lim h(z)= Ilim Im <0 . = Im . - — < 1;
jzjt +1 jzjt +1 1+ i=z)(zo + i) Zo+ i jzo + ij?

carlmzg > 0.

(5) [Remarquons que la condition d'étre nulle a I'in ni est nécessaire, catu:z 7! Imz
Véri e les autres hypothéses, mais pas la conclusion.]

Par linéarité, en écrivant une fonction a valeurs complexesomme somme de sa partie
réelle et de sa partie imaginaire multipliée paii, nous pouvons supposer que est a valeurs
réelles. Notonsv I'application de H[ R dansC telle quevjy = u  Pu[u;gr] et vjg =0, qui
est continue surH[ R, a valeurs réelles, nulle suR et harmonique surH, par les questions
(3) et (2). Montrons que v =0.

Méthode 1 : Par l'absurde, supposons qu'il existe un pointzg 2 H en lequelv ne
s'annule pas. Quitte a remplaceru par u, nous pouvons supposer que(zg) > 0. Posons
= @ > 0. En reprenant l'application h = h,, de la question précédente, I'application
w:H[ R! R dénie par
w(z) = v(z)+ (h(z) 4)

est continue surH [ R, négative ou nulle surR (car h(z) 4), et strictement positive en
Zo, par dé nition de . Puisquev est nulle & I'in ni par la derniére assertion de la question
(3), et par la question (4), w(z) tend vers une valeur strictement négative quandzj tend
vers +1 , donc w est strictement négative en dehors d'un gros compact. L'adication w
atteint donc son maximum (strictement positif) en un point z; de H. En particulier les
dérivées%’} et % sont négatives ou nulles erz;. Donc  w(z;) 0. Mais par la question
(4), puisquev est harmonique enz;, nous avons w(z;) = h(zy) > 0, une contradiction.

Méthode 2 (évitant la question (4)) : Alors jvj est continue sur le compactH|[ R[flg
et nulle sur R[flg par la question (3). Elle atteint donc son maximum, qui est enun
point de H sinonv = 0 comme voulu. Commev est harmonique surH (qui est connexe),
elle est donc constante suH par le principe du maximum (voir le theoréme2.5). Cette
constante est nulle, puisquev s'étend continuement parO sur R[flg . Le résultat en
découle.

Correction de l'exercice E.26. Puisque le probléme est local, quitte a restreindre
, nous pouvons supposer qu'il existe une application holomphe f : ! R telle que
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u=Re f.Montrons quev=Re golug: ! R estdénie parz 7! zf{z), ce qui
implique que v est harmonique, comme partie réelle d'une fonction holomghe.
L'équation de Cauchy @f= 0 implique que

@Ref) _@mf)  @mf)_ @Ref).

@x @y @x @y
Puisquef %= @f= 1 @ngf) + i@'%;) i@Réyf) + @'“éyf) , Nous avons
x @Ref) @mf) y @mf) @Ref)
RezfH2) = = + =
CD=3 “ax *T@y 2 @x @y

_ X@Ref) N y@Ref) _ X@u+ y@u;
@x @y @x - @y
ce gu'il s'agissait de démontrer.

Correction de l'exercice  E.27. Notonsr le rayon du disqueD. Par la formule de la
moyenne, nous avons -
2

u(zo+re' )d =2 u(z)=0:

Par la continuité de u sur le compact@D nous avons donc a la foisnax;2 @pu(z) 0 et
minz2 @pu(z) 0 (sinon l'intégrale ci-dessus serait respectivement strtement négative ou
strictement positive). Par le théoréme des valeurs intermdiaires, la fonction continue u,
qui prend une valeur négative ou nulle et une valeur positiveu nulle, prend donc la valeur
nulle sur le connexe@D

La derniére assertion se montre en prenant (par ce qui précéflun zéro deu sur des
cercles centrés erzy de rayons (strictement positifs, su samment petits) tendant vers 0.

Correction de l'exercice E.28. (1) Comme f est holomorphe et ne s'annule pas, en
prenant localement des déterminations holomorphes du logighme, nous avons2@ @ jf j =
@@(ff)= @@nf)+ @@nf)=0, etdonclnjfj est harmonique.

(2) Supposons tout d'abord que soit simplement connexe. Soitf : I R une
fonction harmonique réelle. Par le théoreme de représentan de Riemann, il existe une
représentation conforme' : D! . L'application f ' : D! R est donc harmonique

(car la précomposition par une application holomorphe présrve I'harmonicité). Par la
derniére assertion du théoreme de Poissoh. 1, il existe donc une application holomorphe

g:D! Ctellequef ' =Reg. Alorsf =Re(g ' 1) estla partie réelle d'une application
holomorphe.

Réciproguement, soitf une application holomorphe ne s'annulant pas sur , et mon-
trons qu'il existe une application holomorphe h : I C telle que f = exp(h). Ceci

implique que est simplement connexe (voir la propositionB.2 de l'appendice B). Par
la question (1), I'application logjf j est harmonique sur , et a valeurs réelles. Par I'hy-
pothése, il existe donc une application holomorphgy : ! C telle que logjf j = Re(q).
Commejée?j = eReZ l'application f= exp(g) est holomorphe, et a valeurs danss;. Comme
S, est d'intérieur vide, et par le théoreme de l'image ouverteB.3, l'application f= exp(g)
est donc constante. Si sa valeur es#' , alorsf =exp(g+ i ), ce qui montre le résultat.
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Correction de l'exercice E.29. (1) Soient u; et uy deux solutions du probléeme de
Dirichlet sur  de donnée frontieref . Montrons que l'application u = u; up, qui est
continue sur , harmonique sur et nulle sur @ , est nulle sur , ce qui conclut. Par le
principe du maximum (voir le corollaire 2.6), I'application juj atteint son maximum sur
@ . Commeu est nulle sur @ , et puisque juj est a valeurs positives ou nulles, nous en
déduisons quguj, et donc u, est I'application nulle.

(2) Puisque u est C! | l'application v, qui vérie v(r) = u(p r) pour tout r 2 Jry;ro[,
est aussiC! . Puisqueu(z) = v(zz) et u =0, nous avons donc

0=@@(z2) = @VIz2)z = Viz}») + vXiz)iz* :

Donc l'application lisser 7! v(r) de]r1?;r,%[ dansC véri e I'équation di érentielle linéaire
du second ordrerv®® v%= 0. L'espace vectoriel complexe des solutions étant de dimeps
2, les solutions de cette équation di érentielle sont de la fome v :r 7! a+ binr, pour des
constantesa; b2 C. Donc u(z) = a+ 2blnjzj, ce qu'il fallait montrer.

(3) ai Soitv:z7! u(z).Alors u et v sont deux applications continues suD, harmo-
niques surD (car z 7! z est holomorphe), nulles sur le cerclé;, et valant 1 au point
0. Par Il'unicité dans le probléme de Dirichlet sur l'ouvert barné D de donnée frontiéref
(voir la question (1)), nous avons doncu = V.

b Soit u une éventuelle telle solution. Parai, I'application u est radiale dans I'anneau
D =fz2C : 0< jzj < 1g. Par la question (2), elle est donc de la forme(z) = a+ bin(jzj)
pour des constantesa et b dans C. Comme elle est continue er0, la constante b doit étre
nulle. Alors u est constante, ce qui contredit le fait qu'elle prend des valurs distinctes en
OetsurS.

(4) ai En eet, @uest diérentiable (car u estC!) et @@y = 7 u=0. Donc @u
véri ant I'équation de Cauchy-Riemann, est holomorphe.

b Remarquons que@2Injzj) = @n(zz) = % = % et que sig est une application
di érentiable dé nie sur un ouvert de C a valeurs réelles, alors@ g @ = @gConsidérons
l'application w:z 7! u(z) Ref(z) 2c 1lnjzjdeD dansC, qui est de classeCt . Pour
montrer que w est égale a une constante, il sut de montrer que ses dérivéepartielles
sont nulles. -

Or, par le théoréme de dérivation des séries entiéres, et mujue @ = @f= 0 car
f :D ! C est holomorphe,
‘1 @u X ch 2" ‘1
z n2zZ;n6 1 z

@w= @u %@f +f) ¢ 1@2Injzj)= @u %fo
=0:

Donc il existeg: D ! C holomorphe telle quew(z) = g(Z). Par la formule des résidus,

pour tout > 0 assez petit, nous avons
z
9(z)dz =2i Reg(0) :
S(0; )
En prenant la partie imaginaire de cette équation, et puisqe u est a valeurs réelles, nous
avons
2lmc 1 In (2 )=2 Re(Reg(0)) :
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En faisant tendre vers 0, nous avonsRe(Reg(0)) =0, donclmc 1 =0 etc 1 est réel.
En particulier, w est a valeurs réelles.

[Autre méthode : Par la formule de Laurent pour le résidu de@uen O, pour tout r> 0
assez petit, nous avons

1 ? T
C1= — @z)dz = — @qre' )re' d:
2l s 2
Donc commeu est réelle et@w= 3 & 19,
Z,
Imc 1= — sin —Zre' cos —gre' d

=g oie) G )

r2 1@y 1 ol
—4—0 F@Lzre)d— 4—u(re)0—0.]

Puisque w est a valeurs réelles, nous avon®@w= @w= 0. Donc w, qui vérie @w=
@w= 0, est constante, et le résultat s'en déduit.

138



3 Problemes de révision

3.1 Enoncés

Problémes de théorie spectrale.

Exercice E.30 SoientH un espace de Hilbert complexe séparable, de dimension in&j
etu2 L (H ) un opérateur linéaire continu.

(1) Si u est auto-adjoint et compact, montrer que pour toute applicdion continue
f :R! C, il existe une base hilbertienne(e,)non deH et une suite( 5)n2n dansC telle
que (f (u))(en) = nen pourtout n 2 N.

(2) Si u est auto-adjoint, montrer que la suite (u,)n2n OU Uy = (1+ H)" converge dans
L (H), et déterminer le spectre de sa limite en fonction du spectrde u.

P
(3) Supposons qu'il existe une base hilbertiennge,)non deH telle que |,y ku(en)k? <
+1.

a) SoientN 2 N et py le projecteur orthogonal deH sur Vectfep;:::;eng, montrer
que
X1
ku u pyk? ku(en)k? :
n=N+1

b) Montrer que u est compact.

Exercice E.31 Considérons la mesure sur [0; 1] dé nie par d (t) = tdt, et notons H
l'espace de Hilbert complexeL2([0; 1]; ). Pour tout f 2 H et pour tout s 2 ]0; 1], notons
VA S z 1
Tf(s)=In(s) f(t)d (t)+ In(t) f(t) d (t):
0

S

(1) Montrer que T est un opérateur linéaire continu auto-adjoint compact deH .

(2) Soit f 2 H . Montrer que l'application Tf :]0;1]! C est continue sur]0; 1], vérie
Tf (1) = 0 et se prolonge par continuité ers = 0. En déduire que siTf = f ou 2 Cf O0g,
alorsf estC?t .

(3) Montrer gu'il existe une base hilbertienne(e,)n2n deH et des nombres réels non nuls
( n)n2n deux a deux distincts tels queTe, = h€en.

Exercice E.32 Soit H = L?([0;2 ]) I'espace de Hilbert des fonctions complexes mesu-
rables de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue q0r2 ], modulo égalité presque
partout. Notons (en)n2z sa base hilbertienne usuelle, og, :t 7! 912: et pourtout n 2 Z.

Pour tous lesn 2 Z etf 2 H , notons ¢,(f) = 912= 02 f(t)e M dt et

E=ff2H :8n<0; c(f)=0g:

(1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel fermé d¢ .
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(2) Notons g la projection orthogonale deH sur E, idy l'opérateur identité de H et,
pour tous les 2 L ([0;2 ) etf 2 H ,

u()=@n e) e):

Montrer que u :H ! H estun opérateur linéaire continu, et queku k k k; , pour
tout 2 L?! ([0;2 ]).

Les opérateursu sont appelés deopérateurs de Hankel
(3) a) Pour tout x 2 H , exprimer g(x) en fonction des coordonnées hilbertiennes de
dans la base hilbertienne(en)n2z.

b) Montrer que si est un polynbme trigonométrique, c'est-a-dire un élément €
L1 ([0;2 ]) de la forme EZ N ané OUN 2 Neta y;:::;any 2 C, alors l'opérateur
u estderang ni.

c) Si estcontinue et vérie (0)= (2 ), montrer qgue u est un opérateur compact.
Exercice E.33 Soient H un espace de Hilbert complexe non nul eu 2 L (H ) un
opérateur linéaire continu auto-adjoint.

(1) Montrer que u est positif si et seulement si, pour tout réel positif su samment grand,
nous avonsk id uk

Pn (9 :
(2) Pourtout n 2 N, posonsvy, = | Y . Montrer que la suite (vy)n2n CONverge

dansL (H ). Notons v sa limite. Montrer que siv = 0, alors le spectre deu est contenu
dans Z.

Exercice E.34 Soita2 C f Ogtelquejaj 1. SoientH un espace de Hilbert complexe
séparable de dimension in nie et(e,)n2n UNe base hilbertienne deH .

(1) a) Montrer gu'il existe un et un seul opérateur linéaire ontinu u2 L (H ) tel que,
pour tout n 2 N,

u(ean) = @ exn+1 et u(ens+r) = a"epn:

b) Calculer kuk, déterminer I'adjoint u de u, et montrer que u est auto-adjoint si et
seulement sia est réel.

(2) Montrer que u est compact si et seulement sjaj < 1.
(3) Calculer le spectre deu.
Exercice E.35 Soienta;b2 C f 0gtels quejaj;jj 1. SoientH un espace de Hilbert

complexe séparable de dimension in nie e{e,)n2z une base hilbertienne deH indexée
par Z.

(1) a) Montrer gu'il existe un et un seul opérateur linéaire ontinu u2 L (H ) tel que,
pour tout n 2 Z,
U(ezn) = @l® expe1 €t U(ezner) = B2 epns;
b) Calculer kuk, déterminer I'adjoint u de u, et montrer que u n'est pas auto-adjoint.
(2) Montrer que u est compact si et seulement sjaj < 1 et jbj < 1.
(3) Calculer le spectre deu sijaj < letjb < 1
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Exercice E.36 SoientH un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in nie
et (en)n2n UNe base hilbertienne deH . Soienta; b;c2 C tels quejaj;jb;jg 1.

(1) a) Montrer gu'il existe un et un seul opérateur linéaire ontinu u2 L (H ) tel que,
pour tout n 2 N,

uen) = a" e + B epnis et u(ens1) = M oegnag

b) Déterminer l'adjoint u de u, et montrer que u est auto-adjoint si et seulement sia
et c sont réels etb est nul.

Exercice E.37 SoientH un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in nie
(en)n2n UNne base hilbertienne deH et ( )n2n UNe suite bornée dansC.

(1) Montrer qu'il existe un et un seul opérateur linéaire cotinu u 2 L (H ) tel que,
pour tout n 2 N,

1
u(én)= onéom+ memﬂ et u(en+1) = 2n+1 €n+1 -

(2) Déterminer l'adjoint u deu. L'opérateur u est-il auto-adjoint ?
(3) Montrer que u est compact si et seulement si la suité ,),2n converge versO.
(4) Calculer I'ensemble des valeurs propre¥p(u) et le spectreSp(u) de u.

(5) Montrer que pour tout compact non vide K de C, il existe un ensemble non dé-
nombrable d'opérateurs linéaires continuss 2 L (H ) tels queSp(v) = K.

Exercice E.38 SoientH un espace de Hilbert etu2 L (H ) un opérateur auto-adjoint.

1) Montrer gue si E est un sous-espace vectoriel fermé dd stable par u, alors le
spectre de la restriction deu a E est contenu dans le spectre de.

2) Supposons dans cette question (2) que tout élément non ndle Sp(u) est isolé dans
Sp(u).

Soit ( j)izn Une suite de réels strictement positifs tels que nij ni ;| n'appartiennent
a Sp(u), et tels quelimj, +1 §=0. Pour tout i 2 N, notons F; = fx 2 Sp(u) : jXj ig,
et pour tout x 2 Sp(u), posonsfi(x) = x six 2 F; et fij(x) =0 sinon.

a) Montrer que F; est ni et que l'application f; : Sp(u) ! C est continue, a valeurs
réelles.

b) Montrer que I'opérateur f;(u) est auto-adjoint et que Sp(f;(u) u) est contenu dans
[ i+l

c) Montrer que la suite f;(u) converge versu dansL (H ).

3) Soient une valeur spectrale deu isolée dansSp(u) et g : Sp(u) ! C l'application
valant 1 en et 0 ailleurs. Montrer que g est continue, et que l'image deg(u) est non nulle.
En déduire que tout élément deSp(u) isolé dansSp(u) est une valeur propre deu.

4) Supposons dans cette question (4) que tout élément non ndle Sp(u) est isolé dans
Sp(u).
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a) Pour tout 2 C, notons E = ker(u id), et Eg l'orthogonal de la somme
hilbertienne 2spu) f ogE - Montrer que Eo est stable paru et que le spectre de la
Estriction de u a Eq est contenu dans le singletorf Og. En déduire queH = ker(u)

2Sp(u) f OgE : ] L

b) Montrer que l'mage def;(u) est contenue dans  ,r E .

5) En déduire queu est compact si et seulement si toute valeur spectrale non Hel de
u est une valeur propre isolée de multiplicité nie.

Exercice E.39 Considérons l'espace de Hilbert complexe, noté%(Z), des suites com-
plexes X = (Xn)n2z telles que kxk, = rlzzjxnj2 2 <0 , et rappelons qu'il est
isomqf,phe a l'espace de Hilbert complexd ?([0; 1]) par lisomorphisme : ( Xp)n2z 7!

ft 7! ., Xn €M g (la transformation de Fourier inverse).

(1) Montrer que l'application Hg : (Xn)n2z 7! (Yn)n2z OU Y, = w pourtout n2 Z

est un opérateur linéaire continu auto-adjoint de*?(Z).

(2) Considérons l'opérateur linéaireu de L2([0; 1]) dé nj par f 7! f t 7! cos(2t )f (t)g. Pour
toustop 2 [0;1] etn2 N f Og, sifn:[0;1]! Cvaut nsurfto sto+ =]\ [0;1]etO
ailleurs, montrer que (u  cos(2t o)id)f,, converge versD dansL?([0;1]) quandn! +1 .
En déduire que le spectre dai est égal a[ 1;1].

(3) Montrer que Ho=u . En déduire queHq n'a pas de valeur propre et que le
spectre deHg est égal a] 1;1].

Exercice E.40 Soit (b;9 2 [0:1] C tel quejg 1 (par convention c® = 0 sic = 0).
Soient H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in niet (ey)n2n UNE
base hilbertienne deH .

(1) a) Montrer gu'il existe un et un seul opérateur linéaire ontinu u2 L (H ) tel que,
pour tout n 2 N,
u(en) = ey + B ey

b) Calculer les images, par l'adjointu de u, des éléments de la base hilbertienne
(en)n2n, €t montrer que u est auto-adjoint si et seulement sib= 0 et ¢ est réel.

(2) Montrer que I'opérateur u est compact si et seulement sjcj < 1etb < 1.

(3) Calculer le spectre deu si (jg;b) 2 ]0; 1[2.

Exercice E.41 Soient X un espace métrigue compact, une mesure borélienne positive
nie sur X, m: X ! C une application mesurable bornée, eH I'espace de Hilbert com-
plexe séparabld_2(X; :C). Pour toute application f deX dansC, notonsmf I'application
de X dans C dé nie par x 7! m(x)f (x).

(1) Montrer que l'application m 7! f uy, : f 7! mf g de l'algébre involutive L * (X) des
applications mesurables bornées d¥ dans C, a valeurs dansL (H ), est un morphisme
d'algebres involutives.

(2) Appelons image essentiellede m l'ensemble notélmesdm) des 2 C tels que
fx2 X : jm(x) i g > 0 pourtout > 0. Montrer que si 2 Imggdm), alors il

existe une suite(f,)non dansH d'éléments de normel tels que (um id)f, converge
versOquandn! +1 . Montrer que le spectre deu,, est égal a lI'image essentielle dm.
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(3) Montrer que I'ensemble des valeurs propres de,, est l'ensemble des 2 C tels que
m X(f g > 0.

(4) Montrer que tout compact non vide sans point isolé deC est le spectre d'un opé-
rateur continu d'un espace de Hilbert complexe séparable gsa valeur propre.

Exercice E.42 Soient H un espace de Hilbert complexe eu 2 L (H ) un opérateur
(linéaire continu) de H .

Pour tout w 2 L (H ), notons w I'adjoint de w, Sp(w) le spectre dew, Sp.,{Ww) le
spectre essentiel dav, (w)= C SpWw) etRy: (w)! L (H ) l'application résolvante
dew, dénie par z7! (w zid) 1.

Pour tout 2 C, appelonssuite de Weylpour (u; ) toute suite (Yn)n2on dansH telle
que kynk = 1 pour tout n 2 N, la suite u(yn) yn ., CONverge versO dansH et la
suite (yn)n2n converge faiblement versd dans H . Notons Spl.{u) I'ensemble des 2 C
tels qu'il existe une suite de Weyl pour(u; ).

(1) @) Montrer que siz2 (u),alorsz2 (u)etRy (Z)= Ry(2)
b) Montrer que si z;z°2 (u), alorsRy(z) Ru(z9 = Ru(z9 Ru(z) et

Ru(2) Ru(Z% =(z Z% Ru(2) Ru(z% :

(2) a) Montrer que Sp2.{u) est contenu dansSp(u).
b) Montrer que si u est auto-adjoint compact, alors (u) est un ouvert dense deC.

(3) a) Montrer que si u est un opérateur compact, si une suit€x,)n2n dansH converge
faiblement vers un élémentx de H , alors la suite u(xn) |, converge versu(x) dansH .
b) Soientu;v 2 L (H ) tels queu v soit un opérateur compact. Montrer queSp.{u) =
SPRsdV)-
) Siz2 (u), montrer que 2 Spd.{u) si et seulement si-L- 2 SP(Ru(2)).
d) Soientu;v2 L (H)etz2 (u)\ (v)telsqueRy(z) Ry(z) soit un opérateur
compact. Montrer que Sp.{u) = Sp2.(v).
(4) Montrer que si u est auto-adjoint, alors Spyc{U) = Spgsgu).
(5) Un opérateurv 2 L (H ) est dit u-compacts'il existe z2 (u) tels quev Ry(z) soit
un opérateur compact.

a) Montrer que siv 2 L (H ) est compact, alorsv est u-compact. Montrer que si
v2 L (H ) estu-compact, alors pour toutz°2 (u), l'opérateur v R, (z% est compact.

b) Montrer que siu;v 2 L (H ) sont auto-adjoints et siv estu-compact, alorsSp,c{u+
V) = SpesdU).

Exercice E.43 Les questions |, Il et Il sont indépendantes.

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in nie

m Soient (e))n2n €t (fn)n2n deux bases hilbertiennes déH et ( n)n2n UNE suite
bornée dansC.
1) Montrer gu'il existe un etunseulu2 L (H ) tel queu(e,) = nf, pourtout n 2 N.

2) Calculer la norme deu et déterminer I'adjoint de u.
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3) Montrer que u est compact si et seulement si la suité )n2n converge vers0.

IE| 1) Soient(en)n2n et (f)k2 r]bdeux bases hilbertiennes dél etu ZFJ_ (H ). Montrer
gue pour tout x 2 H , ku(x)k? = |, Jhu(x);fkij 2, et en déduire que ., ku(en)k? =

won ku (Fk2.

Un élémentu deL (H ) esh dit de Hilbert-Schmidt s'il existe une base hilbertienne
(en)n2n de H telle que la série |, ku(en)k? converge.

2) Montrer gue I'ensembleHS(H ) des opérateurs de Hilbert-Schmidt déd est un sous-
espace vectoriel dd. (H ), stable par I'adjoint (si u2 HS(H ) alorsu 2 HS(H )) et par
compositions a droite et a gauche (s 2 HS(H )etv;w 2 L (H )alorsv u w2 HS(H )).

3) Montrer que tout opérateur de Hilbert-Schmidt de H est compact.

4) Montrer gu'il existe un opérateur auto-adjoint compact de H qui n'est pas de
Hilbert-Schmidt.

5) Montrer que l'espace vectorielHS(H ) muni du crochet

X
hu; vip = hu(en); v(en)i ;
n2N

ou (en)n2n €st une base hilbertienne ddd , est un espace de Hilbert, et que s k; est sa
norme associée, alorkuk k uk, pour tout u 2 HS(H ).

(1] Soitu2L (H).

1) Montrer qu'il existe un opérateur positif juj2 L (H ) tel quejuj?=u u.

2) Montrer que kjuj(x)k = ku(x)k pour tout x 2 H , et que Kerjuj = Ker(u u) =
Ker u. Montrer que pour tout y 2 Im juj, I'‘élément v(y) = u(y9 ol juj(y9 = y ne dépend
pas du choix dey®

3) Montrer que Im juj = (Ker u)?.

4) Montrer qu'il existe un unique v 2 L (H ) tel que Kerv = Ker u, kv(x)k = kxk pour
tout x 2 (Kerv)? etu = v juj. Le couple(v;juj) est appelé ladécomposition polairede u.

5) Montrer que siv 2 L (H ) vérie kv(x)k = kxk pour tout x 2 (Kerv)? (un tel
élément deL (H ) est appelé unasométrie partielle de H ), alors I'image dev est fermée,
etv vérie kv (x)k = kxk pourtout x 2 (Kerv )? (c'estdire quev est aussi une isométrie
partielle). Montrer que v v est la projection orthogonale sur(Ker v)?, et quev v est
la projection orthogonale surimv.

(1) Soient u;v 2 L (H ) et x 2 H un vecteur propre unitaire dev de valeur
propre . Montrer que

hid vie)ixi hj U Vi200ixiz = ] u(ixis ;

(2) Soientu 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint positif compact et 2]0;+1 [.

a) Montrer que l'opérateur u est auto-adjoint positif compact, et déterminer son
spectre en fonction de celui deu.

b) Si 2, montrer que hu?(x);xiz h u (x);xi pourtout x 2 H unitaire.
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(3) Un élémentu 2 L (H ) est appelé unopérateur a tracesi l'opérateur juj% est de
Hilbert-Schmidt, et on appelle trace de u le nombre complexe

X
Tr(u) = hu(en); eni ;
n2N

ou (en)n2n est une base hilbertienne deéd .
a) Montrer que Tr( u) est bien dé ni.

b) Montrer que peyr tous lesty;ty 2 C, siwg e wo sont ges opérateurs de Hilbert-
Schmidt deH , alors  ,, k(taw + towz)(en)k? = IZJ - it onens W wi(en)i. En
déduire queTr(u) ne dépend pas du choix de la base hilbertienn@e,)n2n.

c) Soientu;v 2 L (H ) des opérateurs auto-adjoints positifs compacts. Soienp 2
[2;+1 [ etq2]1;2] tels que%+ % =1.

Montrer que si uP et v9 sont des opérateurs a trace, alorsiv est un opérateur a trace,
et

1 1
Tr(juvj) Tr(uP) » Tr(v9) a:

(4) a) Montrer que u 2 L (H ) est un opérateur a trace si et seulement s'il existe des
opérateurs de Hilbert-Schmidtwq; w, de H tels queu = w;w,. Montrer qu'un opérateur
a trace est de Hilbert-Schmidt.

b) Montrer que I'ensembleL  (H ) des opérateurs a trace déd est un sous-espace

vectoriel de L (H ), stable par l'adjoint (si u 2 Ly(H ) alorsu 2 Ly (H )) et par
compositions a droite eta gauche (s 2 L +(H )etv;w2 L (w)alorsv u w2 L (H )).

c) Montrer que tout opérateur a trace deH est compact.

d) Montrer qu'il existe un opérateur auto-adjoint positif compact deH qui n'est pas
a trace, et un opérateur de Hilbert-Schmidt qui n'est pas a tace.

e) Montrer que siu 2 L 4 (H ) est un opérateur a trace, alors pour toutv 2 L (H ),
nous avons
Tr(uv) =Tr( vu) :

f) Montrer que I'espace vectoriell  (H ) muni de la norme

X
kuk; = hjuj(en); v(en)i ;
n2N

ou (e,)n2N €est une base hilbertienne déH , est un espace de Banach, et queuk k uk;
pour tout u 2 L ¢+ (H ). Montrer que

X
kuky = kjujky = inf kwiks kwoks = n.
Wi;W2 2 HS(H )@ u=w,wp n2N
ol les ,, pour n 2 N sont les valeurs propres dguj.

g) Montrer gqu'il existe g,eux bases hilbertienneg ey )n2n €t (fn)n2n deH et une suite
( n)n2n dansC telles que |, nj converge etu(e,) = nfn pour tout n 2 N.

Exercice E.44 Notons H = “?(2) I'equjc%de Hilbert complexe des suites = ( Xp)n2z
dans C indexées parZ telles quekxky, = n271%nj¢ < +1 , muni du produit scalaire

145



. _P , 14
;yio = 5,7 XnYn. Pourtout k2 Z, notonse, 2 H la suite dont tous les éléments sont
nuls sauf celui indexé park qui vaut 1.

(1) Montrer qu'il existe un unique opérateur linéaire continuv:H ! H tel quev(e) =
e+1 pour tout k 2 Z.

R .

Pour tous lesf 2 Hg = L2([0;2 ]) et n 2 Z, notons cy(f) = 912= 02 f()en d
le n-eme c+ cient de Fourier de f, up(f) : [0;2 ]! C lapplication 7! f (), et
Vvo(f):[0;2 ]! C l'application 7! ¢€ f().
(2) Montrer que ug : Hg ! Hg est un opérateur linéaire continu auto-adjointrpgsitif.
Pour 2 ]0;2 [ etk 2 N f Og, notonsfy : [0;2 ]! C l'application valant =~ k sur
[ % + %]\ [0;2 ] et0ailleurs. Montrer que limy, +1 (uo(f) f k) =0 dansHo.
Montrer que Sp(ug) =[0;2 ].
(3) Montrer que vo : Hg! H g est un opérateur linéaire continu tel queSp(vg) = fz2 C :

jzj = 1g. Montrer que c,(vo(f)) = ¢, 1(f) pour tous lesf 2 Hp et n 2 Z, et en déduire
qu'il existe un isomorphisme d'espaces de Hilbert : Hg! H telquev=" vy ' 1.

(4) Montrer que Vp(v) = ;, queSp(v) = fé : 2][0;2 ]getqueSp(V)= ;.

(5) Pour tout X = (Xp)n2z 2 H , posonsw(x) =( Xnp+1 Xn 1+2Xp)n2n. Montrer que w :
H ! H estun opérateur linéaire continu auto-adjoint positif telquew = v v 1+2id.
Calculer Vp(u) et Sp(w).

L'opérateur = w est appelé l'opérateurlaplacien discretde dimensionl.
Exercice E.45 Soient H un espace de Hilbert complexe eu 2 L (H ) un opérateur
linéaire continu auto-adjoint.

a) Pour tout t 2 R, notonsf : R! C l'application 7! €' . Montrer que I'application

7! % converge uniformément sur les compacts de vers l'application 7! i quand
t! 0;t60.

b) Montrer gqu'il existe une famille (u;)i2r dansL (H ) telle que ui+s = Uy Usg pour
tous lest; s 2 R, l'opérateur u; est unitaire pour tout t 2 R, I'application t 7! u; de R dans
L (H ) est continue, etlimy o0 Y9 = iu.

c) Pour tout t 2 R, calculer le spectre dau; en fonction de celui deu, et montrer qu'il
est contenu dans le cercl&; = fz2 C : jzj=10.
Exercice E.46 Soient H un espace de Hilbert complexe de dimension in nie, eu 2
L (H ) un opérateur linéaire continu auto-adjoint.

(1) Montrer que la suite (Up)n2n OU Uy = (id+ i3)" converge dansL (H). Notons
v2L (H) salimite.

(2) Montrer que v est inversible, quev 1 = v et quev n'est pas un opérateur compact.

(3) Déterminer le spectre dev en fonction du spectre deu. Montrer que v = id si et
seulement siSp(u) 2 Z.

Exercice E.47 SoitH un espace de Hilbert complexe nonnulet 2 L (H ) un opérateur
linéaire continu auto-adjoint.
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Pn (9 i ayi
(1) Pour tout n 2 N, posonsvy = @ U . Montrer qu'il existe v2 L (H )

tel que la suite (vp)n2n converge versy dansL (H ). Montrer que siv = 0, alors le spectre
de u est contenu dans Z.

(2) Supposons dans cette question que est positif, compact, de rang in ni et de norme
au plus 1. Montrer qu'il existe une suite (z,)n2n dansfz2 C : Rez > 0; Im z > 0g telle
gue le spectre de l'opérateuexp(u) + exp(iu) soit égal af2g[f z, : n 2 Ng.

(3) Montrer que u est positif si et seulement si, pour tout réel positif su samment
grand, nous avonsk id uk

Exercice E.48 SoientH un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in nie
etu2 L (H ) un opérateur linéaire continu positif inversible.

(1) Montrer que pour toute fonction continue f : R! C,sig: R ! C est I'application
x 7' f(x+1), alorsg(u)= f(u+id).

R
(2) On rappelle que :]0;+1[! R est I'application x 7! 01 t* le tdt. Montrer qu'il
existe un opérateur linéaire continu positifv qui commute avecu tel que Sp(u v) =
f(x+1) : x2Sp)g.

Exercice E.49 SoientH un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in nie
et (én)n2z une base hilbertienne deH indexée parZ. Notons :H ! H [l'unique
opérateur linéaire continu tel que (e,) = en+1 pour tout n 2 Z.

(1) Montrer que u = +2 " est un opérateur linéaire continu auto-adjoint de norme
au plus 1. Montrer que pour tout 2 [ 1;1], le vecteur g n'appartient pas a l'image de
u id. Calculer Sp(u).

(2) Calculer Sp( exp(u + 2id) + exp(( u+2id) 1)).

Exercice E.50 SoientH un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in nie
etu2 L (H ) un opérateur linéaire continu positif.

Montrer que pour tout n 2 N, il existe un et un seul opérateur linéaire continu positif
Vh 2 L (H ) tel que (vy)" = id+ u. Montrer que la suite (vy)n2n converge versid dans
L (H).

gxeruce E 51 Soit H = “2(Z) l'espace de Hilbert des suitegz )ngz dansC telles que
nzzJan < +1 , muni du produit scalaire r(zo)nzz (zZn)n2zi = nzzZ Zn.

(1) Rappelons que la tran%ormee de FourieF : L%([0;2 ) ! H , dénie par f 7!
cn(f) L,y ouca(f)=p= o f()e N d | est un isomorphisme d'espaces de Hilbert.

Soit : H ! H Ioperateur dé ni par
(Zn)n2z 7' (220 Zn 1 Zn+1)n2z -

a) Montrer que  est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif. |l est appelé
l'opérateur laplacien discretde dimensionl.

b) Montrer que F 1 F estl'opérateurf 7!f 7! (2 2cos )f ()g.
c) Pour tout 2 C, montrer que F 1 F id est inversible si et seulement si
2f2 2cos : 2][0;2 ]g.
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d) En déduire que le spectreSp() de est égal aj0; 4].

(2) Rappelons queH 2 = H H est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
Nz%w9); (z;w)i = he®zi + hw@wi.

a) Soit S:H ! H [lopérateur de décalagedé ni par (zn)n2z 7! (Zn+1)n2z. Montrer
que =(id S) (id S)=(@Gd S) (d S).

b) Si A;B;C;D 2 L (H ), notons l'opérateur sur H 2 dé ni par (z;w) 7!

A B
C D
(A(z) + B(w);C(z) + D(w)). Montrer que cet opérateur est linéaire, continu et calcule
son adjoint.

. i _ aid id S 2 2
c) Soienta2 [0;+1 [ etuy = id S aid Calculer uz© et Sp(ug“).

. ) . L _ 0o iT
d) SoientT : H ! H [l'opérateur dé ni par (zn)n2z 7! (Z n)n2z, €tv = T 0

Montrer que v Uz Vv 1= us. En déduire que
P— p—
Sp(ua) =[  a2+4; a][ [a; a?+4]:

Exercice E.52 SoientH un espace de Hilbert séparable de dimension in nie (de produ
scalaire notéh; i) et u 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint. On rappelle que pour tout
y 2 H , il existe une unique mesure (borélienne, positive, nie) y sur le spectreSp(u) de
u telle que, pour toute application continuef 2 C(Sp(u); C), en notant f (u)y = (f (u))(y)
pour simpli er, 7
i (u)y:yi = fd
Sp(u)

(1) On suppose dans cette question seulement que I'opérateu est compact et injectif.
a) Montrer qu'il existe une base hilbertienne(ey)n2n de H et une suite ( )n2n de
réels non nuls tels que pour toute applicatiorf : R! C continue enO et pourtout x 2 H ,

X
f(u)x = f( n)X enien:
n2N

b) Montrer que, pour tous lesx 2 H etf 2 C(Sp(u); C), nous avons

Z X
fd x= f( n)th;enijz:
Sp(u) n2N

¢) En déduire une expression de la mesurey, pour tout x 2 H .

(2) Fixons x 2 H .

a) Montrer qu'il existe une unique application : L2(Sp(u); x;C) ! H linéaire
isométrique telle que (g) = g(u)x pour tout g 2 C(Sp(u); C).

b) Supposons que le sous-espace vectoriel He engendré par lesu"(x) pour n 2 N
est dense dandd . Montrer que  est surjective. Montrer que 1 u est l'opérateur
f 70 f de multiplication des élémentsf de L?(Sp(u); x;C) par l'application : 7!
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Exercice E.53 Dans cet exercice, les suites seront indexées par lI'ensemil. Soient H
un espace de Hilbert complexe (séparable de dimension in@) et (€,)n2z une base hilber-
tienne deH . Pour tout x 2 H , nous noterons(x,)n2z les coordonnées hilbertiennes de
dans la base hilbertienng(e,)n2z. Soit a = (an)n2z une suite bornée dan<C. (1) Montrer

gu'il existe un et un seul opérateur linéaire continuu, 2 L (H ) tel que

Ua(en) =(2en € 1 en+1)+ anéy

pour tout n 2 Z. Calculer I'adjoint de u,. En notant encore 0 la suite nulle, montrer que

. X . .
hug(X);xi = jXn+1  Xn]
n2z

2

pour tout x 2 H , et montrer que I'opérateur up est auto-adjoint, positif, de norme au plus
4.
L'opérateur ug est appelé lbpérateur laplacien discreten dimensionl, et souvent noté
. L'opérateur u, est appelé lopérateur de Schrodinger discret de potentied en dimension
1, et souvent noté + a.

P .
(2)a) Notons T : H | L?([0;2 ]) l'application x 7! ft 7! pL_ X, € g. Montrer
2 n2z

que T est un isomorphisme isométrique d'espaces de Hilbert, et@wo=T ug T !est
l'opérateur linéaire continu deL2([0;2 ]) dénipar f 7!ft 7! 2(1 cast)f (t)o.

b) PourtOlé]S les 2]0; [etk 2 Nassezgrand, notong =2arcsin (1 cos %)zz,

Cck = 2arcsin (1 cos + %)=2, et fi. 2 L?([0;2 ]) l'application valant 1=p Ck b sur
l'intervalle [by;ck] et O ailleurs. Montrer que

lim kvo(fx) 2(1 cos )fyk, =0
k! +1

c) Montrer que Vp(vp) = ; et Spess(Vo) = Sp(vo) = [0;4], et que Vp(up) = ; et
SPess(Uo) = Sp(uo) = [0;4].

(3) a) Soientu;v 2 L (H ) tels quev u soit un opérateur compact. Montrer que
Spess(U) est contenu dansSp(v).

b) Supposons que la suitea = (an)n2z est réelle. Montrer que silimjn; +1 a, = 0,
alors Sp.ss(Ua) = [0;4]. (Pour information, la réciproque est vraie : SiSp.(Ua) = [0;4],
alors limjn;i +1 an =0 (voir [ , Theo. 1]).)

(4) Supposons que la suitea = (an)n2z est réelle. Le but de cette question est de
montrer que si Sp(uy) = [0;4], alors a = 0. (Il s'agit d'un résultat de Killip-Simon (voir
[KS], et une démonstration simpli ée dans [\ko, Y4]).

Notons M, = supSp(ua), ma = infSp(uy) et f, : H ! C l'application x 7! h(ua
Uo)(X); Xxi.

a) SiU 2 L (H ) est l'unique opérateur linéaire continu deH tel queU(ey) =( 1)"e,
pour tout n 2 Z, montrer queU uy, U 1= u ,+4id,etqueMa=4 m ,.

b) Pour tout p 1, notons , = ﬁz p(1 j%j) e, 2 H . Montrer que pour tout
n2Z xé la n-eme coordonneée hilbertienne dep tend vers 1 quand p tend vers+1 et
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c) Montrer que siliminfy +1 fa( p) < 0, alorsm, < 0.

d) Montrer que silimsupy, 1 fa( p) > 0, alorsMa > 4.

e) Montrer que si Sp(ua) = [0;4] et silimy +1 fa( p) = 0, alorsa = 0 (on pourra
montrer que l'application h,:H H | C, dé nie par (x;y) 7! hua(x);yi, est une forme
sesquilinéaire positive telle qudimp +1 ha( p; p) =0, puis montrer que ha( ,;x) tend
vers 0 pour tout x 2 H , et en n montrer que ax = 0 en prenantx = e, pour tout k 2 Z).

Exercice E.54 SoitH = L?([0;1]) I'espace de Hilbert des fonctions mesurables s{®; 1],
a valeurs dansC, de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue sii; 1] (modulo égalité
presque partout).

R
(1) a) Montrer que lI'ensembleF desf 2 H dont l'intégrale Olf (t) dt est nulle est un
sous-espace vectoriel fermé dd . NotonsP : H ! H la projection orthogonale surF.

R
b) NotonsV : H | H [lopérateur de Volterra dé ni par Vf : x 7! S‘f(t) dt pour
tout f 2 H . Montrer que V est injectif et que V f est continue sur[0; 1].

c) Notons A l'opérateur PV et T l'opérateur A A. Montrer que T est auto-adjoint
positif compact et que0 2 Vp(T).

(2) Montrer que si f : [0;1] ! C est continue, alorsTf est de classeC?, est nul sur
fO;1g et vérie (Tf)%°= f. Calculer Vp(T), Sp(T) et kAk.

(3) Montrer que T est diagonalisable dans une base hilbertienn¢ n)non deH |, formée
de vecteurs propres , de T de classeC! associés a des valeurs propres, de multiplicité
1

(4) Montrer que pour tout f 2 H et presque toutx 2 [0; 1], nous avons
Zy Z, Z,
Tf(x) = tf(t)dt+ x f()dt x  tf(t)dt:
0 X 0

(5) En déduire que pour tous lesx;y 2 [0; 1],

y i ’
sm((n+?:1?;§(n+ny)= S (minfxyg  xy):

n=0
Problémes d'analyse harmonique.

Exercice E.55 NotonsD=fz2C : jzj<19,S1=fz2C : jzj=1get lamesure de
Lebesgue surS; (de masse totale2 ). Pour toute application continue f : D! C, notons
z

(f)= sup
0 r<1

jf(r)jd () 2[0+11]:
25

(1) Montrerque sif : D! R estune application harmonique positive, alors (f) =2 f (0).

(2) Montrer que pour toute mesure borépgnne positive nie sur$;, siP :D! C est
-

son intégrale de Poisson (dé nie paz 7! ,5 P;( ) d () ol P,( )= le 22 est le noyau

de Poisson), alors (P ) est nie.
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(3) Notons h : D! C l'application dé nie par z 7! Im % 2 Montrer gue h est

harmonique, non identiquement nulle, mais que ses limitesadialeslim,, ; h(r e' ) sont
nulles pour tout 2 R.

(4) Montrer que h n'est pas égale a la di érence de deux fonctions harmoniqugsositives
de D dansR.

Exercice E.56 Soitn2 N f 0;1g. Notons S, = fx 2 R"?! : kxk = 1g la sphére unité
de l'espace euclidien usueR"*! (de norme notéek k), , l'unique mesure de probabilité
invariante par rotations sur Sy, n+1 la mesure de Lebesgue stR"*!, et ! 1,1 le volume
de la boule unité deR"*1. Pour tout x 2 R"*! et tout R > 0, notons B(x;R) la boule
fermée de centrex et de rayon R dansR"*!.

Rappelons la formule de Green suivante : §< <R , siu et v sont deux applications
C? & valeurs complexes dé nies sur un voisinage ouvert da(;R) = fx 2 R"*!
kxk Rg, de dérivées radiale%”(x) = dyu(kg) et de méme pourv, alors

Z Z
Wv ovwdm= urR)IZR) vrR)IZR) R d H()
s @ @

1
P+t A(;R)

@v @ \ .
L Ul v )@‘() dn():

(1) SoientR > Oethg:R"™ f 0g! R l'application dé nie par

1 1 1
h =

)= F 1) ek I R I
Montrer que hg est harmonique et que%(x) = ﬁ
(2) Soient un ouvert deR"™* eth: | C une application harmonique. Montrer que si
B(xo;R) , alors 7

h(xo+ R ) d n( )= h(xo):
S

(3) Soient  un ouvert borné deR"*! eth: | C une application continue, harmonique

dans . Montrer que jhj atteint son maximum en un point du bord @ de , et que si
est connexe et sjhj atteint son maximum en un point dans , alors h est constante.

Exercice E.57 Soitp2[1;+1 [.NotonsD=fz2C : jzj<19,$=1fz2C : jzj=1g,

la mesure de Lebesgue su8;, et k kp la norme deLP(S;; ;C). Pour toute application
u:D! Cetpourtout r2]0;1[, notonsu, : S;! C l'application dé nie par 7! u(r ).
Notons

hP(D)= fu:D! C : u est harmonique etkuk,, = sup kurkp, < +1g :
1

o<r<

(1) Soit  un ouvert borné deC. Montrer que sig et h sont deux applications continues de
~ dansR, harmoniques sur , telles queg( ) h( ) pourtout 2 @, alorsg(z) h(z)
pour tout z 2

Fixons une application harmoniqueu : D! C.
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(2) Montrer que s'il existe une ﬁpplication v:D! R harmonique telle queju(2)j® v(z)
pour tout z 2 D, alorskukpe  ? 2v (0) et u appartient & hP(D).

(3) Pour tout r 2 ]0; 1[, pour tout z2 B(0;r) = fz2 C : jzj <r g, montrer que
z

D=5 P Ou()d ()
28

(4) Pour tout r 2 ]0; 1[, notons v(, l'unique solution du probléme de Dirichlet sur le disque
B (0;r) de donnée frontierejuj®.

a) Rappelons linégalité de Jensen: si _ est une mesure de probabilité suis,, et si
f .S ! Cestcontinue, alors Slf d P Sljf jP d . Montrer que ju(z)jP  v()(z) pour
tout z2 B(O;r).

b) Montrer que siO<r; rx< 1, alorsv,)(z) V,)(2) pourtout z2 B(0;ry).
c) Pourtout n 2 N, soitr, =1 ﬁ Montrer que siu 2 hP(D), alors la suite(v(;,))n2n
converge simplement vers une applicatiorv : D! R harmonique telle queju(z)j° v(z2)
pour tout z 2 D.

(5) Montrer que hP(D) est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des apations
de D dans C, et que muni de l'application k kpe, c'est un espace de Banach.

Cet espace de Banach est appelé wspace de HardylLe but de I'exercice était donc de
montrer qu'une application harmonique sur le disque appaient a I'espace de HardyhP(D)
si et seulement si la puissancp-éme de sa valeur absolue admet un majorant harmonique.

Exercice E.58 (1) Soient un ouvert connexe non vide deC et u;v : I R deux
fonctions harmoniques réelles non constantes.

a) Montrer que u? n'est pas harmonique.

b) On suppose que u = %§+ i%“ne s'annule pas sur . Montrer que uv est harmonique
si et seulement s'il existec2 R f 0g tel que l'application v + icu soit holomorphe sur
(2) SoientS; = fz2C :jzj=19,D=fz2C : jzj< 1getu:D! [0;+1 [ une fonction
harmonique positive.

a) Montrer que pour tout 2 S, pour tout r 2 ]0; 1[, nous avons

2r

ju(r ) u(0)j -u) -
En notant r u= 94+ iG4 en déduire quejr u(0)j 2u(0).
b) Montrer que pour tout a 2 D, l'application : z 7! £5& est une application

holomorphe deD dansD et calculer sa dérivée er.
c) Montrer que pour tout a 2 D, nous avonsjr u(a)j ﬁz u(a).

Exercice E.59 NotonsD=fz2 C : jzj 19,D=fz2C : jzj<1lg, S =fz2C :
jzj =19, la mesure de Lebesgue suB; (de masse totale2 ) et la mesure de Lebesgue
sur D.

(1) a) Montrer que siu : D! R est une application continue, qui est harmonique suD,
alors l'application f : D! C dé nie par

Z

1 +
f.z7 —
263

L zu0d O
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est l'unique application holomorphe surD telle que Ref = u et Imf (0) = 0. L'application
z 7! Imf s'appelle leconjugué harmonique(normalisé) def .
b) Soit f : D! C une application holomorphe telle quef (0) = 0, et soit A =
sup,,p J Re(f (z)) j. Montrer que pour tout z 2 D, nous avons
2A | 1+ jz

jImf (2)] _Inljzj:

(2) Soit v: D! R une application continue, sous-harmoniquesur D, c'est-a-dire de classe
C? sur D et telle que v(2) 0 pour tout z 2 D. Soientzg 2 D et r > 0 tel que
B(zo;r) D.

a) Soitu:D! C l'application continue, harmonique sur D, égale av sur S;.

Montrer que v u sur D (on pourra considérer les applicationsv; = v uetw,:z 7!
wi(2)+ (Re(z z))? 4 ou = s )

Montrer que 7

2

V(zo+re' )d 2 u(z):
0

b) Montrer que si I'application v est positive surS;, alors
Z,

v(zo+ re' ) d R
0 (20 ) 1] zo) 3¢

1+ jzoj

vi)d ():

(3) Soient U un ouvert de C contenant D et f : U ! C une application holomorphe.
Montrer que pour tout p> 0, nous avons ( jfj?) Oet

z Z,
Lojtpad X2 T rd:
D 2

Cette formule s'appelle linégalité de Hardy

Exercice E.60 Soit un ouvert de C. Une applicationf : ! C vérie la propriété de

la moyenne faibledans si elle est continue et si pour toutzg 2 , il existe une suite

(rn)n2n dans]O; + 1 [ telle quelimn +1 rn =0, le disque ferméB (zo;r,) est contenu dans
pour tout n 2 N, et z,

f (z0) = zi i f(zo+rne )d:

(1) SoientR> Oeth:B(a;R)! R une application continue, nulle surS(a;R), véri ant
la propriété de la moyenne faible dan$8 (a;R). Soitm = SUP»8 (a:R) h(z). En considérant

K =fz2B(a;R) : h(z) = mg et zy un point de K & distance maximale dea, montrer
quem O.

(2) Montrer qu'une application f : ! C vérie la propriété de la moyenne faible si et
seulement si elle est harmonique.
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Exercice E.61 (1) SoientS; = fz2 C : jzj=19g,D=fz2 C : jzj < 1g et
D=fz2C :jz 1g.

a) Soitu: D! R une fonction continue non constante, harmonique dan®. Montrer
gue siu atteint son maximum en 2 Sg, alors il existec > Otelqueu( ) u(r ) c(1 r)
pour tout r 2 [0; 1], en commencant par montrer que l'on peut supposer qua( ) =0 et
gue u est harmonique positive surD.

b) En déduire qu'une application u qui est dé nie et harmonique sur un voisinage
ouvert de D, a valeurs réelles, et dont les dérivées radiale%%x) = dyu(x) s'annulent en
tout point x 2 St, est constante surD.

(2) Pour tous lesa 2 C etr> 0, notons B(a;r) (respectivementB (a;r) ) le disque ouvert
(respectivement fermé) de centrea et de rayonr, et m la mesure de Lebesgue sUE.

a) Soit u:B(a;r) ! R une fonction continue, harmonique dans3 (a;r). Montrer que
z

1
u@= — udm:
r B(a;r)

b) Si A;B et C sont des parties d'un ensembleE, notons ¢ la fonction caracté-
ristque de C et A B = (A[ B)n(A\ B) la diérence symmétrique. Montrer que
iaA Bi= a B.SiO<r<r %notonsA(r;r9=1fz2C :r jzj r% Montrer
queB(a;r) B(0;r) est contenu dansA(r | aj;r + jaj) pour tous lesa 2 C etr > jaj.
Montrer que r—lz m A(r j aj;r+jaj) tend versOquandr tend vers+1 , pour tout a2 C.

¢) En déduire que toute fonction harmonique bornéai sur C est égale au(0), donc est
constante.

Ce résultat s'appelle lethéoreme de Liouvillepour les fonctions harmoniques planes.

Exercice E.62 Le but de cet exercice est de dé nir un noyau de Poisson danslanneaux
fz2 C : a< jzj<bgdeC, d'y donner une formule de Poisson, et d'y résoudre de maniér
explicite le probleme de Dirichlet.

Identi ons de maniére usuelleR? et C par (x;y) 7! z= x+ iy. Pour tout r > 0, notons
B(O;r)=1fz2C : jzij<rgetS(;r)=fz2 C : jzj = rgle disque ouvert et le cercle de
centre 0 et de rayonr dansC, et aussiS; = S(0;1). Notons la mesure de Lebesgue de
S; (de masse totale2 ).

(D asSi' :B@O;)! C,ou > 0, est une application holomorphe et siRe' est
homogéne de degrén 2 N (c'est-a-dire siRe' (tz) = t™ Re' (z) pour tous lest 2 ]0; 1] et
z2 B(0; )), montrer qu'il existe 2 Cet °2Rtelsque' (z)= z™+i 923

b) Montrer que l'espace vectoriel complexeH ,, des applications polynomiales harmo-
niques homogénes de degmd 2 N sur R?, & valeurs complexes, est égal &z™ + Cz™.

(2) Soientm;m°®2 N. NotonsHS , = fpis, © P2 Hmgl'espace vectoriel complexe des
harmoniques sphériques de degmé sur le cercleS;. NotonsZ,, : S, S;! C l'application
dé nie par Zg=1 et,sim 1,

(=€ ;%7 zZn(; Y=2cos(m( 9 :

23. On pourra utiliser le fait qu'une application holomorph e sur B(0; ) de partie réelle nulle est une
constante (imaginaire pure) et le fait que toute fonction ho lomorphe sur B (0; ) est, de maniére unique,
développable en série entiere surB (0; ).
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a) Notons 2, : C S; ! C lapplication dénie par 2y, = 1 et, sim 1, par

(z; ) 7!jzijm(%; )siz60 et (0; ) 7! 0. Montrer que pour tout 2 S, l'application

z7! Bn(z; ) appartient a H p,.
b) Montrer que pour tous lesf 2 HS ,oet 2 S;, nous avons

z n .
1 _ () sim%=m
2 0251f(()Zm(, 9d (9= 0 sinon:
A partir de maintenant, xons a2 ]0;1[etnotons = fz2 C : a< jzj < 1gl'anneau
ouvert compris entre les cercles concentriqueS(0; a) et S;.
(3) Notons by : ' _ C (respectivement by, : I C) lapplication z 7! 1 Iﬂ%
(respectivementzlﬂ( a'lnn%), et pour m 1, b, : ! C (respectivementh, : ! C)
a.y2m m . _iom
lapplication z 7! —-2— (respectivementz 7! ;2o % .

a) Montrer que pour tous lesm 2 Net 2 S, les applicationsz 7! b, (z) Zn(z; ) sont
harmoniques sur .
b) Montrer que les séries

Xl

Z (z; )= B (2) Bm(z; )

m=0

convergent absolument et uniformément sur les compacts de S;. En déduire que pour
tout 2 S, les applicationsz 7! Z (z; ) sont harmoniques sur .

c) Montrer que l'application :z 7! & est un homéomorphisme de dans lui-méme,
échangeant les cercleS(0;a) et S;, telqueZ* ((2); )= 2Z (z; )etf ()= f(a) pour
tous lesf : S(0;a)! Cet 2 S.

(4) a) Soient K un espace métrique compact, une mesure (borélienne positive) nie
surK et O9unouvertdeC. Soit F: © K ! C une application continue telle que pour
tout % 2 K, l'application z 7! F(z;x) soit harmonique sur O Montrer que l'application
z7" ¢ F(X;z)d (x) est harmonique sur 0

b) Soitf : @ ! C une application continue. Pour tout z 2 , notons

Z Z
1 1
P [fl(z2)= - f()Z%(z; )d ()+ f(@)z (z; )d ():
2 2S; 2 2S;
Montrer que l'application P [f]: ! C dénie par z7! P [f](z) est harmonique sur .
Montrer que l'application us : ! C dé nie par

_"PIf12) siz2
u@= ¢y Siz2 @

est continue sur  (on pourra commencer par montrer le cas ol js(0.a) €st nulle et fjg
appartient & HS o pour tout m®2 N). Siv: | C est une application continue,
harmonique sur , qui coincide avecf sur @ , montrer que v = U .

c) Soient a®H’ 2 10;+1 [ avec a® < b% Montrer que le probléme de Dirichlet dans
l'anneau °= fz 2 C : a®< jzj < b%, de donnée au bord une applicatiorf : @ °! C
continue, admet une et une seule solution.
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Exercice E.63 SoientH = fz2 C : Im(z) > Og le demi-plan supérieur (ouvert) deC et
H = H[ R. Rappelons qu'une applicationg: A! C, ou A est une partie non bornée de
C, est nulle a l'in ni si g(z) converge versD quand z 2 A et jzj tend vers+1 .

(1) a) Soit u : H ! R une fonction continue non constante, harmonique dansd.
Montrer que si u atteint son maximum en xg 2 R, alors il existe c > 0 tel que

u(xg) u(xg+i+ire') c@ r)

pour tout r 2 ]0;1[ et 2 R, en commencgant par montrer que l'on peut supposer que
u(xp) =0 et que u est harmonique positive surH.

b) En déduire qu'une application u qui est dé nie et harmonique sur un voisinage
ouvert de H dans C, nulle a I'in ni, a valeurs réelles, et dont les dérivées veicales %;Xx)

s'annulent en tout point x 2 R, est constante surH.

(2) Notons Q : H R! ]0;+1 [ l'application continue, strictement positive, dé nie

par
Im z 1+1z 1
. | = = -

gui converge versO quand jzj tend vers +1 uniformément ent dans tout compact de
R. Notons M (R) I'ensemble des mesures boréliennes positives nies s&. Pour tout
2 M (R), posons 7

Py :z2HT! Qz(t)d (t):
t2R

Pour toute fonction f 2 C2(R;C) continue a suppori,compact surR, on rappelle que
l'application de H dansC valant f surR et Pyf (z) = 1 tor Qz(t) f (t) dt pourtout z2 H
est continue et nulle & I'in ni sur H.
a) Montrer que pour tout 2 M (R), I'application Py est harmonique et positive.
Montrer qu'elle vérie supy, 1 pgPH (t+ir)dt< +1.
b) Pour tous lesf 2 C(R;C) et 2 M (R), montrer que
z 1 z
f@)yd (t)= lim = f(tYPy (t%+ ir) dt®:
t2R rt o t2R

¢) Pour toute fonction harmonique positiveh : H! C telle que la quantité
z

M (h) = sup h(t + ir) dt
o<r 1 t2R
est nie, montrer qu'il existe une suite (nk)non dans N tendant vers+1 et 2 M (R)

telles que pour toutf 2 CI(R;C),
z z

fd = lim h(t+
R kI +1 (R Nk

i .
+1)f(t‘) dtO:

d) En déduire que l'application 7! Py de M (R) dans I'ensemble des fonctions
harmoniques positivesh sur H telles queM (h) < +1 est une bijection.

Problémes mélangeant théorie spectrale et analyse harmoni que.
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Exercice E.64 Nous noteronsh; i, et k ky le produit scalaire et la norme de I'espace
de Hilbert complexe L?(R) pour la mesure de Lebesgue SLg{. Notons H 1(R) l'espace
vectoriel complexe desu 2 L?(R) tels que l'application t 7! = t2+ 1 u(t) appartienne a
L2(R) et qu'il existe une application u®2 L2(R) telle que ru®' i> = hu;' 9, pour tout

' 2 CL (R), muni du produit scalaire

p p
huvig: = Gviz+  t2+1 0 t2+1v

(1) Montrer que H 1(R) est un espace de Hilbert séparable de dimension in nie, qu&l (R)
est dense dan# 1(R), et que linclusion deH 1(R) dansL?(R) est compacte.

(2) a) Montrer que siu 2 H (R), alorskuk, k uky 1.
b) Pour tout f 2 L?(R), montrer que l'application Q; : H Y(R) ! R dé nie par
1

2kukﬁ1 Reff;ui,

Qf (u) =

admet un et un seul minimum.
c) Montrer queu 2 H 1(R) est un minimum deQ; si et seulement shu;' iy 1 = H;' i
pour tout ' 2 Cl (R).

(3) Montrer que l'opérateur G : L2(R) ! L?%(R) quiaf 2 L?(R) associe I'unique minimum
de Q; est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif conpact.

(4) En déduire qu'il existe une base hilbertienngf;)i>n de L2(R) et une suite( ;)i2n dans
]10;+1 [, croissante et convergente vers 1 , telles que, pour tout' 2 C} (R),
Hip %% (P+1) ip= Hyin:
Le but de cet exercice était donc de montrer qu'il existe une &se hilbertienne del 2(R)
formé de vecteurs propres (au sens faible) pour l'opératedr 7! f t 7! f %t)+( t2+1) f (t)g.

Exercice E.65 Soient n 1 et un ouvert borné non vide deR". Notons W?2%?()
l'espace de Hilbert complexe des application§ 2 L2() telles qu'il existe, pour tous les

. @'. . "
Hi;"ij2= hf, =i et Wy ;"ij2=H, ——i,2;
b @x“’ S @x@x -
muni du produit scalaire hilbertien
X X
H;giwaz2 = H;gi2 + Hi; g2+ Hij 0Lz :
i=1 i =1
P .
Notons f = [, f pourtoutf 2 W22() ,etnotonsWZ?() radhérence dans I'espace
de Hilbert W22() deCl () .
(1) Montrer que kf k.2 k fkyiz Kk fky22 pourtout f 2 W22() , et que W§;2()
We?() LA -
(2) a) Montrer qu'il existe une constante c®> 0 telle que pour tout f 2 WZ2() ,
2 % 2
i;j =1
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b) Montrer que toute suite bornée dansw;%() admet une sous-suite convergente dans
L2() .

(3) a) Montrer que pour tous lesf;g 2 WZ?() , nous avonsh  f;gi . = H;  gi_. et
h f;fi2 O

b) Montrer que lI'ensemble des 2 C tels qu'il existe un élémentf non nul de Wg;z()
qui véri e f = f estune partie dénombrable dg0;+ 1 [.

(4) Montrer que pour toute application V 2 L' (R") qui tend vers 0 & I'in ni, l'opérateur
uy : W22(R™) I L2(R™) déni par u 7! V uest compact, en commengant par montrer le
cas ouV 2 C! (RM).

Exercice E.66 Rappelons quelL?(S;) est I'espace de Hilbert complexe des applications
f - R! C mesurables2 -périodigues, modulo égalité presqtﬁe partout, telles qukf k, =

2 jf()j2d 2 < 41, muni du produit scalaire H; gi, = 2 f()g()d .Rappelons
qu'il contient de maniére dense l'espace vectoriel complexC! (S;) des applicationsf :
R! C de classeC! et 2 -périodiques. NotonsH 1(S;) I'espace vectoriel complexe des
f 2 L2(Sy) tels qu'il existe un élémentf %2 L2(S;) tel queF %' i, = hf;' 94, pour tous
les' 2 Cl (Sy).

(1) Montrer qu'un tel f %est unique, et que, muni du produit scalairetf; giy 1 = Hf;gio +
i ¢ g%5, I'espace vectoriel complexéd 1(S;) est un espace de Hilbert complexe séparable.

(2) En utilisant les séries de Fourier, montrer qu'il existeun unique opérateur linéaire
continu u: H 1(S)) ! L2%(S,) tel que pour tout ' 2 C! (S;), nous ayonsu(' ) 2 C! (Sy),
u u )= "'Pthu);"i, O.

(3) Montrer qu'il existe une base hilbertienne (fy)n2z de H 1(S;) et une suite ( n)n2z
dans[0;+1 [ telle queu(f,) = nfn pourtout n2 Z.

Exercice E.67 (1) Notons (H)n2n la suite de polyndmes (réels, en une variabbe) dé nie
par Hg = 1 et la relation de récurrrenceHp+1 = g—x +2x Hp pour tout n 2 N. Pour
tout n 2 N, montrer que

dn

@)= DHae

et que le polyndmeH ,, est de degrén et de coe cient dominant 2". Il est appelé len-eéme
polyndme d'Hermite
(2) Rappelons que ;
X2 N ’s ~ .
tions x 7! P(x)e 2, ouP estun polyndme a coe cients complexes, est dense dans’(R)

(la mesure _sous-entendue suR est la mesure de Lebesgue). Pour touh 2 N, posons
Ch = (2" n!p_) z et

p

e ¥*dx = " —. Nous admettrons que lI'ensemble des applica-

2

n=CHpe 2
a) Montrer que la suite ( )non €st une base hilbertienne dé ?(R).
b) Montrer que

d d p——
&+x 0=0 et &+x h= 2(n+1) p41
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c) Rappelons que laransformée de FourierF : L2(R) ! L?2(R) est 'opérateur linéaire
isométrique dé ni par 7

F@E): x7 p;: f(t)e ™ dt:
R

Montrer que l'opérateur F est unitaire et déduire de b) queF ( ,)=( )" , pour tout
n 2 N. Calculer I'ensemble des valeurs propres, le spectre et Ipectre résiduel deF .

(3) Notons H l'opérateur di érentiel du second ordre, appelél'oscillateur harmonigue,
dé ni en posant, pour tout f 2 C (R),

H(f)=
a) Déduire de (2) b) que, pour toutn 2 N,

H(n)=@n+1) n:

b) Notons S (R) I'espace vectoriel des applications de R dans C de classeC! telles
quelimy,  jP(t)f (t)j = 0 pour tout polynbme P. Nous admettrons queH est continu
sur S (R) pour la norme L2, Montrer qu'il existe un opérateur linéaire continu compad
G 2 L (L%(R)) tel que pour tous lesf;:g 2 S (R), nous avonsH (f ) = g si et seulement si
f = G(g).

(4) a) Montrer qu'il existe une famille (uy)2r dans L (L?(R)), formée d'opérateurs
linéaires continus unitaires, telle que

F = Ui,

Ut+s = Ut Ug pour tous lest;s 2 R,

pour tout f 2 L?(R), l'application t 7! uy(f) de R dansL?(R) est continue.

b) Calculer I'ensemble des valeurs propres, le spectre et $pectre résiduel deu; pour
tout t 2 R.

Exercice E.68 Notons o et 1 les mesuresd o(t) = e 'dt et d 1(t) = te 'dt sur
[0;+1 [. Considérons les espaces de Hilbert complexébg = L2( o) et Hq = L2( 1).
Notons H , I'espace vectoriel complexe des 2 H g tels qu'il existe une applicationu®2 H ;
telle queu®' iy, = hu; t° (1 t) ip, pourtout' 2 Cl([0;+1 ) (de classeC! et
a support compact), muni du produit scalaire

hu;vig, = vl y, + hu;vig, ¢

(1) a) Pour tout u 2 H», montrer qu'une telle application u® est unique, et que siu 2
Cl ([0;+1 [), alors u®est la dérivée usuelle dei.

b) Montrer que H, est un espace de Hilbert séparable de dimension in nie. Nous
admettrons que l'inclusion deH 5 dansH ¢ est un opérateur compact.

(2) a) Montrer que kvky, k vky, pourtout v2 H .
b) Pour tout f 2 Hg, notonsQs : H>! R l'application dé nie par

Qs (u) = %kukﬁ,z ReH;uip,:
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Montrer qu'il existe un et un seul élémentu 2 H ; tel que hu;viy, = H;viy, pour tout
v 2 H, et que cet élément est I'uniqgue minimum deQs .

(3) Montrer que l'opérateur G : Hg! Hg quiaf 2 Hg associe l'uniqgue minimum de
Qr est un opérateur linéaire continu compact, et quehG(f );fin, 0 avec égalité si et
seulement sif =0 dansH g.

(4) En déduire qu'il existe une base hilbertienne(fi)ion de Ho et une suite ( i)ian
dans]0;+1 [, croissante et convergente vers 1 , telle que, pour toute application' 2
Ce ([0;+1 D,

Mot (@ 1) % i, = M i,

(5) Dé nissons par récurrence une suite d'applications pginomiales(L)n2n dansC[x] par
Lo=1,L;1=1 xetpourtoutn 1,

(n+)Lpsr +(x 2n DL,+nL, 1=0:

a) Montrer que L, est de degrén, et calculer son coe cient dominant. Pour tout n 2 N,
montrer que®* xL® nLp,+nL, 1=0sin 1letque

L%+ @1 x)L%+nL,=0:
b) Montrer que les valeurs propres des sont Iesﬁ pour n 2 N.

Le but de cet exercice était donc de montrer qu'il existe une &se hilbertienne deH g
formé de vecteurs propres (au sens faible) pour I'opérateur

f7Ife7 tF%) @ Of )+ f(t)g:

Exercice E.69 Soit H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in niée
produit scalaire h; iy et de normek ky . Soientu 2 L (H ) un opérateur linéaire continu
deH et (e,)n2n Une base hilbertienne deH . Pour tout x 2 H , notons (Xn)n2n la suite
des coordonnées hilbertiennes de dans cette base hilbertienne.

(1) a) Notons S le sous-espace del formé desz 2 H dont les coordonnées hilber-
tiennes dans(e,)n2n SONt & décroissance rapide c'est-a-dire telles quelimp +1 nXz, =0
pour tout k 2 N. Montrer gu'il existe un et un seul opérateur linéaire :S ! S tel que

(Z)h = nzy, pourtous lesz2 S etn 2 N. Montrer que S est dense dandd .

b) Notons H ; le sous-ensemble dél formé desx 2 H tels qu'il existe x°2 H tel
quex®ziy = Ix; (2)iy pourtout z 2 S . Montrer qu'un tel élément x° est unique; il
est noté (x) dans la suite. Montrer queH ; est un sous-espace vectoriel dd , que S est
contenu dansH 1, que la restriction a S de l'opérateur introduit dans cette question b)
coincide avec l'opérateur introduit dans la question précédente a), et queH 1, muni de
I'application

(X y) 7P hx;yig, = h(x); (V)in + hux),uly)ip + Xyiy ;

24. On peut montrer que

Xon (n*
kK Tk




est un espace de Hilbert.
¢) Montrer que l'inclusion ' : x 7! x deH; dansH est un opérateur linéaire continu
compact, tel quekxky k xky, pour tout x 2 H ;.

(2) Pour tout x 2 H , montrer que l'application Qx : H; ! R dé nie par

1 .
Qx(y) = Ekykﬁl Re hx;yiy

admet un et un seul minimum, et que ce minimum est l'unique éldent x°°2 H 1 tel que
x%yiy, = hx;yiy pourtout y 2 H ;.

(3) Montrer que l'application G:H ! H quiax 2 H associe l'unique minimum de
Qy est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif conpact.

(4) Montrer qu'il existe un opérateur linéaire continu w 2 L (H ), de spectre contenu
dans[0; arctanh 3], tel que 3G = (exp(2w) id) (exp(2w) +id) I.

(5) Montrer qu'il existe une base hilbertienne (fi)ion de H et une suite( )i2n dans
]0;+ 1 [, croissante et convergente vers 1 , telles que, pour toutz2 S ,

Wi ( 2+ uu+id)(2)ig =  Hi;zig

Exercice E.70 SoientH un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in nie
et (e,)n2z une base hilbertienne deH indexée parZ. Nous désignerons pafF le sous-
espace vectoriel complexe dél engendré par lese, pour n 2 Z, par h; iy le produit
scalaire deH et, pour tout x 2 H , par (Xn)n2z la suite des coordonnées hilbertiennes de
x dans la base hilbertienne(en)n2z.

Soienta = (an)n2z et b= (by)n2z deux suites réelles strictement positives indexées par
Z telles quelh, 1lpourtout n 2 Z, la suite soit bornée etlim,; +1 by =
+1 . Pour tout x 2 H , notons

X X
dx = an(Xn+1 Xn)€n, et Vx= b Xn €n :
n2z n2z

an
minfby+1 ;bhg n2Z

Notons H 5 le sous-espace vectoriel complexe des2 H tels que les sériesix et VX
convergent dansH , muni du produit scalaire

hyiy,, = hdx;dyiy + VX Vyiy

(1) Montrer que H 4p est un espace de Hilbert séparable de dimension in nie, que
kuky  k uky,, pourtout u 2 H4p, que le sous-espac est contenu dansH 5, et que
l'inclusion de H 5, dansH est un opérateur compact.

(2) Pour tout x 2 H , montrer que I'application Qx : Hap! R dé nie par

1

|
y7.2

kyki,, RehGyin
admet un et un seul minimum. Montrer quey 2 H 5., est un minimum de Qy si et seulement
Si

8z2 Hap hy;zig,, = Xziy
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(3) Montrer que l'opérateur G: H ! H quiax 2 H associe l'unique minimum de
Qx est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif conpact.

(4) Pour tout z 2 F, posons z = P hoz (@2 + a2 )z, a2 jzn 1 a@%zhe1 en.
Montrer qu'il existe une base hilbertienne(f;);on de H et une suite croissante( ;)i>n de
réels supérieurs ou égaux & qui converge vers+1 , telles que pour toutz 2 F, nous
ayons

Hi;(+ V V)(2)iq = iHiziy

3.2 Corrigés

Théorie spectrale.

Correction de l'exercice E.30. (1) Puisque H est séparable de dimension in nie,
l'opérateur auto-adjoint compact u est diagonalisable en base hilbertienne, de spectre réel :
il existe une base hilbertiennge,)n2n deH et une suite( n)n2n dansR telle queu(e,) =
n€n pour tout n 2 N. Par les propriétés du calcul fonctionnel continu (et puisge f est
dé nie et continue sur le spectre de l'opérateur auto-adjait u, qui est contenu dansR),
puisque e, est un vecteur propre de valeur propre ,, pour u, le vecteur e, est aussi un
vecteur propre de valeur propref ( ) pour f (u), d'ou le résultat avec , = f( n).

(2) 1l est bien connu que, quandn ! +1 , les fonctions continuesf,, :t 7! (1 + %t)”
convergent uniformément sur les compacts d€ vers la fonction continuef :t 7! €. Par la
continuité du calcul fonctionnel continu (puisque I'opéraeur u est auto-adjoint), la suite

fa(uy=(2+ )" 1oy converge donc dand. (H) versf (u). Par le théoreme spectral, le
spectre def (u) est I'ensemble des images pdr des éléments du spectre da :

Sp(f(u)=fe : 2 Spu)g:

(3) Pour tout x 2 H , en notant (Xn)n2n les coordonnées hilbertiennes dg dans la
base hilbertienne(e,)n2n de H |, nous avons par la linéarité et la continuité deu, par la
sesquilinéarité et la continuité du produit scalaire, et pa (plusieurs variantes de) l'inégalité
de Cauchy-Schwarz,

X1 5 X1 )
ku(x) u pn ()K= u( Xn€n) ©= XnU(en)
n=N+1 n=N+1
X1 X1
= X pu(ep); Xqu(&g)i jXpj ku(ep)kjxgj ku(eq)k
p;g=N+1 p;g=N+1
X1 5 X1 X1
= jXnjku(en)k anj2 ku(en)k2
n=N+1 n=N+1 n=N+1
X1
k xk? ku(e,)k?
n=N+1

L'a rmation a) en découle. L'opérateur u py est de rang ni (son image est engendrée

rang ni, est compact.
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Correction de I'exercice  E.31. (1) Soitk : [0;1 ! R l'application dé nie par k(0;0) =
0 et k(s;t) =log(maxfs;tg) si(s;t) 6 (0;0). Notons que sis 2 ]0; 1], alors

Z
Tf(s)= k(s;t) f(t)d (t):
t2[0;1]
Nous avons, pour touts 2 ]0; 1],
z zZ, Z, Z,
jk(s;1)j2d (t)d (s) = sin?stdt+s Inttdt ds
(si1)2[0;1)2 ] 0 s

Z,

2 sIn®sds:
0

PuisquesIn? s est continue sur[0; 1], I'application k est de carré intégrable. DoncT est un
opérateur de type Hilbert-Schmidt, de noyauk réel et symétrique. Il découle du cours que
T est bien dé ni (quelle que soit la valeur donnée & f (0)), continu, auto-adjoint, compact.

(2) Il est immédiat que Tf (1) = 0. Les applicationst 7! pflnt ett 7! P tf (t) sont
de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue s[f; 1] (la prerrﬁére est continue etf 2
L2([0;1]; )). Donc par I'inégalit%de Cauchy-Schwarz, l'intégrale ollntf (t) tdt converge
absolument. En posantTf (0) = 01 Intf (t) d (t), le second terme qg la formule dé nissant
Tt converge versT f (0) par (1). Montrons que le premier termeln(s) (ff (t) d (t) converge
vers 0 quand s tend vers O, ce qui montre queTf se prolonge continument ens = 0.
Toujours par la formule de Cauchy-Schwarz, nous avons

ZSp_ p_ ZS 1
(tf () tdt kfkoy  tdt
0 0

2

= ps—ékf k|_2( ) ;

R o
et doncjIn(s) Osf (t) d (t)j ﬂ|3?kf K 2( y, qui tend vers 0 quand s tend vers 0.

Soient sg;s 2 ]0;1] et > 0. Si s est assez proche deg, alors jIns  Insgj
Supposons par exempls  sg, l'autre cas se traitant de méme. Puisque est nie (et par
Cauchy-Schwarz), nous avons l'inclusiorL?( ) L( ). Par Cauchy-Schwarz encore,

z Z, Z )
jntjf()jd (1) = O( sos) (D PN JF@®id (1) k fkeaoy  jint®tdt 2 ;

So

S
So

ﬁui converge vers) quand s tend vers sy, cart 7! t jIntj? est continue sur[0; 1]. De méme,
Sso jfjd tend vers0 quand s tend vers sg. Puisque
VA 1 Z S Z S
iTf(s) Tf(so)i ifid +jlnsgj jfjd +  jintjjf (t)jd (t);
0

So So

en faisant tendre vers0, ceci montre queTf est continue ensy, donc sur[0; 1].
SiTf = f ou 60,alorsf = 1Tf est continue, doncTf estC! comme combinaison
d'intégrales de fonctions continues, dond est C!, et en itérant, f estC! .

(3) Nous savons qu'un opérateur auto-adjoint compact d'un space de Hilbert séparable
est diagonalisable en base hilbertienne. OL?([0;1]; ) est séparable (les polyndmes a
coe cients rationnels sont denses). Soient 2 C etf 2 L%([0;1]; ) tels queTf = f .
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Si = 0, alors par le théoreme de dérivation de Lebesgue appliqué adonctions

g:t 7! tf (t) ett 7! t Intf (t) qui sont dansL?([0; 1]), donc dansL([0; 1]), nous avons

1 Zs
z f(t)d (t)dt=0
S o

Donc l'application V g, ou V est lI'opérateur de Voltera, est presque partout nulle. Comra
l'opérateur de Voltera est injectif, nous en déduisons queg, donc f, est presque partout
nulle : 0 n‘est pas valeur propre deT (autrement dit, T est injective).

Si 60, alorsf estC! par(2), dqgc en dérivant, nous avonsl f s) = 2 f(t) d (t)+
Insf(s)s Insf(s)setsTf{s)= ;f(t)tdt. En dérivant encore,s Tf 0?s)+ Tfqs) =
s f(s), d'ou

s f %)+ f 4s) sf(s)=0:

Cette égalité est une équation di érentielle linéaire du seond ordre, dont I'espace vectoriel
des solutions est de dimensio2. Comme Tf (1) = 0, nous avons de plud (1) = 0. Soient
fi f9

f1 et f, deux solutions linéairement indépendantes. Leur wronskiew = ; f%) Véri e
2 12
I'équation di érentielle
0
0— f1 ffo = f1 Sflsfz = }W
fo fgo fs sfa 7 S

Donsw(s) = Y& ouw; 60, et en particulier f1 et f, ne peuvent pas s'annuler simultané-
ment en 1. Donc l'espace vectoriel des solutions du systéme linéaige f %s) + f qs)
sf(s)=0 etf (1) =0 estde dimension au plusl, donc égale al si non nulle. La multipli-
cité d'une valeur propre deT est donc1, et commeO n'est pas valeur propre, le résultat
en découle.

Correction de l'exercice  E.32. (1) L'application ¢, : f 7! ¢c,(f) de H dans C est
linéaire par linéarité de l'intégrale et continue (par exenple parce que c'est une coor-
onnée hilbertienne dans la base hilbertiennde,)n2z |ge H , ou parce quejc(f)j?
nozicn(f)j? = ki k,? par Parseval, ou parce quej 02 f(t)e Mdtj k lkokfky =
2 kf ko par Cauchy-Schwarz). DoncE est un sous-espace vectoriel fermé comme in-
tersection d'hyperplans fermés, noyaux de formes linéaisecontinues.

(2) La multiplication d'une fonction g 2 L? par une fonction 2 L! estL?, avec

k gk k k; kgko. Donc l'opérateur u est bien dé ni, clairement linéaire. Puisque

idy g est la projection orthogonale sur l'orthogonal deE, les opérateursidy g et
e sont de norme au plusl. Donc

ku (F)ko kK e(f)ke k ki k e(f)kz k Ky kfkp:

D'ou ku k k ki , et l'opérateur linéaire u est continu.

(3) a) Puisque H est le sous-espace vectoriel formé des éléments e dont les coor-
données d'indice strictement négatif dans la base hilbemtinne(e,)n2z sont nuls, le vecteur
e, appartient a H sin 0, et est orthogonal aH sin< O. DoncPE(en) = e sin 0

et g(en) =0 sinon. Par continuité de g, nous avons donc, sk = | ,y8n€, 2 H ,
X X
E an€, = an€n :
n2Z n2N
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P P
b) Para),si = | e, ouUN 2N, pourtout x = ,,an€ 2 H , nous avons

X! X Xt
E(X) = b én ane = Cn€n
n= N n2N n= N
14 : P P
pour des élémentsc, 2 C. Par a), nous avons(idy  E)  p2zXn€1 = 27 nXn€n.
Donc
Xt X1
u@)=>dn ) e()N=0dn ) Ch€n = Cn€n :
n= N n= N

Donc l'image deu , contenue dans le sous-espace vectoriel engendré fa5) N n<o, €st
de dimension nie.
¢) Par le théoréme de Stone-Weiertrass, l'algébre des polgmes trigonométriques, qui

est séparante, est dense pour la topologie uniforme dansdjgace des fonctions continues

sur[0;2 Jvériant (0)= (2 ). Soit donc( i)i2n Une suite de polyndbmes trigonomeé-
triques qui converge uniformément (donc dand.! ([0;2 ])) vers . L'application 7! u
entre les espaces de Banadh! ([0;2 ]) et L (H ) est clairement linéaire et continue, de
norme au plusl, par la question (2). Doncku . u k k k, tend vers 0 quand

i! +1.Doncu , limte des opérateurs de rang niu ,, est compact.

Correction de l'exercice E.33. (1) Soit 2 R. Notons m = min =1 hu(x); Xi :
l'opérateur u est positif si et seulement sim 0, donc si et seulement si

kr)r(1k§>1<l‘( id u)(x);xi = m

Or nous avons vu en cours que puisqueid u est auto-adjoint (  est réel),

k id uk= id X ' id ; Xi
id uk =max kaE)fd id u)(x);xi errE(Lr}r( id u)(x);xi

Notons que maXyyy=1 h(u id)(X); Xi = maX gyk=1 u(x); xi k uk est inférieur a
dés que % Le résultat en découle.

(2) Pour tous m n, nous avons, par les propriétés de la norme d'opérateur,

xn ku2k+1 k xn kuk2k+1

kvim  Vvnk S — —_
e n (2k + 1)! e n (2k + 1)!
L .
La série tn—, étant convergente pour toutt 0, son reste tend vers0. Par conséquent,
la suite (vh)n2on €st de Cauchy, donc converge dans l'espace de Banach (en pautier
complet) L (H ).

L'application sin est continue surC, et par continuité du calcul fonctionnel continu,
nous avonsv = sin u. Par le théoréme spectral,Sp(v) = sin  Sp() . Comme u est auto-
adjoint, son spectre est réel. DonSp(u) est contenu dans I'ensemble des zéros réels sig,
qui est Z.

Correction de l'exercice  E.34. (1) a) Pour tout x dans H , nous noterons(Xn)n2n
les coordonnées hilbertiennes d& dans la base hilbertienne(ey)n2n. Par linéarité et
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continuité 5 si un tel opélf,ateur U = u, exisf:e, alors pour tout x dans H , nous avons
u(X) = u( ponXn€n) = pon@ Xon€n+r + pon @"X2n+1 €20, CE qui montre l'unicité.

Notons E le sous-espace vectoriel dense dé¢ de base vectorielle(e,)n2n. Notons
u:E! H [lunique application linéaire prenant, pour valeurs sur leséléments de cette
base celles données par I'énoncé. Pour toxt = ﬁﬁo Xn€n 2 E, nous avons, puisque la
base est orthonormée,

X 1
ku k> = jaj®jxanj®+  jaj*"jXan+1j? JXnj? = kxk? :
n=0 n=0 n=0

Donc u est continu, de norme au plusl. Par le théoréme de prolongement (I'espace de
départ E est dense dansH et I'espace d'arrivéeH est complet), I'application linéaire
continue u se prolonge donc en une application linéaire continue dd dansH , de norme
au plus 1.

b) Comme ku(ep)k = kerk

1, nous avonskuk = 1. Pour tous n;p 2 N, nous avons

Osipg2n+1

. - n . -
I"u(e2|’l)vep| - m €n+1 1ep| - an Si p =2n+1 y
o .. _ 0Osip6&2n
hu(ean+1); i = Peean; i = o b=2n
Comme les coordonnées hilbertiennes de (e,) sont leshu (g);eni = hu(ey); i pour

n 2 N, nous avons donau (e2,) = a"exn+1 et u (exn+1) = aey,. Donc (Uz) = ug.

L'opérateur linéaire continu u est auto-adjoint si et seulement siu = u , donc si et
seulement siu(e,) = u (e,) pour tout n 2 N, donc si et seulement sg" = a" pour tout
n 2 N, c'est-a-dire si et seulement sa est réel.

(2) Supposons qudaj < 1. Pourtout N 2 N f Og, soituy : H ! H [l'opérateur
linéaire qui coincide aveau sur I'espace vectorielEy engendré par(e,)o n N 1, €t qui est
nul sur son orthogonal. Il est continu, de rang ni. De plus, pour tout x 2 H , nous avons
par le théoréme de Parseval

X1 X1
k(u un)(X)K*=k  u(xnen)k® = jai?"jxnj® @i kxk?
n=N n=N

Doncku unk j aN, quitend versOquandN tend vers+1 . Donc u, limite d'opérateurs
de rang ni donc compacts, est encore compact.

Supposongaj = 1. La suite (&on)n2n €St une suite bornée déd . La suite de ses images
par u est la suite (a"exn+1 )nan. Par compacité du cercle, toute sous-suitéa™ )y, admet
une sous-suite qui converge vers un élément non nul. Donc si(ez) ,, @dmet une sous-
suite convergente, alordesn+1 )n2n aussi. Or il a été vu en cours que ce n'était pas le cas.
Donc u n'est pas compact.

(3) Posonsf o, = pl—z(e2n+ €n+1) €tfonsr = pl—z(eZn eon+1 ). Alors on véri e facilement
qgue(fn)n2n €st une base hilbertienne dél , et queu(fon) = a'fon etu(foner) =  afonsa
pour tout n 2 N. Dans cette base hilbertienne, I'opérateuru est donc un opérateur dia-
gonal. Nous avons vu dans un exercice de cours q&@(u) est l'adhérence des coe cients
diagonaux, c'est-a-dire def a" : n 2 Ng. Sijaj < 1, nous avons donc

Spu) = fog[f a" : n2Ng:
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Supposons maintenant qugaj = 1. Si a n'est pas une racine de l'unité, alorsSp(u) = S;.
Enn, si a est une racine de l'unité, alorsSp(u) = f a" : n2 Ng.

Correction de l'exercice E.35. (1) a) Pour tout x dansH , nous noterons(Xn)n2z les
coordonnées hilbertiennes da& dans la base hilbertienne(e,)n2z.

Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors pour toutx dansH , nous
avons

X X X
— — — j2nj i2n+1]j .
u(x)=u Xn€h = Xpu(en) = Xon@dVepns1 + Xon+1 b leons2 ;
n2z n2z n2z n2z

ce qui montre l'unicité.
Pour tout x 2 H , considérons la suite(yn)n2z OU Yon = Xon 102" U et yon4q =
Xond2V. Puisquejaj;jbj 1, la somme des carrés des modules de ses termes est
22Ny 2 X 2jon 1 2 X 2 X 2 _ 2.
ja?Mxanjc+ b Xon 1 Xanj“+  jXon ] = kxk®;
n2z n2z n2z n2z

en utilisant le théoréme de Parseval pour la derniére égallt et elle est donc nie. Par
la partie réciproque du théoreme de Parseval, il existe donan élément deH , que nous
notons u(x), dont la suite des coordonnées hilbertiennes dans la basdb@rtienne (en)n2z
est (Yn)n2z. Par conséquent, l'applicationu : x 7! u(x) est bien dé nie, et clairement
linéaire, et est de norme au plusl (donc est continue). De plus,u(ezx) = a2V ey et
u(eon+1) = B2 lieyn,, pourtout n 2 Z, donc u est l'opérateur cherché.

b) Nous avons vu quekuk 1 et puisqueku(ey)k =1, nous avonskuk = 1. Pour tous
lesn;p 2 Z, nous avons

al? sip=2n+1

hu (ep); eani = hep;u(exn)i = @?Mhey;eonsai =

0 sinon :
De méme,
) C . mjen+lj ™Y gip=2n+2
U (€p);@an+1i = hp; U(Eanen )i = B hepienaai = Sirﬁ’on :

Comme les coordonnées hilbertiennes de (g,) sont leshu (ep); eni pourn 2 Z, l'opérateur
u est donc l'unique opérateur linéaire continu tel queu (exn+1) = al?es, et u (exn+) =

5% ey041 pour tout n 2 Z. Commeu(ey) = & 6 be 1= u (ep), l'opérateur u n'est pas
auto-adjoint.

(2) Siu est compact, la suite u(ezx) ,,,, formee dimages pau de vecteurs unitaires,
doit avoir unB sous-suite convergente. Or, pour tous les & m 2 N, nous avonsku(ezn)
u(exmo)k = = 2 > 0, car a@?Meyy; et @?eym+ sont orthogonaux et unitaires, donc

ku(ezn)k |, N'admet pas de sous-suite convergente. D'ojaj < 1. En procédant de
méme en prenant les indices impairs, nous avong < 1.

Réciproquement, supposons qugj < 1 et jb < 1. Soit ¢ = maxfj aj;jbg < 1, de sorte
que ku(e,)k  d™ pour tout n 2 Z. Pour tout N 2 N, notons uy l'unique opérateur
linéaire de H qui est nul sur l'orthogonal du sous-espace vectoriel del engendré par
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de rang ni. De plus, pour tout x 2 H ,

X X X .
ku() - un (k* = Xnu(en) ° iXniZku(en)k? jxnj? M
Inj>N jnj>N inj>N
AN kxk? :

Donc ku unk cN tend vers 0 quand N tend vers +1 . L'opérateur u, limite des
opérateurs de rang ni uy, est donc compact.

(3) Montrons que
Sp() = f0g:

Puisquejaj;jj < 1, l'opérateur u est compact par ce qui préceéde, et puisquel est de
dimension in nie, nous avonsSp(u) = f0g[ Vp(u). Il sutdonc de montrer que u n'admet
pas de valeur propre non nulle. Par I'absurde, sk 2 H est un vecteur propre non nul deu
pour la valeur propre 2 C f 0g, alors au moins l'une des coordonnées hilbertiennes de
est non nulle, disons par exemple oy, . Si les vecteursu(x) et x sont égaux, alors ils ont les
mémes coordonnées hilbertiennes, et donc pour tout 2 Z, nous avons X sps1 = a2"xon
et X on = B2 Uxy, 1, d'ou 2xy, = @2" 42" lix,, ,, et pour tout k 2 N,

2k

X2no 2= “iong 2Kjpg2no 2k+1j .- gizno Zpg2no 4 *2no -

Comme le dénominateur tend verd plus rapidement que n'importe quelle puissance, ceci
pontre que jX2n, 2«j tend vers+1 quand k ! +1 . Ceci contredit la convergence de

2
n2z 1Xn)”~.

Correction de l'exercice E.36. Pour tout x 2 H , notons (Xn)n2n la suite des coor-
données hilbertiennes de dans la base hilbertienne(e,)nan.

(1) a) Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors pour tout x dans
H , nous avons

X X X
u(x) = Xn u(en) = a"t! Xon€2n + (bn+1X2n + Cn+1X2n+1)ezn+1 ;
n2N n2N n2N

ce qui montre l'unicité.
Montrons l'existence. Pour tout x 2 H , nous avons, par l'inégalité de Parseval,

X X X
jan+1 inj2 + jHH'l Xon + c+l X2n+1j2 jX2nj2 +2 (jXan2 + jX2n+1j2)
n2N n2N n nZN
3 jxnj? =3 kxk?:
n2N

Donc par la réciprogue du théoréme de Parseval, I'élément

X
a"xanen + (" Xan + " Xanea )e2nn
n2N n2N
existe dansH , notons-le u(x). Il est alors immédiat queu : H ! H est linéaire et

continu de norme au plus3, et que u convient.
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b) Pour tous lesn;p 2 N, nous avons

8

< Osip62n;2n+1
hu(ezn);epi = M eon + B eonsaepi = @™t sip=2n

Pl sip=2n+1

Osip62n+1

tu(eznsa)iepi = "™ eaniaiol = it oo g

Comme les coordonnées hilbertiennes de (e,) sont leshu (g);eni = hu(ey); i pour
n 2 N, nous avons donai (&) = a™les, et u (exn+1) = b" Leoy + T esnys .

L'opérateur linéaire continu u est auto-adjoint si et seulement siu = u , donc si et
seulement siu(e,) = u (ey) pour tout n 2 N, donc si et seulement sia"*t = a"*!,
'+l = p"*1 =0 et "1 = ¢! pour tout n 2 N, c'est-a-dire si et seulement si; ¢ sont
réels etb=0.

H ! H [l'opérateur linéaire qui coincide avecu sur I'espace vectorielEy engendré par
(en)o n 2n 1, €t qui est nul sur son orthogonal. Il est continu, de rang ni De plus, pour
tout x 2 H , nous avons par le théoréme de Parseval
X1 X1 X1
k(u un)(x)K* = k U(Xnen)k? = ja" Xonj% + B X0 + € Xonan 2
n=2N n=N n=N
3 maij ajN +1 ’JqN +1 ;jCjN +1 g kaZ :

Doncku unk 3 maxfjajN;jbN*1;jgN g, qui tend vers 0 quand N tend vers+1 . Donc
u, limite d'opérateurs de rang ni donc compacts, est encore @mpact.

Supposonsjcj = 1. La suite (exn+1)n2n €St une suite bornée deH . La suite de ses
images paru est la suite (¢"* exn+1)n2n, QUi N'a pas de sous-suite convergente car si
p<q, alorsku(exp+1) U(exq+1)k=2. Doncu n'est pas compact.

Supposongaj = 1. La suite (&2n)n2n €St une suite bornée déd . La suite de ses images
par u est la suite (2" exn + B eon41 )n2n, QUi N'a pas de sous-suite convergente car si
p <dq, alorsku(ezp) u(exq)k K artt epk = 1. Donc u n'est pas compact.

Supposongh = 1. La suite (en)n2n €St une suite bornée déd . La suite de ses images
par u est la suite (a"* exn + B eon41 )n2n, Qui N'a pas de sous-suite convergente car si
p <q, alorsku(ezp) u(exq)k K P+t €xq+1 Kk = 1. Donc u n'est pas compact.

est de dimension in nie, nous avons alorsSp(u) = fOg[ Vp(u). Montrons que
Vp(u) = fa"?t:;c"*t : n2 Ng:

Il est immédiat que exn+1 €St un vecteur propre deu pour la valeur propre ¢"*1, pour tout
. o +1

n 2 N. Sia8é c, alors on véri e que le vecteurey, + an_+1tﬁ—cn+1_ezn+1 est un vecteur propre

pour la valeur propre a"**. Donc

n+l.

fa"t:c" : n2Ng Vp(u):

Réciproguement, soit 2 Vp(u). Alors il existex 2 H f Ogtel queu(x)= x . Parla
guestion (1) a) et par unicité des coordonnées hilbertienrse nous avons, pour toutn 2 N,

+1 _ +1 +1 _ )
a" " Xon = Xon et B'Tixon+ " Xone1 = X 2ner
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S'il existe n 2 N tel que xo, 6 0, alors = a"*! 2 fa"*1:¢"*1 : n 2 Ng. Sinon,
X2n = 0 pour tout n 2 N et, puisquex 6 0, il existe n 2 N tel que X241 6 0. Comme
B+ Xon + €1 Xons1 = X 2n+1, NOUs avons donc = ¢ 2fa"l; "t : n 2 Ng. Ceci
montre l'inclusion réciproque

Vp(u) f a"t:c"! : n2Ng:

Correction de l'exercice  E.37. (1) a) Pour tout x dansH , nous noterons(Xp)n2n les
coordonnées hilbertiennes de dans la base hilbertienndgen, )2 . Par linéarité et continuité,
si un tel opérateur u existe, alors pour toutx dansH , nous avons

X X X
u(x)=u Xn€nh = 2nX2n€n + (
n2N n2N n2N

Xon t  2n+1Xon+1)€2n+1 ;
n+1 )

ce qui montre l'unicité.

PosonsM = supponj nj < +1 . Pour tout x 2 H , considérons la suite(y,)n2n dans
Colyon = onXon €t yon+r = ﬁ Xon + on+1 X2n+1 . La somme des carrés des modules de
ses termes est

X--z--z-l -2X2--2X 2 2
J o] PXan]" + Jo - Xon + 2ne1 Xons1 ] (MZ+2)jxonj"+  2M “[Xon+1]
n2N n2N n2z
(2M ? + 2) kxk? ;

en utilisant le théoréme de Parseval pour la derniére inégié, et elle est donc nie. Par
la partie réciproque du théoreme de Parseval, il existe donan élément deH , que nous
notons u(x), dont la suite des coordonnées hilbertiennes dans la basdldértienne (e,)n2n

est (Yn)n2n. Par conséquent, I‘papplication u : x 7! u(x) est bien dé nie, et clairement
linéaire, et est de norme au plus 2M 2 + 2 (donc est continue). De plus,u(éx) =  2n €n+

ﬁ &n+1 €t u(esn+1) = 2n+1 E2n+1 poOur tout n 2 N, donc u est l'opérateur cherché.

(2) Pour tous lesn;p 2 N, nous avons

8 —

< o7 SIip=2n
hep;€n+1i = . = Sip=2n+1
0 sipé2n;2n+1:

1
n+1

hu (€p); eni = hepu(exn)i = ?hep;eZni"'

De méme,

S . sip=2n+1
hu (€p);€n+11 = o2n+1 NEp;Eon+1i = 02n+1 sir?on :
Comme les coordonnées hilbertiennes de (e,) sont leshu (gp); e,i pourn 2 N, l'opérateur
u est donc l'unique opérateur linéaire continu tel queu (&) = ?ezngt U (eon+1) =
ﬁezn + on+1 €n+1 pour tout n 2 N. Comme u(e) = o+ € 6 o€ = U (&),
l'opérateur u n'est pas auto-adjoint.

) Suq_.posons qgue la suitg ,)n2n converge versO. Pour tout N 2 N f Og, posons
uy :x 7! 2N txpu(en). Alors uy 2 L (H ) est un opérateur linéaire continu de rang
ni (car les coordonnées hilbertiennes sont continues et pasommation nie). Pour tout
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> 0,s0itN 2 N f Ogassez grand pour qug\llTl etj nj pour tout n  N. Alors
pour tous lesx 2 H , nous avons

Xl

1 2
kun (X)  u(x)k® = anXan€n + (7 Xon *  2n+1Xzn+1)€2ne1
n=N
n=N(J 2n) W)sznj J 2n+1)"I1X2n+1])
2
2 + = 2 .
(2 W +1)2)kxk :

donckuy uk 42 Par conséquent, 'opérateuru, comme limite pour la norme d'opé-
rateurs d'une suite d'opérateurs linéaires continus de rag ni, est compact.
Réciproquement, si la suite bornéd ,)n2n Ne converge pas verg, il existe une sous-
suite ( n, Jken Qui converge vers 6 0 dans C. Quitte a extraire, nous pouvons supposer
gue lesng pour k 2 N sont tous pairs ou tous impairs. Supposons par exemple qusilsont
tous pairs, l'autre cas se traitant de maniere similaire. Lasuite (en, )xon €st bornée dans

H , mais la suite de ses images par, qui est( , en, + Llel €n,+1)k2N N'a pas de sous-
2

suite convergente, car elle converge faiblement vefsmais sa norme converge vers j & 0.
Donc u n'est pas compact.

(4) Montrons que
Vp(w="f 5 : n2Ng:

Soit n 2 N. Il est immédiat que ,,+1 est une valeur propre deu, dont un vecteur
propre esteon+1 .
Si on 6 o541, considérons le vecteux 2 H dont les coordonnées hilbertiennes sont

xk=0sik<2nouk 2n+2,etxxn =1, X+ = ey zi ——5- Alors

U(X) = 2nXan€n *+( 1 Xon *  2n+1X2n+1)€n+1 = 2nX2n€n +  2nXon+1 €2n+1

n+

Comme x est non nul, ceci montre que », est une valeur propre deu, dont un vecteur
propre estx. D'ouf , : n2 Ng Vp(u).

Montrons l'inclusion inverse. Soit 2 Vp(u). Il existe doncx 2 H un vecteur non nul
tel que u(x) = x . Alors, par unicité des coordonnées hilbertiennes, pour td n 2 N, nous
avons

1
X = X et X + +1 Xon+1 = X +1 .
2nA2n 2n n+1 2n 2n+1 A2n+1 2n+1

S'il existe ng 2 N tel que x2,, 60, alors = 5, etdonc 2f , : n2 Ng.
Sinon, xon = 0 pourtout N 2 N etdonc sp+1 Xon+1 = X 2n+1 pourtout n 2 N. Comme
x est non nul, il existeng 2 N tel que Xzn,+1 60, etdonc = 24,41 2f  : N2 Ng, ce

gui montre le résultat.

Montrons que

Spu)= Vp(w=f 5 : N2Ng:

Puisque Sp(u) contient Vp(u) et est fermé, nous avond/p(u)  Sp(u). Réciproquement,
soit 2 Vp(u). En particulier, =2 Vp(u) et doncu id est injective. Montrons que
u id est surjective, ce qui montre que 2 Sp(u) et conclut.
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Pour tout y 2 H , montrons qu'il existe x 2 H tel que u(x) X =y, ce qui donne
le résultat cherché. PuisqueVp(u) est fermé, la distance de a Vp(u) est strictement
positive. En particulier, il existe > Otelquej n | pour tout n 2 N. Par unicité des
coordonnées hilbertiennes, I'égalit@i(x) x = y est équivalente ayon = onX2n X 2n
et Yons1 = i Xon +  2n+1Xzns1 X 2n+1 PoUr tout n 2 N, donc &

1 1
Yon €t Xon4p = —————— Yon+1

2n 2n+1 (n+1)( 20 )
pour tout n 2 N.
Dé nissons x, 2 C pour tout n 2 N par les formules ci-dessus. Nous avons
X ” X
1Xn]
n2N n2N

Xon = Yon

1.,
Zm J¥2n)

1. . 1. :
= Yan? +2 5 jyans1j® +
qui est ni. Donc par la réciproque du théoreme de Parsevalx = | ,\ Xn€, existe dans
H etvérie u(x) x =y, ce qui montre le résultat.

(5) PuisqueK est un compact non vide deC qui est séparable, il existe une suité¢ ,)n2n
dense danK . Notons S I'ensemble non dénombrable des suites dars qui convergent vers
0. Pour tout ¢ = (Cp)n2n 2 S, notonsue 2 L (H ) un opérateur linéaire continu tel que,
pour tout n 2 N,

Uc(€n) = 2n€n+ Chexm+r € Uc(€n+1) = 2n+1 E2n+1 -

Par la méme démonstration que ci-dessusy. existe et est unique, et son spectre est
f » : n2Ng= K. Notons queu; 6 uw sic6 c°2 S, ce qui montre le résultat.

Correction de lI'exercice  E.38. 1) CommeE est fermé,E est un espace de Banach pour
la restriction de la norme, et une application linéaire coninue de E dans E est inversible
si et seulement si elle est bijective, par le théoréme de Barlac

Si uje ide n'est pas injective, soitx un vecteur propre non nul deu;z associé a
la valeur propre . Alorsu(x) x =0 etu id n'est pas injectif. Si u;e idg n'est
pas surjective, et siE? est son image, alorsE® est un sous-espace vectoriel propre dg.
L'image deu id, qui préserve l'orthogonal deE car u est auto-adjoint, est contenue
dansE® E? 6 H ,doncu id n'est pas surjective.

2) a) SiF; estin ni, il existe une suite dans F; d'éléments deux a deux distincts. Puisque
F; est un fermé du compactSp(u), quitte a extraire, cette suite s'accumule vers un élément
de Sp(u), non nul car a distance au moins; > 0 de 0, ce qui contredit I'nypothése.

Puisqueu est auto-adjoint, son spectre est réel, don€;, dont les valeurs sont contenues
dansfOg[ Sp(u), est a valeurs réelles.

L'application f; est clairement continue sur les ouvert§ x 2 Sp(u) : jXj> ig (ou elle
vaut l'identité) et fx 2 Sp(u) : jxj < ig (ou elle est nulle) deSp(u). Comme Sp(u) ne
contient pas d'élément de valeur absolue;, ces deux ouverts deSp(u) recouvrent Sp(u),
et, par localité de la continuité, l'application f; est continue partout.

b) Par les propriétés du calcul fonctionnel continu, puisge f; est continue et a valeurs
réelles sur le spectre del, I'opérateur f;(u) est auto-adjoint. Puisque I'application f; id
est continue surSp(u), nous avons

Spfi(u) w=(fi id)Sp(w) [ i+ il;
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carf; id est nulle en dehors de cet intervalle (en fait, nous avons mémsp(f;(u) u)=

SpW)\ [ i+ i
c¢) Puisquefi(u) u est auto-adjoint, sa norme est égale a son rayon spectral, do

kfi(u) uk= (fi(u) u) i

par ce qui précéde. Comme; tend vers0, ceci montre le résultat. [Une autre maniére de
dire est que puisque le calcul fonctionnel continu est isonigque, nous avonskf(u) uk =
kfi idky i qui tend versO quandi tend vers+1 ]

3) Soit une valeur spectrale isolée dei. Notons g : Sp(u) ! C l'application valant
1sur et Oailleurs. Puisque est isolé,g est continue et I'application (id  )g est nulle
sur Sp(u). Puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme dlgébres, nous avons

donc (u id) g(u) = 0. Puisque g n'est pas l'application nulle sur Sp(u), l'opérateur
g(u) n'est pas nul par les propriétés du calcul fonctionnel contiu. Donc son image est non
nulle, contenue dansker(u id), donc est une valeur propre deu.

4) a) Tout d'abord, puisque u est auto-adjoint, lesg pour 2 Sp(u) f Og sont deux
a deux orthogonaux, invariants paru et lI'espace métrique séparabléS;&) f 0Og, dont tout
point est isolé, est dénombrable. Donc la somme hilbertiernF = 25p(u) f ogE  est
bien dé nie, et invariante par u, par continuité de u. Puisqueu est auto-adjoint, u préserve
l'orthogonal Eg de F.

Soientv = ujg,, qui est auto-adjoint, et un élément non nul deSp(v). Alors par la
guestion 1), est une valeur spectrale deu, donc est isolée dansSp(u), donc est isolée
dans Sp(v). Donc est une valeur propre dev par la question 3) appliquée av. Ceci n'est
pas possible car tout vecteur propre des pour la valeur propre est aussi un vecteur
propre deu pour cette valeur propre, donc est nul puisqu'il appartienta Eq  E?. Donc
le spectre de l'opérateur auto-adjointv est nul, et doncv est nul. Donc son spectre est
vide si Eg = f0g ou égal af Og sinon. En outre, Eg est contenu dans le noyau dei, donc
égal a ce noya&carF \ keru = f0Og. PuisqueH = F? F carF est fermé, nous avons

H =ker(u) 25p(u) f 0gE -

b) Tout eélément x de H s'écrit donc x = Xg + P 25pu)f ogX OUXo 2 Egetx 2
E . Nous avonsfi(u)je = fi( )idg pourtout 2 C, par Pk les propriétés du calcul
fonctionnel continu. Donc par continuité, fi(u)(x) = f;(0)xo + 25p(u) f ngi( )X, qui
appartient a 2FiE carfi( )=0 sij j< ;. Donc limage def;(u) est contenue dans
(et en fait égale &)  ,¢, E . [Autre méthode : par les propriétés du calcul fonctionnel
continu, nous avonsfi(u)g = fi( )idg etfj( )=0si 2 Fj.Donc »¢E kerfi(u).
D'ou, puisquef;(u) est auto-adjoint,

? —

Imfi(u)= kerfi(uy =~  “orE ~ = ,5E :]

5) C'est un théoréme du cours que toute valeur spectrale nonutie d'un opérateur
compact est une valeur propre isolée de multiplicité nie.

Réciproquement, supposons que toute valeur spectrale norulle de u est une valeur
propre isolée de multiplicité nie. Alors par 4) b), fi(u) est un opérateur linéaire continu
d'image de rang ni, donc un opérateur compact. Par la questn 2) c), I'opérateur u, limite
d'opérateurs compacts, est encore compact.
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Correction de I'exercice  E.39. (1) Pour tout X = (Xn)n2z 2 “%(Z), nous avons
X

X
kHO(X)k2 = Xn 1+ Xn+1j2:4 JXn 1j2+ J-Xn+1j2 =2
n%g . , X . S n2Z ,
Xki©+  jxk® =2 = kxk; :
k272 k272

Donc Hy est bien dé ni, clairement linéaire, et continu (de norme auplus 1). De plus,

X xp 1+ X 1 X X
hHo(x);yiz2 = %yﬁ: > Xn 1Y¥nt Xn+1 Yn
n2Z n2z n2Z
1 X X X Yo 1 F Vil _
= > Xk Yk+1 + Xk Yk 1 = ka= X Ho(y)iz;
k2Z k2Z k2Z

pour tous x;y 2 “2(Z), donc Hg est auto-adjoint.

(2) Remarquons queu est clairement continu, auto-adjoint car cosest a valeurs réelles,
de norme au plusl car jcosj est a valeurs dang0; 1]. Donc son spectre est contenu dans
[ 1;1]). Soient > O, tg 2 ]0;1[ et o = cos(2t o). Par continuité, pour tout > 0,
il existe N 2 N f Og tel que pour tout t 2 [0;1] tel que jt  tgj % nous ayons

[to sito+ z7] [O;1]etjcos(2t) o .Sin N, alors
Z to+ A
k(u  oid)f k3 = _ nijcos(2t) o?dt 2
to T

Donclimp +1 (U cos(2t g)id)f, =0. Or kf ko = 1. Donc par le critere de Weyl, et par
surjectivité de cos : JQ2 [! [ 1;1], tout élément de[ 1; 1] appartient au spectre deu,
qui est fermé. Celui-ci est donc égal § 1;1].

(3) Pour tous t 2 [0;1] et X = (Xp)n2z 2 “2(Z), nous avons

Ho(X)(t) = % gdnt — > X, 1 €8N + Xn+yp €M
nZZX X n2z n2z
1 . .
=5 x €2 KDty e kKD —cos2t) (x)=u  ( X)(1):
k2Z k2z

Donc  Hg 1= u,etpourtout 2 C,nousavons (Ho id) 1=u id.En
particulier Hq et u ont le méme spectre et les mémes valeurs propres. Siest une valeur
propre deu, alors cos(2t ) = sur I'ensemble de mesure non nulle df; 1] sur lequel un

vecteur propre associé xé ne s'annule pas, ce qui est impadske (I'application cosprend
exactement deux fois chaque valeur sUB; 2 [). Le résultat en découle, par la question (2).

Correction de l'exercice  E.40. (1) a) Pour tout x dansH , nous noterons(Xp)n2n les
coordonnées hilbertiennes de dans la base hilbertienng(e,)nan.

Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors pour toutx dansH , nous
avons

X X X
uX)=u  Xpe =  Xpu(en)=  Xnp(c"en + " tenin)
n2N n2N n2N
Xl
= Pxoep+  ("Xn + B'Xn 1)en;
n=1
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ce gui montre l'unicité. =
Considérons la série a termes deux & deux orthogonagXxpep+ ;:11 ("Xp+ "%, 1)en.
La somme des carrés des normes de ses termes est
X1 X1 X1
%o+ jxn + B0 1j? j xoi®+  20xai%+ jxn 1j%) 4 jxij? = 4jixjj?
n=1 n=1 n=0
qui est nie. Donc cette sq{,ie converge par le théoréme de Pseval. Par conséquent, I'ap-
plication u: x 7! POxgeo+ 1% ("xn + B'Xn 1)€n est bien dé nie, et clairement linéaire,
et est de norme au plus4 (donc est continue). De plus,u(e,) = c"e, + B"*1ey4q, doncu
est l'opérateur cherché.

b) Pour tous n;p 2 N, nous avons

8
< Osipé n;n+1
hu(en);epi = hc"en + B lenigepi = . ' sip=n
b+ sip=n+1

Comme les coordonnées hilbertiennes de (ep) sont lestu (g);eni = hu(ey);ei pour
n 2 N, nous avons doncu (g)) = tPe, + bPe, 1 sip 6 0 et u (e) = tYp. Puisqu'un
opérateur linéaire continu est déterminé par les valeurs dill prend sur les éléments d'une
base hilbertienne, ceci détermine uniquementl .

L'opérateur linéaire continu u est auto-adjoint si et seulement siu = u , donc si et
seulement siu(e,) = u (e,) pour tout n 2 N, donc si et seulement si’ey + bg = tlg et
e, + b"*leysy = tle+ b'ey 1 pourtout n2 N f Og. Sic= tetb=0, alors toutes ces
conditions sont satisfaites. Réciproquement, si ces éguahs sont satisfaites, en prenant
n =1 et en utilisant le fait qu'une base hilbertienne est une fanlle libre, ceci implique que
c=Tetb=0. Le résultat en découle.

(2) Siu est compact, la suite u(en) |, d'images paru de vecteurs unitaires doit avoir
une sous-suite convergente. Or elle converge faiblementrgd, car son produit scalaire avec
tout élément xé de la base hilbertienne(e,)n2n tend vers 0. Donc si elle admet une sous-
suite convergen&z, la limite de cette sous-suite ne peut &rque0. Orsijcj=1 ousib=1,
alorsku(ey)k = jg2n + PP+ n'admet pas de sous-suite convergente vefs Doncjg < 1
eth< 1.

Réciproguement, supposons quja:#') < leth < 1 Soit a = maxfjc;bg < 1, de sorte
que ku(en)k = kc'e, + " ens1 k 2a" pour tout n 2 N. Pour tout N 2 N, notons
un l'unique opérateur nul sur l'orthogonal du sous-espace véariel de H engendré par

plus, pour tout x 2 H ,
X1 ) X1 X1
ku(x)  un (x)k* = XnU(en) iXnj?ku(en)k? jxnj? 28"
n=N+1 n=N+1 n=N+1
2aN jixjj?

Donc ku unk P 2aN tend vers 0 quand N tend vers +1 . L'opérateur u, limite des
opérateurs de rang ni uy, est donc compact.

(3) Nous e ectuerons le calcul des valeurs propres de sauf sijcj =1 et b6 0, et nous
en déduirons le spectre de si (jgj; b) 2 [0; 1] 2.
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Supposons queb = 0. Alors u est un opérateur diagonal dans la base hilbertienne
choisie. Sic = 0, alorsu = 0, et 0 est la seule valeur propre deu, de multiplicité in nie,
et la seule valeur spectrale. St 6 0 et si ¢ n'est pas une racine de l'unité, alorsc" 6 c™
sin 6 m, donc les valeurs propres sont les” pour n 2 N, de multiplicités égales al. Si
j¢j < 1, alors commeu est compact etH est de dimension in nie, nous avons

Sp(u) = fOg[ Vp(u)= fOg[f c" : n2 Ng:

Sijg = 1, alors u est de norme au plusl, et u ® est l'opérateur obtenu en remplacgantc
par T, qui est aussi de normel. Par les propriétés du rayon spectral, les spectres de et
de u ! sont donc contenus dans le disque unité fermé d&. Comme Sp(u 1) = 1=Sp(u),
le spectre deu est donc contenu dans le cercle unité. O¥p(u), qui est contenu dans le
Sp(u), est dense dans le cercle, car= €' avec irrationnel. Comme Sp(u) est fermé,
nous déduisons que

Spuy=fz2C : jzj=1g:

Enn, si c est une racine de l'unité, sin est le plus petit entier strictement positif tel

que c" = 1, alors u a exactementn valeurs propres (les racinesi-emes de l'identité) de
multiplicités in nies. Pour k=0;:::;n 1, notons H la somme hilbertienne deCex+in

pouri 2 N. Alors H estla somme dlrecte orthogonale (nie) dedH  pourk =0;:::;n 1,

et u est un multiple de l'identité sur chaqueH . Donc

Spw)=Vp(u)=fc* : 0 k n 1g:

qypposons queéb 6 0 et jg < 1. Calculons tout d'abord les valeurs propres deu. Soit
X = 2nXn€n un vecteur propre (non nul) deu associé a la valeur propre 2 C. Alors
u(x) = x, c'est-a-dire

0 Xl n X
c'xoep+  (C"xp+ B'xn 1)en = X nén :
n=1 n2N

Par unicité des coordonnées hilbertiennes, ceci équivaut@xg = X g et "xp + B'xp 1 =
X n pour tout n 1. Soit ng 2 N tel que x,, 6 0 et x; =0 pouri =0;:::;n9 1 (qui
existe parce quex est non nul). Alors

"%%Xpny = X, € 8n no+1; c"xp+ B'%x, 1= X (36)

Sic =0, alors la premiére équation montre que = 0 car X,, 6 0, et en prenant
n = ng+1, nous avonsh'x,, = 0, ce qui est impossible (cab et n,, sont non nuls). Donc

Vp(u)=; sic=0et b0 :

Sic 6 0, alorsc™ ¢" 6 0 pour tout n ng + 1. Les équations 86) sont donc
éguivalentes a = c" et x, = Cnow wXn 1 pourtout n  no+1.Sib=1etng> 0,
alors commec” tend vers 0 quandyn tend vers +1 et o > 1, nous avons o 1
pour n assez grand, donc Ia série jxnj? diverge, ce qui est |mp633|ble cak 2 H . Si
b=1etng=0, alorsxy = 3 Cnxn 1 pourtout n 1.Doncx,= ", —Fxo converge

vers un nombre complexe non nul, car quank tend vers +1 , ¢k tend vers 0, donc le
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nombre complexelog(1 cX) est bien dé ni pour k  nj, et équivalent & ¢, donc, par
un argument de série géométrique convergente,

¥l 1 X1
T o =& log(1 ) 60:

k= ni k= ni
P . : : .
Donc la série  jxnj< diverge encore, ce qui est impossible. Par conséquent,
Vp(u)=; siO<jg<letb=1:

Sib < 1, notons quejl c" ") 1 j¢g"™ ™ 1 jc¢>0pourn ng+1.Posons
y=0;::1Yn, 1=0,Yn, =1 etpar récurrenceyn = aoryn 1 pourtout n  no+1. Soit
N 2N a|§sez grand pour que&k = ](;J"(J?NW < 1. Alors jynj Kjyn 1j pour tout n  N.
La série  jynj?, majorée (& part ses premiers termes) par une série géoméfuie de raison
strictement inférieure a 1, converge donc. Le vecteur de coordonnées hilbertiennég )n2on
(qui existe par le théoréeme de Parseval) est donc un vecteurgpre deu associé a la valeur
propre c"°, et tout autre vecteur est, par I'analyse faite ci-dessus, d@inéaire a celui-ci. Par
conséquent
Vp(u)=fc" : n2Ng siO<jg<1etO<b<1;

avec multiplicités égales al. De plus, commeu est compact si(jcj; b) 2 [0; 1[2, et puisque
H est de dimension in nie, nous avons

Sp=f0g[ Vp(u)= fOg[f c" : n2Ng si 0<jg<1etO<b<1:

Correction de l'exercice E.41. R(1) Tout d'abord, si m 2 L 1 (X) etf 2 H , en
posantc= kmk 1 (x. ), hous avons ., jm(x)f (x)j2d (x) c*kf k? doncmf 2 H . Par
conséquent, sim 2 L 1 (X), l'application uny, : f 7! mf est une application bien dé nie,
clairement linéaire, de norme au plusc, doncuy, 2 L (H ). Montrons gu'en fait

kumk: kkal (X; ;C) .

Pour tout > 0O, soitA =1fx2 X : jm(x)] ¢ g, qui estune partie mesurable de
X, de mesure nie strictement positive. Sif est la fonction caractéristique deA, alors
kf ko = (A) et
Z 1
kumf ko = ime)i?d (x) © (¢ ) (A)=(c )kfky:
A

Donc kumk ¢, et ceci pour tout > 0, ce qui montre le résultat.
L'application m 7! uy, deL 1 (X) dansL (H ) est donc bien dé nie, et clairement
linéaire. De plusummo = Un Umpo et pour tous lesf et g dansH , nous avons
Z z

m(x)f (x) g(x) d (x) = f(x) m(x)g(x) d (x) = H;um(g)i
x2X x2X

= hu,(f);g:

Donc u,, = um, et m 7! uy, est un morphisme d'algébres involutives.

hum(f ) gi
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(2) Si 2 C n'appartient pas a l'image essentielle dam, alors il existe > 0etY une
partie mesurable deX de -mesure nulle tels qugm(x) j> pourtout x 2 X Y.
Soit m%: x 7! m(xl) six 2 X Y, etx 7! 0sinon, qui est mesurable bornée (pat).
Alors

Umo  (Um id)= Upo Unm = Upym ) = Um Umo
est l'opérateur identité deH (car sim; et my coincident presque partout pour la mesure
, alors um, = um,). Donc upy id est inversible, et 2 Sp(un).

Réciproquement, si 2 C appartient a I'image essentielle dem, alors pour tout n 2 N,
soit Ap = fx 2 X : jm(x) i %g, qui vérie (Ap) > 0. L'application f, : x 7!
% A, €st un élément unitaire deH |, et

zZ . .
KUm  id)fnko = k(M ko = m_ 4001
A, (An) n
tend vers0 quand n tend vers+1 . Donc up, id n'est pas inversible, par la partie facile

du critére de Weyl (sinonf, = (um id) 1(um id)f , tendrait vers 0 par continuité de
(Um id) 1, ce qui contredirait le fait que f , est de normel). Par conséquent 2 Sp(u),
ce qui montre le résultat.

(3) Notons A, I'ensemble des 2 Ctelsque m (f g0 > 0.Si est une valeur
propre deun, et sif est un vecteur propre non nul deuy, associé a , alors m(x)f (x) =
f (x) presque partout etf n'est pas presque partout nulle. Donan vaut  sur un ensemble
de mesure non nulle, et 2 An,.

Réciproguement, si 2 An, notons f la fonction caractéristique de I'ensemble mesu-
rable m (f g) de mesure non nulle. Alorsu,,f = f , doncf est un vecteur propre non
nul de uy, associé a la valeur propre , et 2 Vp(um).

(4) Soit X un compact non vide sans point isolé d€. Notonsm : X ! C l'application
x 7! x. Pour toute mesure borélienne positive nie sur X, l'image essentielle dem est
exactement le support de .

Lemme. Pour tout compact non vide sans point isoléX de C, il existe une mesure
borélienne positive nie de supportX, sans atome.

1 |1
¢ o2
1 |1
1@ o2 @2
3
10—
9] 9
1® 10 1® 10 10—1@
3 3 9 6 6

Démonstration.  Quitte a faire une translation et une homothétie, on peut suposer que
X est contenu dans le carrg0; 1[2. Pour tout n 2 N, on construit une mesure de probabilité
n. Notons ¢ la masse de Dirac unité en0, de sorte que o([0;1[%) = 1. On subdivise
par dichotomie en quatre carrés[0; 3[ [0;3[; [0;3[ [3;1[; [5:1[ [0; 5[ et [3;1[ [3:1]
le carré Co = [0;1[3, et on note p; 2 f 1;2;3;4g le nombre de ces carrés qui contiennent
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un point de X. On met alors une masse de Dirac de massé% en chacun des coins en
bas a gauche de cegs; carrés. On itére : on subdivise en quatre chacun de ces carrés, et
on met au coin en bas a gauche de chacun de ces quatres carréstemant un point de X
une masse de Dirac égale a la mesure du carré avant découpagjejsée par le nombre des
carrés découpés contenant un point dX . Voir le dessin ci-dessus, ou les carrés hachurés
sont ceux qui ne contiennent pas de point dex .

Par compacité, les mesures de probabilité , convergent quittent a extraire vers une
mesure de probabilité , et il n'est pas dicile de vérier que cette mesure vérie le s
propriétés voulues.

Soient comme dans le lemme, eH = L2(X; ;C), qui est un espace de Hilbert
complexe séparable. Alorsi, : H ! H est un opérateur continu, sans valeur propre par
(3), de spectre égal au support de , c'est-a-dire aX . Ceci démontre la premiére assertion.

Si X est contenu dansR, alors m étant a valeurs réelles, I'opérateun,, est auto-adjoint
par la question (1). Réciproquement, siu est un opérateur auto-adjoint, on sait que son
spectre est un compact non vide deC, contenu dansR, et que toute valeur spectrale de
u isolée dansSp(u) est une valeur propre. Donc siu n'a pas de valeur propre, alors son
spectre n'a pas de point isolé.

Correction de l'exercice  E.42. (1) a) Ceci découle du fait que(u zid) = u zid
et que siv2 L (H ) estinversible, alorsv aussiet(v 1) =(v) 1.

b) La premiére a rmation découle immédiatement du fait que les opérateursu  zid et
u z%d commutent, car u commute avec tout polyndéme eru. Pour la seconde, en utilisant
la premiére, nous avons

Ru(z) Ru(@)=Ru(z) Ru(z) (u 2%d) (u zid) =(z Z)Ru(@®) Ru(@):

(2asi 2 Spgsgu), Soit (Xn)n2n Une suite de Weyl pour(u; ). Siv=u id est
inversible, alorsx, = v(u(xp) X ) converge versv(0) = 0, ce qui contredit le fait que
kxnk =1 pour tout n 2 N. Donc 2 Sp(u).

b) Un opérateur auto-adjoint compact est de spectre dénomiable, et comme le spectre
d'un opérateur continu est fermé, le résultat en découle papassage au complémentaire.

(3) a) Si (xn)n2n converge faiblement vers, alors la suite (Xn)n2n €St bornée, donc son
image par l'opérateur compactu admet une sous-suite convergente. Soyt2 H une valeur
d'adhérence de la suite(u(xn))n2n. Puisque u est linéaire continu, la suite (U(Xn))n2n
converge faiblement versu(x), et toute sous-suite aussi. Par unicité des limites faibles
nous avons dong/ = u(x). Puisque la seule valeur d'adhérence dgi(xn))n2n €stu(x), ceci
montre le résultat.

b) Soit (xn)n2n Une suite de Weyl pour(u; ). Alors par la question a), puisquew = u v
est compact, la suite(w(Xn))n2n converge versw(0) = 0. Donc v(xn) X n = u(Xn)

X n  W(Xn) converge verd). D'olU (Xn)n2on €St une suite de Weyl pour(v; ). Par symétrie,
le résultat en découle.

c) Si 2 Spd(u), soit (Xp)n2n Une suite de Weyl pour (u; ). Alors u(xp) X
converge vers0. Donc par continuité de Ry(z),

Ru(2)(u(xn) X n)= Ru(2)(u(Xn) zZXn+(2z )Xn) = Xn (2 )Ru(2)xn
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converge verdd. Commez 6 0 par la question (2) a), ceci implique queR,(2)xn (z
) X, converge vers0. Donc (Xn)n2n €St une suite de Weyl pour(Ry(2); (z ) D). La
réciproque se montre de méme.
d) Par les questions précédentes, nous avons 2 Spgss(v) si et seulement si% 2
Spis{Rv(2)) si et seulement si-- 2 Spl(Ry(2)) si et seulement si 2 Spe{u).

(4) Puisque u est auto-adjoint, Spysdu) est I'ensemble des 2 C tels qu'il existe une
suite (Xp)n2n dansH telle que kxpk = 1 pour tout n 2 N, la suite ku(xn) X nk NN
converge ver9 et la suite (X,)n2n N'admet pas de sous-suite convergente. Puisqu&,)n2n
est bornée, quitte a extraire, nous pouvons supposer qu&,)n2n converge faiblement vers
x 2 H etque(kx, xK)n2n converge versc?2 [0;+ 1 [. Puisque (Xy)n2n N'admet pas de
sous-suite convergente nous avorsé 0.

Posonsy, = kx Xk, qui converge faiblement versO car ¢ 6 0. Alors ky,k = 1 pour
tout n 2 N, et puisqueu id est continue, la suite(u(xXn) X n)n2n COnverge faiblement
versu(x) x etconverge fortement ver). Donc u(x) = x par unicité de la limite faible.
Puisquec 6 0, nous avons aussi quéu(y,) Yynk= W converge vers0.

(5) a) Soit z 2 (u) (qui existe car Sp(u) est borné). Puisque précomposer par un
opérateur continu préserve la compacité des opérateurs dimus, si v est compact, alors
v Ry(2) est compact, doncv est u-compact.

Soientz;z°2 (u) tels quev Ry(z) est compact. Alors par la question (1) b), nous
avons

v Ri@)=v Ru(@ (z 29v Ru(z) Ru(@):

Doncv R, (z9 est compact, car 'ensemble des opérateurs compacts est utéal bilatére
de l'algébreL (H ).

b) Pourtout z2 (u+v)\ (u), par exemple siz 2 C est de module assez grand, nous
avons

Rurv(z) Ru(@) = Rusv(z) id (u+v zid) (u zid) ' = Ruv(@ v Ru(@):

Donc siv estu-compact, alorsRy+v(z) Ry(z) est compact, car I'ensemble des opérateurs
compacts est un idéal bilatére de l'algébrd. (H ). Le résultat découle alors des questions
(3) et (4).

Correction de l'exercice  E.43. m Pour tout x dansH , nous noterons(x, = hx; eni)n2n
les coordonnées hilbertiennes de dans la base hilbertienne(e,)n2n.

1) Par linéarité etFpontinuité, Si Y tel opérateur u existe, alors pour toutx dansH
nous avonsu(x) = u(  ,onXn€) = 2y nXnfn, C€ Qui montre l'unicité.

Soit C = sup,onJ nj, qui est ni par hypothese. Notons E le sous-espace vectoriel
dense deH de base vectorielle(en)n2n. Notonsu : E!' H l'unique application linéaire
prenﬁnt pour valeurs sur les éléments de cette base cellesniées par I'énoncé. Pour tout
b= n=0 xnen 2 E, nous avons, puisque la familldf,)o » n est orthonormée, et puisque

nani%ni? = kxk? par la formule de Parseval

X X
kuX)k? = j nxnj2 C  jxnj® Ckxk?:
n=0 n=0

180



Donc u est continu, de norme au plusC. Par le théoréme de prolongement (I'espace de
départ E est dense dansH et I'espace d'arrivéeH est complet), I'application linéaire
continue u se prolonge donc en une application linéaire continue dd dansH , de norme
au plusC.
[On pouvait aussi dire qu'il existe une unique application inéaire continuew envoyant
e, sur f, (qui est isométrique) et que siv est l'unique élément deL (H ) tel que v(e,) =
n€n pour tout n 2 N (comme vu en exercice), alorsl = w v convient.]

2) Soit (j n.J)kan une sous-suite convergente ver€. Commelimy, +1 ku(e, )k = C,
nous avonskuk  C, donc kuk = C par ce qui précéde. Notonsv 2 L (H ) l'unique
élément deH tel que v(fy) = e pour tout k 2 N, qui existe par 1). Pour tous les
n;k 2 N, nous avons

hen;v(fi)i = nhensexi = nhfn;fii = hu(en); fii = hensu (Fi)i:

Donc pour tout k 2 N, les vecteursv(fy) et u (fx), qui ont les mémes coordonnées hil-
bertiennes dans la base hilbertiennde,)n2n, sont égaux. Puisque(fy)kon €St une base
hilbertienne, ceci implique queu = v.

3) Montrons que u est compact si et seulement si la suit¢ ,)n2n Cconverge versO.

Si( n)n2n Ne converge pas verd, alors par compacite, il existe une sous-suité n, Jk2n
qui converge vers 6 0. Donc I'image par u de la suite bornée(e,, )xon N'admet pas de
sous-suite convergente, d'ow n'est pas compact. =

Si ( n)n2n converge versD, alors pour tout N 2 N, notonsun : X 7! 5 , n nXnfn,
qui est un opérateur de rang ni. Pour tout > 0, soit Ng 2 Ntelj pj sin  Ng. Pour
tout x 2 H unitaire, pour tout N  Ng, par la formule de Parseval, nous avons

X X
kun (x)  U(x)k* = jaxn® 7 jxaf® ZkxkP= 2
n>N n>N
Donc kuy  uk , et u est un opérateur compact, comme limite d'opérateurs de rang

ni.

|E| (1) Puisque hu(x);fki est la k-eme coordonnée hilbertienne de(x) dans la base hil-
bertienne (f)k2n, la premiére égalité n'est rien d'autre que la formule de Pareval pour
u(x). Donc, en utilisant le fait que les séries sont a termes podis pour permuter les deux
signes sommes,

X X X X X

ku(en)k® = jhu(en); fij > = jhen;u (fi)ij?
n2N gRN k2N ngNk2N
= jhu (f)ienij®= ku (f)K*:
k2Nn2N k2N

(2) La question (1) montre que la dé nition d'un opérateur de Hilbert-Schmidt est
indépendant des choix de bases hilbertiennes. Le fait queS(H ) soit un sous-espace
vectoriel deL (H ) découle de la formulekx + y k* 2] j?kxk?® + 2] j?kyk® pour tous
lesx;y dansH et ; dansC. Le fait que HS(H ) soit stable par I'adjoint découle de la
guestion (1). Le fait que HS(H ) soit stable par composition a gauche découle du fait que
kv u(en)k?® k vkZku(e,)k?. La stabilité par composition & droite découle de la stabilié
par I'adjoint et de la stabilité par composition a gauche, cau w=(w u) .
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(3) Soit u un opérateur de Hilbert-Schmidt. Pour tout N 2 N, posonsuy : X 7!

rI:l:O Xnu(€,). Alors uy 2 L (H ) est un opérateur linéaire continu de rang ni (car les
coordonnées hilbertiennes sopt continues et par sommatiomie). Pour tout > 0, soit
N 2 H assez grand pour que ::1,\”1 ku(en)k? , qui existe par la convergence de la

série ,, Ku(en)k?. Alors pour tous lesx 2 H , nous avons

X1 2 X1 2
kun (X)  U()K? = XnUu(€n) ixnjku(en)k
n=N+1 n=N+1
X1 X1
iXnj? ku(e,)k®>  kxk?;
n=N+1 n=N+1
donckuy uk . Par conséquent, I'opérateuru, comme limite pour la norme d'opérateurs

d'une suite d'opérateurs linéaires continus de rang ni, escompact.

@ 1) L'opérateur u u[?st auto-adjoint positif, donc son spectre est contenu dan®; + 1 [.
L'application f : x 7! © x est dé nie, continue et positive sur Sp(u). Par le calcul fonc-
tionnel continu, l'opérateur juj = f (u u) est donc bien dé ni et positif. Puisque le calcul
fonctionnel continu est un morphisme d'algébres, et puisqeif ? = id Sp(u), Nous avons
juj? = u u.

2) L'opérateur juj est auto-adjoint, car positif. Remarquons que, pour toutx 2 H ,

k juj(x)k? = hjuj(x);juj(x)i = h; jui?(x)i = h;u ux)i = hu(x); ux)i = ku(x)k?:

Cette formule implique que siu u(x) = 0, alors u(x) = juj(x) =0, et queu(x) =0 si et
seulement sijuj(x) = 0. Donc Ker juj = Ker u contient Ker(u u). Réciproquement, si
u(x) =0, alorsu u(x) =0, ce qui montre le résultat.

3) Commejuj est positif, donc auto-adjoint, et par la question précédete, nous avons
Keru = Ker juj = Ker juj . Par les propriétés de Il'adjoint, pour tout v 2 L (H ), nous
avons(Kerv )? = (Imv)? ? = Tmv. En prenant v = juj, le résultat en découle.

4) Siy 2 Imjuj, posonsv(y) = u(y9 ou juj(y® = y. La valeur de v(y) ne dépend pas
du choix dey® car sijuj(y®y = y, alorsy®® y92 Kerjuj = Ker u par la question 2), donc
u(y®y = u(y9. Par la question 2) aussi, nous avon&v(y)k = ku(y9k = kjuj(y9k = kyk.
Donc l'application v : Imjuj! H estisométrique, et clairement linéaire. PuisqueH est
complet et par le théoréme du prolongement, elle s'étend denen une application linéaire
isométriquev : Imjuj! H .

Pour tout x 2 H , puisque Keru est fermé, nous pouvons écrivong = y + z ou
z 2 Keru ety 2 (Keru)® = Imjuj par la question 3). Posons alorsv(x) = v(y). Par
construction, nous avonsu(x) = v j uj(x) pour tout x 2 H , et puisquev est isométrique
sur (Ker u)?, son noyau est égal au noyau de. Le résultat en découle.

5) Soit x 2 (Kerv )?. Puisquekv k = kvk 1 (et méme kvk = 1 si v n'est pas
l'opérateur nul), nous avonskv (x) k xk. Notons quelm v est fermé, car complet dans
H complet, carv est une isométrie linéaire du sous-espace fermé donc conp{&er v)?

dans Imv. Donc (Kerv )? = (Imv)? ° = Im v. Notons x° un élément deH tel que
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x = v(x9. Nous pouvons supposer qua®2 (Ker v)?, de sorte quekx% = kv(x9k. Alors

kv (x)k = sup hv (x);yi = sup hx;v(y)i = sup hv(x9;v(y)i h v(xC);v(X—O)i
kyk=1 kx %

kyk=1 kyk=1
_ kv(x9k* _ _ :
= OOk kv(x9k = kxk :

Donc v est une isométrie partielle.
Pour tout z2 H , nous avonsv v(z) 2 Imv = (Ker v)? et, puisquelmv = (Ker v )?,

hv v(z);zi k v v(2)k? = kv(2)k? k v v(z)k?
kv(z)k® k v(z)k?* =0 :

v v(z);z v v(2)i

Donc v v est la projection orthogonale sur(Ker v)?.

(1) Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, puisquex est unitaire, puisquejuvj est auto-
adjoint car positif, puisque juvj? = (uv) (uv) = v u uv, puisquev(x) = X , NOus avons

hiuvj(x);xi kj uvj(x)k kxk = hjuvj(x):juvj(x)i z = hjuvj2(x):xiz = hv u uv(x):xi 2

N

= huuv(x);v(x)iZ =l u(x):xi 2= jhv v(x);xiZ:

(2) a) Puisque u est positif, son spectre est contenu danf0;+1 [. L'application f :
t 7! t est dé nie, continue et positive sur Sp(u). Par le théoréme du calcul fonctionnel
continu, l'opérateur u 2 L (H ) est donc bien dé ni, et positif donc auto-adjoint. Par
le théoréme de diagonalisation des opérateurs auto-adjdmpositifs compacts, puisqueH
est séparable de dimension in nie, il existe une base hilbéenne (e,)non de H et une
suite de réels positifs ou nul{ ,)n2n telles queu(e,) = ne,. Par les propriétés du calcul
fonctionnel continu, e, est un vecteur propre dee, pour la valeur propref ( ,) = ,, et
donc u est diagonalisable dans la base hilbertiennée,)n2n, de valeurs propres les
pour n 2 N. Par la question I, puisqueu est compact, les  tendent vers 0, donc les
tendent vers0 (car > 0), donc de nouveau par la question |, 'opérateuu est compact.
Par un théoréme du cours, son spectre est

fog[ Vp(u )= fOg[f , : n2Ng:

b) En écrivant x = |, Xn€, dans Ialpase hilbertienne précédente, par la convexité

de la fonctiont 7! tz car 2 et puisque ,,yjXnj? =1, nous avons
X > X
hu?(x); xiz = n? jXnj? n JXnj? = o (x);xi
n2N n2N

(3) @) Si u = vjuj est la décomposition polaire deu, alors u = vjuj%juj%, et juj% est
auto-adjoint. Donc par deux inégalités de Cauchy-Schwarzune pour le produit scalaire de
H , l'autre pour le produit scalaire de “?(N)), nous avons

: X 1 X 1
jhu(en);enij = jhjujz(en);jujzv (&n)ij kjujz (en)k kjujzv (en)k

n2N n2N n2N
1 X 1

Kjujz (en)k? Kjujzv (e))k? * :
n2N n2N
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Le premier terme du produit ci-dessus est ni, carjuj% est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
Par la question 1 2), I'opérateurjuj%v est aussi de Hilbert-Schmidt, donc le second produit
est aussi ni.

La série dé nissant Tr( u) est donc absolument convergente, et par conséquent conver-
gente.

b) Par la question Il 2), I'opérateur t;wq + tow, est de Hilbert-Schmidt, donc la somme
1o K(tiws + towp)(en)k? converge. L'égalité cherchée découle alors de la sesquékmité
du produit scalaire et de la dé nition des adjoints. Le terme de gauche de I'égalité est
indépendant de la base hilbertienne(en)n2n, par la question Il 1). Le terme de droite
I'est donc aussi, et c'est un polynéme erq;ty;tq; 5. Donlc le coe cieqt de t;t; est aussi
indépendant de(e,)n2n. En appliguant ceci avecw; = jujz et wo = jujzv ol U = vjuj est

la décomposition polaire deu, le résultat en découle.
c) Par le théoreme de diagonalisation des opérateurs autadpints positifs compacts,
puisque H est séparable de dimension in nie, il existe une base hilbgenne (e,)n2n de

H et une suite de réels positifs ou nul{ n)n2n telles quev(e,) = ne,. Alors par la
qguestion IV (1), par la question IV (2) b) avec = p, par l'inégalité de Holder et par la
guestion IV (2) a), nous avons
X 1 X 1 1 X
kjuvjZ(en)k® = hjuvjz(en);juvjZeni = hjuvj(en);eni
n2N g@N 2N
.. . .1 2 . .1
J njhu u(en);eniz = n hu“(en); eni?
n2N n2N
1 X L X 1
n TuP(en); eni® nd T hiP(en);eni °
n2N n2N n2N

1

X X
= hv9(en);eni * huP(en); eni
n2N n2N

TlIE N

1 1
= Tr(uP) p Tr(v9) a:

Le résultat en découle, ces inégalités montrant a la fois qq’elvj% est de Hilbert-Schmidt
et donnant la majoration cherchée de la trace dguvj.

Correction de I'exercice E.44. (1) La suite (e¢)k2z est clairement une base hilbertienne
de H , et pour tout x dansH , nous noterons(xn)n2z les coordonnées hilbertiennes de
dans cette base. Par linéarité et ﬁpntinuité, si unPteI opéreeur v existe, alors pour tout
x dansH , nous avonsv(x) = V(57 Xn€n)g5=  naz Xn€n+1, C& QUi mapgtre l'unicité.
Réciproquement, pour toutx dansH , la série’ | ,,jXn 1j, quiestégale & ., jXnj% =
kxk? par I'égalité q§ Parseval, converge. Par la partie réciproge du théoréme de Parseval
1.17, la sériey = |, Xn 1€y converge donc dandd , et nous posonsv(x) = y. Il est
immédiat que v est linéaire, quekvk 1 (en fait v est isométrique), et quev convient.

(2) Pour tout f 2 H, l'application ug(f) appartient a H g car ug(f ) est clairement
mesurable etkug(f )k, 2 kf ky, donc ug est bien dé ni, clairement linéaire et continu de
norme kugk 2 . De plus, ug est positif (donc auto-adjoint) car pour tout f 2 H g,

Z,
huo(f ); fiz = jf()i*d o
0

En particulier, son spectre est contenu dang0; kugk], donc dans[0; 2 ]. Réciproquement,
montrons qu'il contient ]0;2 [ : commeSp(ug) est fermé, ceci montre quesSp(ug) =[0;2 ].
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Soit 2]0;2 [. Pour tout k 2 N assez grand, nous avong  s; + s3] [0;2 ], donc

R ;1
f«, qui est mesurable, véri e kf k3 = +ik kd =1. De plus,
2k
ZZ Z +ﬁ
kuo(fi) f (k5= ife() fu()id = . ki j?d
0 2%
£ %k. 1oy . 1
L Al (2K)?

Donc limy; +1 ug(fy) f g = 0. Par le critere de Weyl, appartient a Sp(ug), ce que
nous voulions démontrer.
(3) Il est immédiat que vo(f ) est mesurable et véri ekvp(f )ko k f ks, donclgo est bien

dé ni, clairement linéaire et continu de norme kvok 1. Puisque 7! € =, ('n—),n
est une application continue sur[0;2 ], puisque ugp est auto-adjoint et par continuité du
calcul fonctionnel continu, nous avons queg = €Y°. Par le théoréme spectral et la question

précédente,

Spvo) = fé : 2Sp(ugg=fe : 2[02]g=S::
Par dé nition des coe cients de Fourier, nous avons
Z, Z,

e (Vo(f )) = '9;: wf)()e™ d =p f()e'™ D d =g if):
0 2 o

Soit' :Hg! H Tlapplication f 7! (c,(f ))n2z, qui par les propriétés de la transformation
de Fourier (dont I'égalité de Parseval), est un isomorphisma d'espaces de Hilbert. Par ce
qui précéde, nous avons

v=" v ' L
(4) Soit x 2 H tel que v(x) = x . Par l'unicité des coordonnées dans une base
hilbertielgne, NOUS avonsXns= X n 1 pour tout n 2 Z. Comme par la formule de Parseval,

la série’ |, Xnj% = jXo0j?> ,»7] " converge, ceci montre ques = 0. Donc
Vp(v) = ;¢

Puisque deux opérateurs linéaires continus conjugués one Iméme spectre, nous avons

Sp(v) = Sp(vg) = Si1. (Nous retrouvons aussi queVp(v) = Vp(vg) = ; carsi 2 C et

sif :[0;2 ]! C estune fonction mesurable telle quef ( )= f () pour presque tout
2 [0;2 ], alorsf est presque partout non nulle.)

Ennsoit 2 Sp(v) = S;, montrons que l'imageE dev id est dense, ce qui montre
que le spectre résiduel de est vide. Pour cela, il sut de montrer que l'orthogonal E? de
E dansH est réduit afO0g, par le critere de densité d'un sous-espace vectoriel. Saibnc
y 2 E?. Pour tout n 2 Z, nous avons

O=thy;(v  id)(en)i=ty;ens1  €ni=Yns1 Yn:

En particuligr, commej j =1, nous avonsjyn+1j = jynj pour tout n 2 Z. Par convergence
de la série nzzjynj2 (par la formule de Parseval), nous avons dong = 0, ce qu'il fallait
démontrer.

(5) Par la dé nition de v et comme dans la question (1), nous avons immédiatement
quev ! est l'unique opérateur linéaire continu deH tel quev (e,) = e, 1. Doncw =
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v v 1+42id, eten particulierw :H ! H estun opérateur linéaire continu. Nous avons
v 1= v car pour tous lesm;n 2 Z, nous avonshv (en);emi = hen;v(em)i = hen;ems1i
doncv (e,) = e, 1 pourtout n 2 Z. [Une autre méthode est d'utiliser le calcul fonctionnel
continu, car & = @1— Up est auto-adjoint, vo = €Yo, v=" vy ' let' 1=' parla
transformation de Fourier inverse.] Doncw = v v +2id est auto-adjoint. L'application
f:z7' z 1z 1+2 estcontinue et positive sur le cercles! = Sp(v), et par les propriétés
du calcul fonctionnel continu, nous avons

w=fW=fC v ' H="' f(w) ' t=" fE)

et w est positif car f est positive. Par l'invariance du spectre par conjugaison tepar le
théoréme spectral, nous avons donc

Spw) =Sp(f (¢0)=f & e' +2: 2 Spuo)g
=f2 2cos : 2[0;2 ]g=1]0;4]:

1

Correction de l'exercice. E.45. a) Pour tout 2 R, la valeur delimy o:tg0 fa t) est

la dérivée det 7! &' =, ('tn—,)n ent =0, c'est-a-direi , et la propriété de convergence
uniforme découle des propriétés des séries entiéres.

b) Soit t 2 R. Notons encoref; la restriction de f; au spectre deu, qui est continue.
Notons u¢ = f{(u) 2 L (H ) l'opérateur linéaire continu obtenu en appliquant le calcu
fonctionnel continu (ce qui est possible cau est auto-adjoint).

Puisquef ne s'annule pas suiSp(u), et par les propriétés du calcul fonctionnel continu,
l'opérateur u; est inversible, d'inverseu, = %(u). Puisque % = f; et comme le calcul
fonctionnel continu préserve les adjointsy, 1= f.(u)=(fi(u) = u ,doncu estunitaire.
Puisquefi+s = f{fs et puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme dilgebres,
nous avonsfiig(u) = fy(u) fgs(u), c'est-a-dire ut+s = U; Ug pour tous lest;s 2 R.
L'application t 7! f; est continue deR dans C(Sp(u)) muni de la norme uniforme, par les
propriétés des séries entiéres. Puisque le calcul fonctioel continu est continu deC (Sp(u))
dans L (H ), l'application t 7! f{(u) = u; est continue. Puisque le calcul fonctionnel
continu est continu, puisque qu'il est un morphisme d'algébes qui envoie |'application

7! suru et l'application constante 1 sur id, et par a) en appliquant la compacité de
Sp(u), nous avons
Ut id ft

1
lim = |im u)=iid(u)=iu:
t! 0;t60 t t! 0;t60 t (W) (u)

c) Soitt 2 R. Par le théoreme spectral, le spectre de; = f{(u) est I'ensemble des
images parf; des éléments du spectre da :

Sp(uy) = fe' : 2 Sp)g:

Correction de l'exercice  E.46. Il est bien connu que, quandnh! +1 , les fonctions po-
lynomialesf, : C! Cdéniespart 7! (1+ ri]—t)n convergent uniformément sur les compacts
de C vers la fonction continuef :t 7! €. Par la continuité du calcul fonctionnel continu

(puisque l'opérateur u est auto-adjoint), la suite fn(u) = (1+ i5)" ,, converge donc
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dansL (H) vers un opérateurv = f (u). Commef ne s'annule pas suiSp(u), I'opérateur
v est inversible et par les propriétés du calcul fonctionnel antinu, nous avons

V= 2= T=(e) =v

Siv est compact, alorsv v 1 I'est aussi (par invariance de la compacité par précomposin
par un opérateur continu), et doncid est un opérateur compact, ce qui contredit le fait
gqueH est de dimension in nie (par le théoréeme de Riesz).
Par le théoréme spectral, le spectre de est 'ensemble des images pdr des éléments
du spectre deu :
Sp(v)= fé : 2 Spu)g:

Siv =id, alors Sp(v) = flg car H 6 f0g, donc par la formule précédenteg =1 pour
tout 2 Sp(u), donc Sp(u) 2 Z. Réciproquement, siSp(u) 2 Z, alors fjgy) est
la fonction constante 1, et donc puisque le calcul fonctionnel continu est un morplime
d'algébres unitaires, nous avony =id .

C i ' i i A . Pn (9"
orrection de I'exercice  E.47. (1) La suite de polynomesP, : 27! | _, 2k Z
converge uniformément sur les compacts d€ (et en particulier sur Sp(u)) vers la fonction

Z 7! sinz continue sur C (et en particulier sur Sp(u)). Par la continuité du calcul fonc-
tionnel continu, la suite d'opérateurs P, (u) converge dansL (H ) vers un élémentv. Par

le théoréme spectral,Sp(v) =sin  Sp(u) . Commeu est autoadjoint, son spectre est réel.
Donc siv = 0, alors Sp(v) = f0g et Sp(u) est contenu dans l'ensemble des zéros réels de

sin, qui est Z.

(2) Puisque u est compact de rang in ni, il existe une suite( n)non dansC f Og (la
suite des valeurs propres non nulles de, qui doit étre in nie, sinon par la nitude de
la multiplicité des valeurs propres non nulles deu, l'opérateur u serait de rang ni) qui
converge versO et telle que Sp(u) = fOg[f . : n 2 Ng. Puisque u est positif, nous
avons , > 0. Puisqueu est de norme au plusl, nous avons , 1. Puisque l'application
t 7! el + et est continue sur[0; 1], et par le théoréme spectral, nous avons

Sp(exp(u) + exp(iu)) = fe' + et 1 t2 Sp(u)g=f2g[fe"+cos H+isin , : N2 Ng;

ce qui montre le résultat.

(3) Soit 2 R. Notons m = min =1 hu(x); Xi : 'opérateur u est positif si et seulement
sim 0, donc si et seulement si

id xi =
kaE)fd id u)(x);xi m

Or nous avons vu en cours que puisqueid u est auto-adjoint (  est réel),

k id uk= id X ' id ; Xi
id uk =max kaE)fd id u)(x);xi errE(Lr}r( id  u)(x);xi

Notons que maxyyk=1 h(u id)(X); Xi = maX gyx=1 hu(x); xi k uk est inférieur a
dées que % Le résultat en découle.
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Correction de l'exercice  E.48. Puisqueu est positif et H un espace de Hilbert com-
plexe, l'opérateur u est auto-adjoint, ainsi queu +id , et le théoréme du calcul fonctionnel
continu s'applique au etau+id.

n

(1) Pour tout n 2 N nous avons(u +id) " = = | _ uk, pour tout polynéme P

n
k
a une indéterminée et a coe cients complexes. Donc sQ(X) = P(X + 1), nous avons
Q(u) = P(u+id) . Par la densité uniforme des fonctions polynomiales dans defonctions
continues sur le spectre (compact) del, et par la continuité du calcul fonctionnel continu,
nous avons donc, pour toute fonction continuef : R! C,sig: x 7! f(x+1), alors
g(u)= f(u+id).

Autre méthode : Si' , : C(Sp(u)) ! L (H ) est le calcul fonctionnel continu associé
a u, alors l'application de C(Sp(u +id)) = C(Sp(u) +1) dansL (H ) dé nie par f 7!
"u(f  (x+1)) estun morphisme d'algébres stellaires qui envoie l'ident sur u+id, donc
coincide avec' ,+ig . Ceci montre le résultat.

(2) De plus, le spectre deu est positif, et ne contient pasO puisque u est inversible,
donc est contenu dans le domaine de dé nition de la fonction . Posonsv = ( u) l'image
de la fonction par le calcul fonctionnel continu associé ai. Puisque u commute avec
tout polynéme enu, et de nouveau par I'argument ci-dessus de densité et de camuité, u
commute donc avecv. Notonsg: x 7! x ( Xx) = ( x+1) par I'équation fonctionnelle bien
connue de la fonction .

Puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme d'a@ébres pour la premiéere
égalité, par le théoréme spectral, et par I'équation fonctinnelle pour la derniére égalité,
nous avons

Spu (u))=Sp(g(u)) = gSp(u))=f (x+1) : x2 Sp)g:

Correction de I'exercice  E.49. (1) Pour tous lesk;n 2 Z, nous avons

h (en);ei = hen; (&)i = hen;exs1i = hen ai =h (e edi:

Puisque (e,)n2z est une base hilbertienne déd , nous avons donc ! = etu= +2

est auto-adjoint. Comme  est isométrique, nous avonk k= k k=1, donckuk 1.

Soit 2] 1;1]. Supposons par l'absurde qu'il existex 2 H tel que u(x) x =
€. Notons (xp)n2z la suite des coordonnées hilbertiennes de dans la base hilbertienne
(en)n2z. Al%s pour tout n 2 Z f Og, nous avonsxp+1 + X5 1 2X n = 0. Notons
r = i1 2==e! ou = arccos 2 [0; ] les deux solutions de I'équation
r’ 2r +1 = 0. La relation de récurrencexp+1 + Xn 12X n = 0 pour tout n 1
implique qu'il existe a'FpZ Ctels quex, = ar? + br" = aé" + be ™ pourtout n O,
car 6 1 Comme nzijnj2 converge, nous devons avoilimp 11 jXhj = 0, ce qui
n'est possible que sia = b = 0. En procédant de méme avec la relation de récurrence
Xn+1 + Xn 1 2Xp = 0 pour tout n 1, nous avons doncx = 0, ce qui contredit
I'égalité u(x) x = ep.

Comme l'opérateuru est auto-adjoint de norme au plusl, son spectre est contenu dans
R\ Bc(0;1) =[ 1;1]. Puisqueu id n'est pas surjective pour 2] 1;1[, nous avons
donc] 1;1] Sp(u). D'ou par fermeture

Spw)=[ L1]:
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Par le théoréme spectral, le spectre de = exp(u+2id)+exp(( u+2id) 1) estl'ensemble
desimagespaf : 7l e +e " des éléments du spectre de l'opérateur auto-adjoini+2id ,
qui est[ 1;1]+2 =11;3] (et en particulier ne contient pas0, donc v est bien dé ni). Un
calcul de dérivé montre quef est croissante entrel et 3, donc :

Sp(v) =[2e;€ + e :

Correction de I'exercice  E.50. Puisqueu est positif et H un espace de Hilbert com-
plexe, lI'opérateur u est auto-adjoint, ainsi queid+ u. De plus, le spectre deu est positif
et compact, o@nc le spectre dad+ u est contenu dans[l;a] pour un a 1. L'applica-
tion f, :t 7! "t est continue sur[1;a]. En utilisant le calcul fonctionnel continu, posons
Vnh = fn(id+ u). Puisque (f,)" = id et puisque le calcul fonctionnel continu est un mor-
phisme d'algébres, nous avonév,)" = id + u. Puisquef,, est réelle et positive, l'opérateur
vy est positif. Puisquef,, converge uniformément versl sur [1;a] quand n tend vers + 1
et par la continuité du calcul fonctionnel continu (qui envoie la fonction constante 1 sur
l'opérateur identité id), nous avons dondimy, +1 v, =id.

Correction de l'exercice  E.51. (1) a) Puisquej2z, zn 1 Zn+1j°> 8iznj2+2jzn 1j°+
2jzn+1j2 et par changement d'indicen 7! n 1 dans des sommes sun 2 Z, la suite
(2zn  zn 1 Zn+1)n2z appartient bien B H , donc l'opérateur clairement linéaire  est
bien dé ni et continu (de norme au plus  12).

Pour tout z =(z,)n2z dansH , nous avons

_ X X X
h z,zi = (2zn  Zn 1 Zn+1)Zn =2 ZnZn Zy 1Z,y Zn+1Zn
n2z n2z n2z n2z
=2kzk?® 2Rer;S(2)i;
ouUS:H ! H estlopérateur dé ni par (zn)n2z 7! (zZn+1)n2z, qui est linéaire, continu,

isométrique. Donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarzj Retz; S(z)ij k zkkS(z)k = kzk?,
et est positif (donc auto-adjoint).

b) Soit f 2 L?([0;2 ]). Nous avons par les propriétés des coe cients de Fourier

F()= 20(f) & 1(f) Gu(f) ;= @) (@ f) e’ ),
=@ € e')f) ¢

Donc par l'injectivité de la transformation de Fourier, F 1 F (f) est I'application
7' (2 2cos ))f ().

c)Si 2f2 2cos : 2]0;2 ]g, alors la fonction continue 7!j2 2cos i
ne s'annule pas sur[0;2 ], donc est minorée et majorée par des constantes strictement
positives, et I'opérateurf 7!f 7! W f ( )gestlinéaire et continu, et c'est l'inverse
deF ! F id, donc 2 Sp(F * F).

Réciproquement, si 2f2 2cos : 2 [0;2 ]g, alors l'application constante égale
a1 n'est pas dans limage deF 1 F id, car 7! L n'est pas de carré

2 2cos
intégrable. Donc 2 Sp(F * F).
d) Donc Sp()=Sp( F * F)=f2 2cos : 2][0;2 ]Jg=1[0;4]

189



(2) a) Il est immédiat de véri er que l'adjoint de S est égal a son inverse, et égal a
l'opérateur (zn)n2z 7! (zn 1)n2z. Donc(id S) (d S)=2id S S l=(Gd S)
(id S), et le résultat en découle immédiatement.

b) Notons u cet opérateur. Sa linéarité vient du fait que chacun des deufacteurs de
(A(z) + B(w):C(z) + D(w)) est linéaire en(z; w). Nous avons, pour tout(z;w) 2 H 2,
ku(z; w)k? = kA(z) + B(w)k?® + kC(z) + D (w)k®
2 kAk?kzk? + kB k?kwk? + kCk?kzk? + kD k?kwk?
4 maxfk Ak?; kB k?; KCk?; kD k?g (kzk® + kwk?) :

Donc kuk 2 maxfk Ak; kB k; kKCk; kD kg et u est continu.
Pour tous les(z®w9: (z;w) 2 H 2, nous avons

hu(z%w9; (z; w)i

hAz%+ Bw® Cz%+ DwY); (z; w)i

Mz%zi + Bw®zi + Ccz®wi + Dw® wi
he% A zi + Ww%B zi + %C wi + WD wi
hz®w%;(A z+ C w;B z+ D w)i :

A B _ A C
C D B D

c) Il est facile de vérier que siA;B;C;D;A%B%C®D%2 L (H ), alors

Donc

A B AC BO A A°+B Cc° A BB DO°

C D cOD?e ™ Cc A% D c°c BY% D DO

Nous avons, par la question a),

2

L2. ad id S a2id+(id S) (d S) 0
a7 id s  aid 0 (d S) (d S)+ aid
aZid+ 0
0 aZid+

Pourtout 2 C, l'opérateur uz® idy 2 estdonc inversible si et seulement si?idy +
idy est inversible, donc si et seulement si a2 2 Sp() = [0 ;4]. Donc Sp(ua?) =
[a%;a% +4].

d) PuisqueT T =id, l'opérateur v est inversible, d'inverse égal &. De plus,T S T =
S . Donc par calcul matriciel

v ou, vi= _ aid id+_TST - w-

id+ TST aid a
Par la question b), I'opérateur u, est auto-adjoint. Par le théoréme spectral, nous avons
Sp(ua)? = Sp(ua?) = [a?;a2 + 4]. Puisque u, est conjugé & ua, nNous avonsSp(ua) =
Sp(v us v 1)=Sp( ua)= Sp(ua) : le spectre deu, est stable par passage a I'opposé.
Donc Sp(ua) est I'ensemble des deux racines carrées des élémentsSigu,2). Le résultat
en découle.
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Correction de l'exercice E.52. (1) a) Puisque u est auto-adjoint compact etH est
séparable, I'opérateuru est diagonalisable en base hilbertienne. Puisque de dimension
in nie, il existe donc une base hilbertienne(e,)non de H et une suite ( 1)n2n dans C
telles queu(e,) = e, pour tout n 2 N. Puisqueu est injectif, les valeurs propres ,, de
u sont non nulles. Elles sont réelles cam est auto-adjoint.

De plus, le spectre deu est de la formefOg[f , : n 2 Ng et la suite ( n)n2n
converge vers0. Donc l'application f comme dans I'énoncé est continue sur le spectre de
u et l'opérateur f (u) est bien dé ni par le calcul fonctionnel continu.

Par les propriétés du calcul fonctionnel continu, puisques, est un vecteur propre de
u de valeur propre p, le vecteur e, est aussi un vecteur propre de (u) de valeur propre
f( n). Donc, par I'écriture en base hilbertienne, et par la continité et linéarité de f,
nous avons, pour toutx 2 H de suite de coordonnées hilbertienne&,)n2n dans la base
hilbertienne (e))n2n;,

X X X
f(ux="fU)( Xnen)= Xnf(u)en= f( n)Xnen:
n2N n2N n2N

b) Par la dé nition de , par la question précédente et par I'expression du produit
scalaire deH en coordonnées hilbertiennes, nous avons

ZA X X X o
fd yx=H(@UXXi= f( n)Xn€n; Xn€ = f( n)jxnj<;
Sp(u) n2N n2N n2N

ce qu'il fallait démontrer.

c) Notons  la masse de Dirac unité en sur C. L'expresssion précédente, le théoréme
de Fubini pour permuter somme et intégrale, et le fait que dex mesures sont déterminées
par les valeurs qu'elles donnent aux fonctions positives onulle, montrent que

X 2
x = 1Xn) n -
n2N
La mesure y est donc purement atomique et

X
x(f 9) = Xnj? =k g (X)K?;
n2N: p=

OUE =ker(u id) eten utilisant le théoreme de Pythagore E est de dimension nie!).

(2) a) L'application  du sous-espace vectorieC (Sp(u); C) de L2(Sp(u); x;C) a va-
leurs dansH , dé nie par g 7! g(u)x, est linéaire par la linéarité du calcul fonctionnel
continu et celle de I'évaluation en un vecteur donné des opateurs continus deH . Elle
est isométrique, car, par dé nition de I'adjoint, par le fait que le calcul fonctionnel continu
soit un morphisme d'algebres involutives, et par la dé nition de la mesure ,

k (g)k* = EQ(U)XK2 = hg(u)x;g(u)xi = hg(u) g(u)x;xi = (@ g(u)x;Xi

= jgi* d x = kgKiz(sp(u); X;C)zi
Sp(u)

Par la densité deC(Sp(u); C) dans L?(Sp(u); «;C), la complétude deH et le théoréme
de prolongement des applications uniformément continues;ette application se prolonge
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donc de maniéere unique en une application (linéaire et ison@gue par passage a la limite)
de L2(Sp(u); ;C) dansH .

b) Si g, est I'application continue 7! ", puisque le calcul fonctionnel continu est
un morphisme d'algébres qui envoiay, sur u, pour tout n 2 N, I'élément u"(x) = (gn)
appartient a l'image de . Comme est linéaire, son image contient donc le sous-espace
vectoriel deH engendré par lesu"(x) pour n 2 N. Par I'nypothése de cette question, cette
image est donc dense. Comme est isométrique etL?(Sp(u); x;C) complet, l''mage de
est compléete, donc fermée. Par densité, elle est donc égaléda. D'ou  est surjective.

Pour tout g 2 C(Sp(u); C), nous avons

Yuoo(@= 7t ouewx) = Huoguyx) = (g (u)x) = gg
puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme d'aébres. Donc l'opérateur 1 u
deL?(Sp(u); ;C) estl'opérateur de multiplication par gi, par la densité deC (Sp(u); C)
dansL?(Sp(u); «;C).

Correction de l'exercice  E.53. (1) Par linéarité et continuité, un opérateur linéaire
continu d'un espace de Hilbert est uniguement dé ni par les aleurs qu'il prend sur les
éléments d'une base hilbertienne, ce qui montre l'unicité.

Soit A Otelquejasj A pourtout n2 Z. Pour tout x dansH , par l'inégalité de
Minkowski et par I'égalité de Parseval, hous avons

X 3
( J2+ an)Xn Xn 1 Xn+1)9)2
n27z
X . X . X .

(2+ janj)?jxnj? 2 + jxn 1j2 7+ jXn+1j2 2
n2z n2Z n27z

X 1

4+ A) iXnj? 2 =(4+ A)kxk ;

n2z

donc la sérieP n2z (2 + @n)Xn  Xn p Xn+1j° converge. Par la partie réciproque du
théoreme de Parsevall.17, la sériey = ,-((2+ a)Xn Xn 1 Xn+1)€n CONverge donc
dansH , et nous posonau(x) = y. Il estimmédiat que u est linéaire, et quekuk 4+ A.
Donc u est continue, ce qui montre l'existence.

Montrons que l'adjoint de u, est uz, ou @ = (a@n)n2z est la suite conjuguée dea.
Par linéarité et continuité, il sut de montrer que pour tous les p;q 2 Z, nous avons
hua(ep); eqi = hep; ua(eg)i. Or, par sesquilinéarité,

hua(ep);eqi h epiua(eg)i = N2+ ap)ey & 1 €pea;egi h gi(2+aAg)ey € 1 eyl
= hep 1+ €16 + Mepjeq 1+ €qeai:

En distinguant les trois casq6 p 1;p+1,puisq=p letenn g= p+1, cette di érence

est nulle, d'ou le résultat.

En particulier, ug est auto-adjoint et nous avons vu ci-dessus gue sa horme est plus
4, Pour tout x 2 H , nous avons, par linéarité, sesquilinéarité et continuité et par deux
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changements d'indices,

X X
huo(x); xi = XpXgqlPe, € 1 €p+1;€4 = (2Xq Xgr1  Xq 1) Xq
PgRz Rz
- X 2 X X X 2
=2 Xq Xq 1Xq Xq+1 Xq = Xg)” + [Xgr1]”  2ReXg+1 Xq)
XqZZ 927 927 q2Z

- i 2 :
= JXq Xg+1j© O
q2Z

Donc ug est positif. =

(2) a) Par la formule de Parseval dansH , pour tout x 2 H , la série nzzjxnj2
converge (elle est égale &xk?). Par les propriétés de la transformation de Fourier et de
la transformation de Fourier inverse, la fonctionT est donc bien dé nie dansL?([0;2 ]),
elle est bijective, et la suite (xy)n2z est la suite des coe cients de Fourier deT(x). Par
la formule de Parseval dand_2([0;2 ]), 'opérateur T est isométrique (donc continu, ainsi
gue son inverse). R _

Pour tout f 2 L2([0;2 ), si (c,(f) = 912= 02 f (t)e M dt),»z est la suite de ses
coe cients de Fourier, alors

X X
T u THH)=T uw c(f)en =T (26 (f) ¢ a(f) caa(f) e
n2z n2z

Comme c, 1(f) = cy(t 7! e ' (t)) et par linéarité de la transformation de Fourier,
l'application T up T (f) est donc l'application

t712f(t) ef(t) e "f(t)=2(1 cost)f (t):

b) Nous avonsl cos 2 ]0;2[, donc sik est assez grand, alorby et ¢, sont bien dé nis

et appartiennent a[0;2 ]. Sib¢ t c¢,alorsl cos & 2siPy 1 cos + %,

doncj2(1 cost) 2(1 cos)j % Nous avons dondkf gk, =1 et

YA 2
kvo(fx) 2(1 cos )fyk3 = j20  cost)fi(t) 2(1 cos )f(t)j?dt
0 Z
- " j2(1 cost) 2(1 cos )j?dt
G I q(J
4
EE;

qui tend vers 0 quand k tend vers+1 .

¢) Montrons que Vp(Vvp) = ; et que Sp.ss(Vo) = Sp(Vvo) = [0; 4], le résultat en découle
puisque ug est conjugué avg par l'isomorphisme isométriqueT .

Supposons par l'absurde qu'il existd 2 L2([0;2 ]) f Oget 2 Ctels quevg(f)= f .
Alors pour presque toutt 2 [0;2 ], nous avons2(1 cost)f (t) = f (t). Pour t dans un

ensemble de mesure non nulle darj; 2 ], nous avons don@(1 cost) = , ce qui contredit
le fait quet 7! 2(1 cost) prend au plus deux fois une valeur donnée syo;2 ]. Donc
Vp(vo) = ;.

Puisque T est isométrique, nous avonkvok 4, et vg est un opérateur auto-adjoint
positif (car 2(1 cost) 0 pour tout t 2 [0;2 ]). Donc Sp(vp) [0;4] et Sp(vp) =
Spess(Vo) [ VP(Vo) = Spess(Vo), par la proposition 1.48
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Soit 2 ]0; [. La suite (fx)k k, de la question b) est unitaire, et n'admet pas de
sous-suite convergente (sinon, le support de la limite d'um sous-suite convergente dans
L2([0; 2 ]) serait contenu dans le singleton 2arcsin’. (1 cos )=2 ). Donc tout élément
de la forme2(1 cost) out 2 ]O; [ appartient au spectre essentiel da/g. D'ou ]0; 4]
Spass(Vo). Comme Sp(vp) = Spess(Vo) est fermé, le résultat en découle.

(3) a) Notons w l'opérateur compactv  u. Soit 2 Spgg(u). Il existe donc (Xk)k2n
une suite de vecteurs unitaires dan$id , n'admettant pas de sous-suite qui converge, telle
quelimy +1 u(Xk) Xk =0. Quitte a extraire, la suite (w(Xy))kon COnverge versy 2 H
puisque l'opérateurw est compact. Doncv(xyx) X kx = (u(xk) X k)+ w(Xg) converge vers
y. Sipar l'absurde 2 Sp(v), alorsv  id estinversible, doncx, = (v id) Y(v(xk) X &)
converge vers(v id) (y), ce qui a été exclut.

b) Par un exercice vu en cours, un opérateur qui est diagonalahs une base hilbertienne,
dont les coe cients diagonaux tendent vers 0, est compact. Donc l'opérateuru; Up est
compact. Par a), nous avons doncSp.ss(Ua) Sp(up) = [0;4] et [0;4] = Spess(Uo)
Sp(uaz). Comme la suite a est réelle, l'opérateuru, est auto-adjoint. Par la proposition
1.48 Sp(ua) est donc réunion deSp.ss(Ua) et de points isolés. DoncSp,ss(Ua) contient
[0; 4] (qui n'a pas de point isolé), etSp.ss(Ua) est donc égal J0; 4].

(4) a) Pour tout n 2 Z, nous avons
U ua U l(en) =( D"U ua(en)=( 1)"U(2en en+1 € 1+ anen)
=( )" 2( D'en ( D"'enaa (D" len 1+ an( 1)"e,

= (26n €+1 € 1 @aey)+den=( U at+4id)e):

Comme deux opérateur linéaires continus qui coincident sutous les éléments d'une base
hilbertienne sont égaux, nous avond) u, U 1= u p+4id.

Par l'invariance du spectre par conjugaison et par le théomde du calcul fonctionnel
continu, nous avons

Sp(ua) =Sp(U ua U 1)=Sp( U a+4id) = Spu a)+4:

D'ou
Ma=supSp(ug) =4 IinfSp(u z3)=4 m ,:

b) Il est immédiat que pour tout n 2 Z xé, 1 % converge versl quandp! +1 .
Par la question (1), nous avons

. X . .
huo( p); pi = JC pner ( p)nJ2

n2Z7z

K 1 X1

R L L S P
n=0 p p n= p p
Kty Xt 1 2

= = == -

n:Op n—pp p

qui tend versOquandp! +1.
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c) Siliminfy +1 fa( p) < O, alors il existe > 0 tel que pour tout N 2 N, il existe
PN N tel que fa( py) 2 . Par la question précédente, il existeNg 2 N tel que si
g No, alorshug( ¢); ¢i < .Donc en posantp= pn, Np, nous avons

hua( p); pi = huo( p); pi + fa( p) 2 = < 0:

Puisque u, est auto-adjoint, nous avons par le principe de Rayleigh

. . hua( p); pi
mgy = inf hug(x);xi —=_ - <0:
a x2H ; kxk=1 a( ) k pk2
d) Remarquons quef , = f,. Par conséquent, silimsupy 1 fa( p) > O, alors

liminfp +1 f a( p) < 0,doncm , < Opar la question préecédente, dond, =4 m >
4 par la question (4) a).

e) L'application hy : H H ! C, dénie par (X;y) 7! hua(x);yi, est une forme
sesquilinéaire, car le produit scalaire en est une et, est linéaire. Commeu, est auto-adjoint
et Sp(uy) =[0; 4], nous avons donamy = 0, et par le principe de Rayleigh,hua(x);xi 0
pour tout X 2 H . Donc h, est positive. Puisqueha( p; p) = fa( p) + huo( p); pi, par
I'hypothese et la question (4) b), nous avons dondéimp +1 ha( p; p) = 0. Par l'inégalité
de Cauchy-Schwarz (seul le cas d'égalité demande I'hypotké dé nie), pour tout x 2 H ,
nous avons

jha( piX)i®  ha( p; p) ha(x;x) ;

qui tend donc versO quand p! +1 . De méme,ho( ,;X) tend versO quandp ! +1 .
Soit k 2 Z. Par la question (4) b), nous avons donc
X
A= lim ac( ph= im, 22an( pIn(@)n = M ha( pi&) ho( pi&x) =0
n

R
Correction de I'exercice E.54. (1) a) La forme Iirﬂf'zairef 7! Olf (t) dt est bien dé nie

et continue, car par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, 011 f(t)dt k 1kokf ko. Donc son
noyau F est fermé.

b) Nous savons (voir I'exercice corrigée.14) que l'opérateur V est bien dé ni, continu
et compact, car c'est I'opérateur de type Hilbert-Schmidt ce noyau

N(x;y) = f(xy)2[012 1y xg
et que VT est continue sur[0;1] carsi0 x y 1, alors

Z,
. . p——
VE(xX) VI(y)j= . y](t) f (1) dt y xkfks:

Nous savons aussi qu¥ estinjectif, carsif 2 H etVf =0, alorsVf(x)= H;, 54i2=0

pour presque toutx 2 [0; 1]. Comme I'application de[0; 1]dansH dé nie par x 7! o, est
continue, nous avondt; [o;x]iz =0 pour tout x 2 [0;1]. Donc par di érence, H; [X;y]iz =

0 pour tous lesx;y 2 [0;1]. Donc par sommation, if; gio = 0 pour toute fonction étagée
g. Par densité des fonctions étagées dartd , nous avons donctf;f i, = 0, doncf =0

presque partout.
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¢) PuisqueP est auto-adjoint et idempotent, nous avons
T=A A=V P PV=V PPV=V PV:

Puisque l'opérateurT est de la formeA A, il est auto-adjoint positif. Puisque la composée
d'un opérateur compact avec un opérateur quelconque est eme un opérateur compact,
et puisqueV est compact, l'opérateurT est compact.

Soitf 2 H tel que Tf = 0 presque partout. Montrons quef = 0 presque partout,
ce qui montrera que0 2 Vp(T). Nous avonskAf k3 = H;A Afi, = I;Tfi, =0, donc
Af =0 presque partout. DoncV f est constante presque partout, et comm# f est continue
et vaut 0 en 0, nous avonsV f =0. CommeV est injective, le résultat en découle.

(2) Notons queV est |:9perateur de type Hilbert-Schmidt de noyau(x;y) 7! N (y;x),
c'est-a-dire queV f (x) = f(t) dt pour tout f 2 H et presque toutx 2 [0;1]. Sif est
continue, alorsV f estla pr|m|t|ve def valant 0enO, etV f estl'opposé de la primitive de
f valant 0 en1, donc Af est la primitive de f d'intégrale nulle, et Tf = V Af est I'opposé
deRIa primitive de la primitive de f, valant 0 en 1 et aussi enO car Tf(1) Tf(0) =

Af =0. En particulier, Tf est de classe €et (Tf)%= f.

PwsqueT est compact etH de dimension in nie, nous avons

Sp(T) = fog[ Vp(T):

Soient 2 Cetf 2H telsqueTf = f presque partout etf ne soit pas presque partout
nulle. Alors 6 0 par la question (1) c), et 0 car f est auto-adjoint positif donc de
spectre contenu dang[0;+1 [. Par conséquent, > 0. Notons queTf est continue, car
V f est continue, doncPV f, qui di ére de V F seulement par une constante additive, est
continue et Tf est I'opposé d'une primitive dePV f. Donc nous pouvons supposer quk,
qui vaut presque partout 1Tf, est continue. Par ce qui précédef est donc de classé:2
et véri e I'équation di érentielle f %= f avec les conditions au bord °¢0) = f °¢1) =

Les solutlons de quuatlon di érentielle f 9= f sont les applications de la formex 7I
asin( % x)+ bcos( ? x). Pwsquef %0)=0 etf 6 0, nous avonsb=0 eta 6 0. Puisque

f 991) = 0, nous avons doncsin 2=0,dod 22 Z. Par conséquent,

1
L'inclusion inverse est immédiate, et de plus , est de multiplicité 1. Puisque T est auto-
adjoint, sa norme kTk est égale au rayon spectral dd . Donc par la propriété d'algébre
stellaire,

kAk:pkAAk:kakzl:

(3) Posons'  : x 7! P 2 sin((n + 1) x ), qui est de classeC! . Alors ' ,, est un vecteur
propre unitaire de T associé a la valeur propre ,, qui est de multiplicité 1. Puisque
l'opérateur T est auto-adjoint compact, il est diagonalisable en base Hiertienne, donc
(" n)n2n est une base hilbertienne déd .

(4) L'opérateur Ky 2 L (H ) de type Hilbert-Schmidt de noyauN : (x;y) 7! maxfx;yg
Xy Vérie, pour tout f 2 H et presque toutx 2 [0; 1],
Zy Z, Z,
Knf(x)= tf(t)dt+ x  f(t)dt x tf (t) dt:
0 0

X
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Le second membre est nul exx =0 etenx = 1. Sif est continue, alorsK yf estCl et
pour tout x 2 [0; 1]
Z, Z,
(KnF)AxX) = xf (x) + f(t)dt xf(x) tf (t) dt:
X 0
DoncKnf estC?et (Knf)®= f.DoncKyf et Tf vérient la méme équation di éren-
tielle linéaire du second ordrey®=  f, et coincident en0 et en 1, donc sont égales.

Donc les opérateurs continuk et T, qui coicident sur le sous-espace den§€X[0; 1];C)
de H , sont égaux.

(5) Par convergence absolue uniforme, l'applicatiorM : [0;12 ! C dé nie par

2 XY sin( (n+1)x)sin( (n+1)y)
M:(xy) 7 — (n+1)2

n=0

est continue sur[0; 1%, donc appartient a L2([0; 1]?). Notons Ky, 2 L (H ) l'opérateur de
type Hilbert-Schmidt de noyau M . Alors par le théoréme de Fubini et puisqug' n)n2n €st
une suite orthonormée a valeurs réelles, nous avons, pouruibk 2 N et x 2 [0; 1],

Y _ 1 "n(X) n(y),
. M(Xy) k(y)dy = — 0 “h+1)?2

Km' k(X) k(y) dy

1 X 2 1 X0
2 o (n+Dn2 T I

=0 (n+1)2 , “n(y) k(y)dy = —

.
2(k +1)2

k()= k" k()= (T (X)

Les opérateurs linéaires continuKy et T, qui coincident sur une base hilbertienne,
sont donc égaux. Commel = Ky, les deux opérateurs de type Hilbert-Schmidt de noyau
M et N sont égaux, et ceci entraine que leurs noyaux sont égaux prgge partout. Comme
M et N sont en fait continus, ils coincident partout, ce qui montrele résultat.
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Analyse harmonique.

Correction de I'exercice  E.55. (1) Sif : D! C est harmorigue, le théoréme de la
valeur moyenne implique que pour toutr 2 EQ; 1[, nous avonszi g f(r)d ()= 1(0).
Donc sif est positive, alors (f) =supg (<1 231f(r )d ()=2f 0)<1.

(2) Soit une mesure borélienne positive nie surS;. Nous avons vu en cours que
I'application P est alors harmonique positive. Donc par la question précéde, (P ) est
nie.

Voici une preuve directe. Par une propriété connue du noyau &l Poisson, nous avons,
pour tout z 2 D, 7

P()d ()=2
2s;
(ce qui se retrouve aussi en disant que 7! P,( ) = Re Lﬁ est harmonique et en utilisant
le théoréme de la moyenne). Pour tour 2 [0; 1[, nous avons donc, en utilisant le théoréme
de Fubini,
z z Z z z

P (r)d() Pr(9d(9%d ()= Pr(9d()d (9
s 72581 528 728 25

= Pro()d ()d (9= 2d (9=2 k k:
02s; 2SS 2s

2

Le résultat en découle, en prenant la borne supérieure sur.

(8) Comme 1 z ne s'annule pas surD, l'application h, partie imaginaire d'une ap-

plication holomorphe, est harmonique. Il est facile de voique h(%) est non nul. Sir tend

. i , . < i i=2 i= 2 .
vers1 etsi 22 Z, alors I*18 est équivalent a1*8- = £ *€_ = jcotg. Donc

la partie imaginaire de son carré est nulle. Si 2 2 Z, alors i*;g: est réel, donc la partie
imaginaire de son carré est nulle. Ainsi, les limites radias deh sont toutes nulles.

(4) Supposons quér = h;  hy ou h; est une application harmonique positive. Alors par
l'inégalité triangulaire, (h) (hy) + (h2), qui est ni par (1). Par la démonstration du
théoréme2.15qui n'utilise que le fait que h véri e la condition ( 24), nous avonsh = P[ 4]
ol p: 7!'lim, 1 h(r ) estla limite radiale deh. Or par (3), nous avons , =0, donc
h =0, ce qui contredit la dé nition de h.

Correction de l'exercice  E.56. (1) Notons x = (X1;:::;Xp+1). Pour montrer que hg
est harmonique, il sut de montrer que f : x 7! 2 = ( x?) "z lest. Or o=

P o
(n Dxi( x?) "z et

g#% (n 1) Wllx2 Fa(n D+ Wllx2 Ea
d'ou le résultat par sommation desn + 1 termes %%.
Sif :t7! W{ etg:x 7' kxk, alors, siX = (X1:::::Xn+1),
X 1
de(f  g)(X) = fYg(x)) dyg(X) = ok (2Xi)(x|)m ;
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doncdk(f  9)(Xp) = ﬁ ce qui montre la seconde assertion. Une autre maniére est de

dire que nous avons calculé le gradient ho(x) ci-dessus, qui vaut kxkxn+ , et donc
X X . 1
dxho(@) - hr ho(X), MI - kan .

(2) Quitte a faire une translation, nous pouvons supposer ggixo = 0. Appliquons la
formule de Green aveau = h et v = hg. Notons que 7! ho(R ) est I'application nulle.
Soit > 0. Commeu et v sont harmoniques sur un voisinage dé( ; R), nous avons, pour
tout > 0 susamment petit,

VA VA
@b, | o @b eh . o
NRIGRIRT () A )G ) ol )@Q) dn()=0:

Puisque hg( ) est équivalent aﬁr quand tend vers 0, et puisque la dérivée

radiale deh est bornée surB(0;R), le dernier terme ci-dessus g ho( )&V ) "d n()
converge versO quand tend vers 0. B remplacant la dérivée radiale dehg par sa valeur
calculée en (1), et en remarquant queg h( )d ,() tend versh(0) quand tend versO
par continuité de h et puisque , est une mesure de probabilité, nous avons donc

z

h(R ) d n( )= h(0):
Sh

(3) Puisque est compact, I'application continue jhj atteint son maximum en un point
Xgde .Sixg2 ,soitR> 0tel queB(xg;R) . Alors, pour tout r 2 ]0;R],
z z z

jh(xo)j = h(Xo+r )d n() jh(xo+r )jd n() ih(x0)j d n( )= jh(xo0)j:
S S S

Par le cas d'égalité, nous avons donc qule est constante sur un voisinage deg, et donc
constante dans la composante connexe dg dans , ce qui montre le résultat.

Correction de I'exercice  E.57. (1) L'application g h: ! R estcontinue, harmonigque
sur , et négative ou nulle sur@ . Puisque est borné et par le principe du maximum,
elle atteint son maximum sur @ , donc est négative ou nulle sur .

(2) Remarquons quev est nécessairement positive ou nulle. Pour tout 2 ]0; 1], par la
formule de la moyenne pouv,
z Z z

kur kp = jur()iPd ()= ju(r )iPd () v(r)d ()=2v(0):
28! 28! 28!

Donc kukppe B 2v (0) < +1,etu?2 hP(D).

(3) Puisque la multiplication par r est holomorphe, I'application w 7! u(rw) est har-
monique surD, et continue sur D. Par la formule de Poisson, nous avons donc, pour tout
w2 D, 7

aw)= 5o Pu)ur ) d ()

En posantw = z=r, le résultat en découle.
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(4) a) Par la question (2), par l'inégalité de Jensen (que nos pouvons appliquer, car
d ()= ziPzzr( ) d () estune mesure de probabilité sub; etu; : S; ! C est continue),
puisquev,y coincide avequjP sur @RO;r), et par la formule de Poisson pour I'application
z7! vy (rz): D! C, qui est continue surD et harmonique surD,

Z z
1

U@P= o PeOuO)d O S Pe()ju )P d ()
7 2S5 2S1
1

=5 s, P () Viy(r ) d () = vy r(z=r) = v)(2):

b) Sijzj = ry, alors v(,)(2) = ju(z)j°  v(,)(2) par la question a). Doncv,,) et v,
sont des applications continues deB (0;r1) dans R, harmoniques surB (0;r1), telles que
Vi) V(r) SUr @RO;ry). Par la question (1), le résultat en découle.

c) Pour tout r 2 ]0; 1[, sing est assez grand, la suit€v(,,))n n, €St une suite croissante
de fonctions harmoniques de I'ouvert connex® (0;r) dansR. Par le théoreme d'Harnack,
elle converge donc (uniformément sur les compacts) vers uraplication harmonique v :
B(O;r)! R siv,)(0) ne converge pas vers-1 . Or par la formule de la moyenne, pour
tout r 2 ]0; 1],

Z
1 1 . . 1 1
@ = 5 vo)d O 5 JurPd ()= gkukg Sk

Nous avons supposé que 2 hP(D), donc v, y(0) est borné indépendamment den, et la
convergence s'en déduit.

Les applicationsv : B(0;r) ! R, lorsquer 2 ]0;1[, se recollent pour donner une
application harmoniquev : D! R. Commeju(z)j? v()(z) sijzj r, et par croissance,
nous avons donc bierju(z)j® v(z) pour tout z 2 D.

(5) Si kuknp = 0, alors pour tout r 2 ]0; 1[, nous avonsu, = 0 presque partout, donc
partout par continuité de u. Doncu(x) =0 si0O< kxk < 1, et encore par continuité,u = 0.
L'homogénéité de la normek knp et son inégalité triangulaire sont immédiates.

Montrons que hP(D) est complet. Soit (v(M),2n une suite de Cauchy danshP(D).
Comme ju(0)j k ukpe pour tout u 2 hP(D), l'application u 7! u(0) est une forme li-
néaire continue (de norme au plusl). Donc la suite complexe(v(™ (0))n2n est de Cauchy,
et converge versw(0) dans C. Pour tout r 2 ]0;1[, I'application v 7! v, de hP(D) dans
LP(S;; ;C) est linéaire continue (de norme au plusl). Par conséquent, la suite(vﬁ”))nZN
est de Cauchy dans I'espace de Banadt’(S;; ;C), donc converge versv() 2 LP(S;; ;C).
Pour tout > O, il existe ng 2 N tel que pour tous lesr 2 ]10;1[ et n;m  ng, nous avons

kv™ VM, < (37)

En faisant tendre m vers+1 dans la formule (37), nous avonskvﬁ”) W(')kp < pour tous
lesr 2 ]0;1[ et n  ng. Considérons l'applicationv : D! C dé nie par v(0) = w(0) et
v(z) = wi#)(2) si0 < jzj < 1. Pourtouslesn ngetr 2 ]0;1[, nous avonskvi™ v k, <
donckv(™  vkpe < pourtout N ng. Nous laissons au lecteur le soin de montrer que
v est harmonique. Doncv 2 hP(D) et (v{M)q2n converge versv dans hP(D).

Correction de l'exercice  E.58. (1) Notons h; i le produit scalaire usuel surR? = C.
Nous avons
(uv)= u+2hrurvi+ v:
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a)Si u= ( u? =0, alors %§ 24 %;2 =0, doncd =0, dou f est constante
puisque est connexe. Le résultat en découle.

b)Si u= v =0,alors ( uv) =0 sietseulement sir v et r u sont orthogonaux

en tout point de , donc si et seulement sr v et ir u sont colinéaires en tout point de

, donc, puisquer u ne s'annule pas, si et seulement s'il existe une application: ! R
telle que

@v_ @u @Qv_ @u
ax ey ey ‘ex (38)

D'ou, en dérivant par rapport a x et ay chacune de ces deux équations, nous avons

@ = @(@U C @U et @V = @C@U C@ .
@ @@y @x@y @y@x @y@y @Y’
@v @®@u, @u ot @v _ @®@u, @u ,
@x@y @@x ‘@z @y @3@x @y@x

En ajoutant la premiére et la quatriéeme équation, nous avongpar le lemme de Schwarz
et puisqueu est harmonique)

@@u_ @@u,

39
@@y @y@x (39)
En soustrayant la seconde de la troisieme équation, nous ave de méme
@@u_  @au (40)
@@y @x@x
En multipliant par %;‘, l'égalité (39), par 9! I'égalité (40) et en les ajoutant, nous avons
donc
@c @& @4
@x @x @y

Donc, en tout point de , nous avonsg)f- 0 etde memegc- 0. Donc l'application c est
constante, par connexite de .

Puisque u et v sont a valeurs réelles, les équations3g) impliquent que ¢ 2 R, et que
c6 0, car v n'est pas constante sur I'ouvert connexe .

Pour conclure, pour tout c 2 R, l'application v icu est holomorphe si et seulement si
@v icu) =0, c'est-a-dire si et seulement si

@V |c@u+i @V |c@u—0;

@x — @x @y @y
et donc si et seulement si les égalités3B) sont véri ées.

(2) a) Puisque u est harmonigue positive surD, par l'inégalité de Harnack, nous avons,
pourtout r 2 10;1[et 2 S,

r r .
o T u@ u(r) , u(0) :
Donc or or
o7 u@ u(r ) u(0) . u(0) :
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Comme 2~ %, la premiére a rmation en découle.

En divisant par r, et en faisant tendrer vers0, nous obtenongdup( )j 2u(0). Comme
jr u(0)j = sup jhr u(0); ij = sup jduo( )j ;
25, 25,

le résultat en découle.
b) Pour tout a 2 D, l'application .z 7! fj;z est une application holomorphe de
D dans D envoyant O sur a (car bien dé nie puisquej?lj > 1 > jzj, bijective d'inverse

l'application z 7! Z-&, et envoyant S; dans S;, donc D dans D par connexité). Sa dérivée

1 az’
estz 7! &j,;zl)z ,quivaut 1 j aj2enz=0.
c) Siu:D! R est harmonique positive, alorsu D! R est aussi harmonique

positive. Par a), nous avons donc
jr(u )Oj 2u (©O)=2u@:

Commer (u )=(r u) O par le théoréme de dérivation des fonctions composées, le
résultat s'en déduit.

Correction de l'exercice  E.59. (1) a) Le fait que l'application f est bien dé nie et
holomorphe a été vu en cours. Rappelons que le noyau de Poissest
1] z? +z

ol 2 S; etz?2 D. Par linéarité de l'intégrale, nous avons donc, pour toutz 2 D,
z

Ref (2) = o PO ()= u@)

2
en utilisant la formule de Poisson pour la derniere égalitéNous avons
z

()= 5 LUOdO2R;:

doncimf(0)=0.Enn,si g:D! C estune autre telle application, alorsf g est une
application holomorphe surD, de partie réelle nulle, donc est une constante imaginaire,
qui est nulle carimf (0) =Im g(0) =0.

b) Notons tout d'abord que

1 +z +z _z z_ 2Im(z) .
2 Z z j 72 1 zj2’

Maintenant, 'application u = Re(f) est harmonique, carf est holomorphe. Par ['uni-
cité dans la question précédente, puisquin f (0) = 0, nous avons, pour toutz = re' © 2 D
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our = jzj,

1 z ZJIm( )j

1 z
jImf (2)j= =— Im u( )d — d
j @i= 5 s, ~u()d () 5 2512122 ju()id ()
A "2 risin( o )j 4=2A rjsin j
o j1 2rcos(o )+ r?3 o j1 2rcos +r3
f10 Ab 1zl
= — Wdt:— In 2t _
1]7 2t_| r t= 1
_A 2 > _2A 1+jzj
=—In (1+7r) In 1 r° = nljzj'

(2) a) Remarquons que par la formule de Poissony(z) = zi R251 P,( )u( )d () appar-
tient a R pour tout z 2 D, car le noyau de Poisson est réel.

Notons w; = v u, qui est une application continue deD dans R, nulle sur S; et
sous-harmonique surD (car Wy = v 0). Montrons que w1 0. Par l'absurde,
supposons qu'il existe un pointz; 2 D tel que wjy(z;) > 0. Posons = % > 0.
L'application w, : D! R dé nie par

wy(2) = wi(2)+ (Re(z z))® 4

est continue surD, négative ou nulle surS; (carjz zij j zj+ jzij 2), et strictement
positive en z1, par dé nition de . Elle atteint donc son maximum sur le compactD en un
point z, de D. En patrticulier, les dérivées@W2 et @;9— sont négatives ou nulles erz,. Donc
w>(z2) 0. Mais puisque w; O sur D nous avons Wwo(z») (Re(z z1))? =
2 > 0, une contradiction.
Nous avons donc, par la formule de la moyenne,

Z, Z,
v(zo+ re' ) d u(zo+re' )d =2 u(z):
0 0
b) Par la formule de Poisson, puisqueP;( ) ﬁ‘i} etu=v 0surS;, nous avons
donc
v z o
i 1+ jzo)
V(zo+re )d  2u(z)= Px()u()d () - v()d ():
0 25, 1)z S

(3) Nous avons, en tout pointz 2 D tel que jf (z)] & 0, donc partout par le principe
des zéros isolés et par continuité,

(fP)=4a@y(fF)PR)=2p@f FAFF)P2 1
=2p(p=2 1) FFXF(T)2 2 +2p@f FYfF)P2
= p’if 93t iP 2 o;

donc ( jfj?) 0. Notonsv:D! R l'unique application continue qui est harmonique
sur D et égale ajf jP sur S;. Par passage en coordonnées polaires et par la question (2) b
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appliquée av = jf jpjﬁ (qui est bien continue, positive et sous-harmonique sub) et zo =0,
nous avons donc
1 z 1 zZ,7Z, _
= jfjPd == if(O+re" )jPrddr
D 0 0
1 Z,Z 1 zZ, _
- JFO)Pd ()rdr =~ jf(e)iPd:
0 25 2

Correction de lI'exercice E.60. (1) Supposons par I'absurde quen > 0. Par la continuité
de h et la compacité de son domaine, son maximunm est atteint, I'ensemble K est un
fermé borné non vide deC, et donc zg existe bien. Puisqueh vaut 0 sur S(a; R), le point zg
appartient a B (a; R). Puisqueh véri e la propriété de la moyenne faible, il existe(rn)n2n
dans]O;+ 1 [telle quelimn +1 rn =0, B(z0;rn) B(a;R) et

Ay

m = h(zg) = Zi h(zo+ rn€ )d :
0

R . .
Donc 02 h(zg) h(zo+ rn€ )d =0, et commeh(zg) h(zo+ rn€ ) est une fonction
positive ou nulle, elle est nulle. Mais ceci contredit le faique zg étant a distance maximale
de a, il y a des points sur le cercleS(a;r,) qui ne sont pas dank .

(2) Si f est harmonique, alors elle véri e la propriété de la moyennepar le théoréme
2.4, donc la propriété de la moyenne faible.

Réciproguement, supposons que véri e la propriété de la moyenne faible, et montrons
quef est harmonique. Soiena 2 etR > Otels queB(a;R) , montrons quef coincide
avec une application harmonique suB (a; R), ce qui conclut.

Comme une application est harmonique ou Véri e la propriétéde la moyenne faible si
et seulement si ses parties réelle et imaginaire le sont, nepouvons supposer qué est a
valeurs réelles.

Soit g: B(a;R) ! R la solution du probléme de Dirichlet surB(a;R) de donnée au
bord fjga;r). Posonsh = f g. Alors h et h verient les hypotheses de la question (1),
et donc

0 sup h(z) = inf h(z) sup h(z) O;
z2B(a;R) z22B(a;R) z2B(a;R)
ce gui montre le résultat.

Correction de l'exercice  E.61. (1) a) Quitte a ajouter & u la constante u( ), ce qui
ne change pas le résultat, nous pouvons supposer qué ) = 0. Comme est un point sur
lequel u atteint son maximum, nous avons donc u O surD.

Par la minoration dans l'inégalité de Harnack appliquée a lafonction harmonique po-
sitive u sur D, nous avons

r u(0)
u(r u(o 1
(r) (o) > (1)
D'ou le résultat, en prenant ¢ = @. Notons quec n'est pas nul, sinonu atteindrait

son maximum en un point intérieur du disque, donc serait cortante par le principe du
maximum et la connexité deD.
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b) Supposons par contraposition queu est non constante. Puisqueu est harmonique
sur un voisinage deD, ses dérivées radiales sur le bord dB sont bien dé nies. Par le
principe du maximum, la restriction & D de u atteint son maximum en au moins un point

du cercle$S,;. Par la question a), nous avons donc

@y . _ . ur) u() |
W= lm = e>o0:

donc %“ ne s'annule pas en au moins un point du bord, ce qui montre le séltat.

(2) a) En utilisant I'expression en coordonnées polaires déa mesure de Lebesgue,
commesS; est de mesure de Lebesgue nulle, par la formule de la moyenrampliquée a tout
cercle de centrea et de rayon <r ) et par le théoreme de Fubini, nous avons
z .72, z

. r
udmzi2 u(a+ e') dd -1 2u(a) d =u(a):
B(a;r) r

|’20

1

r?2 0 0

b) En étudiant les 4 casx 2 A\ °B, x 2 A\ ‘B x 2 YA\ B etx 2 A\ B, ou les
deux termes de I'égalitéj a(Xx) B(X)j = a B(X) valent respectivement0, 1, 1, 0, la
premiére égalité est immédiate. L'inclusion deB(a;r) B(0;r) dansA(r j aj;r + jaj) se
montre par le dessin suivant (auquel on se rameéne par rotatioéventuelle).

Enn, en utilisant de nouveau I'expression en coordonnées gqlaires de la mesure de
Lebesgue, ou en utilisant le fait que

m A(r j aj;r+jaj) =m BO;r+ja) m B(O;r jaj) ;

nous avonsm A(r j aj;r + jaj) =4 r jaj, ce qui montre la derniére a rmation.
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c) Soit M > Otel queju(z)j M pourtout z2 C. Par les questions (2) a) et b), nous

avons, pour touta 2 C et pour tout r > jaj,
z z z

. . 1 1
ju@ u()j= - udm udm = -2 ( B(ar) §(0;r)) udm
r B(a;r) B(0;r) r C
1 z 1 z
T2 JUls@n  senldMT 1 W s@n sEn dM
M — M — . -
T2 m(B(a;r) B(O;r)) T2 m(A(r | aj;r + jaj)) ;

qui converge versD quand r tend vers I'in ni par la question (2) b). Donc u est constante
(égale au(0)).

Correction de l'exercice E.62. (1) a) Pour tout t 2 ]0;1], I'application z 7!
'(tz) t™ (2) est bien dé nie sur B(0; ), holomorphe, de partie réelle nulle, donc est
gne constante imaginaire purei ; ou tPZ R.%° En développgnt en série entiéré (z) =

n2n@nZ" surB(0; ), nous avons donc  ,yant"z" =i ¢+ |,y ant™z" pour tous les
z2 B(0; ) ett 2 ]0;1]. Par unicité du développement en série entiére, nous avonsodc
ant" = ant™ pour tous lesn 1 ett 2 ]0;1], ce qui impligue quea, =0 sin 6 0;m et
alors' = amz™ + ag. Comme de plusag = apt™ + i { pour tout t 2 ]0;1], nous avons
a2 iR.

b) Notons P le plan vectoriel complexeCz™ + Cz™, et notons qu'une application
p: R?! C appartient & P si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire
y appartiennent. Il est immédiat que z 7! zM et z 7! Z™ sont polynomiales homogénes
de degrém en les deux variables réelles;y, et sont respectivement holomorphe et anti-
holomorphe, donc harmoniques. D'otP H .

Réciproquement, soitp : R ! C un élément deH ,,, montrons quep 2 P . Il sut
pour cela de montrer que les parties réelles et imaginairese sont dans P , car étre
polynomiale homogéne de degrén et étre harmonique sont des conditions stables par
passage aux parties réelle et imaginaire. Puisque les apmtions harmoniques réelles sont
localement les parties réelles de fonctions holomorphed,existe > Oet' :B(0; )! R
une application holomorphe tels que pour toutz 2 B (0; ), nous ayonsp(z) = Re ' (z). Par
la question a), nous avons don@(z) =Re( z™M) = %( zm+ zM), doup2P.

(2) a) Nous pouvons supposer quen 1. Pourtouslesz2 Cet =€ ; = ¢ °2's,
nous avons, en utilisant la formule d'Euler2cosx = €* + e %,

Zn(; 9= €m0 DxemC Oz mEgmy T Omy

donc
Bu(z; 9= 2" (9m+zM (9™ (41)
Par la question (1) b), l'application z 7! Z,,(z; ) appartient a H ,.
b) Sim 6 m® puisque °7! Zn(; 9= Zn( % ) appartient a HS , par la question
précédente, puisqueH S , est orthogonal aH S 0 pour le produit scalaire L2(2—) par le
théoréme2.29 et puisqueZ,, est a valeurs réelles, nous avons

1

5 1(9Zn(; 9d (9= M:Zm(:)iiz =0
25

25. Eneet,nousavons @ =0 et@ + )=2@Re )=0,donc@ = @ )= @ =0.Dou est
constante, de partie réelle nulle, donc une constante imagnaire pure.
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Supposons doncm = m° Le résultat est évident sim = 0, car Zg = 1 et HS ¢ est
constitué d'applications constantes. Supposons donm 1. Par linéarité, par passage au
conjugué puisqueZ, est reqﬂe et par la question (1) b), il sut de montrer le résultat
pourf :€ 7! €™ . Puisque 0 gk °d =0 sik2 Z f Og, nous avons, si = € ,

1 z Z,

L H(9Za(; 9d (9= & @mUEm( Vveml %0z em
25 0

(3) a) Puisque Zq = 1, puisque les applications constantes et 7! Injzj sont harmo-
nigues surC f QOg et par linéarité, le résultat est vrai sim = 0. Supposonsm 1.
Puisque b, (z) est somme d'une constante et d'un multiple constant dejz—jlm, puisque

z 7" B, (z; ) est harmonique d'apres la question (2) a), puisqué&,(z; ) est une combi-
naison linéaire dezm et Zm comme vu dans la formule 41), il sut de montrer que les
applications z 7! 712— = zm etz7! 7jm = zim sont harmoniques sur , ce qui est le cas,
car elles sont respectivement anti- holomorphe et holomofe surC f 0g (qui contient ).

b) Nous avonsO b}, 1letj2B,(z; )] 2jzj™ par la formule (41), donc
b (2) Bm(z; )i 2jz"

27 et toujours jBn(z; )j 2jzj™, donc

Nous avonsjhy, (z)] iz

(@ En(z )i o
by (2) Bn(z; )j —

12)
Donc les sérieZ (z; ) convergent absolument et uniformément sur les compacts de S;.
Par le théoreme de Harnack, les valeurs de ces séries, qui sbmites uniformes sur les
compacts d'applications harmoniques (comme somme d'applations harmoniques par la
guestion a)) sont harmoniques ere 2

c) La premiére a rmation est immédiate. Montrons que Z*(2; )= Z (z; ). Il sut
par sommation de montrer que pour toutm 2 N, nous avons

a a
b 7 p %; = by (2) Bn(z; ):
Le résultat est immédiat sim = 0. Supposonsm 1. Alors, en écrivant ¢ = JTaz Z, hous
avons par homogénéité d'ordrem

, a a _1jz*"™ am o N
o g Bn g T g En(Z) = @ Bn( )
(4) a) Pour tout zg 2 © soit ro > 0 tel que B(zo;ro) O L'application (x;z) 7!

F(x;z) est continue sur l'espace métriqugz compacK  B(zp;ro), donc uniformément
continue. Par conséquent, I'applicationz 7!, F(x;z)d (x) est bien dé nie et continue.
De plus, pour tout r 2 [0;rg[, I'application (x;e' ) 7! F(x;zo+ re' ) est continue sur le
compact K S;, donc bornée. Par le théoreme de Fubini et le théoreme de la iyenne,
nous avons alors

1 Z,Z z 1 zZ,

— F(X;zo+ re' )d (x)d — F(X;zo+re' )dd (x)

2 o xek ZX2K 2

F(X;zo)d (x):
x2K
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R
Donc par la réciproque du théoreme de la moyenne, l'applican z 7!, F(x;z)d (x)
est harmonique.

b) L'application z 7! P [f](z) est bien dé nie et harmonique comme somme de deux
applications bien dé nies et harmoniques par les question$3) b) et (4) a) (en utilisant
les mesuresd ()= f()d ()etd ()= f(a)d () sur I'espace métrique compact
K =)

Rappelons que : ! est 'homéomorphisme involutif z 7! &, qui échangeS(0; a)
et S;. Pour montrer que uz est continue, comme toute application continuef : @ ! C
s'écrit de maniére uniquef = f1+ fo, avecfy;fo: @ ! C deux applications continues
et nulles surS(0; a), puisque

z z
f(@)z (z;)d ()= 281fz ()Z7((2;)d ()

2S1

par la question (3) c), il sut donc de montrer le résultat lor squef est nulle surS(0; a) et
VA
1 .,
ur(2) = > f()Z"(z; )d ()
281
pour tout z 2 . Par le théoreme de Stone-Weierstrass, toute applicationantinue f :
@ ! C nulle sur S(0;a) est limite uniforme d'une suite de sommgs nies d’harmoniqes
sphériques(f;)i2n surS; prolongées pai0 sur S(0; a). Nous avonszi 25, Z%(z; )d ()=
1 par permutation (autorisée par convergence uniforme) de ihtégrale et de la somme
dé nissant Z*, et par la question (2) b) avecm®= 0. CommeZ™ (z; ) est réel, nous avons
Z

: . 1 : :
ur (@) un (@i 5 ifC) fi()izZ%(z; )d () kf fik
281

pour tout z 2 . Par consequent, la suite(us, )ion converge uniformément versus sur
Il su t donc par linéarité de montrer le résultat lorsque fjs.4) €st nulle etf;s appartient
aHS o

Mézalor, en permutant intégrale et somme par convergence iforme, par homogénéité
et par la question (2) b), nous avons, pour toutz 2
7

() bn(2) Bm(z; )d ()

251 maN 7

1 z
W jzjm — f m(—; )d
@i O Zn(E)d O

+ . .m% , Z .
b0(2)iz] f(jz.)-

U (2) =

X N

Sijzj tend versa, alors cette fonction tend vers0O (car f est bornée) et siz tend vers 2 S,
alors cette fonction tend versf ( ), ce qu'il fallait démontrer.

c) Comme 9 est un ouvert borné, l'unicité découle du principe du maximmm (voir
I'exercice E.29 (1)). Pour l'existence, comme l'application z 7! 5 est holomorphe et en-

. 0 P ~ . . .
voie Osur lanneau aveca = &, le résultat découle de la question ci-dessus (voir la
démonstration du corollaire 2.2).
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Correction de I'exercice  E.63. (1) a) Quitte a ajouter a u la constante u(xg), ce qui
ne change pas le résultat, nous pouvons supposer quéxg) = 0. Comme X est un point
sur lequelu atteint son maximum, nous avons donc u 0O sur H.

Par la minoration dans l'inégalité de Harnack appliquée a lafonction harmonique po-
sitive u sur le disque ouvert de centrexg + i et de rayon1 (qui est contenu dansH), nous
avons, pour tous lesr 2 ]0;1[ et 2 R,

. i 1 r . u(xp + 1)
U(xo+ i+ re' ——( u(xp+i ———1 r):
(Xo ) g uxo+ i) > @0
D'ou le résultat, en prenant ¢ = W et = 5. Notons quec n'est pas nul, sinonu

atteindrait son maximum en un point intérieur de H, donc serait constante par le principe
du maximum et la connexité deH.

b) Supposons par contraposition ques est non constante suH (donc surH par conti-
nuité). Quitte a remplacer u par u, et puisque u n'est pas la fonction nulle surH, il
existe zg 2 H tel que u(zp) > 0. Puisque u est nulle a I'in ni, il existe R > 0 tel que si
z2 H (B(0;R)\ H), alorsju(z)j < %u(zo). Puisqueu est harmonique sur un voisinage de
H, ses dérivées verticales sur le bord dé sont bien dé nies. Par le principe du maximum,
la restriction a H\ B(0;R) de u atteint son maximum en au moins un point X du bord
de H\ B(0;R), donc dans[ R;R], et ce maximum est un maximum sur toutH. Par la
guestion a), nous avons donc

c<O0:

@3)(0): im uXo+i(1 r)) u(xo)

rto1 1 r

@

Donc %;j ne s'annule pas en au moins un point d&, ce qui montre le résultat.

(2) a) Puisque l'application t 7! Q,(t) est continue et bornée parﬁ sur R, et puisque

est une mesure nie, l'application Py est bien dé nie. Puisque I'application

z 1 1 z 1 t

27 S T d M)tz o —
tZRt z 1+t () tZRt z 1+t

d (1)

est holomorphe surH (voir la proposition B.1 de I'appendiceB), l'application Py , partie
imaginaire de cette application surH par linéarité de l'intégrale, est harmonique.

Pour tous lest;t°2 R etr> 0, puiquejt+ir t§=jt ir t9=jt%+ir tj, le noyau
de Poisson deH vérie Qi (t9 = Qo ir (t). Puisque tor Qz(t) dt = pour tout z 2 H,
nous avons par le théoréme de Fubini pour les fonctions posies,

Z Z Z Z Z
Pu (t+ir)dt= Queir 19 d (1Y dt = Quovir (1) d (19 dt
t2R Zt2R ZO2R t2R t2R
= Qusir (1) dtd (1= (R):
t2R t2R

Donc la borne supérieure sur 2 ]0; 1] du membre de gauche est nie.

b) Pour tout f 2 CY(R;C), nous avons, par la propriété de continuité rappelée dans
I'énoncé, par la convergence uniforme sur les compacts, etipque Pyf (étendue parf sur
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R) est nulle a I'in ni, donc plus petite en module qu'un > 0 quelconque en dehors d'un
grand compact deH, et par le théoréme de Fubini,

z z z 7
fd = lim Puf (t+ir)d (t) = lim = Queir 1Y (19 dtd (1)
R ot R 5 rt 0" t©2rR  t2R
= L im Quorir (1) F (19 dt®d (t)

rl O+ o
Zt2R t2R 7

= L jim f (19
R

Quovir (1) d (1) dt°
rt ot Zt02 R

t2

- f(tYPy (t%+ ir) dt®:
r! 0* t2R

c) Notons C{(R; C) I'espace de Banach des fonctions continues s&® nulles & I'in ni
(pour la norme uniforme). Pour tout n 2 N, notons ', : CY(R;C) ! C l'application dé nie
par 7

n(f) = t2Rh t+ iﬁ f(t) dt:

Alors ", est une forme linéaire suIC{(R; C), qui est positive carh est positive, et continue
de norme au plusM (h). Par le théoreme de Banach-Alaoglu de compacité des boules du
dual topologique deC§(R; C) pour la convergence faible-étoile (voir par exemplez[e]), il
existe donc une sous-suitény)x2n €t une forme linéaire continue™ sur CY(R; C) telle que
pour tout f 2 CY(R;C), nous ayons™(f) =lim 1 +1 “n (f). En particulier, ~ est positive.
Par le théoreme de représentation de Riesz, il existe donc arn(unique) mesure borélienne
positiveg nie sur les compacts et réguliere sur l'espace localement compacR telle que
(f)= gfd pourtout f 2 CJ(R;C). Elle est de plus nie, car de masse totale égale a
la norme duale de’. Donc pour tout f 2 C(R; C),

z Z
fd = gmy m=jm,

I .
+l)f(tfb dt®:

h(t%+
R

R %2 Nk

d) La question a) montre que cette application est bien dé ne. La question b) montre
gu'elle est injective, car une mesure dan$/ (R) est uniquement déterminée par ses inté-
grales de toutes les fonctions continues a suport compact. dtrons qu'elle est surjective.

Soit h : H! C une fonction harmonique positive telle queM (h) < +1 , et soient

2 M (R) et (nk)kan dans N comme dans la question c¢). Pour toutz 2 H, nous avons
la suite d'égalités suivantes, la deuxiéme par la question) uisquet 7! Q,(t) est nulle a
I'in ni, la troisieme par la formule de Poisson de H appliquée a la fonction continue deH
dans C, harmonique surH, dé nie par w 7! h(w + nki—+1)’ la derniere par la continuité de
henz:

Z Z

1 Qz(t)d ()= lim 1 Q,(t)h(t + i
R Kl o+1 R

P - (2 o

o) dt

kIllrg1 h(z + - +1)= h(z) :

210



Théorie spectrale et analyse harmonique.

Correction de l'exercice  E.64. (1) a) Montrons que H 1(R) est un espace de Hilbert
séparable de dimension in nie contenantC? (R).

Notons tout d'abord que pour tout u 2 L?(R), une application u® 2 L?(R) telle que
%' i = hu;' 9, pour tout ' 2 Cl (R), si elle existe, est unique, car s€2 L?(R) est
une autre telle application, alorstu® &' i, = 0 pour tout ' 2 C! (R), et par densité
de Cl (R) dans L?(R), nous avonsu® = & Nous appelleronsu® la dérivée au sens des
distributions de u.

La premiere armation se démontre comme dans la démonstratn de la proposition
2.18 en montrant que lf'j';\pplication de H 1(R) dans l'espace de Hilbert produitL?(R)
L2(R) dé nie par u 7! ( t2+1 u;uY est un isomorphisme d'espaces préhilbertiens sur un
sous-espace vectoriel fermé de?(R) L?(R). En particulier, H 1(R) est séparable.

En prenant pour dérivée au sens des distributionsi®, siu 2 C! (R), la dérivée usuelle,
qui convient par intégration par partie, nous avonsCl (R) H (R) (et comme le premier
est un sous-espace vectoriel de dimension in nie, il en esedméme du second).

b) Montrons la densité deC! (R) dansH %(R).

En premiére étape, montrons que les éléments d¢ 1(R) a support compact sont denses
dansH %(R). Soit ( n)n2n Une suite dansCl (R) de fonctions plateaux telle qu'il existe
M  Otel que pourtout n 2 N

n(t) 2 [0; 1] pour tout t 2 R,
n(t)=1sit2[ n;n],
ant)=0sit2] n 1,n+1],
j 2(t)j M pourtout t2 R. 0
Pour tous lesf 2 H 1(R) et n 2 N, l'appligaton = 1+ t2f , est dansL?(R) (de norme
dans L?(R) inférieure ou égale a celle de 1+ t2 f), et il est immédiat de véri er que
f0,+f QestdansL?(R), et est une dérivée au sens des distributions de ,. De plus

P
ki n fki.=Kk 1+t22f(n k3 + kfq W+ f k3

1+ M) if ()21 + t?) dt + if {t)j2 dt
jti n jti n
gui converge versO quand n tend vers+1 , ce qui montre la premiére étape.

Pour la seconde étape, montrons qu€’ (R) est dense dans le sous-espace Hel(R)
des éléments a support compact. Soit dont 2 H (R) & support contenu dans[ N;N].
Soit' 2 Cl (R) une application a valeurs dang0; 1], a support dans[ 1;1], d'intégrale 1
pour la mesure de Lebesgue. Pour tout2 N, posons' j : x 7! 2'' (2'x), qui est un élément
de C}: (R), encore d'intégralel. Nous admettrons que pour toutg 2 L2(R), la convolution
g ' converge versy dansL?(R).

La convolution f ' def par' estasupportdans] N 1;N +1] pour tout i 2 N.
Puisquef est dansL?(R), elle est de class€! (voir la formule (31)), doncf '; 2 Cl (R).
Il est facile de voir que

(F )%= (19 "
Donc par le résultat de convergence admigf ' ;)°converge versf °dansL?(R). Puisque
f ';etf sontnulles endehorsdg N 1;N +1], nous avons
p—— p
k 1+t2(f '; f)kp 1+(N+1)2kf '; fkp:
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qui tend vers0 quandi tend vers +p1 , toujours par le résultat d% convergence admis (mais
voir aussi la formule (32). Donc = 1+t2f '; converge vers 1+ t2f dansL?(R), et
doncf ' converge versf dansH 1(R).

c) Montrons que l'inclusion deH (R) dansL?(R) est compactS. Soit(un)n2n UNe suite
bornée dansH %(R), et notonsV : R! [1;+1 [l'application t 7! = t2+ 1. En particulier,
les suites(u?)nan et (V un)n2n sont bornées dand ?(R).

La notation u® coincide avec la dérivée au sens des distribution%‘tJ introduite dans
la partie 2.4. Une fonction L? sur R, dont la dérivée au sens des distributions est nulle,
est constante presque partout?® Quitte & remplacer u, par (;‘uﬂ(t)dt +c,ouc, 2R, ce
qui ne change pas sa clasde?, nous pouvons donc supposer que, est continue et méme
1=2-holdérienne : six vy, alors par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Z, Z, z o
ud(t) dt i ul(t)dt = -] ul(t) dt y X kudk 2y

0

Pour tout N 2 N, notons j = ft 2 R : V(1) < N g, qui est un ouvert borné. Par
le theoréme d'Arzela-Ascolil.32, pour tout N, la suite (un; , Jn2n @dmet une sous-suite
convergente dansC( n;C) versvy 2 C( n;C). Par extraction diagonale, nous pouvons
supposer que(un;  Jnzn converge versvy dans C( n;C) pour tout N. Il est immédiat

quevm; , = W SiM N, etonnotev 2 C(R;C) l'application telle que v; , = vy pour

tout N 2 N. En dehors de y, nous avonsu,  # V Uy, qui tend vers 0 dans L? quand

N tend vers+1 , uniformément enn. Donc (un)n2n converge versy dans L?(R).

[Autre méthode : on pouvait penser, si on le connaissait, a iliser la variante L? du
théoreme d'Arzela-Ascoli.

Théoreme 3.1 (Théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov) Soit A une partie bor-
née dehz(R) telle que
® i rJf (x)j2 dx converge vers0 quandR tend vers+1 uniformément enf 2 A .

(i) kf(x+a) f(xX)ke converge versd quanda tend versO uniformément enf 2 A .
Alors A est d'adhérence compacte danis?(R).

Soit (Un)n2n UNe suite bornée dansH *(R), montrons que (un)n2n @admet une sous-
suite convergente dand 2(R). Par densité deC! (R) dansH 1(R), nous pouvons supposer
queun 2 CL (R) pour tout n 2 N. Utilisons le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov avec
A = fu, : n 2 Ng. Puisquekunks Kk upky 1, la suite (up)n2n est bornée dansL?(R).
Par le théoréme des accroissements nis et puisque la suite®)n2n est bornée dand ?(R),
la condition (ii) est véri ée. En n, puisque

z

. 2 N S S
i F{Jf (x)j< dx 1+ RZ F{(1+x )if (X)j? dx >

Kupky 1 ;

26. Rappelons que b4
Ct(R°=f 2CI(R): ' =0g¢g:
R
R
Soit f 2 L2(R) de dérivée au sens des distribution nulle. Fixons 2 Ct (Ryelleque ; =1et considérons
la constante ¢ = H; i,2. Alors pourtout ' 2 Cl (R), l'application ' ( s ) estdintégrale nulle, donc
z z z

H c'i-.= f= f *“=HH' ( ')i.=0:
R R R R

Par densité de C! (R) dans L?(R), nous avons donc quef ¢ est presque partout nulle.
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la condition (i) est véri ée.]

(2) a) Puisquet?+1 1, remarquons que su 2 H 1(R), alorskuk, k P t2+1 uky
kuky 1, et en particulier, u appartient a L?(R) et linclusion de H (R) dans L?(R) est
linéaire, de norme au plusl.

b) L'application Q; est donc bien dé nie, continue (par continuité de la norme das
H 1(R) et du produit scalaire dansL?(R)), et elle est a valeurs réelles.

Montrons que Qs est strictement conygxe. Par sequilinéarité du produit sciaire et
linéarité des applicationsu 7! u®et u 7! ~ t2+1 u, il sut de montrer que dans tout
espace de Hilbert, I'applicationx 7! k xk? est strictement convexe, ce qui a été vu en cours.

Montrons que Qs est propre. Pour tout u 2 H (R), nous avons par l'inégalité de
Cauchy-Schwarz et la question (1) a)

Qs (u) %kukﬁ 1k fk 2kuk, 2 %kukﬁ , k fkekuky 1 ;

qui tend évidemment vers+1 quand kuky 1 tend vers+1 .
Montrons l'unicité d'un minimum. La démonstration est la méme que celle vue dans
le cours : siu et v étaient deux minima distincts de Q;, de valeur minimalea = Qs (u) =

Qs (v), alors par stricte convexité deQ;, nous aurions Qs (“*T") < w = a, une
contradiction.

Montrons en n I'existence d'un minimum : la démonstration est la méme que celle vue
dans le cours. Puisque); est propre, soitR > Otel que Qs (u) Osijjujjy:1  R. Pour
montrer I'existence d'un minimum, puisque Qs (0) =0, il sut de montrer que Q; admet
un minimum dans la boule ferméeB (0; R) : ce sera un minimum deQ; sur H (R). Soit
(Xn)n2n une suite dansB(0;R) telle que limp; +1 Qf (Xn) = inf y2B(0:R) Qs (y). Quitte a
extraire, nous pouvons supposer qu'elle converge faiblemtevers x, par compacité faible des
boules fermées des espaces de Hilbert. L'applicati@ est continue et convexe, donc faible-
ment semi-continue inférieurement. D'ouQs (X)  limpn +1 Qf (Xn) = Inf y2BOR) Qf (),
et X est un minimum de Qs .

[Les assertions b) et ¢) découlent aussi du théoreme de Laxillgram : le produit sca-
laire L2 avecf est une forme anti-linéaire continu&’ ' : v 7! hf;vi . sur H Y(R), et
l'application a : (u;v) 7! hu;viy 1 est une forme sesquilinéaire continue coercive hermi-
tienne sur H 1(R), donc le théoréme de Lax-Milgram dit qu'il existe un unique &ment
u 2 H XR) tel que pour tout v 2 H 1(R), nous ayonshu;viy 1 = H;vi . et que cet
élément u est l'unique élément deH (R) qui minimise Q;. Ceci montre b). Pour c), le
sens direct découle de linclusion d€2 (R) dansH 1(R). Pour le sens réciproque, utiliser
la densité deC’ (R) dansH *(R) et le fait que la convergence forte dansl 1(R) implique
la convergence faible dan$l 1(R) et dansL?(R).]

(c) Pour tout u2 H (R) et pour tout ' 2 C! (R), nous avons

d d 1
— +tU)= — shu+thu +t i Rehu +t i
dtjt=0 Qr(u ) dtjt=o 2 ! o emu 'L

=Re huy;"ig:1 Relf;" ij2:

Donc en remplacant’ par i’ pour obtenir les parties imaginaires, su est un minimum de
Qs, alorsu vérie hu;' iy 1= ;" i 2 pourtout ' 2 Ci (R).

27. car linclusion de H *(R) dans L?(R) est continue par a)
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Réciproquement, siu véri e cette condition, alors pour tout ' 2 C! (R), lavaleurt =0
est le minimum (qui est le seul extremum) de la fonction stritement convexe et propre
t 7! Qs (u+ t' ). Par densité deC}: (R) dansH 1(R), ceci implique queu est un minimum
de Q.

(3) La linéarité de G découle de l'unicité et de la linéarité en(u; f ) des équations dans

c).
Montrons que G est continu. Si G(f ) = u, alors u minimisant Q;, nous avons
0= d Qs (tu) = kuk? ; ReMf;uiz:
B dtjt=1 f - H e

Donc par la question (2) a) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz
kuk?, k uk? . Kk fk_okukg> :

D'ou G est continu (de normekGk au plus 1).

Montrons que G est auto-adjoint (méme si les espaces de Hilbert étant comges, le
fait que G est auto-adjoint découle du fait qu'il est positif, qui seradémontré ci-dessous).
Soientf;g 2 L2(R). Par la question (2) c), nous avonshG(f);' iy 1 = ;' i 2 pour tout
' 2 Cl(R), donc par densité deC! (R) dans H 1(R), qui contient G(g), nous avons
hG(f); G(g)iy 1 = H; G (g)i 2. En utilisant (la conjuguaison complexe de) cette formule €
cette formule ou nous avons échangg et g, hous avons donc

hG(g);fiLz = hG(9); G(f )iy » = hg; G(f )iz :

Montrons que G est positif, et méme strictement positif, c'est-a-dire queiG(f );fi 2 > 0
pour tout élément non nul f de L?() . Comme vu ci-dessus,

G(f)ifia= G(f) 51s

qui est positif, et nul si et seulement siG(f) est nul. Or sif = 0, alors G(f) = 0 par
linéarité de G. De plus, siG(f ) = 0, alors par la question (2) c),f est orthogonale a tout
élément deCl (R), qui est dense dand ?(R), doncf est nulle.

Montrons en n que G est un opérateur compact. Notons qués est d'image contenue
dansH 1(R), et continue deL?(R) dansH 1(R) car

KG(f)K? 1+ = hG(f);fi 2 k Gkkfk?, :

Comme la postcomposition d'un opérateur compact par un opéteur continu est encore
compact, le résultat découle de la question (1), qui dit que'inclusion de H 1(R) dans
L2(R) est un opérateur compact.

(4) Puisque l'opérateur G : L?(R) ! L?(R) est auto-adjoint, strictement positif, com-
pact (et L2(R) est de dimension in nie), il est diagonalisable en base hilkertienne, a valeurs
propres strictement positives décroissantes tendant ver8 : il existe une suite ( j)ion de
réels strictement positifs, décroissante, convergente k&0, et une base hilbertienne(f;)ion
de L2(R) telle que G(f;) = if; pour tout i 2 N. Posons ; = <. Alors par la question (2)
c), pour tout i 2 N, pour tout ' 2 Cl (R), nous avonshG(f;);" iy 1 = H;;' i 2, ce qui
équivaut au résultat cherché par la dé nition de f °: puisquef; = %G(fi) 2 H Y(R),

Wiy o= B Qo+ Wy (2+2) 0= hfy R+ Wy (t2+1) iz
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Correction de l'exercice  E.65. (1) Par dénition si f 2 W22() , alorsf estL? et
admet des dérivées partielles au sens des distributions dah?, doncf 2 W2() , et

x X X
Kf kG222 = Kf k2, + kfikZ, + kfij k2, = Kf k1 + kfij k2, :
i=1 ihj =1 ihj =1

D'ou kf k22 k fkyiz k fk_ 2. En particulier, si f est limite dans W22() d'une suite
dansCl () , alorsf est aussi limite dansW'2() de cette suite, et la seconde assertion
en découle.

(2) a) Puisque est un ouvert borné, par l'inégalité de Poincaré, il existec > 0 tel
que pour tout u 2 Wol;z() , hous avonskuk >  ckr uk; 2. Sif 2 Woz;z() , hous avons
fi 2 Wg%() pourl i n etles dérivées partielles au sens des distributions de sont
lesfij pourl | n,donc

X X
kfk?, ¢ kfik?, ¢ kK
i=1 i =1
b) Puisque est borné, par le théoréme de Rellich-Kondrachov, toute sté bornée

dansWZ2() , qui est aussi bornée dansVy'?() par la question (1), admet une sous-suite
convergente dans_?() .

(3) @) Pour tout ' 2 CL () , nous avons par dé nition
X X '
h f; i|_2:h fii;liLZZ Hi;giLz
i=1 - OX

= H; IR

Soit (' k)kz2n Une suite dansCl () qui converge versg dans W2?() , donc dansL?()
par la question (1). Alors % converge versf; dansL?() pourl i n, eten prenant
g = f, ceci montre la seconde assertion. De plus, 'y converge vers f dansL?() ,

donc ceci montre la premiére assertion, par continuité du prduit scalaire. De méme,

X
h f;fi= Hi;fii,2 O;
i=1
ce qui montre la seconde assertion.

b) Notons G : L?() ! Wol;z() 'opérateur de Green. Par dé nition de G, sif 2
WZ%() vérie  f = u,alorsf 2 Wy%() vérie I'équation f = u au sens des
distributions, donc G(u) = f.

Soient 2 Cetf 2 WZ%) f Ogtelsque f = f . Alors H;fi. Oparla
question précédente, donc 0. Si 60, alors G(f) = if, donc puisquef est non nul,
L est une valeur propre deG. Or on sait que G est un opérateur auto-adjoint compact de
l'espace de HilbertL?() , donc n'a qu'un nombre dénombrable de valeurs propres, ce gu
conclut.

Correction de l'exercice  E.66. (1) SifCet 9 sont deux solutions au probléme, alors
fO0 0 est orthogonal dansL?(S;) a toutes les' 2 C! (S;). Puisque C! (S;) est dense
dans L2(S;), nous avons dond %= €0
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L'application f 7! f °deH 1(S;) dansL?(S,;) est linéaire, par unicité et par la linéarité
de la condition dé nissant f  Par construction, I'application deH (S;) dansL?(S;)
L2(S,) dé nie par f 7! (f;f 9 est un isomorphisme d'espaces préhilbertiens sur son image
Pour montrer que H 1(S;) est complet, il sut donc de montrer que son image est fermée :
elle sera alors compléte. Soiffy)kan Une suite dansH 1(S;) telle que (fk;flﬁ’) converge
vers un élément noté(f; g) dansL?(S;) L2%(S)) quandk! +1 . Pourtout' 2 C! (Sy),
nous avons, par convergence faible et par la condition dé ssant lesf 2,

hg;'ip + H; qzzk!mjl HO o+ My 92=0:

Ceci montre quef 2 H 1(S;) et que g = f % par unicité. Le résultat en découle, car tout
sous-espace d'un espace métrique séparable est séparable.

(2) En utilisant les notations de I'exercice |, nous savons ge I'application F : L%(S;) !
*2(Z) dé nie par f 7! (¢, (f))n2z est un isomorphisme d'espaces de Hilbert, qui induit un
isomorphisme linéaire deC? (S;) sur le sous-espac8 (Z) de ?(Z) des suites a décroissance
rapide, tel que si' 2 C! (S1), alorscy(* 9 = incn(* ) etca( %Y= n2c, (" ). Notons 12(Z)
le sous-espace vectoriel des = (Xp)n2z 2 “2(Z) tels que la suite ug(x) = (jnNjXn)n2z
appartienne & 2(Z). Munissons-le du produit scalairehx;yii.o = h;yiz + hug(x); ug(y)io2.
La transformation de Fourier induit par restriction un isomorphisme d'espaces de Hilbert
deH 1(S;) dans 12(Z). Par un argument usuel de troncature, le sous-espace des t&si de
support ni est dense dans”%?(Z). Donc par la transformation de Fourier, le sous-espace
vectoriel des polyndmes trigonométriques est dense dals 1(S;), donc C! (S;) est dense
dansH 1(S;). Notons queug : "2(Z) ! “2(Z) est un opérateur linéaire continu (de norme
au plus 1).

Posonsu= F 1 up F, quiestbien un opérateur linéaire continu (de norme au plus
1) de H (S;) dansL?(S;). Notons que six 2 S (Z), alors up(x) 2 S (Z), donc u préserve
C! (S1). Nousavonsu?=F ' u3 F,etdoncsi' 2 C! (Sy), alors

w()=F Y ud(cn( Dn2z)= F 1 ((n%cn (' Dn2z)
F ! ((en( '09)nzz): + 00,

Pour tout ' 2 C! (S;), nous avons

X
hu( );"iz=hug(F ' );F ' iz=  jnjjca(")j* O:
n2z
Soit v un autre tel opérateur. Posonsvg = F v F 1. Par I'hypothése, nous avons
v = ud : (Xn)n2z 7' (N?Xn)n2z sur le sous-espace vectorief (C! (Sp)) = S (Z), qui
est préservé parvp. Pour tout n 2 N, le sous-espace propre d& (Z) pour la valeur
propre n? de v3 estCe, + Ce p, en notant (en)n2z la base canonique dé?(Z). Puisque v
commute avecv, il préserve donc cet espace propre. Les seules transfornaas linéaires
. - . o . 0 n
du plan réel euclidien de carré 'homothétie de rapporin? sont nid et n o (dans
une base orthonormée). La seule de ces transformations quénve la condition de positivité
voulue estnid. Donc vg = ug sur (e,)n2z, qui est, convenablement normalisée, une base
hilbertienne de *12(Z). D'ol Vo = up par continuité.
(3) Pour tout n 2 Z, notons f,, : 7! pﬁcos(n Ysin Oetfy,: 7

Pﬁsin(n ) sin < 0. |l est facile de voir que ces vecteurs sont orthonormés dans
n
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H 1(S;). L'espace vectoriel qu'ils engendrent contient les polyn@es trigonométriques, donc
est dense dandd 1(S,). De plus, en notant(e,)n2z la base canonique dé?(Z), nous avons

F(fn)= Ftissin OetF (f) = ;F—2rn sinon. Doncuo(F (fn)) = injF (fr)

pour tout n 2 Z. Par transformation de Fourier, nous avons donc quei(f,) = xfn pour
tout n2 Z,ou = jnj.

Correction de l'exercice E.67. (1) C'est immédiat par récurrence : nous avons tout
d'abord e X* = ( 1)°Hgpe X car Ho =1 et si le résultat est vrai au rangn, alors par la
dé nition

d d
dx dx
d

= "e ) (D™ Hu e
Le fait que H,, est un polyndme de degrén et de coe cient dominant 2" s'obtient aussi
par une récurrence immédiate.

(2) a) Soientp gdansN. Nous avons
z z

h o gite= GCq HpHge X dx=( 1)%ycq Hyp L e **ydx:
R R dx

2 2 d

dH
n X n xs - n
() ( D'Hpe " = —

dx

0= ") (Y 2xHn)e *°

2 .

En intégrant par partie g fois (pour tout polynéme P, I'application P(x)e x2 converge
versO en 1 , donc les termes d'intégration s'annulent), et commeH,, est un polynéme
de degrep, le terme de droite est nul sip < g. Sip = g, puisqueH, est de geegrép et de
coe cient dominant 2° (donc 4 PH, =2Pp!), par le rappel de la valeur de , * e ** dx
et la dé nition de ¢, le terme de droite vaut
z
( D9%cq( 1P2Ppl e X dx= cﬁzpp!p_: 1:
R

Donc les applications , sont unitaires et deux a deux orthogonales. Commel, est un
2

polyndme de degrén, l'espace vectoriel complexe engendré par les, est C[x]e 7, qui
est dense dand 2(R) par la propriété admise.

b) Nous avons

2

+ X ld+xe*
_ = 4 — 2 =
dx 0 dx

Pour tout n 2 N, par la relation de récurrence véri ée par lesH,,

NI

2X X
—+ 2 =0:
> x)e 2

(

x2

d—+x n = Cn d—+X(Hne 7)

dx dx
d x2 2X 2
= Cy &+2x Hh e 2 ch(X ?)HneT
x2
= Che1 Hnvre 2= 2(n+1) pup

Ch+1

c) En notant F (f) = £ rappelons quef? = ix Pet & = iP°sif 2 S (R). Par la
formule de transformation de Fourier inverse,F est unitaire.
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Posonsf = F ( g). Alors 0= F éj_x +x o = ixf +if % Doncf vérie I'équation
di érentielle linéaire du premier ordre f °+ xf =0, avec condition initiale
1 VA Z
f0)= p— o) dt= B~ e “dx=co:
2 R R
><2
Doncf = cge 7 = . Par récurrence,
F( )-1971 F — *+ X -971 ix+id—F( )
n*t 2(n+1) dx " 2(n+ 1) dx n
_ ol j)n+1 g = D)
2(n +1) dx

L'opérateur F est donc diagonal dans la base hilbertienng¢ ,)n2on de L2(R). Par
un exercice vu en cours, les valeurs propres de sont donc les coe cients diagonaux,
son spectre résiduel est vide, et son spectre est I'adhérende I'ensemble des coe cients
diagonaux. Donc

Vp(F)=Sp(F)=f1 Li; ig et Spe(F)=;:

(3) a) Par la question (2) b), nous avonsdd—x0 = X g, donc %} = 0+ X2 o, d'ou
H( o) = o. Par récurrence,
dn+1:n 1 d_ dn+ - n 1 d2n+an+
dx T 2(n + 1) dx dx T T 2n+1) dx2 dx :
1 d
= p———— (2n+2 x?) p+x—"
2(n +1) ( ) X
En dérivant une seconde fois, et toujours par récurrence,
d2 n+1 1 2 d n d2 n
= P X n+(2n+2 x°+1 + X
dx2 " 2(n+1) n+( ) dx dx2

1 d
=p——— 2 ,+@2n+3 x?)—1+ x(x? 2n+1
pm nt( X)dX X(x“ n ( ) n)
1 2 dn dn

+X n, +(2n+3) X n

P————— X
2(n +1) dx
= x% a1 (2n+3) ner:

DoncH( n+1)=(2n+3) n+1, ce qu'il fallait démontrer.

b) Notons G : L?(R) ! L?(R) l'unique opérateur linéaire continu tel que G( ) =
ﬁ n pour tout n 2 N, dont l'existence et l'unicité ont été vues en exercice, cafa
suite ﬁ non €St bornée. Comme cette suite converge vef nous avons vu dans un
autre exercice de cours que cet opératsur est compact. Erlg, éamt f;g 2 S (R) dans la
base hilbertienne( )n2n COmmef = monfn netg= n2nOn n, il est immeédiat
de véri er, par la linéarité et la continuité de H et de G sur S (R), que H(f) = g si et
seulement sig, = (2n +1)f, pour tout n 2 N, si et seulement sif, = ﬁ On pour tout
n 2 N, si et seulement sif = G(g).
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(4) Le calcul fonctionnel continu admet une extension aux oprateurs unitaires (et
méme normaux), et le résultat pouvait étre obtenu en posantiy = f¢(F )oufy: 7! t(qui
est bien dé ni et continu sur le spectre discretSp(F )). Mais comme le calcul fonctionnel
continu n'a été vu en cours que pour les opérateurs auto-adjuts, et puisqueF est unitaire,
mais pas auto-adjoint, il fallait travailler a la main.

a) Pour tout t 2 R, notons u; : L3(R) ! L2(R) l'unique opérateur linéaire continu tel

que
u( n)=e ™z

pour tout n 2 N, dont l'existence et l'unicité ont été vues en exercice, cafa suite
e Nz non €St bornée. Notons queui( n) = ( i)" n pour tout n 2 N, donc les opé-
rateurs linéaires continusuy et F , qui coincident sur la base hilbertienne( n)n2n, sont
égaux. De méme, pour tous les;t 2 R, les opérateurs linéaires continusli+s €t Uy Us
coincident sur cette base hilbertienne, donc|§ont €égaux.

Soient > Oetf 2 L%(R). Soientf =, fn n l'écriture de f dans la base hil-
bertienne ( )n2n. Par I'égalité de Parseval, il existeC > 0 tel que jf,j C pour tout

n2 N assez grand, et sN 2 N f Og est assez grand, alors 21 jfnj? < @2. Sit est assez

proche detg, alors pour tout n 2 f0;:::;N 1g, nous avons e iy g itony P
par continuité. Par conséquent, par I'égalité de Parseval,
kue(f) u(f)k8= e ™Mz e ltonz 2jf,j2
n2N
N X1
C2 e itn 5 e itoni 2+22 jfnj2
n=0 n=N
2 2 52 2
NC* —p— +2°—== “:
C 2N 8

Donc ku¢(f)  ug,(f)kz et le résultat en découle.

b) L'opérateur u; étant diagonal dans la base hilbertienng »)n2n de L2(R) de suite
des coe cients diagonaux (e ™ z),,n, par un exercice vu en cours, les valeurs propres de
F sont donc ces coe cients diagonaux, son spectre résiduel egide, et son spectre est
l'adhérence de I'ensemble des coe cients diagonaux. Donc

Vp(up) = fe Mz :n2 Ng et Spes(Ut) = ;:

Sit est irrationnel, alors la suite (e itn 2)n2N €st dense dans le cercl&;, sinon, elle est
in P
nie. Donc Sp(u;) = S; sit est irrationnel, et Sp(up) = fe ™20 : n=0;:::;4q 1gsi
q
p2Netqg2N f Og.

Correctiolg de l'exercice  E.68. (1) a) L'application de H; dans L?([0;+1 ) dé nie
parf 7! " te ©2f estun isomorphisme d'espaces de Hilbert, qui envoiél ([0;+1 [) sur
lui-méme. Donc le sous-espace vectori€?! ([0;+1 [) est dense dandH ;. L'unicité de u®
pour tout u 2 H, découle alors du fait que le produit scalaire ded ; est continu et non
dégénéré.

Pour tous lesu;' 2 Cl ([0;+1 [), nous avons par intégration par partie
+1 Z

u(te YHdt= u('ote t+'e t 'te Ydt
0

O
hu*; IH,

0
b, 0 @ 1) ip,;
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et la seconde a rmation découle de l'unicité.

b) L'application u 7! u®de H, dans H; est linéaire, par unicité et par la linéarité
de la condition dé nissant u® Notons que sikuky, = 0, alors kuky, = 0 (donc u = 0
dans H o donc dansH ). Par construction, l'application deH, dansHo H, dé nie
par u 7! (u;u9 est un isomorphisme d'espaces préhilbertiens sur son imageour montrer
gue H, est complet, il sut donc de montrer que son image est fermée elle sera alors
compléte. Soit(f)kon UNe suite dansH , telle que (fk;ff) converge vers un élément noté
(f;g) dansHy Hquandk! +1 . Pourtousles' 2 Cl ([0;+1 [), nous avons, par la
continuité des produits scalaires (en la premiére variable

hg;'ig, hf; 9 @ t)ing,= k!iml Ko iy, hf;, % @ t)iy,=0:
I+
Ceci montre quef 2 H, avecf®= g. Le résultat en découle, car tout sous-espace d'un
espace métrique séparable est séparable, @ ([0;+1 [) est de dimension in nie.
(2) a) Nous avonskvkZ , = kvokZ + kvk ~— k vk pourtout v2 H.

b) L'application v 7! hf;viy, est une forme anti-linéaire continue surH ,, car par
l'inégalité de Cauchy-Schwarz danH o, pour tout v 2 H 5,

i vingi K fkegkvky, K fkeokvky, :

Le produit scalaire (u;Vv) 7! hu;viy, de H » est une forme sesquilinéaire continue coercive
hermitienne surH 5, donc le théoréme de Lax-Milgram dit d'une part qu'il existeun unique
élémentu 2 H , tel que pour tout v 2 H », nous ayonshu;viy, = H;viy, et d'autre part
gue cet élémentu est l'unique élément deH 5> qui minimise Qs .

(3) La linéarité de G découle de l'unicité et de la linéarité en(u;f) des équations
hu;viy, = H;viy, pourtout v2 Hy.
Montrons que G est continu. Si G(f ) = u, alors u minimisant Q;, nous avons

_d - 2 Syl
O_Ejtlef(tu)_kUKHz ReH;uip, :

Donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la question (2) )
kuk3, Kk fkyokuky, k fkyokuky, :

D'ou G est continu (de norme au plusl).
Pour tout f 2 H g, en utilisant la question (2) b) pour la seconde égalité, nosi avons

hG(f);fin, = ;G (f)in, = BG(f); G(f )in, = G(f) az;

qui est positif, et nul si et seulement siG(f ) est nul dansH . Orsif =0, alorsG(f)=0
par linéarité de G. De plus, siG(f) = 0, alors par la question (2) b),f est orthogonale a
tout élément de H o, doncf est nulle.

CommeG:Hg! Hg estcontinue et a valeurs dandH ,, dont l'injection dans H g est
compacte, et puisque la composition d'un opérateur compadit d'un opérateur continu est
compact, G est un opérateur compact.

(4) Puisque G est un opérateur linéaire continu compact auto-adjoint (ca positif), et
puisque 0 n'est pas une valeur propre deG par ce qui précede,G est diagonalisable en
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base hilbertienne, a valeurs propres strictement positive décroissantes tendant ver® : il
existe une suite( j)ion de réels strictement positifs, décroissante, convergenteers 0, et
une base hilbertienne(fi)ion de H g telle que G(fj) = if; pourtout i 2 N. Posons | = l_.
Alors par la question (2) b), pour tout i 2 N, pour tout * 2 CI ([0;+1 [), nous avons
hG(fi);" iw, = Hi;" in,, donc k" iy, = H;;" iy,. Ceci équivaut au résultat cherché

par la dé nition de f0:

i in, = WS Gy + Mg = H 0% (@ 1) G + Wi i
(5) a) Il est immédiat par récurrence quelL,, est de degrén. Puisque

1

le coe cient dominant a, de L, vérie ag =1 et ap+1 =
deux formules se montrent simultanément par récurrence.

n
—La,, donca, = L Les

Correction de lI'exercice E.69. (1) a) L'unicité de vient du fait qu'un élémentdeH est
uniguement déterminé par ses coordonnées hllbertleBnes misa(en)nz NPPour tout z 2S,il
existec > Otel que n?jz,j cpourtout n2 N, donc ., I\{3nznj n2Nf 0g n2 <+1.
Par la partie réciproque du théoréme de Parseval,(z) = |, NZn est donc bien dé ni
dansH , et il estimmédiat que (z) 2 S et que est linéaire surS . Comme Vectf e,

n 2 Ng, qui est dense dandd par les propriétés des bases hilbertiennes, est contenu dan
S , le sous-espac& est dense dandd .

b) Si x%%2 H vérie %ziy = hx; (2)iy pourtout z2 S, alorslx® x%ziy =0
pour tout z2 S, et par la densité deS dansH et par la continuité du produit scalaire,
nous avonshx® x%x% x4, =0, doncx%= x°

Pour tous lesw;z 2 S , nous avons

X X
h(w);ziyg = NWnZn = WaNZp = hw; (2)iy
n2N n2N

donc S est contenu dansH ; et les notations coincident surS .

Considérons l'application :H;! H H H dé nie par x 7! ( (x);u(x);x). Par
l'unicité et la linéarité des équations dé nissant , I'espaceH ; est un sous-espace vectoriel
de H , et les applications et donc sont linéaires surH ;. L'application  est injective,
en regardant la troisitme composante. L'applicationh; iy, est clairement sesquilinéaire,
hermitienne et dé nie positive, et par construction, est une application isométrique. Pour
montrer que H 1 est un espace de Hilbert, il sut donc de montrer que l'image & est
fermée.

Soit (x(K))2n une suite dansH 1 telle que ( (x®)); u(x®)): x(&)) converge vers(a;b; 9
dansH H H . Alors par continuité de u, la suite desu(x(¥)) converge versb et vers
u(c), donc b= u(c). Pour tout z2 S , nous avons, par la continuité du produit scalaire

he;zi = lim h(x®):zi = lim &&); (2)i = k; (2)i :
k! +1 k! +1

Doncc2 Hieta= (c). D'ou (a;b;9 appartient a I'image de , et cette image est fermée.
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c) Puisquekxky, = k (x)k3 + ku(x)k% + kxk3 k xky , linclusion de H, dans
H est continue (de norme au plusl). Pour tout N 2 N, notons' y la projection orthogo-
nale sur le sous-espace vectoriel (de dimension nie, donermé)Vectfexk : N k Ng.
Pour tout x 2 H 1, nous avons, par I'égalité de Parseval,
2 X 2 02 X 2
k' (x) "n(Oki =k Xxnpenky = Xal” Nz Il
n>N n>N n>N
1 1
—— _ k (x)k3 ——  kxkZ . :
(N +1)2 (ks (N+1)2 "
Donck' ' nk i tend versOquandN ! +1 . Par conséquent, l'inclusion’ , limite

des opérateurs compacts (car de rang ni} , est un opérateur compact.

(2) Le produit scalaire dansH avecx est une forme anti-linéaire continuey 7! hx;yiny
sur H 1 par la linéarité et la continuité de l'inclusion de H, dansH et la continuité du
produit scalaire dansH . L'application (u;v) 7! hu;viy, est une forme sesquilinéaire
continue coercive hermitienne surH ;. Donc le théoréme de Lax-Milgram dit qu'il existe
un unique élémentx®°2 H ; tel que pour tout y 2 H 1, nous ayonshx®yiy, = h;yiy et
que cet élémentx®est l'unique élément deH ; qui minimise Q.

(3) La linéarité de G découle de l'unicité et de la linéarité en(x°?x) des équations dans
2).

Montrons que G est auto-adjoint (méme si les espaces de Hilbert étant comges, le fait
gue G est auto-adjoint découle du fait qu'il est positif, qui seradémontré ci-dessous). Soient
X;y 2 H . Par la question (2), nous avonshG(x); G(y)in, = hx; G(y)in . En utilisant (la
conjuguaison complexe de) cette formule et cette formule ofious avons échang& et vy,
nous avons donc

hG(y);xin = hG(y); G(X)in, = hy; G(X)in

Montrons que G est continu. PuisqueG(x) 2 H ; et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
nous avons

KGOOK, Kk GOOKZ, = IG(X); G(X)in, = K G(X)in Kk xkn kGOOky :  (42)

D'ou G est continu (de norme au plusl).
Montrons que G est positif, et méme strictement positif, c'est-a-dire qudiG(x); xiy > 0
pour tout élément non nul x de H . Comme vu ci-dessus,

hG(x);xin = G(X)

qui est positif, et nul si et seulement siG(x) est nul. Or si x = 0, alors G(x) = 0 par
linéarité de G. De plus, siG(x) = 0, puisquehG(x);yin, = hX;yiy pourtout y 2 H, par
la question (2), I'élément x est orthogonal a tout élément deH 1, qui contient S donc est
dense dansH , d'ou x est nul.

Montrons enn que G est un opérateur compact. CommeG est linéaire continue,
d'image contenue dansH 1, nous avonsG ="' Giou' :H;! H estlinclusion et
Gi1:H ! H estcontinu, car la formule (42) et la question (1) ¢) montrent que

G(x) 5, k xky kG(x)kn k xky kG(x)k,
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donc quekG(x)ky, k xky pourtout x 2 H . Le résultat découle donc de la question (1)
c) et de l'invariance de la propriété d'étre un opérateur corpact par postcomposition par
un opérateur linéaire continu.

(4) Puisque G est positif et kGk 1, son spectre est contenu danf0; 1]. Soit f :t
arctanht, qui est bien dé nie et continue sur[0; 3]. Puisque 3G est auto-adjoint de spectre
contenu dans|[0; %], posonsu = ' (f) l'opérateur linéaire continu de l'espace de Hilbert
non nul H associé & par le calcul fonctionnel continu' de %G. Puisquef est réelle sur
[O; %], l'opérateur u est auto-adjoint. Par le théoréme spectral, son spectre esbntenu dans
f ([0; 3]) = [0; arctanh 3].

On rappelle quearctanht = i1=1 ait' est une série de terme constant nul, uniformé-
ment convergente sur le compacio; %]. Donc par la continuité du calcul fonctionnel continu

—_ 1 —_ H 1 . | e 1 _ |
u="()= nllmll _ ait nlllml-l 2 G
i=1 i=1
est un opérateur compact, comme limite d'opérateurs compas, leur ensemble étant stable
par combinaisons Iinég\ires etFpar précompositions par depérateurs continus.
.. t
Ecrivonstanht = &t = i, bt', qui esbune série uniformément convergente sur le
compact[0; arctanh 2] Notons Pn le polynome ., b X . Par le calcul fonctionnel continu
associé au et sa continuité, l'opérateur exp(2u) + 1 est inversible (son spectre ne contient
pasO car la fonction € + 1 est strictement positive sur le spectre dau), et

(exp(2u) 1) (exp(u)+1) =tanh u= r]I'irrll Pn(u) :

Puisque' est un morphisme d'algébres et puisqu'il est continu, nouswons

- . X1 n . X] n
n!IITl Pn(u) = nllmll _ b (F)" = n|!|m+1 _ bf
i=0 i=0
. . ., l
= lm (P f)="(anh f)="(d)= ;G

ce qu'il fallait montrer.

(5) Puisque l'opérateurG : H ! H est auto-adjoint, strictement positif, compact (et
H est de dimension in nie), il est diagonalisable en base hilertienne, a valeurs propres
strictement positives décroissantes tendant ver® : il existe une suite( j)i>n de réels stric-
tement positifs, décroissante, convergente verg, et une base hilbertienne(f;)i>n de H
telle que G(f;) = f; pour tout i 2 N. Posons | = —, > 0. Alors par la question (2) et
la dé nition de h; iy,, pour tout i 2 N, pour tout z 2S (rappelons queS est contenu
dansH ;), nous avons

iffi;zig = hG(fi);zig, = i ihfiizig, = i zig,
h(f); (2ig + hu();u@)iy + Hi;zig
Wi 2(2)ig + Wi u u(@)ing + Hi;zig

Correction de l'exercice  E.70. (1) Considérons l'application : Hgap! H H
dé nie par x 7! (dx;Vx), qui est bien dé nie par la construction de H 5., linéaire par
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linéarité terme a terme des sérieslx et V x, et isométrique par construction. Montrons que
son image est fermée, ce qui montrera que 5., est complet comme isométrique a un fermé
d'un espace complet, et séparable comme partie d'un espaceéirique séparable.
Soit (UK)k2n une suite dansH 4, telle que la suite (du®; V u€)x2n converge vers(v; w)
dansH H . Pour tout n 2 Z, posonsu, = ﬁq—". Nous avons par I'égalité de Parseval
X..le..zx..z 5 .
un™= i Wl jwnj® = kwkiy < +1
n2z n2z n2z

puisqueb, 1 pourtout n2 Z.Doncu= P n27 Un€n appartient a H , par la réciproque
du théoréeme de Parseval.

Soit M > 0 telle que la suite de réels strictement positifs
par M. Alors

___an . p
MiNTbys1 g N2Z soit bornée

X
kdu duk? =  jan(uf,  UX)  an(upsz up)j?
n

2: .k 2 2.k 2
2 an JUn+ Up+1 )™ + an JUp Un)

n2z

X a2 . . X a2, .
=2 bﬁ” jbhe1UK,y Wnepj2+2 @”thU'é W]

n2z +1 n2z

M2 kV Uk wk?

qui converge versd quand k tend vers+1 . Donc, par unicité de la limite, du=v2 H et
commew = V u par construction de u, ceci montre que(v;w) appartient a l'image de
qui est donc fermée.

Pour tout x 2 H4p, nous avons immédiatement par I'égalité de Parsevakxky
kV xky puisquehb, 1 pourtout n2 Z, donc

kxkg = kdxkg + KV xkg Kk xk§ ;

d'ou kxky k xky ab *
Le sous-espace vectorigF est contenu dansH 5. car six 2 F , les sériesdx et V x
n'‘ont qu'un nombre ni de termes non nuls.

Notons :Hgap! H [linclusion (qui est linéaire %t continue cark ky Kk Kk p,).

Notons Py : Hap ! H l'application dé nie par x 7! r':': N Xn €n, qui est continue (de

norme au plus1) et de rang ni (égal a 2N +1). Pour tout > 0, soit N 2 N tel que
by 2 pour tout n  N. Alors pour tout x 2 H 5.5, NOUs avons

k(x) Pn(Okf = Xnj© = ?Jthan jnXnj KV xk§
jnj>N jnj>N jnj>N
2Ly k2 -
kx ki ab
donck Pnk , et est la limite (pour la norme d'opérateur) de Py quand N tend

vers+1 . D'ou est compact, comme limite d'opérateurs de rang ni, donc cormacts.

(2) L'application A : Hap Hap ! C dénie par (z;y) 7! hz;yin,, est parle
théoréme de Cauchy-Schwarz, une forme sesquilinéaire hdtienne continue coercice sur
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H a:p. L'application ' :Hap! C dénie par y 7! hx;yiy est une forme anti-linéaire (par
I'anti-linéarité en la seconde variable d'un produit scalare), et continue de norme au plus
kxky car par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

jcyiy )k xky kyky ko xky kyky,, -

Donc par le théoreme de Lax-Milgram, nous avons existence etnicité du minimum de
y 7! 3A(Y:Y)  Re' (y)= Qx(y).

Toujours par ce théorémey 2 H 5., est le minimum deQy si et seulement si, pour tout
Z 2 H gp, Nous avonsA(y;z) = ' (z), c'est-a-direty; ziy,, = h;ziy .

(3) L'application G est bien dé nie car a valeurs dansH 5 H . La linéarité de G
découle de l'unicité et de la linéarité en(y; x) des égalités nales dans la question (2).

Montrons que G est continue. Par la question (1) et l'inégalité de Cauchy-8hwarz,
pour tout x 2 H

kGG  k G(X)KE,, = MG(X);G(X)in,, = h;G(X)in
k xky KG(x)ky  k xky KG(X)kp,, : (43)

D'ou en simpli ant par kG(x)ky dans le premier et avant-dernier terme, l'opérateurG :
H ! H estcontinu (de norme au plusl).

Montrons que G est positif (ce qui implique qu'il est auto-adjoint car H est un espace
de Hilbert complexe), et méme strictement positif, c'est-adire que hG(x);xiy > 0 pour
tout élément non nul x deH . Pour tout x 2 H

Gk = GX) |

qui est positif, et nul si et seulement siG(x) est nul. Or si x = 0, alors G(x) = 0 par
linéarité de G. De plus, siG(x) = 0, alors par la question (2),x est orthogonal a tout
élément deF H a.p, qui est dense dandH , donc x est nul.

Montrons en n que l'opérateur G est compact. SiG°: H ! H , est l'application
x 7! G(x), alors GPest continue car de norme au plud (voir les formules @3) en simpli ant
par kG(x)ky ,,, dans le second et dernier terme). DonG = GPlest un opérateur compact,
comme composition d'un opérateur compact et d'un opérateucontinu.

(4) Pour tout z2 F , posonsd z = P n2z(@ 1Yn 1 @nYn)en, qui existe dansH car
cette somme n'a qu'un nombre ni de termes non nuls. Un petit @alcul immédiat montre
que pour tout X 2 H 4,

hdx;ziy = hx;d ziy

L'opérateur d préserve clairementF , et un calcul immédiat montre qued d(z) = ( 2)
pour tout z 2 F . Un calcul immédiat utilisant la positivité de la suite b donne que pour
tout x 2 H 4p, Nous avonshv x;Vziyg = x;V. Viziy .

Puisque l'opérateur G : H ! H est auto-adjoint, strictement positif, compact (et
commeH est de dimension in nie), il est diagonalisable en base hilbrtienne, a valeurs
propres strictement positives décroissantes tendant vef@: il existe une suite( j)ion de réels
strictement positifs, décroissante, qui convergen verg, et une base hilbertienne(f;)i>n de
H telles que G(fi) = f; pour tout i 2 N. Puisque la norme deG (et donc le rayon

spectral deG) est au plus 1, nous avons ; 1. En particulier, f; = %G(fi) 2 H 4 pour

225



tout i 2 N. Posons j = il 1, de sorte que la suite( )ion €St croissante et converge vers
+1.
Alors par la question (2), pour tout i 2 N, pour tout z2 F H a.p, NOUS avons

itfi;ziy = ihG(fi);zin,, = ihifi;zin,, = Wi;zib,,
hfi;dzig + Wf;Vzig = Hj;d d(2)ig + BV V(2)il
Hi;(+ V. V)(2)in :

226



Annexes

A Démonstrations des rappels sur les espaces de Hilbert

A.1 Démonstration de la proposition 1.9 (inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soientu et v dansH . L'inégalité de Cauchy-Schwarz (ainsi que son cas d'égadij est

immédiate sihu;vi = 0. Sinon, pour tout X dansR, posons = X Jhr”u—x:J Alors

ku+ vk®=kuk®+j j°kvk?+2Re ~hu;vi = kuk®+ X2kvk?®+2 X jhu;vij :

Ce polynéme quadratique réel enX, étant positif, est de discriminant (réduit) négatif,
doncjhu;vij?2 k uk?kvk?® 0, ce qui montre l'inégalité de Cauchy-Schwarz. S'il y a égaté
dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz, alors ce polynbme a umacine double, donc il existe
2 Ctel queku+ v k?®=0, ce qui implique queu et v sont colinéaires.
Il est immédiat que k u k? = j j2kuk?, et, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

ku + vk? = kuk® + kvk® + 2Re hu;vi k uk?+ kvk? + 2 jhu; vij
k uk®+ kvk? +2 kukkvk = kuk + kvk 2:

Comme le produit scalaire est dé ni positif, ceci montre quek k est une norme surH .

A.2 Démonstration du théoréme 1.10 (complétion d'un espace préhil-
bertien)

Faisons tout d'abord quelques rappels. SoienK et Y deux espaces métriques. Rappe-
lons qu'une applicationf de X dansY est uniformément continue si

8 >0,9 > 0,8x;y2X;, d(xy)< =) df(x):f(y)<;

gu'on peut remplacer toute inégalité stricte par une inégaté large dans cette dé nition,

gu'une application uniformément continue est en particuler continue et qu'une application
uniformément continue envoie toute suite de Cauchy sur uneute de Cauchy. Rappelons
gu'une injection isométrique d'un espace métriqgue dans un autre est une applicatiof :

X 1 Y entre deux espaces métriques telle que

8xy 2 X; d(f (x);f(y) = d(xy):
Elle est injective et uniformément continue.

Théoreme A.1 (Théoréme de prolongement) SoientX etY deux espaces métriques,
tels queY soit complet, et soitA une partie dense deX . Toute application uniformément
continue f de A dansY se prolonge, de maniére unigue, en une application continugde
X dansY. De plus, g est uniformément continue surX .

Pour mémaoire, dire queg prolongef signie que g(x) = f (x) pour tout x dansA. On
note souvent encoref le prolongement obtenu. Par passage a la limite, §i : A! Y est
une injection isométrique, alorsg: X ! Y est aussi une injection isométrique.
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Démonstration.  Supposons quey; et g soient deux prolongements continus dé . Pour
tout x dansX, soit (Xn)n2n UNe suite dansA qui converge versk. Alors la suite (f (Xn))n2n
converge versg;(x) et vers go(x) par continuité de g; et de g, donc gi1(x) = go(x) par
unicité des limites. Ceci montre l'unicité deg.

Montrons I'existence d'un prolongement uniformément coninu. Pour tout x dans X,
Xons une suite (ax.n )nzn dansA qui converge versx. La suite (f (ax.n))n2n est de Cauchy
dansY, par l'uniforme continuité de f sur A. Elle converge donc vers un poing(x) deY,
car Y est complet, avecg(x) = f (x) six 2 A, par continuité de f sur A. Montrons que
I'application g convient.

Puisquef est uniformément continue, pour tout > 0, soit > 0 tels que pour tous les
Xy 2 A, sid(x;y) < alors d(f (x);f (y)) . Pour tous lesx;y dans X, sid(x;y) < ,
par continuité de la distance, pourn assez grand, nous avonsl(ayn;ay;n) < , donc
d(f (ax:n); T (ay:n)) , et par passage a la limite des inégalités largesi(g(x); g(y))

Donc g est uniformément continue, donc continue.

Théoreme A.2 Soit X un espace métrique. Il existe un espace métrique compIK’t et
une injection isométriquei : X ! » d'image dense. Si®0 est un autre espace métrique
complet muni d'une injection isométriquei®: X ! %0 d'image dense, alors il existe une
unigue isométriej : * 1 W0telle quej i = i% ou autrement dit telle que le diagramme
suivant soit commutatif

X 11

0o&  H#j
Y0

Tout tel couple (i; )b) (et par abus)b) est appelé uncomplétéde X . On identie X avec
son image dans® pari. La propriété d'unicité modulo unique isomorphisme des comiétés
fait que I'on peut parler du complété au lieu d'un complété : on identi e deux complétés
de X par l'unigue telle isométrie j .

Démonstration.  La propriété d'unicité est immédiate par le théoréme de praingement
A.1 : l'application de i(X) dansiq{X) dé nie par i(x) 7! iqx) pour tout x dans X est
une isométrie, donc se prolonge de maniére unique en une ajgption continue j de »*
dans ®° qui est une application isométrique par passage a la limiteEn appliquant le
méme raisonnement en échangearitet i% et comme la seule application continue de®
dans ® (resp. deX°dans X9 étendant l'dentité de i(X) (resp.i{X)) est lidentité de X
(resp. R9, on en déduit quej est bijective, donc une isométrie.

Pour montrer I'existence de(i; )b), nous pouvons supposer qu¥ est non vide. Notons
d la distance deX . Munissons l'espace vectoriel réeCy(X ; R) des applications continues
bornées deX dansR de la norme uniformekf k; = sup,,x if (x)j. Il n‘est pas di cile de
montrer gu'elle est compléte. Notons : X | Cy(X;R) l'application dé nie par

X7 x:z7Vd(z;x) d(z;%p):

Remarquons que 4 est continue, par continuité de la distance a un point, et bonée, car
de valeur absolue majorée pad(x;xg), par l'inégalité triangulaire inverse. Pour tous les
X;y dans X, nous avons

Kx yki =sup j x(2) y(2)j=sup jd(z;x) d(z;y)j d(x;y)
22X 22X
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par l'inégalité triangulaire inverse. En prenant z = x, la derniére inégalité est en fait une
égalité. Donc est une injection isométrique. PosonsP = (X)), qui est complet, car
fermé dans l'espace de Banacly(X ;R). En prenant pouri : X ! ¥ la restriction de

le résultat en découle.

Passons a la démonstration proprement dite du théorémé.10 Par le théoremeA.2,
soit - un complété de l'espace métriqued pour la distance dé nie par sa norme, avec
H une partie dense de-f . Les applications(x;y) 7! x+ y deH H dansH ,x 7! x
deH dansH , (;x) 7! x deC H dansH , et (x;y) 7! hx;yiy deH H dans
C sont uniformément continues sur tous les bornés : en e et, po tous lesx;y; x(‘,yO dans
H , par les propriétés des normes,

k(x+y) (x°+y%% kx x%+ky vy%: k( x) ( xO%=kx x%;
k x %% j Gkxk+j Gkx x%;
jocyi h x%y8i = jhw xCyi+ Gy y9 k x xkkyk+ kx%kky yk:

Notons queH ;H ;H ;C sont complets etqueH H ;H ;C H ;H H sontdenses
dansH¢ H ;H;C H ;H H respectivement. Donc par le théoréme du prolongement
A.1, ces applications se prolongent (de maniére unique sur todiorné, donc globalement)
en des applications continues+ : H# H ! H, H ! H, :C H ! H, et
h;i :H H | C, respectivement. Par passage a la limite des identités, demunit
l'espace métriqueHf d'une structure d'espace préhilbertien dont la distance (ompléte)
est associée a la norme associée au produit scalaire. Le tésuen découle facilement.

A.3 Démonstration du théoréme 1.11 (projection sur un convexe fermé)

Soit x 2 H . Soit (yn)n2n Une suite dansC telle que

nI!|lm kx ynk= |Zr;fC kx zk= d(x;C):

Commeku + vk? k u vk?=4Rehu;vi, il vient
kym Ynk?= kym xk®+ kyn, xk* 2Retym Xyn Xi

1 1
= kym xKk®+ ky, xk® zk2x Yin ynk2+§kym ynk? :

Comme 23Y™ appartient & C par convexité, on akx Y™k  d(x; C). Donc
1
Ky ynk? Kk ym xK?+ kyn xk¥ 2d(x;C)?:

Comme le membre de droite tend ver® quandn! +1 etm n, et puisque le membre
de gauche est positif, on en déduit donc quéy,)n2n €st une suite de Cauchy dan<C.
Puisque H est complet, elle converge vers un poiny 2 H . Celui-ci appartient a C, car
C est fermé, et il vérie kx yk =inf ;¢ kx zk par passage a la limite ; en particulier
cette borne inférieure est atteinte, en au moins un point, ga nous noteronspc (X).

Pour tout y 2 C, par convexité deC, en raisonnant par équivalence, nous avons

8z2C; kx zk* k x yk?
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si et seulement si
8z2C;8t2[0;1] kx tz+(1 tyk® kx yk?

si et seulement si

8z2C;8t2[0:1] kx y t(z yk® kx yk
si et seulement si

82z2C;8t2[0;1] 2tRetlx vy;z yi+t’kz yk® 0

si et seulement si

8z2C;8t2[0;1] Relx vy;z i %kz yk?

si et seulement si
8z2C; Relx y;z vyi O0:

Montrons que, pour tous lesx;x%2 H , siy = pc(x) et y°= pc(x9, alorsky  y%
kx x% (ce qui en particulier montrera l'unicité de la projection de x sur C). En e et, par
ce qui précéde, on a

Relx y;y° yi 0 et Retx® y%y y3 o0:
Donc en additionnant, on a
Rehx y) x° y%y°® yi 0 Relx  x%y% vyi+ ky® yk? O0;
ce gui implique par l'inégalité de Cauchy-Schwarz que
ky® yk® Relx  x%y% vyi k x x%ky® vyk:

On en déduit quepc est 1-lipschitzienne.

Supposons queC soit un sous-espace vectoriel fermé de . C'est donc un convexe
fermé non vide, et la di érence de deux éléments d€ appartient encore aC. Donc la
projection y = pc(x) d'un point x de H est l'unique élémenty de C tel que pour tout
z 2 C, nous ayonsRehx vy;zi 0. Comme C est stable par passage a I'opposé et par
multiplication par i, le point y est l'unique élément deC tel que pour tout z 2 C, nous
ayonshx vy;zi =0.

La linéarité de pc découle alors de cette unicité : sk;x°2 H et 2 C, alors pc(x) +

p c(xY appartient & C et pour tout z 2 C, nous avons

hx+ x9  pe(X)+ pe(xd ;zi = pc(x);zi+ m° pe(x9;zi =0 ;

donc par unicité pc(x + x 9= pc(x)+ p c(x9.
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A.4 Démonstration du théoréeme de dualité de Riesz-Fréchet 1.13

Il est immédiat que, pour tout x dansH , l'application "y : y 7! hx;yi est une forme
linéaire surH . Elle est continue cark’yk k xk par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. L'ap-
plication x 7! *x est clairement linéaire, et isométrique car x(x) = kxk?, donc injective.
Montrons qu'elle est surjective, ce qui conclura.

Soit' 2 H , que nous pouvons supposer non nulle, & = ' 1(0) son noyau, qui est
un hyperplan vectoriel fermé deH . Par le corollaire 1.12 (1), le sous-espace vectoriel ’
est donc une droite vectorielle supplémentaire & . Soit z un vecteur deN? de norme1.
Pour tout u dansH , nous pouvons donc écriral= v+ z ouv2 N, 2 C.Nous avons

(U= 7 (2) et hziui = kzk®= "
Donc' ="'(2) 2= " (52 ce quil fallait démontrer.
A.5 Démonstration des théoremes de Lax-Milgram 1.15 et de Stampac-

chia 1.16

Nous avons déja signalé que le théoreme de Lax-Milgram est @rconséquence du théo-
réeme de Stampacchia, donc nous montrons ce dernier.

Soit' 2 (H ). Puisque' etv 7! a(u;v), pour tout u dans H , sont des formes
linéaires continues surH , par le théoréme de Riesz-Fréchef..13 il existe un unique w
dansH et, pour tout u dansH , un unique A(u) dansH tels que, pour tous lesu;v dans
H , nous ayons

"(V)= hw;vi et a(u;v) = bA(u);vi :

Soit ¢ 1 tel que, pour tous lesu;v dansH , on ait
ja(u;v)j ckukkvk et a(u;u) %kukz :

Il estimmédiat que A : H ! H est linéaire, par unicité. Pour tout u dansH , puisque
A(u) et v 7! a(u;v) ont la méme norme par le théoréeme de Riesz-Fréchet, et par la
coercivité dea, nous avons, pour toutu 2 H ,

kA(u)k ckuk et bA(u);ui %kukz:

q__
Sir > Oest xé assez petit (par exempler = 315), alorsk= 1 2% + ¢2r2 2 [0; 1[. Notons

S:H ! H lapplication u7! pc(u rA(u)+ rw). Alors, commepc est 1-lipschitzienne,
kS(u) S(Wk? ku v TrA(u v)k?
=ku vk® 2rRetu V;A(U V)i+r2kA(u v)k* Kk2ku Vvk?:
Donc S est strictement contractante. Par le théoréme du point xe de Banach, puisque

H est complet, l'application S admet un unique point xe u. Par dé nition de pc, nous
avonsu = pc(u rA(u)+ rw) si et seulement siu 2 C et

8v2C; Rehu rA(uW+rw) uyv ui O0;

et cette inégalité est équivalente &Re hA(u);v Ui Rehw;v ui.La premiére assertion
du théoréme1.16 en découle donc, par dé nition dew et de A(u).
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Supposons maintenant que la forme sesquilinéaire soit hermitienne. Alors a est un
produit scalaire sur I'espace vectoriel complexél , et, puisquea est continue et coercive,
sa norme associé@ 7! = a(u;u) est équivalente a la norme deH . Donc H , muni du
produit scalaire a, est encore un espace de Hilbert, et est encore une forme linéaire
continue surH pour ce produit scalaire. Par le théoréme de Riesz-Fréchet.13 il existe
donc un uniquew®dansH tel que, pour tout v dansH , on ait ' (v) = a(w®v).

Doncu 2 C vérie

8v2C; Rea(u;v u) Re'(v U
si et seulement siu 2 C vérie
8v2C; Reaw’ uv u) O;

donc si et seulement sl 2 C est la projection dew® sur C pour le produit scalaire a par
le théorémel.11 Par les propriétés de cette projectionu est donc l'unique point deC tel
que

. P
a(wo  u;wo u):mzlré awl v;wo v):
Vv

En prenant les carrés, en développant et en simpli ant para(w® w9, le point u est donc
l'unique point de C tel que

a(u;u) 2Reaw®u) = min  a(v;v) 2Re aw®v) :
\
En divisant par 2 et en utilisant la dé nition de w° le résultat en découle.

A.6 Démonstration du théoréme 1.17 (égalité de Parseval)

P
Pour tout k 2 N, soit S = !(:0 Pe,, qui est une application linéaire deH dansH .
Par orthogonalité deux a deux desE,, et par I'égalité de Pythagore, nous avons, pour tout
X2H,

Xk
kSk()K? = kxik®: ()
i=0
Comme x x; est orthogonal ax; (par les propriétés de la projection orthogonale sur
un sous-espace vectoriel fermé), nous avorg;x;i = kx;k? pour tout i 2 N, donc par
sommation
h; Si(X)i = kS (x)K? :

D'ou, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour toutx 2 H , nous avonskS,(x)k k xk.
Soit x 2 H . Par densité du sous-espace vectoridt engendré par leskEy, pour tout
> 0, il existey 2 F tel que kx yk < 5. Pour k assez grandy 2 Eq + + Eg, donc
Sk(y) = y. Par conséquent,

kSk(x) xk=kSk(x) Sk(y)+y xk k Sk(x yk+ky xk 2ky xk<

Donc Sk(x) converge versx. Ceci montre la premiére égalité.
La seconde découle par passage a la limite de (*).
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Pour montrer la partie réciproque du théoréme de Paseval, @t (Xx)kon UNe suite
dansH telle que xx 2 Ey pour tout k et telle que la série ;:10 kxik? converge. Posons

Yn = R=o Xk, Qui Véri e par l'orthogonalité des E, et I'égalité de Pythagore,
Xt P 2 X+ P
Kynep Ynk®= Xg = kx K2 :
k=n+1 k=n+1

Donc la suite (yn)n2n dansH egt de Cauchy, donc est convergente vers un élémextde
H , carH estcomplet. La série Xy est donc convergente, de somme. Puisquepg, est
continue (car 1-lipschitzienne), par passage a la limite, on a biempg, (X) = Xp.

A.7 Démonstration du théoréme 1.21 de compacité faible de la boule
unité fermée des espaces de Hilbert

Il sut de montrer que toute suite dans la boule unité fermée By de H admet une
sous-suite qui converge faiblement.

Fixons donc une suite(xn)n2n dans By , et montrons qu'elle admet une sous-suite
faiblement convergente. Quitte a remplaceH par lI'adhérenceH o du sous-espace vectoriel
engendré par lex,, (qui est séparable, car les combinaisons linéaires ( ni¢s coe cients
dans QJ[i] desx, sont denses dan#i ), nous pouvons supposer quél est séparable.

Soit donc (yj)izn Une suite dénombrable dense danld ; nous pouvons supposer, pour
tous lesi;j 2 N, quey; 8 y; sii 6 j, et quey; 6 0. Considérons I'espace meétrique produit

Y
X = fs2C :jsj k yikg;
i2N
muni de la distance produit dénombrable usuelle
X .
d((s)izn; (sizn) = 2 ' maxfljsi  sfig:
i2N
Comme produit dénombrable d'espaces métriques compactse$paceX est compact, par
le procédé d'extraction diagonal.

Considérons l'application : By ! X dénie par x 7! (h;y;i)ion. Elle est bien a

valeurs dansX, par le théoréme de Cauchy-Schwarz.

Lemme A.3 (1) Si une suite (z,)n2n dans By converge faiblement vers, alors z ap-
partient a By .
(2) Une suite (zn)n2n dansBy  converge faiblement verg si et seulement si la suite
( zn) .,y CONverge vers( z) dansX.
(3) L'image de est fermée.

Démonstration. (1) Puisque kzk = fez; Zi = lim ny +1 jhz,; &) siz 6 0, le résultat
découle du théoréme de Cauchy-Schwarz.

(2) Remarquons qu'une suite(z,)non dans By converge faiblement versz 2 H  si
et seulement si, pour touti dans N, la suite (hzs;Yii)n2n cOnverge verste;y;i dans C.
En e et, la premiére condition implique la seconde immédiaément. Et si la seconde est
Véri ée, alors pourtout y 2 H , pourtout > 0, soiti 2 N tel queky; yk TR - Soit
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N 2 N tel que pour tout n N, nous ayonsjhz,;yii h z;yiij 5. Alors par l'inégalité
triangulaire et le théoréme de Cauchy-Schwarz, et puisqukz,k 1, pourtout n N,

jhznyyi hoziyij jhoznjyii h zoyiij + jhensyi yij + jhzry o yij
jh zn;yil h z;yiij + kznk ky;  yk+ kzk ky;  yk

Ceci montre quele,;yi converge verstz;yi quand n tend vers+1 , pour tout y 2 H .
Donc (zn)n2n converge faiblement versz.

Rappelons que sipr; : X I'f s2 C : jsj k yjkg est la projection sur lei-eme
facteur (dé nie par (sj)j2n 7! si), alors une suite (z,)non d'éléments deX converge vers
un élémentz de X si et seulement si pour touti dansN, la suite pr;(zn) ,, converge
vers pr;(z) dansC.

p J En e et, supposons la segonde condition _véri ée. Alors poutout > O, soit N 2 N tel que
i—n+1 2 ' 3. Pourtout i =0;:::;N, soit Nj 2 N tel que, pour tout n  Nj, nous ayons
ipri(zn) pri(2)j TN Alors, pour tout n max; ; n Nj,

X O oxt i X
d(zn;2) N 2 'jpri(zn) pri(2)j+ - 2 N m"‘ 5=
i=0 i=N+1 i=0

Donc la suite (z,)n2n cOnverge versz, pour la distance d. Réciproquement, supposons que la suite
d(zn;2) |, converge versD. Fixonsi 2 N. Pour tout 2 ]0;1], soit N 2 N tel que d(zn;z) < 2 ‘
pour tout n  N. Alors, pour tout n N, nous avons2 ' maxf1;jpr,(z,) pr;(2)jg d(zn;z) <
21, doncjpri(za) pr(2i< .1

L'assertion (2) en découle.

(3) Soit s = (si)i2n Un élément deX tel qu'il existe une suite (z,)n2n dansBy telle
que ( zn) = (hez,;yii)ian converge verss quand n tend vers +1 . Montrons qu'il existe
z2 By telque ( z) = s. Puisque = ky; yjk> Osii6 j, pourtout n2 N assez grand,
nous avons (la derniére inégalité découlant du théoréeme dea@chy-Schwarz, cakz,k 1)

jsi sij jh zaryiit hoznyyiij+ kyi yjk+ =2ky;  yjk:

Donc l'application y; 7! s; est une application 2-lipschitzienne dé nie sur la partie fy;

i 2 NgdeH , qui est dense dandH , a valeurs dans I'espace métrique comple€. Par le

théoréme du prolongementA.1, elle se prolonge donc en une applicatio2-lipschitzienne

" :H ! C.Soienty;y°2 H et 2 C. Par densité, pour tout > 0, il existe des éléments
i;j;k dansN tels queky vyik, ky® yjketk(y+ y9 ykk soient inférieurs ou égaux a.

En particulier,

kye (it ypk kye (v+ yOk+ky yik+jjky® yik 2+ )
Alors puisque' est2-lipschitzienne et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pisquekz,k 1,
Pty oty %) o) T it )
=jsk s sjjt2@2+j )
= lim jheniyd hozasyiihenyii 422+ )

lim jheniyie vyl 422+ )
Kye Vi yjk+22+jj) 3@2+j])) :
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En faisant tendre vers0, en notant H I'espace de Hilbert conjugué deH |, I'application

" :H ! C est donc une forme linéaire continue. Par le théoréme de Riesréchet
1.13 il existe doncz 2 H tel que' (y) = le;yi pour tout y 2 H . En particulier,
hz;yii = ' (y;) = si. Par densité et puisquejsij = lim 1 +1 jhzn;viij k yik (toujours par

I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait quekz,k 1), nous avons

. y . : Vi . jSij
kzk=su hz; —ij =sup jhz; —ij =sup ——
y2H ?Ogj kykJ izﬁ : kyikJ izﬁ kyik

Doncz2 By et ( z)= s, ce qu'il fallait démontrer.

Terminons maintenant la démonstration du théoréme1.21 de compacité faible. Par
compacité de I'espace métriqueX, quitte a extraire, la suite  ( xn) _,, converge dans

X . Par le lemmeA.3 (3), il existe x 2 By tel que la limite soit de la forme ( x). Par le
lemmeA.3 (2), la suite (xp)n2n cOnverge donc faiblement vers, ce qui montre le résultat.
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B Rappels sur les fonctions holomorphes

Nous renvoyons par exemple a~udl, ] pour les démonstrations de ces rappels et
d'autres résultats. Nous xons un espace de Banach compleXé dans tout cet appendice.
Pour tous lesa 2 C et r > 0, nous noteronsB(a;r) = fz2 C : jz a <rgla boule
ouverte de centrea et de rayonr dansC.

Dé nitions.
Rappelons les opérateurs

1@ .@ -1 @ .@
@ - — i— e @ —+i— ;
2 @x @y 2 @x @y
agissant sur les fonctions di érentiables dé nies sur les wverts de C a valeurs dansk. Ce
sont desdérivations (c'est-a-dire des applications linéairesdD véri ant la régle de Leibniz
D(fg) = (Df )g+ f (Dg)) de l'algébre DX(U;E) des fonctions di érentiables d'un ouvert
U de C dans E, a valeurs deﬂs l'algebre des fonctions d& dans E. Pour tous lesf;g 2

DY(U;E), nous avons@f = @fet @ = @f ainsi que
@ g=@f g@¢ @ g@ et @ 9= @ g@¢ @f g@g:
Les condition suivantes, portant sur une applicationf : ! E, ol estun ouvert de
C, sont équivalentes :
f estholomorphe c'est-a-dire que pour touta2 |, la limite

f(z) f(a)
Z

fa=tm =

existe danskE ;

f estanalytigue complexesur , c'est-a-dire que pour touta2 E,existe r> 0et
une suite (cy)non dansE tels queB(a;r) et la série entiere |,y (z a)"cy
converge normalement suB (a;r), de somme égale & (z), pour tout z 2 B(a;r);

f est di érentiable en tout point de et véri e I' équation de Cauchy-Riemann
@f=0:
Une suite(cn)n2n comme dans l'assertion (2) est alors unique. Nous avons a&fr®= @f

Applications analytiques réelles.

Soientm 2 N f 0Og, F un espace de Banach réel et un ouvert non vide deR™. Pour

. @

Tl — . — . ni ... Nm - .
jnfj=ni+  +np; nl=ngdiiing!; xX"=xtioxgr et @ = ——
! @R @R

Une applicationf : | F est dite analytique réelle(a m variables) si pour tout a dans
, il existe un voisinageU de a dgns et une famille (¢y)panm 2 FN™ d'éléments deF
indexée parN™ telle que la série | ,\m(x @)"cy converge normalement dans= pour
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tout x dansU, de somme égale & sur U. On montre que l'application f est alors de classe
C! dans et que pour toutn 2 N™,

@f (a)= n'cy :

En particulier, une famille (¢y)n2nm cOmme ci-dessus est unique, €t véri e le principe
du prolongement analytique: si  est connexe, et sif et toutes ses dérivées partielles
s'annulent en un point xé a de , alorsf est I'application nulle.

Si F est de dimension nie, alors une application de dansF est analytique réelle si
et seulement si ses coordonnées dans une base xéeFRdesont analytiques réelles.

Si  est un ouvert deC, alors toute application analytique complexe de dansE est
analytique réelle (a deux variables) lorsque I'on considér contenu dansR? et E muni
de sa structure d'espace de Banach réel induite.

Quelques propriétés des fonctions holomorphes.

Le résultat suivant (voir par exemple | , Theo. 10.7]), dont nous aurons besoin
en lui-méme, est en fait I'une des étapes pour montrer qu'un@pplication holomorphe
est analytique complexe. Nous renvoyons a la partié.1 pour les rappels sur les mesures
complexes.

Proposition B.1  Soient un ouvert deC, (X; A) un espace mesurable, une mesure
complexe sur(X; A), f 2 LYX; A; ;E) une fonction intégrable deX dans E pour la
mesure ,et' : X | C une application mesurable dont I'image ne rencontre pas. Alors
l'application u: | E dé nie par
z
f()

- 1Y) g
@ o 2t

est analytique complexe sur .

En particulier, si  est une mesure complexe sur le cercle, alors l'applicatioruddisque
ouvert B (0; 1) dansC, dé nie par

. z z 1
z7! d ()= —d ()+z —d ();
25, z 2s; z 25 z
est analytigue complexe suB (0; 1).
Nous renvoyons par exemple aHudl, Theo. 13.18] pour les dé nitions équivalentes

suivantes d'un ouvert simplement connexe.

Proposition B.2  Soit un ouvert connexe deC. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) est simplement connexe (voir la partie2.3),

(2) est homéomorphe au disquB,

(3) le complémentaire C de dansC est connexe,

(4) toute application holomorphef de dansC admet une primitive (c'est-a-dire une
application holomorpheF : | C telle queF%= f),
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(5) toute application holomorphef de dansC ne s'annulant pas admet un logarithme
(c'est-a-dire une application holomorpheF : ! C telle queexpF = f),

(6) toute application holomorphef de dans C ne s'annulant pas admet une racine
carrée (c'est-a-dire une application holomorpheF : ! C telle queF? = f),

Nous concluons cet appendice par le rappel du résultat suiag pour lequel nous ren-
voyons aussi a frud1].

Théoreme B.3 (Théoréme de l'image ouverte) Soient un ouvert deCetf : !
C une application holomorphe non constante. Alor$ () est ouvert.
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adjoint, 42, 52
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, 103

algebre

de Banach,4
graduée,121
involutive, 52
normée, 52
normée, 4
séparante,4
stellaire, 52
unifere, 4

angle, 13
anneau de Jordan,101
application

auto
auto

ane, 103
analytique
complexe, 28, 236
réelle, 236
convexe,24
de classeC¥, 119
duale, 7
faiblement semi-continue inférieurement,25
invariante, 127
-lipschitzienne, 15
monomiale, 121
nulle a l'in ni, 92
propre, 113
radiale, 102, 120
résolvante, 25
semi-continue supérieurement,32
en un point, 32
sous-harmonique,153
strictement convexe, 113
uniformément continue, 227
-adjoint, 43, 52
morphisme conforme,86

base

duale, 7
hilbertienne, 20

bidual topologique, 6
biholomorphisme, 86

bord

de Martin, 105
de Poisson,107

C -algébre,52
C(), 52

C(;

), 4

calcul fonctionnel

borné, 64

continu, 54
coe cients de Fourier, 21
coercive, 18

compacti cation, 104

de Martin, 105

de Poisson,107
complété, 15, 228
cbne convexel103
conformément équivalents,100
conjugaison, 27

unitaire, 27
conjugués,27
conjugué, 17

harmonique, 153
continuité uniforme, 227
convergence

vague, 89

faible, 22

radiale, 88, 92
coordonnées hilbertiennes?21
courbe

de Jordan, 98

fermée, 98

homotope a zéro,98
simple, 98

cyclique, 67

décomposition polaire,67, 144
demi-plan supérieur, 92
dérivation, 236
dérivée
partielle au sens des distributions,108
radiale, 123
développement de Laurent,30
di érence symmeétrique, 154
distance de Hausdor , 34
domaine de Jordan,98
dual topologique, 6

E 6
ensemble résolvant25
équation
d'Euler, 19
de Cauchy-Riemann,236
de Laplace,85
de Poisson,113
équicontinuité, 35
espace
de Hardy, 152
de Hilbert, 13
isomorphes,13
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métrique
localement compact,10
séparable,8
préhilbertien, 13
propre, 25
vectoriel conjugué, 17
exposant conjugué,d
extension radialement constante,119

faiblement fermé, 24
fonction
caractéristique, 118
Gamma, 128
harmonique, 85
holomorphe, 236
forme
linéaire positive, 9
sesquilinéaire,11
coercive,18
hermitienne, 11
formule
d'Euler, 123
de Cauchy, 30
de Green,123
de la moyenne,94
de Leibniz, 124
de Parseval,22
de Poisson,90
de Rodriguez, 128
frontiére, 56
de Poisson,107
de Martin, 105

, 128
gradient au sens des distributions,109
groupe
des rotations, 117

harmonique sphérique, 121
hessienne 120

idéal bilatere, 37
idempotent, 61
identité
de la médiane,12
de polarisation, 11
de Pythagore, 12
inégalité
de Cauchy-Schwarz,12
de Hardy, 153
de Harnack, 96
de Jensen,111, 152
de Poincaré,110
injection isométrique, 227

intégrale de Poisson,89
invariante, 118
irréductible, 68

isolé, 39

isométrique, 13
isométrie partielle, 144

jacobien, 87

L (E),5
L (E;F), 5
L (E;F;G), 9
Lt(),52
lac de Wada, 98
laplacien, 85
discret, 146 147, 149
sphérique, 119
limite radiale, 106
localement compact,10

mesure
complexe,9
de Stieltjes, 62
de Haar, 125
de Lebesgue
des sphéres]119
du cercle, 86
invariante, 118
invariante a droite, 125
invariante a gauche,125
- nie, 8
spectrale, 67
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multi-entier, 121
factorielle, 121
longueur, 121
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normal, 43, 52
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d'opérateur, 5
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hilbertienne, 13
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uniforme, 4
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de Martin, 105
de Poisson,87, 107
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nulle a l'in ni, 92
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opérateur
a noyau, 35
de type Hilbert-Schmidt, 36
a trace, 145
auto-adjoint, 43
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u-compact, 143
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de décalage32, 148
de Green,115
de Hankel, 140
de Hilbert-Schmidt, 144
de rang ni, 35
de Schrddinger discret,149
de Volterra, 48
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principe du maximum, 94
probleme de Dirichlet, 91, 98, 101
produit
de convolution, 110
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projection, 16
prolongement, 227
analytique, 93, 237
propre, 113
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faible, 153
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spectral, 25, 52
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conforme, 101
linéaire, 132
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Riesz,9, 10
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de Weyl, 45
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de Banach,26
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de Laurent, 30
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de Rellich-Kondrachov, 110
de représentation
de Riemann, 100
de Riesz,9
de Riesz,10
de Riesz-Fréchet,17
de Riesz-Fréchet-Kolmogorov212
de Schauder,38
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de Stone-Weierstrass4
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V (A), 33

vecteur
cyclique, 67
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