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1 Théorie spectrale des opérateurs bornés des espaces de
Hilbert 2

Les références globales recommandées pour ce chapitre sont[Rud2, Hal, Lev]. Nous
conseillons au lecteur l'usage de l'index �nal pour retrouver facilement à quel endroit une
notion a été dé�nie.

1.1 Rappels de terminologie sur les espaces vectoriels norm és

Nous renvoyons à [Dix , Die1, Pau] pour les démonstrations non rappelées dans cette
partie. Si X est un espace métrique, la distance deX sera notéed, à défaut d'une notation
particulière.

Espaces vectoriels normés et applications linéaires conti nues.

Soit K le corpsR ou C, muni de sa valeur absolue usuelle. Nous noteronsK � le groupe
multiplicatif (K � f 0g; � ) de K. Dans ce texte, toutes les algèbres sont des algèbres surK
unifères (c'est-à-dire munies d'une unité (élément neutre pour la multiplication) notée 1 ou
id) et les morphismes d'algèbres préservent les unités. SiE est un espace vectoriel normé
sur K, nous appellerons parfoistopologie fortesur E la topologie induite par la norme de
E (ceci pour la distinguer d'éventuelles autres topologies �plus faibles � qui peuvent être
introduites sur E). Sauf mention explicite du contraire, tout espace vectoriel normé réel
ou complexe sera muni de sa topologie forte.

Une algèbre norméesur K est une algèbreA sur K munie d'une normek � k, telle que

kuvk � k uk kvk (1)

pour tous lesu; v dansA. Une algèbre de Banach2 sur K est une algèbre normée complète
sur K.

Exemple. Si X est un espace métrique compact non vide, notonsC(X ; K) l'espace
vectoriel sur K des applications continues deX dans K, muni de la norme uniforme

kf k1 = sup
x2 X

jf (x)j = max
x2 X

jf (x)j :

Muni des opérations de multiplication par un scalaire, addition et multiplication point par
point, c'est une algèbre de Banach et sa topologie forte est aussi appelée latopologie de
la convergence uniforme. Rappelons le résultat de densité suivant (voir par exemple[Die1]
ou [Pau, Ÿ5.6]).

Théorème 1.1 (Théorème de Stone 2-Weierstrass 2) Soit X un espace métrique com-
pact non vide. Toute sous-algèbre séparante3 et invariante par conjugaison complexe de

2.

Hilbert Banach Stone Weierstrass
(1892-1945)(1862-1943) (1903-1989) (1815-1897)

3. Un ensembleA d'applications d'un ensemble E dans C est séparant si pour tous les x 6= y dans E ,
il existe f 2 A telle que f (x) 6= f (y).
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l'algèbre C(X ; C) des applications continues deX dans C est dense pour la topologie de la
convergence uniforme. �

Soient E et F deux espaces vectoriels normés surK. Si f : E ! F est une application
linéaire, rappelons que lanorme d'opérateur de f est (avec la convention que les première
et troisième bornes supérieures sont nulles siE = f 0g)

kf k = sup
x2 E �f 0g

kf (x)k
kxk

= sup
x2 E; kxk� 1

kf (x)k = sup
x2 E; kxk=1

kf (x)k :

Rappelons quef est continue si et seulement si sa norme d'opérateurkf k est �nie, et que
l'espace vectoriel surK des applications linéaires continues deE dansF , muni de la norme
d'opérateur, est un espace vectoriel normé, notéL (E; F ). Rappelons de plus que siF est
un espace de Banach, alorsL (E; F ) est aussi un espace de Banach. Unopérateur (linéaire)
continu de E dans F est un élément deL (E; F ), et un opérateur (linéaire) continu de E
est un élément deL (E) = L (E; E ).

Si E est un espace vectoriel normé surK, alors l'espace vectoriel norméL (E) muni de
la composition des applications est une algèbre normée surK, qui est une algèbre de Banach
si E est un espace de Banach. La propriété (1) de la norme d'opérateur est cruciale, même
en dimension �nie, où il existe de très nombreuses normes intéressantes sur les opérateurs
linéaires (ou leurs matrices dans une base donnée), mais quine véri�ent pas toutes cette
propriété (1) (voir par exemple [Cia]).

Proposition 1.2 (1) Soient E un espace de Banach surK et (xn )n2 N une suite dans
E. Si la série

P
n2 N xn est normalement convergente(c'est-à-dire si la suite réelleP

n2 N kxn k converge), alors la série
P

n2 N xn converge dansE, et







X

n2 N

xn






 �

X

n2 N

kxn k :

(2) Soient A une algèbre de Banach etx 2 A. Si kxk < 1, alors l'élément 1 � x de A
est inversible, d'inverse

P
n2 N xn .

(3) Soit A une algèbre de Banach, notonsA � l'ensemble des éléments inversibles deA.
Alors A � est un ouvert deA, et l'application x 7! x � 1 de A � dansA � est continue.

(4) Soient A une algèbre de Banach et(xn )n2 N une suite dansA � qui converge vers
x =2 A � . Alors kxn

� 1k converge vers+ 1 quand n ! + 1 .

En particulier, soient E et F deux espaces de Banach surK. Si u 2 L (E) véri�e
kuk < 1, alors par l'assertion (2) appliquée à l'algèbre de BanachL (E), l'application
linéaire id � u est bijective, d'inverse

P
n2 N un continu. Soit G L (E; F ) l'ensemble des iso-

morphismes linéaires, continus et d'inverses continus, deE dansF (mais pas nécessairement
isométriques). Alors G L (E; F ) est un ouvert de L (E; F ), et l'application u 7! u� 1 de
G L (E; F ) dans G L (F; E ) est continue. En e�et, ceci découle de l'assertion (3) appliquée
à A = L (F ) car pour tout u0 2 G L (F; E ) l'application de G L (F; E ) dans G L (E; E )
dé�nie par u 7! u � u� 1

0 est un homéomorphisme etu� 1 = u� 1
0 �

�
u � u� 1

0

� � 1.
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Démonstration. (1) La convergence normale de
P

n2 N xn implique que la suite destn =P n
k=0 kxkk est convergente, donc de Cauchy4 dansR. La suite desyn =

P n
k=0 xk est donc

de Cauchy dansE, car

kyn+ p � ynk =







pX

i =1

xn+ i






 �

pX

i =1

kxn+ i k = jtn+ p � tn j :

Donc la suite (yn )n2 N est convergente par la complétude deE.

(2) La série
P

uk dans l'espace de BanachA est normalement convergente, carkukk �
kukk , donc converge versv 2 A. Commeuv = vu = v � 1 par passage à la limite, l'élément
v est l'inverse de1 � u.

(3) Soient x0 2 A � et x 2 A tels quekx � x0k < 1
kx � 1

0 k
. Posonsy = 1 � x � 1

0 x. Alors

kyk � k x � 1
0 k kx � x0k < 1 ; (� )

donc 1 � y = x � 1
0 x est inversible par (2), doncx est inversible, ce qui montre queA �

contient une boule ouverte centrée en chacun de ses points. De plus,

kx � 1 � x � 1
0 k � k (1 � y)� 1 � 1k kx � 1

0 k =







+ 1X

n=1

yn





 kx � 1

0 k � k yk
kx � 1

0 k
1 � k yk

;

qui tend vers 0 quand x tend vers x0, car alors kyk tend vers 0 par les inégalités (*). La
continuité en tout point de A � de l'application x 7! x � 1 en découle.

(4) Supposons, quitte à extraire, que la suite(kx � 1
n k)n2 N soit bornée. Posonszn =

1 � x � 1
n x. Alors la suite deskzn k �




 x � 1

n kkxn � xk converge vers0, donc la norme dezn

est strictement inférieure à1 si n est assez grand. Pour un teln, l'élément 1 � zn est donc
inversible, par l'assertion (2). D'où x est inversible. �

Dualité.

Rappelons que ledual topologiqued'un espace vectoriel norméE sur K est l'espace
vectoriel surK des formes linéaires continues deE dansK, normé par la norme d'opérateur,
appelée dans ce cas lanorme duale: si E 6= f 0g, alors

k`k = sup
x2 E �f 0g

j`(x)j
kxk

= sup
kxk� 1

j`(x)j = sup
kxk=1

j`(x)j :

Cet espace vectoriel normé est notéE � (ou parfois E 0), et c'est un espace de Banach (car
E � = L (E; K) et K est complet). Le dual topologique du dual topologique deE est appelé
le bidual topologiquede E, et noté E �� (ou parfois E 00).

Nous admettrons ici la conséquence suivante du théorème de Hahn-Banach (voir par
exemple [Bre]).

4.

CauchyRiesz Kronecker Schwarz
(1880-1956) (1789-1857) (1823-1891) (1843-1921)
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Proposition 1.3 Soient E un espace vectoriel normé surK et x 2 E. Alors

kxk = sup
`2 E � ; k`k� 1

j`(x)j = max
`2 E � ; k`k� 1

j`(x)j : �

Corollaire 1.4 Soit E un espace vectoriel normé surK. L'application de E dans E ��

dé�nie par
x 7! f evx : ` 7! `(x)g

est une application linéaire isométrique, appelée le plongement canonique deE dans son
bidual topologiqueE �� . Si E est un espace de Banach, alors son image est fermée.

En dimension �nie, par un argument d'égalité de dimensions,cette application est un
isomorphisme. Mais ceci n'est pas vrai en général.

Démonstration. Pour tout x dansE, l'application evx : E � ! K est clairement une forme
linéaire sur E � , de norme au pluskxk par la dé�nition de la norme duale (ce qui montre
qu'elle est continue), et en fait exactement égale àkxk par la proposition précédente.
L'application x 7! evx de E dans E �� est clairement linéaire, et isométrique par ce qui
précède. Son image est donc complète dansE �� si E l'est. Par conséquent, elle est fermée
si E est un espace de Banach. �

Si u 2 L (E; F ), alors l'application t u : F � ! E � (aussi notéeu0 : F 0 ! E 0, voire u�

mais nous réserverons cette notation pour un autre usage, voir la partie 1.5) dé�nie par,
pour tout ` 2 F � ,

t u(`) : x 7! `(u(x)) ;

est une application linéaire continue, appelée l'application dualede u.
Pour expliquer la notation t u, considérons des espaces vectorielsE et F de dimension

�nie, (ei )1� i � m une base deE et (f j )1� j � n une base deF . Notons (e�
i )1� i � m la base duale

de (ei )1� i � m (pour tout i = 1 ; : : : ; m, la forme linéaire e�
i est l'unique forme linéaire surE

telle quee�
i (ek ) = � i;k pour tout k = 1 ; : : : ; m, où � i;k est lesymbole de Kronecker4, valant 1

si i = k, et 0 sinon). L'explication de la notation t u vient du fait que si u 2 L (E; F ) a pour
matrice M dans les bases(ei )1� i � m et (f j )1� j � n , alors tu 2 L (F � ; E � ) a pour matrice,
dans les bases duales(f �

j )1� j � n et (e�
i )1� i � m , précisément la matricetM transposée deM .

L'application linéaire u 7! tu de L (E; F ) dans L (F � ; E � ) est isométrique :

8 u 2 L (E; F ); kuk = k t uk : (2)

En e�et, en utilisant la proposition 1.3 pour établir la deuxième égalité, nous avons

kuk = sup
x2 E; kxk� 1

ku(x)k = sup
x2 E; kxk� 1

�
sup

`2 F � ; k`k� 1
j` � u(x)j

�

= sup
`2 F � ; k`k� 1

�
sup

x2 E; kxk� 1
j t u(`)(x)j

�
= sup

`2 F � ; k`k� 1
k t u(`)k = k t uk :

L'application duale de l'application duale de u coïncide avecu sur le plongement ca-
nonique deE dans son bidual topologiqueE �� , au sens suivant : pour toutx dans E,

t ( t u)(evx ) = ev u(x) : (3)
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En e�et, pour tout ` 2 F � , nous avons

t ( t u)(evx )( `) = ev x ( t u(`)) = ev x (` � u) = `(u(x)) = ev u(x) (`) :

Rappelons les deux exemples fondamentaux de calculs d'espace duaux. Nous renvoyons
à [Rud1, Coh] pour les notions nécessaires de théorie de la mesure et d'intégration. En
particulier, une mesure sur un espace mesurableX est � -�nie si X est réunion dénombrable
de parties mesurables de mesures �nies.

Exemple 1. L'une des familles les plus importantes d'exemples d'espaces de Banach en
analyse est la suivante.

Soient (X; A ; � ) un espace mesuré non vide etp 2 [1; + 1 ]. On note q, et on appelle
exposant conjuguéde p, l'élément de [1; + 1 ] tel que

1
p

+
1
q

= 1 :

Remarquons que sip = 1 , alors q = + 1 et si p = + 1 , alors q = 1 .
Si p < + 1 , notonsLp(X; A ; � ) (ou Lp(� ) si (X; A ) est sous-entendu) l'espace vectoriel

sur K des classes d'équivalence d'applicationsf de X dans K, mesurables pourA , telles
que jf jp soit intégrable, modulo la relation d'équivalencef � g si f � g est presque partout
nulle. Posons alors, pour toutf dans Lp(X; A ; � ),

kf kp =
� Z

x2 X
jf (x)jp d� (x)

� 1=p
:

Si p = + 1 et si � est � -�nie, notons L1 (X; A ; � ) (ou L1 (� ) si (X; A ) est sous-
entendu) l'espace vectoriel surK des classes d'équivalence d'applicationsf de X dans K,
mesurables pourA , bornées en dehors d'un ensemble de mesure nulle, modulo la relation
d'équivalencef � g si f � g est presque partout nulle. Pour tout f dans L1 (X; A ; � ), on
dé�nit alors la norme essentiellede f par

kf k1 = inf
�

M � 0 : � (f x 2 X : jf (x)j > M g) = 0
	

:

Notons T : Lq(X; A ; � ) ! Lp(X; A ; � )� l'application dé�nie par

f 7!
n

g 7!
Z

x2 X
f (x)g(x) d� (x)

o
:

Le fait que cette application soit bien dé�nie est contenu dans le résultat suivant.

Théorème 1.5 Soient (X; A ; � ) un espace mesuré non vide etp 2 [1; + 1 ].
� L'espace vectorielLp(X; A ; � ) est un espace de Banach pour la normek � kp.
� Si p < + 1 , en supposant que� soit � -�nie si p = 1 , alors T : Lq(X; A ; � ) !

Lp(X; A ; � )� est un isomorphisme linéaire qui est une isométrie entre la norme
k � kq et la norme duale de la normek � kp.

� Si � est � -�nie, l'application T : L1(X; A ; � ) ! L1 (X; A ; � )� est une application
linéaire isométrique, en général non surjective.

� Si p < + 1 , si � est � -�nie, si la tribu ( � -algèbre) A est engendrée par une partie
dénombrable, alorsLp(X; A ; � ) est séparable.5 �

5. Un espace métrique estséparables'il contient une partie dénombrable dense.
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Dans la suite de ces notes, pour toutp 2 ]1; + 1 [ , nous identi�erons Lp(X; A ; � )� avec
Lq(X; A ; � ) par l'isométrie linéaire T � 1, où q est l'exposant conjugué dep, et de même
L1(X; A ; � )� avec L1 (X; A ; � ) lorsque � est � -�nie.

Exemple 2. Soient X un espace métrique compact non vide etA la tribu ( � -algèbre) des
boréliens deX . Rappelons qu'unemesure complexesur X est une application � : A ! C
qui est � -additive (c'est-à-dire telle que� (

S
i 2 N A i ) =

P
i 2 N � (A i ) pour toute suite (A i ) i 2 N

d'éléments deux à deux disjoints deA ), telle que � (; ) = 0 . Rappelons quej� j : A !
[0; + 1 [ est alors la mesure (borélienne positive) dé�nie en demandant que j� j(A), pour
tout A 2 A , soit la borne supérieure des

P n
i =1 j� (A i )j sur les partitions (A i )1� i � n de A

par éléments deA . Notons M C(X ) l'espace vectoriel complexe des mesures complexes�
sur X de variation totale

k� k = j� j(X )

�nie. Voir par exemple [Coh, page 220] pour une démonstration du théorème suivant.

Théorème 1.6 (Théorème de représentation de Riesz 4) L'espace vectoriel comp-
lexe C(X ; C) des fonctions continues deX dans C muni de la norme uniforme

kf k1 = max
x2 X

jf (x)j ;

ainsi que l'espace vectoriel complexeM C(X ) muni de la norme de la variation totalek � k,
sont des espaces de Banach. L'application deM C(X ) dans C(X ; C)� dé�nie par

� 7!
�

f 7! � (f ) =
Z

x2 X
f (x) d� (x)

	

est un isomorphisme linéaire isométrique pour la norme de lavariation totale sur M C(X )
et la norme duale surC(X ; C)� . �

En particulier, pour toute forme linéaire continue ` sur C(X ; C), il existe une et une
seule mesure complexe� = � ` telle que

R
X f d� = `(f ) pour tout f 2 C(X ; C). Si ` est

une forme linéaire surC(X ; C) positive (c'est-à-dire si `(f ) � 0 lorsquef � 0), alors ` est
continue (voir par exemple [Coh]) et donc � ` est une mesure positive.

Applications multilinéaires continues.

Soient E; F; G trois espaces vectoriels normés surK, et f : E � F ! G une application
bilinéaire. Posons (avec la convention que les première et troisième bornes supérieures sont
égales à0 si E ou F est réduit à f 0g)

kf k = sup
x2 E �f 0g; y2 F �f 0g

kf (x; y)k
kxk kyk

= sup
kxk� 1; kyk� 1

kf (x; y)k = sup
kxk=1 ; kyk=1

kf (x; y)k :

Rappelons quef est continue si et seulement sikf k est �nie, et que f 7! k f k est une
norme sur l'espace vectoriel surK des applications bilinéaires continues deE � F dans G.
Cet espace vectoriel normé est notéL (E; F ; G), et c'est un espace de Banach siG l'est.

Une démonstration de la première a�rmation est la suivante. Si f est continue, donc
continue en(0; 0) avec f (0; 0) = 0 , alors il existe � > 0 tel que si kxk � � et kyk � � , alors
kf (x; y)k � 1; puisque

kf (x; y)k =
kxk kyk

� 2






 f

� �x
kxk

;
�y

kyk

� 
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si x; y 6= 0 , nous avons donckf k � 1
� 2 . Réciproquement, sic = kf k est �nie, alors

kf (x; y) � f (x0; y0)k = kf (x � x0; y) + f (x0; y � y0)k

� ckx � x0k kyk + ckx0k ky � y0k ;

qui tend vers 0 lorsquex tend vers x0 et y tend vers y0 (car y reste alors dans une partie
bornée).

Plus généralement, pour toutn 2 N � f 0g, si E1; : : : ; En ; F sont des espaces vectoriels
normés surK, on dé�nit de manière similaire la norme d'une application n-linéaire f de
E1 � � � � � En dans F par (avec la convention similaire si l'un desE i est nul)

kf k = sup
x i 2 E i �f 0g

kf (x1; : : : ; xn )k
kx1k : : : kxn k

= sup
kx i k� 1

kf (x1; : : : ; xn )k = sup
kx i k=1

kf (x1; : : : ; xn )k ;

(qui est �nie si et seulement sif est continue). On noteL (E1; : : : ; En ; F ) l'espace vectoriel
normé des applicationsn-linéaires continues deE1 � � � � � En dans F (qui est un espace
de Banach siF l'est).

Espaces vectoriels normés de dimension �nie.

Nous concluons ces rappels par le résultat suivant (voir parexemple [Dix ] ou [Pau,
Ÿ4.5] pour une démonstration), qui rend les espaces vectoriels normés de dimension �nie
beaucoup plus faciles à manipuler que ceux, pourtant omniprésents, de dimension in�nie !

Théorème 1.7 (Théorème de Riesz) Soit E un espace vectoriel normé réel ou com-
plexe. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) E est localement compact ;6

(2) la boule unité fermée deE est compacte ;
(3) les compacts deE sont les fermés bornés deE ;
(4) E est de dimension �nie. �

Nous aurons besoin plus loin de la conséquence suivante du théorème de Riesz.

Corollaire 1.8 Soit E un espace vectoriel normé réel ou complexe. SiF est un sous-espace
vectoriel deE de dimension �nie, alors F est fermé dansE.

Démonstration. Soit (xn )n2 N une suite dansF qui converge versx 2 E. En particulier,
(xn )n2 N est une suite bornée dans l'espace vectorielF muni de la restriction de la norme
de E. Par le théorème de Riesz, les compacts deF étant ses fermés bornés, la suite des
(xn )n2 N admet une sous-suite qui converge vers un élémenty dans F , donc qui converge
vers y dans E, puisque la norme deF est la restriction de la norme deE. Par unicité des
limites dans l'espace métriqueE, nous avonsx = y. Donc x appartient à F , ce qui montre
le résultat. �

6. Un espace métriqueX est localement compact si tout point de X admet un voisinage compact.

10



1.2 Rappels sur les espaces de Hilbert

Nous renvoyons à l'appendiceA pour des démonstrations des résultats non démontrés
ci-dessous.

Produits scalaires.

Soit H un espace vectoriel complexe.

Un produit scalaire sur H est une forme sesquilinéaire, hermitienne, dé�nie positive
sur H , c'est-à-dire une applicationB : H � H ! C telle que

(1) [linéarité à gauche]

8 x; x 0; y 2 H ; 8� 2 C; B (x + �x 0; y) = B (x; y) + � B (x0; y) ;

(2) [semi-linéarité à droite]

8 x; y; y0 2 H ; 8� 2 C; B (x; y + �y 0) = B (x; y) + � B (x; y0) ;

(3) [hermitienne]
8 x; y 2 H ; B (y; x) = B (x; y) ;

(4) [dé�nie positive]
8 x 2 H ; B (x; x ) � 0 ;

et B (x; x ) = 0 si et seulement six = 0 .

Remarquons que les propriétés (1) et (3) impliquent la propriété (2), et donc qu'il
n'était pas nécessaire d'inclure celle-ci dans la dé�nition. Une application B : H � H ! C
véri�ant les propriétés (1) et (2) est appelée uneforme sesquilinéaire. Certains ouvrages
les dé�nissent comme semi-linéaires à gauche et linéaires àdroite.

Rappelons que toute forme sesquilinéairea : H � H ! C véri�e l' identité de polari-
sation : pour tous lesx; y 2 H , nous avons

a(x; y) =
1
2

�
a(x + y; x + y) � a(x; x ) � a(y; y)

�
+

i
2

�
a(x + iy; x + iy ) � a(x; x ) � a(y; y)

�
: (4)

Nous noterons
B (x; y) = hx; yi = hx; yi H ;

ce dernier lorsque l'on veut préciserH . L'application de H dansR dé�nie par x 7! k xk =p
hx; x i est appelée lanorme associée au produit scalaireh�; �i (voir la proposition 1.9 pour

la justi�cation de la terminologie), et notée x 7! k xkH lorsqu'on veut préciserH .
Deux élémentsx et y de H sont dit orthogonaux(pour le produit scalaire considéré) si

hx; yi = 0 , et on note alors parfoisx ? y. La relation � être orthogonal à � est symétrique.
Soient E et F deux sous-espaces vectoriels deH ; on dit que E et F sont orthogonauxsi
tout élément de E est orthogonal à tout élément deF . Si E est un sous-espace vectoriel
de H , on appelleorthogonal de E le sous-espace vectoriel

E ? = f x 2 H : 8 y 2 E; hx; yi = 0g

des éléments deH orthogonaux à tout élément deE.
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Formulaire. Soient x et y dans H . La norme associée à un produit scalaire véri�e, par
les caractères sesquilinéaire et hermitien,

kx + yk2 = kxk2 + kyk2 + 2 Re hx; yi :

En particulier, elle véri�e l' identité de Pythagore: si x et y sont orthogonaux, alors

kx + yk2 = kxk2 + kyk2 ;

et par récurrence, six1; : : : ; xn 2 H sont deux à deux orthogonaux, alors

kx1 + � � � + xnk2 = kx1k2 + � � � + kxnk2 :

Elle véri�e l' identité de la médiane:







x + y
2








2
+








x � y
2








2
=

1
2

�
kxk2 + kyk2�

;

ainsi que
kx + yk2 � k x � yk2 = 4 Re hx; yi :

La proposition suivante a déjà été démontrée l'année dernière.

Proposition 1.9 Soit h�; �i un produit scalaire sur H . Sa norme associée est une norme
sur H . Elle véri�e l'inégalité de Cauchy-Schwarz4

8 x; y 2 H ; j hx; yi j � k xk kyk ;

Par Cauchy-Schwarz !!

Par Toutatis?

avec égalité si et seulement six et y sont colinéaires.

Remarques. (1) Pour tous lesx; y dansH , il découle de l'inégalité de Cauchy-Schwarz
et en considéranty = x=kxk si x 6= 0 que

kxk = sup
kyk=1

j hx; y i j :

(2) L'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que le produit scalaire, en tant qu'application
de H � H dans C, est continu lorsqueH est muni de la norme associée à son produit
scalaire, car pour tous lesx; y; x 0; y0 dans H , nous avons

jhx; yi � h x0; y0ij = jhx � x0; yi + hx0; y � y0ij � k x � x0k kyk + kx0k ky � y0k :

En particulier, l'orthogonal d'un sous-espace vectoriel est fermé, en tant qu'intersection de
fermés.
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(3) Lorsque H est un espace vectoriel réel7, l'inégalité de Cauchy-Schwarz permet de
dé�nir l' angle entre deux vecteurs non nulsx et y de H , comme l'unique élément� =
\ (x; y) dans [0; � ] tel que

cos� =
hx; yi

kxk kyk
:

Une norme préhilbertiennesur H est une norme associée à un produit scalaire surH .
Elle détermine le produit scalaire, par l'identité de polarisation (4). Un espace préhilbertien
(complexe)est un espace vectoriel complexe muni d'un produit scalaire.

Deux espaces préhilbertiensH 1 et H 2 sont isomorphess'il existe un isomorphisme
linéaire ' : H 1 ! H 2 préservant les produits scalaires, c'est-à-dire tel que

8 x; y 2 H 1; h' (x); ' (y)i H 2 = hx; yi H 1 :

Puisqu'une norme préhilbertienne détermine son produit scalaire, il est équivalent de de-
mander qu'un isomorphisme linéaire' : H 1 ! H 2 préserve les produits scalaires ou qu'il
préserve les normes associées, c'est-à-dire que

8 x 2 H 1; k' (x)kH 2 = kxkH 1 ;

ou qu'il est isométrique, c'est-à-dire qu'il préserve les distances associées aux normes, au
sens que

8 x; y 2 H 1; k' (x) � ' (y)kH 2 = kx � ykH 1 ;

Si H est un espace préhilbertien, on noteU(H ) le groupe des automorphismesuni-
taires de H , c'est-à-dire des isomorphismes linéaires deH dans H préservant le produit
scalaire.

Une norme hilbertienneest une norme préhilbertienne complète. Unespace de Hilbert2

(complexe)est un espace préhilbertien complet (pour la norme associée).
En particulier, muni de sa norme hilbertienne, tout espace de Hilbert est un espace de

Banach. Mais la classe des espaces de Hilbert est une classe très particulière d'espaces de
Banach, et l'on se gardera bien de généraliser sans ré�exion les propriétés des premiers aux
seconds.

Nous ne considèrerons que des espaces de Hilbert complexes dans ces notes.

Rappelons quelques exemples cruciaux d'espaces de Hilbert, avant d'énoncer le reste
des propriétés dont nous aurons besoin.

Exemples. (1) Pour tout n 2 N, l'espace vectoriel complexeCn muni du produit scalaire,
dit hermitien standard,

hx; yi =
nX

i =1

x i yi

où x = ( x1; : : : ; xn ) et y = ( y1; : : : ; yn ), est un espace de Hilbert de dimension �nien, donc
est séparable (l'ensemble dénombrable des éléments deCn à coordonnées dansQ[i ] = Q+ iQ
est dense).

7. les dé�nitions précédentes font encore sens, et le produit scalaire B est dit symétrique plutôt que
hermitien
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(2) Plus généralement, sin 2 N � f 0g, si H 1; : : : ; H n sont des espaces de Hilbert, alors
l'espace vectoriel produitH 1 � � � � � H n , muni du produit scalaire

hx; yi =
nX

i =1

hx i ; yi i H i

où x = ( x1; : : : ; xn ) et y = ( y1; : : : ; yn ), est un espace de Hilbert, qui est séparable si
H 1; : : : ; H n sont séparables (l'ensemble des éléments deH 1 � � � � � H n dont la i -ème
coordonnée appartient à une partie dénombrable dense �xée de H i , pour tout i = 1 ; : : : ; n,
est dénombrable et dense).

(3) Soit (X; A ; � ) un espace mesuré non vide (voir par exemple [Rud1, Coh]). Rappe-
lons queL2(X; A ; � ) est l'espace vectoriel complexe des classes d'équivalenced'applications
f de l'ensembleX dans C, mesurables pour la tribu (� -algèbre) A , telles quejf j2 soit in-
tégrable, modulo la relation d'équivalencef � g si f � g est presque partout nulle. Posons,
pour tout f dans L2(X; A ; � ),

kf k2 =
� Z

x2 X
jf (x)j2 d� (x)

� 1=2
:

Alors l'espace vectoriel complexeL2(X; A ; � ), muni du produit scalaire

hf; g i =
Z

x2 X
f (x) g(x) d� (x) ;

est un espace de Hilbert, de norme associéek k2, qui est séparable si� est � -�nie et si la
tribu A est engendrée par une partie dénombrable (voir [Coh, page 110]).

En particulier, pour tout r 2 N � f 0g et tout ouvert non vide 
 de Rr , l'espace
L2(
) = L2(
 ; A ; dx) (où A est la tribu ( � -algèbre) borélienne sur
 et dx est la mesure
de Lebesgue sur
 ), muni du produit scalaire

hf; g i =
Z

x2 

f (x) g(x) dx ;

est un espace de Hilbert séparable par le dernier point du théorème1.5 (car la mesure de
Lebesgue de la bouleB (0; n) de centre0 et de rayonn 2 N est �nie, 
 =

S
n2 N 
 \ B (0; n),

et la tribu des boréliens de
 est engendrée par les intersections avec
 des cubes rationnelsQ r
i =1 [ai ; bi ] avecai et bi à coordonnées rationnelles). Par exemple, pour touta > 0,

Ua : u 7!
n

x 7!
1

ar=2
u

� x
a

� o

est un automorphisme unitaire deL2(Rr ).

(4) Soit (H n )n2 N une suite d'espaces de Hilbert. SoitH l'ensemble des suites(xn )n2 N 2Q
n2 N H n , dont la suite des carrés des normes est sommable, c'est-à-dire telles que la sérieP
n2 N kxn k2 converge. Alors il est facile de véri�er queH est un sous-espace vectoriel

de l'espace vectoriel produit
Q

n2 N H n , puisque k�x nk2 = j� j2kxnk2 et kxn + ynk2 �
2
�
kxn k2 + kynk2

�
. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tous lesxn ; yn dans H n , nous

avons
jhxn ; yn ij � k xn k kynk �

1
2

�
kxnk2 + kynk2�

:
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Donc si
h(xn )n2 N; (yn )n2 Ni H =

X

n2 N

hxn ; yn i H n ;

alors cette série converge absolument, et l'exercice ci-dessous dit en particulier queh�; �i H

est un produit scalaire surH .
Si H n = H 0 pour tout n 2 N, alors le sous-espace vectorielH muni de ce produit

scalaire est noté`2(H 0).

Exercice E.1 Montrer que H est un espace de Hilbert. Montrer que siH n est séparable
pour tout n 2 N, alors H est encore séparable.

(5) Il existe une manière canonique de plonger un espace préhilbertien dans un espace
hilbertien.

Théorème 1.10 Soit H un espace préhilbertien. Il existe un espace de HilbertcH et une
application linéaire isométrique i : H ! cH d'image dense. Si cH 0 est un autre espace de
Hilbert muni d'une application linéaire isométrique i0 : H ! cH 0 d'image dense, alors il
existe un unique isomorphisme linéaire préservant les produits scalaires j : cH ! cH 0 tel
que j � i = i0.

Tout tel couple (i; cH ) (et par abus cH ) est appelé uncomplétéde H . On identi�e
H avec son image danscH par i .

On identi�e deux complétés deH par l'unique tel isomorphisme j , ce qui permet de
parler � du � complété de H . On note souvent par le même symbole la norme et le produit
scalaire deH et ceux de son complété cH .

Projection sur un convexe fermé.

Pour tout � � 0, rappelons qu'une applicationf : X ! Y entre deux espaces métriques
est � -lipschitzienne si pour tous lesx; y dans X , nous avonsd

�
f (x); f (y)

�
� � d (x; y).

Rappelons que siX est un espace métrique et siC est une partie non vide deX , la
distance d'un point x 2 X à la partie C est dé�nie par

d(x; C ) = inf
y2 C

d(x; y) :

Théorème 1.11 Soient H un espace de Hilbert complexe etC un convexe fermé non vide
de H . Alors pour tout x 2 H , il existe un uniquey = pC (x) dans C tel que

kx � yk = min
z2 C

kx � zk :

De plus, l'application pC : H ! C ainsi dé�nie est 1-lipschitzienne, et pC (x) est l'unique
élémenty de H tel que

y 2 C et 8 z 2 C; Re hx � y; z � yi � 0 :

Si C est un sous-espace vectoriel fermé deH , alors l'application pC est linéaire conti-
nue, de norme au plus1, et pC (x) est l'unique élémenty de C tel quex � y soit orthogonal
à tout élément deC.
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On appelle y = pC (x) la projection (orthogonale ou
hilbertienne) de x sur C, qui est donc l'unique point de
C tel que

d(x; y) = d(x; C ) :

LorsqueH est un espace de Hilbert réela, pour tout z 2
C, l'angle en y des vecteurs

�!
xy et

�!
zy est obtus.

a. les projections sur un convexe fermé non vide font encore sens

d(x; C)

xy

z

C

L'existence et l'unicité des projections sont des propriétés cruciales des espaces de
Hilbert. Par exemple dans l'espace de BanachR2 muni de la norme

k(x; y)k1 = max fj xj; jyjg ;

une projection d'un point x sur un convexe fermé non videC existe certes par un argument
de compacité dû à la dimension �nie, mais elle n'est pas forcément unique. Plus précisément,
le sous-espaceC des points (x; y) 2 R2 tels que y = 1 est un sous-espace a�ne (de
dimension �nie), donc est convexe fermé non vide. L'ensemble des projections dex = (0 ; 0)
sur C (c'est-à-dire des points deC minimisant la distance à x) est exactement le segment
[� 1; 1] � f 1g.

x

C

0

y

S(0; 1)
(R2; k � k1 )

Corollaire 1.12 Soient H un espace de Hilbert etE un sous-espace vectoriel deH .
(1) Si E est fermé, alorsE ? est un supplémentaire fermé deE :

H = E � E ? :

(2) Le sous-espaceE est dense dansH si et seulement siE ? = f 0g.

La seconde propriété donne un critère pratique, qui sera utilisé plusieurs fois dans ces
notes, pour démontrer la densité d'un sous-espace vectoriel d'un espace de Hilbert.

La première propriété est spéci�que aux espaces de Hilbert.En fait, tout espace de
Banach E 0 qui n'admet pas d'isomorphisme linéaire continuf : E 0 ! H 0, où H 0 est un
espace de Hilbert, contient un sous-espace vectoriel fermén'admettant pas de supplémen-
taire fermé (voir [LT1]).

Démonstration. (1) Nous avons déjà vu queE ? est fermé. Montrons que c'est un supplé-
mentaire deE. Puisque le produit scalaire deH est dé�ni positif, nous avonsE \ E ? = f 0g.
De plus, si pE est la projection orthogonale surE (qui existe parce queE est supposé
fermé), alors pour tout x dans H , x = pE (x) + ( x � pE (x)) et x � pE (x) 2 E ? par la
dernière assertion du théorème1.11, donc H = E + E ? .

(2) Par continuité du produit scalaire, E ? = E ? , et le résultat découle alors de (1).�
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Exercice E.2 Soit E un sous-espace vectoriel d'un espace de HilbertH . Montrer que
E �

�
E ?

� ? , et que
�
E ?

� ? = E si et seulement siE est fermé.

Dual d'un espace de Hilbert.

Si E est un espace vectoriel complexe, notonsE , et appelonsespace vectoriel conjugué
de E, l'espace vectorielE où la multiplication par un scalaire est remplacée par

(�; x ) 7! � x :

Remarquons que toute norme deE est une norme deE et réciproquement, et que tout
sous-espace vectoriel deE est un sous-espace vectoriel deE et réciproquement. Notons que
la notation E est ambiguë : on ne confondra pas, lorsqueE est un sous-espace vectoriel
d'un espace vectoriel complexe norméF , l'espace vectoriel conjuguéE et l'adhérenceE de
E dans F , le contexte permettant de lever l'ambiguïté.

Une forme sesquilinéairea : E � E ! C est une forme bilinéairea : E � E ! C. En
particulier, comme rappelé dans la partie1.1, si E est non nul et muni d'une norme, une
forme sesquilinéairea sur E est continue si et seulement si sa norme

kak = sup
x; y 2 E �f 0g

ja(x; y)j
kxkkyk

est �nie. L'inégalité de Cauchy-Schwarz (avec son cas d'égalité) dit que si E est un espace
préhilbertien, alors la norme de son produit scalaire (considéré comme une forme bilinéaire
E � E ! C) est égale à1.

Si E est muni d'une norme, il est facile de véri�er que l'application de E � dans ( E )� ,
qui à la forme linéaire continue` sur E associe la forme linéairè : x 7! `(x) sur E , est
bien dé�nie et qu'elle est un isomorphisme linéaire de l'espace vectoriel (conjugué du dual
topologique) E � dans l'espace vectoriel (dual topologique du conjugué)( E )� , par lequel
ces deux espaces vectoriels sont identi�és.

Le résultat suivant dit que le dual topologique d'un espace de Hilbert H est son espace
vectoriel normé conjuguéH .

Théorème 1.13 (Théorème de Riesz-Fréchet 8) Soient H un espace de Hilbert et
H � le dual topologique de son conjugué. L'application deH dans H � dé�nie par x 7!
f y 7! hx; yig est un isomorphisme linéaire et une isométrie entre la normede H et la
norme duale deH � .

Voici un corollaire du théorème1.13 de Riesz-Fréchet.

8.

Lax StampacchiaFréchet
(1878-1973) (1926- ) (1922-1970)

Fourier
(1768-1830)
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Corollaire 1.14 Soient H un espace de Hilbert eta : H � H ! C une forme sesquili-
néaire continue. Alors il existe un uniqueu 2 L (H ) tel que

8 x; y 2 H ; hu(x); yi = a(x; y) :

Si de plusa est hermitienne, alorsu est auto-adjoint, c'est-à-dire

8 x; y 2 H ; hu(x); yi = hx; u(y)i :

Nous reviendrons longuement sur la notion d'opérateur (linéaire continu) auto-adjoint
dans la partie 1.5.

Démonstration. Pour tout x dansH , l'application y 7! a(x; y) de H dansC est linéaire
continue. Donc par le théorème1.13de Riesz-Fréchet, il existe un unique élémentu(x) 2 H
tel que hu(x); yi = a(x; y) pour tout y dans H . Par unicité et linéarité à gauche dea,
l'application u est linéaire. Commeku(x)k2 = a(x; u(x)) � k ak kxk ku(x)k, l'application
linéaire u est continue.

La dernière a�rmation découle de ce que, pour tous lesx et y dans H ,

hu(x); yi = a(x; y) = a(y; x) = hu(y); xi = hx; u(y)i : �

Théorèmes de Lax 7-Milgram et de Stampacchia 7.

Soient H un espace de Hilbert etf : H � H ! C une forme sesquilinéaire. Comme
vu ci-dessus,f est continue si et seulement s'il existec � 0 telle que

8 x; y 2 H ; jf (x; y)j � ckxk kyk :

L'application f sera dite coercive s'il existe c0 > 0 telle que

8 x 2 H ; f (x; x ) � c0kxk2 :

Cette condition demande en particulier que pour tout x 2 H , l'élément f (x; x ) de C
soit un nombre réel. Par conséquent, sif est coercive, alors l'applicationx 7! f (x; x ) est
positive ou nulle, et ne s'annule qu'enx = 0 .

Théorème 1.15 (Théorème de Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert et
a : H � H ! C une forme sesquilinéaire, continue et coercive. Pour touteforme linéaire
continue ' 2 H � , il existe un uniqueu dans H tel que

8 v 2 H ; a(u; v) = ' (v) : (� )

De plus, si a est hermitienne, alorsu est l'unique élément deH tel que

1
2

a(u; u) � Re ' (u) = min
v2 H

� 1
2

a(v; v) � Re ' (v)
�

: (�� )

Le théorème de Lax-Milgram est un cas particulier du théorème suivant (prendre C =
H et utiliser le fait que si ` et `0 sont deux formes linéaires surH telles queRe` � Re`0,
alors ` = `0).
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Théorème 1.16 (Théorème de Stampacchia) Soient H un espace de Hilbert,a :
H � H ! C une forme sesquilinéaire continue coercive, etC un convexe fermé non vide
de H . Pour tout ' 2 H � , il existe un uniqueu dans C tel que

8 v 2 C; Re a(u; v � u) � Re ' (v � u) :

De plus, si a est hermitienne, alorsu est l'unique élément deC tel que

1
2

a(u; u) � Re ' (u) = min
v2 C

� 1
2

a(v; v) � Re ' (v)
�

:

Ce résultat est un outil simple et assez e�cace pour la résolution des équations aux
dérivées partielles linéaires elliptiques. Le lien entre l'équation (*) et le problème de mini-
misation (**) est à souligner. Dans le vocabulaire du calculdes variations, on dit que (*)
est l'équation d'Euler associée au problème de minimisation (**) : l'applicationF : H ! C
dé�nie par

F : u 7!
1
2

f (u; u) � ' (u)

est di�érentiable (en un sens que nous ne précisons pas ici),l'équation (*) étant alors
exactement l'équation

F 0(u) = 0 :

Cette relation, généralisée dans le théorème de Stampacchia, est souvent utilisée, en phy-
sique (principe de moindre action, minimisation d'énergie, ...), en mécanique (forme d'une
nappe élastique tendue au-dessus d'un obstacle) ou en �nance (optimisation sous contrainte
de stocks). Le point noir est qu'elle ne permet de traiter convenablement que des problèmes
linéaires, et que la plupart des phénomènes naturels (météorologie, mécanique des �uides,
...) ne le sont pas.

Bases hilbertiennes.

Soient H un espace de Hilbert et(En )n2 N une suite de sous-espaces vectoriels fermés
de H . On dit que H est la somme hilbertiennede (En )n2 N si

� les sous-espaces vectorielsEn sont deux à deux orthogonaux,

� le sous-espace vectoriel engendré par lesEn est dense dansH (ou, de manière
équivalente par le corollaire1.12 (2), son orthogonal est nul).

Nous notons alors (certains ouvrages omettant la barre)

H =
M

n2 N

En :

Attention, on ne confondra pas somme hilbertienne et somme d irecte.

Par exemple, soient(H n )n2 N une suite d'espaces de Hilbert etH l'espace de Hilbert
de l'exemple (4) ci-dessus. Pour toutn 2 N, notons En le sous-ensemble deH formé des
éléments deH dont tous les termes sauf peut-être len-ème sont nuls.

Exercice E.3 Montrer que En est un sous-espace vectoriel fermé deH , isomorphe à
l'espace de HilbertH n , et queH est la somme hilbertienne de la suite(En )n2 N.
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Le résultat suivant généralise, pour les sommes hilbertiennes, le théorème de Pythagore
pour les sommes directes orthogonales.

Théorème 1.17 (Théorème de Parseval) Soit H un espace de Hilbert, somme hilber-
tienne d'une suite(En )n2 N de sous-espaces vectoriels fermés. Pour toutx dansH , notons
xn = pEn (x) la projection hilbertienne de x sur le sous-espace vectoriel ferméEn . Alors
pour tout x dans H , les séries

P + 1
n=0 xn et

P + 1
n=0 kxn k2 sont convergentes et

x =
+ 1X

n=0

xn ;

kxk2 =
+ 1X

n=0

kxnk2 (�egalit�e de Parseval) :

Réciproquement, pour toute suite(xn )n2 N dans H telle quexn 2 En pour tout n, si la
série

P + 1
n=0 kxnk2 converge, alors la série

P + 1
n=0 xn est convergente, et six =

P + 1
n=0 xn ,

alors xn = pEn (x).

Remarquons que la série
P + 1

n=0 xn n'est en général pas normalement convergente (c'est-
à-dire que la série

P + 1
n=0 kxn k n'est pas forcément convergente). Nous utiliserons de manière

fréquente la partie réciproque de ce théorème.

Soit H un espace de Hilbert. SiH est de dimension �nie, unebase hilbertiennede H
est par dé�nition une base orthonormée deH . Si H est de dimension in�nie, une base
hilbertienne de H est une suite(en )n2 N dansH de vecteurs orthonormés qui engendre un
sous-espace vectoriel dense deH :

8 p 2 N; kepk = 1; 8 p; q 2 N; p 6= q ) h ep; eqi = 0 ; VectC(f en : n 2 Ng) = H :

Autrement dit, une base hilbertienne deH (lorsque H est de dimension in�nie) est une
suite (en )n2 N de vecteurs unitaires deH telle queH soit la somme hilbertienne des droites
vectorielles Cen (toute droite vectorielle dans H est fermée, par le corollaire1.8) :

H =
M

n2 N

Cen :

Attention, on ne confondra pas base hilbertienne et base (ve ctorielle).

En dimension in�nie, on peut montrer qu'une base hilbertienne n'est jamais une base
vectorielle. On s'autorisera à indexer les bases hilbertiennes par d'autres ensembles dénom-
brables queN ou f 0; : : : ; ng.

Remarques. (1) Si un espace de HilbertH admet une base hilbertienne, alorsH
est séparable. En e�et, l'ensemble des combinaisons linéaires (�nies), à coe�cients dans
Q[i ], des éléments d'une base hilbertienne deH est dense dansH . Nous montrerons la
réciproque dans le théorème1.18.
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(2) Il découle du théorème1.17 de Parseval que si(en )n2 N est une base hilbertienne
de H , alors pour tout x dans H , il existe une unique suite(� n )n2 N dans C telle que les
séries

P
n2 N � nen et

P
n2 N j� n j2 convergent, et

x =
X

n2 N

� nen et kxk2 =
X

n2 N

j� n j2 :

En e�et, � n est l'unique scalaire tel quepCen (x) = � nen , c'est-à-dire tel que

� n = hx; en i :

La suite (� n )n2 N est appelée la suite descoordonnées hilbertiennesde x dans la base
hilbertienne (en )n2 N.

Par la partie réciproque du théorème1.17 de Parseval, si(en )n2 N est une base hilber-
tienne deH , si (� n )n2 N est une suite dansC telle que la série réelle

P
n2 N j� n j2 converge,

alors la série
P

n2 N � nen converge dansH , et si x =
P

n2 N � nen , alors (� n )n2 N est la suite
des coordonnées hilbertiennes dex dans la base hilbertienne(en )n2 N.

Attention, on ne confondra pas coordonnées hilbertiennes e t
coordonnées vectorielles.

(3) Si (en )n2 N est une base hilbertienne d'un espace de HilbertH , alors un opérateur
continu u 2 L (H ) est déterminé par les valeurs qu'il prend sur les éléments decette base
hilbertienne : si (xn )n2 N est la suite des coordonnées hilbertiennes d'un élémentx de H ,
alors

u(x) = u
� X

n2 N

xnen

�
=

X

n2 N

xnu(en ) :

(La continuité de u est cruciale pour la véracité de la seconde égalité.)

Exemple. La suite
�

en : t 7! 1p
2�

enit
�

n2 Z
est une base hilbertienne de l'espace de

Hilbert L2(R=2� Z; C) des applications mesurables2� -périodiques deR dans C, de carré
intégrable sur [0; 2� ] pour la mesure de Lebesgue, modulo égalité presque partout.En
e�et, c'est clairement une suite orthonormée de vecteurs, dont l'espace vectoriel engendré
est dense pour la norme uniforme dans l'espace vectorielC(R=2� Z; C) des applications
continues 2� -périodiques deR dans C par le théorème de Stone-Weierstrass1.1; de plus,
la convergence uniforme implique la convergenceL2 par la compacité deR=2� Z, et le sous-
ensembleC(R=2� Z; C) est dense dans l'espace de HilbertL2(R=2� Z; C) (voir [Rud1] ou
[Coh]).

Pour toute fonction f dansL2(R=2� Z; C), les coordonnées hilbertiennes(cn (f ))n2 N de
f dans cette base hilbertienne sont par dé�nition lescoe�cients de Fourier 7 de f

cn (f ) = hf; en i =
1

p
2�

Z 2�

0
f (t) e� nit dt :

Par le théorème1.17de Parseval, on obtient la formule detransformation de Fourier inverse

f =
X

n2 Z

cn (f ) en =
1

p
2�

X

n2 Z

cn (f ) enit
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(attention, la convergence de cette série est dansL2(R=2� Z; C) ) et la formule de Parseval
pour les séries de Fourier

kf k2 =
� Z 2�

0
jf (t)j2 dt

� 1=2

=
� X

n2 Z

jcn (f )j2
� 1=2

:

Vu l'utilité des bases hilbertiennes, le résultat suivant sera bien pratique.

Théorème 1.18 Tout espace de Hilbert séparable admet au moins une base hilbertienne.

Si H est de dimension �nie, le résultat est connu, et la méthode usuelle se généralise
en dimension in�nie, comme indiqué ci-dessous.

Démonstration. Soit (vn )n2 N une suite dense dansH . Si H est de dimension in�nie,
quitte à extraire, nous pouvons supposer quevn+1 n'appartient pas au sous-espace vectoriel
engendré parf v0; : : : ; vng. Le procédé d'orthonormalisation de Gram9-Schmidt 8 fournit
alors une suite(en )n2 N dansH de vecteurs orthonormés qui engendre le même sous-espace
vectoriel que (vn )n2 N. �

Corollaire 1.19 Deux espaces de Hilbert séparables de dimension in�nie sontisomorphes.

Démonstration. Soient (en )n2 N et (f n )n2 N deux bases hilbertiennes de deux espaces de
Hilbert séparablesH et G respectivement, qui existent par le théorème précédent. Alors
l'unique application linéaire qui envoieen sur f n est un isomorphisme linéaire isométrique
d'un sous-espace vectoriel dense deH dans un sous-espace vectoriel dense deG, donc
se prolonge en un isomorphisme linéaire isométrique deH dans G (voir le théorème de
prolongement A.1). �

La notion de base hilbertienne s'étend aux espaces de Hilbert non séparables, en prenant
des familles de vecteurs indexées par des ensembles non dénombrables (voir par exemple
[Dix , chap. VIII, XI]). En utilisant le théorème de Zorn 8, le théorème1.18 reste valide
pour les espaces de Hilbert non séparables.

Convergence faible dans les espaces de Hilbert.

Soit H un espace de Hilbert. Nous dirons qu'une suite(f n )n2 N dans H converge
faiblement vers f 2 H si pour tout g 2 H , les produits scalaireshf n ; gi convergent vers
hf; g i dans C. Nous noterons cette convergence par le symbole* pour la distinguer de la
convergence forte (c'est-à-dire pour la norme hilbertienne) :

f n ! n! + 1 f () k f n � f k ! n! + 1 0 ;

f n * n! + 1 f () 8 g 2 H ; hf n ; gi ! n! + 1 hf; g i :

9.

SchmidtGram
(1850-1916) (1876-1959)

Zorn
(1906-1993)

Steinhaus
(1887-1972)
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Proposition 1.20 (1) Une suite dans H qui converge fortement versf 2 H converge
aussi faiblement versf .

(2) La propriété � toute suite dans H qui converge faiblement versf 2 H converge
fortement vers f � est vraie si et seulement si la dimension deH est �nie.

(3) Toute suite faiblement convergente est bornée.
(4) Si E et F sont des espaces de Hilbert, et siu 2 L (E; F ), alors l'image par u de

toute suite dansE faiblement convergente vers un élémentx 2 E est faiblement convergente
dans F vers u(x).

Démonstration. (1) Ceci découle de la continuité (forte) du produit scalaire.

(2) Si H est de dimension �nie, �xons une base orthonormée(e1; : : : ; ek ) de H . Une
suite (f n )n2 N de vecteurs deH converge versf si et seulement si les coordonnées def n

convergent vers les coordonnées def . Or les fonctions coordonnées sont exactement les
applications g 7! hg; ei i pour 1 � i � k. Donc si (f n )n2 N converge faiblement versg, alors
(f n )n2 N converge versg.

Réciproquement, siH est de dimension in�nie, alorsH admet un sous-espace vectoriel
fermé séparableH 0 de dimension in�nie (prendre l'adhérence du sous-espace vectoriel
engendré par une suite(vn )n2 N de vecteurs deH tels quevn+1 n'appartienne pas à l'espace
vectoriel engendré parv0; : : : ; vn , qui existe puisque la dimension deH est in�nie). Si
(en )n2 N est une base hilbertienne deH 0, alors la suite desen converge faiblement vers0
dansH quand n tend vers l'in�ni (car pour tout g 2 H , si g = g0 + g1 où g0 2 H 0 et g1 2
H ?

0 , alors la suite (� n )n2 N des coordonnées hilbertiennes deg0 dans la base hilbertienne
(en )n2 N tend vers 0 par la sommabilité des carrés des modules, ethen ; gi = hen ; g0i = � n ).
Mais ken k = 1 pour tout n 2 N, donc la suite desen ne converge pas fortement vers0.

(3) Soit (f n )n2 N une suite faiblement convergente versf 2 H . L'application `n : H !
C dé�nie par g 7! hg; f n i est une forme linéaire continue surH , de norme égale àkf nk par
l'inégalité de Cauchy-Schwarz et puisquè n ( f n

kf n k ) = kf nk si kf nk 6= 0 . Pour tout g 2 H ,
puisque hg; f n i tend vers hg; f i , nous avonssupn2 N k`n (g)k < + 1 . Par le théorème de
Banach-Steinhaus8 (voir par exemple [Bre]), nous avons doncsupn2 N k`nk < + 1 , donc la
suite

�
kf nk

�
n2 N est bornée.

(4) Nous verrons plus tard, dans la proposition1.37 (et le lecteur véri�era qu'il n'y a
pas de boucle logique), que pour toutu 2 L (E; F ), il existe u� 2 L (F; E ) tel que

8 x 2 E; 8 y 2 F; hu(x); yi F = hx; u � (y)i E :

Soit (xn )n2 N une suite qui converge faiblement versx dans E. Alors pour tout y 2 F ,
les produits scalaireshu(xn ); yi F = hxn ; u� (y)i E convergent vershx; u � (y)i E = hu(x); yi F .
Donc la suite

�
u(xn )

�
n2 N converge faiblement versu(x) dans F . �

Remarque. Si H est séparable de dimension in�nie, si(ek )k2 N est une base hilbertienne
de H , si (f n )n2 N converge faiblement versf 2 H alors, pour tout k, la suite desk-èmes
coordonnées hilbertiennesck (f n ) = hf n ; ek i de f n dans cette base hilbertienne converge vers
la k-ème coordonnée hilbertienneck (f ) de f quand n tend vers + 1 . Mais la réciproque
est fausse : sig =

P
n2 N

1
n en (qui converge bien dansH par le théorème de Parseval),

et si f n = n2en , alors lim n! + 1 hek ; f n i = 0 pour tout k 2 N, mais lim n! + 1 hg; f n i =
limn! + 1 n = + 1 , donc la suite (f n )n2 N ne converge pas faiblement vers0 (elle n'est
même pas bornée).
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Le résultat crucial suivant est une conséquence du théorèmede Riesz-Fréchet et du théo-
rème de Banach-Alaoglu (voir [Bre], ou l'appendiceA pour une démonstration condensée).

Théorème 1.21 (Théorème de compacité faible de la boule unit é fermée des
espaces de Hilbert) Si H est un espace de Hilbert, alors toute suite bornée dansH
admet une sous-suite faiblement convergente. �

Quitte à répéter des arguments de la proposition1.20, insistons sur l'importance de
prendre bien garde à ne pas confondre convergence faible et convergence forte : toute
suite qui converge fortement converge aussi faiblement, par continuité du produit scalaire.
Mais la réciproque est fausse : siH n'est pas de dimension �nie, le théorème de Riesz1.7
implique qu'il existe toujours (au moins) une suite bornée dansH (et même contenue dans
la boule unité fermée) qui n'admet pas de sous-suite fortement convergente, ce qui contredit
la version pour la topologie forte du théorème ci-dessus. Pour un exemple explicite, dans
l'espace de Hilbert `2(C) (voir l'exemple (4) ci-dessus), considérons la suite(en )n2 N dans
`2(C) telle que, pour tout n dans N, le vecteur en soit la suite dans C dont tous les
coe�cients sont nuls sauf le n-ème, égal à1. Alors la suite (en )n2 N est bornée : lesen sont
de norme1. Mais la suite ne converge pas : il est facile de voir qu'elle converge faiblement
vers 0, et donc si elle convergeait fortement quitte à extraire vers un élémentx de `2(C),
celui-ci devrait être égal à0; mais par continuité de la norme, il devrait aussi être de norme
1, ce qui est impossible.

Néanmoins, le théorème1.21 a une grande importance, car l'utilisation de techniques
de compacité peut être extrêmement utile, en particulier pour résoudre des problèmes
d'extrema de fonctionnelles sur les espaces de Hilbert (nous en verrons un exemple dans la
proposition 2.22de la partie 2.4). C'est en grande partie grâce à ce théorème1.21qu'il est
bien plus facile de travailler dans les espaces de Hilbert que dans des espaces de Banach
quelconques.

La proposition suivante donne parfois un moyen de passer de la convergence faible à la
convergence forte dans un espace de Hilbert.

Proposition 1.22 Soient H un espace de Hilbert et(xn )n2 N une suite dansH qui
converge faiblement versx 2 H . Si (kxn k)n2 N converge verskxk, alors (xn )n2 N converge
fortement vers x.

La réciproque est bien sûr vraie, par continuité de la norme.

Démonstration. L'hypothèse implique que le second membre de l'égalité

kxn � xk2 = kxnk2 + kxk2 � 2 Rehxn ; xi

converge vers0. �

Une partie A de H est dite faiblement ferméesi pour toute suite (xn )n2 N dans A qui
converge faiblement versx, l'élément x appartient encore à A. Par l'assertion (1) de la
proposition 1.20, toute partie faiblement fermée deH est fermée. La réciproque est fausse
en général, car siH est séparable, de dimension in�nie, si(en )n2 N est une base hilbertienne
de H , alors f en : n 2 Ng est une partie fermée deH , mais non faiblement fermée. Une
réciproque partielle est fournie par la première assertionde la proposition suivante.

Une application f : H ! R est dite convexesi pour tous lesx; y 2 H et t 2 [0; 1],
nous avonsf (tx + (1 � t)y) � tf (x) + (1 � t)f (y).
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Proposition 1.23 (1) Tout convexe fermé deH est faiblement fermé.
(2) Toute application continue convexef : H ! R est faiblement semi-continue infé-

rieurement, c'est-à-dire que pour toute suite(xn )n2 N faiblement convergente versx, nous
avons lim inf n! + 1 f (xn) � f (x).

Démonstration. (1) Les demi-espaces fermésHw;a dé�nis, pour tous les w 2 H et a 2 R,
par

Hw;a = f z 2 H : Rehw; zi � ag ;

sont clairement faiblement fermés, et toute intersection de parties faiblement fermées est
encore faiblement fermée. Or tout convexe fermé est l'intersection des demi-espaces fermés
le contenant : par le théorème1.11, pour tout convexe fermé non videC, pour tout x =2 C,
si y est la projection dex sur C, si w = x � y et si a = Re hw; yi , alors C est contenu dans
Hw;a (car Rehx � y; z � yi � 0 pour tout z 2 C) qui ne contient pasx (car Rehw; xi � a =
kx � yk2 > 0). Le résultat en découle.

(2) Soit (xn )n2 N une suite dansH qui converge faiblement versx 2 H . Supposons
par l'absurde quelim inf n! + 1 f (xn ) < f (x). Soient � 2 ]lim inf n! + 1 f (xn ); f (x)[ et C� =
f x 2 H : f (x) � � g. Alors C� est un convexe fermé deH , car f est continue et convexe,
donc C� est faiblement fermé par (1). Soit(xnk )k2 N une suite extraite telle quef (xnk ) � �
pour tout k 2 N (elle existe par la dé�nition d'une limite inférieure). Alo rs (xnk )k2 N est
une suite contenue dansC� , qui converge faiblement versx, donc x 2 C� par fermeture
faible. D'où f (x) � � , une contradiction. �

1.3 Spectre des opérateurs continus

Soient E un espace vectoriel normé complexe etu un opérateur continu deE (c'est-à-
dire un élément deL (E), voir les rappels de terminologie1.1).

Une valeur régulière de u est un élément � 2 C tel que u � � id soit inversible dans
L (E). L'ensemble des valeurs régulières deu est appelé l'ensemble résolvantde u. Un
élément deC qui n'est pas une valeur régulière deu est appelé unevaleur spectralede u.
L'ensemble des valeurs spectrales est appelé lespectre de u, et noté Sp(u). L'application
Ru : C � Sp(u) ! L (E) dé�nie par � 7! (u � � id) � 1 s'appelle l'application résolvantede
u. Le rayon spectral de u est

� (u) = sup
� 2 Sp(u)

j� j

(avec la convention usuelle que� (u) = �1 si Sp(u) est vide).
Une valeur propre de u est un élément� 2 C tel que le noyau deu � � id soit non nul

(ou, de manière équivalente, tel que l'application linéaire u � � id ne soit pas injective).
Le sous-espace vectorielKer(u � � id) est alors appelé l'espace propre deu associé à� .
La dimension de cet espace propre (qui peut être in�nie) est appelée lamultiplicité de � .
Un élément non nul deKer(u � � id) est appelé unvecteur propre deu associé àla valeur
propre � . L'ensemble des valeurs propres est notéVp(u), et aussi appelé lespectre ponctuel
de u.

Le spectre résiduelde u est l'ensemble, notéSpres(u), des � 2 C non valeurs propres
tels que l'image deu � � id ne soit pas dense dansE.

Par exemple, siE 6= f 0g et si u est l'opérateur nul, alors Sp(u) = Vp( u) = f 0g et
Spres(u) = ; . Si E 6= f 0g et si u est l'opérateur identité, alors Sp(u) = Vp( u) = f 1g et
Spres(u) = ; .
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Remarques. (1) Si E est de dimension �nie n, alors tout opérateur linéaire deE
est continu et tout sous-espace vectoriel deE est fermé. Doncu � � id est inversible si
et seulement siu � � id est injectif, si et seulement siu � � id est surjectif. Le spectre
résiduel deu est donc vide. Les valeurs spectrales deu sont donc les valeurs propres de
u, et aussi les valeurs propres de la matriceU de u dans n'importe quelle base deE. Ce
sont les (n en comptant avec multiplicité) racines complexes du polynôme caractéristique
det(u � X id) = det( U � X In). La multiplicité d'une valeur spectrale de u est inférieure
ou égale à la multiplicité de la racine correspondante du polynôme caractéristique deu,
avec égalité siu est diagonalisable. Le rayon spectral deu est alors la plus grande valeur
absolue d'une racine du polynôme caractéristique deu.

(2) Rappelons le théorème suivant (voir par exemple [Bre] pour une démonstration),
qui implique qu'un élément de L (E) est inversible dansL (E) si et seulement s'il est
bijectif.

Théorème 1.24 (Théorème de Banach) Soient E et F deux espaces de Banach réels
ou complexes etf : E ! F une application linéaire continue bijective. Alors f � 1 : F ! E
est aussi continue. �

En particulier, si E est un espace de Banach complexe, alors un nombre complexe� est
une valeur régulière d'un opérateur continuu si et seulement siu � � id est bijectif. Cette
remarque est souvent utile, et sera utilisée sans plus de commentaire dans la suite de ces
notes.

(3) Puisque bijectif implique injectif, toute valeur propr e est une valeur spectrale :

Vp(u) � Sp(u) :

En dimension �nie, nous venons de voir que cette inclusion est une égalité. Mais cette
inclusion peut être stricte en dimension in�nie, voir les exercicesE.6 et E.7 ci-dessous.

Prendre bien garde à ne pas confondre
valeur spectrale et valeur propre

(4) Si l'image de u � � id n'est pas dense, alorsu � � id n'est pas surjectif. Puisque
bijectif implique surjectif, le spectre résiduel est donc contenu dans le spectre :

Spres(u) � Sp(u) ;

et par dé�nition, nous avons mêmeSpres(u) � Sp(u) � Vp(u).

(5) Pour tout � dans C � f 0g, nous avons

Sp(�u ) = � Sp(u); Vp( �u ) = � Vp(u); Spres(�u ) = � Spres(u)

et
� (�u ) = j� j � (u) :
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(6) Pour tout � dans C, nous avons

Sp(u + � id) = � + Sp(u); Vp(u + � id) = � + Vp( u); Spres(u + � id) = � + Sp res(u) :

(7) Si u est inversible, alors le spectre de son inverseu� 1 est l'ensemble des inverses
des éléments du spectre deu :

Sp(u� 1) = Sp( u)� 1 :

En e�et, si u est inversible, alors0 n'appartient ni au spectre de u ni à celui de u� 1 ; de
plus, pour tout nombre complexe non nul� , l'opérateur continu u� 1 � � id est inversible
si et seulement siu � 1

� id = � 1
� u(u� 1 � � id) est inversible.

Les points (5), (6) et (7) sont des cas particuliers d'applications du calcul fonctionnel
continu, que nous introduirons dans le théorème1.45.

(8) Soient E1 et E2 deux espaces de Banach réels ou complexes. Deux opérateurs conti-
nus u1 2 L (E1) et u2 2 L (E2) sont dit conjuguéss'il existe un isomorphisme d'espaces de
Banach (c'est-à-dire un isomorphisme linéaire continu, donc d'inverse continu) v : E1 ! E2

tel que le diagramme suivant soit commutatif

E1
u1�! E1

v # # v

E2
u2�! E2

(c'est-à-dire tels queu2 = v � u1 � v� 1). Un tel isomorphisme v est appelé uneconjugaison
entre u1 et u2. La relation � être conjugué � est clairement une relation d' équivalence sur
L (E1).

Si deux opérateurs continusu1 2 L (E1) et u2 2 L (E2) sont conjugués, alors ils ont
même spectre, même spectre ponctuel, et même spectre résiduel :

Sp(u1) = Sp( u2); Vp(u1) = Vp( u2); Spres(u1) = Sp res(u2) :

En e�et, si v est une conjugaison entreu1 et u2, alorsu1� � id est inversible (respectivement
injectif, non injectif d'image non dense) si et seulement siv � (u1 � � id) � v� 1 = u2 � � id
est inversible (respectivement injectif, non injectif d'image non dense).

Ceci fournit une méthode de calcul de spectre d'un opérateurcontinu u, en exhibant
une conjugaison deu avec un opérateur continu dont on connait déjà le spectre.

LorsqueE1 et E2 sont de plus des espaces de Hilbert, nous dirons qu'une application v
comme ci-dessus est uneconjugaison unitaire entre u1 et u2 si elle est de plus isométrique.
Nous dirons alors queu1 et u2 sont unitairement conjugués. La relation � être unitairement
conjugué � est encore une relation d'équivalence surL (E1).

Exercice E.4 Soient E un espace de Banach complexe etu 2 L (E). Soient n 2 N � f 0g
et E1; : : : ; En des sous-espaces fermés deE tels que u(E i ) � E i pour i = 1 ; : : : ; n et
E =

L n
i =1 E i . Montrer que

Sp(u) =
n[

i =1

Sp(ujE i ); Vp(u) =
n[

i =1

Vp(ujE i ); Spres(u) =
� n[

i =1

Spres(ujE i )
�

� Vp(u) :
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Attention, le résultat de cet exercice n'est plus vrai si on remplace somme directe par
somme hilbertienne (voir par exemple l'exerciceE.6).

Théorème 1.25 Soient E un espace de Banach complexe etu 2 L (E).
(i) Le spectre Sp(u) de u est un compact deC, contenu dans la boule de centre0 et de

rayon kuk :
� (u) � k uk :

(ii) Le spectre Sp(u) de u est non vide si et seulement siE 6= f 0g.
(iii) Si Sp(u) est non vide, alors

� (u) = lim
n! + 1

kun k
1
n = inf

n2 N�f 0g
kunk

1
n :

Démonstration. (i) Montrons que le rayon spectral deu est au plus kuk. Soit � 2 C
tel que j� j > kuk. Soit v = u

� 2 L (E), alors kvk < 1. Donc par la proposition 1.2 (2),
l'élément id � v est inversible dans l'algèbre de BanachL (E). D'où u � � id = � � (id � v)
est inversible dansL (E) car � 6= 0 . Par conséquent,� est une valeur régulière deu. Le
résultat en découle par contraposition.

Montrons que l'ensemble résolvant deu est ouvert. Ceci découle de la proposition1.2
(3), mais donnons-en une démonstration directe. Soit� 0 une valeur régulière deu, posons
v0 = ( u � � 0 id) � 1. Pour tout � 2 C tel que j� � � 0j < 1

kv0k , soit v = ( � � � 0)v0 2 L (E),
qui véri�e kvk < 1. Donc par la proposition 1.2 (2), l'élément id � v est inversible dans
L (E). D'où le produit de deux éléments inversibles

(u � � 0 id) � (id � v) = ( u � � 0 id) �
�

id � (� � � 0)(u � � 0 id) � 1�

= ( u � � 0 id) � (� � � 0) id

= u � � id

est inversible dansL (E). Par conséquent,� est une valeur régulière deu. Ceci montre que
l'ensemble résolvant deu est ouvert.

Il en découle que le spectre deu est fermé (son complémentaire, l'ensemble résolvant,
est ouvert) et borné (contenu dans la boule de centre0 et de rayon kuk). Donc Sp(u) est
compact.

(ii) Pour montrer les deux dernières assertions du théorème1.25, nous avons besoin que
E soit un espace de Banach complexe, car nous allons utiliser des arguments d'applications
analytiques complexes. Dans la partie1 de ces notes, il n'y a que dans la démonstration
de ces assertions (ii) et (iii) que nous aurons besoin de telsarguments. En particulier, le
premier point du théorème1.25reste valable siE est un espace de Banach réel. Un lecteur
qui n'a pas suivi de cours d'analyse complexe peut ou bien consulter l'appendice B et
admettre les résultats rappelés ci-dessous, ou bien simplement admettre les assertions (ii)
et (iii) du théorème 1.25, et passer à la suite.

Soient E un espace de Banach complexe etU un ouvert de C. Rappelons (voir par
exemple [Die1]) qu'une application f : U ! E est analytique complexesi pour tout z0 2 U,
il existe r > 0 et une suite (cn )n2 N dans E tels que B (z0; r ) � U et la série entièreP

n2 N(z � z0)ncn converge normalement surB (z0; r ), de somme égale àf (z) pour tout
z 2 B (z0; r ). Une telle suite(cn )n2 N est alors unique. Une application analytique complexe
est en particulier continue. Nous aurons aussi besoin du résultat suivant.
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Théorème 1.26 (Théorème de Liouville, voir par exemple [Die1, 9.11.1].) Si f : C ! E
est une application analytique complexe bornée, alorsf est constante. �

Ces techniques d'analyse complexe pourront être appliquées dans notre cadre grâce au
résultat suivant. Rappelons queL (E), muni de la norme d'opérateur, est un espace de
Banach complexe, siE l'est.

Proposition 1.27 Soient E un espace de Banach complexe etu 2 L (E). L'application
résolvanteRu : C � Sp(u) ! L (E), dé�nie par � 7! (u � � id) � 1, est analytique complexe.

Démonstration. Reprenons les arguments utilisés pour montrer que l'ensemble résolvant
de u est ouvert. Soit � 0 une valeur régulière deu, posonsv0 = ( u � � 0 id) � 1. Pour tout
� 2 C tel que j� � � 0j < 1

kv0k , nous avons vu queu � � id est inversible, d'inverse

(u � � id) � 1 = (id � (� � � 0)v0)� 1 � (u � � 0 id) � 1 =
� X

n2 N

(� � � 0)nvn
0

�
� v0 ;

par la proposition 1.2 (2). Puisque j� � � 0j < 1
kv0k , la série

P
n2 N(� � � 0)nvn+1

0 est normale-
ment convergente. Donc l'applicationRu (qui est développable en série entière sur le disque
ouvert B (� 0; 1

kv0 k ) pour tout � 0 2 C � Sp(u) ) est, par dé�nition, analytique complexe sur
son domaine de dé�nition C � Sp(u) (qui est ouvert par l'assertion (i) du théorème1.25).
�

Revenons à la démonstration de l'assertion (ii) du théorème1.25. Supposons queE ne
soit pas réduit au vecteur nul. Montrons par l'absurde que lespectre deu est non vide. Si
ce n'est pas le cas, l'ensemble résolvant deu est égal àC tout entier, et donc l'application
résolvanteRu est dé�nie sur tout C. En particulier, u = u� 0 id est inversible, donckuk 6= 0 .

Montrons que l'application Ru est bornée. Sij� j > kuk, alors par la proposition1.2 (2),

(u � � id) � 1 = � � � 1(id � � � 1u)� 1 = � � � 1
X

n2 N

� � nun : (5)

Si j� j > 2kuk, il en découle que

k(u � � id) � 1k � j � � 1j
X

n2 N

j� j� nkukn = j� � 1j
1

1 � j � j� 1kuk
=

1
j� j � k uk

�
1

kuk
< + 1 :

L'application Ru est donc bornée en dehors du disque fermé de centre0 et de rayon 2kuk.
Puisqu'elle est continue, elle est aussi bornée sur ce disque (qui est compact), doncRu est
bornée.

Par le théorème de Liouville1.26, l'application Ru , analytique complexe (par la pro-
position 1.27) et bornée surC, est constante. Donc l'application � 7! Ru(� )� 1 = u � � id
est constante. Ceci est visiblement absurde : soitx un élément non nul de E, alors
u(x) 6= u(x) � x, donc u � 0 id 6= u � 1 id (en fait, l'application � 7! u � � id, de toute
partie de C à valeurs dansL (E), est injective si E 6= f 0g).

Notons que siE = f 0g, alors L (E) possède un seul élément (l'application nulle), donc
pour tout � 2 C, nous avonsu � � idE = id E , qui est inversible. DoncSp(u) est vide si
E = f 0g. L'assertion (ii) du théorème 1.25 en découle.

(iii) Montrons la dernière formule du théorème 1.25 sur le rayon spectral deu. Nous
aurons besoin d'autres résultats sur les applications analytiques complexes.
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Théorème 1.28 (Développement de Laurent) (voir par exemple [Die1, Ÿ9.14]) Soient
E un espace de Banach complexe etf : B (0; r ) � f 0g ! E une application analytique
complexe du disque ouvert dansC de centre0 et de rayonr > 0 privé de l'origine à valeurs
dans E. Alors il existe une et une seule suite(cn )n2 Z dans E telle que

� la série
P

n2 N zn cn converge pour toutz 2 B (0; r ),
� la série

P
n2 N�f 0g z� nc� n converge pour toutz 6= 0 , et

� pour tout z dans B (0; r ) � f 0g, nous ayonsf (z) =
P

n2 Z zncn . �

La série
P

n2 Z zncn est appelée ledéveloppement de Laurentde f .

Si (cn )n2 N est une suite dansE, rappelons (voir par exemple [Rud1]) que le rayon
de convergenceR 2 [0; + 1 ] de la série entière

P
n2 N(z � z0)ncn est la borne supérieure

des r > 0 tels que la série
P

n2 N(z � z0)ncn converge pour tout z dans B (z0; r ), et que
la formule de Cauchyqui permet d'exprimer le rayon de convergenceR en fonction des
coe�cients (cn )n2 N est

1
R

= lim sup
n! + 1

kcn k
1
n : (6)

Après ces rappels, montrons l'assertion (iii) du théorème1.25. Par la dé�nition du
rayon spectral � (u) et par la proposition 1.27, l'application f : z 7! 1

z Ru( 1
z ) est dé�nie et

analytique complexe surB (0; 1
� (u) )�f 0g. Par la formule (5) où l'on pose� = 1

z , elle coïncide

sur le disque épointéB (0; 1
kuk ) � f 0g avec la série entière�

P
n2 N znun (qui converge si

jzj < 1
kuk ). Par unicité du développement de Laurent et puisque� (u) � k uk, cette série

entière est donc le développement de Laurent def sur B (0; 1
kuk ) � f 0g. Et puisque f est

dé�nie et analytique complexe sur B (0; 1
� (u) ) � f 0g, cette série entière converge en tout

point z de ce disque, par les propriétés du développement de Laurent. Par la dé�nition du
rayon de convergenceR de cette série entière, nous avons doncR � 1

� (u) .

Réciproquement, sij� j > 1
R , alors 1

j� j < R et la série
P

n2 N � � nun converge, par dé�ni-

tion du rayon de convergenceR. Donc u � � id est inversible (d'inverse� � � 1 P
n2 N � � nun ,

par un calcul immédiat), et donc � n'appartient pas au spectre deu. Ceci étant vrai pour
tout � 2 C tel que j� j > 1

R , nous avons donc� (u) � 1
R , et par conséquent� (u) = 1

R .
Par la formule de Cauchy (6), nous avons donc

� (u) = lim sup
n! + 1

kunk
1
n :

Puisque kun+ mk � k unk kum k pour tous les n; m dans N par les propriétés de la norme
d'opérateur, le fait que

� (u) = lim sup
n! + 1

kunk
1
n = lim

n! + 1
kunk

1
n = inf

n2 N�f 0g
kun k

1
n

découle de l'exercice classique suivant, en prenant le logarithme.

Lemme 1.29 Soit (an )n2 N une suite de réels qui est sous-additive, c'est-à-dire telle que
an+ m � an + am pour tous lesn; m dans N. Alors la suite ( an

n )n2 N converge dansR =
[�1 ; + 1 ], et sa limite est inf n2 N�f 0g

an
n .
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Démonstration. Fixons m 2 N non nul. Pour tout n dans N, la division euclidienne
dit qu'il existe un unique couple (qn ; rn ) 2 N2 tel que n = mqn + rn et 0 � rn < m .
En particulier, puisque rn ne prend qu'un nombre �ni de valeurs, limn! + 1

qn
n = 1

m et
limn! + 1

ar n
n = 0 . Or

an = amqn + r n � qn am + ar n

par sous-additivité. Donc lim supn! + 1
an
n � am

m . En prenant la borne inférieure surm,
nous avons donclim supn! + 1

an
n � inf m2 N�f 0g

am
m . D'où

inf
n2 N�f 0g

an

n
� lim inf

n! + 1

an

n
� lim sup

n! + 1

an

n
� inf

m2 N�f 0g

am

m
:

Les termes aux deux extrémités de cette suite d'inégalités étant égaux, les limites inférieures
et supérieures sont égales, et égales à la borne inférieure.Le lemme en découle. �

Ceci conclut la démonstration du théorème1.25. �

Contrairement au cas des opérateurs auto-adjoints des espaces de Hilbert que nous
verrons plus tard (proposition 1.38 (v)), il n'est pas toujours vrai que le rayon spectral
de u est égal à la norme deu : si n � 2 et u : Cn ! Cn est une application linéaire non
nulle, de matrice triangulaire supérieure stricte dans la base canonique deCn , alors la seule
valeur propre de u étant 0, le spectre deu est réduit à f 0g; cet opérateur continu u est
donc de norme non nulle (car il est non nul), mais son rayon spectral est nul. Voir aussi
l'exercice E.12.

Exercice E.5 Soient E un espace de Banach complexe non réduit àf 0g et u; v 2 L (E)
deux opérateurs linéaires continus qui commutent (c'est-à-dire tels que u � v = v � u).
Montrer que

� (u � v) � � (u)� (v) :

Rappelons que pour tout� � 0, une partie P d'un espace métriqueX est dite � -dense
dans X si tout point de X est à distance au plus� d'au moins un point de P. Rappelons
aussi que tout compactC de C est séparable : il su�t de prendre pour partie dénombrable
dense dansC la réunion

S
n2 N An où An est une partie �nie 1

n -dense dansC, pour tout
n 2 N.

Donc comme le montre l'exercice suivant (en traitant à part le cas de la partie vide,
qui est le spectre de l'unique opérateur linéaire de l'espace vectoriel nul), tout compact de
C est le spectre d'au moins un opérateur linéaire continu.

Exercice E.6 Soit H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie, soit
(en )n2 N une base hilbertienne deH , soit C un compact non vide deC, et soit (� n )n2 N

une suite dense dansC (c'est-à-dire telle quef � n : n 2 Ng soit une partie dense deC).
Montrer qu'il existe un et un seul opérateur continuu 2 L (H ) tel que u(en ) = � nen

pour tout n 2 N. Un tel opérateur continu est appelé unopérateur diagonal dans la base
hilbertienne choisie.

Montrer que le spectre deu est le compactC prescrit :

Sp(u) = C ;

que les valeurs propres deu sont les� n pour n 2 N (dont on calculera les espaces propres) :

Vp(u) = f � n : n 2 Ng ;
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et que le spectre résiduel deu est vide :

Spres(u) = ; :

Exercice E.7 Soit H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie, soit
(en )n2 N une base hilbertienne deH , et soit u 2 L (H ) l'opérateur linéaire dé�ni parP

i 2 N x i ei 7!
P

i 2 N x i ei +1 . (Cet opérateur est appelé l'opérateur de décalagedans la base
hilbertienne choisie.)

Montrer que u est bien dé�ni et continu, qu'il n'a pas de valeur propre :

Vp(u) = ; ;

que son spectre est le disque unité fermé :

Sp(u) = f z 2 C : jzj � 1g ;

et que son spectre résiduel est le disque unité ouvert :

Spres(u) = f z 2 C : jzj < 1g :

L'application qui à un opérateur continu associe son spectre véri�e une propriété de
semi-continuité. Rappelons qu'une applicationf d'un espace métriqueX dansR est semi-
continue supérieurementen un point x0 de X si elle véri�e l'une des deux assertions équi-
valentes suivantes :

� pour tout � > f (x0), il existe un voisinage ouvertV de x0 dansX tel que pour tout
x 2 V , on ait f (x) � � ;

� pour toute suite (yi ) i 2 N qui converge versx0 dans X , nous avons

lim sup
i ! + 1

f (yi ) � f (x0) :

Bien sûr, si f est continue en x0, alors f est semi-continue supérieurement enx0. Une
application f : X ! R est dite semi-continue supérieurementsi elle est semi-continue
supérieurement en tout point deX . Un exemple typique d'application semi-continue su-
périeurement, mais non continue, est l'application deR dansR, qui est nulle sauf au point
0, et vaut 1 en 0. On montre aussi facilement qu'une applicationf : X ! R est semi-
continue supérieurement si et seulement si pour tout� 2 R, la partie f x 2 X : f (x) � � g
est fermée dansX , et que la borne inférieuref = inf i 2 I f i d'une famille (f i ) i 2 I d'appli-
cations semi-continues supérieurement (par exemple continues) est encore semi-continue
supérieurement. (Voir par exemple [Dix , Die2, Pau] pour ces notions et des compléments.)

Proposition 1.30 Soit E un espace de Banach complexe.
(1) Si (ui ) i 2 N est une suite dansL (E) qui converge versu 2 L (E), si � i est un point

du spectre deui pour tout i 2 N, si la suite (� i ) i 2 N converge vers un point� dans C, alors
� appartient au spectre deu.

(2) Si E 6= f 0g, l'application rayon spectral � : L (E) ! R, dé�nie par u 7! � (u), est
semi-continue supérieurement.
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Démonstration. (1) Par contraposée, si� n'appartient pas au spectre deu, alors u � � id
est inversible. Donc pouri su�samment grand, l'opérateur continu ui � � i id, qui est proche
de u � � id, est encore inversible (voir la proposition1.2 (3)). Donc � i n'appartient pas au
spectre deui , ce qui contredit les hypothèses. Cette première propriétéest encore vraie si
E est un espace de Banach réel.

(2) Tout d'abord, les spectres des opérateurs continus d'espaces de Banach complexes
non nuls étant non vides, l'application � est bien dé�nie. Donnons deux démonstrations de
cette assertion (2).

Pour la première démonstration, l'application du produit L (E)n dans L (E), dé�nie
par (u1; : : : ; un ) 7! u1 � � � � � un , est continue. En e�et, par récurrence, il su�t de le faire
pour le casn = 2 . Le résultat découle alors du fait que siu est su�samment proche de u0

et si v est su�samment proche de v0, alors kvk � k v0k + 1 , et

ku � v � u0 � v0k = k(u � v � u0 � v) + ( u0 � v � u0 � v0)k

� k u � u0k kvk + ku0k kv � v0k

� k u � u0k
�
kv0k + 1

�
+ ku0k kv � v0k ;

qui est proche de0. Par composition avec l'application continue deL (E) dans L (E)n

dé�nie par u 7! (u; u; : : : ; u), l'application u 7! un est donc continue. Donc, par le théorème
1.25 (3), l'application

� : u 7! inf
n2 N�f 0g

kunk
1
n ;

qui est une borne inférieure d'applications continues, estsemi-continue supérieurement.

Pour la deuxième démonstration, nous allons utiliser le point (1) de la proposition 1.30.
Puisque L (E) est un espace vectoriel normé, donc un espace métrique, nousutilisons le
critère de semi-continuité supérieure rappelé ci-dessus.Soit (ui ) i 2 N une suite dansL (E)
qui converge versu 2 L (E).

Notons ` = lim sup i ! + 1 � (ui ) et montrons que` � � (u), ce qui conclut.
Tout d'abord, ` est �ni, car la suite (ui ) i 2 N convergeant versu, la suite

�
kui k

�
i 2 N

converge verskuk, donc reste bornée, et� (ui ) � k ui k. Soit (ui k )k2 N une suite extraite telle
que ` = lim k! + 1 � (ui k ).

Puisque le spectre deui est non vide et compact (par le théorème1.25 (i) et (ii)), il
existe � i 2 Sp(ui ) tel que j� i j = � (ui ). La suite (� i k )k2 N, qui reste dans un borné deC,
converge, quitte à extraire une nouvelle fois, vers un élément de C noté � . Par le point (1)
de la proposition 1.30, l'élément � appartient au spectre deu, donc le rayon spectral� (u)
est au moins égal àj� j. D'où

` = lim
k! + 1

� (ui k ) = lim
k! + 1

j� i k j = j� j � � (u) ;

ce qu'il fallait démontrer. �

En dimension �nie, l'application rayon spectral est même continue, ainsi que l'applica-
tion qui à un opérateur linéaire associe son spectre, au senssuivant. Pour tout � > 0 et
pour toute partie A d'un espace métriqueX , nous notons

V� (A) = f x 2 X : 9 a 2 A; d(x; a) < � g

le � -voisinage ouvert deA dans X .
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Exercice E.8 a) Soient X un espace métrique (de distance notéed), et P c(X ) l'ensemble
des fermés bornés non vides deX . Considérons l'application dH : P c(X ) � P c(X ) !
[0; + 1 [ dé�nie par

dH (K; K 0) = max
n

sup
x2 K

d(x; K 0); sup
x02 K 0

d(x0; K )
o

= inf
�

� > 0 : K � V� (K 0) et K 0 � V� (K )
	

:

Montrer que dH est une distance surP c(X ), invariante par les isométries deX : pour
toute isométrie f de X , nous avonsdH (f (K ); f (K 0)) = dH (K; K 0). Cette distance, qui
dépend bien sûr de la distanced sur X , est appelée ladistance de Hausdor� sur P c(X ).

b) Soit E un espace vectoriel normé complexe de dimension �nie non nulle. Montrer
que l'application deL (E) dans P c(C) dé�nie par u 7! Sp(u) est continue.

c) Pour tenir compte des multiplicités, on peut montrer aussi le résultat plus précis
suivant. Notons M C(C) l'ensemble des mesures complexes surC, qui est un espace de
Banach pour la normek� k = j� j(C), où j� j est la mesure positive associée à� (voir par
exemple [Coh, Chap. 4] et les rappels de la partie1.1). Pour tout x 2 C, notons � x la
masse de Dirac unité enx. Soit E un espace vectoriel normé complexe de dimension �nie.
Montrer que l'application de L (E) dans M C(C) dé�nie par u 7!

P
� 2 Sp(u) mu(� ) � � est

continue, où mu(� ) est la multiplicité d'une valeur propre� de u, lorsqueM C(C) est muni
de la topologie vague (ou faible-étoile), qui est la moins �ne rendant continue les évaluations
des mesures sur les fonctions continues à support compact, voir par exemple [Pau, Ÿ2.8].

d) Soit E un espace vectoriel normé de dimension �nie non nulle. Montrer que l'appli-
cation rayon spectral � : L (E) ! R, dé�nie par u 7! � (u), est continue.

1.4 Opérateurs compacts.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés complexes. Notons

B E = f x 2 E : kxk � 1g

la boule unité fermée deE. Un élément u de L (E; F ) est dit compact s'il véri�e l'une des
trois conditions équivalentes suivantes :

� u( B E ) est d'adhérence compacte dansF (pour la topologie forte),

� l'image par u de tout borné deE est d'adhérence compacte dansF ,

� pour toute suite (xn )n2 N dans E telle que kxnk � 1 pour tout n 2 N, la suite
(u(xn ))n2 N admet une sous-suite convergente dansF .

Véri�ons l'équivalence de ces conditions.
Il est immédiat que la seconde condition entraîne la première. Pour montrer l'implica-

tion inverse, soit B un borné deE. Alors B est contenu dans une boule fermée de centre
0 et de rayon r pour un certain r > 0. Or u( B (0; r )) = r u ( B E ) par linéarité de u. De
plus, les homothétiesx 7! rx étant des homéomorphismes,u( B (0; r )) est d'adhérence
compacte puisqueu( B E ) l'est par hypothèse. Maintenant, u(B ), en tant que partie de la
partie d'adhérence compacteu( B (0; r )) , est d'adhérence compacte, car tout fermé dans
un compact est compact.
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Il est immédiat que la première condition implique la troisième. Réciproquement, si
la troisième condition est véri�ée, et si (yn )n2 N est une suite dans l'adhérence deu( B E ),
alors pour tout n 2 N, soit xn 2 B E tel que d(u(xn ); yn ) � 1

n . Par la troisième condition,
la suite (u(xn ))n2 N admet une sous-suite convergente, donc(yn )n2 N aussi.

Ces trois conditions sont bien sûr équivalentes à demander que l'image par u de toute
suite bornée dansE admet une sous-suite convergente dansF .

Remarque. La dé�nition a aussi un sens pour les espaces vectoriels normés réels, et les
propositions 1.33, 1.34, 1.35, 1.36 restent valables dans ce cadre.

Exemples. (1) Un élément u deL (E; F ) est dit de rang �ni si son image est de dimension
�nie. Par le théorème de Riesz1.7 (et le fait que l'image de u( B E ) soit contenue dans
B F (0; kuk) ), un élément deL (E; F ) de rang �ni est compact.

En particulier, si F est de dimension �nie, alors tout élément deL (E; F ) est compact.
De nouveau par le théorème de Riesz1.7, si E est de dimension in�nie, alors l'identité de
E dans E n'est pas un opérateur compact.

(2) Soient X et Y deux espaces métriques compacts,� une mesure positive borélienne
�nie sur Y et N 2 C(X � Y ; C). Notons E et F les espaces de BanachC(Y ; C) et C(X ; C)
respectivement (pour les normes uniformesk � k1 , voir la partie 1.1). Pour tout f 2 E,
notons Kf = K N f 2 F l'application dé�nie par

Kf (x) =
Z

y2 Y
N (x; y) f (y) d� (y) ;

pour tout x 2 X . Nous a�rmons que K = K N 2 L (E; F ) est un opérateur compact, dit
opérateur à noyau, de noyauN .

Avant de montrer ce résultat, rappelons deux théorèmes qui seront utiles (voir par
exemple [Dix , Dug, Pau] pour des démonstrations). Nous renvoyons à la démonstration
du théorème1.10 dans l'appendiceA pour des rappels sur les applications uniformément
continues.

Théorème 1.31 (Théorème de Heine) Soient X et Y deux espaces métriques, tels
que X soit compact. Toute application continue deX dans Y est uniformément continue.
�

Soient X un espace métrique, etK = R ou K = C. Une partie A de C(X ; K) est dite
équicontinue si pour tous les� > 0 et x0 2 X , il existe un voisinageU de x0 dans X tel
que

8 x 2 U; 8 f 2 A ; jf (x) � f (x0)j < � :

L'important est que le voisinageU ne dépende pas de l'élémentf de A (attention à l'ordre
des quanti�cateurs ! !).

Théorème 1.32 (Théorème d'Arzela-Ascoli) Soient X un espace métrique, etK = R
ou K = C. Soit A une partie deC(X ; K) telle que

� A est équicontinue,

� pour tout x dans X , l'ensembleA (x) = f f (x) : f 2 A g est d'adhérence compacte
dans K.
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Alors l'adhérence deA est compacte (et équicontinue) dansC(X ; K) pour la norme uni-
forme sur les compacts. �

Montrons maintenant que les opérateurs à noyauxK = K N dé�nis ci-dessus sont
compacts. Remarquons que

jKf (x) � Kf (x0)j � k f k1

Z

y2 Y
jN (x; y) � N (x0; y)j d� (y)

pour tous lesx et x0 dans X . Comme la mesure� est �nie, et par continuité uniforme en
y de x 7! N (x; y) (par le théorème de Heine1.31), ceci montre queKf est bien dé�nie et
continue, et que l'image parK de la boule unité fermée deE est équicontinue. L'application
K est clairement linéaire, et continue car, aveck� k = � (Y ) la masse totale de� ,

kKf k1 � k � k kN k1 kf k1 :

Ceci montre aussi que les images des applicationsKf pour f 2 B E restent dans un compact
�xé de C. Donc l'application linéaire K est compacte, par le théorème d'Arzela-Ascoli1.32
appliqué à A = f Kf : f 2 B E g.

(3) Soient (X; A ; � ) et (Y;B ; � ) deux espaces mesurés� -�nis, E et F les espaces de
Hilbert L2(� ) et L2(� ) respectivement, etN 2 L2

�
(X; A ; � ) � (Y;B ; � )

�
. Pour tout f 2 E,

notons Kf = K N f 2 F l'application dé�nie par

Kf (x) =
Z

y2 Y
N (x; y) f (y) d� (y) ;

pour (presque) tout x 2 X . Alors K = K N 2 L (E; F ) est un opérateur compact, dit
opérateur à noyau de type Hilbert-Schmidt, de noyauN .

En e�et, par le théorème de Fubini (qu'il est possible d'utiliser par l'hypothèse de
� -�nitude des mesures), l'application Nx : y 7! N (x; y) appartient à E = L2(� ) pour
� -presque tout x 2 X . Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour toutf 2 E, nous avons

jKf (x)j � k Nx k2 kf k2

pour � -presque toutx 2 X . En utilisant de nouveau le théorème de Fubini pour la dernière
égalité,

kKf k2 =
� Z

x2 X
jKf (x)j2 d� (x)

� 1
2 �

� Z

x2 X
kNxk2

2 kf k2
2 d� (x)

� 1
2

= kf k2

� Z

x2 X

� Z

y2 Y
jN (x; y)j2 d� (y)

�
d� (x)

� 1
2 = kN k2kf k2 :

Donc l'application K est bien dé�nie, clairement linéaire, et continue (de normed'opérateur
inférieure ou égale àkN k2).

Montrons maintenant que l'opérateur K est compact. Soit(f n )n2 N une suite dansB E ,
et montrons que, quitte à extraire, la suite (Kf n )n2 N converge fortement dansF . Par le
théorème1.21, nous pouvons supposer quitte à extraire que(f n )n2 N converge faiblement
vers f 2 E. En particulier, pour � -presque tout x, nous en déduisons queKf n(x) =
hf n ; Nx i E converge vershf; Nx i E = Kf (x). Puisque kf nk � 1, nous avonsjKf n (x)j �
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kNxk2 pour � -presque tout x 2 X et pour tout n 2 N. Par le théorème de convergence
dominée de Lebesgue, puisquex 7! k Nx k2

2 est intégrable, kKf nk2 converge donc vers
kKf k2. De plus,Kf n converge faiblement versKf , puisqueK est continue, par l'assertion
(4) de la proposition 1.20. Par la proposition 1.22, nous avons donc queKf n converge
fortement vers Kf . Le résultat en découle.

Exercice E.9 Pour tout i 2 f 1; 2; 3g, soit (X i ; A i ; � i ) un espace mesuré� -�ni. Soient
N2; 1 2 L2((X 2; A 2; � 2) � (X 1; A 1; � 1)) et N3; 2 2 L2((X 3; A 3; � 3) � (X 2; A 2; � 2)) . Montrer
que la compositionK N3; 2 � K N2; 1 des opérateurs de type Hilbert-Schmidt de noyauxN2; 1

et N3; 2 est l'opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyauN3; 1 dé�ni presque partout par
(x3; x1) 7!

R
X 2

N3; 2(x3; x2)N2; 1(x2; x1) d� 2(x2).

Exercice E.10 Soient I un intervalle ouvert borné deR et p 2 N. Notons k � k0 la norme
uniforme sur C(I ; C) et D (p) (I ) l'espace vectoriel complexe des applicationsf : I ! C
de classeCp, de dérivées d'ordre au plusp bornées sur I , muni de la norme kf kp =P p

i =0 kf (i )k1 . Montrer que D (p)(I ) est un espace de Banach complexe et que pourp � 1,
l'injection f 7! f de D (p) (I ) dans D (p� 1)(I ) est un opérateur compact.

Proposition 1.33 Le sous-ensembleK (E; F ) des opérateurs compacts deE dans F est
un sous-espace vectoriel deL (E; F ), qui est fermé siF est un espace de Banach. De plus,
si u 2 L (E; F ) est compact, siG1 et G2 sont des espaces vectoriels normés complexes, si
v 2 L (G1; E ) et si w 2 L (F; G2), alors w � u � v 2 L (G1; G2) est compact.

En particulier, par l'exemple (1), toute limite d'une suite d'opérateurs de rang �ni est
un opérateur compact (lorsque l'espace d'arrivée est un espace de Banach). Mais on connait
des exemples d'opérateurs compacts qui ne sont pas limites d'opérateurs de rang �ni (voir
par exemple [LT2 ]). Voir toutefois la proposition 1.34 suivante pour le cas des espaces de
Hilbert (aussi valable dans le cas réel).

Si E est un espace de Banach, l'ensemble des opérateurs compacts de E dans lui-même
est donc un idéal bilatère (c'est-à-dire un sous-espace vectoriel stable par composition à
droite et à gauche par n'importe quel élément deL (E)) fermé dans l'algèbre de Banach
L (E), et en particulier, une sous-algèbre (non unifère, c'est-à-dire ne contenant pas l'iden-
tité, si E est de dimension in�nie) fermée deL (E).

Démonstration. Il est immédiat (en utilisant la troisième dé�nition des opérateurs com-
pacts) que l'ensemble des opérateurs compacts est stable par combinaisons linéaires. Si un
opérateur continu u 2 L (E; F ) est compact, si v 2 L (G1; E ) et w 2 L (F; G2), alors
v( B G1 ) est borné carkvk est �ni, donc u � v( B G1 ) est contenu dans un compact caru est
compact, doncw � u � v( B G1 ) est contenu dans un compact, car l'image d'un compact par
une application continue à valeurs dans un espace métrique est encore compact. Puisque
tout fermé dans un compact est compact,w � u � v( B G1 ) est donc d'adhérence compacte.

Pour montrer la fermeture de l'ensemble des opérateurs compacts lorsqueF est un
espace de Banach, soit(un )n2 N une suite d'opérateurs compacts deE dansF , qui converge
vers u dans L (E; F ). Montrons que u( B E ) est d'adhérence compacte. PuisqueF est
complet, par le théorème de Bolzano-Weierstrass, il su�t de montrer que pour tout � > 0,
on peut recouvrir u( B E ) par un nombre �ni de boules de rayon � . Soit n 2 N tel que
kun � uk < �

2 . Puisque l'opérateur continu un est compact, il existey1; : : : ; yk 2 F tels que
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un ( B E ) �
S k

i =1 B (yi ; �
2). Mais alors par l'inégalité triangulaire, u( B E ) �

S k
i =1 B (yi ; � ) :

pour tout x 2 B E , soit i 2 N \ [1; k] tel que un (x) 2 B (yi ; �
2) ; alors

ku(x) � yi k � k u(x) � un (x)k + kun (x) � yi k <
�
2

+
�
2

= � : �

Proposition 1.34 Si F est un espace de Hilbert complexe, alors tout opérateur compact
u de E dans F est limite d'opérateurs continus deE dans F de rang �ni.

Démonstration. Pour tout � > 0, par le théorème de Bolzano-Weierstrass, puisqueu( B E )
est d'adhérence compacte, il existey1; : : : ; yn 2 F tels queu( B E ) �

S n
i =1 B (yi ; �

2). Notons
p la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel engendré par y1; : : : ; yn (qui est
fermé par le corollaire1.8), et v = p � u, qui est linéaire continue (comme composition de
deux applications linéaires continues), et de rang �ni. Pour tout x 2 B E , soit i 2 N \ [1; n]
tel que u(x) 2 B (yi ; �

2). Alors, comme p(yi ) = yi et puisque kpk � 1 (voir le théorème
1.11), nous avons par l'inégalité triangulaire

ku(x) � v(x)k � k u(x) � yi k + kp(yi ) � p(u(x))k �
�
2

+
�
2

= � :

Donc ku � vk � � . Ainsi, u peut être approché arbitrairement près par des opérateurs
continus de rang �ni. �

L'exercice suivant donne des approximations explicites (modulo le choix d'une base
hilbertienne) d'opérateurs compacts par des opérateurs derang �ni.

Exercice E.11 Soient H un espace de Hilbert complexe, séparable, de dimension in�nie,
(en )n2 N une base hilbertienne deH , et u 2 L (H ).

(1) Montrer que si u est compact, alors l'image paru d'une suite faiblement convergente
est (fortement) convergente.

Notons Fn = Vect( e0; : : : ; en ) l'espace vectoriel engendré pare0; : : : ; en . Notons � n =
kujF ?

n
k la norme de la restriction deu à l'orthogonal deFn , et un : H ! H l'application

dé�nie par

un : x 7!
nX

i =0

hx; ei i u(ei ) :

(2) Pour tout n 2 N, montrer que un 2 L (H ) est un opérateur continu de rang
�ni, que l'application u 7! un appartient à L (L (H )) , et est de norme au plus1, et que
� n = ku � unk.

(3) Soit (yn )n2 N une suite dansH , telle quekynk = 1 et yn 2 F ?
n pour tout n 2 N.

Montrer que (yn )n2 N converge faiblement vers0.
(4) Montrer que u est compact si et seulement si la suite(� n )n2 N converge vers0.
(5) Montrer que si u transforme toute suite faiblement convergente en une suiteconver-

gente, alorsu est compact.

Proposition 1.35 (Théorème de Schauder) Si un opérateur continuu 2 L (E; F ) est
compact, alors son application dualetu 2 L (F � ; E � ) (voir la partie 1.1) est un opérateur
compact. Si F est un espace de Banach, alorsu 2 L (E; F ) est compact si et seulement si
t u 2 L (F � ; E � ) est compact.

38



Démonstration. Soit u 2 L (E; F ) un opérateur compact. NotonsX l'espace métrique
compact u( B E ), et considérons l'espace de BanachC(X ; C) (muni de la norme uniforme
k � k1 ). Notons A le sous-ensemble deC(X ; C) des restrictions àX des éléments deB F � .
Alors A est équicontinu (ses éléments sont1-lipschitziens), et pour tout x dansX , la partie
A (x) = f f (x) : f 2 A g est bornée (parkuk). Par le théorème 1.32 d'Arzela-Ascoli, le
sous-ensembleA est d'adhérence compacte dansC(X ; C).

Soit (`n )n2 N une suite dansB F � . Quitte à extraire, la suite des éléments̀ n jX de A est
donc convergente, donc de Cauchy, dansC(X ; C). Comme

k t u(`n ) � t u(`m )kE � = sup
x2 B E

�
� t u(`n )(x) � t u(`m )(x)

�
�

= sup
x2 B E

j `n (u(x)) � `m (u(x)) j � k `n jX � `m jX k1 ;

la suite
�

t u(`n )
�

n2 N, qui est de Cauchy dans l'espace de BanachE � , converge. Donc l'opé-
rateur continu t u est compact (par la troisième dé�nition des opérateurs compacts).

Pour montrer la dernière assertion, si t u est compact, alors l'opérateur continu t ( t u)
est compact par ce qui précède. Identi�onsE avec son image dansE �� par x 7! evx (voir
la partie 1.1), et de même avecF . Alors F est fermé dansF �� par le corollaire 1.4, car F
est un espace de Banach. Par la formule (3) dans la partie 1.1, nous avons

t ( t u)( B E ) = u( B E ) :

Donc u( B E ), contenu dans l'image part ( t u) d'un borné, est d'adhérence compacte dans
F �� , donc dansF qui est fermé. �

Les propriétés élémentaires du spectre des opérateurs compacts sont regroupées dans
le résultat suivant (aussi valable pour les espaces de Banachréels). Elles sont toutes im-
médiates pour les applications linéaires entre deux espaces vectoriels de dimension �nie,
le but de la démonstration est de montrer qu'elles s'étendent aux opérateurs compacts.
Rappelons qu'un point x d'une partie A d'un espace métrique estisolé dans A s'il existe
� > 0 tel que A \ B (x; � ) = f xg.

Proposition 1.36 Soient E un espace de Banach complexe etu 2 L (E) un opérateur
compact.

(1) Le noyau de id � u est de dimension �nie.
(2) L'image de id � u est fermée.
(3) Si id � u est injective, alors id � u est surjective, donc inversible dansL (E).
(4) Toute valeur spectrale non nulle deu est une valeur propre deu de multiplicité

�nie, isolée dans Sp(u).
(5) Si E est de dimension in�nie, alors 0 est une valeur spectrale, et donc

Sp(u) = f 0g [ Vp(u) :

(6) Le spectre Sp(u) de u est ou bien �ni, ou bien la réunion def 0g et de l'image d'une
suite de valeurs propres(� n )n2 N qui converge vers0.

Le spectre résiduel d'un opérateur compactu, qui est contenu dansSp(u) � Vp(u) est
donc par (5) ou bien vide (par exemple pour l'opérateur nul),ou bien égal àf 0g (voir
l'exercice E.12 pour un exemple).
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On fera bien attention qu'il existe des opérateurs compactsnon nuls sans valeurs propres
non nulle, et donc de spectre réduit àf 0g (voir par exemple l'exerciceE.14).

Démonstration. Notons v = id � u et N = Ker( v).

(1) Pour tout x 2 N , nous avonsx = u(x). La boule unité ferméeB N = B E \ N de N
est fermée dansE car N est fermé. Elle est d'adhérence compacte dansE, donc compacte,
car B N � u( B E ) et u est compact. Donc par le théorème1.7 de Riesz, la dimension deN
est �nie.

(2) Soit (xn )n2 N une suite dansE telle que la suite(v(xn ))n2 N converge vers un point
y dans E. Montrons que y appartient à l'image de v. Pour tout n 2 N, puisque N est
de dimension �nie, l'intersection N \ B (xn ; d(xn ; N ) + 1) est compacte (toujours par le
théorème1.7 de Riesz). Puisque toute application continue, dé�nie sur un espace compact
et à valeurs réelles, atteint sa borne inférieure, et puisque

d(xn ; N ) = inf
z 2 N \ B (xn ; d(xn ; N )+1)

d(xn ; z) ;

il existe zn 2 N tel que d(xn ; N ) = d(xn ; zn ).
Supposons par l'absurde qued(xn ; N ) tende vers+ 1 . Posonswn = 1

d(xn ; N ) (xn � zn ),
qui est de norme1. Puisque l'opérateur continu u est compact, quitte à extraire, la suite�
u(wn )

�
n2 N converge vers un élémentw dans E. Or, en utilisant que v(zn ) = 0 ,

wn � u(wn ) = v(wn ) =
1

d(xn ; N )
v(xn )

converge vers0, car la suite (v(xn ))n2 N converge versy et le dénominateur du terme de
droite ci-dessus tend vers+ 1 . Donc wn converge versw et w 2 Ker(v) = N par continuité
de v. Or d(wn ; N ) = 1 par dé�nition de zn , et donc d(w; N ) = 1 par continuité, ce qui est
une contradiction.

Donc quitte à extraire, la suite (d(xn ; N ) = kxn � znk)n2 N reste bornée. Puisqueu est
compact, quitte à extraire, u(xn � zn ) converge vers un pointy0 dans E. Donc

xn � zn = u(xn � zn ) + v(xn � zn ) = u(xn � zn ) + v(xn )

converge versy0+ y. Par continuité de v et puisquezn 2 N ,

y = lim
n! + 1

v(xn ) = lim
n! + 1

v(xn � zn ) = v(y0+ y)

appartient alors à l'image dev, ce qu'il fallait démontrer.

(3) Soient E0 = E et E1 = v(E0). Supposons par l'absurde quev est injectif et
que E1 6= E0. Par (2), E1 est un sous-espace vectoriel fermé deE0, stable par u (qui
commute avecv). La restriction ujE1 de u à E1 est donc encore un opérateur compact
de l'espace de BanachE1. Par récurrence, la suite(En = vn (E0))n2 N est une suite de
sous-espaces vectoriels fermés deE, qui est strictement décroissante puisquev est injectif.
Soient xn 2 En � En+1 et x0

n 2 En+1 tels que d(xn ; x0
n ) � 2d(xn ; En+1 ) (ce qui est

possible carxn n'appartenant pas au ferméEn+1 , nous avonsd(xn ; En+1 ) > 0). Posons
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yn = 1
kxn � x0

n k (xn � x0
n ). Pour m > n , nous avonsym + v(yn )� v(ym ) 2 En+1 par construction

desEk . Donc

ku(yn ) � u(ym )k =



 �

yn � v(yn )
�

�
�
ym � v(ym )

� 


 =




 yn �

�
ym + v(yn ) � v(ym )

� 




� d(yn ; En+1 ) =
d(xn ; En+1 )
kxn � x0

nk
�

1
2

:

Or puisque u est compact etkynk = 1 pour tout n 2 N, la suite
�
u(yn )

�
n2 N doit avoir une

sous-suite convergente, contradiction.

(4) Soit � 2 C � f 0g une valeur spectrale qui n'est pas une valeur propre. Alors1� u
est un opérateur compact tel queid � 1

� u soit injective (sinon � serait une valeur propre)
et non surjective (sinonu � � id serait inversible, et � ne serait pas une valeur spectrale).
Ceci contredit (3).

Soit � une valeur propre non nulle. Comme1
� u est compact, le noyau deid � 1

� u est de
dimension �nie par (1), donc la multiplicité de � est �nie.

Montrons que � est isolée dansSp(u). Sinon, soit (� n )n2 N une suite de valeurs propres
de u non nulles deux à deux distinctes, qui converge vers� . Pour tout n 2 N, soit en un
vecteur propre unitaire de valeur propre� n , et En le sous-espace vectoriel deE engendré
par e0; : : : ; en . Alors (En )n2 N est une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels
fermés (car de dimension �nie, voir le corollaire1.8) de E stables paru. Comme ci-dessus,
pour tout n � 1, puisqued(en ; En� 1) > 0, soit e0

n 2 En� 1 tel que d(en ; e0
n ) � 2d(en ; En� 1).

Posons yn = en � e0
n

ken � e0
n k , qui est unitaire et appartient à En . Si n > m , alors le vecteur

z = u
� e0

n
� n ken � e0

n k

�
+ u

� ym
� m

�
appartient à En� 1, donc




 u

� yn

� n

�
� u

� ym

� m

� 


 =




 u

� en

� nken � e0
n k

�
� z




 =




 en

ken � e0
nk

� z



 �

d(en ; En� 1)
ken � e0

n k
�

1
2

;

ce qui, avec la convergence de� n vers � 6= 0 , contredit aussi queu est compact, car l'image
par u de la suite bornée

� yn
� n

�
n2 N n'a pas de sous-suite convergente par la minoration

précédente.

(5) Si 0 =2 Sp(u), alors u� 1 existe et est continu. Puisqueu est compact, u( B E ) =
(u� 1)� 1( B E ), qui est d'adhérence compacte et fermé, est compact. DoncB E = u� 1(u( B E ))
est compact, ce qui implique par le théorème1.7 de Riesz que la dimension deE est �nie.

(6) Notons par convention dans cette démonstration1
0 = � (u).

Puisque toute valeur spectrale deu non nulle est isolée, pour tout
k 2 N, il n'existe qu'un nombre �ni d'éléments de Sp(u) dans le
compact Ak = B (0; 1

k ) � B (0; 1
k+1 ). Posonsn0 = � 1. Si Sp(u) est

in�ni, en numérotant par récurrence de nk +1 à nk+1 les éléments
deAk \ Sp(u) si cet ensemble est non vide, et en prenantnk+1 = nk

sinon, le résultat en découle. �
� 0

� nk +1

� (u)1
k

Exercice E.12 Soient H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie,
et (en )n2 N une base hilbertienne deH .

Montrer qu'il existe un et un seul opérateur continuu 2 L (H ) tel queu(en ) = 1
n+1 en+1

pour tout n 2 N.
Montrer que u est un opérateur compact, n'ayant pas de valeur propre. En déduire que

le spectre deu est réduit à f 0g. Calculer kuk, et remarquer que cette norme est non nulle.
Montrer que le spectre résiduel deu est f 0g.
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1.5 Opérateurs auto-adjoints

Adjoint d'un opérateur continu.

Soient E; F et G des espaces de Hilbert complexes (mais tous les énoncés de cette partie
sont valables pour les espaces de Hilbert réels, sauf la remarque (4) précédant l'exercice
E.13).

Proposition 1.37 Pour tout u 2 L (E; F ), il existe une unique applicationu� 2 L (F; E )
telle que

hu� (y); xi E = hy; u(x)i F

pour tous lesx 2 E et y 2 F . L'application u 7! u� est involutive (c'est-à-dire qu'elle véri�e
(u� )� = u pour tout u 2 L (E; F )), anti-linéaire (c'est-à-dire qu'elle véri�e (u + �v )� =
u� + �v � pour tous les� 2 C et u; v 2 L (E; F )) et isométrique (c'est-à-dire qu'elle véri�e
ku� k = kuk pour tout u 2 L (E; F )). Elle véri�e aussi id � = id et (u � v)� = v� � u� pour
tous lesu 2 L (E; F ) et v 2 L (G; E). L'opérateur continu u� est inversible si et seulement
si u l'est, et alors (u� )� 1 = ( u� 1)� .

De plus, ku � u� k = ku� � uk = kuk2.

L'application u� est appelée l'adjoint de u pour les produits scalaires deE et de F .
Lorsque l'on identi�e un espace de Hilbert et le dual topologique de son conjugué par la
dualité de Riesz-Fréchet (théorème1.13), l'adjoint correspond à l'application duale intro-
duite dans la partie 1.1 (voir ci-dessous).

Démonstration. L'unicité de u� est claire, car un vecteur deE orthogonal à tout vecteur
de E est nul. Elle implique les propriétés d'involution, d'anti-linéarité, et la relation de
contravariance (u � v)� = v� � u� .

Pour l'existence, soient ' E : E ! E � et ' F : F ! F � les isomorphismes de Riesz-
Fréchet (voir le théorème 1.13), et t u : ` 7! ` � u l'application duale de u dé�nie dans
la partie 1.1, considérée comme une application (linéaire, continue) deF � = F � dans
E � = E � . Montrons que l'application

u� = ' � 1
E � tu � ' F (7)

convient. En e�et, en appliquant pour ' = ' E puis ' = ' F la relation ' (a)(b) = ha; bi
pour desa et b dans E puis F bien choisis, nous avons, pour tous lesx et y dans E,

hx; ' � 1
E � t u � ' F (y)i = h' � 1

E � t u � ' F (y); xi = t u � ' F (y)(x) = ' F (y)(u(x)) = hy; u(x)i

= hu(x); yi :

Comme les isomorphismes de Riesz-Fréchet sont des isométries, et par l'équation (2)
de la partie 1.1, nous avonsku� k = k t uk = kuk. [On peut aussi utiliser le fait que pour tout
y 2 F , par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

ku� (y)k2 = hu� (y); u� (y)i E = hu(u� (y)) ; yi F � k uk ku� (y)k kyk ;

ce qui implique que ku� k � k uk. Comme (u� )� = u, en remplaçant u par u� , nous avons donc
ku� k = kuk.]

Nous avons donc
ku� � uk � k u� k kuk = kuk2 :
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De plus, pour tout x 2 E, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

ku(x)k2 = hu(x); u(x)i F = hu� � u(x); xi E � k u� � uk kxk2 ;

donc kuk2 � k u� � uk. D'où ku� � uk = kuk2, et en remplaçant u par u� , nous avons donc
ku � u� k = ku� k2 = kuk2. �

Exemple. Soient (X; A ; � ) et (Y;B ; � ) deux espaces mesurés� -�nis, et considérons
N 2 L2

�
(X; A ; � ) � (Y;B ; � )

�
. Notons N � 2 L2

�
(Y;B ; � ) � (X; A ; � )

�
l'application dé�nie

par N � : (y; x) 7! N (x; y). Alors l'adjoint de l'opérateur K N : L2(� ) ! L2(� ) de type
Hilbert-Schmidt de noyau N est exactement l'opérateurK N � : L2(� ) ! L2(� ) de type
Hilbert-Schmidt de noyau N � . En e�et, pour tous les f 2 L2(� ) et g 2 L2(� ), nous avons,
par le théorème de Fubini,

hK N f; g i =
Z

x2 X

� Z

y2 Y
N (x; y)f (y) d� (y)

�
g(x) d� (x)

=
Z

y2 Y
f (y)

� Z

x2 X
N (x; y) g(x) d� (x)

�
d� (y) = hf; K N � gi :

En particulier, si (X; A ; � ) = ( Y;B ; � ), si N est réel et symétrique, alors l'opérateur de
type Hilbert-Schmidt de noyau N est auto-adjoint (c'est-à-dire égal à son adjoint).

Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur continuu 2 L (H ) est dit

� auto-adjoint (ou hermitien) si u = u� ,

� positif si hu(x); xi � 0 pour tout x 2 H ,

� normal si u � u� = u� � u,

� unitaire si u � u� = u� � u = id ,

� un projecteur si u2 = u.

Remarques. (1) Si H est de dimension �nie, si (ei )1� i � n est une base orthonormée, si
M est la matrice deu 2 L (H ) dans cette base, alors la matriceM � de u� dans cette base
est la matrice transposée de la matrice conjuguée deM :

M � = tM :

Donc u 2 L (H ) est auto-adjoint si et seulement si sa matriceM dans cette base est
hermitienne (c'est-à-dire véri�e M = tM ). En particulier, si M est réelle symétrique, alors
u est auto-adjoint.

(2) Un opérateur auto-adjoint ou unitaire est normal. De nombreuses propriétés des
opérateurs auto-adjoints ci-dessous sont valables pour les opérateurs normaux (voir par
exemple [Rud2]), mais nous nous restreignons au cas auto-adjoint dans ce cours.

(3) Pour tout u 2 L (H ), l'application (x; y) 7! hu(x); yi est une forme sesquilinéaire,
qui est hermitienne si et seulement siu est auto-adjoint, et positive si et seulement siu est
positif.

(4) Cette remarque est particulière au cas des espaces de Hilbert complexes. Un opéra-
teur continu positif u d'un espace de Hilbert complexe est auto-adjoint. En e�et, en posant
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a(x; y) = hu(x); yi , qui est une forme sesquilinéaire, il su�t de montrer quea est hermi-
tienne, c'est-à-dire que pour tous lesx et y dans H , nous avonsRe(a(x; y) � a(y; x)) = 0
et Im(a(x; y) + a(y; x)) = 0 . La seconde égalité découle de

a(x; y) + a(y; x) = a(x + y; x + y) � a(x; x ) � a(y; y) 2 R

et la première égalité de la seconde égalité oùx est remplacé parix .

(5) Par exemple, id est auto-adjoint positif et unitaire, et pour tout u dansL (H ), les
opérateurs continusu + u� , i (u � u� ) (celui-ci n'étant dé�ni que lorsque H est un espace
de Hilbert complexe), u� � u et u � u� sont auto-adjoints, par les propriétés d'anti-linéarité
et d'involution. De plus, les opérateursu� � u et u � u� sont positifs. Si u est auto-adjoint
et v unitaire, alors v � u � v� 1 est auto-adjoint.

(6) Par exemple, la transformée de Fourier F : L2(R) ! L2(R), qui est l'opérateur
linéaire continu dé�ni sur les fonctions C1 à support compact par

F (f ) : x 7!
1

p
2�

Z

R
f (t) e� ixt dt ;

est unitaire, et son spectre est

Sp(F ) = f 1; � 1; i; � ig

(voir le problème E.67 et sa correction).

Exercice E.13 Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension in�nie, soit(en )n2 N

une base hilbertienne deH , et soit (� n )n2 N une suite bornée dansC. Notons u 2 L (H )
l'unique opérateur continu tel queu(en ) = � nen pour tout n 2 N (voir l'exercice E.6).

Montrer que l'adjoint de u est l'unique opérateur continu u� tel que u� (en ) = � n en

pour tout n 2 N. En déduire queu est auto-adjoint si et seulement si� n est réel pour tout
n 2 N.

Montrer que tout compact non videK de R est le spectre d'un opérateur auto-adjoint
de H .

Propriétés élémentaires des opérateurs auto-adjoints.

Les propriétés élémentaires principales des opérateurs auto-adjoints sont résumées dans
la proposition suivante. Certaines d'entre elles ont déjà été vues les années précédentes dans
les espaces de Hilbert de dimension �nie.

Proposition 1.38 Soient H un espace de Hilbert complexe etu 2 L (H ).
(i) Le spectre de l'adjoint u� de u est l'ensemble des conjugués des éléments du spectre

de u :
Sp(u� ) = Sp(u) :

(ii) L'orthogonal de l'image de u est le noyau de son adjoint et le noyau deu est
l'orthogonal de l'image de son adjoint :

�
u(H )

� ? = Ker( u� ) et Ker( u) =
�
u� (H )

� ? :
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En particulier, u� est injectif si et seulement siu est d'image dense. De plus (le surlignage
ci-dessous désignant l'ensemble des conjugués)

Spres(u) = Vp(u� ) � Vp(u) : (8)

(iii) L'opérateur continu u est compact si et seulement si son adjointu� l'est.
(iv) Si u est auto-adjoint, et si F est un sous-espace vectoriel deH invariant par u

(c'est-à-dire tel que u(F ) � F ), alors F ? est aussi invariant par u.
(v) Supposons queH 6= f 0g. Si u est auto-adjoint, si M = supkxk=1 hu(x); xi et m =

inf kxk=1 hu(x); xi , alors m et M appartiennent au spectre deu, ce spectreSp(u) est réel,
contenu dans l'intervalle [m; M ], et

� (u) = kuk = sup
kxk=1

jhu(x); xij = max f M; � mg :

En particulier, le rayon spectral deu est égal à sa norme, et siSp(u) = f 0g, alors u = 0 .
(vi) Si u est auto-adjoint, alors son spectre résiduel est vide :

Spres(u) = ; :

(vii) (Critère de Weyl) L'ensemble� (u) des� 2 C tels qu'il existe une suite(xn )n2 N

dans H telle quekxnk = 1 et limn! + 1 ku(xn ) � �x nk = 0 , est contenu dans le spectre
de u. Si u est auto-adjoint, alors cette inclusion est une égalité : lespectre Sp(u) de u est
égal à� (u).

L'ensemble

� (u) = f � 2 C : 9 (xn )n2 N 2 H N; lim
n! + 1

ku(xn ) � �x nk = 0 et 8 n 2 N; kxnk = 1g

est appelé lespectre de Weylde u, et ses éléments lesvaleurs propres approchéesde u. Si u
est auto-adjoint, le critère de Weyl dit que les valeurs spectrales de u sont exactement ses
valeurs propres approchées.

Si H 6= f 0g, la propriété que� (u) = kuk implique en particulier qu'un opérateur auto-
adjoint est nul si et seulement si son rayon spectral est nul,donc si et seulement si son
spectre est égal àf 0g. Mais il existe des opérateurs continus non nuls de spectre réduit à 0

(qui ne sont pas auto-adjoint, donc), comme l'opérateur de matrice
� 0 1

0 0

�
dans la base

canonique de l'espace de HilbertC2. Voir par exemple l'exerciceE.14 pour un exemple en
dimension in�nie.

Démonstration. (i) L'opérateur continu u � � id est inversible si et seulement si son
adjoint, qui est u� � � id, est inversible. DoncSp(u� ) = Sp(u).

(ii) Nous avons x 2 u(H )? si et seulement sihu(y); xi = 0 pour tout y dans H , si
et seulement sihy; u� (x)i = 0 pour tout y dans H , donc si et seulement six 2 Ker(u� ).
La seconde égalité de (ii) découle de la première en remplaçant u par u� et en utilisant la
propriété d'involution de u� . L'avant-dernière a�rmation découle alors du corollaire 1.12
(2). La dernière égalité découle du fait que pour tout� 2 C, l'image de u � � id n'est pas
dense si et seulement si son orthogonal n'est pas le sous-espace nul, et que

Ker(u� � � id) = Ker(( u � � id) � ) = ( u � � id)( H )? :
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(iii) Ceci découle du théorème de Schauder (proposition1.35), par la formule (7) dans
la démonstration de la proposition 1.37 et par la proposition 1.33 : u est compact si et
seulement si t u est compact, si et seulement siu� = ' H

� 1 � tu � ' H est compact, où
' H : H ! H

�
est l'isomorphisme de Riesz-Fréchet.

(iv) Soit x 2 F ? . Pour tout y 2 F , nous avonsu(y) 2 F , donchu(x); yi = hx; u(y)i = 0 .
D'où u(x) 2 F ? .

(v) Notons que hu(x); xi est réel, caru est auto-adjoint donc hu(x); xi = hx; u(x)i =
hu(x); xi , et de valeur absolue majorée parkuk par l'inégalité de Cauchy-Schwarz sikxk �
1. En particulier, M et m sont des nombres réels bien dé�nis (carH n'est pas réduit à
f 0g). La démonstration de l'assertion (v) découlera des pointssuivants.

� Montrons que Sp(u) est réel.
Si � est une valeur propre deu, et si x est un vecteur propre (non nul) deu de valeur

propre � , alors
� hx; x i = hu(x); xi = hx; u(x)i = � hx; x i ;

donc � est réelle.
Soit � 2 C � R. Posonsv = u � � id. Pour tout x dans H , puisquehu(x); xi est réel,

nous avonsIm hv(x); xi = Im
�
hu(x); xi � h �x; x i

�
= � Im � kxk2. Donc par l'inégalité de

Cauchy-Schwarz,
j Im � j kxk2 � k v(x)k kxk :

Le résultat suivant montre donc quev est injective (ce que nous savons déjà, car� n'est
pas une valeur propre deu) et que l'image dev est fermée, puisqueIm � 6= 0 .

Lemme 1.39 Soient E et F deux espaces vectoriels normés surK, où K = R ou K = C,
tels queE soit complet, et soit v 2 L (E; F ). S'il existe c > 0 tel queckxk � k v(x)k pour
tout x dans E, alors l'image dev est fermée, etv : E ! v(E) est un homéomorphisme.

Démonstration. Soit (xn )n2 N une suite dansE telle que la suite
�
v(xn )

�
n2 N converge

vers y dans F . Alors
�
v(xn )

�
n2 N est de Cauchy, donc par l'hypothèse, la suite(xn )n2 N est

de Cauchy dansE. Elle converge donc par complétude deE vers x 2 E, tel que v(x) = y
par continuité de v. D'où y appartient à l'image de v.

La condition ckxk � k v(x)k pour tout x dans E implique que le noyau dev est réduit
au vecteur nul, et que la norme de la bijection réciproque dev : E ! v(E) est au plus 1

c ,
ce qui montre la dernière assertion. (SiF était un espace de Banach, alors son sous-espace
vectoriel v(E), fermé dansF , serait aussi un espace de Banach (pour la restriction de la
norme), et la continuité de v� 1 découlerait aussi du théorème de Banach1.24.) �

Par (ii), l'orthogonal de l'image de v est égal au noyau deu� � � id = u � � id. Ce noyau
est réduit à f 0g, car � , n'étant pas réel, n'est pas une valeur propre deu. Donc l'image de
v est dense dansF par le corollaire 1.12 (2). Comme elle fermée par le lemme ci-dessus,
l'application v est surjective, donc bijective (car son injectivité a déjà été démontrée), et
� n'est pas une valeur spectrale deu.

� Montrons que Sp(u) � ] � 1 ; M ]. En remplaçant u par � u, ceci montrera que
Sp(u) � [m; + 1 [ , donc queSp(u) � [m; M ].

Pour tout � 2 R, soit v� = � id � u. Alors l'application a : (x; y) 7! hv� (x); yi deH � H
dans C est continue, sesquilinéaire. Si� > M , alors cette application est coercive : pour

46



tout x dansH , nous avonshv� (x); xi = h�x; x i � h u(x); xi � (� � M )kxk2. En particulier,
l'application v� est injective. Montrons qu'elle est aussi surjective. En e�et, pour tout y
dans H , l'application ' : z 7! hy; zi appartient à H � . Donc par le théorème1.15 de
Lax-Milgram, il existe x dans H tel que a(x; z) = ' (z) pour tout z dans H , c'est-à-dire
tel que hv� (x); zi = hy; zi pour tout z dans H . Ceci implique quev� (x) = y, donc quev�

est surjective. Par conséquent, si� > M , alors � n'appartient pas au spectre deu.

� Montrons que M 2 Sp(u). En remplaçant u par � u, ceci montre quem 2 Sp(u).
Soit v = M id � u, qui est auto-adjoint. La forme sesquilinéaire(x; y) 7! hv(x); yi est

hermitienne, et positive par dé�nition de M . Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz (seul le cas
d'égalité nécessitait la condition dé�nie (positive), voir la démonstration de la proposition
1.9), nous avons, pour tous lesx; y 2 H ,

jhv(x); yij 2 � h v(x); xi hv(y); yi :

Rappelons quekx0k = supkyk=1 jhx0; yij pour tout x0 2 H . Donc, en utilisant l'inégalité de
Cauchy-Schwarz pour obtenir la dernière inégalité,

kv(x)k2 = sup
kyk=1

jhv(x); yij 2 � h v(x); xi sup
kyk=1

hv(y); yi � h v(x); xi k vk :

Soit (xn )n2 N une suite dansH telle que kxn k = 1 et hu(xn ); xn i converge versM . Alors
hv(xn ); xn i converge vers0 et donc kv(xn )k aussi. SiM n'appartient pas au spectre deu,
alors v est inversible et doncxn = v� 1(v(xn )) converge vers0, ce qui n'est pas possible.

� Soit � = supkxk=1 jhu(x); xij , montrons que� � k uk.
Pour tous lesx et y dans H de norme1, puisqueu est auto-adjoint, nous avons

j4 Rehu(x); yij =
�
�hu(x + y); x + yi � h u(x � y); x � yi

�
�

� �
�
kx + yk2 + kx � yk2�

= 2 �
�
kxk2 + kyk2�

= 4 �

Par homogénéité, pour tous lesx et y dansH , nous avons doncj Rehu(x); yij � � kxk kyk.
Donc ku(x)k2 = Re hu(x); u(x)i � � kxk ku(x)k, ce qui implique quekuk � � .

Par la proposition 1.25 (1) et ce qui précède, nous avons

kuk � � (u) = max f M; � mg = sup
kxk=1

jhu(x); xij � k uk :

L'assertion (v) en découle.

(vi) Soit � une valeur spectrale non valeur propre deu. Puisque u est auto-adjoint, �
est réelle par (v). L'image deu � � id est dense, car son orthogonal est nul par (ii). Donc
� n'appartient pas au spectre résiduel deu, et celui-ci est vide.

L'assertion (vi) découle aussi de la formule (8) et du fait que Vp(u) est réel.

(vii) Si � =2 Sp(u), alorsxn = ( u� � id) � 1(u(xn ) � �x n ) tend vers0 quand ku(xn ) � �x n k
tend vers 0 par continuité de (u � � id) � 1, donc � =2 � (u).

Réciproquement, supposonsu auto-adjoint, et soit � 2 Sp(u), qui en particulier est
réel. Si � est une valeur propre, alors� 2 � (u) (en considérant une suite constante en un
vecteur propre unitaire). Sinon, d'une part v = u � � id est injective, d'autre part v est
d'image dense par (vi). Si par l'absurde� =2 � (u), alors il existe N 2 N � f 0g tel que
kv(x)k � 1

N pour tout vecteur unitaire x de H . Par homogénéité,kv(x)k � 1
N kxk pour

tout x 2 H . Par le lemme1.39, l'image de v est fermée, donc égale àH car dense dans
H . Donc v est surjective, et injective, ce qui contredit le fait que� 2 Sp(u). �
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Corollaire 1.40 Soient H un espace de Hilbert complexe etu 2 L (H ) un opérateur
auto-adjoint. Alors u est positif si et seulement si son spectreSp(u) est positif (c'est-à-dire
contenu dans[0; + 1 [).

Démonstration. Par l'assertion (v) de la proposition 1.38, nous avonsinf kxk=1 hu(x); xi =
min Sp(u). Comme u est positif si et seulement siinf kxk=1 hu(x); xi est positif ou nul, le
résultat en découle. �

Exercice E.14 Soit H l'espace de Hilbert complexeL2([0; 1]). Pour tout f 2 H , on pose

V f : x 7!
Z x

0
f (t) dt :

(1) Montrer que V : H ! H est un opérateur compact (appelé l'opérateur de Vol-
terra).

(2) Montrer que V n'a pas de valeur propre non nulle, et queSp(V ) = f 0g.
(3) Calculer l'adjoint V � de V .
(4) Montrer que pour tout f 2 H et presque toutx dans [0; 1], nous avons

V � V f (x) =
Z 1

0
f (t) dt � x

Z x

0
f (t) dt �

Z 1

x
tf (t) dt ; (9)

et calculer les valeurs propres deV � V. Donner une base hilbertienne deH formée de
vecteurs propres deV � V .

(5) En déduire la valeur dekV � Vk ainsi que dekV k.
(6) Calculer l'application résolvante deV (c'est-à-dire l'application RV de C�f 0g dans

L (H ) dé�nie par � 7! (V � � id) � 1.

Soit maintenant H 0 l'espace de Hilbert complexeL2([� 1; 1]). Pour tout f 2 H , on
pose

V0f : x 7!
Z x

� x
f (t) dt :

(7) Montrer que V0 : H ! H est un opérateur compact (appelé l'opérateur de Volterra
anti-symétrique).

(8) Montrer que V0 � V0 = 0 et queSp(V0) = f 0g.
(9) Pour toute application f : [� 1; 1] ! C, on note f asym; f sym : [0; 1] ! C les applica-

tions dé�nies par

f asym : x 7!
1

p
2

�
f (x) � f (� x)

�
et f sym : x 7!

1
p

2

�
f (x) + f (� x)

�
:

Montrer que l'application  de l'espace de HilbertL2([� 1; 1]) dans l'espace de Hilbert pro-
duit L2([0; 1]) � L2([0; 1]), dé�nie par f 7! (f asym; f sym), est un isomorphisme linéaire
isométrique. En déduire la norme deV0 en fonction de la norme deV .

Exercice E.15 Soit H un espace de Hilbert séparable, soitF un sous-espace vectoriel
fermé deH de codimension in�nie, soit (en )n2 N une base hilbertienne de l'orthogonalF ?

de F , et soit (� n )n2 N une suite de réels strictement positifs qui converge vers0.
Montrer qu'il existe un et un seul opérateur auto-adjoint positif compact u 2 L (H )

tel queu s'annule sur F et u(en ) = � nen pour tout n.

48



Montrer que les valeurs propres non nulles deu sont les � n (de multiplicités �nies)

Vp(u) = f � n : n 2 Ng ;

et que le spectre deu est
Sp(u) = f 0g [ Vp(u) :

Le but de la partie suivante est de montrer que tous les opérateurs auto-adjoints com-
pacts positifs de rang in�ni sont comme dans l'exercice, c'est-à-dire diagonalisables en base
hilbertienne (lorsque l'espace de Hilbert est séparable).

Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints com pacts

Le résultat suivant dit en particulier qu'un opérateur auto-adjoint compact d'un espace
de Hilbert séparable est diagonalisable en base hilbertienne. Il reste valable pour les espaces
de Hilbert réels.

Théorème 1.41 Soit u un opérateur auto-adjoint compact d'un espace de HilbertH . Il
existe deux suites �nies ou in�nies, éventuellement vides,strictement décroissantes, de réels
strictement positifs (� k )k2 N; k<N + et (� n )n2 N; n<N � , qui convergent vers0 si N+ = + 1 et
N � = + 1 respectivement, telles que, en notantE � = Ker( u � � id) pour tout � 2 R,

(1) les � k , � � n sont des valeurs propres de multiplicités �nies deu, qui sont les seules
valeurs spectrales non nulles deu ;

(2) kuk = max f � 0; � 0g si u 6= 0 ;
(3) H est somme hilbertienne deE0 et desE � k , E � � n ;
(4) (Principe de Rayleigh) si 0 � k < N + et 0 � n < N � , alors

� k = max
x2

�
E0 �

L k � 1
i =0 E � i

� ?
; kxk=1

hu(x); xi et � � n = min
x2

�
E0 �

L n � 1
i =0 E � � i

� ?
; kxk=1

hu(x); xi :

Bien sûr, 0 peut être ou ne pas être une valeur propre. Il découle immédiatement de ce
résultat que 0 n'appartient pas au spectre deu si et seulement siH est de dimension �nie
et u est bijectif ; de plus u n'a pas de valeur propre non nulle si et seulement siu = 0 .

Il découle de (1) queN � = 0 si u est positif (il n'y a pas de � n ). Il est entendu dans
(2) que � 0 ou � 0 existe si u 6= 0 , et que si seulement l'un des deux existe, nous dé�nis-
sonsmaxf � 0; � 0g comme étant égal à celui qui existe. Il découle de (3) que l'orthogonal
E ?

0 du noyau de u est un espace de Hilbert séparable, car c'est une somme hilbertienne
(dénombrable) de sous-espaces vectoriels de dimension �nie. Dans (4), nous avons aussi,
pour 0 � k < N + et 0 � n < N � ,

� k = max
x2

� L
0� i<N �

E � � i � E0 �
L k � 1

i =0 E � i

� ?
; kxk=1

hu(x); xi

et
� � n = min

x2
� L n � 1

i =0 E � � i � E0 �
L

0� i<N +
E � i

� ?
; kxk=1

hu(x); xi :
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positif

négatif

ni positif,
ni négatif

0

: : : � 3

0

: : :

0

: : : � 3: : :

Spectre d'un opérateur auto-adjoint compact

� � 0 � � 1 � � 2 � 2 � 1 � 0

� 0� 1� 2

� � 0 � � 1 � � 2

Démonstration. (1) Par les propositions 1.36 (4) et 1.38 (v), l'ensemble des valeurs
spectrales non nulles deu est formé de valeurs propres réelles isolées bornées de multipli-
cités �nies. En séparant les positives et les négatives, elles forment donc deux suites �nies
ou in�nies de réels strictement positifs strictement décroissants (� k )k2 N; k<N + et de réels
strictement négatifs strictement croissants(� � n)n2 N; n<N � . Ces suites convergent vers0
si N+ = + 1 (resp. N � = + 1 ), par la fermeture du spectre (et le fait que les valeurs
spectrales non nulles sont isolées).

(2) Ceci découle de la proposition1.38 (v).

(3) Montrons tout d'abord que ces sous-espaces (qui sont fermés) sont orthogonaux
deux à deux. Soientx; y 2 H . Si u(x) = �x et u(y) = �y avec � 6= � deux nombres réels,
alors puisqueu est auto-adjoint

� hx; yi = hu(x); yi = hx; u(y)i = � hx; yi :

Donc x et y sont orthogonaux, ce qui montre le résultat.
Notons F le sous-espace vectoriel deH engendré par les sous-espacesE0, E � k , E � � n

(dès qu'ils sont dé�nis), et montrons queF est dense dansH .
Par construction, F est invariant par u, donc F ? est invariant par u par la proposition

1.38(iv). L'opérateur linéaire continu v = ujF ? est auto-adjoint compact. Par construction,
il n'a pas de valeur propre non nulle. Donc par la proposition1.36(5) si F ? est de dimension
in�nie, ou parce le spectre est l'ensemble des valeurs propres en dimension �nie, le spectre
de v est réduit à f 0g si F ? 6= f 0g, et il est vide si F ? = f 0g. Par la proposition 1.38 (v) si
F ? 6= f 0g, l'opérateur continu v est nul (car de norme nulle), doncF ? est contenu dans
E0, donc est nul. Par le corollaire1.12, F est donc dense.

(4) Quitte à changer u en � u, il su�t de montrer la première égalité. Notons Fk =
E0 � E � 0 � E � 1 � � � � � E � k � 1 , qui est invariant par u. Alors F ?

k l'est aussi, et ujF ?
k

est
auto-adjoint compact, de plus grande valeur spectrale� k . Le résultat découle donc de la
proposition 1.38 (v). �

Corollaire 1.42 (1) Soit u un opérateur auto-adjoint compact positif de rang in�ni dans
un espace de HilbertH . Alors il existe une suite décroissante(� n )n2 N de réels strictement
positifs qui converge vers0, qui sont des valeurs propres deu de multiplicité �nie, telle
que, en posantE � = Ker( u � � id) pour tout � 2 R,

Sp(u) = f 0g [ f � n : n 2 Ng ; H = E0 �
M

n2 N

E � n (somme hilbertienne)
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et � 0 = sup
kxk=1

hu(x); xi = sup
x2 Ker( u)? ; kxk=1

hu(x); xi :

(2) Soit u un opérateur auto-adjoint compact dans un espace de HilbertséparableH .
Alors H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres deu.

Démonstration. (1) Cette assertion sauf la dernière égalité découle immédiatement du
théorème1.41, car le spectre d'un opérateur auto-adjoint positif est positif par la proposi-
tion 1.38(v). Pour montrer la dernière égalité, notons que pour tout opérateur auto-adjoint
v d'un espace de HilbertH , pour tout x 2 H , pour tout y dans le noyau dev, nous avons

hv(x + y); x + yi = hv(x); xi + hv(x); yi = hv(x); xi + hx; v(y)i = hv(x); xi :

Ceci explique pourquoi prendre la borne supérieure surx 2 H ou sur x 2 Ker(u)? n'a pas
d'importance, la seconde possibilité pouvant simpli�er larecherche de la borne supérieure.

(2) Avec les notations du théorème1.41, chaqueE0; E � k ; E � � n est un espace de Hilbert
séparable (de dimension �nie sauf peut-êtreE0), donc en mettant bout à bout des bases
orthonormées desE � k ; E � � n et en y intercalant les éléments d'une base hilbertienne deE0,
on obtient le résultat. �

1.6 Calcul fonctionnel continu

Si une matrice M 2 M n (C) est hermitienne, nous savons depuis notre plus tendre
enfance qu'elle est diagonalisable en base orthonormée deCn . Les matricesM 2 ou expM
sont aussi diagonalisables dans cette même base, le spectrede M 2 est l'ensemble des carrés
des éléments du spectre deM , et le spectre deexpM est l'ensemble des exponentielles des
éléments du spectre deM . De nombreux autres exemples de spectres de matrices peuvent
être ainsi obtenus. Le but de cette partie, et de la suivante,est de généraliser ces calculs
(dits �fonctionnels�) de spectres aux opérateurs auto-adjoints des espaces de Hilbert.

Notre approche sera élémentaire. Nous renvoyons par exemple à [Bou, Rud2] pour une
déduction du calcul fonctionnel continu et du calcul fonctionnel borné à partir du théorème
de Gelfand-Neumark, et à [Die2, Chap. XV] pour une déduction de ces calculs à partir du
théorème de Plancherel-Godement. Nous nous restreindronsaux opérateurs auto-adjoints,
mais la théorie s'étend aux opérateurs normaux (voir les références ci-dessus).

Algèbres stellaires.

Les propriétés de l'algèbre de BanachL (H ), où H est un espace de Hilbert complexe,
munie de l'involution u 7! u� , sont synthétisées dans les dé�nitions suivantes (voir par
exemple [Bou]). Sauf mention contraire, toute algèbre sera une algèbre complexe unifère
(c'est-à-dire admettant un élément unité (en général noté1) pour la multiplication), et
tout morphisme d'algèbres préserve les unités.

Soit A une algèbre. Lespectre d'un élément x de A est l'ensemble, notéSp(x) ou
SpA (x), des� 2 C tels quex � � ne soit pas inversible dansA. Si x est inversible, alors10

Sp(x � 1) = Sp( x)� 1. Notons que si' : A ! B est un morphisme d'algèbres, alors, pour
tout u dans A, nous avons

SpB (' (u)) � SpA (u) : (10)

10. car si � 6= 0 , alors x � � = �x ( 1
� � x � 1) est inversible si et seulement six � 1 � 1

� l'est
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si u � � est inversible, alors' (u) � � = ' (u � � ) l'est aussi. En particulier, si ' est un
isomorphisme d'algèbres, alorsSpB (' (u)) = Sp A (u).

Une algèbre involutiveest une algèbreA munie d'une application u 7! u� de A dans A
telle que, pour tous lesu; v 2 A et � 2 C,
� (u� )� = u (involutive),
� (u + �v )� = u� + �v � (anti-linéaire),
� (u v)� = v� u� (anti-multiplicative).

On appelleu� l' adjoint de u. Il découle de ces propriétés que1� = 1 , que (un )� = ( u� )n

pour tout n 2 N, et que u� est inversible dansA si et seulement siu l'est, et qu'alors

(u� )� 1 = ( u� 1)� :

Un élément u d'une algèbre involutive A est dit auto-adjoint (ou hermitien) si u = u� ,
normal si uu� = u� u, et unitaire si uu� = u� u = 1 . Par exemple, les éléments auto-adjoints
et unitaires sont normaux, l'unité 1 est auto-adjointe et unitaire, et pour tout u dans A,
les élémentsu + u� , i (u � u� ), u� u et uu� sont auto-adjoints. Si u et v sont auto-adjoints
et commutent dansA, alors uv est auto-adjoint. Si u est unitaire, alors u est inversible et
u� 1 = u� . Nous avonsSp(u� ) = Sp(u).

Étant donné deux algèbres involutivesA et B , un morphisme d'algèbres involutivesde
A dansB est un morphisme d'algèbres' : A ! B tel que ' (u� ) = ' (u)� pour tout u 2 A.

Une algèbre normée involutiveest une algèbre involutiveA munie d'une norme k � k
telle que, pour tous lesu; v 2 A,
� k uvk � k ukkvk (sous-multiplicativité de la norme),
� k u� k = kuk (isométrie de l'adjoint).

Par exemple, pourK un espace métrique compact, l'ensembleL 1 (K ) = L 1 (K ; C)
des applications mesurables bornées deK dansC, munie de la structure d'algèbre pour les
addition, multiplication et multiplication par un scalair e point par point, de l'involution
f 7! f , et de la normekf k1 = supx2 K jf (x)j, est une algèbre normée involutive.

Une algèbre stellaire(appelée C � -algèbre sauf par quelques irréductibles gaulois) est
une algèbre normée involutive complèteA telle que, pour tout u 2 A,
� k uu� k = kuk2.

Exemples. (1) On véri�e facilement, par la proposition 1.37, que siH est un espace de
Hilbert, alors l'espace vectorielL (H ) muni du produit uv = u � v, de l'involution u 7! u�

et de la norme d'opérateur, est une algèbre stellaire.

(2) On véri�e facilement que si X est un espace métrique compact non vide, alors
l'espace vectorielC(X ) = C(X ; C) des applications continues deX dans C, muni du
produit point par point (f; g ) 7! fg , de l'involution f 7! f , et de la norme kf k1 =
maxx2 X jf (x)j, est une algèbre stellaire.

(3) Si A est une algèbre stellaire et siE est une partie deA, alors lasous-algèbre stellaire
engendréepar E est l'adhérence de la sous-algèbre deA engendrée par les éléments deE
et leurs adjoints. Munie des restrictions des lois d'algèbres, de l'involution et de la norme,
c'est une algèbre stellaire.

Pour tout élément u d'une algèbre normée involutiveA, nous appelleronsrayon spectral
de u le nombre réel (bien dé�ni par le lemme1.29)

� (u) = lim
n! + 1

kun k
1
n = inf

n2 N�f 0g
kunk

1
n :
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Proposition 1.43 Soit u un élément d'une algèbre normée involutive complèteA.

(1) Sp(u) est compact et siA 6= f 0g, alors Sp(u) 6= ; .

(2) � (u� ) = � (u) � k uk.

(3) � (u) = min f r 2 [ 0; kuk ] : Sp(u) � B C(0; r )g.

(4) Si u est auto-adjoint et si A est une algèbre stellaire, alors

� (u) = kuk :

Démonstration. (1) Les démonstrations sont analogues à celles du théorème1.25 (i) et
(ii).

(2) C'est immédiat.
(3) Si A = f 0g, alors � (u) = 0 et Sp(u) = ; , donc le résultat est vrai. SiA 6= f 0g, alors

la démonstration est analogue à celle du théorème1.25 (iii).
(4) Nous avons alorskuk2 = ku� uk = ku2k et par récurrencekuk2n

= ku2n
k, donc

� (u) = lim n! + 1 ku2n
k

1
2n = kuk. �

Proposition 1.44 (1) Si A est une algèbre involutive munie d'une norme complète sous-
multiplicative telle que kuk2 � k uu� k pour tout u 2 A, alors A est une algèbre stellaire, et
kuu� k = ku� uk.

(2) Soient A une algèbre normée involutive etB une algèbre stellaire. La norme de
tout morphisme d'algèbres involutives' de A dansB est au plus1 (et en particulier, ' est
continu).

Démonstration. (1) Les propriétés qu'il reste à véri�er pour que A soit une algèbre
stellaire sont l'isométrie de l'adjoint et l'inégalité inversekuu� k � k uk2. Pour tout u 2 A,
nous avons

kuk2 � k uu� k � k ukku� k ; (11)

donc kuk � k u� k. D'où ku� k = kuk en changeantu en u� . Il découle alors des inégalités
(11) que kuu� k = kuk2. De plus,

ku� uk = ku� (u� )� k = ku� k2 = kuk2 = kuu� k :

(2) Pour tout u 2 A, puisque' (u)� ' (u) = ' (u� u) et u� u sont auto-adjoints, en utilisant
respectivement

� la propriété d'algèbre stellaire deB ,
� la proposition 1.43 (4),
� l'inclusion SpB (' (u)) � SpA (u) donnée par la formule (10),
� la proposition 1.43 (2),
� les propriétés d'algèbre normée involutive deA,

nous avons

k' (u)k2 = k' (u� u)k = �
�
' (u� u)

�
� � (u� u) � k u� uk � k uk2 : �

Exercice E.16 Soient A une algèbre stellaire etu un élément unitaire deA. Montrer que
le spectre deu est contenu dans le cercle unité deC.
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Nous renvoyons par exemple à [Con, KR, Tak] pour de nombreux autres compléments
sur les algèbres stellaires.

Calcul fonctionnel continu.

Le résultat suivant permet de calculer le spectre de certains opérateurs continus, en les
exprimant comme polynômes, ou plus généralement comme fonctions continues, d'opéra-
teurs auto-adjoints de spectres connus.

Théorème 1.45 (Calcul fonctionnel continu) Soient H un espace de Hilbert non
réduit à f 0g et u 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint deH .

Il existe un et un seul morphisme d'algèbres involutives' = ' u de C
�

Sp(u)
�

dans
L (H ) tel que ' (id) = u, où id : Sp(u) ! C est l'application � 7! � .

De plus, pour tout f 2 C
�

Sp(u)
�
,

(i) ' est isométrique, d'image la sous-algèbre stellaire deL (H ) engendrée paru (qui
est commutative) ;

(ii) nous avons Sp(' (f )) = f (Sp(u)) ;

(iii) l'opérateur continu ' (f ) est auto-adjoint si et seulement sif est à valeurs réelles,
et positif si et seulement sif est à valeurs positives ou nulles ;

(iv) l'opérateur continu ' (f ) est inversible si et seulement sif ne s'annule pas surSp(u)
et alors ' (f )� 1 = ' ( 1

f ) ;

(v) ' (f ) est l'opérateur nul si et seulement sif est nulle surSp(u) ;

(vi) si � est une valeur propre deu, alors f (� ) est une valeur propre de' (f ) et l'espace
propre Ker(u � � id) de u associé à� est contenu dans l'espace propreKer( ' (f ) �
f (� ) id) de ' (f ) associé àf (� ).

Dans la suite, nous notons11 f (u) l'opérateur continu ' u(f ), pour tout f 2 C
�

Sp(u)
�
.

L'application f 7! f (u) de C
�

Sp(u)
�

dans L (H ) véri�e donc, pour tous les f; g 2
C

�
Sp(u)

�
et � 2 C,

� (f + �g )(u) = f (u) + �g (u),
� f (u)� = f (u),
� (fg )(u) = f (u) � g(u) et id(u) = u,
� f (u) est inversible si et seulement sif ne s'annule pas surSp(u), et alors f (u)� 1 =

1
f (u),

� k f (u)k = kf k1 ,
� en notant f (Sp(u)) = f f (x) : x 2 Sp(u)g, nous avons

Sp(f (u)) = f (Sp(u)) :

Cette égalité est appelée lethéorème spectralpour u. Il permet de calculer, lorsque l'on
connaît le spectre deu, pour toute fonction continue connuef sur le spectre deu, le spectre
de l'opérateur f (u) en fonction de celui deu.

11. La notation f (u) est initialement plus compliquée à comprendre que la notati on ' u (f ), et il convient
de prendre garde à ce quelle ne soit pas source d'erreur . Mais à moyen terme et long terme, elle
s'avère beaucoup plus pratique à manipuler pour les utilisations du théorème du calcul fonctionnel continu,
dont les calculs de spectres.
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Démonstration. PuisqueH 6= f 0g, le spectreSp(u) est un compact non vide deC, donc
C(Sp(u)) est une algèbre involutive (stellaire).

Pour tout polynôme complexe P =
P n

i =0 ai X i 2 C[X ] et tout v 2 L (H ), posons
P =

P n
i =0 ai X i 2 C[X ] et P(v) =

P n
i =0 ai vi 2 L (H ). L'application P 7! P(v) est un

morphisme d'algèbres deC[X ] dans L (H ) tel que P(v)� = P(v� ).
En particulier, puisque u est auto-adjoint, l'application P 7! P(u) deC[X ] dansL (H )

est un morphisme d'algèbres involutives. Si' est une solution du théorème, alors' doit
coïncider avec ce morphisme sur les fonctions polynomialesrestreintes àSp(u). L'idée de
la démonstration qui suit est de montrer que ce morphisme s'étend de manière unique à
tout C(Sp(u)) .

Nous noterons de la même manière un polynôme et sa restriction à Sp(u). Le calcul du
spectre et de la norme de l'opérateur continuP(u), qui est un cas particulier du théorème
1.45 (i) et (ii), est e�ectué dans le lemme suivant.

Lemme 1.46 (a) 8 P 2 C[X ], Sp(P(u)) = P(Sp(u)) .
(b) 8 P 2 C[X ], kP(u)k = sup � 2 Sp(u) jP(� )j.
(c) Pour tous les P; Q 2 C[X ], si P et Q coïncident sur Sp(u), alors P(u) = Q(u).

Démonstration. (a) Montrons tout d'abord que P(Sp(u)) est contenu dansSp(P(u)) .
Soient � 2 Sp(u) et Q 2 C[X ] tels que P � P(� ) = ( X � � )Q. Alors P(u) � P(� ) id =
(u � � id) � Q(u) = Q(u) � (u � � id) . Comme u � � id est non surjective ou non injective,
l'opérateur continu P(u) � P(� ) id l'est aussi. DoncP(� ) 2 Sp(P(u)) , ce qui montre le
résultat.

Réciproquement, soit � 2 Sp(P(u)) , montrons que � 2 P(Sp(u)) . Si P est constant
égal à� , ceci découle du fait queSp(u) est non vide (carH 6= f 0g). Sinon, par le théorème
de d'Alembert, il existe n dans N � f 0g et a; � 1; : : : ; � n dans C tels quea 6= 0 et P � � =
a

Q n
k=1 (X � � k ), donc P(u) � � id = a(u � � 1 id) � � � � � (u � � n id) . Si aucun � i n'est dans

Sp(u), alors P(u) � � id est inversible, ce qui contredit le fait que� 2 Sp(P(u)) . Donc, par
exemple,� 1 2 Sp(u), et P(� 1) � � = 0 , ce qui montre le résultat.

(b) Pour obtenir la suite d'égalités ci-dessous, nous utilisons : pour la seconde égalité,
le fait que le rayon spectral d'un opérateur auto-adjoint est égal à sa norme ; pour la
troisième égalité, le fait queP(u)� = P(u) car u est auto-adjoint ; pour la quatrième
égalité, l'assertion (a) ; et pour la dernière égalité, le fait que le spectre d'un opérateur
auto-adjoint est réel :

kP(u)k2 = kP(u)P(u)� k = sup
� 2 Sp

�
P (u)P (u) �

� j� j = sup
� 2 Sp

�
(P P )( u)

� j� j

= sup
� 2 Sp(u)

j(P P)( � )j = sup
� 2 Sp(u)

jP(� )j2 :

(c) Si P
�
�
Sp(u) = Q

�
�
Sp(u) , alors par l'assertion (b), nous avons

kP(u) � Q(u)k = sup
� 2 Sp(u)

jP(� ) � Q(� )j = 0 ;

donc P(u) = Q(u). �

Montrons l'unicité de ' . Si un tel morphisme d'algèbres involutives' existe, alors pour
tout polynôme P 2 C[X ], nous avons' (P) = P(u). L'unicité découle donc de la continuité
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de ' , voir la proposition 1.44 (2), et de la densité dansC
�

Sp(u)
�

des (restrictions àSp(u)
des) applications polynômiales complexes, par le théorèmede Stone-Weierstrass1.1.

Montrons l'existence de' . Puisque u est auto-adjoint, l'application P 7! P(u) est un
morphisme d'algèbres involutives isométrique (par le lemme 1.46 (b)) de l'algèbre normée
involutive des fonctions polynomiales deSp(u) dans C, à valeurs dansL (H ). Il s'étend
donc par le théorème de prolongementA.1 en un morphisme d'algèbres involutives isomé-
trique ' de C

�
Sp(u)

�
dansL (H ), en utilisant la complétude deL (H ) et la densité des

fonctions polynomiales dansC
�

Sp(u)
�
. Ce morphisme' convient.

Montrons la seconde partie de l'assertion (i). Puisque' est isométrique et puisque
C

�
Sp(u)

�
est complet, son image est fermée (voir par exemple le lemme1.39), donc c'est

une sous-algèbre stellaire deL (H ). Puisqu'elle contient u, elle contient la sous-algèbre
stellaire de L (H ) engendrée paru. Réciproquement, puisqueu est auto-adjoint, celle-ci
est l'adhérence de l'algèbre engendrée paru, et tout polynôme en u est dans l'image de' ,
ce qui montre l'inclusion inverse.

Montrons l'assertion (ii). Nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 1.47 Soient B une sous-algèbre fermée d'une algèbre de Banach complexeA.
Pour tout x 2 B , nous avons

(1) SpA (x) est contenu dansSpB (x) ;

(2) la frontière 12 de SpA (x) contient la frontière de SpB (x) ;

(3) SpB (x) est la réunion deSpA (x) et de certaines composantes connexes bornées de
C � SpA (x) ;

(4) si SpA (x) est réel, alorsSpA (x) = Sp B (x).

Démonstration. (1) Ceci découle de la formule (10) du début de la partie 1.6 appliquée
à l'inclusion de B dans A.

(2) Soit � un élément de la frontière deSpB (x). Alors � appartient à SpB (x) (qui
est fermé par la proposition1.2 (3)) et il existe une suite (� n )n2 N dans C � SpB (x) qui
converge vers� . Puisque les éléments inversiblesyn = x � � n convergent vers l'élément non
inversible x � � dans l'algèbre de BanachB , les normeskyn

� 1k convergent vers+ 1 , par
la proposition 1.2 (4).

Posonszn = yn
� 1

kyn � 1k , qui est de norme1. Notons que

kzn (x � � )k = kzn (x � � n ) + zn (� n � � )k �
1

kyn
� 1k

+ j� n � � j

converge vers0 quand n ! + 1 . Si x � � est inversible dansA, alors

1 = kzn k = kzn (x � � )(x � � )� 1k � k zn (x � � )kk(x � � )� 1k ;

qui converge vers0 quand n ! + 1 , ce qui est impossible. Donc� appartient à SpA (x),
mais pas à l'intérieur deSpA (x), qui est contenu dans l'intérieur deSpB (x), par l'assertion
(1).

12. La frontière d'une partie A d'un espace métrique X est l'ensemble @A= A�
�
A = A \ cA des points

de X dans l'intersection des adhérences deA et de son complémentaire.
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(3) Soit U une composante connexe deC � SpA (x). Puisque U \ SpA (x) est vide,
l'ouvert U ne contient pas de point frontière du ferméSpA (x), donc pas de point frontière
de SpB (x) par l'assertion (2). Donc U \ SpB (x) et U � (U \ SpB (x)) sont deux fermés de
U de réunion U. Comme U est connexe, l'un de ces deux fermés est vide, c'est-à-dire que
ou bien U ne rencontre pasSpB (x), ou bien U est contenu dansSpB (x), qui est borné (car
si j� j > kuk, alors par la proposition 1.2 (2), l'élément 1 � u

� est inversible dans l'algèbre
de BanachB , donc u � � aussi ; voir aussi la proposition1.43).

(4) Si SpA (x) est réel, alors l'ouvertC � SpA (x) n'a qu'une seule composante connexe,
qui est non bornée. �

Finissons maintenant la démonstration de l'assertion (ii)du théorème1.45. Notons que

SpC(Sp(u)) (f ) = f (Sp(u)) ;

car f � � est inversible dans l'algèbreC(Sp(u))) (d'inverse 1
f � � ) si et seulement si �

n'appartient pas à l'image def .
L'inclusion Sp(' (f )) � f (Sp(u)) découle alors de la formule (10) du début de la partie

1.6, puisque ' est un morphisme d'algèbres.
Pour montrer l'inclusion réciproque, supposons tout d'abord que f soit réelle. Alors

' (f )� = ' ( f ) = ' (f ), donc ' (f ) est auto-adjoint, donc son spectre est réel par la pro-
position 1.38 (v). Notons B l'image de ' (qui est une sous-algèbre fermée, car' est iso-
métrique). Par le lemme 1.47 (4), et puisque ' : C(Sp(u)) ! B est un isomorphisme
d'algèbres (toujours car' est isométrique), nous avons

SpL (H )(' (f )) = Sp B (' (f )) = Sp C(Sp(u)) (f ) = f (Sp(u)) :

Maintenant, si f est quelconque, et si� =2 Sp(' (f )) , alors v = ' (f ) � � id est inversible.
Donc v� et v� v = ' (jf � � j2) sont inversibles, et donc0 n'appartient pas au spectre de
' (jf � � j2). Commejf � � j2 est réelle et par le cas précédemment traité, ceci implique que
0 n'appartient pas à l'image dejf � � j2, donc que� n'appartient pas à l'image def .

Montrons l'assertion (iii). Si f est à valeurs réelles, alors' (f )� = ' ( f ) = ' (f ), donc
' (f ) est auto-adjoint. Réciproquement, si' (f ) est auto-adjoint, alors son spectre est réel
par la proposition 1.38 (v), donc f (Sp(u)) = Sp( ' (f )) est contenu dansR, et f est à
valeurs réelles surSp(u).

Si l'opérateur continu ' (f ) est positif, alors il est auto-adjoint (par la remarque (4)
précédant la proposition 1.38), et son spectreSp(' (f )) est contenu dans[0; + 1 [ par la
proposition 1.38 (v). Donc f (Sp(u)) = Sp( ' (f )) est contenu [0; + 1 [ , et f est à valeurs
positives ou nulles. Réciproquement, sif est à valeurs positives ou nulles, alorsf est
réelle, etSp(' (f )) = f (Sp(u)) est contenu[0; + 1 [ . Donc ' (f ) est auto-adjoint par ce qui
précède, de spectre contenu dans[0; + 1 [ . Par le corollaire 1.40, l'opérateur continu ' (f )
est donc positif.

Montrons l'assertion (iv). L'opérateur continu ' (f ) est inversible si et seulement si0
n'appartient pas à Sp(' (f )) = f (Sp(u)) , donc si et seulement sif ne s'annule pas sur
Sp(u). Comme l'application f 1

f vaut alors 1 sur Sp(u), et puisque ' est un morphisme
d'algèbres, nous avons immédiatement que l'inverse de' (f ) est ' ( 1

f ).

Montrons l'assertion (v). Si ' (f ) = 0 , alors f (Sp(u)) = Sp( ' (f )) = f 0g (car H 6= f 0g),
donc f est nulle sur Sp(u). Réciproquement, sif est nulle (sur Sp(u)), alors comme' est
un morphisme d'algèbres, nous avons' (f ) = 0 .
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Montrons la dernière assertion (vi). Six 2 H est vecteur propre deu pour la valeur
propre � , alors pour tout polynôme complexeP, nous avons' (P)(x) = P(u)(x) = P(� )x.
Le fait que ' (f )(x) = f (� )x pour tout f 2 C(Sp(u)) découle alors de la densité des
applications polynomiales dansC(Sp(u)) , et de la continuité de ' . �

Exercice E.17 Soient H un espace de Hilbert etu 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint
de H .

(1) Montrer que le spectre deu est réduit à un point si et seulement siH 6= f 0g et u
est un multiple réel de l'identité.

(2) Montrer que le cardinal du spectre deu est 2 si et seulement siH 6= f 0g et s'il
existe un projecteur orthogonal non nulP, di�érent de l'identité, et (a; b) 2 R� � R tels
que u = aP + bid.

(3) Montrer que si C est une composante connexe ouverte deSp(u), alors il existe un
opérateur auto-adjoint v commutant avecu tel queSp(v) = C.

Exercice E.18 Soit H un espace de Hilbert di�érent def 0g.
(1) Soient v un opérateur auto-adjoint deH et � =2 Sp(v). Montrer que

k(v � � id) � 1k =
1

d(�; Sp(v))
=

1
supf r > 0 : B (�; r ) \ Sp(v) = ;g

;

c'est-à-dire que la norme de l'inverse dev � � id est égale à la borne inférieure des inverses
des rayons des disques de centre� contenus dans le complémentaire du spectre dev.

Supposons queH soit la somme directe orthogonale (respectivement la sommehil-
bertienne) d'une suite �nie (respectivement in�nie dénombrable) (H n )0� n<N (où N 2
N [ f + 1g ) de sous-espaces fermés deH .

(2) Pour tout indice n, notons un un opérateur continu deH n , et supposons la suite
(kun k)0� n<N bornée. Montrer qu'il existe un unique opérateur continuu de H dont la
restriction à H n est un pour tout indice n. Montrer que la restriction de u� à H n est égale
à u�

n .
(3) Soit u un opérateur auto-adjoint deH , préservant chaqueH n . Montrer que

Sp(u) =
[

0� n<N

Sp(ujH n ) :

Spectre essentiel d'un opérateur auto-adjoint.

Le spectre des opérateurs auto-adjoints admet une autre décomposition, que nous dé-
crivons maintenant.

Soient H un espace de Hilbert complexe etu 2 L (H ) un opérateur linéaire continu.
Le spectre essentielde u est l'ensemble, notéSpess(u), des� 2 C tels qu'il existe une suite
(xn )n2 N dans H telle que

(1) kxnk = 1 pour tout n 2 N,

(2) la suite (u(xn ) � �x n )n2 N converge vers0,

(3) la suite (xn )n2 N n'a pas de sous-suite convergente.
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Le spectre essentiel est invariant par conjugaison, au senssuivant. Si H 0 est un espace de
Hilbert, si v : H ! H 0 est linéaire, continue, bijective (doncv� 1 est continue), alors

Spess(v � u � v� 1) = Sp ess(u) :

En e�et, si � 2 Spess(u) et (xn )n2 N est une suite deH véri�ant les propriétés (1) à (3)
ci-dessus, on montre (en utilisant le fait que pour toutx 2 H tel que kxk = 1 , on a

1
kv� 1 k � k v(x)k � k vk) que la suite

�
x0

n = v(xn )
kv(xn )k

�
n2 N véri�e les propriétés (1) à (3)

ci-dessus pour l'opérateurv � u � v� 1.

Proposition 1.48 Soient H un espace de Hilbert etu 2 L (H ) un opérateur auto-
adjoint. Alors

Sp(u) = Sp ess(u) [ Vp(u)

et Sp(u) nSpess(u) est exactement l'ensemble des valeurs propres de multiplicité �nie isolées
dans le spectre deu.

Démonstration. Le fait que le spectre essentiel deu est contenu dans le spectre deu
découle du critère de Weyl (proposition1.38 (vii)).

Montrons par contraposition que tout point de Sp(u) n Spess(u) est isolé dansSp(u).
Si � 2 Sp(u) n'est pas isolé dansSp(u), alors il existe une suite(� n )n2 N d'éléments de
Sp(u) qui converge vers� , telle que � n 6= � pour tout n 2 N. Par le critère de Weyl
(proposition 1.38 (vii)), puisque � n est une valeur spectrale, pour toutn 2 N, il existe
un vecteur unitaire xn dans H tel que ku(xn ) � � nxnk � j � � � n j

n . Alors kxn k = 1 et
ku(xn ) � �x nk � k u(xn ) � � nxnk + j� n � � j kxnk tend vers 0 quand n ! + 1 . Pour
montrer que � appartient à Spess(u), il su�t donc de montrer que (xn )n2 N n'a pas de
sous-suite convergente. Supposons par l'absurde que, quitte à extraire, (xn )n2 N converge
vers x 2 H . Alors kxk = 1 et u(x) � �x = 0 , par continuité. Donc

(� � � n )hxn ; xi = ( � � � n )hxn ; xi + hxn ; (u � � id)( x)i

= ( � � � n )hxn ; xi + h(u � � id)( xn ); xi = hu(xn ) � � nxn ; xi :

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et par la construction dexn , nous avons donc

j� � � n j jhxn ; xij �
j� � � n j

n

pour tout n 2 N. Puisque � n 6= � , nous avons doncjhxn ; xij � 1
n , pour tout n 2 N. Mais

ceci contredit le fait que (xn )n2 N converge vers le vecteur unitairex.

Lemme 1.49 Soient H un espace de Hilbert complexe etv 2 L (H ) un opérateur auto-
adjoint. Toute valeur spectrale � de v isolée dans le spectre dev est une valeur propre de
v. Si Sp(v) est discret ou (de manière équivalente) �ni, alorsSp(v) = Vp( v).

Démonstration. L'application f : Sp(v) ! C valant 1 en � et 0 ailleurs est continue et
non identiquement nulle surSp(v), et x 7! (x � � )f (x) est l'application nulle. Donc par le
calcul fonctionnel continu, (v � � id) � f (v) = 0 . Donc l'image def (v), qui n'est pas réduite
à 0 car f (v) n'est pas l'opérateur nul (par l'assertion (v) du théorème1.45), est contenue
dans le noyau dev � � id. Donc � est une valeur propre dev. Comme un espace compact
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est discret si et seulement s'il est �ni, et que toute partie �nie deC est composée de points
isolés, la dernière assertion en découle. �

Par ce lemme et ce qui le précède, tout point� de Sp(u) nSpess(u) est donc une valeur
propre. Si par l'absurde l'espace propreE � de � était de dimension in�nie, il existerait
une suite orthonormée(en )n2 N dans E � . Celle-ci n'admettrait pas de sous-suite conver-
gente, serait unitaire et véri�erait u(en ) � �e n = 0 , donc � appartiendrait à Spess(u), une
contradiction.

Réciproquement, soit� une valeur propre deu, isolée dansSp(u), d'espace propreE �

de dimension �nie.
Puisque l'opérateur continu u est auto-adjoint et préserveE � , il préserve l'orthogonal

E ?
� , et ujE ?

�
est auto-adjoint. Montrons tout d'abord par l'absurde que � n'appartient pas

à Sp(ujE ?
�

). Sinon, commeSp(ujE ?
�

) est contenu dansSp(u) (voir par exemple l'exercice
E.4), le nombre réel� serait une valeur spectrale isolée deujE ?

�
, non valeur propre, ce qui

contredirait le lemme 1.49. Donc ujE ?
�

� � id jE ?
�

est inversible, et nous notonsc la norme
de son inverse.

Montrons maintenant que � n'appartient pas au spectre essentiel deu. Soit (xn )n2 N

une suite quelconque de vecteurs unitaires deH telle que la suite (u(xn ) � �x n )n2 N

converge vers0. Montrons que (xn )n2 N admet une sous-suite convergente, ce qui entraîne
que� =2 Spess(u). Écrivons xn = yn + zn avecyn 2 E � et zn 2 E ?

� . PuisqueE � est un espace
vectoriel de dimension �nie et kynk � k xn k = 1 pour tout n 2 N, la suite (yn )n2 N admet
une sous-suite convergente, versy 2 H . De plus,kzn k � cku(zn ) � �z n k = cku(xn ) � �x n k,
donc la suite(zn )n2 N converge vers0. Donc (xn )n2 N admet une sous-suite convergente (vers
y), ce qui montre le résultat. �

Le fait (énoncé dans le lemme1.49) que tout point isolé de Sp(u) est une valeur propre
de u est une des justi�cations à l'appellation de � spectre ponctuel � pour désigner l'en-
semble des valeurs propres deu. Mais on prendra bien garde qu'il peut y avoir des élé-
ments non isolés deSp(u) qui sont aussi des valeurs propres deu : la réunion dans l'égalité
Sp(u) = Sp ess(u) [ Vp(u) énoncée dans la proposition1.48 n'est pas forcément disjointe.

Exercice E.19 Soient H un espace de Hilbert etu 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint
compact. Pour tout � 2 C, notons p� la projection orthogonale deH sur le sous-espace
vectoriel (fermé) E � = Ker( u � � id) .

(1) Pour toute application f 2 C(Sp(u)) telle quef (0) = 0 si 0 2 Sp(u), montrer que
l'opérateur continu f (u) est compact.

(2) Montrer que u =
P

� 2 Sp(u) � p � (avec convergence dansL (H )).
(3) Pour toute application f 2 C(Sp(u)) telle que f (0) = 0 , montrer que f (u) =P

� 2 Sp(u) f (� ) p� .

L'écriture u =
P

� 2 Sp(u) � p � obtenue dans cet exercice s'appelle larésolution spectrale
de l'opérateur auto-adjoint compactu. Le but de la partie suivante est de montrer que tout
opérateur auto-adjoint admet une telle décomposition, quitte à remplacer somme d'opé-
rateurs par intégrale d'opérateurs en un sens à dé�nir (son spectre n'étant pas forcément
dénombrable).
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1.7 Résolution spectrale des opérateurs auto-adjoints

Le but de ce chapitre est, outre d'étendre le calcul fonctionnel continu à des fonctions
plus générales que les fonctions continues, de décrire un opérateur auto-adjoint d'un espace
de Hilbert par des quantités dé�nies sur son spectre.

Résolutions de l'identité.

Un rôle important pour notre but va être joué par les projecteurs orthogonaux. Un
projecteur orthogonald'un espace de HilbertH est un opérateur continup de H tel qu'il
existe un sous-espace vectoriel ferméF de H tel que p(x) soit la projection orthogonale
de x sur F pour tout x 2 H . Notons queF est alors l'image dep.

Proposition 1.50 Soient H un espace de Hilbert complexe, etP 2 L (H ). Alors P est
un projecteur orthogonal (c'est-à-dire l'application de projection orthogonale sur un sous-
espace vectoriel fermé deH ) si et seulement siP est un opérateur auto-adjointidempotent
(c'est-à-dire qui véri�e P2 = P) de H . De plus, P est alors positif, de norme au plus1,
véri�e hP(x); xi = kP(x)k2 pour tout x 2 H , et P est le projecteur orthogonal sur son
image P(H ).

Démonstration. Si P est l'application de projection orthogonale sur un sous-espace vec-
toriel fermé F de H , alors pour tous lesx et y dans H , les vecteursP(x) 2 F et
y � P(y) 2 F ? , ainsi que P(x) � x 2 F ? et P(y) 2 F , sont orthogonaux, et donc
hP(x); yi = hP(x); P(y)i = hx; P (y)i . Ceci montre queP est auto-adjoint, et positif, car
hP(x); xi = hP(x); P(x)i � 0. Comme la restriction de P à F est l'identité, P est idem-
potent.

Réciproquement, soit P un opérateur auto-adjoint idempotent. Si y = P(x), alors
P(y) = P2(x) = P(x) = y. Donc l'image P(H ) de P est contenue dans le noyau de
id � P, donc égal à ce noyau (car réciproquement, six 2 Ker(id � P), alors x = P(x), donc
x appartient à l'image de P). En particulier, P(H ) est fermé. PuisqueP est auto-adjoint,
pour tous lesx et y dans H , nous avonshP(y); x � P(x)i = hy; P(x) � P2(x)i = 0 . Donc
P(x) est un vecteur deP(H ) tel que P(x) � x soit orthogonal à P(H ), ce qui montre
que P est le projecteur orthogonal surP(H ). Le fait que P est de norme au plus1 est
alors immédiat (outre ce qui a été vu dans le théorème1.11, si z = x + y avec x et y
orthogonaux, alorskxk � k zk). �

Dé�nition 1.51 Soit H un espace de Hilbert. Une famille(P� )� 2 R d'opérateurs auto-
adjoints de H est appelée unerésolution de l'identité de H si

(a) P� � P� = Pmin f �; � g ;
(b) P� = 0 si � est assez petit, etP� = id si � est assez grand ;
(c) pour tout x dans H , nous avonslim � ! � + P� (x) = P� (x).

Remarquons que par la condition (a), les opérateurs continus P� pour � 2 R commutent
deux à deux. Remarquons aussi que par la proposition1.50, puisque P� est idempotent
(P� � P� = P� par la condition (a)), l'opérateur continu P� est un projecteur orthogonal.

La première propriété s'appelle lapropriété de croissance, la troisième la propriété de
continuité faible à droite. Lorsque l'on s'intéresse à des opérateurs linéaires continus dont
le domaine de dé�nition n'est pas tout l'espace de départ (dit non bornés), la condition (b)
est remplacée parlim � !�1 P� (x) = 0 et lim � ! + 1 P� (x) = x, pour tout x 2 H .
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Exemple. Soit u un opérateur auto-adjoint compact d'un espace de HilbertH . Pour
tout � 2 R, notons E � = Ker( u � � id) . Par le théorème1.41, ces sous-espaces vectoriels
sont fermés, deux à deux orthogonaux, et réduits àf 0g sauf pour au plus un ensemble
dénombrable d'entre eux. Pour tout � 2 R, notons P� la projection orthogonale sur la
somme hilbertienne desE � pour � � � . Alors (P� )� 2 R est une résolution de l'identité.

Soient H un espace de Hilbert et(P� )� 2 R une résolution de l'identité deH . Il découle
des propriétés (a), (b), (c) des résolutions de l'identité et des propriétés des projections
orthogonales que pour toutx dans H , l'application de R dans R dé�nie par

� 7! hP� (x); xi

est une application nulle au voisinage de�1 , égale àkxk2 au voisinage de+ 1 , continue
à droite, et croissante (car pour tout x 2 H , si � � � , alors

hP� (x); xi = kP� (x)k2 = kP� � P� (x)k2 � k P� (x)k2 = hP� (x); xi

puisqueP� est de norme au plus1).
Le résultat suivant est montré par exemple dans [Coh, page 23].

Théorème 1.52 Si F : R ! R est une fonction bornée, croissante, continue à droite,
nulle sur ] � 1 ; m[ et constante sur]M; + 1 [ , alors il existe une unique mesure positive
borélienne �nie � sur R, à support contenu dans[m; M ], telle que� (] �1 ; � ]) = F (� ) pour
tout � 2 R. �

Une telle mesure est appelée unemesure de Stieltjes, 13 et notée dF . Si t � 0 et si
G : R ! R est une autre telle fonction, alorsF + tG est aussi bornée, croissante, continue
à droite, nulle sur ]�1 ; m[ et constante sur]M; + 1 [ , et, par unicité, d(F + tG) = dF + tdG.
De plus, la masse totale de la mesure de StieltjesdF est

kdFk = lim
� ! + 1

F (� ) = max F :

Pour tout x 2 H , nous noteronsdhP� (x); xi la mesure de Stieltjes de l'application
� 7! hP� (x); xi , qui véri�e les hypothèses du théorème ci-dessus.

Proposition 1.53 Soient H un espace de Hilbert,(P� )� 2 R une résolution de l'identité, et
f 2 C(R; C). Il existe un unique opérateur continuu 2 L (H ) tel que, pour tout x 2 H ,

hu(x); xi =
Z

� 2 R
f (� ) dhP� (x); xi : (12)

Cet opérateur continu est auto-adjoint sif est à valeurs réelles, et positif sif est à valeurs
positives.

13.

Stieltjes
(1856-1894)
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Cet opérateur continu sera noté

u =
Z

� 2 R
f (� ) dP� : (13)

Cette notation est purement formelle, c'est une aide mnémotechnique pour se souvenir de
la formule (12).

Démonstration. L'unicité de u découle de l'identité de polarisation (4), puisque le produit
scalaire est non dégénéré.

Montrons l'existence deu. Pour tout x 2 H , notons q(x) =
R

� 2 R f (� ) dhP� (x); xi . Par
les propriétés des mesures de Stieltjes, la mesure positivedhP� (x); xi est �nie, car sa masse
totale est égale àkxk2, et son support est compact, contenu dans[m; M ] si P� = 0 pour
� < m et P� = id pour � > M . Donc q(x) est bien dé�ni, et si C = max � 2 [m; M ] jf (� )j
(qui est �ni), alors pour tout x dansH , nous avonsjq(x)j � Ckxk2. Par les propriétés des
mesures de Stieltjes, on montre aisément que l'applicationa : H � H ! C dé�nie par

a(x; y) =
1
2

�
q(x + y) � q(x) � q(y)

�
+

i
2

�
q(x + iy ) � q(x) � q(y)

�

est sesquilinéaire, hermitienne sif est réelle et positive sif est positive. Par exemple, la
linéarité à gauche découle du fait que pour tous les� 2 R et x; x 0; y 2 H ,

hP� (x + x0+ y); x + x0+ yi + hP� (x); xi + hP� (x0); x0i + hP� (y); yi

= hP� (x + y); x + yi + hP� (x0+ y); x0+ yi + hP� (x + x0); x + x0i ;

donc

dhP� (x + x0+ y); x + x0+ yi � dhP� (x + x0); x + x0i � dhP� (y); yi

=
�
dhP� (x + y); x + yi � dhP� (x); xi � dhP� (y); yi

�

+
�
dhP� (x0+ y); x0+ yi � dhP� (x0); x0i � dhP� (y); yi

�
:

Pour tous lesx et y dans H de norme1, nous avonsja(x; y)j � 6C, d'où a est continue.
Le résultat découle alors du corollaire1.14 au théorème de dualité de Riesz-Fréchet,

qui montre l'existence d'un (unique) u 2 L (H ) tel que hu(x); yi = a(x; y) pour tous les
x; y 2 H . �

L'un des buts de la partie suivante est de montrer que tout opérateur (linéaire continu)
auto-adjoint sur un espace de Hilbert complexe peut s'écrire comme une �intégrale� donnée
par la formule (13) avec f : � 7! � .

Résolutions spectrales et calcul fonctionnel borné.

Théorème 1.54 Soient H un espace de Hilbert complexe non réduit àf 0g et u 2 L (H )
un opérateur auto-adjoint deH .

A (Résolution spectrale) Il existe une et une seule résolution de l'identité(P� )� 2 R,
appelée larésolution spectralede u, telle que, pour tout f 2 C

�
Sp(u)

�
,

f (u) =
Z

� 2 Sp(u)
f (� ) dP� : (14)
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B (Calcul fonctionnel borné) Il existe un et un seul morphisme d'algèbres involutives

 de L 1
�

Sp(u)
�

dansL (H ) tel que (id) = u, véri�ant la propriété de continuité (#) :
si g 2 L 1

�
Sp(u)

�
est limite simple d'une suite(gn )n2 N dans L 1

�
Sp(u)

�
uniformément

bornée, alors (gn )(x) converge vers (g)(x) dans H , pour tout x 2 H .
De plus, pour tout g 2 L 1

�
Sp(u)

�
,

(i) la restriction de  à C
�

Sp(u)
�

est ' ;

(ii) la norme de  est au plus1;

(iii) si g est à valeurs réelles, alors l'opérateur continu (g) est auto-adjoint ; si g est à
valeurs positives ou nulles, alors l'opérateur continu (g) est positif ;

(iv)  (g) commute avec tout opérateur continu commutant avecu ;

(v) si � est une valeur propre deu, alors g(� ) est une valeur propre de (g) et l'espace
propre Ker(u � � id) de u associé à� est contenu dans l'espace propreKer(  (g) �
g(� ) id) de  (g) associé àg(� ).

Nous utiliserons dans la suite la notationg(u) au lieu de  (g), pour tout élément
g 2 L 1

�
Sp(u)

�
. L'application g 7! g(u) de L 1

�
Sp(u)

�
dans L (H ) véri�e donc, pour

tous lesg; g0 2 L 1
�

Sp(u)
�

et � 2 C,
� (g + �g 0)(u) = g(u) + �g 0(u),
� g(u)� = g(u),
� (gg0)(u) = g(u) � g0(u) et id(u) = u,
� k g(u)k � k gk1 ,

Si g est continue, alors la notationg(u) coïncide par (i) avec celle introduite après l'énoncé
du théorème1.45.

Démonstration. L'assertion (i) est immédiate, par la propriété d'unicité du calcul fonc-
tionnel continu ' , car  jC(Sp(u)) : C

�
Sp(u)

�
! L (H ) est un morphisme d'algèbres invo-

lutives envoyant id sur u.
Montrons l'unicité de  . Puisque toute fonction mesurable bornée deSp(u) dans R

est limite simple de fonctions continues uniformément bornées deSp(u) dans R (voir par
exemple [Coh]), l'unicité résulte de l'assertion (i), et de la propriété de continuité (#).

Montrons l'existence de . Par le calcul fonctionnel continu, pour tous lesx et y dans
H , l'application de C

�
Sp(u)

�
dans C dé�nie par f 7! hf (u)x; y i (en notant pour alléger

les notations f (u)x = f (u)(x) ) est une forme linéaire continue, de norme au pluskxkkyk
(par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et puisquekf (u)k = kf k1 ). Donc par le théorème
de représentation de Riesz1.6, il existe une unique mesure borélienne complexe� x; y sur
l'espace compactSp(u) telle que, pour tout f 2 C(Sp(u)) ,

Z

Sp(u)
f d� x; y = hf (u)x; yi :

Nous allons montrer les propriétés suivantes :

(1) k� x; y k � k xkkyk ;

(2) � x+ �x 0; y = � x; y + � � x0; y ;

(3) � y; x = � x; y ;

(4) pour tout h 2 C(Sp(u)) , nous avonsh d� x; y = d� h(u)x; y .
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Les trois premières propriétés signi�ent que l'application (x; y) 7! � x; y est une application
sesquilinéaire hermitienne continue de norme au plus1 de H � H dans l'espace de Banach
complexeM C

�
Sp(u)

�
des mesures boréliennes complexes surSp(u).

La première assertion découle de la dé�nition de la norme d'une mesure complexe sur
Sp(u), comme norme duale de la forme linéaire continue surC

�
Sp(u)

�
qu'elle dé�nit (voir

le théorème1.6). La seconde est immédiate par unicité. Sif est à valeurs réelles, alorsf (u)
est auto-adjoint, donc pour tous lesx et y dans H , nous avonshf (u)x; yi = hx; f (u)yi =
hf (u)y; xi ; deux mesures complexes qui donnent les mêmes valeurs aux fonctions continues
à valeurs réelles coïncident ; la troisième assertion en découle. En�n, la dernière assertion
vient du fait que (fh )(u) = f (u) � h(u) pour tous lesf; h 2 C

�
Sp(u)

�
.

Pour toute application mesurable bornéeg : Sp(u) ! C, l'application de H � H dans
C dé�nie par (x; y) 7!

R
Sp(u) g d� x; y est une forme sesquilinéaire par les assertions (2) et

(3), qui entraînent que � x; y + �y 0 = � x; y + � � x; y 0. Cette forme sesquilinéaire est continue
en 0 par l'assertion (1) et puisqueg est bornée, donc est continue. Donc par le corollaire
1.14 du théorème de Riesz-Fréchet, il existe un unique opérateurcontinu  (g) 2 L (H )
tel que, pour tous lesx et y dans H ,

h (g)x; yi =
Z

Sp(u)
g d� x; y :

Notons que (g) = g(u) si g est continue, et en particulier  (id) = u. Par unicité, l'appli-
cation  : g 7!  (g) de L 1

�
Sp(u)

�
dans L (H ) est linéaire. Nous avons, pour tous lesx

et y dans H ,

h (g)x; yi =
Z

Sp(u)
g d� x; y =

Z

Sp(u)
g d� y; x = h (g)y; xi = h (g)� x; yi ;

donc  (g) =  (g)� . Soient f et g dans L 1
�

Sp(u)
�
, montrons que  (fg ) =  (f ) �  (g).

Pour tous lesx et y dans H , pour tout h 2 C(Sp(u)) , nous avons par l'assertion (4),
Z

Sp(u)
fh d� x; y =

Z

Sp(u)
f d� h(u)x; y = h (f )

�
h(u)x

�
; yi = hh(u)x;  (f )� yi

=
Z

Sp(u)
h d� x;  (f ) � y :

Les mesures complexesf d� x; y et d� x;  (f ) � y sont donc égales, donc

h (fg )x; y i =
Z

Sp(u)
fg d� x; y =

Z

Sp(u)
g d� x;  (f ) � y = h (g)x;  (f )� yi = h (f ) (g)x; y i ;

ce qui montre le résultat cherché.
Nous avons donc montré que est un morphisme d'algèbres involutives entre l'algèbre

normée involutive L 1
�

Sp(u)
�

et l'algèbre stellaire L (H ). En particulier, par la propo-
sition 1.44 (2), l'application  est de norme au plus1, ce qui montre (ii).

Montrons que  véri�e la propriété de continuité (#). Soit (gn )n2 N une suite unifor-
mément bornée dansL 1

�
Sp(u)

�
qui converge simplement versg 2 L 1

�
Sp(u)

�
. Pour

tous les x et y dans H , le théorème de convergence dominée de Lebesgue implique que
h (gn )x; y i =

R
Sp(u) gn d� x; y converge versh (g)x; yi =

R
Sp(u) g d� x; y . Donc ( (gn )x)n2 N
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converge faiblement vers (g)x dans H . De plus (gngn )n2 N étant une suite uniformé-
ment bornée qui converge simplement versgg, et puisque  est un morphisme d'algèbres
involutives, nous avons

k (gn )xk2 = h (gn )�  (gn )x; x i = h (gn gn )x; x i �!n ! + 1 h (gg)x; x i = k (g)xk2 :

Par le critère de convergence forte1.22, la suite ( (gn )x)n2 N converge donc vers (g)x
dans H .

Montrons l'unicité d'une résolution spectrale de u. Si (P� )� 2 R est une résolution de
l'identité véri�ant l'équation ( 14) pour tout f 2 C(Sp(u)) , alors pour tout x 2 H , la
mesure de StieltjesdhP� (x); xi est uniquement déterminée (par l'unicité dans le théorème
de représentation de Riesz1.6). Or une mesure de Stieltjes� détermine uniquement la
fonction F qui la dé�nit, puisque F (� ) = � (] � 1 ; � ]) pour tout � 2 R. Donc hP� (x); xi
est uniquement déterminé, et par l'identité de polarisation (4), les produits scalaires

hP� (x); yi =
1
2

�
hP� (x + y); x + yi � h P� (x); xi � h P� (y); yi

�

+
i
2

�
hP� (x + iy ); x + iy i � h P� (x); xi � h P� (y); yi

�

sont uniquement déterminés, donc la résolution de l'identité (P� )� 2 R est uniquement dé-
terminée, puisque le produit scalaire est non dégénéré.

Montrons l'existence d'une résolution spectrale deu. Pour tout � 2 R, notons � �

la fonction caractéristique de l'intervalle ] � 1 ; � ] (qui est mesurable bornée), et posons
P� =  (� � ). Remarquons que

� � � � � = � inf f �; � g,
� � � vaut 0 (respectivement1) sur le compactSp(u) de R si � est assez petit (respec-

tivement assez grand),
� � � converge simplement vers� � quand � tend vers � par valeurs supérieures,
� les � � sont réelles et uniformément bornées par1.

Puisque est un morphisme d'algèbres deL 1
�

Sp(u)
�

dansL (H ) véri�ant la propriété
de continuité (#), la famille (P� )� 2 R est donc une résolution de l'identité. Puisque le
support de � x; x est contenu dansSp(u), nous avons

hP� (x); xi =
Z

Sp(u)
� � d� x; x = � x; x (] � 1 ; � ])

pour tout x dans X . Par unicité, la mesure de StieltjesdhP� (x); xi est donc égale à� x; x .
Ceci montre en particulier que la mesure� x; x est positive. La formule (14) dans la partie
A du théorème 1.54 découle alors de la dé�nition des mesures� x; y .

Montrons l'assertion (iii). Si g est à valeurs réelles, puisque est un morphisme d'al-
gèbres involutives, nous avons (g)� =  (g) =  (g), donc  (g) est auto-adjoint. Si g
est à valeurs positives, puisque� x; x est une mesure positive, nous avonsh (g)x; x i =R

Sp(u) g d� x; x � 0 pour tout x 2 H , donc  (g) est positive.

Montrons l'assertion (iv). Si v 2 L (H ) commute avecu, alors v commute avecP(u)
pour tout polynôme u, donc avecf (u) pour tout f 2 C(Sp(u)) par densité et par continuité
du calcul fonctionnel continu ' . Par la propriété de continuité (#) (puisque toute fonction
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mesurable bornée est limite simple de fonctions continues uniformément bornées) et par la
continuité de v, pour tous lesg 2 L 1 (Sp(u)) et x 2 H , nous avons donc (g)(v(x)) =
v( (g)x), donc v commute avec (g).

Montrons la dernière assertion (v). Six 2 H est un vecteur propre deu associé à la
valeur propre � , alors, par les propriétés du calcul fonctionnel continu, (f )(x) = f (u)(x) =
f (� )x pour tout f 2 C(Sp(u)) . Comme toute fonction mesurable bornée est limite simple
de fonctions continues uniformément bornées, la propriétéde continuité (#) implique que
 (g)(x) = g(� )x pour tout g 2 L 1 (Sp(u)) . �

L'exercice suivant est à résoudre après l'exercice récapitulatif E.24.

Exercice E.20 Soient H un espace de Hilbert etu 2 L (H ).
(1) Montrer que si u est inversible, alors il existe un unique couple(v; w) d'éléments

de L (H ) tels quev soit unitaire, w positif et u = v � w.
(2) Montrer que si u est auto-adjoint, alors il existe un couple(v; w) d'éléments de

L (H ) tels quev soit unitaire, w soit positif, u = v � w et u; v et w commutent deux à
deux.

Ce couple (v; w) est appelé ladécomposition polairede u, si u est inversible, et une
décomposition polairede u, si u est auto-adjoint. Remarquons qu'il n'y a pas unicité en
général dans l'assertion (2), car l'opérateur nul0 est auto-adjoint, et s'écrit v � 0 pour tout
opérateur unitaire v.

LorsqueH = C, tout opérateur linéaire inversibleu est la multiplication par un nombre
complexe non nulz, et v et w sont les multiplications par respectivement z

jzj = ei arg z et jzj.
Si H = Cn , le résultat (1) est déjà connu : pour tout élémentM de GLn (C), il existe un
unique couple(U; P) 2 U(n) � Herm+ (n) tel que M = UP, où U(n) est le groupe unitaire
de Cn (des matricesU 2 GLn (C) telles queU � 1 = U � ) et Herm+ (n) est le sous-ensemble
de M n (C) des matrices hermitiennes dé�nies positives (les matricesP telles queP = P �

et à valeurs propres strictement positives).

Mesures spectrales.

Soient H un espace de Hilbert etu 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint de H . Pour
tout x 2 H , il existe une et une seule mesure borélienne positive �nie� x sur R de support
contenu dansSp(u) telle que, pour toute application mesurable bornéef : Sp(u) ! C,
nous ayons

hf (u)x; x i =
Z

� 2 Sp(u)
f (� ) d� x (� ) : (15)

Elle est appelée lamesure spectralede x pour l'opérateur auto-adjoint u. L'unicité de
� x découle de l'unicité dans le théorème de représentation de Riesz1.6. Pour l'existence,
il su�t de remarquer que la mesure notée � x; x dans la démonstration du théorème1.54
convient. Si (P� )� 2 R est la résolution spectrale deu, alors comme vu dans la démonstration
ci-dessus,� x est la mesure de Stieltjes de l'application� 7! hP� (x); xi : avec les notations
déjà vues,

d� x (� ) = dhP� (x); xi :

Un vecteur x de H est dit cyclique(ou totalisateur) pour un opérateur linéaire continu
v 2 L (H ) si le plus petit sous-espace vectoriel fermé deH contenant les vn (x) pour
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n 2 N est égal àH . Un opérateur linéaire continu v 2 L (H ) est dit (topologiquement)
irréductible si H n'admet pas de sous-espace vectoriel fermé di�érent def 0g et H invariant
par v. Si v est irréductible, alors v admet un vecteur cyclique : tout vecteur non nulx de
H est un vecteur cyclique pourv, car le plus petit sous-espace vectoriel fermé contenant
les vn (x) pour n 2 N est non nul et invariant par v, par linéarité et continuité de v. Mais
la réciproque n'est pas vraie en général.

Exercice E.21 Soient H un espace de Hilbert séparable etu 2 L (H ) un opérateur auto-
adjoint. Montrer que H est somme directe orthogonale �nie ou somme hilbertienne d'une
suite �nie ou dénombrable (H n )0� n<N (où N 2 N [ f + 1g ) de sous-espaces vectoriels
fermés deH , invariants par u et admettant un vecteur cyclique pour la restriction deu.

Les propriétés fondamentales des mesures spectrales (outre leur dé�nition) sont résu-
mées dans le résultat suivant.

Proposition 1.55 Soient H un espace de Hilbert,u 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint
de H , x 2 H et � x la mesure spectrale dex pour u.

(a) La masse totale de la mesure spectrale� x est kxk2.

(b) Pour toute application mesurable bornéeg 2 L 1 (Sp(u)) , la mesure spectrale� g(u)x
de g(u)x pour u est absolument continue par rapport à la mesure spectrale dex et
� x -presque partout

d� g(u)x

d� x
= jgj2 :

(c) Si x est un vecteur cyclique pouru, alors le support de la mesure spectrale� x est
égal au spectre deu.

(d) Si H est séparable, alors le spectre deu est égal à l'adhérence de la réunion des
supports des mesures spectrales des éléments deH .

Démonstration. (a) Il su�t de prendre la fonction constante égale à 1 dans l'équation
(15) dé�nissant la mesure spectrale.

(b) Le calcul fonctionnel borné étant un morphisme d'algèbres involutives, nous avons,
pour tout h 2 C(Sp(u)) ,

Z

Sp(u)
h d� g(u)x = hh(u)g(u)x; g(u)xi = hg(u)� h(u)g(u)x; x i = h(ghg)(u)x; x i

=
Z

Sp(u)
ghg d� x =

Z

Sp(u)
h jgj2 d� x ;

ce qui montre le résultat, par l'unicité dans le théorème de représentation de Riesz1.6.

(c) Voir par exemple [Lev].

(d) Ceci découle de (c) et des exercicesE.21 et E.18 (3). �
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1.8 Exercices récapitulatifs

Exercice E.22 Soient H un espace de Hilbert complexe, etv et w deux éléments de
L (H ) tels quew � v soit un opérateur compact. Montrer que

Sp(w) � Vp(w) � Sp(v) :

Exercice E.23 Montrer que la composition de deux opérateurs à noyau de typeHilbert-
Schmidt est encore un opérateur à noyau de type Hilbert-Schmidt : avec les notations de
l'exemple (3) de la partie 1.4, montrer que si (X; A ; � ), (Y;B ; � ) et (Z; C ; ! ) sont trois
espaces mesurés, et siN 2 L2

�
(X; A ; � ) � (Y;B ; � )

�
et N 0 2 L2

�
(Y;B ; � ) � (Z; C ; ! )

�
,

alors K N � K N 0 = K N 00 où

N 00(x; z) =
Z

y2 Y
N (x; y) N 0(y; z) d� (y) :

Exercice E.24 Soit H un espace de Hilbert complexe.
(1) Pour tout opérateur continu positif u 2 L (H ) et pour tout n 2 N � f 0g, montrer

qu'il existe un et un seul opérateur continu positif v 2 L (H ) tel que vn = u, que nous
noterons v = n

p
u (et v =

p
u si n = 2 ). Calculer le spectre de n

p
u en fonction du spectre

de u. Montrer que n
p

u est inversible siu l'est, et calculer l'inverse de n
p

u en fonction de
l'inverse de u.

(2) Pour tout u 2 L (H ), montrer que
p

u� u est l'unique opérateur continu positif
v 2 L (H ) tel que kv(x)k = ku(x)k pour tout x 2 H .
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1.9 Correction des exercices

Correction de l'exercice E.1 . Montrons que H est un espace de Hilbert.
D'après ce qui précède l'énoncé de l'exercice,H est un sous-espace vectoriel de l'es-

pace vectoriel produit
Q

n2 N H n , et l'application h�; �i H : H � H ! C est bien dé�nie
(par une somme convergente). Pour toutn 2 N, l'application pn : H ! H n dé�nie par
pn

�
(xk )k2 N

�
= xn est une application linéaire, et pour tous lesx et y dans H , nous

avons hx; yi H =
P

n2 Nhpn (x); pn (y)i H n . Puisque h�; �i H n est une forme sesquilinéaire her-
mitienne, par passage à la limite des égalités,h�; �i H est aussi une forme sesquilinéaire
hermitienne. Puisque qu'une série convergente de termes positifs ou nuls est positive ou
nulle, et est nulle si et seulement si chacun de ses termes estnul, h�; �i H est dé�nie positive.
Donc h�; �i H est un produit scalaire surH , dont la norme associée est

kxk =
� X

k2 N

kxkk2
� 1

2

si x = ( xk )k2 N. En particulier, kpn (x)k = kxnk � k xk, donc pn est 1-lipschitzienne, donc
continue.

Montrons que H est complet. Soit (X i ) i 2 N une suite de Cauchy dansH , montrons
qu'elle converge. Pour toutn 2 N �xé, puisque pn est 1-lipschitzienne, la suite

�
pn(X i )

�
i 2 N

dansH n est de Cauchy dansH n , donc converge dansH n qui est complet, vers un élément
yn 2 H n . PosonsY = ( yn )n2 N et montrons que la suite(X i ) i 2 N converge versY . Pour tout
� > 0, soit N 2 N tel que pour tous lesi; j � N , nous ayonskX i � X j kH � � , c'est-à-dire

X

n2 N

kpn (X i ) � pn(X j )k2
H n

� � 2 : (16)

Pour tout i �xé, appliquons le théorème de convergence dominé de Lebesgue à la mesure
de comptage surN et à la suite de fonctions(f j ) j � N de N dans R dé�nies par f j : n 7!
kpn (X i ) � pn(X j )k2

H n
, qui converge simplement vers la fonctionn 7! k pn (X i ) � ynk2

H n

quand j tend vers + 1 . Nous avons donc, par passage à la limite dans l'équation (16),

kX i � Yk2 =
X

n2 N

kpn (X i ) � ynk2
H n

� � 2 :

Ceci montre que d'une partkYkH � � + kX N kH en prenant i = N dans la formule centrée
ci-dessus et par l'inégalité triangulaire, donc queY appartient bien à H ; et d'autre part,
que kX i � YkH tend vers 0 quand i tend vers + 1 , donc que la suite(X i ) i 2 N tend vers Y
dans H , ce qu'il fallait démontrer.

Montrons maintenant la seconde assertion. Pour toutn 2 N, soit Dn une partie dé-
nombrable dense dansH n , que l'on peut supposer contenir0. Notons D l'ensemble des
éléments de

Q
n2 N H n , dont la n-ème composante appartient àDn pour tout n, et n'ayant

qu'un nombre �ni de composantes non nulles. AlorsD est dénombrable (comme union
dénombrable de produits �nis d'ensembles dénombrables), et contenu dans H . Montrons
que D est dense dansH .

En e�et, soient x = ( xn )n2 N 2 H et � > 0. Montrons qu'il existe y dans D tel que
kx � yk � � , ce qui conclut. Soit N 2 N tel que

P + 1
n= N kxnk2 � � 2

2 ce qui est possible par
sommabilité. Pour tout n 2 f 0; : : : ; N � 1g, soit yn 2 Dn tel que kxn � ynk � �p

2N
, ce
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qui est possible par densité deDn dans H n . Notons y l'élément de
Q

n2 N H n dont les N
premières composantes sont lesyn pour n = 0 ; : : : ; N � 1, et dont les composantes suivantes
sont nulles, qui appartient bien àD . Alors

kx � yk =
� N � 1X

n=0

kxn � ynk2 +
+ 1X

n= N

kxnk2
� 1

2
�

�
N

� �
p

2N

� 2
+

� 2

2

� 1
2

= � :

Le résultat en découle.

Correction de l'exercice E.2 . Pour tout x dans E, pour tout y dans F = E ? , nous
avons hx; yi = 0 , donc E � F ? .

Si F ? = E, alors E est fermé, car l'orthogonal d'un sous-espace vectoriel esttoujours
fermé. Réciproquement, siE est fermé, alors par le corollaire1.12 (1), F est un supplé-
mentaire de E, donc pour tout x dans H , nous pouvons écrirex = x0+ x00avec x0 2 E
et x002 F . Si x 2 F ? , alors 0 = hx; x 00i = kx00k2

H . Donc x = x0 2 E, et F ? � E . Comme
nous avions montré l'autre inclusion, il en découle queF ? = E, ce qu'il fallait démontrer.

Correction de l'exercice E.3 . Il est immédiat que En est un sous-espace vectoriel de
H . Il est fermé comme intersection de fermés, car en notantpn : H ! H n l'application
n-ème composante (voir la correction de l'exerciceE.1),

En = f x 2 H : 8 k 2 N � f ng; pk(x) = 0 g =
\

k2 N�f ng

p� 1
k (f 0g)

et pk est continue (car 1-lipschitzienne) pour tout k 2 N. De plus la restriction pn jEn
:

En ! H n est un isomorphisme linéaire (car clairement injectif et surjectif), et isométrique
(par dé�nition de la norme de H ).

Il est immédiat par dé�nition du produit scalaire de H queEn et Em sont orthogonaux

si n 6= m. Pour tout x = ( xk )k2 N 2 H , soit N 2 N tel que
� P + 1

k= N kxkk2
� 1

2 < � , et soit
y l'élément de H dont les N premières composantes sontx0; : : : ; xN � 1 et dont les autres
composantes sont nulles. Alorsy est un élément de la somme directe desEn (car somme

�nie d'éléments des En ). De plus kx � yk =
� P + 1

k= N kxkk2
� 1

2 < � . Donc la somme directe
des En est dense dansH . Ceci montre queH est la somme hilbertienne de(En )n2 N.
(Mais H n'est pas égale à la somme directe desEn , cette somme directe étant l'ensemble
des éléments deH dont toutes les composantes sauf un nombre �ni sont nulles).

Correction de l'exercice E.4 . Rappelons que si un isomorphisme linéairev d'un espace
vectoriel V dans lui-même préserve une décomposition en somme directeV = V1 � � � � � Vn ,
alors son inversev� 1 aussi : pour tout x 2 Vi , il existe y1 2 V1; : : : ; yn 2 Vn tels que
v� 1(x) = y1 + � � � + yn . Mais alors v(y1) 2 V1; : : : ; v(yn ) 2 Vn et x = v(y1) + � � � + v(yn ).
Par la propriété de somme directe, nous avons doncv(yj ) = 0 si j 6= i , donc yj = 0 car v
est injective, doncv� 1(x) = yi appartient bien à E i .

Le résultat découle alors tout simplement du fait queu� � idE est inversible (respective-
ment injectif et d'image dense) si et seulement siujE i

� � idE i est inversible (respectivement
injectif et d'image dense) pour tout i 2 f 1; : : : ; ng.

Correction de l'exercice E.6 . L'idée clef est d'utiliser les coordonnées hilbertiennes,ce
qui est naturel vu l'énoncé, et d'appliquer moultes fois le théorème de Parseval1.17.
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a) Unicité, existence et continuité deu.
Pour tout x dans H , nous noterons(xn )n2 N les coordonnées hilbertiennes dex dans

la base hilbertienne(en )n2 N. Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors
pour tout x dans H , nous avonsu(x) = u(

P
n2 N xnen ) =

P
n2 N � nxnen , ce qui montre

l'unicité. Réciproquement, pour tout x dansH , puisqueC est compact, il existe� > 0 tel
quej� n j � � pour tout n, et donc la série

P
n2 N j� nxn j2, majorée par� 2 P

n2 N jxn j2, qui est
égal à� 2kxk2 par l'égalité de Parseval, converge. Par la partie réciproque du théorème de
Parseval1.17, la sériey =

P
n2 N � nxnen converge donc dansH , et nous posonsu(x) = y.

Il est immédiat que u est linéaire, et quekuk � � (toujours par l'égalité de Parseval). Donc
u est continue, ce qui montre l'existence. [Une autre manièrede montrer l'existence est de
dé�nir u sur l'espace vectoriel engendré par lesen par linéarité, sa norme étant au plus�
sur cet espace vectoriel, puis d'étendreu à H tout entier par le théorème de prolongement
A.1 (par uniforme continuité de u, complétude deH et densité deVectf en : n 2 Ng).]

b) Calcul des valeurs propres et espaces propres deu.
Tout d'abord, pour tout n 2 N, nous avonsu(en ) = � nen et en 6= 0 . Donc � n est une

valeur propre deu. Réciproquement, soit � 2 C une valeur propre deu. Il existe donc x
appartenant à H , non nul, tel que u(x) = �x . Par conséquent, par unicité des coordonnées
hilbertiennes, pour tout n 2 N, nous avons� nxn = �x n , égalité qui est équivalente àxn = 0
ou � = � n . Or puisquex est non nul, il existen0 2 N tel que xn0 6= 0 . Donc � = � n0 . Donc
les valeurs propres sont exactement les� n pour n 2 N :

Vp(u) = f � n : n 2 Ng :

Si � est une valeur propre, son espace propreE � , qui est par ce qui précède l'ensemble
desx 2 H tels quexn = 0 si � n 6= � , est donc l'adhérence du sous-espace vectoriel somme
directe desCen pour les n 2 N tels que � n = � (attention, si une in�nité de � n prennent
la valeur � , cet espace propreE � n'est pas la somme directe de ces droites, qui n'est pas
fermée, mais est la somme hilbertienne de ces droites).

c) Calcul du spectre deu.
Comme le spectreSp(u) est fermé, et contientVp(u) qui est dense dansC, nous avons

donc l'inclusion C � Sp(u). Pour montrer que cette inclusion est une égalité, soit� 2 C� C.
Comme C est compact, il existe� > 0 tel que le disque de centre� et de rayon � > 0 soit
contenu dans le complémentaire deC. En particulier, j� n � � j � � > 0 pour tout n 2 N.

Montrons que u � � id est surjectif. Pour tout y dansH , posonsx i = yi
� i � � (le dénomi-

nateur ne s'annule pas). Alors la série
P

i 2 N jx i j2, majorée par 1
� 2

P
i 2 N jyi j2, qui est égal à

kyk2

� 2 par l'égalité de Parseval, converge. Par la partie réciproque du théorème de Parseval
1.17, la sériex =

P
n2 N xnen converge donc dansH . Par linéarité et continuité de u, nous

avons
u(x) � �x =

X

n2 N

(� n � � )xn en =
X

n2 N

ynen = y ;

ce qui montre la surjectivité.
Montrons que u � � id est injectif. D'une part, c'est immédiat car � =2 Sp(u) implique

que � =2 Vp(u). D'autre part, pour tout x dans H , par l'égalité de Parseval, nous avons
ku(x) � �x k2 =

P
n2 N j(� n � � )xn j2 � � 2kxk2, donc u(x) � �x ne s'annule que six est nul,

ce qui montre d'une autre manière l'injectivité.
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Donc u � � id est bijectif, et tout � =2 C est une valeur régulière deu. Ceci montre que

Sp(u) = C :

c) Calcul du spectre résiduel deu.
Pour tout � 2 C non valeur propre deu, montrons que l'image deu � � id est dense

dans H . Ceci montre que le spectre résiduel deu est vide.

Méthode 1. Pour tout y dans H et tout � > 0, soit N tel que
P + 1

n= N +1 jyi j2 � � 2 (ce
qui est possible par la convergence de la série

P
jyi j2 par l'égalité de Parseval). Posons

x i = yi
� i � � pour i = 0 ; : : : ; N (les dénominateurs ne s'annulent pas) etx =

P N
i =0 x i ei . Alors

u(x) � �x =
NX

i =0

� i x i ei � �x i ei =
NX

i =0

yi ei :

Par l'égalité de Parseval, k(u(x) � �x ) � yk =
� P + 1

n= N +1 jyi j2
� 1

2 � � . Ceci montre que
Im(u � � id) est dense dansH , donc que

Spres(u) = ; :

Méthode 2. Pour tout n 2 N, puisque � 6= � n et u(en ) = � nen , nous avonsen =
(u � � id)

� en
� n � �

�
. Donc en appartient à l'image I de u � � id pour tout n 2 N. Cette

image I , étant un sous-espace vectoriel deH , contient donc le sous-espace vectorielV
engendré par lesen pour n 2 N. PuisqueV est dense dansH , par les propriétés des bases
hilbertiennes, l'image I est dense aussi (V � I implique H = V � I � H , donc I = H
par sandwich).

Correction de l'exercice E.7 . Pour tout x dans H , nous noterons(xn )n2 N les coor-
données hilbertiennes dex dans la base hilbertienne(en )n2 N.

L'unicité de u se montre comme dans l'exerciceE.6. La série à termes deux à deux
orthogonaux

P
i 2 N x i ei +1 , dont la somme des carrés des normes des termes est

P
i 2 N jx i j2 =

kxk2, converge par le théorème de Parseval1.17. Donc u(x) =
P

i 2 N x i ei +1 est bien dé�nie
(par la réciproque du théorème de Parseval1.17), et clairement linéaire, et est isométrique :
ku(x)k = kxk pour tout x dansH . En particulier u est injective de norme1, donc de rayon
spectral au plus1 (voir le théorème 1.25 (i)), et le spectre deu est contenu dans le disque
unité fermé D = f z 2 C : jzj � 1g de C.

Comme u est injective, 0 n'est pas valeur propre. Si� 2 C � f 0g et u(x) = �x , alors
par unicité des coordonnées hilbertiennes,�x 0 = 0 et �x i +1 = x i pour tout i 2 N. Ceci
implique par récurrence quex i = 0 pour tout i , donc x = 0 , et u n'a pas de valeur propre.

Soit � 2 C tel que j� j < 1. Montrons queu � � id n'est pas d'image dense dansH . Ceci
montrera que le spectre résiduel contient le disque unité ouvert. Comme le spectre résiduel
est contenu dans le spectre, qui est fermé, ceci montrera l'autre inclusion D � Sp(u), et
donc que

Sp(u) = D :

Notons ' : H ! C la forme linéairey 7!
P

i 2 N � i yi , qui est bien dé�nie, car la suite des
coordonnées hilbertiennes(yi ) i 2 N est bornée etj� j < 1, donc la série

P
i 2 N � i yi converge.

Il est immédiat de voir que ' est continue (les coordonnées hilbertiennes le sont et la série
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P
i 2 N j� j i converge). Son noyau est un hyperplan vectoriel fermé. Montrons que l'image

de u � � id est contenue dans ce noyau, qui n'est pas dense car fermé et decodimension
1, ce qui conclut. Soientx; y 2 H . Si y = u(x) � �x , alors, par unicité des coordonnées
hilbertiennes, nous avonsy0 = � �x 0 (équation E � 1) et yi +1 = x i � �x i +1 (équation E i )
pour tout i 2 N. En multipliant par � i +1 l'équation E i pour tout i 2 N [ f� 1g et en
ajoutant les n + 1 premières équations, nous obtenons

P n
i =0 � i yi = � � n+1 xn . Comme la

suite (x i ) i 2 N est bornée etj� j < 1, par passage à la limite, nous obtenons quey appartient
au noyau de' , ce qui montre le résultat.

[Deux autres méthodes sont possibles :
(1) Soit j� j < 1, supposons par l'absurde queIm(u � � id) soit dense. Montrons que

v = u � � id est surjective. Pour tout y 2 H , il existe une suite(xn )n2 N dans H telle que
limn!1 v(xn ) = y. En particulier, la suite (v(xn ))n2 N est de Cauchy. Ceci implique que la
suite (xn )n2 N est de Cauchy, car, l'opérateuru étant isométrique,

kv(xn+ p) � v(xn )k = ku(xn+ p � xn ) � � (xn+ p � xn )k � (1 � j � j)kxn+ p � xnk :

Donc par complétude, la suite(xn )n2 N converge versx 2 H , et par continuité de v, nous
avons v(x) = y.

Mais on véri�e facilement, par un argument de série géométrique de raison> 1, que e0

n'appartient pas à l'image deu � � id, ce qui est une contradiction.
(2) Si j� j < 1, on peut exhiber un élément non nul dans l'orthogonal deIm(u � � id) ,

ce qui montre queIm(u � � id) est non dense (voir le corollaire1.12 (2)).]

Pour obtenir que Spres(u) est exactement le disque unité ouvert, il reste à montrer que
si j� j = 1 , alors u� � id est d'image dense. Pour cela, par le corollaire1.12(2) (disant qu'un
sous-espace vectoriel d'un espace de Hilbert est dense si etseulement si son orthogonal est
nul), il su�t de montrer que si y 2 H est orthogonal à l'image deu � � id, alors y = 0 .

Soit donc y 2 H tel que pour tout i 2 N, le vecteur y soit orthogonal à u(ei ) � �e i =
ei +1 � �e i . En notant (yi ) i 2 N la suite des coordonnées hilbertiennes dey dans la base
hilbertienne donnée, nous avons donc0 = hy; ei +1 � �e i i = yi +1 � � y i . Donc jyi +1 j = jyi j.
Mais alors la convergence (assurée par le théorème de Parseval 1.17) de la série

P
i 2 N jyi j2

implique que yi = 0 pour tout i 2 N, ce qui montre le résultat.

[Autre méthode pour montrer queSpres(u) est contenu dans le disque unité ouvert :

PuisqueVp(u) = ; , nous avons� 2 Spres(u) si et seulement siim(u � � id)? 6= f 0g. Or, si
x 2 im(u � � id)? � f 0g, alors hx; u(x) � �x i = 0 , donc � kxk2 = hx; u(x)i , d'où par le cas
d'inégalité dans l'égalité de Cauchy-Schwarz (de nouveau puisqueVp(u) = ; )

j� j kxk2 = jhx; u(x)ij < kxk2kuk = 1 ;

et par conséquentj� j < 1.]

Correction de l'exercice E.12 . Pour tout x dans H , nous noterons(xn )n2 N les coor-
données hilbertiennes dex dans la base hilbertienne(en )n2 N.

a) Existence et norme deu.
Considérons la série à termes deux à deux orthogonaux

P
i 2 N

x i
i +1 ei +1 . La somme des

carrés des normes de ses termes est, par le théorème de Parseval 1.17, égale à

X

i 2 N

jx i j2

(i + 1) 2 �
X

i 2 N

jx i j2 = kxk2 < + 1
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Donc par la partie réciproque du théorème de Parseval1.17, l'application u : H ! H
donnée parx 7!

P
i 2 N

x i
i +1 ei +1 est bien dé�nie, et clairement linéaire. Elle est de norme1

(donc est continue), car nous venons de montrer queku(x)k � k xk pour tout x dans H ,
et ku(e0)k = ke1k = 1 . L'unicité de u se montre comme dans l'exerciceE.6.

b) Montrons que l'opérateur u est compact.
Pour tout � > 0, par le théorème de Bolzano-Weierstrass et la complétude deH , il

su�t de montrer que l'on peut recouvrir (l'adhérence de) u( B H ) par un nombre �ni de
boules fermées de rayon� .

Soit N 2 N tel que 1
N +1 � �

2 . Notons FN le sous-espace vectoriel engendré par
e0; : : : ; eN . Remarquons que six 2 B H \ F ?

N , alors x0; : : : ; xN = 0 , et donc

ku(x)k2 =
+ 1X

n= N +1

jxn j2

(n + 1) 2 �
kxk2

(N + 1) 2 �
1

(N + 1) 2 �
� �

2

� 2
:

Pour tout x 2 B H , écrivonsx = x0+ x00avecx0 2 FN et x002 F ?
N . Remarquons que par le

théorème de Pythagore,kx0k � 1 et kx00k � 1. Puisque FN est de dimension �nie et u est
continue, par le théorème de Riesz,u(FN \ B H ) est compact, donc peut être recouvert par
des boulesB(yp; �

2) de rayon �
2 en nombre �ni. Puisque ku(x) � u(x0)k � k u(x00)k � �

2 , et
par l'inégalité triangulaire, le sous-ensembleu( B H ) est recouvert par les boules fermées
B (yp; � ) de rayon � en nombre �ni (donc son adhérence aussi). Le résultat en découle.

[Voici deux autres méthodes.
(1) Une autre méthode consiste à considérer l'opérateurun : x 7!

P n
i =0

x i
i +1 ei +1 , qui

est linéaire, continu, de rang �ni, et à montrer quekun � uk tend vers 0 quand n tend vers
+ 1 .

(2) Encore une autre méthode est de montrer que si(xn )n2 N est une suite dansB H ,
alors la suite (u(xn ))n2 N admet une sous-suite convergente. En e�et, quitte à extraire
(par compacité faible), la suite (xn )n2 N converge faiblement versx, et donc (u(xn ))n2 N

converge faiblement versu(x). Par la proposition 1.22, il su�t alors de montrer que la suite
(ku(xn )k)n2 N converge versku(x)k. Pour cela, écrirexn =

P
k2 N an; k ek et x =

P
k2 N ak ek ,

remarquer que
lim

n! + 1
an; k = lim

n! + 1
hxn ; ek i = hx; ek i = ak

et appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue.]

c) Calcul du spectre deu.
Il est immédiat que u est injective (si u(x) = 0 , alors 1

n+1 xn = 0 pour tout n 2 N par
unicité des coordonnées hilbertiennes, doncx = 0). Donc 0 n'est pas valeur propre. Soit
� 2 C � f 0g. Pour tout x 2 H , si u(x) = �x , alors �x 0 = 0 et 1

n+1 xn = �x n+1 pour tout
n � 0. Donc puisque � 6= 0 et par récurrence, nous avonsxn = 0 pour tout n 2 N, et
x = 0 . Donc � n'est pas valeur propre, et

Vp(u) = ; :

Comme le spectre d'un opérateur compactu en dimension in�nie est égal àf 0g [ Vp(u),
nous avons donc

Sp(u) = f 0g :

Nous avons en particulier construit un opérateur continu, de spectre réduit à0, qui est non
nul (car de norme non nulle).
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d) Calcul du spectre résiduel deu.
Puisque Spres(u) � Sp(u), nous savons queSpres(u) est ou bien vide ou bien réduit à

f 0g. L'image deu est contenue dans l'hyperplan fermé engendré par(ei ) i 2 N�f 0g (d'équation
x0 = 0 , c'est l'orthogonal de e0). Elle n'est donc pas dense, et comme0 n'est pas valeur
propre par ce qui précède, nous avons

Spres(u) = f 0g :

Correction de l'exercice E.13 . Soit v 2 L (H ) tel que v(en ) = � n en pour tout n 2 N,
qui existe par l'exerciceE.6. Pour tous lesx; y 2 H , de coordonnées hilbertiennes(xn )n2 N

et (yn )n2 N respectivement dans la base hilbertienne(en )n2 N, nous avons, par linéairité et
continuité,

hu(x); yi =
X

i; j 2 N

x i yj hu(ei ); ej i =
X

i; j 2 N

x i yj � i hei ; ej i =
X

n2 N

xn yn � n :

De même,hx; v(y)i =
P

n2 N xn yn � n . D'où v = u� par unicité de l'adjoint.
De plus, u est auto-adjoint si et seulement siu(x) = v(x) pour tout x dans H , donc

si et seulement siu(en ) = v(en ) pour tout n dansN (car (en )n2 N est une base hilbertienne
et u; v sont linéaires et continues), donc si et seulement si� n = � n pour tout n dans N,
donc si et seulement si� n est réel pour tout n dans N.

Pour montrer la dernière assertion, soit(� n )n2 N une suite dense dansK , qui existe car
K est compact et non vide. Par l'exerciceE.6, le spectre de l'unique opérateuru 2 L (H )
tel que u(en ) = � n en pour tout n 2 N véri�e Sp(u) = f � n : n 2 Ng = K . Par ce qui
précède, puisqueK est contenu dansR, l'opérateur u est auto-adjoint.

Correction de l'exercice E.14 . Les mesures sous-entendues sont toujours les mesures
de Lebesgue.

(1) Notons N : [0; 1]2 ! R la fonction caractéristique du triangle f (x; y) 2 [0; 1]2 :
y � xg, qui est mesurable bornée, donc appartient àL2([0; 1]2). Par dé�nition, l'opérateur
de Volterra V est l'opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyauN . Donc par l'exemple (3)
de la partie 1.4, l'opérateur V est bien dé�ni, continu et compact.

(2) Pour montrer que le spectre deV est réduit à f 0g, il su�t de montrer par la
proposition 1.36 (5) (puisque H est de dimension in�nie) queV n'a pas de valeur propre
non nulle.

Soient donc � 2 C � f 0g et f 2 H � f 0g tels que V f = �f . Quitte à modi�er f sur
un ensemble de mesure nulle, nous avons donc�f (x) =

Rx
0 f (t)dt, pour tout x 2 [0; 1].

En particulier, pour tous les x et y dans [0; 1] tels que x � y, si � [x;y ] est la fonction
caractéristique de l'intervalle [x; y], nous avons, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

jf (y) � f (x)j =
1

j� j

�
�
�
Z y

0
f (t) dt �

Z x

0
f (t) dt

�
�
� �

1
j� j

Z y

x
jf (t)j dt =

1
j� j

Z 1

0
� [x;y ](t)jf (t)j dt

�
1

j� j

� Z 1

0
� [x;y ](t)

2 dt
Z 1

0
jf (t)j2 dt

� 1=2
=

1
j� j

p
y � x kf k2 : (17)

Donc f est continue. L'application g : x 7!
Rx

0 f (x) dx est donc dérivable, et véri�e l'équa-
tion di�érentielle linéaire du premier ordre g0 = 1

� g, avec condition initiale g(0) = 0 . Donc
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g est nulle et puisqueg0(x) = f (x) pour tout x dans [0; 1], l'application f est aussi nulle.
Le noyau deV � � id est donc réduit à0, donc � n'est pas valeur propre.

(3) Puisque V est un opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyau la fonction caracté-
ristique N = � f (x; y )2 [0;1]2 : y� xg, son adjoint V � est l'opérateur de type Hilbert-Schmidt de
noyau N � : (x; y) 7! N (y; x), c'est-à-dire la fonction caractéristique� f (x; y )2 [0;1]2 : y� xg :

V � f : x 7!
Z 1

x
f (t) dt :

(4) Nous avons, en notant� I la fonction caractéristique d'un intervalle I ,

V � V f (x) =
Z 1

0

Z 1

0
f (t) � [0;u](t) � [x;1](u) dt du :

La fonction g : [0; 1]2 ! C dé�nie par (t; u) 7! f (t) � [0;u](t) � [x;1](u) est L2, car kgk2 �
kf k2. Donc par le théorème de Fubini,

V � V f (x) =
Z 1

0
f (t)

Z 1

0
� [0;u](t) � [x;1](u) du dt =

Z 1

0
f (t)

�
1 � maxf x; t g

�
dt :

Ceci donne l'expression

V � V f (x) =
Z 1

0
f (t) dt � x

Z x

0
f (t) dt �

Z 1

x
tf (t) dt (18)

cherchée pourV � V f (x).
[Une autre méthode pour établir cette formule est la suivante. Comme V � V f (x) =R1

x

�
1 �

Ry
0 f (t) dt

�
dy, une intégration par partie (en utilisant le théorème de dérivation

de Lebesgue qu'une fonctionL1 est presque partout la dérivée de son intégrale et puisque
L2([0; 1]) � L1([0; 1]) ) donne l'expression cherchée pourV � V f (x).]

Comme V � V est auto-adjoint positif, ses valeurs propres sont forcément réelles et po-
sitives ou nulles.

Soient � 2 [0; + 1 [ et f 2 H � f 0g tels queV � V f = �f . Si � = 0 , comme l'application
g : x 7!

Rx
0 f (t)dt est continue car jg(x) � g(y)j �

p
jy � xj kf k2 comme vu dans la

formule (17), l'application x 7!
R1

x g(t)dt est dérivable, et comme elle est nulle, sa dérivée
l'est aussi. Doncg est l'application nulle. Mais puisque f 2 L1([0; 1]), l'application g est
dérivable presque partout, de dérivée presque partout égale àf (en utilisant le théorème de
dérivation de Lebesgue qu'une fonctionL1 est presque partout la dérivée de son intégrale).
Donc f est presque partout nulle. Ceci montre que0 n'est pas une valeur propre deV � V.

[Une autre méthode pour montrer que0 n'est pas une valeur propre deV � V est la
suivante. Soit f 2 H tel que V � V f = 0 . Alors kV f k2

2 = hf; V � V f i 2 = 0 , donc V f = 0
presque partout. D'où pour presque toutx 2 [0; 1], nous avonshf; V � V f i 2 = 0 . Comme
l'application de [0; 1] dansH dé�nie par x 7! 1 [0; x ] est continue, nous avonshf; 1 [0; x ]i 2 = 0
pour tout x 2 [0; 1]. Donc par di�érence, hf; 1 [x; y ]i 2 = 0 pour tous lesx; y 2 [0; 1]. Donc
par sommation, hf; g i 2 = 0 pour toute fonction étagéeg. Par densité des fonctions étagées
dans H , nous avons donchf; f i 2 = 0 , donc f = 0 presque partout. ]
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Si � est non nul, un raisonnement analogue à celui utilisé pour montrer la formule (17)
(en écrivant, si y � x,

jf (y) � f (x)j =
1

j� j
jV � V f (y) � V � V f (x)j �

1
j� j

Z y

x
jg(t)j dt �

1
j� j

p
y � x kgk2 )

montre que f est continue, donc par itération quef est de classeC1 . En dérivant deux
fois l'équation V � V f = �f où V � V est donné par la formule (18) (ou tout simplement
par la formule V � V f =

R1
x

Ru
0 f (t) dt du), on obtient que f véri�e l'équation di�érentielle

linéaire du second ordre à coe�cients constants

�f 00= � f :

Donc il existe des nombres complexesa et b non tous deux nuls tels quef (t) = acos tp
�

+

bsin tp
�

. En écrivant que �f (x) =
R1

x

Ry
0 f (t) dt dy pour tout x dans [0; 1], on obtient

f 0(0) = 0 et f (1) = 0 . Donc b = 0 et cos 1p
�

= 0 , c'est-à-dire que 1p
�

est de la forme

(k + 1
2)� pour k 2 Z, donc k 2 N. En posant, pour tout k 2 N,

ek : t 7!
p

2 cos
�
� (k +

1
2

)t
�

;

la suite (ek )k2 N est une suite d'éléments deH unitaires et deux à deux orthogonaux
(ce que l'on peut déduire du fait que deux espaces propres de valeurs propres distinctes
d'un opérateur auto-adjoint sont orthogonaux), vecteurs propres deV � V pour les valeurs
propres 1

(k+ 1
2 )2 � 2 , qui sont de multiplicité 1, par la résolution ci-dessus. PuisqueH est

séparable, puisque tout opérateur auto-adjoint compact deH est diagonalisable en base
hilbertienne, et puisque les seules valeurs propres sont les 1

(k+ 1
2 )2 � 2 , qui sont de multiplicité

1, la suite (ek )k2 N est une base hilbertienne deH .
[Une autre manière de montrer queVectf ek : k 2 Ng est dense est la suivante. Notons

T l'opérateur linéaire continu de L2([0; 1]) dé�ni en posant, pour tous lesf 2 L2([0; 1]) et
t 2 [0; 1],

T f (t) =
1

p
2

�
f (t) ei�t= 2 + f (1 � t) e� i�t= 2�

:

Cet opérateur est bien continu car clairementkT f k �
p

2 kf k pour tout f 2 L2([0; 1]).
Posons� n : t 7! e2i�nt , et rappelons que(� n )n2 Z est, à un multiple constant près, une base
hilbertienne deL2([0; 1]) par les propriétés des séries de Fourier. On véri�e queT(� n ) = e2n

si n 2 N et T(� n ) = e� (2n+1) si n 2 Z et n < 0. Or T est surjective, car pour tout
g 2 L2([0; 1]), si f : t 7! 1p

2

�
g(t) e� i�t= 2 + g(1 � t) ei� (1� t )=2

�
, alors on véri�e que T f = g.

Donc, par continuité de T,

L2([0; 1]) = T(L2([0; 1])) = T( Vectf � n : n 2 Zg) � T(Vectf � n : n 2 Zg)

= Vectf T(� n ) : n 2 Zg = Vectf ek : k 2 Ng :]

(5) La plus grande valeur propre deV � V est 4=� 2 (obtenue pour k = 0 ). Puisque V � V
est auto-adjoint, sa norme est égale à son rayon spectral, donc à sa plus grande valeur
propre puisqu'il est compact (car être compact est stable par composition (à droite et) à
gauche par une application linéaire continue) et positif. D'où

kV � V k =
4
� 2 :
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PuisquekV � Vk = kVk2 (par la propriété d'algèbre stellaire démontrée dans la proposition
1.37), nous avons donc

kV k =
2
�

:

(6) Soient � 2 C � f 0g et f; g 2 H tels queg = RV (� )f . Alors (V � � id)g = f , donc
Z x

0
g(t) dt � �g (t) = f (x)

pour presque toutx 2 [0; 1]. Supposons tout d'abord quef estC1 . Alors (quitte à modi�er
g presque nulle part), l'application g : x 7! 1

�

� R x
0 g(t) dt � f (x)

�
est continue, doncC1

en itérant. Par conséquent,g véri�e l'équation di�érentielle g(x) � �g 0(x) = f 0(x) et la
condition initiale g(0) = � 1

� f (0). En posant h : x 7! e� x
� g(x) 2 H , l'application h véri�e

l'équation di�érentielle h0(x) = � 1
� e� x

� f 0(x) et la condition initiale h(0) = g(0). Donc

h(x) = �
1
� 2

Z x

0
e� t

� f (t) dt �
1
�

e� x
� f (x)

et

g(x) = �
1
� 2 e

x
�

Z x

0
e� t

� f (t) dt �
1
�

f (x) :

Par densité des fonctionsC1 dans L2([0; 1]), nous avons donc

RV (� )f : x 7! �
1
� 2

Z x

0
e

x � t
� f (t) dt �

1
�

f (x)

pour tout � 2 C � f 0g et f 2 H .

(7) Soient

A+ = f (x; y) 2 [� 1; 1]2 : jyj � xg et A � = f (x; y) 2 [� 1; 1]2 : jyj � � xg

(respectivement les parties de droite et de gauche du dessinhachuré ci-dessous) etN0 =
� A + � � A � où � B est la fonction caractéristique d'un sous-ensembleB du plan réel.

1
� 1

� 1

0

1

x

y

1� 1

Il est immédiat que V0 est l'opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyauN0 sur H 0. En
particulier, V0 est un opérateur (linéaire continu) compact deH 0.

[Autre méthode : Soient ' 1 : H 0 ! H et ' 2 : H ! H 0 dé�nies respectivement par
f 7! f x 7! f (x) + f (� x)g et

f 7!
n

x 7!
n f (x) si x � 0

� f (� x) si x < 0

o
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Alors ' 1; ' 2 sont bien dé�nies, linéaires, continues (de norme au plus2) et V0 = ' 2 � V � ' 1.
Donc V0 est un opérateur compact, carV l'est par (1) et être un opérateur compact est
stable par précomposition et postcomposition par un opérateur linéaire continu.]

(8) Pour tout f 2 H 0, d'une part V0f est une fonction impaire, et d'autre part, si f
est impaire, alors par symétrie du domaine d'intégration,V0f est nulle. Donc V0 � V0 est
l'opérateur nul. Par la formule du rayon spectral deV0 (voir le théorème 1.25 (iii)), nous
avons donc� (V0) = 0 . D'où, puisque le spectre deV0 est non vide (carH 0 6= f 0g),

Sp(V0) = f 0g :

On peut aussi utiliser le fait queSp(V0) = f 0g [ Vp(V0) (par la question (6), car H 0 est
de dimension in�nie) et que si � 2 Vp(V0), alors � 2 2 Vp(V 2

0 ), donc � = 0 car V0 � V0 = 0 .

(9) Rappelons que le produit scalaire de l'espace de Hilbertproduit H � H est

h(g1; h1); (g2; h2)i = hg1; g2i + hh1; h2i , de norme associéek(g; h)k =
�
kgk2 + khk2

� 1
2 .

L'application  est clairement linéaire. Pour tout f 2 H 0, nous avons

k (f )k2 = kf asymk2 + kf symk2 =
1
2

Z 1

0
jf (t) � f (� t)j2 dt +

1
2

Z 1

0
jf (t) + f (� t)j2 dt

=
Z 1

0
jf (t)j2 dt +

Z 1

0
jf (� t)j2 dt =

Z 1

� 1
jf (t)j2 dt = kf k2 :

Donc  est isométrique, et on véri�e que l'application

(g; h) 7!
n

t 7!

(
1p
2

�
g(t) + h(t)

�
si t � 0

1p
2

�
h(� t) � g(� t)

�
sinon

o

est un inverse de . Ceci montre que est un isomorphisme linéaire isométrique.
Pour tout (g; h) 2 H � H , l'application f = V0 �  � 1(g; h) 2 H 0 est impaire et pour

tout x 2 [0; 1],

f (x) =
Z x

� x
 � 1(g; h)( t) dt =

Z x

0

1
p

2

�
g(t) + h(t)

�
dt +

Z 0

� x

1
p

2

�
h(� t) � g(� t)

�
dt

=
p

2
Z x

0
h(t) dt :

Donc f asym =
p

2f = 2 V h et f sym = 0 . D'où  � V0 �  � 1(g; h) = (2 V h;0).
Par conséquent, l'opérateur linéaire continu � V0 �  � 1 de l'espace de HilbertH � H

est nul sur le premier facteur, et envoie le second facteur sur le premier par 2 fois l'opérateur
V : sa matrice par blocs dans la décompositionH � H est

� 0 2V
0 0

�
:

Sa norme d'opérateur est2kV k. Puisque  est un isomorphisme linéaire isométrique, et
par la question (5), nous avons donc

kV0k = k � V0 �  � 1k = 2 kV k =
4
�

:
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Correction de l'exercice E.16 . Si u est unitaire, alors par la propriété d'algèbre stellaire,
nous avonskuk2 = ku� uk = k id k = 1 , donc kuk = 1 . Puisqueu est inversible etu� 1 = u� ,
nous avons aussiku� 1k = ku� k = kuk = 1 . Donc par la proposition 1.43, les spectres de
u et de u� 1 sont contenus dans le disque unité ferméf z 2 C : jzj � 1g. Or puisque u
est inversible, nous avonsSp(u� 1) = Sp( u)� 1. Donc Sp(u) est contenu dans le cercle unité
f z 2 C : jzj = 1g.

Correction de l'exercice E.17 . (1) Si Sp(u) = f ag, alors a 2 R car le spectre d'un opé-
rateur auto-adjoint est réel, et H 6= f 0g car Sp(u) 6= ; . De plus, l'application polynomiale
f : x 7! x � a est l'application nulle sur Sp(u), donc f (u) = u � a id est l'opérateur nul, ce
qui montre le résultat.

La réciproque a déjà été vue dans la partie1.3.

(2) Supposons que le spectreSp(u) de u 2 L (H ) contienne exactement deux points.
En particulier, il est non vide, donc H 6= f 0g. Puisque Sp(au + bid) = aSp(u) + b
si (a; b) 2 R� � R par les remarques (5) et (6) de la partie1.3, qui sont des cas très
particuliers du théorème1.45(ii), nous pouvons supposer queSp(u) = f 0; 1g. L'application
polynomiale f : x 7! x2 � x est alors l'application nulle sur Sp(u), donc f (u) = u2 � u est
l'opérateur nul, ce qui montre le résultat par la proposition 1.50, car u est auto-adjoint (et
non nul, car de spectre non réduit àf 0g, et non l'identité, car de spectre non réduit àf 1g).

Réciproquement, siu = aP + bid où P est un projecteur orthogonal deH di�érent de
0 ou id (ce qui en fait implique queH 6= f 0g), puisque Sp(au + bid) = aSp(u) + b, nous
pouvons supposer, quitte à remplaceru par 1

a (u � bid) , qui est auto-adjoint car a et b sont
réels, que(a; b) = (1 ; 0). Soit f : x 7! x2 � x, alors f (u) = 0 , donc f (Sp(u)) = Sp( f (u)) =
f 0g, donc Sp(u) est contenu dansf 0; 1g. Puisque u 6= 0 ; id et u est auto-adjoint, ceci
implique par l'assertion (1) queSp(u) (non vide car H 6= f 0g) est égal àf 0; 1g.

(3) Soit x0 2 C. L'application f valant l'identité sur C et x0 ailleurs est continue
sur Sp(u) (car les composantes connexes sont fermées par le théorème de l'arbre et de
l'écorce, donc de complémentaires ouverts). L'opérateurf (u) commute avecu (car l'algèbre
C

�
Sp(u)

�
est commutative), et son spectre est l'image parf du spectre deu par le théorème

1.45 (ii), c'est-à-dire C.

Correction de l'exercice E.18 . (1) L'application f : x 7! 1
x� � est dé�nie et continue

sur Sp(v), car � =2 Sp(v). Le calcul fonctionnel continu étant isométrique, nous avons

kf (v)k = sup
z2 Sp(v)

jf (z)j :

Le résultat en découle.

(2) Soit a � 0 tel que kunk � a pour tout indice n. Pour tout x 2 H , notons
xn la projection orthogonale de x sur H n , de sorte que, par le théorème de Parseval,
x =

P
0� n<N xn et kxk2 =

P
0� n<N kxn k2. Si u existe, alors, par linéarité et continuité,

nous avonsu(x) =
P

0� n<N un (xn ) pour tout x 2 H , ce qui montre l'unicité. Posons
u(x) =

P
0� n<N un (xn ), qui existe, par la partie réciproque du théorème de Parseval, car

X

0� n<N

kun (xn )k2 �
X

0� n<N

a2kxn k2 = a2kxk2 :
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Ceci montre aussi queu : H ! H , qui est clairement linéaire et de restriction àH n égale
à un , est continu (de norme au plusa).

Si v 2 L (H ) est l'unique opérateur continu tel quevjH n = un
� pour tout indice n,

alors il est immédiat queu� = v. En e�et, pour tous les x; y 2 H , nous avons

hu(x); yi =
X

i; j

hui (x i ); yi i =
X

i; j

hui (x i ); yi i =
X

n

hun (xn ); yn i =
X

n

hxn ; un
� (yn )i

= hx; v(y)i :

(3) Notons un = ujH n . Il est immédiat que Sp(un ) est contenu dansSp(u), et comme
Sp(u) est fermé, il contient l'adhérence de la réunion desSp(un ). Réciproquement, soit�
n'appartenant pas à cette adhérence. Il existe doncr > 0 tel que pour tout indice n, nous
ayons d(�; Sp(un )) � r . Par la question (1), nous avons donck(un � � id) � 1k � 1

r pour
tout indice n. Par la question (2), il existe donc un opérateur continuu0 de H dont la
restriction à H n est égal à(un � � id) � 1. L'opérateur u0 est donc l'inverse deu � � id, et
� n'appartient pas à Sp(u).

Correction de l'exercice E.19 . (1) Nous pouvons supposer queH est de dimension
in�nie, sinon le résultat est immédiat. En particulier, 0 appartient au spectre deu. Puisque
le sous-ensembleK (H ) des opérateurs compacts deH est une sous-algèbre (non unifère)
de L (H ) (voir la proposition 1.33), pour tout polynôme P tel que P(0) = 0 , l'opérateur
P(u) est compact (attention, l'identité n'est pas un opérateur compact, c'est pour cela qu'il
faut enlever les polynômes constants). Tout élémentf 2 C(Sp(u)) tel que f (0) = 0 est
limite uniforme sur Sp(u) d'une suite (Pn )n2 N de polynômes tels quePn (0) = 0 (si (Qn )n2 N

converge uniformément versf sur Sp(u), alors Pn = Qn � Qn(0) convient). Par continuité
du calcul fonctionnel continu, l'opérateur f (u) est donc limite des opérateurs compacts
Pn (u). Puisque K (H ) est fermé (voir la proposition 1.33), le résultat en découle.

(2) Puisque u est auto-adjoint compact, par le théorème1.41, l'espace de HilbertH
est la somme hilbertienne desE � pour � 2 Sp(u) (remarquer queSp(u) est (�ni ou) dé-
nombrable). Pour tout x 2 H , écrivonsx =

P
� 2 Sp(u) x � , où x � = p� (x), la décomposition

de x dans cette somme hilbertienne. Puisqueu est continue et vaut � id sur E � , nous avons
donc, pour tout x 2 H ,

u(x) =
X

� 2 Sp(u)

� x � :

C'est exactement ce qu'il fallait démontrer.

(3) Notons que la somme ci-dessus est in�nie siSp(u) est in�nie. Par linéarité et conti-
nuité, pour tous lesP 2 C[X ] et x 2 H , il découle de la formule centrée ci-dessus que

P(u)(x) =
X

� 2 Sp(u)

P(� ) x � :

Par le théorème de Stone-Weierstrass, soit(Pn )n2 N une suite d'applications polynomiales
convergeant uniformément sur le compactSp(u) vers l'application continue f . Puisque
f (0) = 0 , pour tout � > 0, il existe � > 0 tel que pour tous lesn 2 N et � 2 Sp(u) tels que
j� j < � , nous avonsjPn (� )j < � . Donc la série

P
� 2 Sp(u) P(� ) x � dont les termes sont deux

à deux orthogonaux converge par Parseval (et puisque
P

� 2 Sp(u) kx � k2 converge verskxk2)
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vers
P

� 2 Sp(u) f (� ) x � quand n ! + 1 . Par la continuité du calcul fonctionnel continu et
de l'évaluation en un vecteurx �xé des éléments deL (H ), nous avons donc, pour tout
x 2 H ,

f (u)(x) =
X

� 2 Sp(u)

f (� ) x � ;

ce qui montre le résultat.

Correction de l'exercice E.20 . (1) Si u = vw où v est unitaire et w positif (donc
auto-adjoint), alors u� u = w� v� vw = w2. Donc w est un opérateur positif, dont le carré
est égal à l'opérateur auto-adjoint positif u� u. Par unicité (voir l'exercice E.24 (2)), nous
avons doncw =

p
u� u, qui est uniquement déterminé en fonction deu. Si u est inversible,

alors w aussi etv = uw� 1 = u(
p

u� u )� 1 est aussi uniquement déterminé en fonction deu.
Ceci montre l'unicité dans la question (1).

Montrons l'existence. Par l'exerciceE.24 (1), soit w =
p

u� u l'unique opérateur positif,
dont le carré est égal à l'opérateur auto-adjoint positifu� u, et soit v = uw� 1 = u(

p
u� u )� 1.

Alors
vv� = u(

p
u� u )� 1(

p
u� u )� 1u� = u(u� u)� 1u� = uu� 1(u� )� 1u� = id

et de même

v� v = (
p

u� u )� 1u� u (
p

u� u )� 1 = (
p

u� u )� 1(
p

u� u )2(
p

u� u )� 1 = id :

Donc v est unitaire et vw = u.

(2) Soit f : � 7! �= j� j si � 6= 0 et f (0) = 1 . Soit g : � 7! j � j. Alors f et g sont
des fonctions mesurables bornées deSp(u) dans C, telles queg est positive, f ne s'annule
pas et 1

f = f , et (fg )(z) = z pour tout z 2 Sp(u). Puisque u est auto-adjoint, et par le
calcul fonctionnel borné (qui est un morphisme d'algèbres involutives envoyant fonctions
positives sur opérateurs positifs), siv = f (u) et w = g(u), alors v est unitaire, w est
positif, et u = vw. Le fait que u; v; w commutent deux à deux vient du fait que le calcul
fonctionnel borné est un morphisme d'algèbres, que l'algèbre des fonctions mesurables
bornées surSp(u) est commutative, donc son image aussi, et queu = id( u); v et w sont
dans l'image.

Correction de l'exercice E.21 . Soit (xn )n2 N une suite dense dansH . Notons H 0 le plus
petit sous-espace vectoriel fermé contenant lesuk (x0) pour k 2 N (par convention u0 = id ).
Il est invariant par u, et x0 est un vecteur cyclique pour la restriction deu à H 0. Soit n 2 N,
supposonsH 0; : : : ; H n construits, deux à deux orthogonaux, invariants paru, contenant
chacun un vecteur cyclique, et dont la sommeE = H 0 + � � � + H n contient x0; : : : ; xn . Si
E = H , alors posonsN = n + 1 , et la suite (H n )0� n<N convient. Sinon, l'orthogonal E ?

de E dans H est non nul et invariant par u, car u est auto-adjoint et préserveE. Notons
mn � n + 1 la borne inférieure des entiersm 2 N tels que la projection orthogonalex0

m de
xm sur E ? soit non nulle. Notons H n+1 le plus petit sous-espace vectoriel fermé deE ?

contenant lesuk (x0
mn

) pour k 2 N. Il est orthogonal àH 0; : : : ; H n , invariant par u, contient
le vecteur cycliquex0

mn
pour la restriction de u à H n+1 , et la sommeH 0 + � � � + H n+1

contient x0; : : : ; xn+1 . Donc si la construction ne s'arrête pas, alorsH est égal à la somme
hilbertienne de (H n )n2 N, car cette somme contient la suite(xn )n2 N, qui est dense dans
H .
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Correction de l'exercice E.22 . Pour tout � 2 C, posonsw� = w � � id et v� = v � � id,
de sorte quew� � v� est un opérateur compact. Soit� une valeur spectrale dew qui n'est
pas une valeur propre dew. Supposons par l'absurde que� n'est pas une valeur spectrale
de v. Alors v� est inversible, donc

w� = v� �
�

id + v� 1
� � (w� � v� )

�
:

Commew� � v� est compact, l'opérateuru = v� 1
� � (w� � v� ) est aussi compact. Les valeurs

spectrales non nulles d'un opérateur compact étant des valeurs propres, ou bien� 1 est une
valeur propre de u, ou bien id + u est inversible. Dans le premier cas,w� = v� � (id + u)
n'est pas injectif, dans le second cas,w� = v� � (id + u) est inversible. Ceci contredit les
hypothèses sur� .

Correction de l'exercice E.24 . (1) Puique H est un espace de Hilbert complexe,
l'opérateur positif u est auto-adjoint. De plus, son spectre est contenu dans[0; + 1 [ .
L'application f : Sp(u) ! C dé�nie par x 7! n

p
x est donc bien dé�nie et continue. Le

calcul fonctionnel continu étant un morphisme d'algèbres,l'opérateur v = f (u) véri�e
vn = f n(u) = id( u) = u. De plus, par le théorème spectral, son spectre, qui est égalà
f (Sp(u)) , est contenu dans[0; + 1 [ . Comme v = f (u) est auto-adjoint (f est à valeurs
réelles), l'opérateurv est donc positif. Nous avons vu que

Sp( n
p

u) = n
p

Sp(u) :

Si w est un autre opérateur positif (donc auto-adjoint) tel que wn = u, soit Aw la
sous-algèbre stellaire deL (H ) engendrée parw. Le calcul fonctionnel continu dit que
l'application f 7! f (w) est un isomorphisme d'algèbres involutives deC(Sp(w)) dans Aw .
Comme v = n

p
u = n

p
wn , l'opérateur v appartient à Aw . Comme une fonction positive

continue sur Sp(w) = n
p

Sp(u) = Sp( v) admet une unique racinen-ème positive, nous
avons doncv = w.

L'opérateur n
p

u est inversible si et seulement si0 n'appartient pas à son spectre
Sp( n

p
u) = n

p
Sp(u), donc si et seulement si0 n'appartient pas au spectre Sp(u) de u,

donc si et seulement siu est inversible. Comme1= n
p

x = n
p

1=x pour tout x 2 [0; + 1 [ , et
puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme d'algèbres, nous avons donc

�
n
p

u
� � 1 =

n
p

u� 1 :

(2) L'opérateur u� u est positif, car hu� u(x); xi = hu(x); u(x)i � 0 pour tout x 2 H .
Donc v =

p
u� u est bien dé�ni par (1), et est un opérateur positif (donc auto-adjoint) tel

que

kv(x)k2 = hv(x); v(x)i = hv2(x); xi = hu� u(x); xi = hu(x); u(x)i = ku(x)k2 :

Réciproquement, siv est un opérateur positif tel quekv(x)k = ku(x)k pour tout x 2 H ,
alors v est auto-adjoint et

hv2(x); xi = hv(x); v(x)i = kv(x)k2 = ku(x)k2 = hu(x); u(x)i = hu� u(x); xi

pour tout x 2 H . Donc hv2(x); yi = hu� u(x); yi pour tous lesx et y dansH (par l'identité
de polarisation). D'où v est un opérateur positif tel quev2 = u� u, ce qui montre le résultat,
par l'unicité dans la question (1).
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2 De quelques thèmes d'analyse harmonique

L'opérateur laplacien � =
P n

i =1
@2

@x2i
et ses variantes interviennent dans de nombreux

domaines en mathématique et en physique : théorie du potentiel (analyse harmonique et
sous-harmonique), géométrie riemannienne (spectre du laplacien), processus stochastique
(mouvement brownien), théorie de la di�usion (équation de la chaleur), dynamique des
�uides (équation de Navier14-Stokes12 pour les �ots incompressibles), électromagnétisme
(équation des ondes).

Les références particulièrement recommandées pour ce chapitre sont [Rud1, Bre, Far].

2.1 L'espace vectoriel des fonctions harmoniques planes

Nous identi�ons R2 dont un point générique est noté(x; y) avec C dont un point
générique est notéz, par l'application (x; y) 7! z = x+ iy . Nous notons @

@xet @
@y les dérivées

par rapport à la première coordonnée et à la seconde coordonnée dansR2 respectivement,
ainsi que

@=
1
2

� @
@x

� i
@
@y

�
et @=

1
2

� @
@x

+ i
@
@y

�
:

L'opérateur laplacien (de l'espace euclidien de dimension2), agissant sur les fonctions
complexes (a priori deux fois di�érentiables) dé�nies sur un ouvert de C, est

� =
@2

@x2
+

@2

@y2
= 4 @@= 4 @@ ;

comme le montrent immédiatement un petit calcul et le lemme de Schwarz (de commutation
de @

@x et @
@y). Il est linéaire et la première formule montre qu'il envoietoute fonction réelle

(deux fois di�érentiable) sur une fonction réelle.

Une fonction harmonique est une application deux fois di�érentiable f : 
 ! C, où 

est un ouvert deC, telle que

� f = 0 :

Cette équation s'appelle l'équation de Laplace12 dans 
 .

Exemples. (1) Toute fonction holomorphe est harmonique, car une application holo-
morphe est deux fois di�érentiable, et si@f = 0 , alors @@f = 0 . Par contre, l'application
z 7! Rez de C dans C est harmonique, mais n'est pas holomorphe.

(2) Une application d'un ouvert 
 de C dans C est harmonique si et seulement si sa
partie réelle et sa partie imaginaire le sont.

L'ensembleHarm(
) des fonctions harmoniques de
 dans C est un sous-espace vec-
toriel de l'espace vectoriel complexe des applications de
 dans C, stable par conjugaison
et par passage aux parties réelles et imaginaires.

14.

Stokes
(1819-1903)

Navier
(1785-1836) (1749-1827)

Laplace Poisson
(1781-1840) (1875-1941)

Lebesgue
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Le produit des applications harmoniquesz 7! z et z 7! z est l'application non harmo-
nique z 7! j zj2 (car @@(zz) = @z= 1).

(3) Soient U et V deux ouverts deC, f : U ! V une fonction holomorphe eth : V ! C
une application de classeC2. Alors

�( h � f ) = (� h) � f jf 0j2 :

En e�et, puisque @f = @f= 0 , nous avons

@@(h � f ) = @
�
@h� f @f + @h� f @f

�
= @

�
@h� f f 0� = @

�
@h� f

�
f 0

=
�

@2h � f @ f+ @@h� f @f
�
f 0 = @@h� f f 0 f 0 :

En particulier, si f est holomorphe et sih est harmonique, alors leur application composée
h � f est harmonique.

Par contre, la composée des deux fonctions harmoniquesz 7! Rez de C � iR dans C�

et z 7! ln jzj de C� dansC est l'application non harmonique z 7! ln j Rezj (car localement
@@ln jzj = 1

2@@(ln z + ln z) = 0 et �(ln j Rezj) = @2

@x2 ln jxj = � 1
x2 6= 0).

2.2 Noyau et intégrale de Poisson 12 sur le cercle

Le but de cette partie est d'étudier l'espace des fonctions harmoniques dé�nies sur le
disque unité ouvert du plan.

Notons D = f z 2 C : jzj < 1g le disque unité ouvert,D = f z 2 C : jzj � 1g le disque
unité fermé et S1 = @D = @D = f z 2 C : jzj = 1g le cercle unité deC.

La mesure de Lebesgue 12 sur le cercle unité.

La mesure de Lebesgue� sur S1 est l'unique mesure borélienne positive de masse totale
2� , invariante par les rotations. Si � est la mesure de Lebesgue surR et si p : [0; 2� [ ! S1

est l'application � 7! ei� , alors � = p� � est la mesure image de (la restriction à[0; 2� [ de)
� par p, c'est-à-dire que pour tout borélienA du cercle, � (A) = � (p� 1(A)) . De manière
équivalente, � est l'unique mesure borélienne positive de masse totale2� sur le cercle telle
que, pour toute fonction continue f : S1 ! C, en notant de manière usuelled� = d� (� ),

Z

� 2 S1

f (� ) d� (� ) =
Z 2�

0
f (ei� ) d� :

Bien sûr, par invariance par translations de� , nous pouvons remplacer l'intervalle[0; 2� ]
par n'importe quel intervalle de longueur 2� . De plus, f est intégrable pour� (c'est-à-dire
appartient à L1(S1; � ; C)) si et seulement si l'application � 7! f (ei� ) est intégrable pour la
mesure de Lebesgue sur[0; 2� ] (c'est-à-dire appartient à L1([0; 2� ]; � ; C)), et alors l'égalité
précédente est encore véri�ée.

Rappelons qu'unautomorphisme conforme(ou biholomorphisme) d'un ouvert 
 de C
est une bijection de
 dans
 , holomorphe et d'inverse holomorphe. Muni de la composition
des applications, l'ensembleAut(
) des automorphismes conformes de
 est un groupe.
Rappelons (voir par exemple [Rud1, chap. 12]) que l'ensembleAut( D) des automorphismes
conformes du disque ouvertD est l'ensemble des applications

� �; a : z 7! ei� z � a
1 � az
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où � 2 R=2� Z et a 2 D.
Il est facile de voir que cette application� �; a est holomorphe surD, et même holomorphe

sur le disque ouvert strictement plus grandf z 2 C : jzj < 1
jaj g. Elle préserve le disque

ouvert unité D et le cercle unitéS1 car le réel

�
�
�

z � a
1 � az

�
�
�
2

=
jzj2 � 2 Re(za) + jaj2

1 � 2 Re(az) + jaj2jzj2

est égal à1 (respectivement est strictement inférieur à1) si jzj = 1 (respectivementjzj < 1).
Elle est bijective de D dans D, d'inverse

� � �; � a ei� : w 7! e� i� z + a ei�

1 + a e� i� z
:

Elle envoie le point a sur le point 0. En particulier, les automorphismes conformes deD
�xant 0 sont exactement les rotations� �; 0 : z 7! ei� z.

La mesure de Lebesgue� sur S1 est invariante par les rotations, mais elle n'est pas
invariante par tous les automorphismes conformes deD. En e�et, par le théorème de
changement de variable et le fait que le jacobien15 d'une fonction holomorphe soit le module
de sa dérivée complexe, en posanteis = � �; a (eit ), nous avons, pour tout f 2 C(S1; C),

Z 2�

0
f (eis ) ds =

Z 2�

0
f � � �; a (eit )

�
� � 0

�; a (eit )
�
� dt : (19)

Pour tout � 2 S1, le jacobien en� de l'application holomorphe � �; a pour la mesure de
Lebesgue� existe donc et vaut

�
�� 0

�; a (� )
�
� =

1 � j aj2

j1 � a � j2
=

1 � j aj2

j� � aj2
;

puisque� = 1 = � . Ce jacobien n'est pas constant égal à1 si a 6= 0 (il vaut alors par exemple
1+ jaj
1�j aj > 1 au point � = a

jaj ). Ce jacobien, qui est indépendant de� , sera notéPa(� ) et, en
tant que fonction de a et � , sera appelé le noyau de Poisson deD dans ce qui suit.

Le noyau de Poisson. 10

Le noyau de Poisson de D est l'application continue P : D � S1 ! ]0; + 1 [ dé�nie par

(z; � ) 7! Pz(� ) =
1 � j zj2

j� � zj2
:

15. Remarque. Si ' : U ! V est un di�éomorphisme C1 entre ouverts de Rn , nous avons (égalité
pour presque tout x 2 U pour la mesure de Lebesgue� ) la relation suivante entre d'une part la dérivée de
Radon-Nykodim de la mesure image ' � � par rapport à � et d'autre part le jacobien jac ' : x 7! j det(dx ' )j :

d' � �
d�

(' (x)) =
1

jac ' (x)
:

Donc si g : V ! C est continue, nous avons
Z

V
g d� =

Z

U
g � ' jac ' d� :
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Des petits calculs donnent les expressions suivantes du noyau de Poisson, où� = eit 2 S1

et z = r ei� 2 D :

Pz(� ) = Re
� � + z

� � z

�
(20)

=
1 � r 2

1 � 2r cos(t � � ) + r 2 (21)

=
X

n2 Z

r jnjein (t � � ) : (22)

(Utiliser Re a
b = 1

2( a
b + a

b
) = 1

2
ab+ ab

jbj2 pour obtenir la formule (20). Remplacer z par rei� et

� par eit dans la dé�nition de P pour obtenir (21). Pour la formule (22), il su�t d'écrire
la série absolument convergente

P
n2 Z r jnjeint 0

en séparant lesn < 0, n = 0 , n > 0; deux

séries géométriques apparaissent, et la somme de cette série est alors r e � it 0

1� r e � it 0 +1+ r e it 0

1� r e it 0 .)

Énonçons les propriétés de base du noyau de Poisson. La formule (22), ou directement
la formule de changement de variable (19), montre que

Z

S1

Pz(� ) d� (� ) =
Z

S1

d� = 2 � :

La dé�nition du noyau de Poisson montre que

Pz(� ) = Pz( � ) ;

que si � 0 2 S1 et r 2 [0; 1[ , alors, en utilisant le fait que w� 1 = w si w 2 S1,

Pr� 0(� ) = Pr� (� 0) = Pr (� 0� ) ;

et que, par l'inégalité triangulaire,

1 � j zj
1 + jzj

� Pz(� ) =
(1 � j zj)(1 + jzj)

j� � zj2
�

1 + jzj
1 � j zj

:

La formule (20) montre que, pour tout � 2 S1, l'application z 7! Pz(� ) de D dans R est
harmonique, comme partie réelle d'une application holomorphe. La formule (21) montre que
l'application t 7! Pz(eit ) est strictement décroissante sur l'intervalle[�; � + � ] si z = r ei� .
Remarquons que pour tous les� 0; � 2 S1, nous avons

lim
z! � 0

Pz(� ) = 0 si � 0 6= � :

De plus, la convergence vers0 de Pz(� ) quand z tend vers � 0 est uniforme pour � en dehors
de tout voisinage de� 0.

Soit � 0 2 S1. Pour tout � 2 [0; �
2 [, notons

C� (� 0) = f z 2 D :
�
� arg

�
1 �

z
� 0

� �
� � � g :

Nous dirons qu'une application f : D ! R
converge radialement vers̀ 2 R [ f�1g quand
z tend vers � 0 s'il existe � 2 [0; �

2 [ tel que
lim z! � 0 ; z2 C� (� 0 ) f (z) = `.

0
�

� z

� 0
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Pour tous les� 0 2 S1, l'application z 7! Pz(� 0) converge radialement vers+ 1 quand z
tend vers � 0 : en fait, pour tout � 2 [0; �

2 [, nous avons

lim
z! � 0 ; z2 C� (� 0 )

Pz(� 0) = + 1 :

En e�et, en posant 1 � z
� 0

= rei� , si z 2 C� (� 0), alors j� j � � et

Pz(� 0) =
1 � j 1 � rei� j2

r 2 =
2 cos� � r

r
�

2 cos� � r
r

;

qui converge vers+ 1 quand z converge vers� 0, car cos� > 0 et r converge vers0.

Remarque. En terme de mesures, la convergence uniforme pour� en dehors de tout
voisinage de� 0 de Pz(� ) vers 0 quand z tend vers � 0, ainsi que le fait que l'intégrale
sur � 2 S1 de Pz(� ) vaille 2� , entraîne que la mesure de probabilité 1

2� Pz(� ) d� (� ) sur
S1 converge (pour la convergence faible-étoile, dite aussivague) vers la masse de Dirac
unité en � 0 quand z ! � 0. Rappelons qu'une suite(� n )n2 N de mesures boréliennes de
probabilité sur un espace topologique compactX converge vaguement vers une mesure
borélienne de probabilité � sur X si et seulement si, pour tout f 2 C(X ; C), la suite�
� n (f ) =

R
X f d� n

�
n2 N converge vers� (f ) =

R
X f d� dans C.

L'intégrale de Poisson.

Si f 2 L1(S1; � ; C) est une application intégrable sur le cercle à valeurs dansC, nous
appelleronsintégrale de Poissonde f l'application P f = P[f ] : D ! C dé�nie par

P f (z) =
1

2�

Z

� 2 S1

Pz(� )f (� ) d� (� ) :

Si � est une mesure borélienne complexe surS1 (voir la dé�nition dans la partie 1.1), nous
appelleronsintégrale de Poissonde � l'application P � = P[� ] : D ! C dé�nie par

P � (z) =
Z

� 2 S1

Pz(� ) d� (� ) :

Certaines références (dont [Rud1]) mettent un facteur 1
2� devant cette intégrale. Bien sûr,

si f 2 L1(S1; � ; C), alors d� (� ) = 1
2� f (� ) d� (� ) est une mesure borélienne complexe sur

S1, et P � = P f .
Par les propriétés de continuité des intégrales à paramètres, le noyau de Poisson étant,

pour tout compact K de D, uniformément continu sur K � S1, l'intégrale de Poisson est
continue sur D (nous verrons que sa régularité est bien plus importante, enparticulier C1 ,
par le théorème de Poisson2.1 (1) et la proposition 2.3).

Notons que � 7! P � est une application linéaire de l'espace vectorielM C(S1) des
mesures boréliennes complexes surS1 à valeurs dans l'espace vectorielC(D; C) des ap-
plications continues deD dans C, et donc que f 7! P f est une application linéaire de
L1(S1; � ; C) dans C(D; C). Lorsque C(D; C) est muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts, ces applications sont continues: pour tout compact K de D, si
cK = sup (z; � )2 K � S1

Pz(� ), nous avons, pour tous les� 2 M C(S1) et f 2 L1(S1; � ; C),

sup
z2 K

jP � (z)j � cK k� kM C(S1 ) et sup
z2 K

jP f (z)j � cK kf kL1 (S1 ; �
2� ; C) :
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Théorème 2.1 (Théorème de Poisson) (1) Pour toute mesure borélienne complexe
� sur S1, l'application P � : D ! C est harmonique ; elle est à valeurs réelles
(respectivement positives) si� est une mesure réelle (respectivement positive).

(2) Si une application f 2 L1(S1; � ; C) est continue en un point � 0 2 S1, alors l'ap-
plication u : D [ f � 0g ! C, qui coïncide avecP f sur D et vaut f (� 0) en � 0, est
continue.

(3) Si u : D ! C est une application continue surD et harmonique sur D, alors u
coïncide sur D avec l'intégrale de Poisson de sa restriction àS1 : pour tout z 2 D,

u(z) = P[ujS1 ](z) =
1

2�

Z

� 2 S1

Pz(� ) u(� ) d� (� ) : (23)

En particulier, si u est réelle, alorsu est égale surD à la partie réelle de l'application
holomorphez 7! 1

2�

R
� 2 S1

� + z
� � z u(� ) d� (� ).

Il découle de (1) que pour tout f 2 L1(S1; � ; C), l'application P f : D ! C est bien
dé�nie et harmonique ; de plus,P f est à valeurs réelles (respectivement à valeurs positives
ou nulles) si f l'est.

Il découle de (2) que sif 2 C(S1; C) est une application continue du cercle dansC,
alors l'application u : D ! C qui coïncide avecf sur S1 et avecP f sur D est continue.

La formule (23) est appelée laformule de Poisson.

Démonstration. (1) Si � est une mesure réelle, alors pour toutz 2 D, nous avons

P � (z) = Re
� Z

� 2 S1

� + z
� � z

d� (� )
�

:

Donc P � est harmonique, comme partie réelle d'une application holomorphe (ceci par la
proposition B.1 de l'appendice B, ou par le théorème de dépendance holomorphe en le
paramètre d'une intégrale à paramètre). Comme toute mesurecomplexe� s'écrit � 1 + i� 2

où � 1 et � 2 sont des mesures réelles, le premier résultat en découle parlinéarité. Comme
le noyau de Poisson est à valeurs positives, les autres a�rmations sont immédiates.

(2) Rappelons que la famille(Pz)z2 D d'applications continues deS1 dans R véri�e les
propriétés suivantes des familles régularisantes :

� Pz � 0,
� k PzkL1 (S1 ; �

2� ;C) = 1 ,
� pour tout � > 0 �xé, Pz(� ) converge vers0, uniformément sur f � 2 S1 : j� � � 0j �

� g, quand z tend vers � 0.

Par cette dernière propriété, et par la continuité en� 0 de f , pour tout � > 0, il existe
� > 0 tel que, pour tout � 2 S1 tel que j� � � 0j � � , nous ayonsjf (� ) � f (� 0)j � � et tel
que, pour tout z assez proche de� 0 et pour tout � 2 S1 tel que j� � � 0j � � , nous ayons
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Pz(� ) � � . Alors, puisque
R

� 2 S1
Pz(� ) d� (� )

2� = 1 , si z est assez proche de� 0, nous avons

jP f (z) � f (� 0)j =
�
�
�
Z

� 2 S1

(f (� ) � f (� 0)) Pz(� )
d� (� )

2�

�
�
� �

Z

� 2 S1

jf (� ) � f (� 0)j Pz(� )
d� (� )

2�

�
�

sup
j � � � 0 j� �

Pz(� )
� Z

j � � � 0 j� �
jf (� ) � f (� 0)j

d� (� )
2�

+
�

sup
j � � � 0 j� �

jf (� ) � f (� 0)j
� Z

j � � � 0 j� �
Pz(� )

d� (� )
2�

� �
�
kf kL1 (S1 ; �

2� ;C) + jf (� 0)j + 1
�

;

ce qui montre le résultat.

(3) Par linéarité, en écrivant une fonction à valeurs complexes comme somme de sa
partie réelle et de sa partie imaginaire multipliée pari , nous pouvons supposer queu est à
valeurs réelles. Notonsv l'application de D dans R telle que vjD = u � P[ujS1 ] et vjS1 = 0 .
Elle est continue sur D, nulle sur S1 et harmonique sur D, par les assertions (2) et (1).
Montrons que v = 0 . Par l'absurde, supposons qu'il existe un pointz0 2 D en lequelv ne
s'annule pas. Quitte à remplaceru par � u, nous pouvons supposer quev(z0) > 0. Posons
� = v(z0 )

8 > 0. L'application w : D ! R dé�nie par

w(z) = v(z) + � (Re(z � z0))2 � 4�

est continue surD, négative ou nulle surS1 (car jz � z0j � j zj + jz0j � 2), et strictement
positive en z0, par la dé�nition de � . Elle atteint donc son maximum sur le compactD
en un point z1 de D. En particulier, les dérivées @2w

@x2 et @2w
@y2 sont négatives ou nulles en

z1. Donc � w(z1) � 0. Mais un petit calcul, puisque v est harmonique enz1, montre que
� w(z1) = 2 � > 0, une contradiction. �

Une première conséquence immédiate du théorème de Poisson est la possibilité de
résoudre l'équation de Laplace avec des valeurs continues données au bord, dans le cas
du disque. Nous reviendrons sur ce problème, appelé leproblème de Dirichlet, 16 pour des
ouverts plus généraux dans la partie2.3.

Corollaire 2.2 (Problème de Dirichlet dans les disques) Soient 
 = B (a; r ) le dis-
que ouvert de centrea 2 C et de rayon r > 0, et f : @
 = S(a; r ) ! C une application
continue sur le cercle de centrea et de rayonr à valeurs dansC. Il existe une et une seule
application continue u : 
 = B (a; r ) ! C sur le disque fermé de centrea et de rayon r à
valeurs dansC telle queuj 
 soit de classeC2 et

�
� u = 0 dans 

uj@
 = f .

16.

Dirichlet
(1805-1859)

Jordan
(1838-1922)

Carathéodory
(1873-1950)

Riemann
(1826-1866)
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Démonstration. L'application v : z 7! a+ rz de C dansC est holomorphe, bijective d'in-
verse holomorphe. Elle envoieD sur B (a; r ). L'application u valant f sur S(a; r ) et valant
P[f � vjS1 ] � v� 1 sur B (a; r ) convient par les assertions (1) et (2) du théorème de Poisson(et
parce que précomposer par une application holomorphe préserve le caractère harmonique).
C'est la seule solutionu au problème de Dirichlet, par l'assertion (3) appliquée àu � v. �

Exercice E.25 Le demi-plan supérieurest l'ouvert H = f z 2 C : Im z > 0g de C.
(1) Montrer que l'application Q : H � R ! ]0; + 1 [ dé�nie par

(z; t) 7! Qz(t) =
Im z

jz � t j2

est continue, strictement positive surH et véri�e :
Z

t2 R
Qz(t) dt = � ;

Qz(t) = Im
� 1 + tz

t � z

� 1
1 + t2 :

Cette application est appelée lenoyau de Poissonde H.
En déduire que pour toutt 2 R, l'application z 7! Qz(t) est harmonique. Pour tout

t0 2 R, montrer que Qz(t0) converge vers+ 1 quand z tend vers t0 radialement (c'est-
à-dire en restant dans un domainef w 2 C : Im w � (sin � )j Rew � t0jg, où � 2 ]0; � [
est �xé) et que Qz(t) tend vers 0 quand z tend vers t0 6= t, uniformément pour t 2 R en
dehors de tout voisinage det0. Montrer que Qz(t) tend vers 0 quand jzj tend vers + 1 ,
uniformément pour t dans un compact deR.

(2) Notons � la mesure de Lebesgue surR (et comme d'habitudedt = d� (t)). Pour tout
f 2 L1(R; � ; C), montrer que l'application PH f = PH [f ] : H ! C dé�nie par

PH f : z 7!
1
�

Z

t2 R
Qz(t) f (t) dt

est harmonique ; montrer quePH f est à valeurs réelles (respectivement positives ou nulles)
si f l'est.

(3) Une application g : A ! C, où A est une partie non bornée deC, est dite nulle à
l'in�ni si g(z) converge vers0 quand z 2 A et jzj tend vers + 1 . Si f 2 L1(R; � ; C) est
continue en un point t0 2 R, montrer que l'application u : H [ f t0g ! C, qui coïncide
avec PH f sur H et vaut f (t0) en t0, est continue. En déduire que sif est continue et
intégrable, alors l'application u : H [ R ! C, qui coïncide avecPH f sur H et vaut f sur R,
est continue ; montrer de plus queu est nulle à l'in�ni si f est nulle à l'in�ni.

(4) Pour tout z0 2 H, montrer que l'application h = hz0 de f z 2 C : Im z > � 1g dans
[0; + 1 [ dé�nie par z 7!

�
Im z� z0

(z+ i )( z0+ i )

� 2 est C1 , nulle en z0, majorée par 4 en tout point
de H [ R, et de laplacien strictement positif surH. Montrer que h(z) converge vers une
valeur strictement inférieure à 1 quand jzj tend vers+ 1 .

(5) Montrer que si u : H [ R ! C est une application continue, harmonique surH,
intégrable surR (pour la mesure de Lebesgue) et nulle à l'in�ni, alors pour tout z 2 H,

u(z) = PH [ujR](z) =
1
�

Z

t2 R
Qz(t) u(t) dt :
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Dans les sous-parties suivantes, nous déduisons du théorème de Poisson plusieurs pro-
priétés fondamentales des fonctions harmoniques.

Analycité des applications harmoniques.

Nous avions vu qu'une application holomorphe est harmonique, mais que la réciproque
n'est pas vraie. Nous montrons maintenant que toute fonction harmonique réelle est locale-
ment la partie réelle d'une application holomorphe (ce qui découle facilement du théorème
de Poisson), et donc véri�e des propriétés de régularités bien plus fortes que d'être deux
fois di�érentiables.

Proposition 2.3 Soient 
 un ouvert deC et u : 
 ! C une fonction harmonique.
Si u est à valeurs réelles, pour toutz 2 
 , il existe un ouvert U de C et une application

holomorphef : U ! C tels quez 2 U � 
 et u = Re f sur U.
L'application u est de classeC1 sur 
 , et même analytique réelle (voir l'appendiceB

pour une dé�nition).
L'application u véri�e le principe du prolongement analytique : si 
 est connexe, et

si u et toutes ses dérivées partielles de tous ordres s'annulenten un point donnéz0 de 
 ,
alors u est l'application nulle.

Démonstration. Pour tout z0 2 
 , soit r > 0 tel que le disque ferméB(z0; r ) soit contenu
dans 
 . Supposons queu soit à valeurs réelles, et montrons queu est la partie réelle d'une
fonction holomorphe sur le disque ouvertB (z0; r ). Quitte à précomposeru par l'application
holomorphez 7! z0 + rz (ce qui préserve le caractère harmonique), nous pouvons supposer
que z0 = 0 et r = 1 . Alors l'application u, qui est continue sur D et harmonique sur
D, coïncide sur D avec P[ujS1 ] par l'assertion (3) du théorème de Poisson. C'est donc la
partie réelle d'une application holomorphe, comme nous l'avons vu dans la démonstration
de l'assertion (1) du théorème de Poisson.

Rappelons (voir l'appendiceB) qu'une application holomorphe est analytique réelle,
qu'une application à valeurs dansC est analytique réelle si et seulement si ses parties
réelle et imaginaire le sont, et qu'une application analytique réelle véri�e le principe du
prolongement analytique. Ceci conclut. �

Exercice E.26 Soient 
 un ouvert de C et u : 
 ! R une application harmonique.
Montrer que l'application v : 
 ! R dé�nie par

(x; y) 7! x
@u
@x

+ y
@u
@y

est harmonique.

Propriété de la valeur moyenne et principe du maximum.

Le résultat suivant donne une caractérisation purement continue des fonctions harmo-
niques u, qui permet en particulier d'éviter d'avoir à véri�er en pré alable qu'elles sont de
classeC2 : il faut et il su�t que u soit en tout point z égale à sa moyenne sur des cercles
de rayons su�samment petits centrés enz. Le caractère nécessaire de cette condition est
une application immédiate du théorème de Poisson.
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Théorème 2.4 (Formule de la moyenne) Soient 
 un ouvert deC et u : 
 ! C une
application continue. Alors u est harmonique si et seulement si, pour toutz0 2 
 , il existe
r0 > 0 tel que pour tout r 2 ]0; r0[ ,

u(z0) =
1

2�

Z 2�

0
u(z0 + r ei� ) d� :

Nous montrerons que cette propriété est en fait vraie pour tout r0 > 0 tel que le disque
ouvert B (z0; r0) soit contenu dans
 : un tel r0 dépend dez0 et de 
 , mais peut être choisi
de sorte à ne pas dépendre de la fonction harmoniqueu dé�nie sur 
 .

Nous montrerons ce résultat en même temps que le suivant, à rapprocher bien sûr du
principe du maximum pour les applications holomorphes : unefonction harmonique réelle
qui atteint sa borne supérieure en un point (intérieur) d'un ouvert connexe est constante.

Théorème 2.5 (Principe du maximum) Soient 
 un ouvert connexe deC et u : 
 !
C une fonction harmonique. Supposons qu'il existe un pointz0 2 
 et un voisinage
 0 de
z0 dans 
 tels que

8 z 2 
 0; ju(z)j � j u(z0)j

ou, si u est à valeurs réelles, tel que

8 z 2 
 0; u(z) � u(z0) :

Alors u est constante sur
 .

Avant de démontrer ces résultats, donnons un corollaire immédiat du théorème 2.5,
aussi parfois appelé principe du maximum.

Corollaire 2.6 Soient 
 un ouvert borné non vide deC et u : 
 ! C une application
continue, harmonique dans
 . Alors juj et Re(u) atteignent leur maximum en au moins
un point de la frontière de 
 .

Il est important de faire attention à la formulation de ce résultat : par exemple, si u
est constante, alorsjuj et Re(u) atteignent aussi leur maximum en un point intérieur de

(ainsi qu'en tout point de la frontière de 
 !).

Démonstration. Puisqueu est continue et
 compact, juj (respectivementRe(u)) atteint
bien son maximum sur
 . Si ce maximum est atteint en un point intérieur z0 2 
 , alors,
par le principe du maximum, u (respectivement Re(u)) est constante sur la composante
connexe
 0 de z0 dans 
 , donc sur son adhérence par continuité. Doncjuj (respectivement
Re(u)) atteint aussi son maximum en au moins un point de la frontière de 
 0, qui est
contenue dans celle de
 . �

Démonstration des théorèmes 2.4 et 2.5. Notons que puisque
 est ouvert et u
continue, l'intégrale dans l'énoncé du théorème de la moyenne est bien dé�nie pour r0

assez petit.

Étape 1. Supposons queu soit harmonique sur
 , et montrons queu véri�e la propriété
de la valeur moyenne.

Pour tout z0 2 
 , soit r0 > 0 tel que la boule ouverteB (z0; r0) soit contenue dans
 ,
et montrons que la formule de la moyenne est véri�ée pour toutr 2 ]0; r0[ . Supposons tout
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d'abord que z0 = 0 et que r = 1 . Alors r0 > 1, et u est continue surD et harmonique sur
D. Par le théorème de Poisson2.1 (3), et puisque P0(� ) = 1 pour tout � 2 S1, nous avons
donc

u(0) = P[ujS1 ](0) =
1

2�

Z 2�

0
u(ei� ) d� ;

ce qui montre le résultat. Le cas général s'en déduit, en précomposant u par l'application
holomorphe z 7! z0 + rz .

Étape 2. Supposons queu véri�e la propriété de la valeur moyenne, et montrons queu
véri�e le principe du maximum.

Soit z0 2 
 véri�ant l'une des deux conditions de l'énoncé du théorème2.5. Nous
pouvons supposer que
 0 est connexe. Quitte à multiplier u par un nombre complexe de
module 1 dans le premier cas, ou quitte à ajouter àu une constante su�samment grande
dans le second cas, nous pouvons supposer queu(z0) � 0. Notons A l'ensemble des points
z 2 
 0 tels queu(z) = u(z0). Il est non vide, et fermé caru est continue. Montrons qu'il est
ouvert. Par la connexité de
 0, ceci montre queu est constante sur
 0. Par le principe du
prolongement analytique (voir la proposition 2.3) et par la connexité de
 , ceci implique
le résultat.

Soit z 2 A. Soit r0 > 0 tel que B (z; r0) � 
 0. Par la propriété de la valeur moyenne,
quitte à diminuer r0, pour tout r 2 ]0; r0[ , nous avons (en utilisant le fait queu(z0) = ju(z0)j
dans le premier cas)

u(z0) = u(z) =
1

2�

Z 2�

0
u(z + r ei� ) d�

�

(
1

2�

R2�
0 ju(z + r ei� )j d� � j u(z0)j = u(z0) dans le premier cas

1
2�

R2�
0 u(z0) d� = u(z0) dans le second cas:

Les cas d'égalités (rappelons que sif est continue à valeurs complexes etj
R

f j =
R

jf j
alors f est d'argument constant) entraînent donc queu(z + r ei� ) est réel positif, égal à
u(z0). Donc B (z; r0) � A, et A est ouvert, ce qu'il fallait démontrer.

Étape 3. Supposons queu véri�e la propriété de la valeur moyenne, et montrons queu
est harmonique.

Soient a 2 
 et R > 0 tels que le disque ferméB (a; R) soit contenu dans
 et u véri�e
la propriété de la moyenne dansB (a; r ). Notons v : B (a; R) ! C la solution du problème
de Dirichlet sur le disqueB(a; R) telle quevjS(a; R) = ujS(a; R) (voir le corollaire 2.2). Alors
v � u est continue surB (a; R) et véri�e la propriété de la valeur moyenne dansB (a; R),
par l'étape (1) et par linéarité. Par l'étape (2), v � u véri�e donc le principe du maximum.
Le corollaire 2.6, dont la démonstration n'utilise que le principe du maximum, peut être
appliqué à v � u. Donc jv � uj atteint son maximum sur la frontière du disque (connexe)
B (a; R). Comme u = v sur cette frontière, ce maximum est nul, donc0 � j u � vj � 0 :
l'application u coïncide donc avecv sur B (a; R), et par conséquentu est harmonique sur
B (a; R). Comme la propriété d'être harmonique est locale, ceci conclut l'étape 3.

La combinaison des étapes 1 et 2 montre le théorème2.5 du principe du maximum.
L'étape 1 est le sens direct du théorème2.4 de la formule de la moyenne, et l'étape 3 en
est le sens réciproque. �
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Le but de l'exercice suivant est de montrer qu'une fonction harmonique réelleh n'a pas
de zéro isolé, c'est-à-dire que sih(z) = 0 , alors il existe une suite(zn )n2 N qui converge vers
z, telle que zn 6= z et h(zn ) = 0 pour tout n 2 N.

Exercice E.27 Soient 
 un ouvert deC et u : 
 ! R une application harmonique réelle.
Pour tout z0 2 
 tel queu(z0) = 0 , pour tout disque ouvertD de centrez0 et d'adhérence
contenue dans
 , montrer que u s'annule sur @D. En déduire qu'une fonction harmonique
réelle n'a pas de zéro isolé.

Inégalités de Harnack et théorème de Harnack.

Le but de cette partie est de montrer des théorèmes de compacité pour les fonctions
harmoniques. Le lemme crucial consiste à montrer qu'une fonction harmonique ne peut
pas avoir de variations trop brutales : plus précisément, siune application est harmonique,
positive ou nulle, au voisinage d'un disque, alors ses valeurs au bord de ce disque sont
contrôlées en fonction du rayon de ce disque et de la valeur aucentre du disque.

Lemme 2.7 (Inégalités de Harnack) Soit u : B (z0; R) ! C une fonction harmonique,
positive ou nulle. Pour tous lesr 2 [0; R[ et � 2 R=2� Z, nous avons

R � r
R + r

u(z0) � u(z0 + r ei� ) �
R + r
R � r

u(z0) :

Démonstration. Par passage à la limite quand� tend vers0, il su�t de montrer que pour
tous les � 2 ]0; R[ , r 2 [0; R � � [ et � 2 R=2� Z, nous avons

R � � � r
R � � + r

u(z0) � u(z0 + r ei� ) �
R � � + r
R � � � r

u(z0) :

Traitons tout d'abord le cas particulier où z0 = 0 et R� � = 1 . Alors, puisque1 = R� � < R ,
l'application u est harmonique surD et continue surD. Par le théorème de Poisson2.1 (3),
nous avons donc, puisquer < R � � = 1 ,

u(r ei� ) =
1

2�

Z

� 2 S1

Pr e i� (� ) u(� ) d� (� ) :

Comme
1 � j zj
1 + jzj

� Pz(� ) �
1 + jzj
1 � j zj

;

et puisque u(0) = 1
2�

R
� 2 S1

u(� ) d� (� ) par la formule de la moyenne, nous en déduisons
donc que

1 � r
1 + r

u(0) � u(r ei� ) �
1 + r
1 � r

u(0) ;

ce qui montre le cas particulier considéré. Le cas général s'y ramène, en précomposantu
par l'application holomorphe z 7! z0 + ( R � � )z (ce qui préserve le caractère harmonique
positif) et en appliquant le cas particulier à r=(R � � ) < 1. �

Voici les propriétés fondamentales de convergence des fonctions harmoniques. La pre-
mière assertion, analogue au cas des fonctions holomorphes(voir par exemple [Rud1]),
dit que le sous-espace vectorielHarm(
) de l'espaceC(
; C) des applications continues
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de 
 dans C, constitué de celles qui sont harmoniques, est fermé pour latopologie de la
convergence uniforme sur les compacts (aussi appelée topologie compact-ouvert). Le second
résultat est souvent utile pour obtenir des applications harmoniques comme solutions de
problèmes de minimisation.

Théorème 2.8 (Théorème de Harnack) Soient 
 un ouvert deC et (un )n2 N une suite
de fonctions harmoniques de
 dans C.

(1) Si (un )n2 N converge vers une applicationu : 
 ! C uniformément sur les compacts
de 
 , alors u est harmonique.

(2) Si 
 est connexe, siun est à valeurs réelles pour toutn 2 N et si la suite (un )n2 N

est croissante, alors ou bien elle converge uniformément sur les compacts vers une
fonction harmonique u : 
 ! C, ou bien (un (z))n2 N converge vers+ 1 pour tout
z 2 
 .

Bien sûr, en prenant les opposés, si les applicationsun sont à valeurs réelles et si la suite
(un )n2 N est décroissante, alors pour toute composante connexe
 0 de 
 , ou bien cette suite
converge uniformément sur les compacts de
 0 vers une fonction harmoniqueu : 
 0 ! C,
ou bien (un (z))n2 N converge vers�1 pour tout z 2 
 0.

Démonstration. (1) Soient z0 2 
 et r0 > 0 tels que le disque ouvertB (z0; r0) soit
contenu dans
 . Pour tous les r 2 ]0; r0[ et n 2 N, par la formule de la moyenne (voir le
théorème2.4 et le commentaire qui suit son énoncé), nous avons

un (z0) =
1

2�

Z 2�

0
un (z0 + rei� ) d� :

Puisque un converge versu uniformément sur le compact B (z0; r ), et par passage à la
limite dans l'égalité ci-dessus, l'applicationu est continue et véri�e aussi la propriété de la
valeur moyenne, donc est harmonique.

(2) Quitte à remplacer un par un � u0, nous pouvons supposer queu0 � 0. En particulier,
un est harmonique positive. Notonsu = supn2 N un et A = f z 2 
 : u(z) = + 1g . Pour
tout z0 dans 
 , soit R = Rz0 > 0 tel que B (z0; R) � 
 . Par les inégalités de Harnack,
nous avons, pour tout n 2 N, pour tout r 2 [0; R

2 ] (et comme alors R+ r
R� r � R+ R=2

R� R=2 = 3 ,
R� r
R+ r � R� R=2

R+ R=2 = 1
3),

1
3

un (z0) � un (z0 + r ei� ) � 3 un (z0) :

Donc en prenant la borne supérieure surn 2 N, nous en déduisons queA et le complé-
mentaire deA sont ouverts. Par connexité de
 , nous en déduisons que ou bienA = 
 , ce
qui est l'une des alternatives souhaitées, ou bienA = ; , et donc pour tout z 2 
 , la suite
croissante(un (z))n2 N converge vers un nombre réel qui est égal àu(z) par la dé�nition de
u.

Pour tous lesn; p 2 N tels quen � p, par l'inégalité de Harnack appliquée à la fonction
harmonique positiveun � up, nous avons, pour toutz 2 B (z0; R=2),

un (z) � up(z) � 3
�
un (z0) � up(z0)

�
:

En faisant tendre n vers l'in�ni, nous avons donc u(z) � up(z) � 3
�
u(z0) � up(z0)

�
. La

convergence au pointz0 implique alors que la suite(un )n2 N converge uniformément versu
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sur B (z0; R=2). Puisque tout compact deK de 
 peut être recouvert par un nombre �ni de
boules ouvertesB (z; Rz=2) où z parcourt K , la suite (un )n2 N converge donc uniformément
vers u sur tout compact de 
 . Par l'assertion (1), l'application u est harmonique. �

2.3 Introduction à la théorie du potentiel dans le plan

Problème de Dirichlet dans un domaine de Jordan. 14

Soit 
 un ouvert de C. Pour toute application continue f : @
 ! C de la frontière de

dans C, le problème de Dirichletsur 
 (pour l'équation de Laplace) de donnée frontièref
consiste à étudier l'existence et l'unicité d'une application continue u : 
 ! C, harmonique
sur 
 , dont la restriction à la frontière de 
 est égale àf , c'est-à-dire à étudier l'existence
et l'unicité d'une application continue u : 
 ! C véri�ant le système d'équations

�
� u = 0 sur 
 (�equation de Laplace sur 
)
uj@
 = f (valeurs au bord) :

Nous avons vu dans le corollaire2.2 que si 
 est un disque ouvert, alors le problème
de Dirichlet admet une et une seule solution, pour toute application continue donnée sur
la frontière du disque. Le but de cette partie est d'étendre ce résultat à d'autres ouverts
de C, en utilisant le théorème de représentation conforme de Riemann. 14

Rappelons qu'unecourbe ferméedans 
 est une application continue f du cercle S1

dans 
 . Elle est dite simple, et appelée unecourbe de Jordan, si elle est injective (par
compacité, c'est alors un homéomorphisme sur son image). Elle est dite homotope à zéro
dans 
 si elle se prolonge continûment en une application du disquedans 
 , c'est-à-dire
s'il existe une application continueF : D ! 
 telle que FjS1 = f .

L'ouvert 
 de C est dit simplement connexes'il est connexe et si toute courbe fermée
dans 
 est homotope à zéro dans
 (voir la proposition B.2 de l'appendice B pour des
conditions équivalentes).

Un domaine de Jordandans C est un ouvert borné 
 de C dont la frontière @
 est
une courbe de Jordan. Le résultat suivant, que nous admettrons, dit en particulier qu'un
domaine de Jordan est simplement connexe.

Théorème 2.9 (Théorème de Jordan) Le complémentaire d'une courbe de Jordan

dans C admet exactement deux composantes connexes, l'une bornée,homéomorphe àD et
d'adhérence homéomorphe àD, l'autre non bornée, et 
 est la frontière de chacune d'entre
elles. �

L'existence de phénomènes du typelacs de Wadamontre l'importance de la condition
sur 
 d'être une courbe de Jordan. Il existe en e�et trois ouverts disjoints dans le carré unité
[� 1; 1]2 de réunion dense dans[� 1; 1]2, ayant exactement la même frontière. Evidemment,
ce ne sont pas des domaines de Jordan ! Voir par exemple [Cou], dont est extrait le dessin
ci-dessous.
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Voici quelques exemples (et un intrus !) de courbes de Jordanet de domaines de Jordan.
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Rappelons que deux ouverts
 1 et 
 2 de C sont conformément équivalentss'il existe
une application holomorphe bijectivef de 
 1 dans
 2. La bijection réciproque est alors ho-
lomorphe (voir par exemple [Rud1, Theo. 10.32+10.34]), et donc la relation � être confor-
mément équivalent à � est une relation d'équivalence sur l'ensemble des ouverts deC.
Rappelons le résultat suivant (voir par exemple [Rud1, Theo. 14.8]).
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Théorème 2.10 (Théorème de représentation de Riemann) Tout ouvert simple-
ment connexe non vide
 de C, di�érent de C, est conformément équivalent au disqueD.
�

Ainsi, la classi�cation, à équivalence conforme près, des ouverts simplement connexes
de C est très simple : il n'y a que trois classes, celles de; ; C; D. La description de l'espace
des modules (c'est-à-dire de l'ensemble des classes d'équivalence conforme) des ouverts
non simplement connexes est bien plus compliquée. Par exemple (voir par exemple [Neh]),
considérons lesanneaux de Jordan(c'est-à-dire les ouverts
 de C tels qu'il existe deux
domaines de Jordan
 1; 
 2 tels que 
 1 � 
 2 et 
 = 
 2 � 
 1. Tout anneau de Jordan
est conformément équivalent à un anneauA(r1; r2) = f z 2 C : r1 < jzj < r 2g où
0 < r 1 < r 2 < + 1 . De plus, deux anneauxA(r1; r2) et A(r 0

1; r 0
2) sont conformément

équivalents si et seulement sir2=r1 = r 0
2=r0

1. L'espace des modules d'anneaux de Jordan
est en particulier non dénombrable (en bijection avec]0; + 1 [ .

Toute application holomorphe bijective ' : D ! 
 est appelée unereprésentation
conforme de 
 . Si ' 1 et ' 2 sont deux représentations conformes, alors' � 1

1 � ' 2 est un
automorphisme conforme du disque ouvertD (voir la partie 2.2). Donc une représentation
conforme est unique modulo précomposition par un automorphisme conforme du disque.

Exercice E.28 Soit 
 un ouvert deC.
(1) Montrer que si f : 
 ! C est holomorphe ne s'annulant pas, alorsln jf j : 
 ! R

est harmonique.
(2) Montrer que 
 est simplement connexe si et seulement si toute fonction harmonique

sur 
 à valeurs réelles est la partie réelle d'une application holomorphe dé�nie sur 
 .

Le résultat suivant donne un critère pour qu'une représentation conforme d'un ouvert
simplement connexe s'étende continûment à la frontière.

Théorème 2.11 (Théorème d'extension de Carathéodory 14) Soit 
 un domaine
de Jordan. Alors toute représentation conforme' : D ! 
 s'étend en un homéomorphis-
me D ! 
 .

Nous noterons souvent encore' : D ! 
 l'extension continue de' , appelée l'extension
de Carathéodoryde ' .

Par exemple, si


 = ]0 ; 1[ � ]0; 1[ �
[

n2 N

f
1

22n g � [0;
3
4

] �
[

n2 N

f
1

22n+1 g � [
1
4

; 1]

est l'ouvert (simplement connexe) ci-contre, la représentation
conforme' : D ! 
 ne s'étend même pas en une application
continue deD dans 
 (voir par exemple [Oht ]).




Corollaire 2.12 (Problème de Dirichlet dans les domaines de J ordan) Soient 

un domaine de Jordan etf : @
 ! C une application continue. Il existe une et une seule
solution du problème de Dirichlet sur
 de donnée frontièref .
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Démonstration. Soit ' : D ! 
 une représentation conforme de
 . Par le théorème de
Carathéodory 2.11, l'application ' s'étend en un homéomorphisme deD dans 
 , que nous
notons encore' . Alors f � ' j@D est une application continue deS1 dansC. Par le corollaire
2.2, il existe une unique application continueu : D ! C, harmonique surD, qui coïncide
avec f � ' j@D sur @D. La précomposition par une application holomorphe conservant le
caractère harmonique, l'applicationu � ' � 1 est une solution au problème de Dirichlet sur

 de donnée au bordf . L'unicité est immédiate, que ce soit par l'unicité dans le cas du
disque, ou par le théorème du maximum. �

Le but de l'exercice suivant est
� de montrer qu'il y a toujours unicité pour le problème de Dirichlet dans les ouverts

bornés,
� de donner un exemple où, par contre, il n'y a pas existence,
� de caractériser les fonctions harmoniques réelles sur le disque épointéD� = D� f 0g,

en montrant que celles qui ne sont pas des parties réelles d'applications holomorphes
dé�nies sur tout D� ont une singularité logarithmique en 0. Comme D� n'est pas
simplement connexe, ceci montre de manière explicite pourquoi la conclusion de
l'assertion (2) de l'exerciceE.28 n'est pas véri�ée pour l'ouvert non simplement
connexe
 = D� .

Exercice E.29 (1) Soient 
 un ouvert borné deC et f : @
 ! C une application continue.
Montrer que le problème de Dirichlet sur
 de donnée frontière f admet au plus une
solution.

(2) Pour 0 � r1 < r 2 � + 1 , notons A(r1; r2)
l'anneau ouvert f z 2 C : r1 < jzj < r 2g.
Une application u : A(r1; r2) ! C est dite ra-
diale si elle est invariante par rotations ou, de
manière équivalente, s'il existe une application
v : ]r1

2; r2
2[ ! C telle queu(z) = v(jzj2) pour

tout z 2 A(r1; r2).

0
r2

r1

Montrer que pour toute application harmonique radialeu de A(r1; r2) dans C, il existe
a; b2 C tels que

8z 2 A(r1; r2); u(z) = a + bln( jzj) :

(3) Soient D� = D � f 0g = A(0; 1) le disque épointé, etf : @D� ! R l'application telle
que f (0) = 1 et f (� ) = 0 pour tout � 2 S1.

ai Soit u : D� ! C une application continue, harmonique surD� , telle queuj@D� = f .
Pour tout � 2 S1, montrer que les applicationsu et z 7! u(�z ) de D� dans C sont égales.

bi En déduire que le problème de Dirichlet surD� , de donnée frontièref , n'admet pas
de solution.

(4) Soit u : D� = D � f 0g ! C une fonction harmonique.
ai Montrer que @u: D� ! C est holomorphe.
bi Soient

P
n2 Z cn zn le développement en série de Laurent de@u(voir par exemple

le théorème1.28), et f : D� ! C l'application dé�nie par f (z) =
P

n2 Z; n6= � 1
2cn
n+1 zn+1 .

Montrer que si u est à valeurs réelles, alorsc� 1 2 R et il existe une constantec 2 R telle
que

8 z 2 D� ; u(z) = Re f (z) + 2 c� 1 ln jzj + c :
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Fonctions harmoniques positives et frontière de Martin.

Le but de cette sous-partie est de décrire les fonctions harmoniques positives sur le
disque D : ce sont exactement les intégrales de Poisson des mesures boréliennes positives
�nies sur le cercleS1.

Rappelons qu'uncône convexed'un espace vectoriel réel ou complexeV est une partie
C de V telle que pour tous lesx; y 2 C et s; t 2 [0; + 1 [ , nous ayonssx + ty 2 C.
Rappelons aussi qu'une applicationf : C ! C0 entre deux cônes convexes d'espaces
vectoriels réels ou complexes esta�ne si pour tous lesx; y 2 C et s; t 2 [0; + 1 [ , nous
avons f (sx + ty) = sf (x) + tf (y).

Nous noteronsM C(S1) l'espace de Banach complexe des mesures boréliennes complexes
sur S1, qui contient le cône convexeM (S1) des mesures boréliennes positives �nies surS1

(voir la partie 1.1pour des rappels). Nous noteronsHarm+ (D) le cône convexe des fonctions
harmoniques positives surD, contenu dans l'espace vectoriel complexeHarm(D).

Théorème 2.13 L'application de M C(S1) dans Harm(D), dé�nie par � 7! P � , est un
isomorphisme linéaire deM C(S1) sur le sous-espace vectoriel des fonctions harmoniquesh
sur D telles que

sup
0� r< 1

Z

� 2 S1

jh(r � )j d� (� ) < + 1 : (24)

De plus, cette application induit une bijection a�ne de M (S1) dans Harm+ (D).

Démonstration. Nous avons déjà vu que l'application� 7! P � est linéaire, et qu'elle
envoieM C(S1) dans Harm(D) et M (S1) dans Harm+ (D).

Montrons qu'elle est injective. Soit � 2 M C(S1) telle que P � = 0 . Alors pour tout
f 2 C(S1; C), par la compacité de D et par le théorème de Poisson2.1, l'application
P f (r� 0) converge versf (� 0) quand r tend vers 1 dans [0; 1[ , uniformément en � 0 2 S1.
Donc par le théorème de Fubini et puisque le noyau de Poisson véri�e Pr� 0(� ) = Pr� (� 0),
nous avons

Z

S1

f d� = lim
r ! 1�

Z

� 02 S1

Pf (r� 0) d� (� 0)

= lim
r ! 1�

Z

� 02 S1

1
2�

Z

� 2 S1

Pr� 0(� )f (� ) d� (� ) d� (� 0)

= lim
r ! 1�

1
2�

Z

� 2 S1

Z

� 02 S1

Pr� (� 0) d� (� 0) f (� ) d� (� )

= lim
r ! 1�

1
2�

Z

� 2 S1

P � (r� ) f (� ) d� (� ) = 0 :

Comme une mesure complexe, donnant une intégrale nulle à toute fonction continue, est
nulle, ceci montre l'injectivité.

Si � 2 M C(S1), alors par le théorème de Fubini, puisque le noyau de Poissonvéri�e
0 � Pr� (� 0) = Pr (� 0� ) pour tous les r 2 [0; 1[ et �; � 0 2 S1, par l'invariance par les
rotations et par la conjugaison complexe de la mesure de Lebesgue� du cercle, et puisque
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R
S1

Pr (� 00) d� (� 00) = 2 � , nous avons

Z

� 2 S1

jP � (r� )j d� (� ) �
Z

� 2 S1

Z

� 02 S1

Pr� (� 0) dj� j(� 0) d� (� )

=
Z

� 02 S1

Z

� 2 S1

Pr (� 0� ) d� (� ) dj� j(� 0)

=
Z

� 02 S1

2� d j� j(� 0) = 2 � k� k < + 1 :

Donc h = P � véri�e la condition ( 24).
Réciproquement, soit h une fonction harmonique surD véri�ant la condition ( 24).

Montrons que h est l'intégrale de Poisson d'une mesure complexe. Notons

M = sup
0� r< 1

Z

� 2 S1

jh(r � )j d� (� ) :

Pour tout n 2 N, notons `n : C(S1; C) ! C l'application dé�nie par

`n : f 7!
Z

� 2 S1

h
� n � 1

n
�
�

f (� ) d� (� ) :

Alors `n est une forme linéaire sur l'espace de BanachC(S1; C) (pour la norme uniforme),
qui est continue car de norme au plusM �nie par la condition ( 24). Par le théorème
de Banach-Alaoglu de compacité des boules du dual topologique de C(S1; C) pour la
convergence faible-étoile (voir par exemple [Bre]), il existe donc une sous-suite(nk)k2 N

et une forme linéaire continue` sur C(S1; C) telle que pour tout f 2 C(S1; C), nous ayons
`(f ) = lim k! + 1 `nk (f ). Par le théorème de représentation de Riesz (voir le théorème 1.6),
il existe donc une (unique) mesure borélienne complexe� sur l'espace compactS1 telle
que `(f ) =

R
S1

f d� pour tout f 2 C(S1; C). Posonsr k = nk � 1
nk

, qui tend vers 1 quand

k ! + 1 . Notons que l'application z 7! h(r k z) de D dans C est continue, et harmonique
sur D. Pour tout z 2 D, nous avons la suite d'égalités suivantes, la première par dé�nition
de � , la seconde par la formule de Poisson (théorème2.1 (3)) appliquée à la fonction deD
dans C dé�nie par w 7! h(r kw), qui est continue surD et harmonique surD, la dernière
par continuité de h en z :

1
2�

Z

S1

Pz(� ) d� (� ) = lim
k! + 1

1
2�

Z

S1

Pz(� )h(r k � ) d� (� ) = lim
k! + 1

h(r kz) = h(z) :

Donc h = P[ �
2� ], ce qui est le résultat cherché.

Remarquons que sih est une fonction harmonique positive surD, alors par la formule
de la moyenne, Z

� 2 S1

jh(r� )j d� (� ) =
Z 2�

0
h(r ei� ) d� = 2 � h (0) ;

et donc h véri�e la condition ( 24). Ceci montre la dernière assertion du théorème2.13. �

Expliquons pour conclure le titre de cette sous-partie.
Une compacti�cation d'un espace topologique localement compactX est un couple

( bX; � ) où bX est un espace topologique compact et� : X ! bX est un homéomorphisme sur
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son image, tel que�(X ) soit un ouvert dense debX . Nous identi�erons x 2 X avec�(x) 2 bX ,
et nous noterons par abusbX le couple( bX; � ).

Une compacti�cation de Martin d'un ouvert non vide 
 de C est un espace topologique
permettant de donner une représentation intégrale de toutes les fonctions harmoniques
positives sur 
 : plus précisément, c'est la donnée d'une compacti�cationb
 de 
 (sa
frontière est appelée unefrontière (ou bord) de Martin) et d'une fonction continue K :

 � ( b
 � 
) ! [0; + 1 [ (appelée lenoyau de Martin de 
 ) telles que pour toute fonction
harmonique positive h : 
 ! [0; + 1 [, il existe une mesure borélienne �nie� = � h sur
b
 � 
 telle que, pour tout x 2 
 ,

h(x) =
Z

y2 b
 � 

K (x; y) d� (y)

(voir [Doo] pour une dé�nition plus précise et plus générale). Par exemple, le théorème2.13
montre que le cercleS1 est une frontière de Martin du disque unité ouvertD, de noyau
de Martin égal au noyau de Poisson. Le théorème de représentation conforme permet plus
généralement d'exhiber une compacti�cation de Martin de n'importe quel domaine de
Jordan.

Théorème 2.14 Soient 
 un domaine de Jordan deC et ' : D ! 
 l'extension de Ca-
rathéodory d'une représentation conforme de
 . Alors l'adhérence 
 de 
 dans C est une
compacti�cation de Martin de 
 , de noyau de Martin l'application K : 
 � @
 ! [0; + 1 [
dé�nie par

K (x; y) = P' � 1 (x) ('
� 1(y)) ;

où (z; � ) 7! Pz(� ) est le noyau de Poisson deD.

Démonstration. Rappelons que par le théorème2.11, l'extension de Carathéodory ' :
D ! 
 est un homéomorphisme, holomorphe surD. Une application h : 
 ! C est
harmonique positive si et seulement sih � ' : D ! C est harmonique positive, donc si et
seulement s'il existe une mesure positive� 2 M (S1) telle que h � ' = P � , par le théorème
2.13. Posons� = ' � � la mesure image de� sur @
 = 
 � 
 . Par changement de variable,
nous avons alors, pour toutx 2 
 ,

h(x) = h � ' (' � 1(x)) =
Z

� 2 S1

P' � 1 (x) (� ) d� (� ) =
Z

y2 @

P' � 1 (x)('

� 1(y)) d� (y) :

Ceci montre le résultat. �

Par exemple, la frontière de Martin (minimale, en un sens quenous ne précisons pas
ici, voir [Doo]) de l'ouvert 
 dessiné après l'énoncé du théorème2.11 ne coïncide pas avec
la frontière topologique @
 de 
 .

Fonctions harmoniques bornées et frontière de Poisson.

Le but de cette sous-partie est de décrire les fonctions harmoniques bornées sur le
disque D : ce sont exactement les intégrales de Poisson des applications essentiellement
bornées sur le cercleS1.

Rappelons (voir la partie 1.1) que L1 (S1; � ) est l'espace de Banach complexe des
applications mesurables deS1 dans C, bornées en dehors d'un ensemble de mesure de
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Lebesgue nulle, modulo les applications presque partout nulles, de normef 7! k f k1 . Nous
noterons Harmb(D) le sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel complexeHarm(D) formé
des fonctions harmoniques bornées deD dans C. Nous munirons Harmb(D) de la norme
uniforme :

khk1 = sup
z2 D

jh(z)j :

Théorème 2.15 L'application de L1 (S1; � ) dans Harmb(D), dé�nie par f 7! P f , est un
isomorphisme linéaire isométrique.

Démonstration. Par �nitude de la mesure de Lebesgue surS1, nous avonsL1 (S1; � ) �
L1(S1; � ), et donc l'application f 7! P f est bien dé�nie sur L1 (S1; � ), et elle est à valeurs
dans l'espace des applications harmoniques surD par le théorème de Poisson2.1 (1). Nous
avons vu qu'elle est linéaire. Puisque le noyau de Poisson est positif et d'intégrale égale à
2� , nous avons

kP f k1 = sup
z2 D

1
2�

�
�
�
Z

S1

Pz(� )f (� ) d� (� )
�
�
�

� sup
z2 D

1
2�

Z

S1

Pz(� ) kf k1 d� (� ) � k f k1 ; (25)

donc P f 2 Harmb(D) si f 2 L1 (S1; � ).
L'étape cruciale de la démonstration du théorème2.15est le résultat suivant de Fatou17

sur la convergence radiale des fonctions harmoniques, que nous admettons dans ces notes
(voir par exemple [Rud1, chap. 11]).

Théorème 2.16 (Théorème de Fatou) Pour toute mesure borélienne complexe� sur
S1, l'intégrale de PoissonP � (r� ) admet une limite �nie quand r 2 [0; 1[ tend vers1 pour
presque tout� 2 S1 (pour la mesure de Lebesgue deS1). De plus, si f 2 L1(S1; � ; C), alors
pour presque tout� dans S1, nous avons

lim
r ! 1�

Pf (r� ) = f (� ) : �

Si f 2 L1(S1; � ; C) est de plus continue, alors cette dernière a�rmation découle du théorème
de Poisson2.1. Elle fait de plus écho aux propriétés de convergence radiale vers une masse
de Dirac du noyau de Poisson (voir les propriétés du noyau de Poisson dans la partie2.2).

Soient h : D ! C une application et � 2 S1, nous dirons queh admet une limite radiale
en � si la limite lim r ! 1� h(r� ) existe, et cette limite est alors appelée lalimite radiale de
h en � .

En particulier, le théorème de Fatou ci-dessus implique quetoute fonction harmonique
qui véri�e la condition ( 24) (comme par exemple toute fonction harmonique bornée), qui

17. (1878-1929) (1908-1989) (1854-1912)
Fatou Sobolev Poincaré
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s'écrit comme l'intégrale de Poisson d'une mesure borélienne complexe par le théorème
2.13, admet des limites radiales en presque tout point deS1.

Donc pour toute application harmonique bornéeh sur D, notons� h : S1 ! C sa fonction
limite radiale, bien dé�nie en presque tout point de S1. Puisque � h(� ) = lim r ! 1� h(r� )
pour presque tout � 2 S1, l'application � h est clairement essentiellement bornée, et

k� hk1 � k hk1 : (26)

Par la seconde assertion du théorème de Fatou, pour toutf 2 L1(S1; � ; C), nous avons
� P f = f . L'application f 7! P f est isométrique (donc injective) car

kf k1 = k� P f k1 � k P f k1 � k f k1

par les inégalités (26) et (25).
En�n, pour montrer la surjectivité de cette application, il su�t de montrer que h =

P[� h ] pour tout h 2 Harmb(D). Pour tout r < 1, puisque l'application z 7! h(rz ) est
continue sur D et harmonique surD, la formule de Poisson donne, pour toutz 2 D,

h(rz ) =
1

2�

Z

� 2 S1

Pz(� )h(r� ) d� (� ) :

Puisque h(r� ) est uniformément borné enr , et converge pour presque tout� vers � h(� )
quand r tend vers 1 par valeurs inférieures, le théorème de convergence dominée de Lebes-
gue montre que le second membre de l'égalité précédente converge versP[� h ](z) quand
r ! 1� . Comme le premier membre converge versh(z), le résultat en découle. �

Une compacti�cation de Poisson d'un ouvert non vide 
 de C est un espace mesuré
permettant de donner une représentation intégrale de toutes les fonctions harmoniques
bornées sur
 : plus précisément, c'est la donnée d'une compacti�cationb
 de 
 , d'une
mesure de probabilité� sur b
 � 
 (l'espace mesuré( b
 � 
 ; � ) est appelé unefrontière (ou
un bord) de Poissonde 
 ) et d'une fonction continue K : 
 � ( b
 � 
) ! [0; + 1 [ (appelée
le noyau de Poissonde 
 ) telles que pour toute fonction harmonique bornéeh : 
 ! C, il
existe f 2 L1 ( b
 � 
; � ) telle que, pour tout x 2 
 ,

h(x) =
Z

y2 b
 � 

K (x; y) f (y) d� (y)

(voir [Doo] pour une dé�nition plus précise et plus générale). Par exemple, le théorème
2.15 montre que le cercleS1 muni de la mesure de Lebesgue (normalisée pour être de
probabilité) est une frontière de Poisson du disque unité ouvert D, de noyau de Poisson
égal au noyau de Poisson au sens de la partie2.2. Le théorème de représentation conforme
permet plus généralement d'exhiber une compacti�cation dePoisson de n'importe quel
domaine de Jordan.

Théorème 2.17 Soient 
 un domaine de Jordan deC et ' : D ! 
 l'extension de Ca-
rathéodory d'une représentation conforme de
 . Alors l'adhérence 
 de 
 dans C est une
compacti�cation de Poisson de
 , de noyau de Poisson l'applicationK : 
 � @
 ! [0; + 1 [
dé�nie par

K (x; y) = P' � 1 (x) ('
� 1(y)) ;

où (z; � ) 7! Pz(� ) est le noyau de Poisson deD.
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Démonstration. Rappelons que par le théorème2.11, l'extension de Carathéodory ' :
D ! 
 est un homéomorphisme, holomorphe surD. Une application h : 
 ! C est
harmonique bornée si et seulement sih � ' : D ! C est harmonique bornée, donc si et
seulement s'il existef 2 L1 (S1; � ) telle que h � ' = P f , par le théorème2.15. Posons
� = 1

2� ' � � la mesure image de� sur @
 = 
 � 
 (renormalisée pour être de probabilité).
Par changement de variable, nous avons alors, pour toutx 2 
 ,

h(x) = h � ' (' � 1(x)) =
1

2�

Z

� 2 S1

P' � 1 (x) (� ) f (� ) d� (� )

=
Z

y2 @

P' � 1 (x) ('

� 1(y)) f � ' � 1(y) d� (y) :

Ceci montre le résultat. �

2.4 Spectre du laplacien des ouverts bornés de Rm

Le but de cette partie est d'étudier les propriétés spectrales de l'opérateur laplacien
� =

P m
i =1

@2

@x2i
.

La première étape est de dé�nir les espaces de Hilbert sur lesquels les opérateurs conti-
nus utiles à cette étude vont agir.

Les espaces de Sobolev 15 W 1;2(
) et W 1;2
0 (
) .

Soient m 2 N � f 0g et 
 un ouvert non vide deRm . Rappelons que le produit scalaire
de l'espace de Hilbert complexeL2(
) des applications mesurables de
 dans C, de carré
sommable (pour la mesure de Lebesgue� sur 
 ), modulo applications presque partout
nulles, est dé�ni par hf; g i L2 =

R

 f g d� . Pour tout k 2 N, nous munirons L2(
) k de la

structure usuelle d'espace de Hilbert produit (voir l'exemple (2) de la partie 1.2) et nous
noterons encoreh�; �i L2 son produit scalaire, etk � kL2 sa norme. L'ensembleC1

c (
; C) des
applications C1 à support compact de
 dans C est un sous-espace vectoriel dense de
L2(
) .

Notons W 1;2(
) le sous-espace vectoriel complexe des applicationsf 2 L2(
) telles
qu'il existe des applications @f

@xi
2 L2(
) pour i = 1 ; : : : ; m véri�ant

8 ' 2 C1
c (
; C); h

@f
@xi

; ' i L2 = �h f;
@'
@xi

i L2 ; (27)

muni du produit scalaire

hf; g i W 1;2 = hf; g i L2 +
mX

i =1


 @f
@xi

;
@g
@xi

�
L2 :

Remarquons qu'une application @f
@xi

2 L2(
) véri�ant la condition ( 27), si elle existe,
est unique (car deux élémentsg et g0 dans L2(
) tels que hg � g0; hi L2 = 0 pour tout
h 2 C1

c (
; C) coïncident, par densité deC1
c (
; C) dans L2(
) ). Cette application est

appelée lai -èmedérivée partielle au sens des distributionsde f . Cette propriété d'unicité
montre queW 1;2(
) est bien un sous-espace vectoriel deL2(
) : si f; g 2 W 1;2(
) et � 2 C,
alors @f

@xi
+ � @g

@xi
est la i -ème dérivée partielle au sens des distributions def + �g , par la

linéarité des équations (27).
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Nous noterons

r f =
� @f

@x1
; : : : ;

@f
@xm

�
2 L2(
) m ;

appelé legradient au sens des distributionsde f , de sorte que

kr f kL2 =
� mX

i =1








@f
@xi








2

L2

� 1=2
:

L'application h�; �i W 1;2 est bien dé�nie, et est bien un produit scalaire surW 1;2(
) , de
norme associée

kf kW 1;2 =
�
kf k2

L2 + kr f k2
L2

� 1=2 (28)

(car si kf kW 1;2 = 0 , alors kf kL2 = 0).

Proposition 2.18 L'espace préhilbertien complexeW 1;2(
) est séparable, complet.

La notation H 1(
) est fréquemment utilisée pour désigner l'espace de HilbertW 1;2(
) ,
mais nous ne le ferons pas dans ces notes, car elle est en con�it avec la notation pour
désigner l'un des espaces de Hardy (outre le premier groupe de cohomologie de l'ouvert

 !).

Démonstration. L'application f 7! @f
@xi

de W 1;2(
) dans L2(
) est linéaire, par unicité
et par la linéarité de la condition (27). Par construction, l'application  de W 1;2(
) dans
L2(
) m+1 dé�nie par f 7! (f; @f

@x1
; : : : ; @f

@xm
) est un isomorphisme d'espaces préhilbertiens

sur son image. Pour montrer queW 1;2(
) est complet, il su�t donc de montrer que son
image est fermée : elle sera alors complète. Soit(f k)k2 N une suite dansW 1;2(
) telle
que (f k ; @fk

@x1
; : : : ; @fk

@xm
) converge vers un élément noté(f; g 1; : : : ; gm ) dansL2(
) m+1 quand

k ! + 1 . Pour tous les' 2 C1
c (
; C) et 1 � i � m, nous avons, par convergence faible et

par la condition (27),

hgi ; ' i L2 + hf;
@'
@xi

i L2 = lim
k! + 1

h
@fk
@xi

; ' i L2 + hf k ;
@'
@xi

i L2 = 0 :

Ceci montre quef 2 W 1;2(
) et que gi = @f
@xi

par unicité. Le résultat en découle, car tout
sous-espace d'un espace métrique séparable est séparable18. �

Par intégration par partie, les applications f de classeC1 à support compact de
 dans
C véri�ent l'équation ( 27), en prenant, pour les dérivées partielles au sens des distributions
de f , ses dérivées partielles usuelles. DoncC1

c (
; C) est contenu dansW 1;2(
) .
Nous noteronsW 1;2

0 (
) l'adhérence dansW 1;2(
) du sous-espace vectorielC1
c (
; C).

Muni de la restriction du produit scalaire de W 1;2(
) , c'est un espace de Hilbert complexe
(il est complet car fermé dans un espace complet). La notation H 1

0(
) est fréquemment
utilisée pour le désigner, mais nous ne le ferons pas dans cesnotes.

Les résultats d'analyse surW 1;2
0 (
) qui nous seront le plus utile par la suite sont les

suivants.

18. Si P est une partie dénombrable dense d'un espace métriqueX et si Y est une partie de X , pour
tout rationnel r > 0 et pour tout p 2 P , notons yp; r un point de B (p; r ) \ Y si cette intersection est non
vide. Alors l'ensemble (dénombrable) de cesyp; r est dense dansY , car pour tout y 2 Y , pour tout � > 0,
si r est un rationnel tel que 0 < r < �

2 , il existe p 2 P tel que d(y; p) < r (en particulier, le point yp; r

existe) et d(y; yp; r ) � d(y; p) + d(p; yp; r ) < 2r < � .
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Théorème 2.19 (Inégalité de Poincaré 15) Si 
 est borné, alors il existe une constante
c = c
 > 0 telle que, pour toutu 2 W 1;2

0 (
) , nous ayons

kukL2 � c kr ukL2 :

Notons que la restriction u 2 W 1;2
0 (
) au lieu de u 2 W 1;2(
) est nécessaire, car les

applications constantes non nulles, qui sont dansL2(
) puisque 
 est borné, ne véri�ent
pas l'inégalité de Poincaré.

Remarquons que l'inégalité de Poincaré implique que, pour tout u 2 W 1;2
0 (
) , nous

avons
kukW 1;2 �

q
1 + c2


 kr ukL2 : (29)

Démonstration. Nous ne ferons la démonstration que sim = 1 , en renvoyant à [Bre]
pour une démonstration générale. Sim = 1 , soient a; b2 R tels que
 � [a; b], et étendons
à tout R les applications à support compact dans
 , en les prolongeant par0 en dehors de

 .

Par densité, il su�t de montrer le résultat pour u 2 C1
c (
; C). Pour tout x 2 
 , nous

avons, puisqueu(a) = 0 et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

j u(x)2 j =
�
�
�
Z x

a
2u(t)u0(t) dt

�
�
� � 2kukL2 ku0kL2 :

En intégrant sur 
 pour la mesure de Lebesgue� , nous avons donc

kuk2
L2 � 2� (
) kukL2 ku0kL2 ;

ce qui montre le résultat. �

Le résultat de compacité suivant, un analogueL2 du théorème d'Ascoli (et plus pré-
cisément de l'exerciceE.10 de la partie 1.4), sera utile. Il dit que l'inclusion (dé�nie par
x 7! x) de W 1;2

0 (
) dans L2(
) (qui est continue de norme au plus1, par l'inégalité
kf kL2 � k f kW 1;2 provenant de la dé�nition ( 28) de la normeW 1;2) est un opérateur com-
pact. Nous renvoyons par exemple à [Eva, Sect. 5.7], [Bre] pour des versions plus générales
de ce résultat.

Théorème 2.20 (Théorème de Rellich-Kondrachov) 19 Si 
 est borné, alors toute
suite bornée(f n )n2 N dans W 1;2

0 (
) admet une sous-suite convergente dansL2(
) .

Avant de commencer la démonstration, rappelons quelques propriétés du produit de
convolution � . Si f; g 2 L2(Rm ), si � est la mesure de Lebesgue surRm , notons dy = d� (y)
et, pour tout x 2 Rn ,

f � g (x) =
Z

y2 Rm
f (y) g(x � y) dy :

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, et par l'invariance de la mesure de Lebesgue par trans-
lations et par l'antipodie y 7! � y, l'application f � g : Rm ! C est bien dé�nie, et

kf � gkL1 � k f kL2 kgkL2 : (30)

19. En fait, ce résultat est dû à Rellich. C'est l'extension a ux espacesL p qui est due à Vladimir Iosifovich
Kondrashov, qui �t sa thèse avec Sobolev.
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De plus, sig 2 C1
c (Rm ; C), alors par le théorème de dérivation des intégrales à paramètres,

f � g 2 C1 (Rm ; C) et, pour 1 � r � m, nous avons

@
@xr

(f � g) = f �
@g
@xr

: (31)

L'inégalité suivante est plus délicate.

Lemme 2.21 Si f 2 L2(Rm ) et g 2 L1(Rm ), alors f � g 2 L2(Rm ) et

kf � gkL2 � k f kL2 kgkL1 :

En particulier, pour tout g 2 L1(Rm ), l'application f 7! f � g de L2(Rm ) dans lui-même
est linéaire, continue, de norme au pluskgkL1 .

Démonstration. Puisquejf � gj � j f j�j gj, nous pouvons supposer quef et g sont à valeurs
positives ou nulles, et par homogénéité quekgkL1 = 1 . Rappelons (voir par exemple [Rud1,
Theo. 3.3]) l'inégalité de Jensenqui dit que si (X; B ; � ) est un espace de probabilité, si
h : X ! R est une application intégrable pour la mesure� et si ' : R ! R est une
application continue convexe, alors

'
� Z

X
h d�

�
�

Z

X
' � h d� :

En l'appliquant à ' : t 7! t2, X = Rm , d� (y) = g(x � y) d� (y) (qui est bien une mesure
de probabilité car kgkL1 = 1), pour tout x 2 Rm et h : Rn ! [0; + 1 [ mesurable bornée
(donc intégrable pour la mesure de probabilité� ), nous avons

h � g(x)2 �
Z

y2 Rm
h(y)2g(x � y) d� (y) :

Prenons pour h les éléments d'une suite de fonctions mesurables bornées positives qui
converge simplement en croissant versf (par exemple h = min f f; n g). Nous avons alors,
par le théorème de convergence monotone de Lebesgue, pour tout x 2 Rm ,

f � g(x)2 �
Z

y2 Rm
f (y)2g(x � y) d� (y) :

Donc par le théorème de Fubini et un changement de variablex0 = x � y,

kf � gk2
L2 �

Z

y2 Rm
f (y)2

Z

x2 Rm
g(x � y) dx dy = kf k2

L2 kgkL1 :

Puisque kgkL1 = 1 , le résultat en découle. �

Démonstration du théorème 2.20. Nous prolongeons à toutRm les fonctions dans
L2(
) par la valeur 0 en dehors de
 .

Soit (f n )n2 N une suite bornée dansW 1;2
0 (
) . Soit ' 2 C1

c (Rm ; C) une application
positive ou nulle, à support dans la boule unité, d'intégrale 1 pour la mesure de Lebesgue.
Pour tout i 2 N, posons' i : x 7! 2m i ' (2i x), qui est un élément deC1

c (Rm ; C), et encore
d'intégrale 1. Pour tout i 2 N �xé, nous avons, par la majoration (30),

kf n � ' i kL1 � k f nkL2 k' i kL2 � k f nkW 1;2 k' i kL2 :
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Donc la suite (f n � ' i )n2 N d'applications C1 est uniformément majorée. Pour1 � r � m,
nous avons, par la formule (31),








@
@xr

(f n � ' i )







L1
=






 f n �

@'i
@xr








L1
� k f nkL2








@'i
@xr








L2
� k f nkW 1;2








@'i
@xr








L2
;

qui est borné uniformément enn. Par le théorème des accroissements �nis, pour touti 2 N,
il existe donc ci > 0 tel que pour tous lesx; y 2 Rm et n 2 N,

�
�f n � ' i (x) � f n � ' i (y)

�
� � ci kx � yk :

Puisque 
 est borné, son adhérence
 est compacte. Par le théorème d'Ascoli1.32, pour
tout i 2 N, la suite (f n � ' i )n2 N d'applications équicontinues, uniformément majorées
sur le compact 
 , admet une sous-suite qui converge uniformément sur ce compact. Par
extraction diagonale, il existe donc une suite strictementcroissante(nk )k2 N telle que, pour
tout i 2 N, la suite d'applications continues(f nk � ' i )k2 N converge uniformément sur
 , et
en particulier est uniformément de Cauchy, donc est de Cauchy dans L2(
) .

Montrons que kf n � f n � ' i kL2 converge vers0 quand i tend vers + 1 uniformément
en n. Comme

kf nk � f n ` kL2 � k f nk � f nk � ' i kL2 + kf nk � ' i � f n ` � ' i kL2 + kf n ` � ' i � f n ` kL2 ;

ceci montrera que la suite(f nk )k2 N est de Cauchy dansL2(
) , donc converge par complé-
tude, ce qui conclut.

Posons c0 = max 1� r � m
R

Rm jxr j ' (x) dx 2 ]0; + 1 [ . Montrons que pour tout f 2
W 1;2

0 (
) , pour tout i 2 N, nous avons

kf � f � ' i kL2 �
m c0

2i kr f kL2 ; (32)

ce qui conclut (car kr f kL2 � k f kW 1;2 et la suite (f n )n2 N est bornée dansW 1;2(
) ).
Par continuité (voir en particulier l'assertion suivant le lemme2.21, commek' i kL1 = 1),

il su�t de montrer l'inégalité ( 32) pour f dans le sous-espace dense dansW 1;2
0 (
) des

applications C1 à support compact dans
 . Rappelons que pour toute application de
classeC1 de Rm dans C, nous avons, pour tous lesx; y 2 Rm ,

f (y) � f (x) =
Z 1

0

d
dt

(f (x + t(y � x))) dt =
mX

r =1

Z 1

0
(yr � xr )

@f
@xr

(x + t(y � x)) dt :

Donc pour tout x 2 Rm , puisque
R

' i (x � y) dy = 1 , par le théorème de Fubini, en faisant
le changement de variabley0 = x + t(y � x) (de sorte quedy = dy0

tm ), et encore par le
théorème de Fubini, nous avons

f � ' i (x) � f (x) =
Z

y2 Rm
(f (y) � f (x)) ' i (x � y) dy

=
mX

r =1

Z 1

0

Z

y2 Rm

@f
@xr

(x + t(y � x))( yr � xr )' i (x � y) dy dt

= �
mX

r =1

Z

y02 Rm

@f
@xr

(y0)
Z 1

0

xr � y0
r

t
' i

� x � y0

t

� dt
tm dy0

= �
mX

r =1

@f
@xr

�  r; i (x) ;
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où  r; i (x) =
R1

0 xr ' i ( x
t ) dt

tm +1 . Or, par le théorème de Fubini et en faisant le changement

de variable x0 = 2 i x
t (de sorte quedx0 = 2mi

tm dx et x0
r = 2 i x r

t ),

k r; i kL1 �
Z

x2 Rm

Z 1

0
jxr j ' i

� x
t

� dt
tm+1 dx =

Z 1

0

Z

x2 Rm
jxr j 2mi '

�
2i x

t

�
dx

dt
tm+1

=
Z 1

0
dt

Z

x2 Rm
2� i jx0

r j ' (x0) dx0 �
c0

2i :

Par le lemme2.21, nous avons donc

kf � ' i � f kL2 � m max
1� r � m








@f
@xr

�  r; i








L2
� m max

1� r � m








@f
@xr








L2
k r; i kL1 �

m c0

2i kr f kL2 :

ce qui démontre l'inégalité (32). �

L'opérateur de Green.

Nous introduisons maintenant un opérateur auto-adjoint compact qui va permettre
d'appliquer les résultats spectraux de la partie1.5.

Le �l directeur de cette partie est le problème de la résolution (en un certain sens qui
sera précisé) de l'équation de Poisson

� � u = f

sur un ouvert 
 de Rm , où f : 
 ! C est une application donnée (dont la régularité sera
précisée plus tard), avec des conditions au bord, de type Dirichlet, d'annulation (en un sens
qui sera précisé plus tard) de la fonction inconnueu. Ces conditions frontières sont utiles
pour avoir des propriétés d'unicité. Une interprétation possible de cette équation provient
de l'électrostatique : étant donné une distribution de chargesf dans un domaine
 , dont
la frontière est mise à la masse (c'est-à-dire que son potentiel est maintenu à 0 volt), le
potentiel électrique u dans ce domaine, engendré par la distribution de chargef , est la
solution de l'équation de Poisson s'annulant au bord.

Bref, nous allons construire un inverse (en un sens qui sera précisé plus tard) de l'opé-
rateur moins laplacien, qui sera appelé l'opérateur de Green. Comme très souvent dans ce
type de problèmes, nous allons trouver ces solutions (en un certain sens qui sera précisé
plus tard) en minimisant une certaine fonctionnelle, que nous introduisons maintenant.

Soient m 2 N� f 0g et 
 un ouvert borné non vide deRm . L'hypothèse que
 est borné
est importante pour ce qui suit. Pour tous lesu 2 W 1;2

0 (
) et f 2 L2(
) , notons

Qf (u) =
1
2

kr uk2
L2 � Re hf; u i L2 :

Il faut penser à la fonctionnelleQf comme à une énergie, somme d'une énergie cinétique
et d'une énergie potentielle.

Proposition 2.22 Soit f 2 L2(
) .
(1) L'application Qf : W 1;2

0 (
) ! R est continue,strictement convexe(c'est-à-dire que
Qf (tu + (1 � t)v) < tQ f (u) + (1 � t)Qf (v) pour tous lest 2 ]0; 1[ et u 6= v dans W 1;2

0 (
) ),
et propre (c'est-à-dire que jQf (u)j tend vers+ 1 lorsquekukW 1;2 tend vers+ 1 ).
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(2) L'application Qf admet un et un seul minimum.
(3) Un élément u 2 W 1;2

0 (
) est un minimum de Qf si et seulement siu est une
solution faible (ou au sens des distributions) de l'équation � � u = f , c'est-à-dire si

8 ' 2 C1
c (
; C); hr u; r ' i L2 = hf; ' i L2 :

Notons que toute solution u 2 C1 (
; C) d'une équation de Poisson� � u = f (où f
doit donc appartenir à C1 (
; C)) en est une solution faible, car par intégration par partie,
pour tout ' 2 C1

c (
; C), nous avons

0 = h� � u � f; ' i L2 = �h � u; ' i L2 � h f; ' i L2 = hr u; r ' i L2 � h f; ' i L2 :

Démonstration. (1) L'application Qf est bien dé�nie et à valeurs réelles. Sa continuité
est immédiate : pour tous lesu; v 2 W 1;2

0 (
) , par les inégalités triangulaire et de Cauchy-
Schwarz,

�
�Qf (u) � Qf (v)

�
� �

1
2

�
�kr uk2

L2 � kr vk2
L2

�
� + jhf; u � vi L2 j

�
1
2

kr (u � v)kL2 (kr ukL2 + kr vkL2 ) + kf kL2 ku � vkL2

�
� 1

2
kr ukL2 +

1
2

kr vkL2 + kf kL2

�
ku � vkW 1;2 :

Pour montrer que Qf est strictement convexe, par sesquilinéarité du produit scalaire et
linéarité de r , il su�t de montrer que dans tout espace de Hilbert, l'applic ation x 7! k xk2

est strictement convexe. Or l'application de R dans R dé�nie par t 7! at2 + bt + c est
strictement convexe pour tous lesa > 0 et b; c2 R, et

ktx + (1 � t)yk2 = kt(x � y) + yk2 = t2kx � yk2 + 2 t Rehx � y; yi + kyk2 :

Donc l'application f : t 7! k tx + (1 � t)yk2 est convexe, et en particulier, sit 2 ]0; 1[,

ktx + (1 � t)yk2 = f (t) = f (t � 1+ (1 � t) � 0) � t f (1)+ (1 � t) f (0) = t kxk2 +(1 � t)kyk2 ;

avec inégalité stricte sit 2 ]0; 1[ et x 6= y, ce qu'il s'agissait de montrer.
Pour montrer que Qf est propre, il su�t d'appliquer les inégalités de Cauchy-Schwarz

et de Poincaré (voir la formule (29) suivant le théorème 2.19) : pour tout u 2 W 1;2
0 (
) ,

puisquekukL2 � k ukW 1;2 et kuk2
W 1;2 = kuk2

L2 + kr uk2
L2 � (1 + c2


 )kr uk2
L2 , nous avons

Qf (u) �
1
2

kr uk2
L2 � k f kL2 kukL2 �

1
2(1 + c2


 )
kuk2

W 1;2 � k f kL2 kukW 1;2 ;

qui tend évidemment vers+ 1 quand kukW 1;2 tend vers + 1 .

(2) Ceci découle immédiatement (et sans même besoin de la question (1)) de la seconde
assertion du théorème de Lax-Milgram1.15 appliquée aux fonctions a et ' suivantes.
L'application a : W 1;2

0 (
) � W 1;2
0 (
) ! C dé�nie par a(u; v) = hr u; r vi L2 est sesquilinéaire

et hermitienne. Elle est continue par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

ja(u; v)j � kr ukL2 kr vkL2 � k ukW 1;2 kvkW 1;2 ;
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et coercive par l'inégalité de Poincaré2.19 (voir la formule (29)) :

ja(u; u)j = kr uk2
L2 �

1
1 + c2



kuk2

W 1;2 :

De plus, l'application ' : W 1;2
0 (
) ! C dé�nie par u 7! hf; u i L2 est une forme anti-linéaire,

et continue par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

j' (u)j � k f kL2 kukL2 � k f kL2 kukW 1;2 :

Mais voici une démonstration utilisant la question (1), qui peut être utile dans d'autres
contextes. Siu et v étaient deux minima distincts de Qf , de valeur minimalea = Qf (u) =

Qf (v), alors par stricte convexité deQf , nous aurionsQf ( u+ v
2 ) < Q f (u)+ Q f (v)

2 = a, une
contradiction.

Puisque Qf est propre, soit R > 0 tel que Qf (u) � 0 si kukW 1;2 � R. Pour montrer
l'existence d'un minimum, puisque Qf (0) = 0 , il su�t de montrer que Qf admet un
minimum dans la boule ferméeB (0; R) : ce sera un minimum deQf sur W 1;2

0 (
) . Soit
(xn )n2 N une suite dansB(0; R) telle que lim n! + 1 Qf (xn ) = inf y2 B (0;R) Qf (y). Quitte à
extraire, nous pouvons supposer qu'elle converge faiblement vers x (voir le théorème1.21).
L'application Qf est continue et convexe, donc faiblement semi-continue inférieurement
(voir la proposition 1.23). D'où Qf (x) � limn! + 1 Qf (xn ) = inf y2 B (0;R) Qf (y), et x est un
minimum de Qf .

(3) Ceci découle immédiatement de la première assertion du théorème de Lax-Milgram
1.15 appliquée aux fonctionsa et ' ci-dessus, et de la densité deC1

c (
; C) dans W 1;2
0 (
) .

Mais voici une démonstration directe.
Pour tout u 2 W 1;2

0 (
) et pour tout ' 2 C1
c (
; C), nous avons

d
dt j t=0

Qf (u + t' ) =
d
dt j t=0

� 1
2

hr (u + t' ); r (u + t' )i L2 � Re hf; u + t' i L2

�

= Re hr u; r ' i L2 � Re hf; ' i L2 :

Donc en remplaçant' par i' pour obtenir les parties imaginaires, siu est un minimum de
Qf , alors u est une solution faible de l'équation� � u = f .

Réciproquement, siu est une solution faible de l'équation� � u = f , alors pour tout
' 2 C1

c (
; C) � f 0g, la valeur t = 0 est le minimum (qui est le seul extremum) de la
fonction strictement convexe et propret 7! Qf (u + t' ). Par densité de C1

c (
; C) dans
W 1;2

0 (
) , ceci implique queu est un minimum de Qf . �

Nous noteronsG : L2(
) ! L2(
) l'application qui à un élément f de L2(
) associe
l'unique élément u de W 1;2

0 (
) qui minimise Qf , ou de manière équivalente, l'unique solu-
tion faible u 2 W 1;2

0 (
) de l'équation de Poisson� � u = f . Nous appelleronsG l'opérateur
de Greende 
 . Notons que l'image deG est bien plus petite queL2(
) : elle est contenue
dans W 1;2

0 (
) , ce qui sera crucial pour le résultat suivant.

Proposition 2.23 L'opérateur de Green G : L2(
) ! L2(
) est linéaire, continu, auto-
adjoint, positif, compact, d'image contenue dansW 1;2

0 (
) .
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Démonstration. La linéarité de G découle de l'unicité et de la linéarité en(u; f ) des
équationshr u; r ' i L2 = hf; ' i L2 pour ' 2 C1

c (
; C).
Montrons que G est continu. Si G(f ) = u, alors u minimisant Qf , nous avons

0 =
d
dt j t=1

Qf (tu) = kr uk2
L2 � Re hf; u i L2 :

Donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,kr uk2
L2 � k f kL2 kukL2 . Par l'inégalité de Poincaré

2.19,
kuk2

L2 � c2

 kr uk2

L2 � c2

 kf kL2 kukL2 :

D'où G : L2(
) ! L2(
) est continu, de normekGk au plus c2

 .

Montrons queG est auto-adjoint. Soient f; g 2 L2(
) , notonsu = G(f ) et v = G(g), qui
appartiennent à W 1;2

0 (
) . Par construction, nous avonshr u; r ' i L2 = hf; ' i L2 pour tout
' 2 C1

c (
; C). Donc par densité deC1
c (
; C) dans W 1;2

0 (
) , nous avonshr u; r vi L2 =
hf; v i L2 . En prenant les conjugués, nous avonshv; f i L2 = hr v; r ui L2 , et de même en
échangeantf et g, ce qui échangeu et v. Donc

hG(g); f i L2 = hv; f i L2 = hr v; r ui L2 = hr u; r vi L2 = hu; gi L2 = hg; ui L2 = hg; G(f )i L2 :

Montrons queG est positif, et même strictement positif, c'est-à-dire quehG(f ); f i L2 > 0
pour tout élément non nul f de L2(
) . Comme vu ci-dessus, nous avons

hG(f ); f i L2 =



 r

�
G(f )

� 


 2

L2 ;

qui est positif, et qui est nul seulement siG(f ) est nul, par l'inégalité de Poincaré2.19.
Donc hG(f ); f i L2 est nul seulement sif est nulle par unicité, car si l'application nulle est
une solution faible de l'équation de Poisson� � u = f , alors f est nulle.

Montrons en�n que G est un opérateur compact, c'est-à-dire que l'image parG de toute
suite bornée deL2(
) admet une sous-suite convergente dansL2(
) . Remarquons queG
est d'image contenue dansW 1;2

0 (
) et que G est continue deL2(
) dans W 1;2
0 (
) , car

kG(f )kW 1;2 = kG(f )k2
L2 +




 r

�
G(f )

� 


 2

L2 = kG(f )k2
L2 + hG(f ); f i L2

� (kGk2 + kGk)kf k2
L2 :

Donc l'image par G de toute suite bornée deL2(
) est une suite bornée dansW 1;2
0 (
) , et

le résultat découle du théorème de Rellich-Kondrachov2.20. �

Décomposition spectrale du laplacien.

Soient m 2 N � f 0g et 
 un ouvert non vide deRm . L'opérateur laplacien � n'est pas
dé�ni sur tout l'espace de Hilbert L2(
) , mais a priori seulement de son sous-espace dense
C1

c (
; C) dans lui-même. Il est la première instance de ce qui est appelé un opérateur non
borné (voir par exemple [Bre, Yos]), mais nous n'en développerons pas la théorie générale.
Nous allons montrer qu'il existe une base hilbertienne deL2(
) formée de vecteurs propres
de l'opposé du laplacien, de valeurs propres associées positives qui convergent vers l'in�ni.
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Théorème 2.24 Soient m 2 N � f 0g et 
 un ouvert borné non vide deRm . Il existe une
suite (� i ) i 2 N de réels strictement positifs, croissante, qui converge vers + 1 , et une base
hilbertienne (f i ) i 2 N de L2(
) telle que pour tout i 2 N, l'application f i soit une solution
C1 de l'équation � � f i = � i f i .

Démonstration. Puisque l'opérateur de GreenG : L2(
) ! L2(
) est auto-adjoint,
strictement positif, compact (et L2(
) est séparable et de dimension in�nie), il est diago-
nalisable en base hilbertienne, à valeurs propres strictement positives décroissantes tendant
vers0 : il existe une suite(� i ) i 2 N de réels strictement positifs, décroissante, convergentevers
0, et une base hilbertienne(f i ) i 2 N de L2(
) telle que G(f i ) = � i f i pour tout i 2 N. Posons
� i = 1

� i
. Alors par dé�nition de l'opérateur de Green, (f i ) i 2 N est une base hilbertienne de

L2(
) telle que f i soit une solution faible de l'équation� � f i = � i f i , pour tout i 2 N.
Nous ne montrerons pas ici que les applicationsf i sont en fait C1 (propriété dite

de régularité elliptique, découlant d'un principe du maximum, voir par exemple [Bre]).
L'application f i est alors une vraie solution de l'équation� � f i = � i f i . �

2.5 Introduction à l'analyse harmonique des sphères

La référence de base pour cette partie est [Far, Chap. IX].

Dans toute cette partie, nous noteronsn un élément deN tel que n � 1, (e0; e1; : : : ; en )
la base canonique deRn+1 , (x0; x1; : : : ; xn ) les coordonnées dans la base canonique d'un
élémentx de Rn+1 , h�; �i et k � k le produit scalaire usuel et la norme euclidienne usuelle sur
Rn+1 et Bn+1 = f x 2 Rn+1 : kxk � 1g la boule unité fermée de l'espace euclidienRn+1 .
L'objet principal d'étude dans cette partie est

Sn = f x 2 Rn+1 : kxk = 1g ;

la sphère unité de l'espace euclidienRn+1 . Nous noteronsO(n + 1) le groupe orthogonal
de l'espace euclidienRn+1 , c'est-à-dire le groupe des automorphismes linéaires deRn+1

préservant son produit scalaire :

8 g 2 O(n + 1) ; 8 x; y 2 Rn+1 ; hgx; gyi = hx; yi :

Ce sont les applications linéaires deRn+1 dans lui-même dont les matrices dans la base
canonique sont inversibles, d'inverse égale à leur transposée. Bien sûr, l'action linéaire de
O(n + 1) sur Rn+1 préserve la sphèreSn :

8 g 2 O(n + 1) ; 8x 2 Sn ; gx 2 Sn :

L'action de O(n + 1) est transitive sur Sn , et de même celle dugroupe des rotationsde
Rn+1

SO(n + 1) = f g 2 O(n + 1) : det g = 1g :

pour tous les x; y 2 Sn , il existe (au moins) une rotation envoyant x sur y. En e�et,
l'application �xant l'orthogonal du plan orienté de base (x; y) si x 6= � y, ou n'importe
quel plan orienté contenantx sinon, valant sur ce plan la rotation d'angle� 2 [0; � ] tel que
cos� = hx; yi ou celle d'angle� � , convient.

En tant que fermé et borné de l'espace vectoriel réelL (Rn ) muni de la norme d'opé-
rateur, le groupe O(n + 1) est un espace topologique compact. Pour touth 2 O(n + 1) ,
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les applicationsg 7! hg et g 7! gh� 1 de O(n + 1) dans lui-même, appelées respectivement
la translation à gauchepar h et la translation à droite par h, sont des homéomorphismes,
d'inverses les translations à gauche et à droite parh� 1.

Le but de cette partie est d'étudier les propriétés spectrales d'un opérateur de type
laplacien surSn .

Mesure de Lebesgue des sphères.

Nous commençons par généraliser aux sphères de dimensions supérieures la construction
de la mesure de Lebesgue sur le cercle (voir la partie2.2). Rappelons qu'une mesure� sur
un espace mesurable(X; A ) est invariante par une transformation mesurableg : X ! X
si g� � = � , où g� � est la mesure image de� par g (dé�nie par g� � (A) = � (g� 1(A)) pour
toute partie mesurableA), ou, de manière équivalente, si pour toute application mesurable
f : X ! R, nous avons Z

X
f � g d� =

Z

X
f d�

(au sens que l'une de ces deux intégrales existe si et seulement si l'autre existe, et qu'elles
sont alors égales).

Proposition 2.25 Il existe une et une seule mesure borélienne de probabilité� n sur Sn

invariante par toutes les rotations.

Démonstration. Montrons tout d'abord l'existence de � n . Pour tout borélien A de Sn ,
notons c(A) = f tx : t 2 ]0; 1]; x 2 Ag le cône épointé surA de centre 0 dans Bn+1 , qui
est encore un borélien. Le cône commute avec les opérations booléennes sur les parties de
Bn+1 � f 0g :

c
� [

i 2 I

A i

�
=

[

i 2 I

c(A i ); c
� \

i 2 I

A i

�
=

\

i 2 I

c(A i ); c(Sn � A) = ( Bn+1 � f 0g) � c(A) :

Si � n+1 est la mesure de Lebesgue deRn+1 et si $ n+1 = � n+1 (Bn+1 ), alors par l'invariance
de � n+1 par les rotations, l'application � n : B ! [0; + 1 [, où B est la tribu ( � -algèbre)
borélienne deSn , dé�nie par A 7! � n (A) = 1

$ n +1
� n+1 (c(A)) convient.

Montrons maintenant l'unicité de � n , en commençant par une remarque préliminaire.
Le théorème de Stone-Weierstrass1.1 implique la densité de l'ensemble des combinaisons
linéaires d'applications y 7! ei hx; y i (où x 2 Rn+1 ) dans l'espace des fonctions continues
de Rn+1 dans C pour la convergence uniforme sur les compacts. Puisque deuxmesures
boréliennes positives surRn+1 , donnant même intégrale à toute fonction continue à support
compact, coïncident, il en découle qu'une mesure de probabilité � sur Rn+1 est uniquement
déterminée par safonction caractéristique

b� : x 7!
Z

y2 Rn +1
ei hx; y i d� (y) :

Soient � et � deux mesures de probabilité surRn+1 , à support dansSn , invariantes par
les rotations. Pour tous lesg 2 SO(n + 1) et x 2 Rn+1 , nous avons

b� (gx) =
Z

y2 Rn +1
ei hgx; y i d� (y) =

Z

y2 Rn +1
ei hx; g � 1yi d� (y) = b� (x) :
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Donc les fonctions caractéristiques de� et de � sont invariantes par les rotations. Pour
tout r � 0, nous avons, en rappelant quee0 est le premier vecteur de la base canonique de
Rn+1 , par l'invariance par les rotations deb� et la transitivité de l'action de SO(n + 1) sur
Sn , et puisque � est une mesure de probabilité de supportSn ,

b� (re0) =
Z

Sn

b� (re0) d� (x) =
Z

Sn

b� (rx ) d� (x) =
Z

Rn +1
b� (rx ) d� (x)

=
ZZ

(x; y )2 Rn +1 � Rn +1
eir hx; ; yi d� (y) d� (x) :

Puisque le dernier terme est symétrique en� et � par le théorème de Fubini, nous en
déduisons donc que les fonctions caractéristiquesb� et b� coïncident sur la demi-droiteR+ e0,
donc surRn+1 par l'invariance par les rotations. D'où � = � par la remarque préliminaire.
�

La mesure de probabilité � n sera appelée lamesure de Lebesgue(normalisée) deSn .
Dans la suite, nous noteronsL2(Sn ) = L2(Sn ; � n ; C). Avec la notation � de la partie 2.2,
nous avons� 1 = �

2� .

L'opérateur laplacien sphérique.

Rappelons que le laplacien (euclidien) est l'opérateur linéaire, agissant sur les fonctions
de classeC2 d'un ouvert de Rn+1 à valeurs dansC, dé�ni par

� =
nX

i =0

@2

@x2i
:

Pour tout k 2 (N � f 0g) [ f1g , une application f : Sn ! C est dite de classeCk si
l'application 20 f : Rn+1 � f 0g ! C dé�nie par x 7! f ( x

kxk ) est de classeCk . Par exemple,

la restriction à Sn de toute application de classeCk dé�nie sur un voisinage ouvert deSn

est de classeCk , par le théorème de dérivation des applications composées.Nous renvoyons
à un cours de géométrie di�érentielle (par exemple [Laf]) pour une dé�nition intrinsèque
de la propriété d'être de classeCk sur Sn .

Le laplacien sphérique� S est l'opérateur linéaire, agissant sur les applications declasse
C2 de Sn dans C, dé�ni par

� S f =
�
� f

�
jSn

: (33)

On dé�nit de même le laplacien sphérique agissant sur les applications de classeC2 d'un
ouvert 
 de Sn à valeurs dansC, mais nous n'étudierons ci-dessous que le cas
 = Sn .

Nous donnons dans la �n de cette partie quelques propriétés du laplacien euclidien� .

L'opérateur laplacien � possède des propriétés de symétries importantes. Il est claire-
ment invariant par permutation des coordonnées. Mais en fait, il admet beaucoup plus de
symétries, comme le montre le résultat suivant. Même si celan'apparaîtra peut-être pas
clairement dans la suite, ce sont ces propriétés de symétries qui vont nous permettre de
diagonaliser en base hilbertienne l'opérateur laplacien sphérique, de manière explicite.

20. appeléel'extension radialement constante de f
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Proposition 2.26 Le laplacien euclidien� est invariant par O(n + 1) : pour tout ouvert
U de Rn+1 invariant par O(n + 1) , pour tout f : U ! C de classeC2, nous avons

8 g 2 O(n + 1) ; �( f � g) = (� f ) � g :

Il découle de la proposition2.26 que le laplacien sphérique� S est aussi invariant par
O(n + 1) : pour toute application f : Sn ! C de classeC2, pour tout g 2 O(n + 1) , nous
avons f � g = f � g et donc � S(f � g) = (� Sf ) � g.

Démonstration. Soient U un ouvert deRn+1 invariant par O(n+1) , f : U ! C une appli-

cation C2, g 2 O(n + 1) et x 2 U. Notons H x f =
�

@2 f
@xi @xj

(x)
�

0� i; j � n
la matrice hessienne

de f en x, c'est-à-dire la matrice (symétrique) dans la base canonique de l'application
bilinéaire di�érentielle seconded2f x de f en x. Par dé�nition, nous avons

� f (x) = trace H x f :

Par la linéarité de g, nous avons, pour tous lesv; w 2 Rn+1 ,

d(f � g)x (v) = df g(x)(g(v)) et d2(f � g)x (v; w) = d2f g(x)(g(v); g(w)) :

Si G est la matrice de g dans la base canonique deRn+1 , nous avons doncH x (f � g) =
t G H g(x) f G . Par les propriétés de la trace et puisqueG� 1 = t G, nous avons donc

traceH x (f � g) = trace
� tG H g(x) f G

�
= trace

�
G t G H g(x) f

�
= trace

�
Hg(x) f

�
:

Ceci montre le résultat. �

Une application f : Rn+1 � f 0g ! C est dite radiale si elle est invariante parO(n + 1)
(c'est-à-dire si f (gx) = f (x) pour tous lesx 2 Rn+1 � f 0g et g 2 O(n +1) ), ou, de manière
équivalente, s'il existe une applicationF : ]0; + 1 [ ! C telle que f (x) = F (kxk). Une telle
application F est unique, car nous avons alorsF (r ) = f (r e0) pour tout r > 0. De plus,
ceci montre queF est de classeC2 si f l'est. Par exemple, pour tout k 2 Z, l'application
x 7! k xkk est radiale.

Proposition 2.27 Soient f : Rn+1 �f 0g ! C une application radialeC2, et F : ]0; + 1 [ !
C telle quef (x) = F (kxk). Alors pour tout x 2 Rn+1 � f 0g, nous avons

� f (x) = LF (kxk) ;

où LF (r ) = d2F
dr 2 (r ) + n

r
dF
dr (r ).

Démonstration. Notons r = kxk =
q P n

i =0 x2
i . Pour 0 � i � n, nous avons

@f
@xi

=
@

�
F (r )

�

@xi
=

x i

r
F 0(r ) ; (34)

et en dérivant une nouvelle fois,

@2f
@x2i

=
x2

i

r 2 F 00(r ) +
� 1

r
�

x2
i

r 3

�
F 0(r ) :
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Le résultat en découle, par sommation. �

Décomposition spectrale du laplacien sphérique.

Nous noterons i = ( i0; i1; : : : ; in ) les éléments deNn+1 (appelés multi-entiers), ainsi
que j i j = i0 + i1 + � � � + in (appelé la longueur de i ) et i ! = i0! i1! : : : in ! (appelé factorielle
de i ). Pour tout x = ( x0; x1; : : : ; xn ) 2 Rn+1 , posons

x i = x i 0
0 x i 1

1 : : : x i n
n :

Notons P l'algèbre complexe des applications polynomiales deRn+1 dans C, et, pour
tout m 2 N,

P m =
n

x 2 Rn+1 7!
X

i 2 Nn +1 : j i j = m

ai x i : ai 2 C
o

son sous-espace vectoriel complexe des applications polynomiales homogènes de degrém.
Les applications x 7! x i pour i 2 Nn+1 sont appelées les applicationsmonomiales, et
forment une base de l'espace vectoriel complexeP . Remarquons queP =

L
m2 N P m et

que sip 2 P m et q 2 P ` , alors pq 2 P m+ ` (l'algèbre P , munie de la suite de sous-espaces
vectoriels (P m )m2 N, est ainsi une algèbre graduée). Nous noterons � m la dimension de
l'espace vectoriel complexeP m .

Remarquons que l'opérateur laplacien� est un opérateur linéaire deP dans P , qui
envoie P m dans P m� 2 (avec la convention queP � 1 = P � 2 = f 0g). Notons H m le
noyau de � jP m , c'est-à-dire le sous-espace vectoriel complexe deP m des applications
polynomiales harmoniques :

H m = f p 2 P m : � p = 0g ;

et HS m l'espace vectoriel des restrictions des éléments deH m à la sphèreSn . Remarquons
que l'application de restriction de H m dans HS m (qui à p 2 H m associepjSn 2 HS m )
est un isomorphisme linéaire, car une application polynomiale p, homogène de degrém,
qui est nulle sur la sphère unité, est nulle, par la formulep(x) = kxkm p

� x
kxk

�
. Les espaces

vectoriels complexesH m et HS m sont donc de même dimension, notéedm . Les espaces
H m et HS m sont stables par la conjugaison complexe (et donc par passage aux parties
réelle et imaginaire). Les éléments deHS m s'appellent lesharmoniques sphériquesde degré
m.

Nous notons[t] = supf n 2 Z : n � tg la partie entière (inférieure, aussi notéebtc) d'un
élément t 2 R et Q l'application polynomiale (x0; : : : ; xn ) 7! x2

0 + � � � + x2
n , qui appartient

à P 2.

Proposition 2.28 (1) Pour toute application polynomialep homogène de degrém, il existe
des applications polynomiales harmoniqueshk 2 H m� 2k pour 0 � k � [m

2 ] telles que

p =

[ m
2 ]X

k=0

Qkhk :

(2) Pour tout m 2 N, les espaces vectoriels complexesP m , H m et HS m sont de
dimension �nie :

� m = dim C P m =
� m + n

n

�
;

121



dm = dim C H m = dim C HS m = (2 m + n � 1)
(m + n � 2)!
(n � 1)! m!

:

Démonstration. Dé�nissons un produit scalaire hermitien hh�; �ii sur l'espace vectoriel
complexeP par

hhp; qii =
X

i 2 Nn +1

i ! pi qi ;

où p : x 7!
P

i 2 Nn +1 pi x i et q : x 7!
P

i 2 Nn +1 qi x i (ces sommes n'ont qu'un nombre �ni de
termes non nuls). Montrons que l'adjoint pour ce produit scalaire de l'opérateur linéaire
� : P ! P est l'opérateur Q� de multiplication par Q : x 7! x2

0 + x2
1 + � � � + x2

n :

8 p; q 2 P ; hh� p; qii = hhp; Qqii : (35)

En itérant et par sommation, il su�t de véri�er que l'adjoint de l'opérateur @
@xk

est l'opé-
rateur de multiplication par xk pour 0 � k � n, c'est-à-dire pour tous lesp; q 2 P , nous
avonshh@p

@xk
; qii = hhp; xkqii . Par linéarité, il su�t de véri�er cette dernière formule lo rsque

p est une application monomiale quelconquex 7! x i , où i = ( i0; i1; : : : ; in ).
Si i k = 0 , alors hh@xi

@xk
; qii = 0 et hhx i ; xkqii = 0 , donc la formule d'adjonction (35)

est véri�ée. Sinon, posonsi0 = ( i0; : : : ; i k� 1; i k � 1; i k+1 ; : : : ; in ). Comme @ xi
@xk

= i k x i 0
et

(xkq) i = qi 0 , le résultat en découle par la dé�nition du produit scalaire :

hh
@xi

@xk
; qii = i k hhx i 0

; qii = i k i0! qi 0 = i ! qi 0 = hhx i ; xkqii :

(1) Montrons que P m = H m � QP m� 2 si m � 2. Les applications polynomiales de
degré 0 ou 1 étant harmoniques, l'assertion (1) en découle par récurrence. Ceci montre
aussi que sim � 2, alors dimC H m = dim C P m � dimC P m� 2, c'est-à-dire, en posant
dm = dim C H m et � m = dim C P m ,

8 m � 2; dm = � m � � m� 2 :

Il su�t de montrer que l'orthogonal dans P m (pour la restriction du produit scalaire
hh�; �ii à P m ) du sous-espace vectorielQP m� 2 est le sous-espace vectorielH m . Ceci découle
du fait que le noyau de � : P m ! P m� 2 est l'orthogonal de l'image de son adjoint
Q� : P m� 2 ! P m . En e�et, soit p 2 P m . Alors par la formule d'adjonction (35), nous
avons hhp; Qqii = 0 pour tout q 2 P m� 2 si et seulement sihh� p; qii = 0 pour tout
q 2 P m� 2, ce qui équivaut à � p = 0 , car l'opérateur laplacien envoieP m dans P m� 2.
Ceci montre le résultat.

(2) Comme l'application de restriction induit un isomorphisme linéaire deH m dans
HS m , nous avonsdimC H m = dim C HS m . Par l'expression ci-dessus dedm si m � 2, et
le fait que H 0 = P 0 et H 1 = P 1 sont de dimension1 et n + 1 respectivement, il su�t de
calculer la valeur de� m . Or � m est le nombre de(n +1) -uplets i = ( i0; i1 : : : ; in ) dansNn+1

tels que j i j = i0 + i1 + � � � + in = m, qui vaut le nombre d'arrangements
� m + n

n

�
, car

le choix den éléments (les points entourés d'un cercle ci-dessous) d'une suite ordonnée de
n + m éléments déterminen + 1 intervalles ordonnés dont la somme des longueurs estm.
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i0 i1 i2 i3

� � �

n + m

in

�

Le résultat suivant implique que l'opérateur laplacien sphérique � S, qui est dé�ni
sur le sous-espace dense deL2(Sn ) formé des applicationsC1 , est diagonalisable en base
hilbertienne de L2(Sn ).

Théorème 2.29 L'espace de Hilbert complexeL2(Sn ) est somme hilbertienne des sous-
espaces vectoriels de dimension �nieHS m pour m 2 N, et tout élément deHS m est un
vecteur propre de l'opposé du laplacien sphérique� � S associé à la valeur proprem(m +
n � 1) :

8 f 2 HS m ; � � S f = m(m + n � 1) f :

Remarquons que lorsquem varie dansN, ces valeurs propres sont deux à deux distinctes,
et de multiplicités �nies, la multiplicité de m(m + n � 1) étant

dm = (2 m + n � 1)
(m + n � 2)!
(n � 1)! m!

par la proposition 2.28 (2).

Démonstration. (1) Montrons tout d'abord l'orthogonalité de HS m et HS ` si m 6= `.
Rappelons laformule de Green. Si f est une application C2 d'un voisinage ouvert de

Bn+1 à valeurs dansC, nous noterons, pour toutx 2 Sn ,

@f
@�

(x) = df x (x)

la dérivée radialede f en x. Notons $ n+1 la mesure deBn+1 pour la mesure de Lebesgue
� n+1 de Rn+1 . La formule de Green dit que siu et v sont deux applications C2 d'un
voisinage ouvert deBn+1 à valeurs dansC, alors

Z

Bn +1

�
u� v � v� u

�
d� n+1 = $ n+1

Z

Sn

�
u

@v
@�

� v
@u
@�

�
d� n :

Rappelons la formule d'Euler 21 : si f : Rn+1 ! C est une application polynomiale
homogène de degrém, alors, pour tout x 2 Rn+1 , nous avons

df x (x) = m f (x) :

21. Par linéarité, il su�t de la montrer lorque f est une application monomiale (x0 ; : : : ; x n ) 7! x i 0
0 : : : x i n

n ,
auquel cas le résultat est immédiat par la formule df x (x) =

P n
i =0 x i

@f
@xi

. Pour une autre méthode, dériver

en t = 1 l'équation f (tx ) = tm f (x), véri�ée pour tous les t 2 [0; + 1 [ et x 2 Rn +1 si f est homogène de
degré m.
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Pour tous lesp 2 H m et q 2 H ` , nous avons donc

(m � `) hpjSn ; qjSn i L2 =
Z

Sn

(m p q � p ` q ) d� n =
Z

Sn

�
q

@p
@�

� p
@q
@�

�
d� n

=
1

$ n+1

Z

Bn +1

�
q � p � p � q

�
d� n+1 = 0 ;

ce qui montre le résultat.

(2) Montrons que le sous-espace vectoriel� m2 NHS m est dense dansL2(Sn ), ce qui,
avec l'assertion (1), montre queL2(Sn ) est somme hilbertienne desHS m pour m 2 N.
Par densité pour la normeL2 des applications continues dansL2(Sn ), et puisque la conver-
gence uniforme d'applications continues implique leur convergenceL2 par �nitude de la
mesure, il su�t de démontrer que � m2 NHS m est dense dansC(Sn ; C) pour la norme
uniforme. Les fonctions coordonnées appartiennent àP , donc l'ensemble des restrictions
à Sn des éléments deP est une sous-algèbre séparante deC(Sn ; C). Par le théorème
de Stone-Weierstrass1.1, cet ensemble est donc dense pour la norme uniforme. Comme
toute application polynomiale est somme d'applications polynomiales homogènes, il suf-
�t de montrer que toute application polynomiale homogène coïncide, en restriction à Sn ,
avec une somme d'applications polynomiales homogènes harmoniques. Ceci découle de la
proposition 2.28 (1), car l'application polynomiale Q vaut 1 sur Sn .

(3) Montrons que tout élément de HS m est un vecteur propre de� � S associé à la
valeur propre m(m + n � 1).

Rappelons laformule de Leibniz22 qui dit que si U est un ouvert de Rn+1 et si u; v :
U ! C sont deux applicationsC2, alors

�( uv) = (� u)v + 2
nX

i =0

@u
@xi

@v
@xi

+ u(� v) :

Soit f un élément deHS m , restriction de p 2 H m . En particulier, pour tout x 2 Rn+1

non nul, en notant r = kxk, nous avons, avec la notationf utilisée pour dé�nir l'opérateur
laplacien sphérique (voir la formule (33)),

f (x) = p
� x

r

�
=

p(x)
r m :

L'application u : x 7! 1
r m est radiale. Par l'équation (34) et la formule d'Euler, nous avons

donc

nX

i =0

@u
@xi

@p
@xi

=
nX

i =0

�
m x i

r m+2

@p
@xi

= �
m

r m+2

nX

i =0

x i
@p
@xi

= �
m

r m+2 dpx (x) = �
m2

r m+2 p(x) :

Par la proposition 2.27, nous avons

� u =
m(m + 1)

r m+2 �
mn

r m+2 =
m(m + 1 � n)

r m+2 :

22. Anciennement francisé en Leibnitz, à l'attention des personnes agées, dont l'auteur, qui l'ont appris
avec cet orthographe dans leur lointaine jeunesse.
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Par la formule de Leibniz, et puisquep est harmonique, nous avons donc

� � f = � �( up) = ( � m(m + 1 � n) + 2 m2)
1

r m+2 p :

Donc � � Sf = m(m + n � 1)f . �

Le but de la partie suivante est de donner une description explicite des harmoniques
sphériques, c'est-à-dire des éléments deHS m pour tout m, ou encore des vecteurs propres
de � � S pour la valeur propre m(m + n � 1).

Introduction aux polynômes sphériques.

Notons K le stabilisateur dansO(n + 1) du dernier vecteuren de la base canonique de
Rn+1 :

K =
n� A 0

0 1

�
: A 2 O(n)

o
:

Notons que K est un sous-groupe fermé deO(n + 1) , donc un sous-groupe compact de

GLn+1 (R). L'application A 7!
� A 0

0 1

�
est un isomorphisme de groupes et un homéo-

morphisme deO(n) dans K .
Pour tout sous-groupe compactG de GLn+1 (R), pour toute mesure (borélienne) de

probabilité � sur G, nous dirons que� est invariante par translations à gauchepar G si
pour tout g 2 G, pour toute application continue f : G ! C, nous avons

Z

h2 G
f (gh) d� (h) =

Z

h2 G
f (h) d� (h) :

Nous dirons que� est invariante par translations à droite par G si pour tout g 2 G, pour
toute application continue f : G ! C, nous avons

Z

h2 G
f (hg) d� (h) =

Z

h2 G
f (h) d� (h) :

De manière équivalente, en notantL g : G ! G l'application h 7! gh et Rg : G ! G
l'application h 7! hg pour tout g 2 G, la loi � est invariante à gauche (respectivement
à droite) par G si et seulement si pour toutg 2 G, la loi image (L g)� � (respectivement
(Rg)� � ) est égale à� .

Le résultat ci-dessous est un cas particulier de l'existence et de l'unicité, sur tout sous-
groupe compactG de GLn+1 (R), d'une mesure borélienne de probabilité invariante par
translations à droite et à gauche (voir par exemple [Coh, Ÿ9]), appeléemesure de Haarde
G.

Proposition 2.30 Pour tout n 2 N, il existe une et une seule mesure borélienne de pro-
babilité � n sur O(n) invariante par translations à gauche.

De plus, � n est invariante par translations à droite, mais nous ne nous servirons pas de
ce fait.

Démonstration. Puisque O(1) = f� 1g, notons � 0 la mesure d'équiprobabilité surO(1),
qui est bien invariante par translations à gauche.
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Par récurrence, supposons� n construite, et notons � K la mesure surK image de� n

par A 7!
� A 0

0 1

�
, qui est une mesure de probabilité. Pour toute application continue

f : O(n + 1) ! R (qui est uniformément continue carO(n + 1) est compact), l'application
de O(n + 1) dansC dé�nie par g 7!

R
K f (gk) d� K (k) est continue. [En e�et, en munissant

O(n+1) de la restriction de la distance deM n+1 (R) dé�nie par la norme d'opérateur, pour
tout � > 0, soit � > 0 tel que pour tous lesx; y 2 Sn , si kx � yk � � , alors jf (x) � f (y)j � � .
Alors pour tous les g; g0 2 O(n + 1) tels que kg � g0k � � , pour tout k 2 K , nous avons
kgk � g0kk � k g � g0k kkk = kg � g0k � � , donc, puisque� K est une mesure de probabilité,

�
�
�
Z

K
f (gk) d� K (k) �

Z

K
f (g0k) d� K (k)

�
�
� � � : ]

Puisque� n , et donc � K , est invariante par translations à gauche, cette application passe au
quotient pour donner une application continuef dé�nie sur l'espace topologique quotient
O(n + 1) =K dans R, qui est constante égale à1 si f l'est.

Rappelons que l'applicationg 7! gen de O(n+1) dansSn , qui est continue et surjective,
induit par passage au quotient une bijection continue deO(n + 1) =K dansSn . Par compa-
cité, cette application est un homéomorphisme, équivariant pour les actions deO(n + 1) ,
par laquelle nous identi�ons ces deux espaces. L'application f 7!

R
x2 Sn

f (x) d� n (x) est
une forme linéaire positive surC(O(n + 1); R). Par le théorème de représentation de Riesz
1.6, elle dé�nit donc une mesure (borélienne, positive)� n+1 sur O(n + 1) , telle que, pour
tout f 2 C(O(n + 1); R),

Z

O(n+1)
f d� n+1 =

Z

x2 Sn

f (x) d� n (x) :

Il est immédiat de voir que � n+1 est une mesure de probabilité invariante par translations
à gauche, ce qui conclut la récurrence.

Pour montrer l'unicité, soient � n et � 0
n deux mesures de probabilité invariantes par

translations à gauche surO(n). Posons � 00
n = 1

2(� n + � 0
n ), qui est aussi une mesure de

probabilité invariante par translations à gauche surO(n). Pour toute application continue
f : O(n) ! R, nous avons, en utilisant respectivement

� le fait que � 00
n est une mesure de probabilité,

� l'invariance par translations à gauche de� n en remplaçant x par y� 1x,
� le théorème de Fubini,
� l'invariance par translations à gauche de� 00

n en remplaçant y par xy,
� le fait que � n est une mesure de probabilité,
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Z

x2 O(n)
f (x) d� n (x) =

Z

y2 O(n)

Z

x2 O(n)
f (x) d� n (x) d� 00

n (y)

=
Z

y2 O(n)

Z

x2 O(n)
f (y� 1x) d� n (x) d� 00

n (y)

=
Z

x2 O(n)

Z

y2 O(n)
f (y� 1x) d� 00

n (y) d� n (x)

=
Z

x2 O(n)

Z

y2 O(n)
f (y� 1) d� 00

n (y) d� n (x)

=
Z

y2 O(n)
f (y� 1) d� 00

n (y) :

Puisque le dernier terme reste inchangé après la permutation de � n et de � 0
n , nous avonsR

x2 O(n) f (x) d� n (x) =
R

x2 O(n) f (x) d� 0
n (x) pour toute application continue f : O(n) ! R.

Donc � n = � 0
n , ce qui montre le résultat. �

Dans la suite, nous notons� K la mesure image de� n par l'application A 7!
� A 0

0 1

�
,

qui est l'unique mesure (borélienne) de probabilité surK invariante par translations à
gauche : pour tous lesk0 2 K et f 2 C(K ; C),

Z

k2 K
f (k0k) d� K (k) =

Z

k2 K
f (k) d� K (k) :

Remarque. On peut montrer que � K est aussi invariante par translations à droite.

Une application p : Rn+1 ! C (ainsi que sa restriction àSn) est dite invariante par un
sous-groupeG de O(n + 1) si p � g = p pour tout g 2 G. Un ensembleE d'applications de
Rn+1 (ou de Sn ) dans C est dit invariant par G si p � g 2 E pour tous lesg 2 G et p 2 E.

Exemples. (1) Une application f : Rn+1 ! C est invariante par K si et seulement si
f (x) ne dépend que de la dernière coordonnée dex, pour tout x 2 Rn+1 (car K contient
toutes les rotations d'axeRen ).

(2) Si p 2 P m , alors p est invariant par O(n + 1) si et seulement si sa restriction àSn

l'est.
(3) Le lemme suivant détermine les polynômes invariants partout le groupe orthogonal.

Lemme 2.31 Soit q : Rn ! C une application polynomiale enn � 1 variables réelles,
invariante par le groupe orthogonalO(n). Alors il existe ` 2 N et � 0; : : : ; � ` 2 C tels que

q(x0; x1; : : : ; xn� 1) =
X̀

j =0

� j (x2
0 + x2

1 + � � � + x2
n� 1) j :

Démonstration. L'application f : R ! C dé�nie par t 7! q(ty) est polynomiale (en
une variable réelle) et ne dépend pas dey 2 Sn� 1, par l'hypothèse et la transitivité de
l'action de O(n) sur Sn� 1. En particulier (en remplaçant y par � y), l'application f est
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paire. Elle s'écrit donc f : t 7!
P `

j =0 � j t2j où ` 2 N et � 0; : : : ; � ` 2 C. Pour tout
x = ( x0; x1; : : : ; xn� 1) 2 Rn , nous avons donc

q(x) = f (kxk) =
X̀

j =0

� j (x2
0 + x2

1 + � � � + x2
n� 1) j : �

Considérons les applications deRn+1 dans C dé�nies par

qm : x = ( x0; : : : ; xn ) 7! (xn + ix 0)m

et

pm : x 7!
Z

k2 K
qm (k� 1x) d� K (k) :

L'application pm est appelée lem-ème polynôme sphérique. Nous donnerons dans la dé-
monstration du théorème2.32ci-dessous une autre expression depm . Notons � m : R ! C
l'application dé�nie par

� m : t 7! pm (ten ) :

Rappelons l'expression de la célèbrefonction Gamma, dé�nie sur ]0; + 1 [ par

� : s 7!
Z + 1

0
ts� 1 e� t dt :

Elle véri�e �(1) = 1 et par intégration par partie �( s + 1) = s�( s) pour tout s 2 ]0; + 1 [
(donc en particulier �( n + 1) = n! pour tout n 2 N � f 0g).

Théorème 2.32 (1) L'application pm est une application polynomiale enn + 1 variables
réelles, homogène de degrém, invariante par K , harmonique telle quepm (en ) = 1 . En
particulier, � m est une application polynomiale (en une variable réelle) etpm (x) = � m (xn ).

(2) L'ensembleHS m
K des éléments deHS m invariants par K est la droite vectorielle

complexe engendrée par la restrictionpm jSn
de pm à Sn :

f f 2 HS m : 8 k 2 K; f � k = f g = C pm jSn
:

(3) Tout sous-espace vectoriel deHS m invariant par O(n + 1) est égal àf 0g ou à
HS m .

(4) Tout élément de HS m est de la forme
P `

j =1 � j (pm � gj ) jSn , où ` 2 N, � j 2 C et
gj 2 O(n + 1) .

(5) (Formule de Rodriguez) Pour tout t 2 ]� 1; 1[, nous avons

� m (t) =
(� 1)m �( n

2 )
2m �( n

2 + m)
1

(1 � t2)
n
2 � 1

dm

dtm

�
(1 � t2)

n
2 � 1+ m �

:

Il découle en particulier de l'assertion (1) que� m détermine pm et réciproquement.
Si n est pair, la formule de Rodriguez est vraie pour toutt 2 R � f� 1; 1g (avec

prolongement par continuité ent = � 1).
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Démonstration. (1) L'application qm est polynomiale, homogène de degrém, harmonique
car @2

@x2n
(xn + ix 0)m = m(m � 1)(xn + ix 0)m� 2 = � @2

@x20
(xn + ix 0)m si m � 2, et véri�e

qm (en ) = 1 . Par intégration, puisque x 7! qm (k� 1x) est une application polynomiale
homogène de degrém en x, dont les coe�cients dépendent de manière continue dek,
l'application pm est donc polynomiale et homogène de degrém. Elle véri�e pm (en ) = 1
car K �xe en et � K est une mesure de probabilité. Elle est invariante parK (c'est-à-dire
que pm (k0x) = pm (x) pour tous les x 2 Rn+1 et k0 2 K ), par la construction de pm

et l'invariance par translations à gauche de� K . Par dé�nition de K (voir l'exemple (1)
ci-dessus), ceci implique quepm (x) ne dépend que de la dernière coordonnée dex. Donc
si x = ( x0; : : : ; xn ), nous avonspm (x) = pm (xnen ) = � m (xn ). Par la proposition 2.26,
l'application qm � k� 1 est harmonique pour tout k 2 K . Donc par intégration, l'application
pm est harmonique.

(2) Soit f 2 HS m
K , restriction à Sn d'une application polynomiale p harmonique

homogène de degrém invariante par K ; montrons quef est un multiple scalaire depm jSn
.

En développant suivant les puissances dexn , écrivons

p =
mX

j =0

aj (x0; x1; : : : ; xn� 1) x j
n

où aj est une application polynomiale enn variables réelles, homogène de degrém �
j . Pour tout A 2 O(n), pour tout x = ( x0; x1; : : : ; xn� 1) 2 Rn et pour tout xn 2 R,
nous avonsp(Ax; x n ) = p(x; x n ) puisquep est invariant par K . Puisque deux applications
polynomiales en une variable réellexn sont égales si et seulement si leurs coe�cients sont
égaux, nous en déduisons que l'applicationaj est invariante par O(n) pour 0 � j � m.
Par le lemme 2.31 et puisque aj est homogène de degrém � j , nous avons doncaj = 0
si m � j est impair et pour tout entier k tel que 0 � k � [ m

2 ], il existe � k 2 C tel que
am� 2k (x0; : : : ; xn� 1) = � k (x2

0 + x2
1 + � � � + x2

n� 1)k . Donc, pour tout x = ( x0; : : : ; xn ) 2 Sn ,
puisquex2

0 + � � � + x2
n� 1 = 1 � x2

n , nous avons

f (x) = p(x) =

[ m
2 ]X

k=0

� k (1 � x2
n )kxm� 2k

n :

Pour tout ` 2 N, notons f ` : Sn ! C l'application dé�nie par x 7! xn
` , qui est la restriction

à Sn d'une application polynomiale homogène de degré̀. La restriction f de p à Sn est
donc une combinaison linéaire def 0; f 1; : : : ; f m . Par la proposition 2.28 (1), nous avons
f ` 2 � `

j =0 HS j . Puisquef 2 HS m et par l'orthogonalité des HS j pour le produit scalaire
de L2(Sn ), nous avons donc quef est un multiple de la projection orthogonale� m de f m

sur HS m . En particulier, HS m
K est contenu dans la droite vectorielleC � m . Puisque

pm jSn
est un élément non nul deHS m

K par l'assertion (1), il engendre donc cette droite,
et HS m

K = C pm jSn
, ce qui montre le résultat.

(3) Par la proposition 2.26, la précomposition d'une application harmoniquep : Rn+1 !
C par un élémentg de O(n + 1) est encore harmonique :�( p � g) = (� p) � g = 0 . Comme
p � g 2 P m si p 2 P m , ceci montre queHS m est invariant par O(n + 1) . Le sous-espace
nul est trivialement invariant par O(n + 1) .

Réciproquement, soit E un sous-espace vectoriel non nul deHS m invariant par le
groupe O(n + 1) , montrons que E = HS m . Notons E ? l'orthogonal de E dans HS m

129



pour le produit scalaire deL2(Sn ), qui est aussi invariant par O(n + 1) , puisqueO(n + 1)
préserve le produit scalaire deL2(Sn ) (par invariance de la mesure de Lebesgue� n de Sn).

Soient f un élément non nul deE et x0 2 Sn tels quef (x0) 6= 0 . Soit g 2 O(n + 1) tel
que x0 = gen . Alors f 1 = f � g 2 E et f 1(en ) 6= 0 . Notons f 2 : Sn ! C l'application dé�nie
par

x 7!
Z

K
f 1(k� 1x) d� K (k) :

PuisqueK �xe en , nous avonsf 2(en ) = f 1(en ) 6= 0 . Comme vu précédemment, l'application
f 2 est invariante par K , et est la restriction à Sn d'une application polynomiale harmonique
homogène de degrém. Donc f 2 appartient à HS m

K . Montrons que f 2 appartient à E. Il
su�t de montrer que f 2 est orthogonal à tout élémenth 2 E ? . Or, par le théorème de
Fubini et par invariance de la mesure de Lebesgue, nous avons

hf 2; hi L2 =
Z

Sn

f 2(x) h(x) d� n (x) =
Z

K

Z

Sn

f 1(k� 1x) h(x) d� n (x) d� K (k)

=
Z

K
hf 1; h � ki L2 d� K (k) = 0 :

Puisque f 2 est non nul, ceci montre queE contient la droite vectorielle HS m
K .

Si E ? est non nul, le même raisonnement que ci-dessus montre queE ? contient aussi
la droite vectorielle HS m

K , ce qui contredit le fait que E \ E ? = f 0g. Donc E ? = f 0g et
le résultat en découle.

(4) L'espace vectoriel engendré par les(pm � g) jSn pour g 2 O(n + 1) est non nul (car
pm 6= 0), invariant par O(n + 1) et contenu dansHS m , donc égal àHS m par l'assertion
(3). Le résultat en découle.

(5) Commençons par le lemme suivant donnant l'expression dela mesure de Lebesgue
d'une sphère en coordonnées sphériques par rapport à ses pôles.

Lemme 2.33 Pour tout n � 1, l'application de Sn� 1� ]0; � [ dans Sn � f� en g dé�nie par

(u; � ) 7! x = cos � e n + sin � u

est un homéomorphisme, et, en notant$ n = Vol( Bn ) la mesure de Lebesgue de la boule
unité de Rn et � n = n $ n

(n+1) $ n +1
, nous avons

d� n (x) = � n sinn� 1 � d� n� 1(u) d� :

x

u Sn� 1

�

� r

s

xn

en
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Démonstration. La mesure de Lebesgue� n+1 de Rn+1 s'exprime facilement en fonction
de la mesure de Lebesgue� n de Rn :

d� n+1 = d� n dxn :

Pour tout x = ( x0; : : : ; xn ) 2 Rn+1 � Ren , posonsr = kxk > 0, notons � 2 ]0; � [ l'angle
entre en et x, et posonss = kx � xnen k, de sorte que

xn = r cos� et s = r sin � :

En particulier, puisque dxn = cos � dr � r sin � d� et ds = sin � dr + r cos� d� , nous avons

ds dxn = r d� dr :

En posant � n = n $ n , par la construction de la mesure de Lebesgue des sphères, nous
avons

d� n = � nsn� 1 d� n� 1 ds et d� n+1 = � n+1 sn d� n dr :

Donc

� n+1 sn d� n dr = d� n+1 = d� n dxn = � nsn� 1 d� n� 1 ds dxn

= � n sinn� 1 � r n� 1r d� n� 1 d� dr :

Le résultat en découle. �

Maintenant, considérons le produit scalaire surC[X ] dé�ni par

hP; Qi = � n

Z 1

� 1
P(t) Q(t) (1 � t2)

n
2 � 1 dt :

Remarquons que, en posantt = cos � , puisque � n� 1 est une mesure de probabilité, et par
le lemme précédent,

hP; Qi = � n

Z �

0
P(cos� ) Q(cos� ) sinn� 1 � d�

= � n

Z �

0

Z

u2 Sn � 1

P(cos� ) Q(cos� ) sinn� 1 � d� n� 1(u) d�

=
Z

x2 Sn

P(xn ) Q(xn ) d� n (x) :

PosonsRm = 1
(1� t2 )

n
2 � 1

dm

dtm

�
(1 � t2)

n
2 � 1+ m

�
, qui est un polynôme de degré au plus

m. Nous avons vu dans l'assertion (2) que� m est l'unique polynôme de degré au plusm
tel que � m (1) = 1 et tel que l'application x 7! � m (xn ) soit orthogonale dansL2(Sn ; � n )
aux applications x 7! xn

` pour 0 � ` < m . Or, en écrivant (1 � t2) = (1 � t)(1 + t) et en
appliquant la règle de Leibniz, on obtient, puisque les termes sont nuls sauf celui obtenu
en dérivant systématiquement1 � t,

Rm (1) = ( � 1)m 2m (
n
2

� 1 + m)(
n
2

� 1 + m � 1) � � � (
n
2

� 1 + 1) = ( � 1)m 2m �( n
2 + m)
�( n

2 )
:
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De plus, on véri�e par m � 1 intégrations par parties que hRm ; t j i = 0 si 0 � j < m .
Puisque HS m

K est de dimension1 par l'assertion (2), nous avons� m = Rm
Rm (1) , ce qui

montre l'assertion (5) et conclut la démonstration du théorème2.32. �

Remarques. (1) Considérons la suite(f j ) j 2 N, où f j est la restriction à Sn de l'application
x 7! x j

n , pour j 2 N. Notons (� j ) j 2 N la suite d'applications de Sn dans C obtenue en
appliquant le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt à la suite (f j ) j 2 N pour le
produit scalaire deL2(Sn ; � n ) : � 0 = f 0,

� j 2 f j + Vect( f 0; f 1; : : : ; f j � 1)

et h� j 0; � j i L2 (Sn ; � n ) = 0 si 0 � j < j 0. Alors la démonstration de l'assertion (2) du théorème
2.32 montre que le m-ème polynôme sphériquepm est l'unique multiple de � m tel que
pm (en ) = 1 . Cette remarque permet de calculer facilement les polynômes sphériques.

(2) Par la démonstration de l'assertion (5) du théorème2.32, la suite (� m )m2 N dans
C[X ] est l'unique suite obtenue par le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt à
partir de la base canonique(xm )m2 N de C[X ] pour le produit scalaire

hP; Qi =
Z 1

� 1
P(t) Q(t) (1 � t2)

n
2 � 1 dt ;

véri�ant la condition de normalisation � m (1) = 1 . La suite (� m )m2 N est un exemple de
polynômes orthogonaux, voir par exemple [Sze, ST].

(3) Soit G un sous-groupe fermé deGLN (R). Une représentation (linéaire de dimension
�nie) � de G est un morphisme de groupes continu� de G dansGL(V ) où V est un espace
vectoriel réel de dimension �nie. Un sous-espace vectorielE de V est dit invariant par �
(ou par G quand � est sous-entendue) si� (g)(E) � E pour tout g 2 G. Le sous-espace �xe
de V par � (ou par G quand � est sous-entendue) est le sous-espace vectoriel des éléments
x de V tels que� (g)(x) = x pour tout g 2 G. Une représentation linéaire deG dans V est
dite irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels deV invariants par � sont f 0g et V .

L'assertion (3) du théorème2.32dit que la représentation linéaire deO(n+1) sur HS m

est irréductible.

Nous renvoyons par exemple à [Far, Chap. IX] pour de nombreuses autres propriétés
des harmoniques sphériques, et d'autres polynômes orthogonaux.
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2.6 Correction des exercices

Correction de l'exercice E.25 . (1) L'application Q, comme rapport de deux applica-
tions continues dont le dénominateur ne s'annule pas, est continue. Elle est strictement
positive, car Im z > 0 si z 2 H.

Fixons z = x + iy où x 2 R et y > 0. Alors, en faisant successivement les changements
de variabless = t � x, s = yt et t = tan � , nous avons

Z

t2 R
Qz(t) dt =

Z + 1

�1

y
(t � x)2 + y2 dt =

Z + 1

�1

y
s2 + y2 ds =

Z + 1

�1

1
t2 + 1

dt

=
Z �= 2

� �= 2
d� = � :

Pour tout (z; t) 2 H � R, nous avons

Im
� 1 + tz

t � z

�
=

1
2i

� 1 + tz
t � z

�
1 + t z
t � z

�
=

(1 + t2)(z � z)
2i jt � zj2

;

ce qui montre la seconde formule, et l'harmonicité dez 7! Qz(t), comme partie imaginaire
d'une application holomorphe.

Montrons la propriété de convergence radiale. Soit
t0 2 R. Nous avons

Qz(t0) =
Im(z � t0)
jz � t0j2

=
sin arg(z � t0)

jz � t0j
:

Donc si arg(z � t0) 2 [�; � � � ] pour � 2 ]0; � [ �xé, alors
Qz(t0) � sin �

jz� t0 j tend vers + 1 quand z tend vers t0.
Or arg(z � t0) 2 [�; � � � ] si et seulement siIm z �
(sin � )j Re(z � t0)j (voir dessin ci-contre), ce qui montre le
résultat.

�
t0

�

z

Pour tous les � > 0, � > 0, t0; t 2 R tels que jt � t0j � � , si z est su�samment proche
de t0, nous avonsIm(z) � � 2 �

4 et jt � Rezj � �
2 . Donc

0 � Qz(t) =
Im z

(t � Rez)2 + (Im z)2 �
Im z

(t � Rez)2 �
� 2�=4
� 2=4

� � :

Ceci montre queQz(t) converge vers0, uniformément pour t dans le complémentaire de
tout voisinage det0, quand z tend vers t0.

Pour tout compact K de R, soit A > 0 tel que K � [� A; A ]. Alors pour tout � > 0,
pour tout t 2 K , et pour tout z 2 H tel que jzj � A + 1

� , nous avons

Qz(t) =
Im(z � t)
jz � t j2

�
1

jz � t j
�

1
jzj � A

� � :

Donc Qz(t) tend vers 0 quand jzj ! + 1 , uniformément pour t 2 K .

(2) Comme Qz est continue etQz(t) � 1
Im z , l'application t 7! Qz(t)f (t) est intégrable,

et PH f est bien dé�nie. Si f est à valeurs réelles, alors pour toutz 2 H, nous avons

PH f (z) =
1
�

Im
� Z

t2 R

1 + tz
t � z

f (t)
1 + t2 dt

�
= Im

� Z

t2 R

g1(t)
t � z

dt
�

+ Im
�

z
Z

t2 R

g2(t)
t � z

dt
�

;
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où nous avons notég1 et g2 les applications dansL1(R; � ; C) dé�nies par g1(t) = 1
�

f (t )
1+ t2

et g2(t) = 1
�

tf (t )
1+ t2 . Donc P � est harmonique, comme somme de parties imaginaires d'ap-

plications holomorphes (ceci par la propositionB.1). Si f est à valeurs complexes, alors
en écrivant f = f 1 + if 2 où f 1 et f 2 sont à valeurs réelles, et intégrables pour la mesure
de Lebesgue, l'applicationPH f est aussi harmonique. Comme l'applicationQ est à valeurs
positives, les autres a�rmations en découlent.

(3) Par la question (1), la famille (Qz)z2 H d'applications continues deR dansR véri�e
les propriétés suivantes des familles régularisantes :

� Qz � 0,
� k QzkL1 (R; �

� ) = 1 ,

� pour tout � > 0 �xé, Qz(t) converge vers0, uniformément ent 2 f t 2 R : jt � t0j �
� g, quand z tend vers t0.

Par continuité en t0 de f , pour tout � > 0, il existe � > 0 tel que, pour tout t 2 R tel
que jt � t0j � � , nous ayonsjf (t) � f (t0)j � � . Pour tout z su�samment proche de t0, nous
avons jz � t0j � �=2.

Pour t 2 R �xé tel que jt � t0j � � , l'application z 7! Qz(t)jf (t) � f (t0)j tend vers 0
quand z tend vers t0. Cette application est de plus majorée par

Qz(t)( jf (t)j + jf (t0)j) =
Im(z � t0)

j(z � t0) � (t � t0)j2
(jf (t)j + jf (t0)j) �

� (jf (t)j + jf (t0)j)=2
(jt � t0j � �=2)2 :

Remarquons que l'applicationt 7! � (jf (t )j+ jf (t0 )j)=2
(jt � t0 j� �= 2)2 est intégrable surf t 2 R : jt � t0j � � g.

Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, pour tout z su�samment proche de
t0, nous avons donc

R
j t � t0 j� � Qz(t)jf (t) � f (t0)j dt

� � � . Alors

jPH f (z) � f (t0)j =
�
�
�
Z

t2 R
(f (t) � f (t0))Qz(t)

dt
�

�
�
� �

Z

t2 R
jf (t) � f (t0)j Qz(t)

dt
�

�
Z

j t � t0 j� �
Qz(t)jf (t) � f (t0)j

dt
�

+
�

sup
j t � t0 j� �

jf (t) � f (t0)j
� Z

j t � t0 j� �
Qz(t)

dt
�

� 2� ;

ce qui montre le premier résultat de l'assertion (3). Comme une application est continue
si et seulement si elle est continue en tout point et puisqu'une suite qui n'a qu'une valeur
d'adhérence converge vers celle-ci, la seconde a�rmation en découle.

Pour montrer la dernière assertion, puisquef est nulle à l'in�ni, il su�t de montrer que
PH f (z) tend vers 0 quand jzj tend vers + 1 . Pour tout � > 0, soit A > 0 tel que jf (t)j � �
si jt j � A. Alors

jPH f (z)j �
Z

t2 R
Qz(t) jf (t)j

dt
�

�
Z

j t j� A
Qz(t) jf (t)j

dt
�

+
Z

j t j� A
Qz(t) jf (t)j

dt
�

:

Cette dernière intégrale est majorée par�
R

j t j� A Qz(t) dt
� � � . L'avant-dernière intégrale

tend vers 0 quand jzj tend vers 0, car l'application continue f est bornée sur l'intervalle
compact [� A; A ], et puisque Qz(t) tend vers 0 quand jzj ! + 1 , uniformément pour
t 2 [� A; A ], par la question (1).
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(4) Comme Im z > � 1 et Im z0 > 0, nous avons(z + i )(z0 + i ) 6= 0 , et donc h est C1

comme composée d'applications de classeC1 . Elle est clairement nulle enz0. Si z = x + iy
et z0 = x0 + iy0 où x; x 0 2 R, y0 > 0 et y � 0, nous avons

�
�
� Im

z � z0

(z + i )(z0 + i )

�
�
� =

�
�
� Im

� 1
z0 + i

�
1

z + i

� �
�
�

�
�
�
�

1
z0 + i

�
�
� +

�
�
�

1
z + i

�
�
� =

1
x2

0 + (1 + y0)2 +
1

x2 + (1 + y)2 � 2 ;

car les dénominateurs sont supérieurs ou égaux à1, donc h � 22 = 4 sur H. En�n,
l'application g de C dans R dé�nie par z 7! (Im z)2 est C1 , de laplacien constant égal
à 2. L'application f de H dans C dé�nie par z 7! z� z0

(z+ i )( z0+ i ) est holomorphe, de dérivée

f 0(z) = 1
(z+ i )2 . Puisque h = g � f et par la formule �( g � f ) = (� g) � f jf 0j2, nous avons

donc � h(z) = 2
jz+ i j4 > 0 pour tout z 2 H. En�n, nous avons

lim
jzj! + 1

h(z) = lim
jzj! + 1

�
Im

1 � z0=z
(1 + i=z)(z0 + i )

� 2
=

�
Im

1
z0 + i

� 2
�

1
jz0 + i j2

< 1 ;

car Im z0 > 0.

(5) [Remarquons que la condition d'être nulle à l'in�ni est nécessaire, caru : z 7! Im z
véri�e les autres hypothèses, mais pas la conclusion.]

Par linéarité, en écrivant une fonction à valeurs complexescomme somme de sa partie
réelle et de sa partie imaginaire multipliée pari , nous pouvons supposer queu est à valeurs
réelles. Notonsv l'application de H [ R dans C telle que vjH = u � PH [uj R] et vjR = 0 , qui
est continue surH [ R, à valeurs réelles, nulle surR et harmonique surH, par les questions
(3) et (2). Montrons que v = 0 .

Méthode 1 : Par l'absurde, supposons qu'il existe un pointz0 2 H en lequel v ne
s'annule pas. Quitte à remplaceru par � u, nous pouvons supposer quev(z0) > 0. Posons
� = v(z0 )

8 > 0. En reprenant l'application h = hz0 de la question précédente, l'application
w : H [ R ! R dé�nie par

w(z) = v(z) + � (h(z) � 4)

est continue surH [ R, négative ou nulle surR (car h(z) � 4), et strictement positive en
z0, par dé�nition de � . Puisquev est nulle à l'in�ni par la dernière assertion de la question
(3), et par la question (4), w(z) tend vers une valeur strictement négative quandjzj tend
vers + 1 , donc w est strictement négative en dehors d'un gros compact. L'application w
atteint donc son maximum (strictement positif) en un point z1 de H. En particulier les
dérivées@2w

@x2 et @2w
@y2 sont négatives ou nulles enz1. Donc � w(z1) � 0. Mais par la question

(4), puisquev est harmonique enz1, nous avons� w(z1) = � � h(z1) > 0, une contradiction.

Méthode 2 (évitant la question (4)) : Alors jvj est continue sur le compactH [ R[ f1g
et nulle sur R [ f1g par la question (3). Elle atteint donc son maximum, qui est enun
point de H sinon v = 0 comme voulu. Commev est harmonique surH (qui est connexe),
elle est donc constante surH par le principe du maximum (voir le theorème 2.5). Cette
constante est nulle, puisquev s'étend continuement par 0 sur R [ f1g . Le résultat en
découle.

Correction de l'exercice E.26 . Puisque le problème est local, quitte à restreindre

 , nous pouvons supposer qu'il existe une application holomorphe f : 
 ! R telle que
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u = Re f . Montrons que v = Re g où g : 
 ! R est dé�nie par z 7! z f 0(z), ce qui
implique que v est harmonique, comme partie réelle d'une fonction holomorphe.

L'équation de Cauchy @f= 0 implique que

@(Re f )
@x

=
@(Im f )

@y
et

@(Im f )
@x

= �
@(Re f )

@y
:

Puisque f 0 = @f= 1
2

�
@(Re f )

@x + i @(Im f )
@x � i @(Re f )

@y + @(Im f )
@y

�
, nous avons

Re(z f 0(z)) =
x
2

� @(Re f )
@x

+
@(Im f )

@y

�
�

y
2

� @(Im f )
@x

�
@(Re f )

@y

�

= x
@(Re f )

@x
+ y

@(Re f )
@y

= x
@u
@x

+ y
@u
@y

;

ce qu'il s'agissait de démontrer.

Correction de l'exercice E.27 . Notons r le rayon du disqueD. Par la formule de la
moyenne, nous avons Z 2�

0
u(z0 + r ei� ) d� = 2 � u (z0) = 0 :

Par la continuité de u sur le compact@D, nous avons donc à la foismaxz2 @Du(z) � 0 et
minz2 @Du(z) � 0 (sinon l'intégrale ci-dessus serait respectivement strictement négative ou
strictement positive). Par le théorème des valeurs intermédiaires, la fonction continue u,
qui prend une valeur négative ou nulle et une valeur positiveou nulle, prend donc la valeur
nulle sur le connexe@D.

La dernière assertion se montre en prenant (par ce qui précède) un zéro deu sur des
cercles centrés enz0 de rayons (strictement positifs, su�samment petits) tendant vers 0.

Correction de l'exercice E.28 . (1) Comme f est holomorphe et ne s'annule pas, en
prenant localement des déterminations holomorphes du logarithme, nous avons2@@ln jf j =
@@ln(f f ) = @(@ln f ) + @(@ln f ) = 0 , et donc ln jf j est harmonique.

(2) Supposons tout d'abord que
 soit simplement connexe. Soitf : 
 ! R une
fonction harmonique réelle. Par le théorème de représentation de Riemann, il existe une
représentation conforme' : D ! 
 . L'application f � ' : D ! R est donc harmonique
(car la précomposition par une application holomorphe préserve l'harmonicité). Par la
dernière assertion du théorème de Poisson2.1, il existe donc une application holomorphe
g : D ! C telle quef � ' = Re g. Alors f = Re( g� ' � 1) est la partie réelle d'une application
holomorphe.

Réciproquement, soitf une application holomorphe ne s'annulant pas sur
 , et mon-
trons qu'il existe une application holomorphe h : 
 ! C telle que f = exp( h). Ceci
implique que 
 est simplement connexe (voir la propositionB.2 de l'appendice B). Par
la question (1), l'application log jf j est harmonique sur
 , et à valeurs réelles. Par l'hy-
pothèse, il existe donc une application holomorpheg : 
 ! C telle que log jf j = Re( g).
Comme jez j = eRe z, l'application f= exp(g) est holomorphe, et à valeurs dansS1. Comme
S1 est d'intérieur vide, et par le théorème de l'image ouverteB.3, l'application f= exp(g)
est donc constante. Si sa valeur estei� , alors f = exp( g + i� ), ce qui montre le résultat.
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Correction de l'exercice E.29 . (1) Soient u1 et u2 deux solutions du problème de
Dirichlet sur 
 de donnée frontièref . Montrons que l'application u = u1 � u2, qui est
continue sur 
 , harmonique sur 
 et nulle sur @
 , est nulle sur 
 , ce qui conclut. Par le
principe du maximum (voir le corollaire 2.6), l'application juj atteint son maximum sur
@
 . Comme u est nulle sur @
 , et puisque juj est à valeurs positives ou nulles, nous en
déduisons quejuj, et donc u, est l'application nulle.

(2) Puisque u est C1 , l'application v, qui véri�e v(r ) = u(
p

r ) pour tout r 2 ]r1; r2[ ,
est aussiC1 . Puisque u(z) = v(zz) et � u = 0 , nous avons donc

0 = @@
�
v(zz)

�
= @

�
v0(zz)z

�
= v0(jzj2) + v00(jzj2)jzj2 :

Donc l'application lisse r 7! v(r ) de ]r1
2; r2

2[ dansC véri�e l'équation di�érentielle linéaire
du second ordrerv 00+ v0 = 0 . L'espace vectoriel complexe des solutions étant de dimension
2, les solutions de cette équation di�érentielle sont de la forme v : r 7! a + bln r , pour des
constantesa; b2 C. Donc u(z) = a + 2bln jzj, ce qu'il fallait montrer.

(3) ai Soit v : z 7! u(�z ). Alors u et v sont deux applications continues surD, harmo-
niques surD� (car z 7! �z est holomorphe), nulles sur le cercleS1, et valant 1 au point
0. Par l'unicité dans le problème de Dirichlet sur l'ouvert borné D� de donnée frontièref
(voir la question (1)), nous avons doncu = v.

bi Soit u une éventuelle telle solution. Parai , l'application u est radiale dans l'anneau
D� = f z 2 C : 0 < jzj < 1g. Par la question (2), elle est donc de la formeu(z) = a+ bln( jzj)
pour des constantesa et b dans C. Comme elle est continue en0, la constante b doit être
nulle. Alors u est constante, ce qui contredit le fait qu'elle prend des valeurs distinctes en
0 et sur S1.

(4) ai En e�et, @uest di�érentiable (car u est C1 ) et @(@u) = 1
4 � u = 0 . Donc @u,

véri�ant l'équation de Cauchy-Riemann, est holomorphe.
bi Remarquons que@(2 ln jzj) = @ln(zz) = z

zz = 1
z , et que si g est une application

di�érentiable dé�nie sur un ouvert de C à valeurs réelles, alors@g= @g = @g. Considérons
l'application w : z 7! u(z) � Ref (z) � 2c� 1 ln jzj de D� dans C, qui est de classeC1 . Pour
montrer que w est égale à une constante, il su�t de montrer que ses dérivéespartielles
sont nulles.

Or, par le théorème de dérivation des séries entières, et puisque @f = @f = 0 car
f : D� ! C est holomorphe,

@w= @u�
1
2

@(f + f ) � c� 1@(2 ln jzj) = @u�
1
2

f 0�
c� 1

z
= @u�

X

n2 Z; n6= � 1

cn zn �
c� 1

z

= 0 :

Donc il existe g : D� ! C holomorphe telle quew(z) = g(z). Par la formule des résidus,
pour tout � > 0 assez petit, nous avons

Z

S(0; � )
g(z) dz = 2 i� Resg(0) :

En prenant la partie imaginaire de cette équation, et puisque u est à valeurs réelles, nous
avons

2 Im c� 1 ln � (2�� ) = 2 � Re(Resg(0)) :
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En faisant tendre � vers 0, nous avonsRe(Resg(0)) = 0 , donc Im c� 1 = 0 et c� 1 est réel.
En particulier, w est à valeurs réelles.

[Autre méthode : Par la formule de Laurent pour le résidu de@uen 0, pour tout r > 0
assez petit, nous avons

c� 1 =
1

2i�

Z

S(0;r )
@u(z)dz =

1
2�

Z 2�

0
@u(rei� ) rei� d� :

Donc commeu est réelle et@u= 1
2

� @u
@x � i @u

@y

�
,

Im c� 1 =
r

4�

Z 2�

0

�
sin �

@u
@x

(rei� ) � cos�
@u
@y

(rei� )
�

d�

=
r

4�

Z 2�

0
�

1
r

@u
@�

(rei� ) d� = �
1

4�

h
u(rei� )

i 2�

0
= 0 : ]

Puisque w est à valeurs réelles, nous avons@w= @w= 0. Donc w, qui véri�e @w=
@w= 0, est constante, et le résultat s'en déduit.
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3 Problèmes de révision

3.1 Énoncés

Problèmes de théorie spectrale.

Exercice E.30 Soient H un espace de Hilbert complexe séparable, de dimension in�nie,
et u 2 L (H ) un opérateur linéaire continu.

(1) Si u est auto-adjoint et compact, montrer que pour toute application continue
f : R ! C, il existe une base hilbertienne(en )n2 N de H et une suite (� n )n2 N dans C telle
que (f (u))( en ) = � nen pour tout n 2 N.

(2) Si u est auto-adjoint, montrer que la suite (un )n2 N où un = (1 + u
n )n converge dans

L (H ), et déterminer le spectre de sa limite en fonction du spectrede u.

(3) Supposons qu'il existe une base hilbertienne(en )n2 N deH telle que
P

n2 N ku(en )k2 <
+ 1 .

a) Soient N 2 N et pN le projecteur orthogonal deH sur Vectf e0; : : : ; eN g, montrer
que

ku � u � pN k2 �
+ 1X

n= N +1

ku(en )k2 :

b) Montrer que u est compact.

Exercice E.31 Considérons la mesure� sur [0; 1] dé�nie par d� (t) = t dt , et notons H
l'espace de Hilbert complexeL2([0; 1]; � ). Pour tout f 2 H et pour tout s 2 ]0; 1], notons

T f (s) = ln( s)
Z s

0
f (t) d� (t) +

Z 1

s
ln( t) f (t) d� (t) :

(1) Montrer que T est un opérateur linéaire continu auto-adjoint compact deH .

(2) Soit f 2 H . Montrer que l'application T f : ]0; 1] ! C est continue sur ]0; 1], véri�e
T f (1) = 0 et se prolonge par continuité ens = 0 . En déduire que siT f = �f où � 2 C�f 0g,
alors f est C1 .

(3) Montrer qu'il existe une base hilbertienne(en )n2 N de H et des nombres réels non nuls
(� n )n2 N deux à deux distincts tels queT en = � nen .

Exercice E.32 Soit H = L2([0; 2� ]) l'espace de Hilbert des fonctions complexes mesu-
rables de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue sur[0; 2� ], modulo égalité presque
partout. Notons (en )n2 Z sa base hilbertienne usuelle, oùen : t 7! 1p

2�
eint pour tout n 2 Z.

Pour tous lesn 2 Z et f 2 H , notons cn (f ) = 1p
2�

R2�
0 f (t) e� int dt et

E = f f 2 H : 8 n < 0; cn (f ) = 0 g:

(1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel fermé deH .
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(2) Notons � E la projection orthogonale deH sur E, idH l'opérateur identité de H et,
pour tous les� 2 L1 ([0; 2� ]) et f 2 H ,

u� (f ) = (id H � � E )( � � E (f )) :

Montrer que u� : H ! H est un opérateur linéaire continu, et queku� k � k � k1 , pour
tout � 2 L1 ([0; 2� ]).

Les opérateursu� sont appelés desopérateurs de Hankel.

(3) a) Pour tout x 2 H , exprimer � E (x) en fonction des coordonnées hilbertiennes dex
dans la base hilbertienne(en )n2 Z.

b) Montrer que si � est un polynôme trigonométrique, c'est-à-dire un élément de
L1 ([0; 2� ]) de la forme

P N
n= � N anen où N 2 N et a� N ; : : : ; aN 2 C, alors l'opérateur

u� est de rang �ni.

c) Si � est continue et véri�e � (0) = � (2� ), montrer que u� est un opérateur compact.

Exercice E.33 Soient H un espace de Hilbert complexe non nul etu 2 L (H ) un
opérateur linéaire continu auto-adjoint.

(1) Montrer que u est positif si et seulement si, pour tout réel positif� su�samment grand,
nous avonsk� id � uk � � .

(2) Pour tout n 2 N, posonsvn =
P n

k=0
(� 1)k

(2k+1)! u2k+1 . Montrer que la suite (vn )n2 N converge
dans L (H ). Notons v sa limite. Montrer que si v = 0 , alors le spectre deu est contenu
dans � Z.

Exercice E.34 Soit a 2 C � f 0g tel que jaj � 1. Soient H un espace de Hilbert complexe
séparable de dimension in�nie et(en )n2 N une base hilbertienne deH .

(1) a) Montrer qu'il existe un et un seul opérateur linéaire continu u 2 L (H ) tel que,
pour tout n 2 N,

u(e2n ) = an e2n+1 et u(e2n+1 ) = an e2n :

b) Calculer kuk, déterminer l'adjoint u� de u, et montrer que u est auto-adjoint si et
seulement sia est réel.

(2) Montrer que u est compact si et seulement sijaj < 1.

(3) Calculer le spectre deu.

Exercice E.35 Soient a; b2 C � f 0g tels que jaj; jbj � 1. Soient H un espace de Hilbert
complexe séparable de dimension in�nie et(en )n2 Z une base hilbertienne deH indexée
par Z.

(1) a) Montrer qu'il existe un et un seul opérateur linéaire continu u 2 L (H ) tel que,
pour tout n 2 Z,

u(e2n ) = a j2nj e2n+1 et u(e2n+1 ) = bj2n+1 j e2n+2 :

b) Calculer kuk, déterminer l'adjoint u� de u, et montrer que u n'est pas auto-adjoint.

(2) Montrer que u est compact si et seulement sijaj < 1 et jbj < 1.

(3) Calculer le spectre deu si jaj < 1 et jbj < 1.
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Exercice E.36 Soient H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie
et (en )n2 N une base hilbertienne deH . Soient a; b; c2 C tels que jaj; jbj; jcj � 1.

(1) a) Montrer qu'il existe un et un seul opérateur linéaire continu u 2 L (H ) tel que,
pour tout n 2 N,

u(e2n ) = an+1 e2n + bn+1 e2n+1 et u(e2n+1 ) = cn+1 e2n+1 :

b) Déterminer l'adjoint u� de u, et montrer que u est auto-adjoint si et seulement sia
et c sont réels etb est nul.

(2) Montrer que u est compact si et seulement sijaj; jbj; jcj < 1.

(3) Calculer le spectre deu si jaj; jbj; jcj < 1.

Exercice E.37 Soient H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie,
(en )n2 N une base hilbertienne deH et (� n )n2 N une suite bornée dansC.

(1) Montrer qu'il existe un et un seul opérateur linéaire continu u 2 L (H ) tel que,
pour tout n 2 N,

u(e2n ) = � 2n e2n +
1

n + 1
e2n+1 et u(e2n+1 ) = � 2n+1 e2n+1 :

(2) Déterminer l'adjoint u� de u. L'opérateur u est-il auto-adjoint ?

(3) Montrer que u est compact si et seulement si la suite(� n )n2 N converge vers0.

(4) Calculer l'ensemble des valeurs propresVp(u) et le spectreSp(u) de u.

(5) Montrer que pour tout compact non vide K de C, il existe un ensemble non dé-
nombrable d'opérateurs linéaires continusv 2 L (H ) tels queSp(v) = K .

Exercice E.38 Soient H un espace de Hilbert etu 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint.

1) Montrer que si E est un sous-espace vectoriel fermé deH stable par u, alors le
spectre de la restriction deu à E est contenu dans le spectre deu.

2) Supposons dans cette question (2) que tout élément non nulde Sp(u) est isolé dans
Sp(u).

Soit (� i ) i 2 N une suite de réels strictement positifs tels que ni� i ni � � i n'appartiennent
à Sp(u), et tels quelim i ! + 1 � i = 0 . Pour tout i 2 N, notons Fi = f x 2 Sp(u) : jxj � � i g,
et pour tout x 2 Sp(u), posonsf i (x) = x si x 2 Fi et f i (x) = 0 sinon.

a) Montrer que Fi est �ni et que l'application f i : Sp(u) ! C est continue, à valeurs
réelles.

b) Montrer que l'opérateur f i (u) est auto-adjoint et queSp(f i (u) � u) est contenu dans
[� � i ; + � i ].

c) Montrer que la suite f i (u) converge versu dans L (H ).

3) Soient � une valeur spectrale deu isolée dansSp(u) et g : Sp(u) ! C l'application
valant 1 en � et 0 ailleurs. Montrer que g est continue, et que l'image deg(u) est non nulle.
En déduire que tout élément deSp(u) isolé dansSp(u) est une valeur propre deu.

4) Supposons dans cette question (4) que tout élément non nulde Sp(u) est isolé dans
Sp(u).
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a) Pour tout � 2 C, notons E � = ker( u � � id) , et E0 l'orthogonal de la somme
hilbertienne

L
� 2 Sp(u)�f 0gE � . Montrer que E0 est stable par u et que le spectre de la

restriction de u à E0 est contenu dans le singletonf 0g. En déduire que H = ker( u) �L
� 2 Sp(u)�f 0gE � .
b) Montrer que l'image de f i (u) est contenue dans

L
� 2 F i

E � .

5) En déduire queu est compact si et seulement si toute valeur spectrale non nulle de
u est une valeur propre isolée de multiplicité �nie.

Exercice E.39 Considérons l'espace de Hilbert complexe, noté̀2(Z), des suites com-

plexes x = ( xn )n2 Z telles que kxk2 =
� P

n2 Z jxn j2
� 1=2 < + 1 , et rappelons qu'il est

isomorphe à l'espace de Hilbert complexeL2([0; 1]) par l'isomorphisme 	 : ( xn )n2 Z 7!
f t 7!

P
n2 Z xn e2i�nt g. (la transformation de Fourier inverse).

(1) Montrer que l'application H0 : (xn )n2 Z 7! (yn )n2 Z où yn = xn � 1+ xn +1
2 pour tout n 2 Z

est un opérateur linéaire continu auto-adjoint de`2(Z).

(2) Considérons l'opérateur linéaireu de L2([0; 1]) dé�ni par f 7! f t 7! cos(2�t )f (t)g. Pour
tous t0 2 [0; 1] et n 2 N � f 0g, si f n : [0; 1] ! C vaut

p
n sur [t0 � 1

2n ; t0 + 1
2n ] \ [0; 1] et 0

ailleurs, montrer que (u � cos(2�t 0) id) f n converge vers0 dans L2([0; 1]) quand n ! + 1 .
En déduire que le spectre deu est égal à[� 1; 1].

(3) Montrer que 	 � H0 = u � 	 . En déduire queH0 n'a pas de valeur propre et que le
spectre deH0 est égal à[� 1; 1].

Exercice E.40 Soit (b; c) 2 [0; 1] � C tel que jcj � 1 (par convention c0 = 0 si c = 0 ).
Soient H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie, et (en )n2 N une
base hilbertienne deH .

(1) a) Montrer qu'il existe un et un seul opérateur linéaire continu u 2 L (H ) tel que,
pour tout n 2 N,

u(en ) = cnen + bn+1 en+1 :

b) Calculer les images, par l'adjoint u� de u, des éléments de la base hilbertienne
(en )n2 N, et montrer que u est auto-adjoint si et seulement sib = 0 et c est réel.

(2) Montrer que l'opérateur u est compact si et seulement sijcj < 1 et b < 1.

(3) Calculer le spectre deu si (jcj; b) 2 ]0; 1[2.

Exercice E.41 Soient X un espace métrique compact,� une mesure borélienne positive
�nie sur X , m : X ! C une application mesurable bornée, etH l'espace de Hilbert com-
plexe séparableL2(X; � ; C). Pour toute application f deX dansC, notonsmf l'application
de X dans C dé�nie par x 7! m(x)f (x).

(1) Montrer que l'application m 7! f um : f 7! mf g de l'algèbre involutive L 1 (X ) des
applications mesurables bornées deX dans C, à valeurs dansL (H ), est un morphisme
d'algèbres involutives.

(2) Appelons image essentiellede m l'ensemble noté Imess(m) des � 2 C tels que
�

�
f x 2 X : jm(x) � � j � � g

�
> 0 pour tout � > 0. Montrer que si � 2 Imess(m), alors il

existe une suite(f n )n2 N dans H d'éléments de norme1 tels que (um � � id) f n converge
vers 0 quand n ! + 1 . Montrer que le spectre deum est égal à l'image essentielle dem.
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(3) Montrer que l'ensemble des valeurs propres deum est l'ensemble des� 2 C tels que
�

�
m� 1(f � g)

�
> 0.

(4) Montrer que tout compact non vide sans point isolé deC est le spectre d'un opé-
rateur continu d'un espace de Hilbert complexe séparable sans valeur propre.

Exercice E.42 Soient H un espace de Hilbert complexe etu 2 L (H ) un opérateur
(linéaire continu) de H .

Pour tout w 2 L (H ), notons w� l'adjoint de w, Sp(w) le spectre dew, Spess(w) le
spectre essentiel dew, � (w) = C � Sp(w) et Rw : � (w) ! L (H ) l'application résolvante
de w, dé�nie par z 7! (w � z id) � 1.

Pour tout � 2 C, appelonssuite de Weylpour (u; � ) toute suite (yn )n2 N dans H telle
que kynk = 1 pour tout n 2 N, la suite

�
u(yn) � �y n

�
n2 N converge vers0 dans H et la

suite (yn )n2 N converge faiblement vers0 dans H . Notons Sp0
ess(u) l'ensemble des� 2 C

tels qu'il existe une suite de Weyl pour(u; � ).

(1) a) Montrer que si z 2 � (u), alors z 2 � (u� ) et Ru � (z) =
�
Ru(z)

� � .

b) Montrer que si z; z0 2 � (u), alors Ru(z) � Ru(z0) = Ru(z0) � Ru(z) et

Ru(z) � Ru(z0) = ( z � z0) Ru(z) � Ru(z0) :

(2) a) Montrer que Sp0
ess(u) est contenu dansSp(u).

b) Montrer que si u est auto-adjoint compact, alors� (u) est un ouvert dense deC.

(3) a) Montrer que si u est un opérateur compact, si une suite(xn )n2 N dans H converge
faiblement vers un élémentx de H , alors la suite

�
u(xn )

�
n2 N converge versu(x) dansH .

b) Soient u; v 2 L (H ) tels queu� v soit un opérateur compact. Montrer queSp0
ess(u) =

Sp0
ess(v).

c) Si z 2 � (u), montrer que � 2 Sp0
ess(u) si et seulement si 1

� � z 2 Sp0
ess(Ru(z)) .

d) Soient u; v 2 L (H ) et z 2 � (u) \ � (v) tels que Ru(z) � Rv(z) soit un opérateur
compact. Montrer que Sp0

ess(u) = Sp 0
ess(v).

(4) Montrer que si u est auto-adjoint, alors Spess(u) = Sp 0
ess(u).

(5) Un opérateur v 2 L (H ) est dit u-compact s'il existe z 2 � (u) tels que v � Ru(z) soit
un opérateur compact.

a) Montrer que si v 2 L (H ) est compact, alorsv est u-compact. Montrer que si
v 2 L (H ) est u-compact, alors pour tout z0 2 � (u), l'opérateur v � Ru(z0) est compact.

b) Montrer que si u; v 2 L (H ) sont auto-adjoints et si v estu-compact, alorsSpess(u+
v) = Sp ess(u).

Exercice E.43 Les questions I, II et III sont indépendantes.

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie.

I Soient (en )n2 N et (f n )n2 N deux bases hilbertiennes deH et (� n )n2 N une suite
bornée dansC.

1) Montrer qu'il existe un et un seul u 2 L (H ) tel que u(en ) = � n f n pour tout n 2 N.

2) Calculer la norme deu et déterminer l'adjoint de u.
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3) Montrer que u est compact si et seulement si la suite(� n )n2 N converge vers0.

II 1) Soient (en )n2 N et (f k )k2 N deux bases hilbertiennes deH et u 2 L (H ). Montrer
que pour tout x 2 H , ku(x)k2 =

P
k2 N jhu(x); f k ij 2, et en déduire que

P
n2 N ku(en )k2 =P

k2 N ku� (f k)k2.
Un élément u de L (H ) est dit de Hilbert-Schmidt s'il existe une base hilbertienne

(en )n2 N de H telle que la série
P

n2 N ku(en )k2 converge.
2) Montrer que l'ensembleHS(H ) des opérateurs de Hilbert-Schmidt deH est un sous-

espace vectoriel deL (H ), stable par l'adjoint (si u 2 HS(H ) alors u� 2 HS(H )) et par
compositions à droite et à gauche (siu 2 HS(H ) et v; w 2 L (H ) alors v� u� w 2 HS(H )).

3) Montrer que tout opérateur de Hilbert-Schmidt de H est compact.
4) Montrer qu'il existe un opérateur auto-adjoint compact de H qui n'est pas de

Hilbert-Schmidt.
5) Montrer que l'espace vectorielHS(H ) muni du crochet

hu; vi 2 =
X

n2 N

hu(en ); v(en )i ;

où (en )n2 N est une base hilbertienne deH , est un espace de Hilbert, et que sik � k2 est sa
norme associée, alorskuk � k uk2 pour tout u 2 HS(H ).

III Soit u 2 L (H ).

1) Montrer qu'il existe un opérateur positif juj 2 L (H ) tel que juj2 = u� � u.

2) Montrer que k juj(x)k = ku(x)k pour tout x 2 H , et que Ker juj = Ker( u� � u) =
Ker u. Montrer que pour tout y 2 Im juj, l'élément v(y) = u(y0) où juj(y0) = y ne dépend
pas du choix dey0.

3) Montrer que Im juj = (Ker u)? .

4) Montrer qu'il existe un unique v 2 L (H ) tel que Ker v = Ker u, kv(x)k = kxk pour
tout x 2 (Ker v)? et u = v � j uj. Le couple(v; juj) est appelé ladécomposition polairede u.

5) Montrer que si v 2 L (H ) véri�e kv(x)k = kxk pour tout x 2 (Ker v)? (un tel
élément deL (H ) est appelé uneisométrie partielle de H ), alors l'image dev est fermée,
et v� véri�e kv� (x)k = kxk pour tout x 2 (Ker v� )? (c'est dire quev� est aussi une isométrie
partielle). Montrer que v� � v est la projection orthogonale sur(Ker v)? , et que v � v� est
la projection orthogonale surIm v.

IV (1) Soient u; v 2 L (H ) et x 2 H un vecteur propre unitaire de v de valeur
propre � . Montrer que

hju � vj(x); xi � hj u � vj2(x); xi
1
2 = j� jhu� � u(x); xi

1
2 :

(2) Soient u 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint positif compact et � 2 ]0; + 1 [ .

a) Montrer que l'opérateur u� est auto-adjoint positif compact, et déterminer son
spectre en fonction de celui deu.

b) Si � � 2, montrer que hu2(x); xi
�
2 � h u� (x); xi pour tout x 2 H unitaire.
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(3) Un élément u 2 L (H ) est appelé unopérateur à trace si l'opérateur juj
1
2 est de

Hilbert-Schmidt, et on appelle trace de u le nombre complexe

Tr( u) =
X

n2 N

hu(en ); en i ;

où (en )n2 N est une base hilbertienne deH .

a) Montrer que Tr( u) est bien dé�ni.

b) Montrer que pour tous les t1; t2 2 C, si w1 et w2 sont des opérateurs de Hilbert-
Schmidt de H , alors

P
n2 N k(t1w1 + t2w2)(en )k2 =

P 2
i;j =1 t i t j

P
n2 Nhen ; w�

i � wj (en )i . En
déduire queTr( u) ne dépend pas du choix de la base hilbertienne(en )n2 N.

c) Soient u; v 2 L (H ) des opérateurs auto-adjoints positifs compacts. Soientp 2
[2; + 1 [ et q 2 ]1; 2] tels que 1

p + 1
q = 1 .

Montrer que si up et vq sont des opérateurs à trace, alorsuv est un opérateur à trace,
et

Tr( juvj) �
�

Tr( up)
� 1

p
�

Tr( vq)
� 1

q :

(4) a) Montrer que u 2 L (H ) est un opérateur à trace si et seulement s'il existe des
opérateurs de Hilbert-Schmidt w1; w2 de H tels queu = w�

1w2. Montrer qu'un opérateur
à trace est de Hilbert-Schmidt.

b) Montrer que l'ensemble L tr (H ) des opérateurs à trace deH est un sous-espace
vectoriel de L (H ), stable par l'adjoint (si u 2 L tr (H ) alors u� 2 L tr (H )) et par
compositions à droite et à gauche (siu 2 L tr (H ) et v; w 2 L (w) alors v� u� w 2 L tr (H )).

c) Montrer que tout opérateur à trace deH est compact.

d) Montrer qu'il existe un opérateur auto-adjoint positif c ompact de H qui n'est pas
à trace, et un opérateur de Hilbert-Schmidt qui n'est pas à trace.

e) Montrer que si u 2 L tr (H ) est un opérateur à trace, alors pour toutv 2 L (H ),
nous avons

Tr( uv) = Tr( vu) :

f) Montrer que l'espace vectorielL tr (H ) muni de la norme

kuk1 =
X

n2 N

hjuj(en ); v(en )i ;

où (en )n2 N est une base hilbertienne deH , est un espace de Banach, et quekuk � k uk1

pour tout u 2 L tr (H ). Montrer que

kuk1 = k juj k1 = inf
w1 ; w2 2 HS(H ) : u= w �

1 w2

kw1k2 kw2k2 =
X

n2 N

� n ;

où les� n pour n 2 N sont les valeurs propres dejuj.

g) Montrer qu'il existe deux bases hilbertiennes(en )n2 N et (f n )n2 N de H et une suite
(� n )n2 N dans C telles que

P
n2 N j� n j converge etu(en ) = � n f n pour tout n 2 N.

Exercice E.44 Notons H = `2(Z) l'espace de Hilbert complexe des suitesx = ( xn )n2 Z

dans C indexées parZ telles quekxk2 =
p P

n2 Z jxn j2 < + 1 , muni du produit scalaire
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hx; yi 2 =
P

n2 Z xnyn . Pour tout k 2 Z, notons ek 2 H la suite dont tous les éléments sont
nuls sauf celui indexé park qui vaut 1.

(1) Montrer qu'il existe un unique opérateur linéaire continu v : H ! H tel que v(ek ) =
ek+1 pour tout k 2 Z.

Pour tous les f 2 H 0 = L2([0; 2� ]) et n 2 Z, notons cn (f ) = 1p
2�

R2�
0 f (� ) e� in� d�

le n-ème c÷�cient de Fourier de f , u0(f ) : [0; 2� ] ! C l'application � 7! �f (� ), et
v0(f ) : [0; 2� ] ! C l'application � 7! ei� f (� ).

(2) Montrer que u0 : H 0 ! H 0 est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif.
Pour � 2 ]0; 2� [ et k 2 N � f 0g, notons f k : [0; 2� ] ! C l'application valant

p
k sur

[� � 1
2k ; � + 1

2k ] \ [0; 2� ] et 0 ailleurs. Montrer que lim k! + 1 (u0(f k) � �f k) = 0 dans H 0.
Montrer que Sp(u0) = [0 ; 2� ].

(3) Montrer que v0 : H 0 ! H 0 est un opérateur linéaire continu tel queSp(v0) = f z 2 C :
jzj = 1g. Montrer que cn (v0(f )) = cn� 1(f ) pour tous les f 2 H 0 et n 2 Z, et en déduire
qu'il existe un isomorphisme d'espaces de Hilbert' : H 0 ! H tel que v = ' � v0 � ' � 1.

(4) Montrer que Vp(v) = ; , que Sp(v) = f ei� : � 2 [0; 2� ]g et que Spres(v) = ; .

(5) Pour tout x = ( xn )n2 Z 2 H , posonsw(x) = ( � xn+1 � xn� 1+2xn )n2 N. Montrer que w :
H ! H est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif tel quew = � v � v� 1 +2 id .
Calculer Vp(u) et Sp(w).

L'opérateur � = � w est appelé l'opérateurlaplacien discretde dimension1.

Exercice E.45 Soient H un espace de Hilbert complexe etu 2 L (H ) un opérateur
linéaire continu auto-adjoint.

a) Pour tout t 2 R, notons f t : R ! C l'application � 7! eit� . Montrer que l'application
� 7! f t (� )� 1

t converge uniformément sur les compacts deR vers l'application � 7! i� quand
t ! 0; t 6= 0 .

b) Montrer qu'il existe une famille (ut )t2 R dans L (H ) telle que ut+ s = ut � us pour
tous lest; s 2 R, l'opérateur ut est unitaire pour tout t 2 R, l'application t 7! ut de R dans
L (H ) est continue, et lim t ! 0; t6=0

ut � id
t = iu .

c) Pour tout t 2 R, calculer le spectre deut en fonction de celui deu, et montrer qu'il
est contenu dans le cercleS1 = f z 2 C : jzj = 1g.

Exercice E.46 Soient H un espace de Hilbert complexe de dimension in�nie, etu 2
L (H ) un opérateur linéaire continu auto-adjoint.

(1) Montrer que la suite (un )n2 N où un = (id + i u
n )n converge dansL (H ). Notons

v 2 L (H ) sa limite.

(2) Montrer que v est inversible, quev� 1 = v� et quev n'est pas un opérateur compact.

(3) Déterminer le spectre dev en fonction du spectre deu. Montrer que v = id si et
seulement siSp(u) � 2� Z.

Exercice E.47 Soit H un espace de Hilbert complexe non nul etu 2 L (H ) un opérateur
linéaire continu auto-adjoint.
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(1) Pour tout n 2 N, posonsvn =
P n

k=0
(� 1)k

(2k+1)! u2k+1 . Montrer qu'il existe v 2 L (H )
tel que la suite (vn )n2 N converge versv dansL (H ). Montrer que si v = 0 , alors le spectre
de u est contenu dans� Z.

(2) Supposons dans cette question queu est positif, compact, de rang in�ni et de norme
au plus 1. Montrer qu'il existe une suite (zn )n2 N dans f z 2 C : Re z > 0; Im z > 0g telle
que le spectre de l'opérateurexp(u) + exp( iu ) soit égal àf 2g [ f zn : n 2 Ng.

(3) Montrer que u est positif si et seulement si, pour tout réel positif� su�samment
grand, nous avonsk� id � uk � � .

Exercice E.48 Soient H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie
et u 2 L (H ) un opérateur linéaire continu positif inversible.

(1) Montrer que pour toute fonction continue f : R ! C, si g : R ! C est l'application
x 7! f (x + 1) , alors g(u) = f (u + id) .

(2) On rappelle que � : ]0 ; + 1 [ ! R est l'application x 7!
R1

0 tx� 1e� t dt. Montrer qu'il
existe un opérateur linéaire continu positif v qui commute avec u tel que Sp(u � v) =
f �( x + 1) : x 2 Sp(u)g.

Exercice E.49 Soient H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie,
et (en )n2 Z une base hilbertienne deH indexée par Z. Notons � : H ! H l'unique
opérateur linéaire continu tel que� (en ) = en+1 pour tout n 2 Z.

(1) Montrer que u = � + � � 1

2 est un opérateur linéaire continu auto-adjoint de norme
au plus 1. Montrer que pour tout � 2 [� 1; 1], le vecteur e0 n'appartient pas à l'image de
u � � id. Calculer Sp(u).

(2) Calculer Sp( exp(u + 2 id) + exp(( u + 2 id) � 1) ) .

Exercice E.50 Soient H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie
et u 2 L (H ) un opérateur linéaire continu positif.

Montrer que pour tout n 2 N, il existe un et un seul opérateur linéaire continu positif
vn 2 L (H ) tel que (vn )n = id + u. Montrer que la suite (vn )n2 N converge versid dans
L (H ).

Exercice E.51 Soit H = `2(Z) l'espace de Hilbert des suites(zn )n2 Z dans C telles queP
n2 Z jzn j2 < + 1 , muni du produit scalaire h(z0

n )n2 Z; (zn )n2 Z i =
P

n2 Z z0
n zn .

(1) Rappelons que la transformée de FourierF : L2([0; 2� ]) ! H , dé�nie par f 7!�
cn (f )

�
n2 Z où cn (f ) = 1p

2�

R2�
0 f (� ) e� in� d� , est un isomorphisme d'espaces de Hilbert.

Soit � : H ! H l'opérateur dé�ni par

(zn )n2 Z 7! (2zn � zn� 1 � zn+1 )n2 Z :

a) Montrer que � est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif. Il est appelé
l'opérateur laplacien discretde dimension1.

b) Montrer que F � 1 � � � F est l'opérateur f 7! f � 7! (2 � 2 cos� )f (� )g.

c) Pour tout � 2 C, montrer que F � 1 � � � F � � id est inversible si et seulement si
� =2 f 2 � 2 cos� : � 2 [0; 2� ]g.

147



d) En déduire que le spectreSp(�) de � est égal à[0; 4].

(2) Rappelons queH 2 = H � H est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
h(z0; w0); (z; w)i = hz0; zi + hw0; wi .

a) Soit S : H ! H l'opérateur de décalagedé�ni par (zn )n2 Z 7! (zn+1 )n2 Z. Montrer
que � = (id � S) � (id � S� ) = (id � S� ) � (id � S).

b) Si A; B; C; D 2 L (H ), notons
�

A B
C D

�
l'opérateur sur H 2 dé�ni par (z; w) 7!

(A(z) + B (w); C(z) + D(w)) . Montrer que cet opérateur est linéaire, continu et calculer
son adjoint.

c) Soient a 2 [0; + 1 [ et ua =
�

a id id � S
id � S� � a id

�
. Calculer ua

2 et Sp(ua
2).

d) Soient T : H ! H l'opérateur dé�ni par (zn )n2 Z 7! (z� n )n2 Z , et v =
�

0 iT
� iT 0

�
.

Montrer que v � ua � v� 1 = � ua. En déduire que

Sp(ua) = [ �
p

a2 + 4 ; � a] [ [a;
p

a2 + 4] :

Exercice E.52 Soient H un espace de Hilbert séparable de dimension in�nie (de produit
scalaire notéh�; �i ) et u 2 L (H ) un opérateur auto-adjoint. On rappelle que pour tout
y 2 H , il existe une unique mesure (borélienne, positive, �nie)� y sur le spectreSp(u) de
u telle que, pour toute application continue f 2 C(Sp(u); C), en notant f (u)y = ( f (u))( y)
pour simpli�er,

hf (u)y; yi =
Z

Sp(u)
f d� y :

(1) On suppose dans cette question seulement que l'opérateur u est compact et injectif.
a) Montrer qu'il existe une base hilbertienne(en )n2 N de H et une suite (� n )n2 N de

réels non nuls tels que pour toute applicationf : R ! C continue en0 et pour tout x 2 H ,

f (u)x =
X

n2 N

f (� n )hx; en i en :

b) Montrer que, pour tous lesx 2 H et f 2 C(Sp(u); C), nous avons
Z

Sp(u)
f d� x =

X

n2 N

f (� n)jhx; en ij 2 :

c) En déduire une expression de la mesure� x , pour tout x 2 H .

(2) Fixons x 2 H .

a) Montrer qu'il existe une unique application  : L2(Sp(u); � x ; C) ! H linéaire
isométrique telle que (g) = g(u)x pour tout g 2 C(Sp(u); C).

b) Supposons que le sous-espace vectoriel deH engendré par lesun (x) pour n 2 N
est dense dansH . Montrer que  est surjective. Montrer que  � 1 � u �  est l'opérateur
f 7! � f de multiplication des élémentsf de L2(Sp(u); � x ; C) par l'application � : � 7! � .
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Exercice E.53 Dans cet exercice, les suites seront indexées par l'ensemble Z. Soient H
un espace de Hilbert complexe (séparable de dimension in�nie) et (en )n2 Z une base hilber-
tienne deH . Pour tout x 2 H , nous noterons(xn )n2 Z les coordonnées hilbertiennes dex
dans la base hilbertienne(en )n2 Z. Soit a = ( an )n2 Z une suite bornée dansC. (1) Montrer

qu'il existe un et un seul opérateur linéaire continuua 2 L (H ) tel que

ua(en ) = (2 en � en� 1 � en+1 ) + anen

pour tout n 2 Z. Calculer l'adjoint de ua. En notant encore 0 la suite nulle, montrer que

hu0(x); xi =
X

n2 Z

jxn+1 � xn j2

pour tout x 2 H , et montrer que l'opérateur u0 est auto-adjoint, positif, de norme au plus
4.

L'opérateur � u0 est appelé l'opérateur laplacien discreten dimension1, et souvent noté
� . L'opérateur ua est appelé l'opérateur de Schrödinger discret de potentiela en dimension
1, et souvent noté � � + a.

(2) a) Notons T : H ! L2([0; 2� ]) l'application x 7! f t 7! 1p
2�

P
n2 Z xn eint g. Montrer

que T est un isomorphisme isométrique d'espaces de Hilbert, et que v0 = T � u0 � T � 1 est
l'opérateur linéaire continu de L2([0; 2� ]) dé�ni par f 7! f t 7! 2(1 � cost)f (t)g.

b) Pour tous les� 2 ]0; � [ et k 2 N assez grand, notonsbk = 2 arcsin
q

(1 � cos� � 1
k )=2,

ck = 2 arcsin
q

(1 � cos� + 1
k )=2, et f k 2 L2([0; 2� ]) l'application valant 1=

p
ck � bk sur

l'intervalle [bk ; ck ] et 0 ailleurs. Montrer que

lim
k! + 1

kv0(f k) � 2(1 � cos� )f kk2 = 0 :

c) Montrer que Vp(v0) = ; et Spess(v0) = Sp( v0) = [0 ; 4], et que Vp(u0) = ; et
Spess(u0) = Sp( u0) = [0 ; 4].

(3) a) Soient u; v 2 L (H ) tels que v � u soit un opérateur compact. Montrer que
Spess(u) est contenu dansSp(v).

b) Supposons que la suitea = ( an )n2 Z est réelle. Montrer que silim jnj! + 1 an = 0 ,
alors Spess(ua) = [0 ; 4]. (Pour information, la réciproque est vraie : siSpess(ua) = [0 ; 4],
alors lim jnj! + 1 an = 0 (voir [DHKS, Theo. 1]).)

(4) Supposons que la suitea = ( an )n2 Z est réelle. Le but de cette question est de
montrer que si Sp(ua) = [0 ; 4], alors a = 0 . (Il s'agit d'un résultat de Killip-Simon (voir
[KS], et une démonstration simpli�ée dans [Ako, Ÿ4]).

Notons M a = sup Sp(ua), ma = inf Sp( ua) et f a : H ! C l'application x 7! h(ua �
u0)(x); xi .

a) Si U 2 L (H ) est l'unique opérateur linéaire continu deH tel que U(en ) = ( � 1)n en

pour tout n 2 Z, montrer que U � ua � U � 1 = � u� a + 4 id , et que M a = 4 � m� a.

b) Pour tout p � 1, notons � p =
P p

n= � p(1 � jnj
p ) en 2 H . Montrer que pour tout

n 2 Z �xé, la n-ème coordonnée hilbertienne de� p tend vers 1 quand p tend vers + 1 et
que lim p! + 1 hu0(� p); � pi = 0 .
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c) Montrer que si lim inf p! + 1 f a(� p) < 0, alors ma < 0.

d) Montrer que si lim supp! + 1 f a(� p) > 0, alors M a > 4.

e) Montrer que si Sp(ua) = [0 ; 4] et si limp! + 1 f a(� p) = 0 , alors a = 0 (on pourra
montrer que l'application ha : H � H ! C, dé�nie par (x; y) 7! hua(x); yi , est une forme
sesquilinéaire positive telle quelimp! + 1 ha(� p; � p) = 0 , puis montrer que ha(� p; x) tend
vers 0 pour tout x 2 H , et en�n montrer que ak = 0 en prenant x = ek , pour tout k 2 Z).

Exercice E.54 Soit H = L2([0; 1]) l'espace de Hilbert des fonctions mesurables sur[0; 1],
à valeurs dansC, de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue sur[0; 1] (modulo égalité
presque partout).

(1) a) Montrer que l'ensembleF desf 2 H dont l'intégrale
R1

0 f (t) dt est nulle est un
sous-espace vectoriel fermé deH . Notons P : H ! H la projection orthogonale surF .

b) Notons V : H ! H l'opérateur de Volterra dé�ni par V f : x 7!
Rx

0 f (t) dt pour
tout f 2 H . Montrer que V est injectif et que V f est continue sur[0; 1].

c) Notons A l'opérateur P V et T l'opérateur A � A. Montrer que T est auto-adjoint
positif compact et que0 =2 Vp(T).

(2) Montrer que si f : [0; 1] ! C est continue, alorsT f est de classeC2, est nul sur
f 0; 1g et véri�e (T f )00= � f . Calculer Vp(T), Sp(T) et kAk.

(3) Montrer que T est diagonalisable dans une base hilbertienne(' n )n2 N de H , formée
de vecteurs propres' n de T de classeC1 associés à des valeurs propres� n de multiplicité
1.

(4) Montrer que pour tout f 2 H et presque tout x 2 [0; 1], nous avons

T f (x) =
Z x

0
tf (t) dt + x

Z 1

x
f (t) dt � x

Z 1

0
tf (t) dt :

(5) En déduire que pour tous lesx; y 2 [0; 1],

+ 1X

n=0

sin(� (n + 1) x) sin(� (n + 1) y)
(n + 1) 2 =

� 2

2
(minf x; yg � xy) :

Problèmes d'analyse harmonique.

Exercice E.55 Notons D = f z 2 C : jzj < 1g, S1 = f z 2 C : jzj = 1g et � la mesure de
Lebesgue surS1 (de masse totale2� ). Pour toute application continue f : D ! C, notons

� (f ) = sup
0� r< 1

Z

� 2 S1

jf (r� )j d� (� ) 2 [0; + 1 ] :

(1) Montrer que si f : D ! R est une application harmonique positive, alors� (f ) = 2 � f (0).

(2) Montrer que pour toute mesure borélienne positive �nie� sur S1, si P � : D ! C est
son intégrale de Poisson (dé�nie parz 7!

R
� 2 S1

Pz(� ) d� (� ) où Pz(� ) = 1�j zj2

j � � zj2 est le noyau
de Poisson), alors� (P � ) est �nie.
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(3) Notons h : D ! C l'application dé�nie par z 7! Im
� � 1+ z

1� z

� 2
�

. Montrer que h est

harmonique, non identiquement nulle, mais que ses limites radiales lim r ! 1� h(r ei� ) sont
nulles pour tout � 2 R.

(4) Montrer que h n'est pas égale à la di�érence de deux fonctions harmoniquespositives
de D dans R.

Exercice E.56 Soit n 2 N � f 0; 1g. Notons Sn = f x 2 Rn+1 : kxk = 1g la sphère unité
de l'espace euclidien usuelRn+1 (de norme notéek � k), � n l'unique mesure de probabilité
invariante par rotations sur Sn , � n+1 la mesure de Lebesgue surRn+1 , et ! n+1 le volume
de la boule unité deRn+1 . Pour tout x 2 Rn+1 et tout R > 0, notons B(x; R) la boule
fermée de centrex et de rayon R dans Rn+1 .

Rappelons la formule de Green suivante : si0 < � < R , si u et v sont deux applications
C2 à valeurs complexes dé�nies sur un voisinage ouvert deA(�; R ) = f x 2 Rn+1 : � �
kxk � Rg, de dérivées radiales@u

@�(x) = dxu( x
kxk ) et de même pourv, alors

1
! n+1

Z

A(�;R )
(u� v � v� u) d� n+1 =

Z

Sn

�
u(R� )

@v
@�

(R� ) � v(R� )
@u
@�

(R� )
�

Rn d� n (� )

�
Z

Sn

�
u(�� )

@v
@�

(�� ) � v(�� )
@u
@�

(�� )
�

� n d� n (� ) :

(1) Soient R > 0 et h0 : Rn+1 � f 0g ! R l'application dé�nie par

h0(x) =
1

(n � 1)

� 1
kxkn� 1 �

1
Rn� 1

�
:

Montrer que h0 est harmonique et que@h0
@� (x) = � 1

kxkn .

(2) Soient 
 un ouvert de Rn+1 et h : 
 ! C une application harmonique. Montrer que si
B (x0; R) � 
 , alors Z

Sn

h(x0 + R� ) d� n (� ) = h(x0) :

(3) Soient 
 un ouvert borné deRn+1 et h : 
 ! C une application continue, harmonique
dans 
 . Montrer que jhj atteint son maximum en un point du bord @
 de 
 , et que si 

est connexe et sijhj atteint son maximum en un point dans 
 , alors h est constante.

Exercice E.57 Soit p 2 [1; + 1 [ . Notons D = f z 2 C : jzj < 1g, S1 = f z 2 C : jzj = 1g,
� la mesure de Lebesgue surS1, et k � kp la norme deLp(S1; � ; C). Pour toute application
u : D ! C et pour tout r 2 ]0; 1[ , notons ur : S1 ! C l'application dé�nie par � 7! u(r� ).
Notons

hp(D) = f u : D ! C : u est harmonique etkukhp = sup
0<r< 1

kur kp < + 1g :

(1) Soit 
 un ouvert borné deC. Montrer que si g et h sont deux applications continues de

 dans R, harmoniques sur
 , telles queg(� ) � h(� ) pour tout � 2 @
 , alors g(z) � h(z)
pour tout z 2 
 .

Fixons une application harmoniqueu : D ! C .
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(2) Montrer que s'il existe une application v : D ! R harmonique telle queju(z)jp � v(z)
pour tout z 2 D, alors kukhp � p

p
2�v (0) et u appartient à hp(D).

(3) Pour tout r 2 ]0; 1[ , pour tout z 2 B (0; r ) = f z 2 C : jzj < r g, montrer que

u(z) =
1

2�

Z

� 2 S1

Pz=r (� )ur (� ) d� (� ) :

(4) Pour tout r 2 ]0; 1[ , notons v(r ) l'unique solution du problème de Dirichlet sur le disque
B (0; r ) de donnée frontièrejujp.

a) Rappelons l'inégalité de Jensen: si � est une mesure de probabilité surS1, et si

f : S1 ! C est continue, alors
�
�
�
R

S1
f d�

�
�
�
p

�
R

S1
jf jp d� . Montrer que ju(z)jp � v(r ) (z) pour

tout z 2 B (0; r ).
b) Montrer que si 0 < r 1 � r2 < 1, alors v(r 1 )(z) � v(r 2 ) (z) pour tout z 2 B (0; r1).
c) Pour tout n 2 N, soit rn = 1 � 1

n+2 . Montrer que si u 2 hp(D), alors la suite(v(r n ) )n2 N

converge simplement vers une applicationv : D ! R harmonique telle queju(z)jp � v(z)
pour tout z 2 D.

(5) Montrer que hp(D) est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des applications
de D dans C, et que muni de l'application k � khp , c'est un espace de Banach.

Cet espace de Banach est appelé unespace de Hardy. Le but de l'exercice était donc de
montrer qu'une application harmonique sur le disque appartient à l'espace de Hardyhp(D)
si et seulement si la puissancep-ème de sa valeur absolue admet un majorant harmonique.

Exercice E.58 (1) Soient 
 un ouvert connexe non vide deC et u; v : 
 ! R deux
fonctions harmoniques réelles non constantes.

a) Montrer que u2 n'est pas harmonique.

b) On suppose quer u = @u
@x+ i @u

@yne s'annule pas sur
 . Montrer que uv est harmonique
si et seulement s'il existec 2 R � f 0g tel que l'application v + ic u soit holomorphe sur
 .

(2) Soient S1 = f z 2 C : jzj = 1g, D = f z 2 C : jzj < 1g et u : D ! [0; + 1 [ une fonction
harmonique positive.

a) Montrer que pour tout � 2 S1, pour tout r 2 ]0; 1[ , nous avons

j u(r� ) � u(0) j �
2r

1 � r
u(0) :

En notant r u = @u
@x+ i @u

@y, en déduire quejr u(0)j � 2u(0).

b) Montrer que pour tout a 2 D, l'application � : z 7! z+ a
1+ az est une application

holomorphe deD dans D et calculer sa dérivée en0.

c) Montrer que pour tout a 2 D, nous avonsjr u(a)j � 2
1�j aj2 u(a).

Exercice E.59 Notons D = f z 2 C : jzj � 1g, D = f z 2 C : jzj < 1g, S1 = f z 2 C :
jzj = 1g, � la mesure de Lebesgue surS1 (de masse totale2� ) et � la mesure de Lebesgue
sur D.

(1) a) Montrer que si u : D ! R est une application continue, qui est harmonique surD,
alors l'application f : D ! C dé�nie par

f : z 7!
1

2�

Z

� 2 S1

� + z
� � z

u(� ) d� (� )
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est l'unique application holomorphe surD telle queRef = u et Im f (0) = 0 . L'application
z 7! Im f s'appelle leconjugué harmonique(normalisé) de f .

b) Soit f : D ! C une application holomorphe telle quef (0) = 0 , et soit A =
supz2 D j Re(f (z)) j. Montrer que pour tout z 2 D, nous avons

j Im f (z) j �
2A
�

ln
1 + jzj
1 � j zj

:

(2) Soit v : D ! R une application continue, sous-harmoniquesur D, c'est-à-dire de classe
C2 sur D et telle que � � v(z) � 0 pour tout z 2 D. Soient z0 2 D et r > 0 tel que
B (z0; r ) � D.

a) Soit u : D ! C l'application continue, harmonique sur D, égale àv sur S1.
Montrer que v � u sur D (on pourra considérer les applicationsw1 = v � u et w2 : z 7!

w1(z) + � (Re(z � z1))2 � 4� où � = w1 (z1)
8 > 0).

Montrer que Z 2�

0
v(z0 + rei� ) d� � 2� u (z0) :

b) Montrer que si l'application v est positive surS1, alors

Z 2�

0
v(z0 + rei� ) d� �

1 + jz0j
1 � j z0j

Z

� 2 S1

v(� ) d� (� ) :

(3) Soient U un ouvert de C contenant D et f : U ! C une application holomorphe.
Montrer que pour tout p > 0, nous avons� �( jf jp) � 0 et

1
�

Z

D
jf jp d� �

1
2�

Z 2�

0
jf (ei� )jp d� :

Cette formule s'appelle l'inégalité de Hardy.

Exercice E.60 Soit 
 un ouvert de C. Une application f : 
 ! C véri�e la propriété de
la moyenne faibledans 
 si elle est continue et si pour tout z0 2 
 , il existe une suite
(rn )n2 N dans]0; + 1 [ telle que limn! + 1 rn = 0 , le disque ferméB (z0; rn ) est contenu dans

 pour tout n 2 N, et

f (z0) =
1

2�

Z 2�

0
f (z0 + rn ei� ) d� :

(1) Soient R > 0 et h : B (a; R) ! R une application continue, nulle surS(a; R), véri�ant
la propriété de la moyenne faible dansB (a; R). Soit m = supz2 B (a; R) h(z). En considérant

K = f z 2 B(a; R) : h(z) = mg et z0 un point de K à distance maximale dea, montrer
que m � 0.

(2) Montrer qu'une application f : 
 ! C véri�e la propriété de la moyenne faible si et
seulement si elle est harmonique.
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Exercice E.61 (1) Soient S1 = f z 2 C : jzj = 1g, D = f z 2 C : jzj < 1g et
D = f z 2 C : jzj � 1g.

a) Soit u : D ! R une fonction continue non constante, harmonique dansD. Montrer
que siu atteint son maximum en � 2 S1, alors il existec > 0 tel que u(� ) � u(r� ) � c(1� r )
pour tout r 2 [0; 1[, en commençant par montrer que l'on peut supposer queu(� ) = 0 et
que � u est harmonique positive surD.

b) En déduire qu'une application u qui est dé�nie et harmonique sur un voisinage
ouvert de D, à valeurs réelles, et dont les dérivées radiales@u

@�(x) = dxu(x) s'annulent en
tout point x 2 S1, est constante surD.

(2) Pour tous lesa 2 C et r > 0, notons B (a; r ) (respectivementB (a; r ) ) le disque ouvert
(respectivement fermé) de centrea et de rayon r , et m la mesure de Lebesgue surC.

a) Soit u : B (a; r ) ! R une fonction continue, harmonique dansB (a; r ). Montrer que

u(a) =
1

�r 2

Z

B (a; r )
u dm :

b) Si A; B et C sont des parties d'un ensembleE, notons � C la fonction caracté-
ristique de C et A � B = ( A [ B ) n (A \ B ) la di�érence symmétrique. Montrer que
j� A � � B j = � A � B . Si 0 < r < r 0, notons A(r; r 0) = f z 2 C : r � j zj � r 0g. Montrer
que B(a; r ) � B (0; r ) est contenu dansA(r � j aj; r + jaj) pour tous lesa 2 C et r > jaj.
Montrer que 1

r 2 m
�

A(r � j aj; r + jaj)
�

tend vers 0 quand r tend vers + 1 , pour tout a 2 C.

c) En déduire que toute fonction harmonique bornéeu sur C est égale àu(0), donc est
constante.

Ce résultat s'appelle lethéorème de Liouvillepour les fonctions harmoniques planes.

Exercice E.62 Le but de cet exercice est de dé�nir un noyau de Poisson dans les anneaux
f z 2 C : a < jzj < bg deC, d'y donner une formule de Poisson, et d'y résoudre de manière
explicite le problème de Dirichlet.

Identi�ons de manière usuelleR2 et C par (x; y) 7! z = x + iy . Pour tout r > 0, notons
B (0; r ) = f z 2 C : jzj < r g et S(0; r ) = f z 2 C : jzj = r g le disque ouvert et le cercle de
centre 0 et de rayon r dans C, et aussiS1 = S(0; 1). Notons � la mesure de Lebesgue de
S1 (de masse totale2� ).

(1) a) Si ' : B (0; � ) ! C, où � > 0, est une application holomorphe et siRe' est
homogène de degrém 2 N (c'est-à-dire si Re' (tz) = tm Re' (z) pour tous lest 2 ]0; 1] et
z 2 B (0; � )), montrer qu'il existe � 2 C et � 0 2 R tels que ' (z) = � z m + i� 0. 23

b) Montrer que l'espace vectoriel complexeH m des applications polynomiales harmo-
niques homogènes de degrém 2 N sur R2, à valeurs complexes, est égal àCzm + C z m .

(2) Soient m; m0 2 N. Notons HS m = f pjS1 : p 2 H m g l'espace vectoriel complexe des
harmoniques sphériques de degrém sur le cercleS1. Notons Zm : S1 � S1 ! C l'application
dé�nie par Z0 = 1 et, si m � 1,

(� = ei� ; � 0 = ei� 0
) 7! Zm (�; � 0) = 2 cos(m(� � � 0)) :

23. On pourra utiliser le fait qu'une application holomorph e sur B (0; � ) de partie réelle nulle est une
constante (imaginaire pure) et le fait que toute fonction ho lomorphe sur B (0; � ) est, de manière unique,
développable en série entière surB (0; � ).
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a) Notons eZm : C � S1 ! C l'application dé�nie par eZ0 = 1 et, si m � 1, par
(z; � ) 7! j zjm Zm ( z

jzj ; � ) si z 6= 0 et (0; � ) 7! 0. Montrer que pour tout � 2 S1, l'application

z 7! eZm (z; � ) appartient à H m .
b) Montrer que pour tous lesf 2 HS m0 et � 2 S1, nous avons

1
2�

Z

� 02 S1

f (� 0) Zm (�; � 0) d� (� 0) =
n f (� ) si m0 = m

0 sinon:

À partir de maintenant, �xons a 2 ]0; 1[ et notons 
 = f z 2 C : a < jzj < 1g l'anneau
ouvert compris entre les cercles concentriquesS(0; a) et S1.

(3) Notons b+
0 : 
 ! C (respectivement b�

0 : 
 ! C) l'application z 7! 1 � ln jzj
ln a

(respectivement z 7! ln jzj
ln a ), et pour m � 1, b+

m : 
 ! C (respectivement b�
m : 
 ! C)

l'application z 7!
1� ( a

j z j )2m

1� a2m (respectivementz 7! am

jzj2m
1�j zj2m

1� a2m ).

a) Montrer que pour tous lesm 2 N et � 2 S1, les applicationsz 7! b�
m (z) eZm (z; � ) sont

harmoniques sur
 .
b) Montrer que les séries

Z � (z; � ) =
+ 1X

m=0

b�
m (z) eZm (z; � )

convergent absolument et uniformément sur les compacts de
 � S1. En déduire que pour
tout � 2 S1, les applicationsz 7! Z � (z; � ) sont harmoniques sur
 .

c) Montrer que l'application � : z 7! a
z est un homéomorphisme de
 dans lui-même,

échangeant les cerclesS(0; a) et S1, tel que Z + (� (z); � ) = Z � (z; � ) et f � � (� ) = f (a� ) pour
tous les f : S(0; a) ! C et � 2 S1.

(4) a) Soient K un espace métrique compact,� une mesure (borélienne positive) �nie
sur K et 
 0 un ouvert de C. Soit F : 
 0� K ! C une application continue telle que pour
tout x 2 K , l'application z 7! F (z; x) soit harmonique sur 
 0. Montrer que l'application
z 7!

R
x2 K F (x; z) d� (x) est harmonique sur
 0.

b) Soit f : @
 ! C une application continue. Pour tout z 2 
 , notons

P
 [f ](z) =
1

2�

Z

� 2 S1

f (� ) Z + (z; � ) d� (� ) +
1

2�

Z

� 2 S1

f (a� ) Z � (z; � ) d� (� ) :

Montrer que l'application P
 [f ] : 
 ! C dé�nie par z 7! P
 [f ](z) est harmonique sur
 .
Montrer que l'application uf : 
 ! C dé�nie par

uf (z) =
n P
 [f ](z) si z 2 


f (z) si z 2 @


est continue sur 
 (on pourra commencer par montrer le cas oùf jS(0;a) est nulle et f jS1

appartient à HS m0 pour tout m0 2 N). Si v : 
 ! C est une application continue,
harmonique sur
 , qui coïncide avecf sur @
 , montrer que v = uf .

c) Soient a0; b0 2 ]0; + 1 [ avec a0 < b0. Montrer que le problème de Dirichlet dans
l'anneau 
 0 = f z 2 C : a0 < jzj < b0g, de donnée au bord une applicationf : @
 0 ! C
continue, admet une et une seule solution.
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Exercice E.63 Soient H = f z 2 C : Im(z) > 0g le demi-plan supérieur (ouvert) deC et
H = H [ R. Rappelons qu'une applicationg : A ! C, où A est une partie non bornée de
C, est nulle à l'in�ni si g(z) converge vers0 quand z 2 A et jzj tend vers + 1 .

(1) a) Soit u : H ! R une fonction continue non constante, harmonique dansH.
Montrer que si u atteint son maximum en x0 2 R, alors il existe c > 0 tel que

u(x0) � u(x0 + i + ire i� ) � c(1 � r )

pour tout r 2 ]0; 1[ et � 2 R, en commençant par montrer que l'on peut supposer que
u(x0) = 0 et que � u est harmonique positive surH.

b) En déduire qu'une application u qui est dé�nie et harmonique sur un voisinage
ouvert de H dans C, nulle à l'in�ni, à valeurs réelles, et dont les dérivées verticales @u

@y(x)

s'annulent en tout point x 2 R, est constante surH.

(2) Notons Q : H � R ! ]0; + 1 [ l'application continue, strictement positive, dé�nie
par

(z; t) 7! Qz(t) =
Im z

jz � t j2
= Im

� 1 + tz
t � z

� 1
1 + t2 ;

qui converge vers0 quand jzj tend vers + 1 uniformément en t dans tout compact de
R. Notons M (R) l'ensemble des mesures boréliennes positives �nies surR. Pour tout
� 2 M (R), posons

PH � : z 2 H 7!
Z

t2 R
Qz(t) d� (t) :

Pour toute fonction f 2 C0
c (R; C) continue à support compact surR, on rappelle que

l'application de H dansC valant f sur R et PH f (z) = 1
�

R
t2 R Qz(t) f (t) dt pour tout z 2 H

est continue et nulle à l'in�ni sur H.

a) Montrer que pour tout � 2 M (R), l'application PH � est harmonique et positive.
Montrer qu'elle véri�e sup0<r � 1

R
t2 R PH � (t + ir ) dt < + 1 .

b) Pour tous les f 2 C0
c (R; C) et � 2 M (R), montrer que

Z

t2 R
f (t) d� (t) = lim

r ! 0+

1
�

Z

t02 R
f (t0) PH � (t0+ ir ) dt0 :

c) Pour toute fonction harmonique positive h : H ! C telle que la quantité

M (h) = sup
0<r � 1

Z

t2 R
h(t + ir ) dt

est �nie, montrer qu'il existe une suite (nk )n2 N dans N tendant vers + 1 et � 2 M (R)
telles que pour tout f 2 C0

c (R; C),
Z

R
f d� = lim

k! + 1

Z

t02 R
h(t0+

i
nk + 1

) f (t0) dt0 :

d) En déduire que l'application � 7! PH � de M (R) dans l'ensemble des fonctions
harmoniques positivesh sur H telles queM (h) < + 1 est une bijection.

Problèmes mélangeant théorie spectrale et analyse harmoni que.
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Exercice E.64 Nous noteronsh�; �i 2 et k � k2 le produit scalaire et la norme de l'espace
de Hilbert complexe L2(R) pour la mesure de Lebesgue surR. Notons H 1(R) l'espace
vectoriel complexe desu 2 L2(R) tels que l'application t 7!

p
t2 + 1 u(t) appartienne à

L2(R) et qu'il existe une application u0 2 L2(R) telle que hu0; ' i 2 = �h u; ' 0i 2 pour tout
' 2 C1

c (R), muni du produit scalaire

hu; vi H 1 = hu0; v0i 2 +

 p

t2 + 1 u;
p

t2 + 1 v
�

2 :

(1) Montrer que H 1(R) est un espace de Hilbert séparable de dimension in�nie, queC1
c (R)

est dense dansH 1(R), et que l'inclusion deH 1(R) dans L2(R) est compacte.

(2) a) Montrer que si u 2 H 1(R), alors kuk2 � k ukH 1 .
b) Pour tout f 2 L2(R), montrer que l'application Qf : H 1(R) ! R dé�nie par

Qf (u) =
1
2

kuk2
H 1 � Re hf; u i 2

admet un et un seul minimum.
c) Montrer que u 2 H 1(R) est un minimum deQf si et seulement sihu; ' i H 1 = hf; ' i L2

pour tout ' 2 C1
c (R).

(3) Montrer que l'opérateur G : L2(R) ! L2(R) qui à f 2 L2(R) associe l'unique minimum
de Qf est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif compact.

(4) En déduire qu'il existe une base hilbertienne(f i ) i 2 N de L2(R) et une suite(� i ) i 2 N dans
]0; + 1 [ , croissante et convergente vers+ 1 , telles que, pour tout ' 2 C1

c (R),

hf i ; � ' 00+ ( t2 + 1) ' i 2 = � i hf i ; ' i 2 :

Le but de cet exercice était donc de montrer qu'il existe une base hilbertienne deL2(R)
formé de vecteurs propres (au sens faible) pour l'opérateurf 7! f t 7! � f 00(t)+( t2+1) f (t)g.

Exercice E.65 Soient n � 1 et 
 un ouvert borné non vide deRn . Notons W 2;2(
)
l'espace de Hilbert complexe des applicationsf 2 L2(
) telles qu'il existe, pour tous les
i; j 2 f 1; : : : ; ng, des applicationsf i et f i;j dans L2(
) telles que pour tout ' 2 C1

c (
) ,

hf i ; ' i L2 = �h f;
@'
@xi

i L2 et hf i;j ; ' i L2 = hf;
@2'

@xi @xj
i L2 ;

muni du produit scalaire hilbertien

hf; g i W 2;2 = hf; g i L2 +
nX

i =1

hf i ; gi i L2 +
nX

i;j =1

hf i;j ; gi;j i L2 :

Notons � f =
P n

i =1 f i;i pour tout f 2 W 2;2(
) , et notonsW 2;2
0 (
) l'adhérence dans l'espace

de Hilbert W 2;2(
) de C1
c (
) .

(1) Montrer que kf kL2 � k f kW 1;2 � k f kW 2;2 pour tout f 2 W 2;2(
) , et que W 2;2
0 (
) �

W 1;2
0 (
) � L2(
) .

(2) a) Montrer qu'il existe une constante c0 > 0 telle que pour tout f 2 W 2;2
0 (
) ,

kf k2
L2 � c0

nX

i;j =1

kf i;j k2
L2 :
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b) Montrer que toute suite bornée dansW 2;2
0 (
) admet une sous-suite convergente dans

L2(
) .

(3) a) Montrer que pour tous les f; g 2 W 2;2
0 (
) , nous avonsh� � f; g i L2 = hf; � � gi L2 et

h� � f; f i L2 � 0.

b) Montrer que l'ensemble des� 2 C tels qu'il existe un élémentf non nul de W 2;2
0 (
)

qui véri�e � � f = �f est une partie dénombrable de[0; + 1 [ .

(4) Montrer que pour toute application V 2 L1 (Rn ) qui tend vers 0 à l'in�ni, l'opérateur
uV : W 2;2(Rn ) ! L2(Rn ) dé�ni par u 7! V u est compact, en commençant par montrer le
cas oùV 2 C1

c (Rn ).

Exercice E.66 Rappelons queL2(S1) est l'espace de Hilbert complexe des applications
f : R ! C mesurables2� -périodiques, modulo égalité presque partout, telles quekf k2 =
� R 2�

0 jf (� )j2 d�
� 1=2 < + 1 , muni du produit scalaire hf; g i 2 =

R2�
0 f (� ) g(� ) d� . Rappelons

qu'il contient de manière dense l'espace vectoriel complexe C1 (S1) des applications f :
R ! C de classeC1 et 2� -périodiques. NotonsH 1(S1) l'espace vectoriel complexe des
f 2 L2(S1) tels qu'il existe un élément f 0 2 L2(S1) tel que hf 0; ' i 2 = �h f; ' 0i 2 pour tous
les ' 2 C1 (S1).

(1) Montrer qu'un tel f 0 est unique, et que, muni du produit scalairehf; g i H 1 = hf; g i 2 +
hf 0; g0i 2, l'espace vectoriel complexeH 1(S1) est un espace de Hilbert complexe séparable.

(2) En utilisant les séries de Fourier, montrer qu'il existe un unique opérateur linéaire
continu u : H 1(S1) ! L2(S1) tel que pour tout ' 2 C1 (S1), nous ayonsu(' ) 2 C1 (S1),
u � u(' ) = � ' 00et hu(' ); ' i 2 � 0.

(3) Montrer qu'il existe une base hilbertienne (f n)n2 Z de H 1(S1) et une suite (� n )n2 Z

dans [0; + 1 [ telle que u(f n ) = � n f n pour tout n 2 Z.

Exercice E.67 (1) Notons (Hn )n2 N la suite de polynômes (réels, en une variablex) dé�nie
par H0 = 1 et la relation de récurrrenceHn+1 =

�
� d

dx + 2x
�
Hn pour tout n 2 N. Pour

tout n 2 N, montrer que

dn

dxn (e� x2
) = ( � 1)n Hn (x) e� x2

;

et que le polynômeHn est de degrén et de coe�cient dominant 2n . Il est appelé len-ème
polynôme d'Hermite.

(2) Rappelons que
R+ 1

�1 e� x2
dx =

p
� . Nous admettrons que l'ensemble des applica-

tions x 7! P(x) e� x 2

2 , où P est un polynôme à coe�cients complexes, est dense dansL2(R)
(la mesure sous-entendue surR est la mesure de Lebesgue). Pour toutn 2 N, posons
cn = (2 n n!

p
� )� 1

2 et

 n = cn Hn e� x 2

2 :

a) Montrer que la suite ( n )n2 N est une base hilbertienne deL2(R).

b) Montrer que

� d
dx

+ x
�
 0 = 0 et

�
�

d
dx

+ x
�
 n =

p
2(n + 1)  n+1 :
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c) Rappelons que latransformée de FourierF : L2(R) ! L2(R) est l'opérateur linéaire
isométrique dé�ni par

F (f ) : x 7!
1

p
2�

Z

R
f (t) e� ixt dt :

Montrer que l'opérateur F est unitaire et déduire de b) queF ( n ) = ( � i )n  n pour tout
n 2 N. Calculer l'ensemble des valeurs propres, le spectre et le spectre résiduel deF .

(3) Notons H l'opérateur di�érentiel du second ordre, appelél'oscillateur harmonique,
dé�ni en posant, pour tout f 2 C1 (R),

H (f ) = �
d2f
dx2 + x2f :

a) Déduire de (2) b) que, pour tout n 2 N,

H ( n ) = (2 n + 1)  n :

b) Notons S (R) l'espace vectoriel des applicationsf de R dans C de classeC1 telles
que lim t !�1 jP(t) f (t)j = 0 pour tout polynôme P. Nous admettrons queH est continu
sur S (R) pour la norme L2. Montrer qu'il existe un opérateur linéaire continu compact
G 2 L (L2(R)) tel que pour tous lesf; g 2 S (R), nous avonsH (f ) = g si et seulement si
f = G(g).

(4) a) Montrer qu'il existe une famille (ut )t2 R dans L (L2(R)) , formée d'opérateurs
linéaires continus unitaires, telle que
� F = u1,
� ut+ s = ut � us pour tous lest; s 2 R,
� pour tout f 2 L2(R), l'application t 7! ut (f ) de R dans L2(R) est continue.

b) Calculer l'ensemble des valeurs propres, le spectre et lespectre résiduel deut pour
tout t 2 R.

Exercice E.68 Notons � 0 et � 1 les mesuresd� 0(t) = e� t dt et d� 1(t) = t e� t dt sur
[0; + 1 [ . Considérons les espaces de Hilbert complexesH 0 = L2(� 0) et H 1 = L2(� 1).
Notons H 2 l'espace vectoriel complexe desu 2 H 0 tels qu'il existe une application u0 2 H 1

telle que hu0; ' i H 1 = hu; � t' 0 � (1 � t)' i H 0 pour tout ' 2 C1
c ([0; + 1 [) (de classeC1 et

à support compact), muni du produit scalaire

hu; vi H 2 = hu0; v0i H 1 + hu; vi H 0 :

(1) a) Pour tout u 2 H 2, montrer qu'une telle application u0 est unique, et que siu 2
C1

c ([0; + 1 [), alors u0 est la dérivée usuelle deu.
b) Montrer que H 2 est un espace de Hilbert séparable de dimension in�nie. Nous

admettrons que l'inclusion deH 2 dans H 0 est un opérateur compact.

(2) a) Montrer que kvkH 0 � k vkH 2 pour tout v 2 H 2.

b) Pour tout f 2 H 0, notons Qf : H 2 ! R l'application dé�nie par

Qf (u) =
1
2

kuk2
H 2

� Re hf; u i H 0 :

159



Montrer qu'il existe un et un seul élément u 2 H 2 tel que hu; vi H 2 = hf; v i H 0 pour tout
v 2 H 2, et que cet élément est l'unique minimum deQf .

(3) Montrer que l'opérateur G : H 0 ! H 0 qui à f 2 H 0 associe l'unique minimum de
Qf est un opérateur linéaire continu compact, et quehG(f ); f i H 0 � 0 avec égalité si et
seulement sif = 0 dans H 0.

(4) En déduire qu'il existe une base hilbertienne(f i ) i 2 N de H 0 et une suite (� i ) i 2 N

dans ]0; + 1 [ , croissante et convergente vers+ 1 , telle que, pour toute application ' 2
C1

c ([0; + 1 [),
hf i ; � t' 00� (1 � t)' 0+ ' i H 0 = � i hf i ; ' i H 0 :

(5) Dé�nissons par récurrence une suite d'applications polynomiales(L n )n2 N dansC[x] par
L 0 = 1 , L 1 = 1 � x et pour tout n � 1,

(n + 1) L n+1 + ( x � 2n � 1)L n + nL n� 1 = 0 :

a) Montrer que L n est de degrén, et calculer son coe�cient dominant. Pour tout n 2 N,
montrer que24 xL 0

n � nL n + nL n� 1 = 0 si n � 1 et que

xL 00
n + (1 � x)L 0

n + nL n = 0 :

b) Montrer que les valeurs propres deG sont les 1
1+ n pour n 2 N.

Le but de cet exercice était donc de montrer qu'il existe une base hilbertienne deH 0

formé de vecteurs propres (au sens faible) pour l'opérateur

f 7! f t 7! � t f 00(t) � (1 � t)f (t) + f (t)g :

Exercice E.69 Soit H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie, de
produit scalaire h�; �i H et de normek�kH . Soient u 2 L (H ) un opérateur linéaire continu
de H et (en )n2 N une base hilbertienne deH . Pour tout x 2 H , notons (xn )n2 N la suite
des coordonnées hilbertiennes dex dans cette base hilbertienne.

(1) a) Notons S le sous-espace deH formé desz 2 H dont les coordonnées hilber-
tiennes dans(en )n2 N sont à décroissance rapide, c'est-à-dire telles quelimn! + 1 nkzn = 0
pour tout k 2 N. Montrer qu'il existe un et un seul opérateur linéaire� : S ! S tel que
� (z)n = n zn , pour tous lesz 2 S et n 2 N. Montrer que S est dense dansH .

b) Notons H 1 le sous-ensemble deH formé desx 2 H tels qu'il existe x0 2 H tel
que hx0; zi H = hx; � (z)i H pour tout z 2 S . Montrer qu'un tel élément x0 est unique ; il
est noté � (x) dans la suite. Montrer queH 1 est un sous-espace vectoriel deH , que S est
contenu dansH 1, que la restriction à S de l'opérateur � introduit dans cette question b)
coïncide avec l'opérateur� introduit dans la question précédente a), et queH 1, muni de
l'application

(x; y) 7! hx; yi H 1 = h� (x); � (y)i H + hu(x); u(y)i H + hx; yi H ;

24. On peut montrer que

L n =
nX

k =0

�
n
k

�
(� 1)k

k!
xk ;
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est un espace de Hilbert.
c) Montrer que l'inclusion ' : x 7! x de H 1 dans H est un opérateur linéaire continu

compact, tel quekxkH � k xkH 1 pour tout x 2 H 1.

(2) Pour tout x 2 H , montrer que l'application Qx : H 1 ! R dé�nie par

Qx (y) =
1
2

kyk2
H 1

� Re hx; yi H

admet un et un seul minimum, et que ce minimum est l'unique élément x002 H 1 tel que
hx00; yi H 1 = hx; yi H pour tout y 2 H 1.

(3) Montrer que l'application G : H ! H qui à x 2 H associe l'unique minimum de
Qx est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif compact.

(4) Montrer qu'il existe un opérateur linéaire continu w 2 L (H ), de spectre contenu
dans [0; arctanh 1

2 ], tel que 1
2G = (exp(2 w) � id) � (exp(2w) + id) � 1.

(5) Montrer qu'il existe une base hilbertienne(f i ) i 2 N de H et une suite (� i ) i 2 N dans
]0; + 1 [ , croissante et convergente vers+ 1 , telles que, pour tout z 2 S ,

hf i ; (� 2 + u� u + id)( z)i H = � i hf i ; zi H :

Exercice E.70 Soient H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension in�nie,
et (en )n2 Z une base hilbertienne deH indexée parZ. Nous désignerons parF le sous-
espace vectoriel complexe deH engendré par lesen pour n 2 Z, par h�; �i H le produit
scalaire deH et, pour tout x 2 H , par (xn )n2 Z la suite des coordonnées hilbertiennes de
x dans la base hilbertienne(en )n2 Z .

Soient a = ( an )n2 Z et b = ( bn )n2 Z deux suites réelles strictement positives indexées par
Z telles quebn � 1 pour tout n 2 Z, la suite

� an
min f bn +1 ;bn g

�
n2 Z soit bornée etlim jnj! + 1 bn =

+ 1 . Pour tout x 2 H , notons

dx =
X

n2 Z

an (xn+1 � xn ) en et V x =
X

n2 Z

bnxn en :

Notons H a;b le sous-espace vectoriel complexe desx 2 H tels que les sériesdx et V x
convergent dansH , muni du produit scalaire

hx; yi H a;b = hdx; dyi H + hV x; V yi H :

(1) Montrer que H a;b est un espace de Hilbert séparable de dimension in�nie, que
kukH � k ukH a;b pour tout u 2 H a;b, que le sous-espaceF est contenu dansH a;b et que
l'inclusion de H a;b dans H est un opérateur compact.

(2) Pour tout x 2 H , montrer que l'application Qx : H a;b ! R dé�nie par

y 7!
1
2

kyk2
H a;b

� Rehx; yi H

admet un et un seul minimum. Montrer quey 2 H a;b est un minimum deQx si et seulement
si

8 z 2 H a;b; hy; zi H a;b = hx; zi H :
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(3) Montrer que l'opérateur G : H ! H qui à x 2 H associe l'unique minimum de
Qx est un opérateur linéaire continu auto-adjoint positif compact.

(4) Pour tout z 2 F , posons� z =
P

n2 Z

�
(a2

n + a2
n� 1)zn � a2

n� 1zn� 1 � a2
nzn+1

�
en .

Montrer qu'il existe une base hilbertienne(f i ) i 2 N de H et une suite croissante(� i ) i 2 N de
réels supérieurs ou égaux à1 qui converge vers+ 1 , telles que pour tout z 2 F , nous
ayons

hf i ; (� + V � V )(z)i H = � i hf i ; zi H :

3.2 Corrigés

Théorie spectrale.

Correction de l'exercice E.30 . (1) Puisque H est séparable de dimension in�nie,
l'opérateur auto-adjoint compact u est diagonalisable en base hilbertienne, de spectre réel :
il existe une base hilbertienne(en )n2 N de H et une suite(� n )n2 N dansR telle queu(en ) =
� nen pour tout n 2 N. Par les propriétés du calcul fonctionnel continu (et puisque f est
dé�nie et continue sur le spectre de l'opérateur auto-adjoint u, qui est contenu dansR),
puisque en est un vecteur propre de valeur propre� n pour u, le vecteur en est aussi un
vecteur propre de valeur propref (� n ) pour f (u), d'où le résultat avec � n = f (� n).

(2) Il est bien connu que, quandn ! + 1 , les fonctions continuesf n : t 7! (1 + 1
n t)n

convergent uniformément sur les compacts deC vers la fonction continuef : t 7! et . Par la
continuité du calcul fonctionnel continu (puisque l'opérateur u est auto-adjoint), la suite�
f n(u) = (1 + u

n )n
�

n2 N converge donc dansL (H ) vers f (u). Par le théorème spectral, le
spectre def (u) est l'ensemble des images parf des éléments du spectre deu :

Sp(f (u)) = f e� : � 2 Sp(u)g :

(3) Pour tout x 2 H , en notant (xn )n2 N les coordonnées hilbertiennes dex dans la
base hilbertienne(en )n2 N de H , nous avons par la linéarité et la continuité deu, par la
sesquilinéarité et la continuité du produit scalaire, et par (plusieurs variantes de) l'inégalité
de Cauchy-Schwarz,

ku(x) � u � pN (x)k2 =



 u(

+ 1X

n= N +1

xnen )



 2 =






+ 1X

n= N +1

xnu(en )



 2

=
+ 1X

p; q= N +1

hxpu(ep); xqu(eq)i �
+ 1X

p; q= N +1

jxpj ku(ep)k jxqj ku(eq)k

=
� + 1X

n= N +1

jxn j ku(en )k
� 2 �

� + 1X

n= N +1

jxn j2
�� + 1X

n= N +1

ku(en )k2�

� k xk2� + 1X

n= N +1

ku(en )k2�
:

L'a�rmation a) en découle. L'opérateur u � pN est de rang �ni (son image est engendrée
par u(e0); : : : ; u(eN ) ). Donc u, étant limite (pour la norme d'opérateur) d'opérateurs de
rang �ni, est compact.
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Correction de l'exercice E.31 . (1) Soit k : [0; 1]2 ! R l'application dé�nie par k(0; 0) =
0 et k(s; t) = log(max f s; tg) si (s; t) 6= (0 ; 0). Notons que sis 2 ]0; 1], alors

T f (s) =
Z

t2 [0;1]
k(s; t) f (t) d� (t) :

Nous avons, pour touts 2 ]0; 1],

Z

(s;t )2 [0;1]2
jk(s; t)j2 d� (t)d� (s) =

Z 1

0

� Z s

0
s ln2 s t dt + s

Z 1

s
ln2 t t dt

�
ds

� 2
Z 1

0
s ln2 s ds :

Puisques ln2 s est continue sur[0; 1], l'application k est de carré intégrable. DoncT est un
opérateur de type Hilbert-Schmidt, de noyauk réel et symétrique. Il découle du cours que
T est bien dé�ni (quelle que soit la valeur donnée àT f (0)), continu, auto-adjoint, compact.

(2) Il est immédiat que T f (1) = 0 . Les applications t 7!
p

t ln t et t 7!
p

tf (t) sont
de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue sur[0; 1] (la première est continue etf 2
L2([0; 1]; � )). Donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, l'intégrale

R1
0 ln t f (t) t dt converge

absolument. En posantT f (0) =
R1

0 ln t f (t) d� (t), le second terme de la formule dé�nissant
Tf converge versT f (0) par (1). Montrons que le premier termeln(s)

Rs
0 f (t) d� (t) converge

vers 0 quand s tend vers 0, ce qui montre queT f se prolonge continument ens = 0 .
Toujours par la formule de Cauchy-Schwarz, nous avons

Z s

0
(
p

t f (t))
p

t dt � k f kL2 (� )

� Z s

0
t dt

� 1
2 =

s
p

2
kf kL2 (� ) ;

et donc j ln(s)
Rs

0 f (t) d� (t)j � sj ln sjp
2

kf kL2 (� ) , qui tend vers 0 quand s tend vers 0.
Soient s0; s 2 ]0; 1] et � > 0. Si s est assez proche des0, alors j ln s � ln s0j � � .

Supposons par exemples � s0, l'autre cas se traitant de même. Puisque� est �nie (et par
Cauchy-Schwarz), nous avons l'inclusionL2(� ) � L1(� ). Par Cauchy-Schwarz encore,

Z s

s0

j ln t j j f (t)j d� (t) =
Z 1

0
(� [s0 ;s](t) j ln t j) jf (t)j d� (t) � k f kL2 (� )

� Z s

s0

j ln t j2 t dt
� 1

2 ;

qui converge vers0 quand s tend vers s0, car t 7! t j ln t j2 est continue sur[0; 1]. De même,Rs
s0

jf j d� tend vers 0 quand s tend vers s0. Puisque

jT f (s) � T f (s0)j � �
Z 1

0
jf j d� + j ln s0j

Z s

s0

jf j d� +
Z s

s0

j ln t j j f (t)j d� (t) ;

en faisant tendre � vers 0, ceci montre queT f est continue ens0, donc sur [0; 1].
Si T f = �f où � 6= 0 , alors f = 1

� T f est continue, doncT f est C1 comme combinaison
d'intégrales de fonctions continues, doncf est C1, et en itérant, f est C1 .

(3) Nous savons qu'un opérateur auto-adjoint compact d'un espace de Hilbert séparable
est diagonalisable en base hilbertienne. OrL2([0; 1]; � ) est séparable (les polynômes à
coe�cients rationnels sont denses). Soient� 2 C et f 2 L2([0; 1]; � ) tels queT f = �f .
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Si � = 0 , alors par le théorème de dérivation de Lebesgue appliqué aux fonctions
g : t 7! t f (t) et t 7! t ln t f (t) qui sont dansL2([0; 1]), donc dansL1([0; 1]), nous avons

1
s

Z s

0
f (t)d� (t)dt = 0 :

Donc l'application V g, où V est l'opérateur de Voltera, est presque partout nulle. Comme
l'opérateur de Voltera est injectif, nous en déduisons queg, donc f , est presque partout
nulle : 0 n'est pas valeur propre deT (autrement dit, T est injective).

Si � 6= 0 , alors f estC1 par (2), donc en dérivant, nous avonsT f 0(s) = 1
s

Rs
0 f (t) d� (t)+

ln s f (s) s � ln s f (s) s et s T f 0(s) =
Rs

0 f (t) t dt . En dérivant encore,s T f 00(s) + T f 0(s) =
s f (s), d'où

s � f 00(s) + �f 0(s) � s f (s) = 0 :

Cette égalité est une équation di�érentielle linéaire du second ordre, dont l'espace vectoriel
des solutions est de dimension2. Comme T f (1) = 0 , nous avons de plusf (1) = 0 . Soient

f 1 et f 2 deux solutions linéairement indépendantes. Leur wronskien w =
�
�
�

f 1 f 0
1

f 2 f 0
2

�
�
� véri�e

l'équation di�érentielle

w0 =
�
�
�

f 1 f 00
1

f 2 f 00
2

�
�
� =

�
�
�

f 1
sf 1 � �f 0

1
�s

f 2
sf 2 � �f 0

2
�s

�
�
� = �

1
s

w :

Dons w(s) = w1
s où w1 6= 0 , et en particulier f 1 et f 2 ne peuvent pas s'annuler simultané-

ment en 1. Donc l'espace vectoriel des solutions du système linéaires �f 00(s) + �f 0(s) �
s f (s) = 0 et f (1) = 0 est de dimension au plus1, donc égale à1 si non nulle. La multipli-
cité d'une valeur propre deT est donc1, et comme0 n'est pas valeur propre, le résultat
en découle.

Correction de l'exercice E.32 . (1) L'application cn : f 7! cn (f ) de H dans C est
linéaire par linéarité de l'intégrale et continue (par exemple parce que c'est une coor-
donnée hilbertienne dans la base hilbertienne(en )n2 Z de H , ou parce quejcn (f )j2 �P

n2 Z jcn (f )j2 = kf k2
2 par Parseval, ou parce quej

R2�
0 f (t) e� int dtj � k 1k2 kf k2 =p

2� kf k2 par Cauchy-Schwarz). DoncE est un sous-espace vectoriel fermé comme in-
tersection d'hyperplans fermés, noyaux de formes linéaires continues.

(2) La multiplication d'une fonction g 2 L2 par une fonction � 2 L1 est L2, avec
k� g k2 � k � k1 kgk2. Donc l'opérateur u� est bien dé�ni, clairement linéaire. Puisque
idH � � E est la projection orthogonale sur l'orthogonal deE, les opérateursidH � � E et
� E sont de norme au plus1. Donc

ku� (f )k2 � k � � E (f )k2 � k � k1 k� E (f )k2 � k � k1 kf k2 :

D'où ku� k � k � k1 , et l'opérateur linéaire u� est continu.

(3) a) Puisque H est le sous-espace vectoriel formé des éléments deH dont les coor-
données d'indice strictement négatif dans la base hilbertienne(en )n2 Z sont nuls, le vecteur
en appartient à H si n � 0, et est orthogonal àH si n < 0. Donc � E (en ) = en si n � 0
et � E (en ) = 0 sinon. Par continuité de � E , nous avons donc, six =

P
n2 Z anen 2 H ,

� E
� X

n2 Z

anen
�

=
X

n2 N

anen :
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b) Par a), si � =
P N

n= � N bnen où N 2 N, pour tout x =
P

n2 Z anen 2 H , nous avons

�� E (x) =
� NX

n= � N

bnen
�� X

n2 N

anen
�

=
+ 1X

n= � N

cnen

pour des élémentscn 2 C. Par a), nous avons(idH � � E )
� P

n2 Z xnen
�

=
P

n2 Z� N xnen .
Donc

u� (x) = (id H � � E )( �� E (x)) = (id H � � E )
� + 1X

n= � N

cnen
�

=
� 1X

n= � N

cn en :

Donc l'image deu� , contenue dans le sous-espace vectoriel engendré par(en )� N � n< 0, est
de dimension �nie.

c) Par le théorème de Stone-Weiertrass, l'algèbre des polynômes trigonométriques, qui
est séparante, est dense pour la topologie uniforme dans l'espace des fonctions continues
� sur [0; 2� ] véri�ant � (0) = � (2� ). Soit donc (� i ) i 2 N une suite de polynômes trigonomé-
triques qui converge uniformément (donc dansL1 ([0; 2� ])) vers � . L'application  7! u 

entre les espaces de BanachL1 ([0; 2� ]) et L (H ) est clairement linéaire et continue, de
norme au plus 1, par la question (2). Donc ku� i � u� k � k � i � � k1 tend vers 0 quand
i ! + 1 . Donc u� , limite des opérateurs de rang �ni u� i , est compact.

Correction de l'exercice E.33 . (1) Soit � 2 R. Notons m = min kxk=1 hu(x); xi :
l'opérateur u est positif si et seulement sim � 0, donc si et seulement si

max
kxk=1

h(� id � u)(x); xi = � � m � � :

Or nous avons vu en cours que puisque� id � u est auto-adjoint (� est réel),

k� id � uk = max
�

max
kxk=1

h(� id � u)(x); xi ; � min
kxk=1

h(� id � u)(x); xi
	

:

Notons quemaxkxk=1 h(u � � id)( x); xi = max kxk=1 hu(x); xi � � � k uk � � est inférieur à

� dès que� � kuk
2 . Le résultat en découle.

(2) Pour tous m � n, nous avons, par les propriétés de la norme d'opérateur,

kvm � vnk �
mX

k= n

ku2k+1 k
(2k + 1)!

�
mX

k= n

kuk2k+1

(2k + 1)!
:

La série
P tn

n! étant convergente pour tout t � 0, son reste tend vers0. Par conséquent,
la suite (vn )n2 N est de Cauchy, donc converge dans l'espace de Banach (en particulier
complet) L (H ).

L'application sin est continue sur C, et par continuité du calcul fonctionnel continu,
nous avonsv = sin u. Par le théorème spectral,Sp(v) = sin

�
Sp(u)

�
. Comme u est auto-

adjoint, son spectre est réel. DoncSp(u) est contenu dans l'ensemble des zéros réels desin,
qui est � Z.

Correction de l'exercice E.34 . (1) a) Pour tout x dans H , nous noterons(xn )n2 N

les coordonnées hilbertiennes dex dans la base hilbertienne(en )n2 N. Par linéarité et
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continuité, si un tel opérateur u = ua existe, alors pour tout x dans H , nous avons
u(x) = u(

P
n2 N xnen ) =

P
n2 N anx2n e2n+1 +

P
n2 N anx2n+1 e2n , ce qui montre l'unicité.

Notons E le sous-espace vectoriel dense deH de base vectorielle(en )n2 N. Notons
u : E ! H l'unique application linéaire prenant pour valeurs sur leséléments de cette
base celles données par l'énoncé. Pour toutx =

P 2N
n=0 xnen 2 E, nous avons, puisque la

base est orthonormée,

ku(x)k2 =
NX

n=0

jaj2n jx2n j2 +
N � 1X

n=0

jaj2n jx2n+1 j2 �
2NX

n=0

jxn j2 = kxk2 :

Donc u est continu, de norme au plus1. Par le théorème de prolongement (l'espace de
départ E est dense dansH et l'espace d'arrivéeH est complet), l'application linéaire
continue u se prolonge donc en une application linéaire continue deH dansH , de norme
au plus 1.

b) Comme ku(e0)k = ke1k = 1 , nous avonskuk = 1 . Pour tous n; p 2 N, nous avons

hu(e2n ); epi = han e2n+1 ; epi =
�

0 si p 6= 2n + 1
an si p = 2n + 1

;

hu(e2n+1 ); epi = han e2n ; epi =
�

0 si p 6= 2n
an si p = 2n

Comme les coordonnées hilbertiennes deu� (ep) sont les hu� (ep); en i = hu(en ); epi pour
n 2 N, nous avons doncu� (e2n ) = a ne2n+1 et u� (e2n+1 ) = a ne2n . Donc (ua)� = ua.

L'opérateur linéaire continu u est auto-adjoint si et seulement siu = u� , donc si et
seulement siu(en ) = u� (en ) pour tout n 2 N, donc si et seulement sian = an pour tout
n 2 N, c'est-à-dire si et seulement sia est réel.

(2) Supposons quejaj < 1. Pour tout N 2 N � f 0g, soit uN : H ! H l'opérateur
linéaire qui coïncide avecu sur l'espace vectorielEN engendré par(en )0� n� N � 1, et qui est
nul sur son orthogonal. Il est continu, de rang �ni. De plus, pour tout x 2 H , nous avons
par le théorème de Parseval

k(u � uN )(x)k2 = k
+ 1X

n= N

u(xnen )k2 =
+ 1X

n= N

jaj2n jxn j2 � j aj2N kxk2 :

Donc ku� uN k � j ajN , qui tend vers0 quand N tend vers+ 1 . Donc u, limite d'opérateurs
de rang �ni donc compacts, est encore compact.

Supposonsjaj = 1 . La suite (e2n )n2 N est une suite bornée deH . La suite de ses images
par u est la suite (ane2n+1 )n2 N. Par compacité du cercle, toute sous-suite(ank )k2 N admet
une sous-suite qui converge vers un élément non nul. Donc si

�
u(e2n )

�
n2 N admet une sous-

suite convergente, alors(e2n+1 )n2 N aussi. Or il a été vu en cours que ce n'était pas le cas.
Donc u n'est pas compact.

(3) Posonsf 2n = 1p
2
(e2n + e2n+1 ) et f 2n+1 = 1p

2
(e2n � e2n+1 ). Alors on véri�e facilement

que(f n )n2 N est une base hilbertienne deH , et queu(f 2n ) = an f 2n et u(f 2n+1 ) = � an f 2n+1

pour tout n 2 N. Dans cette base hilbertienne, l'opérateuru est donc un opérateur dia-
gonal. Nous avons vu dans un exercice de cours queSp(u) est l'adhérence des coe�cients
diagonaux, c'est-à-dire def� an : n 2 Ng. Si jaj < 1, nous avons donc

Sp(u) = f 0g [ f� an : n 2 Ng :
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Supposons maintenant quejaj = 1 . Si a n'est pas une racine de l'unité, alorsSp(u) = S1.
En�n, si a est une racine de l'unité, alorsSp(u) = f� an : n 2 Ng.

Correction de l'exercice E.35 . (1) a) Pour tout x dans H , nous noterons(xn )n2 Z les
coordonnées hilbertiennes dex dans la base hilbertienne(en )n2 Z .

Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors pour tout x dansH , nous
avons

u(x) = u
� X

n2 Z

xnen

�
=

X

n2 Z

xnu(en ) =
X

n2 Z

x2naj2nje2n+1 +
X

n2 Z

x2n+1 bj2n+1 je2n+2 ;

ce qui montre l'unicité.
Pour tout x 2 H , considérons la suite(yn )n2 Z où y2n = x2n� 1bj2n� 1j et y2n+1 =

x2naj2nj . Puisque jaj; jbj � 1, la somme des carrés des modules de ses termes est
X

n2 Z

jaj2j2nj jx2n j2 +
X

n2 Z

jbj2j2n� 1j jx2n� 1j2 �
X

n2 Z

jx2n j2 +
X

n2 Z

jx2n� 1j2 = kxk2 ;

en utilisant le théorème de Parseval pour la dernière égalité, et elle est donc �nie. Par
la partie réciproque du théorème de Parseval, il existe doncun élément deH , que nous
notons u(x), dont la suite des coordonnées hilbertiennes dans la base hilbertienne (en )n2 Z

est (yn )n2 Z . Par conséquent, l'application u : x 7! u(x) est bien dé�nie, et clairement
linéaire, et est de norme au plus1 (donc est continue). De plus,u(e2n ) = aj2nj e2n+1 et
u(e2n+1 ) = bj2n+1 j e2n+2 pour tout n 2 Z, donc u est l'opérateur cherché.

b) Nous avons vu quekuk � 1 et puisqueku(e0)k = 1 , nous avonskuk = 1 . Pour tous
les n; p 2 Z, nous avons

hu� (ep); e2n i = hep; u(e2n )i = a j2njhep; e2n+1 i =
�

a j2nj si p = 2n + 1
0 sinon :

De même,

hu� (ep); e2n+1 i = hep; u(e2n+1 )i = b
j2n+1 j

hep; e2n+2 i =

(
b

j2n+1 j
si p = 2n + 2

0 sinon :

Comme les coordonnées hilbertiennes deu� (ep) sont leshu� (ep); en i pour n 2 Z, l'opérateur
u� est donc l'unique opérateur linéaire continu tel queu� (e2n+1 ) = a j2nje2n et u� (e2n+2 ) =

b
j2n+1 j

e2n+1 pour tout n 2 Z. Commeu(e0) = e1 6= b e� 1 = u� (e0), l'opérateur u n'est pas
auto-adjoint.

(2) Si u est compact, la suite
�
u(e2n )

�
n2 N, formée d'images paru de vecteurs unitaires,

doit avoir une sous-suite convergente. Or, pour tous lesn 6= m 2 N, nous avonsku(e2n ) �
u(e2m0)k =

p
2 > 0, car aj2nje2n+1 et aj2mje2m+1 sont orthogonaux et unitaires, donc�

ku(e2n )k
�

n2 N n'admet pas de sous-suite convergente. D'oùjaj < 1. En procédant de
même en prenant les indices impairs, nous avonsjbj < 1.

Réciproquement, supposons quejaj < 1 et jbj < 1. Soit c = max fj aj; jbjg < 1, de sorte
que ku(en )k � cjnj pour tout n 2 Z. Pour tout N 2 N, notons uN l'unique opérateur
linéaire de H qui est nul sur l'orthogonal du sous-espace vectoriel deH engendré par
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e� N ; : : : ; eN et tel que uN (ei ) = u(ei ) pour i = � N; : : : ; N . Cet opérateur est continu et
de rang �ni. De plus, pour tout x 2 H ,

ku(x) � uN (x)k2 =





X

jnj>N

xnu(en )



 2 �

X

jnj>N

jxn j2ku(en )k2 �
X

jnj>N

jxn j2 c2jnj

� c2N kxk2 :

Donc ku � uN k � cN tend vers 0 quand N tend vers + 1 . L'opérateur u, limite des
opérateurs de rang �ni uN , est donc compact.

(3) Montrons que
Sp(u) = f 0g :

Puisque jaj; jbj < 1, l'opérateur u est compact par ce qui précède, et puisqueH est de
dimension in�nie, nous avonsSp(u) = f 0g[ Vp(u). Il su�t donc de montrer que u n'admet
pas de valeur propre non nulle. Par l'absurde, six 2 H est un vecteur propre non nul deu
pour la valeur propre � 2 C � f 0g, alors au moins l'une des coordonnées hilbertiennes dex
est non nulle, disons par exemplex2n0 . Si les vecteursu(x) et �x sont égaux, alors ils ont les
mêmes coordonnées hilbertiennes, et donc pour toutn 2 Z, nous avons�x 2n+1 = aj2njx2n

et �x 2n = bj2n� 1jx2n� 1, d'où � 2x2n = aj2n� 2jbj2n� 1jx2n� 2, et pour tout k 2 N,

x2n0 � 2k =
� 2k

aj2n0 � 2kjbj2n0 � 2k+1 j : : : aj2n0 � 2jbj2n0 � 1j
x2n0 :

Comme le dénominateur tend vers0 plus rapidement que n'importe quelle puissance, ceci
montre que jx2n0 � 2k j tend vers + 1 quand k ! + 1 . Ceci contredit la convergence deP

n2 Z jxn j2.

Correction de l'exercice E.36 . Pour tout x 2 H , notons (xn )n2 N la suite des coor-
données hilbertiennes dex dans la base hilbertienne(en )n2 N.

(1) a) Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors pour tout x dans
H , nous avons

u(x) =
X

n2 N

xn u(en ) =
X

n2 N

an+1 x2ne2n +
X

n2 N

(bn+1 x2n + cn+1 x2n+1 )e2n+1 ;

ce qui montre l'unicité.
Montrons l'existence. Pour tout x 2 H , nous avons, par l'inégalité de Parseval,
X

n2 N

jan+1 x2n j2 +
X

n2 N

jbn+1 x2n + cn+1 x2n+1 j2 �
X

n2 N

jx2n j2 + 2
X

n2 N

(jx2n j2 + jx2n+1 j2)

� 3
X

n2 N

jxn j2 = 3 kxk2 :

Donc par la réciproque du théorème de Parseval, l'élément
X

n2 N

an+1 x2ne2n +
X

n2 N

(bn+1 x2n + cn+1 x2n+1 )e2n+1

existe dansH , notons-le u(x). Il est alors immédiat que u : H ! H est linéaire et
continu de norme au plus3, et que u convient.
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b) Pour tous les n; p 2 N, nous avons

hu(e2n ); epi = han+1 e2n + bn+1 e2n+1 ; epi =

8
<

:

0 si p 6= 2n; 2n + 1
an+1 si p = 2n
bn+1 si p = 2n + 1

;

hu(e2n+1 ); epi = hcn+1 e2n+1 ; epi =
�

0 si p 6= 2n + 1
cn+1 si p = 2n + 1

Comme les coordonnées hilbertiennes deu� (ep) sont les hu� (ep); en i = hu(en ); epi pour
n 2 N, nous avons doncu� (e2n ) = a n+1 e2n et u� (e2n+1 ) = bn+1 e2n + cn+1 e2n+1 .

L'opérateur linéaire continu u est auto-adjoint si et seulement siu = u� , donc si et
seulement siu(en ) = u� (en ) pour tout n 2 N, donc si et seulement sian+1 = an+1 ,
bn+1 = bn+1 = 0 et cn+1 = cn+1 pour tout n 2 N, c'est-à-dire si et seulement sia; c sont
réels etb = 0 .

(2) Supposons tout d'abord quejaj; jbj; jcj < 1. Pour tout N 2 N � f 0g, soit uN :
H ! H l'opérateur linéaire qui coïncide avecu sur l'espace vectorielEN engendré par
(en )0� n� 2N � 1, et qui est nul sur son orthogonal. Il est continu, de rang �ni. De plus, pour
tout x 2 H , nous avons par le théorème de Parseval

k(u � uN )(x)k2 = k
+ 1X

n=2 N

u(xnen )k2 =
+ 1X

n= N

jan+1 x2n j2 +
+ 1X

n= N

jbn+1 x2n + cn+1 x2n+1 j2

� 3 maxfj ajN +1 ; jbjN +1 ; jcjN +1 g kxk2 :

Donc ku � unk � 3 maxfj ajN ; jbjN +1 ; jcjN g, qui tend vers 0 quand N tend vers + 1 . Donc
u, limite d'opérateurs de rang �ni donc compacts, est encore compact.

Supposonsjcj = 1 . La suite (e2n+1 )n2 N est une suite bornée deH . La suite de ses
images par u est la suite (cn+1 e2n+1 )n2 N, qui n'a pas de sous-suite convergente car si
p < q, alors ku(e2p+1 ) � u(e2q+1 )k = 2 . Donc u n'est pas compact.

Supposonsjaj = 1 . La suite (e2n )n2 N est une suite bornée deH . La suite de ses images
par u est la suite (an+1 e2n + bn+1 e2n+1 )n2 N, qui n'a pas de sous-suite convergente car si
p < q, alors ku(e2p) � u(e2q)k � k ap+1 e2pk = 1 . Donc u n'est pas compact.

Supposonsjbj = 1 . La suite (e2n )n2 N est une suite bornée deH . La suite de ses images
par u est la suite (an+1 e2n + bn+1 e2n+1 )n2 N, qui n'a pas de sous-suite convergente car si
p < q, alors ku(e2p) � u(e2q)k � k bq+1 e2q+1 k = 1 . Donc u n'est pas compact.

(3) Puisque jaj; jbj; jcj < 1, l'opérateur u est compact par ce qui précède, et puisqueH
est de dimension in�nie, nous avons alorsSp(u) = f 0g [ Vp(u). Montrons que

Vp(u) = f an+1 ; cn+1 : n 2 Ng :

Il est immédiat que e2n+1 est un vecteur propre deu pour la valeur propre cn+1 , pour tout
n 2 N. Si a 6= c, alors on véri�e que le vecteure2n + bn +1

an +1 � cn +1 e2n+1 est un vecteur propre
pour la valeur propre an+1 . Donc

f an+1 ; cn+1 : n 2 Ng � Vp(u) :

Réciproquement, soit� 2 Vp(u). Alors il existe x 2 H � f 0g tel que u(x) = �x . Par la
question (1) a) et par unicité des coordonnées hilbertiennes, nous avons, pour toutn 2 N,

an+1 x2n = � x 2n et bn+1 x2n + cn+1 x2n+1 = � x 2n+1 :
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S'il existe n 2 N tel que x2n 6= 0 , alors � = an+1 2 f an+1 ; cn+1 : n 2 Ng. Sinon,
x2n = 0 pour tout n 2 N et, puisque x 6= 0 , il existe n 2 N tel que x2n+1 6= 0 . Comme
bn+1 x2n + cn+1 x2n+1 = � x 2n+1 , nous avons donc� = cn+1 2 f an+1 ; cn+1 : n 2 Ng. Ceci
montre l'inclusion réciproque

Vp(u) � f an+1 ; cn+1 : n 2 Ng :

Correction de l'exercice E.37 . (1) a) Pour tout x dans H , nous noterons(xn )n2 N les
coordonnées hilbertiennes dex dans la base hilbertienne(en )n2 N. Par linéarité et continuité,
si un tel opérateur u existe, alors pour tout x dans H , nous avons

u(x) = u
� X

n2 N

xnen
�

=
X

n2 N

� 2nx2ne2n +
X

n2 N

(
1

n + 1
x2n + � 2n+1 x2n+1 )e2n+1 ;

ce qui montre l'unicité.
PosonsM = supn2 N j� n j < + 1 . Pour tout x 2 H , considérons la suite(yn )n2 N dans

C où y2n = � 2nx2n et y2n+1 = 1
n+1 x2n + � 2n+1 x2n+1 . La somme des carrés des modules de

ses termes est

X

n2 N

j� 2n j2jx2n j2 + j
1

n + 1
x2n + � 2n+1 x2n+1 j2 �

X

n2 N

(M 2 + 2) jx2n j2 +
X

n2 Z

2M 2jx2n+1 j2

� (2M 2 + 2) kxk2 ;

en utilisant le théorème de Parseval pour la dernière inégalité, et elle est donc �nie. Par
la partie réciproque du théorème de Parseval, il existe doncun élément deH , que nous
notons u(x), dont la suite des coordonnées hilbertiennes dans la base hilbertienne (en )n2 N

est (yn )n2 N. Par conséquent, l'application u : x 7! u(x) est bien dé�nie, et clairement
linéaire, et est de norme au plus

p
2M 2 + 2 (donc est continue). De plus,u(e2n ) = � 2n e2n +

1
n+1 e2n+1 et u(e2n+1 ) = � 2n+1 e2n+1 pour tout n 2 N, donc u est l'opérateur cherché.

(2) Pour tous les n; p 2 N, nous avons

hu� (ep); e2n i = hep; u(e2n )i = � 2n hep; e2n i +
1

n + 1
hep; e2n+1 i =

8
<

:

� 2n si p = 2n
1

n+1 si p = 2n + 1
0 si p 6= 2n; 2n + 1 :

De même,

hu� (ep); e2n+1 i = � 2n+1 hep; e2n+1 i =
�

� 2n+1 si p = 2n + 1
0 sinon :

Comme les coordonnées hilbertiennes deu� (ep) sont leshu� (ep); en i pour n 2 N, l'opérateur
u� est donc l'unique opérateur linéaire continu tel queu� (e2n ) = � 2n e2n et u� (e2n+1 ) =

1
n+1 e2n + � 2n+1 e2n+1 pour tout n 2 N. Comme u(e0) = � 0e0 + e1 6= � 0 e0 = u� (e0),
l'opérateur u n'est pas auto-adjoint.

(3) Supposons que la suite(� n )n2 N converge vers0. Pour tout N 2 N � f 0g, posons
uN : x 7!

P 2N � 1
n=0 xnu(en ). Alors uN 2 L (H ) est un opérateur linéaire continu de rang

�ni (car les coordonnées hilbertiennes sont continues et par sommation �nie). Pour tout
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� > 0, soit N 2 N � f 0g assez grand pour que 1
N +1 � � et j� n j � � pour tout n � N . Alors

pour tous lesx 2 H , nous avons

kuN (x) � u(x)k2 =







+ 1X

n= N

� 2n x2ne2n + (
1

n + 1
x2n + � 2n+1 x2n+1 )e2n+1








2

�
+ 1X

n= N

(j� 2n j2 +
2

(n + 1) 2 )jx2n j2 + 2 j� 2n+1 j2jx2n+1 j2

� (2� 2 +
2

(N + 1) 2 ) kxk2 ;

donc kuN � uk � 4� 2. Par conséquent, l'opérateuru, comme limite pour la norme d'opé-
rateurs d'une suite d'opérateurs linéaires continus de rang �ni, est compact.

Réciproquement, si la suite bornée(� n )n2 N ne converge pas vers0, il existe une sous-
suite (� nk )k2 N qui converge vers� 6= 0 dans C. Quitte à extraire, nous pouvons supposer
que lesnk pour k 2 N sont tous pairs ou tous impairs. Supposons par exemple qu'ils sont
tous pairs, l'autre cas se traitant de manière similaire. Lasuite (enk )k2 N est bornée dans
H , mais la suite de ses images paru, qui est (� nk enk + 1

n k
2 +1

enk +1 )k2 N n'a pas de sous-

suite convergente, car elle converge faiblement vers0 mais sa norme converge versj� j 6= 0 .
Donc u n'est pas compact.

(4) Montrons que
Vp(u) = f � n : n 2 Ng :

Soit n 2 N. Il est immédiat que � 2n+1 est une valeur propre deu, dont un vecteur
propre est e2n+1 .

Si � 2n 6= � 2n+1 , considérons le vecteurx 2 H dont les coordonnées hilbertiennes sont
xk = 0 si k < 2n ou k � 2n + 2 , et x2n = 1 , x2n+1 = 1

(n+1)( � 2n � � 2n +1 ) . Alors

u(x) = � 2n x2ne2n + (
1

n + 1
x2n + � 2n+1 x2n+1 )e2n+1 = � 2nx2ne2n + � 2nx2n+1 e2n+1

= � 2n x :

Comme x est non nul, ceci montre que� 2n est une valeur propre deu, dont un vecteur
propre est x. D'où f � n : n 2 Ng � Vp(u).

Montrons l'inclusion inverse. Soit � 2 Vp(u). Il existe donc x 2 H un vecteur non nul
tel que u(x) = �x . Alors, par unicité des coordonnées hilbertiennes, pour tout n 2 N, nous
avons

� 2nx2n = �x 2n et
1

n + 1
x2n + � 2n+1 x2n+1 = �x 2n+1 :

S'il existe n0 2 N tel que x2n0 6= 0 , alors � = � 2n0 et donc � 2 f � n : n 2 Ng.
Sinon, x2n = 0 pour tout n 2 N et donc � 2n+1 x2n+1 = �x 2n+1 pour tout n 2 N. Comme

x est non nul, il existe n0 2 N tel que x2n0+1 6= 0 , et donc � = � 2n0+1 2 f � n : n 2 Ng, ce
qui montre le résultat.

Montrons que
Sp(u) = Vp(u) = f � n : n 2 Ng :

Puisque Sp(u) contient Vp(u) et est fermé, nous avonsVp(u) � Sp(u). Réciproquement,
soit � =2 Vp(u). En particulier, � =2 Vp(u) et donc u � � id est injective. Montrons que
u � � id est surjective, ce qui montre que� =2 Sp(u) et conclut.
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Pour tout y 2 H , montrons qu'il existe x 2 H tel que u(x) � �x = y, ce qui donne
le résultat cherché. PuisqueVp(u) est fermé, la distance de� à Vp(u) est strictement
positive. En particulier, il existe � > 0 tel que j� n � � j � � pour tout n 2 N. Par unicité des
coordonnées hilbertiennes, l'égalitéu(x) � �x = y est équivalente ày2n = � 2nx2n � �x 2n

et y2n+1 = 1
n+1 x2n + � 2n+1 x2n+1 � �x 2n+1 pour tout n 2 N, donc à

x2n =
1

� 2n � �
y2n et x2n+1 =

1
� 2n+1 � �

�
y2n+1 �

1
(n + 1)( � 2n � � )

y2n
�

pour tout n 2 N.
Dé�nissons xn 2 C pour tout n 2 N par les formules ci-dessus. Nous avons

X

n2 N

jxn j2 �
X

n2 N

1
� 2 jy2n j2 + 2

1
� 2 jy2n+1 j2 + 2

1
(n + 1) 2� 4 jy2n j2 �

3
minf � 2; � 4g

kyk2 ;

qui est �ni. Donc par la réciproque du théorème de Parseval,x =
P

n2 N xnen existe dans
H et véri�e u(x) � �x = y, ce qui montre le résultat.

(5) PuisqueK est un compact non vide deC qui est séparable, il existe une suite(� n )n2 N

dense dansK . Notons S l'ensemble non dénombrable des suites dansC qui convergent vers
0. Pour tout c = ( cn )n2 N 2 S, notons uc 2 L (H ) un opérateur linéaire continu tel que,
pour tout n 2 N,

uc(e2n ) = � 2n e2n + cn e2n+1 et uc(e2n+1 ) = � 2n+1 e2n+1 :

Par la même démonstration que ci-dessus,uc existe et est unique, et son spectre est
f � n : n 2 Ng = K . Notons queuc 6= uc0 si c 6= c0 2 S, ce qui montre le résultat.

Correction de l'exercice E.38 . 1) CommeE est fermé,E est un espace de Banach pour
la restriction de la norme, et une application linéaire continue de E dans E est inversible
si et seulement si elle est bijective, par le théorème de Banach.

Si ujE � � idE n'est pas injective, soit x un vecteur propre non nul deujE associé à
la valeur propre � . Alors u(x) � �x = 0 et u � � id n'est pas injectif. Si ujE � � idE n'est
pas surjective, et siE 0 est son image, alorsE 0 est un sous-espace vectoriel propre deE.
L'image de u � � id, qui préserve l'orthogonal deE car u est auto-adjoint, est contenue
dans E 0� E ? 6= H , donc u � � id n'est pas surjective.

2) a) Si Fi est in�ni, il existe une suite dansFi d'éléments deux à deux distincts. Puisque
Fi est un fermé du compactSp(u), quitte à extraire, cette suite s'accumule vers un élément
de Sp(u), non nul car à distance au moins� i > 0 de 0, ce qui contredit l'hypothèse.

Puisqueu est auto-adjoint, son spectre est réel, doncf i , dont les valeurs sont contenues
dans f 0g [ Sp(u), est à valeurs réelles.

L'application f i est clairement continue sur les ouvertsf x 2 Sp(u) : jxj > � i g (où elle
vaut l'identité) et f x 2 Sp(u) : jxj < � i g (où elle est nulle) deSp(u). Comme Sp(u) ne
contient pas d'élément de valeur absolue� i , ces deux ouverts deSp(u) recouvrent Sp(u),
et, par localité de la continuité, l'application f i est continue partout.

b) Par les propriétés du calcul fonctionnel continu, puisque f i est continue et à valeurs
réelles sur le spectre deu, l'opérateur f i (u) est auto-adjoint. Puisque l'application f i � id
est continue surSp(u), nous avons

Sp(f i (u) � u) = ( f i � id)(Sp(u)) � [� � i ; + � i ] ;
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car f i � id est nulle en dehors de cet intervalle (en fait, nous avons même Sp(f i (u) � u) =
Sp(u) \ [� � i ; + � i ]).

c) Puisque f i (u) � u est auto-adjoint, sa norme est égale à son rayon spectral, donc

kf i (u) � uk = � (f i (u) � u) � � i ;

par ce qui précède. Comme� i tend vers0, ceci montre le résultat. [Une autre manière de
dire est que puisque le calcul fonctionnel continu est isométrique, nous avonskf i (u) � uk =
kf i � id k1 � � i qui tend vers 0 quand i tend vers + 1 .]

3) Soit � une valeur spectrale isolée deu. Notons g : Sp(u) ! C l'application valant
1 sur � et 0 ailleurs. Puisque� est isolé,g est continue et l'application (id � � )g est nulle
sur Sp(u). Puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme d'algèbres, nous avons
donc (u � � id) � g(u) = 0 . Puisque g n'est pas l'application nulle sur Sp(u), l'opérateur
g(u) n'est pas nul par les propriétés du calcul fonctionnel continu. Donc son image est non
nulle, contenue dansker(u � � id) , donc � est une valeur propre deu.

4) a) Tout d'abord, puisque u est auto-adjoint, les E � pour � 2 Sp(u) � f 0g sont deux
à deux orthogonaux, invariants paru et l'espace métrique séparableSp(u) � f 0g, dont tout
point est isolé, est dénombrable. Donc la somme hilbertienne F =

L
� 2 Sp(u)�f 0gE � est

bien dé�nie, et invariante par u, par continuité de u. Puisqueu est auto-adjoint, u préserve
l'orthogonal E0 de F .

Soient v = ujE0 , qui est auto-adjoint, et � un élément non nul deSp(v). Alors par la
question 1), � est une valeur spectrale deu, donc est isolée dansSp(u), donc est isolée
dans Sp(v). Donc � est une valeur propre dev par la question 3) appliquée àv. Ceci n'est
pas possible car tout vecteur propre dev pour la valeur propre � est aussi un vecteur
propre de u pour cette valeur propre, donc est nul puisqu'il appartient à E0 � E ?

� . Donc
le spectre de l'opérateur auto-adjointv est nul, et donc v est nul. Donc son spectre est
vide si E0 = f 0g ou égal àf 0g sinon. En outre, E0 est contenu dans le noyau deu, donc
égal à ce noyau carF \ ker u = f 0g. Puisque H = F ? � F car F est fermé, nous avons
H = ker( u) �

L
� 2 Sp(u)�f 0gE � .

b) Tout élément x de H s'écrit donc x = x0 +
P

� 2 Sp(u)�f 0g x � où x0 2 E0 et x � 2
E � . Nous avonsf i (u) jE �

= f i (� ) idE � pour tout � 2 C, par par les propriétés du calcul
fonctionnel continu. Donc par continuité, f i (u)(x) = f i (0)x0 +

P
� 2 Sp(u)�f 0g f i (� )x � , qui

appartient à
L

� 2 F i
E � car f i (� ) = 0 si j� j < � i . Donc l'image def i (u) est contenue dans

(et en fait égale à)
L

� 2 F i
E � . [Autre méthode : par les propriétés du calcul fonctionnel

continu, nous avonsf i (u) jE �
= f i (� ) idE � et f i (� ) = 0 si � =2 Fi . Donc � �=2 F i E � � ker f i (u).

D'où, puisque f i (u) est auto-adjoint,

Im f i (u) =
�

ker f i (u)
� ? �

�
� �=2 F i

E �
� ? = � � 2 F i E � : ]

5) C'est un théorème du cours que toute valeur spectrale non nulle d'un opérateur
compact est une valeur propre isolée de multiplicité �nie.

Réciproquement, supposons que toute valeur spectrale non nulle de u est une valeur
propre isolée de multiplicité �nie. Alors par 4) b), f i (u) est un opérateur linéaire continu
d'image de rang �ni, donc un opérateur compact. Par la question 2) c), l'opérateur u, limite
d'opérateurs compacts, est encore compact.
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Correction de l'exercice E.39 . (1) Pour tout x = ( xn )n2 Z 2 `2(Z), nous avons

kH0(x)k2
2 =

X

n2 Z

jxn� 1 + xn+1 j2=4 �
X

n2 Z

�
jxn� 1j2 + jxn+1 j2

�
=2

�
� X

k2 Z

jxk j2 +
X

k2 Z

jxk j2
�
=2 = kxk2

2 :

Donc H0 est bien dé�ni, clairement linéaire, et continu (de norme auplus 1). De plus,

hH0(x); yi 2 =
X

n2 Z

xn� 1 + xn+1

2
yn =

1
2

� X

n2 Z

xn� 1 yn +
X

n2 Z

xn+1 yn

�

=
1
2

� X

k2 Z

xk yk+1 +
X

k2 Z

xk yk� 1

�
=

X

k2 Z

xk
yk� 1 + yk+1

2
= hx; H 0(y)i 2 ;

pour tous x; y 2 `2(Z), donc H0 est auto-adjoint.

(2) Remarquons queu est clairement continu, auto-adjoint car cosest à valeurs réelles,
de norme au plus1 car j cosj est à valeurs dans[0; 1]. Donc son spectre est contenu dans
[� 1; 1]. Soient � > 0, t0 2 ]0; 1[ et � 0 = cos(2�t 0). Par continuité, pour tout � > 0,
il existe N 2 N � f 0g tel que pour tout t 2 [0; 1] tel que jt � t0j � 1

2N , nous ayons
[t0 � 1

2N ; t0 + 1
2N ] � [0; 1] et j cos(2�t ) � � 0j � � . Si n � N , alors

k(u � � 0 id) f nk2
2 =

Z t0+ 1
2n

t0 � 1
2n

n j cos(2�t ) � � 0j2 dt � � 2 :

Donc limn! + 1 (u � cos(2�t 0) id) f n = 0 . Or kf nk2 = 1 . Donc par le critère de Weyl, et par
surjectivité de cos : ]0; 2� [ ! [� 1; 1[, tout élément de [� 1; 1[ appartient au spectre deu,
qui est fermé. Celui-ci est donc égal à[� 1; 1].

(3) Pour tous t 2 [0; 1] et x = ( xn )n2 Z 2 `2(Z), nous avons

	 � H0(x)( t) =
X

n2 Z

xn� 1 + xn+1

2
e2i�nt =

1
2

� X

n2 Z

xn� 1 e2i�nt +
X

n2 Z

xn+1 e2i�nt
�

=
1
2

� X

k2 Z

xk e2i� (k+1) t +
X

k2 Z

xk e2i� (k� 1)t
�

= cos(2�t ) 	( x) = u � 	( x)( t) :

Donc 	 � H0 � 	 � 1 = u, et pour tout � 2 C, nous avons	 � (H0 � � id) � 	 � 1 = u � � id. En
particulier H0 et u ont le même spectre et les mêmes valeurs propres. Si� est une valeur
propre de u, alors cos(2�t ) = � sur l'ensemble de mesure non nulle de[0; 1] sur lequel un
vecteur propre associé �xé ne s'annule pas, ce qui est impossible (l'application cos prend
exactement deux fois chaque valeur sur[0; 2� [ ). Le résultat en découle, par la question (2).

Correction de l'exercice E.40 . (1) a) Pour tout x dans H , nous noterons(xn )n2 N les
coordonnées hilbertiennes dex dans la base hilbertienne(en )n2 N.

Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors pour tout x dansH , nous
avons

u(x) = u
� X

n2 N

xnen
�

=
X

n2 N

xnu(en ) =
X

n2 N

xn (cn en + bn+1 en+1 )

= c0x0e0 +
+ 1X

n=1

(cn xn + bnxn� 1)en ;
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ce qui montre l'unicité.
Considérons la série à termes deux à deux orthogonauxc0x0e0+

P + 1
n=1 (cn xn+ bnxn� 1)en .

La somme des carrés des normes de ses termes est

jc0x0j2 +
+ 1X

n=1

jcnxn + bnxn� 1j2 � j x0j2 +
+ 1X

n=1

2(jxn j2 + jxn� 1j2) � 4
+ 1X

n=0

jx i j2 = 4 jjxjj2

qui est �nie. Donc cette série converge par le théorème de Parseval. Par conséquent, l'ap-
plication u : x 7! c0x0e0 +

P + 1
n=1 (cn xn + bnxn� 1)en est bien dé�nie, et clairement linéaire,

et est de norme au plus4 (donc est continue). De plus,u(en ) = cnen + bn+1 en+1 , donc u
est l'opérateur cherché.

b) Pour tous n; p 2 N, nous avons

hu(en ); epi = hcn en + bn+1 en+1 ; epi =

8
<

:

0 si p 6= n; n + 1
cn si p = n
bn+1 si p = n + 1

Comme les coordonnées hilbertiennes deu� (ep) sont les hu� (ep); en i = hu(en ); epi pour
n 2 N, nous avons doncu� (ep) = cpep + bpep� 1 si p 6= 0 et u� (e0) = c0e0. Puisqu'un
opérateur linéaire continu est déterminé par les valeurs qu'il prend sur les éléments d'une
base hilbertienne, ceci détermine uniquementu� .

L'opérateur linéaire continu u est auto-adjoint si et seulement siu = u� , donc si et
seulement siu(en ) = u� (en ) pour tout n 2 N, donc si et seulement sic0e0 + be1 = c0e0 et
cnen + bn+1 en+1 = cnen + bnen� 1 pour tout n 2 N � f 0g. Si c = c et b = 0 , alors toutes ces
conditions sont satisfaites. Réciproquement, si ces équations sont satisfaites, en prenant
n = 1 et en utilisant le fait qu'une base hilbertienne est une famille libre, ceci implique que
c = c et b = 0 . Le résultat en découle.

(2) Si u est compact, la suite
�
u(en )

�
n2 N d'images paru de vecteurs unitaires doit avoir

une sous-suite convergente. Or elle converge faiblement vers 0, car son produit scalaire avec
tout élément �xé de la base hilbertienne(en )n2 N tend vers 0. Donc si elle admet une sous-
suite convergente, la limite de cette sous-suite ne peut être que0. Or si jcj = 1 ou si b = 1 ,
alorsku(en )k =

p
jcj2n + b2(n+1) n'admet pas de sous-suite convergente vers0. Donc jcj < 1

et b < 1.
Réciproquement, supposons quejcj < 1 et b < 1. Soit a = max fj cj; bg < 1, de sorte

que ku(en )k = kcnen + bn+1 en+1 k �
p

2an pour tout n 2 N. Pour tout N 2 N, notons
uN l'unique opérateur nul sur l'orthogonal du sous-espace vectoriel de H engendré par
e0; : : : ; eN et tel que uN (ei ) = u(ei ) pour i = 0 ; : : : ; N . Cet opérateur est de rang �ni. De
plus, pour tout x 2 H ,

ku(x) � uN (x)k2 =





+ 1X

n= N +1

xnu(en )



 2 �

+ 1X

n= N +1

jxn j2ku(en )k2 �
+ 1X

n= N +1

jxn j2 2a2n

� 2a2N jjxjj2 :

Donc ku � uN k �
p

2aN tend vers 0 quand N tend vers + 1 . L'opérateur u, limite des
opérateurs de rang �ni uN , est donc compact.

(3) Nous e�ectuerons le calcul des valeurs propres deu sauf si jcj = 1 et b 6= 0 , et nous
en déduirons le spectre deu si (jcj; b) 2 [0; 1[ 2.
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Supposons queb = 0 . Alors u est un opérateur diagonal dans la base hilbertienne
choisie. Sic = 0 , alors u = 0 , et 0 est la seule valeur propre deu, de multiplicité in�nie,
et la seule valeur spectrale. Sic 6= 0 et si c n'est pas une racine de l'unité, alorscn 6= cm

si n 6= m, donc les valeurs propres sont lescn pour n 2 N, de multiplicités égales à1. Si
jcj < 1, alors commeu est compact etH est de dimension in�nie, nous avons

Sp(u) = f 0g [ Vp(u) = f 0g [ f cn : n 2 Ng :

Si jcj = 1 , alors u est de norme au plus1, et u� 1 est l'opérateur obtenu en remplaçantc
par c, qui est aussi de norme1. Par les propriétés du rayon spectral, les spectres deu et
de u� 1 sont donc contenus dans le disque unité fermé deC. Comme Sp(u� 1) = 1 =Sp(u),
le spectre deu est donc contenu dans le cercle unité. OrVp(u), qui est contenu dans le
Sp(u), est dense dans le cercle, carc = e2�i� avec � irrationnel. Comme Sp(u) est fermé,
nous déduisons que

Sp(u) = f z 2 C : jzj = 1g :

En�n, si c est une racine de l'unité, sin est le plus petit entier strictement positif tel
que cn = 1 , alors u a exactementn valeurs propres (les racinesn-èmes de l'identité) de
multiplicités in�nies. Pour k = 0 ; : : : ; n � 1, notons H k la somme hilbertienne desCek+ in

pour i 2 N. Alors H est la somme directe orthogonale (�nie) desH k pour k = 0 ; : : : ; n � 1,
et u est un multiple de l'identité sur chaque H k . Donc

Sp(u) = Vp( u) = f ck : 0 � k � n � 1g :

Supposons queb 6= 0 et jcj < 1. Calculons tout d'abord les valeurs propres deu. Soit
x =

P
n2 N xnen un vecteur propre (non nul) deu associé à la valeur propre� 2 C. Alors

u(x) = �x , c'est-à-dire

c0x0e0 +
+ 1X

n=1

(cn xn + bnxn� 1)en =
X

n2 N

�x nen :

Par unicité des coordonnées hilbertiennes, ceci équivaut àc0x0 = �x 0 et cnxn + bnxn� 1 =
�x n pour tout n � 1. Soit n0 2 N tel que xn0 6= 0 et x i = 0 pour i = 0 ; : : : ; n0 � 1 (qui
existe parce quex est non nul). Alors

cn0 xn0 = �x n0 et 8 n � n0 + 1 ; cn xn + bnxn� 1 = �x n : (36)

Si c = 0 , alors la première équation montre que� = 0 car xn0 6= 0 , et en prenant
n = n0 + 1 , nous avonsbnxn0 = 0 , ce qui est impossible (carb et nn0 sont non nuls). Donc

Vp(u) = ; si c = 0 et b 6= 0 :

Si c 6= 0 , alors cn0 � cn 6= 0 pour tout n � n0 + 1 . Les équations (36) sont donc
équivalentes à� = cn0 et xn = bn

cn 0 � cn xn� 1 pour tout n � n0 + 1 . Si b = 1 et n0 > 0,
alors commecn tend vers 0 quand n tend vers + 1 et 1

cn 0 > 1, nous avons bn

cn 0 � cn � 1
pour n assez grand, donc la série

P
jxn j2 diverge, ce qui est impossible carx 2 H . Si

b = 1 et n0 = 0 , alors xn = 1
1� cn xn� 1 pour tout n � 1. Donc xn =

Q n
k=1

1
1� ck x0 converge

vers un nombre complexe non nul, car quandk tend vers + 1 , ck tend vers 0, donc le
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nombre complexelog(1 � ck ) est bien dé�ni pour k � n1, et équivalent à � ck , donc, par
un argument de série géométrique convergente,

+ 1Y

k= n1

1
1 � ck = exp �

� + 1X

k= n1

log(1 � ck )
�

6= 0 :

Donc la série
P

jxn j2 diverge encore, ce qui est impossible. Par conséquent,

Vp(u) = ; si 0 < jcj < 1 et b = 1 :

Si b < 1, notons que j1 � cn� n0 j � 1 � j cjn� n0 � 1 � j cj > 0 pour n � n0 + 1 . Posons
y = 0 ; : : : ; yn0 � 1 = 0 , yn0 = 1 et par récurrenceyn = bn

cn 0 � cn yn� 1 pour tout n � n0 +1 . Soit

N 2 N assez grand pour quek = bN

jcjn 0 (1�j cj) < 1. Alors jyn j � k jyn� 1j pour tout n � N .

La série
P

jyn j2, majorée (à part ses premiers termes) par une série géométrique de raison
strictement inférieure à 1, converge donc. Le vecteur de coordonnées hilbertiennes(yn )n2 N

(qui existe par le théorème de Parseval) est donc un vecteur propre deu associé à la valeur
propre cn0 , et tout autre vecteur est, par l'analyse faite ci-dessus, colinéaire à celui-ci. Par
conséquent

Vp(u) = f cn : n 2 Ng si 0 < jcj < 1 et 0 < b < 1 ;

avec multiplicités égales à1. De plus, commeu est compact si(jcj; b) 2 [0; 1[2, et puisque
H est de dimension in�nie, nous avons

Sp = f 0g [ Vp(u) = f 0g [ f cn : n 2 Ng si 0 < jcj < 1 et 0 < b < 1 :

Correction de l'exercice E.41 . (1) Tout d'abord, si m 2 L 1 (X ) et f 2 H , en
posant c = kmkL1 (X;� ) , nous avons

R
x2 X jm(x)f (x)j2 d� (x) � c2kf k2, donc mf 2 H . Par

conséquent, sim 2 L 1 (X ), l'application um : f 7! mf est une application bien dé�nie,
clairement linéaire, de norme au plusc, donc um 2 L (H ). Montrons qu'en fait

kum k = kmkL1 (X;� ;C) :

Pour tout � > 0, soit A = f x 2 X : jm(x)j � c � � g, qui est une partie mesurable de
X , de mesure �nie strictement positive. Si f est la fonction caractéristique deA, alors
kf k2 = � (A) et

kum f k2 =
� Z

A
jm(x)j2 d� (x)

� 1
2 � (c � � ) � (A) = ( c � � ) kf k2 :

Donc kum k � c � � , et ceci pour tout � > 0, ce qui montre le résultat.
L'application m 7! um de L 1 (X ) dans L (H ) est donc bien dé�nie, et clairement

linéaire. De plusumm 0 = um � um0 et pour tous lesf et g dans H , nous avons

hum (f ); gi =
Z

x2 X
m(x)f (x) g(x) d� (x) =

Z

x2 X
f (x) m(x)g(x) d� (x) = hf; u m (g)i

= hu�
m (f ); gi :

Donc u�
m = um , et m 7! um est un morphisme d'algèbres involutives.
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(2) Si � 2 C n'appartient pas à l'image essentielle dem, alors il existe � > 0 et Y une
partie mesurable deX de � -mesure nulle tels quejm(x) � � j > � pour tout x 2 X � Y .
Soit m0 : x 7! 1

m(x)� � si x 2 X � Y , et x 7! 0 sinon, qui est mesurable bornée (par1� ).
Alors

um0 � (um � � id) = um0 � um� � = um0(m� � ) = um� � � um0

est l'opérateur identité de H (car si m1 et m2 coïncident presque partout pour la mesure
� , alors um1 = um2 ). Donc um � � id est inversible, et � =2 Sp(um ).

Réciproquement, si� 2 C appartient à l'image essentielle dem, alors pour tout n 2 N,
soit An = f x 2 X : jm(x) � � j � 1

n g, qui véri�e � (An ) > 0. L'application f n : x 7!
1p

� (A n )
� A n est un élément unitaire deH , et

k(um � � id) f nk2 = k(m � � )f nk2 =
� Z

A n

jm � � j2

� (An )
d�

� 1
2 �

1
n

tend vers 0 quand n tend vers + 1 . Donc um � � id n'est pas inversible, par la partie facile
du critère de Weyl (sinon f n = ( um � � id) � 1(um � � id) f n tendrait vers 0 par continuité de
(um � � id) � 1, ce qui contredirait le fait que f n est de norme1). Par conséquent� 2 Sp(u),
ce qui montre le résultat.

(3) Notons Am l'ensemble des� 2 C tels que �
�
m� 1(f � g)

�
> 0. Si � est une valeur

propre de um , et si f est un vecteur propre non nul deum associé à� , alors m(x)f (x) =
�f (x) presque partout etf n'est pas presque partout nulle. Doncm vaut � sur un ensemble
de mesure non nulle, et� 2 Am .

Réciproquement, si� 2 Am , notons f la fonction caractéristique de l'ensemble mesu-
rable m� 1(f � g) de mesure non nulle. Alorsum f = �f , donc f est un vecteur propre non
nul de um associé à la valeur propre� , et � 2 Vp(um ).

(4) Soit X un compact non vide sans point isolé deC. Notons m : X ! C l'application
x 7! x. Pour toute mesure borélienne positive �nie� sur X , l'image essentielle dem est
exactement le support de� .

Lemme. Pour tout compact non vide sans point isoléX de C, il existe une mesure
borélienne positive �nie de support X , sans atome.
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Démonstration. Quitte à faire une translation et une homothétie, on peut supposer que
X est contenu dans le carré[0; 1[2. Pour tout n 2 N, on construit une mesure de probabilité
� n . Notons � 0 la masse de Dirac unité en0, de sorte que� 0([0; 1[2) = 1 . On subdivise
par dichotomie en quatre carrés[0; 1

2 [ � [0; 1
2 [ ; [0; 1

2 [ � [1
2 ; 1[ ; [1

2 ; 1[� [0; 1
2 [ et [1

2 ; 1[� [1
2 ; 1[

le carré C0 = [0 ; 1[2, et on note p1 2 f 1; 2; 3; 4g le nombre de ces carrés qui contiennent
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un point de X . On met alors une masse de Dirac de masse� 0 (C0 )
p1

en chacun des coins en
bas à gauche de cesp1 carrés. On itère : on subdivise en quatre chacun de cesp1 carrés, et
on met au coin en bas à gauche de chacun de ces quatres carrés contenant un point de X
une masse de Dirac égale à la mesure du carré avant découpage,divisée par le nombre des
carrés découpés contenant un point deX . Voir le dessin ci-dessus, où les carrés hachurés
sont ceux qui ne contiennent pas de point deX .

Par compacité, les mesures de probabilité� n convergent quittent à extraire vers une
mesure de probabilité � , et il n'est pas di�cile de véri�er que cette mesure véri�e le s
propriétés voulues. �

Soient � comme dans le lemme, etH = L2(X; � ; C), qui est un espace de Hilbert
complexe séparable. Alorsum : H ! H est un opérateur continu, sans valeur propre par
(3), de spectre égal au support de� , c'est-à-dire àX . Ceci démontre la première assertion.

Si X est contenu dansR, alors m étant à valeurs réelles, l'opérateurum est auto-adjoint
par la question (1). Réciproquement, siu est un opérateur auto-adjoint, on sait que son
spectre est un compact non vide deC, contenu dansR, et que toute valeur spectrale de
u isolée dansSp(u) est une valeur propre. Donc siu n'a pas de valeur propre, alors son
spectre n'a pas de point isolé.

Correction de l'exercice E.42 . (1) a) Ceci découle du fait que(u � z id) � = u� � z id
et que siv 2 L (H ) est inversible, alorsv� aussi et (v� 1)� = ( v� )� 1.

b) La première a�rmation découle immédiatement du fait que les opérateursu � z id et
u � z0id commutent, car u commute avec tout polynôme enu. Pour la seconde, en utilisant
la première, nous avons

Ru(z) � Ru(z0) = Ru(z) � Ru(z0) �
�
(u � z0id) � (u � z id)

�
= ( z � z0) Ru(z) � Ru(z0) :

(2) a) Si � 2 Sp0
ess(u), soit (xn )n2 N une suite de Weyl pour(u; � ). Si v = u � � id est

inversible, alors xn = v(u(xn ) � �x n ) converge versv(0) = 0 , ce qui contredit le fait que
kxnk = 1 pour tout n 2 N. Donc � 2 Sp(u).

b) Un opérateur auto-adjoint compact est de spectre dénombrable, et comme le spectre
d'un opérateur continu est fermé, le résultat en découle parpassage au complémentaire.

(3) a) Si (xn )n2 N converge faiblement versx, alors la suite(xn )n2 N est bornée, donc son
image par l'opérateur compactu admet une sous-suite convergente. Soity 2 H une valeur
d'adhérence de la suite(u(xn ))n2 N. Puisque u est linéaire continu, la suite (u(xn ))n2 N

converge faiblement versu(x), et toute sous-suite aussi. Par unicité des limites faibles,
nous avons doncy = u(x). Puisque la seule valeur d'adhérence de(u(xn ))n2 N est u(x), ceci
montre le résultat.

b) Soit (xn )n2 N une suite de Weyl pour(u; � ). Alors par la question a), puisquew = u� v
est compact, la suite(w(xn ))n2 N converge versw(0) = 0 . Donc v(xn ) � �x n = u(xn ) �
�x n � w(xn ) converge vers0. D'où (xn )n2 N est une suite de Weyl pour(v; � ). Par symétrie,
le résultat en découle.

c) Si � 2 Sp0
ess(u), soit (xn )n2 N une suite de Weyl pour (u; � ). Alors u(xn ) � �x n

converge vers0. Donc par continuité de Ru(z),

Ru(z)(u(xn ) � �x n ) = Ru(z)(u(xn ) � zxn + ( z � � )xn ) = xn � (z � � )Ru(z)xn
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converge vers0. Commez � � 6= 0 par la question (2) a), ceci implique queRu(z)xn � (z �
� )� 1xn converge vers0. Donc (xn )n2 N est une suite de Weyl pour(Ru(z); (z � � )� 1). La
réciproque se montre de même.

d) Par les questions précédentes, nous avons� 2 Sp0
ess(v) si et seulement si 1

� � z 2
Sp0

ess(Rv(z)) si et seulement si 1
� � z 2 Sp0

ess(Ru(z)) si et seulement si� 2 Sp0
ess(u).

(4) Puisque u est auto-adjoint, Spess(u) est l'ensemble des� 2 C tels qu'il existe une
suite (xn )n2 N dans H telle que kxn k = 1 pour tout n 2 N, la suite

�
ku(xn ) � �x nk

�
n2 N

converge vers0 et la suite (xn )n2 N n'admet pas de sous-suite convergente. Puisque(xn )n2 N

est bornée, quitte à extraire, nous pouvons supposer que(xn )n2 N converge faiblement vers
x 2 H et que (kxn � xk)n2 N converge versc 2 [0; + 1 [ . Puisque (xn )n2 N n'admet pas de
sous-suite convergente, nous avonsc 6= 0 .

Posonsyn = xn � x
kxn � xk , qui converge faiblement vers0 car c 6= 0 . Alors kynk = 1 pour

tout n 2 N, et puisqueu � � id est continue, la suite(u(xn ) � �x n )n2 N converge faiblement
vers u(x) � �x et converge fortement vers0. Donc u(x) = �x par unicité de la limite faible.
Puisque c 6= 0 , nous avons aussi queku(yn ) � �y nk = ku(xn )� �x n k

kxn � xk converge vers0.

(5) a) Soit z 2 � (u) (qui existe car Sp(u) est borné). Puisque précomposer par un
opérateur continu préserve la compacité des opérateurs continus, si v est compact, alors
v � Ru(z) est compact, doncv est u-compact.

Soient z; z0 2 � (u) tels que v � Ru(z) est compact. Alors par la question (1) b), nous
avons

v � Ru(z0) = v � Ru(z) � (z � z0) v � Ru(z) � Ru(z0) :

Donc v � Ru(z0) est compact, car l'ensemble des opérateurs compacts est un idéal bilatère
de l'algèbreL (H ).

b) Pour tout z 2 � (u + v) \ � (u), par exemple siz 2 C est de module assez grand, nous
avons

Ru+ v(z) � Ru(z) = Ru+ v(z) �
�

id � (u + v � z id) � (u � z id) � 1�
= � Ru+ v(z) � v � Ru(z) :

Donc si v est u-compact, alorsRu+ v(z) � Ru(z) est compact, car l'ensemble des opérateurs
compacts est un idéal bilatère de l'algèbreL (H ). Le résultat découle alors des questions
(3) et (4).

Correction de l'exercice E.43 . I Pour tout x dansH , nous noterons(xn = hx; en i )n2 N

les coordonnées hilbertiennes dex dans la base hilbertienne(en )n2 N.

1) Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors pour tout x dans H ,
nous avonsu(x) = u(

P
n2 N xnen ) =

P
n2 N � nxn f n , ce qui montre l'unicité.

Soit C = supn2 N j� n j, qui est �ni par hypothèse. Notons E le sous-espace vectoriel
dense deH de base vectorielle(en )n2 N. Notons u : E ! H l'unique application linéaire
prenant pour valeurs sur les éléments de cette base celles données par l'énoncé. Pour tout
x =

P N
n=0 xnen 2 E, nous avons, puisque la famille(f n )0� n� N est orthonormée, et puisqueP

n2 N jxn j2 = kxk2 par la formule de Parseval

ku(x)k2 =
NX

n=0

j� n xn j2 � C
NX

n=0

jxn j2 � Ckxk2 :
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Donc u est continu, de norme au plusC. Par le théorème de prolongement (l'espace de
départ E est dense dansH et l'espace d'arrivéeH est complet), l'application linéaire
continue u se prolonge donc en une application linéaire continue deH dansH , de norme
au plus C.

[On pouvait aussi dire qu'il existe une unique application linéaire continuew envoyant
en sur f n (qui est isométrique) et que siv est l'unique élément deL (H ) tel que v(en ) =
� nen pour tout n 2 N (comme vu en exercice), alorsu = w � v convient.]

2) Soit (j� nk j)k2 N une sous-suite convergente versC. Comme lim k! + 1 ku(enk )k = C,
nous avonskuk � C, donc kuk = C par ce qui précède. Notonsv 2 L (H ) l'unique
élément deH tel que v(f k ) = � k ek pour tout k 2 N, qui existe par 1). Pour tous les
n; k 2 N, nous avons

hen ; v(f k )i = � nhen ; ek i = � nhf n ; f k i = hu(en ); f k i = hen ; u� (f k )i :

Donc pour tout k 2 N, les vecteursv(f k ) et u� (f k), qui ont les mêmes coordonnées hil-
bertiennes dans la base hilbertienne(en )n2 N, sont égaux. Puisque(f k)k2 N est une base
hilbertienne, ceci implique queu� = v.

3) Montrons que u est compact si et seulement si la suite(� n )n2 N converge vers0.
Si (� n )n2 N ne converge pas vers0, alors par compacité, il existe une sous-suite(� nk )k2 N

qui converge vers� 6= 0 . Donc l'image par u de la suite bornée(enk )k2 N n'admet pas de
sous-suite convergente, d'oùu n'est pas compact.

Si (� n )n2 N converge vers0, alors pour tout N 2 N, notons uN : x 7!
P

0� n� N � nxn f n ,
qui est un opérateur de rang �ni. Pour tout � > 0, soit N0 2 N tel j� n j � � si n � N0. Pour
tout x 2 H unitaire, pour tout N � N0, par la formule de Parseval, nous avons

kuN (x) � u(x)k2 =
X

n>N

j� n xn j2 � � 2
X

n>N

jxn j2 � � 2kxk2 = � 2 :

Donc kuN � uk � � , et u est un opérateur compact, comme limite d'opérateurs de rang
�ni.

II (1) Puisque hu(x); f k i est la k-ème coordonnée hilbertienne deu(x) dans la base hil-
bertienne (f k)k2 N, la première égalité n'est rien d'autre que la formule de Parseval pour
u(x). Donc, en utilisant le fait que les séries sont à termes positifs pour permuter les deux
signes sommes,

X

n2 N

ku(en )k2 =
X

n2 N

X

k2 N

jhu(en ); f k ij 2 =
X

n2 N

X

k2 N

jhen ; u� (f k )ij 2

=
X

k2 N

X

n2 N

jhu� (f k); en ij 2 =
X

k2 N

ku� (f k )k2 :

(2) La question (1) montre que la dé�nition d'un opérateur de Hilbert-Schmidt est
indépendant des choix de bases hilbertiennes. Le fait queHS(H ) soit un sous-espace
vectoriel de L (H ) découle de la formulek�x + �y k2 � 2j� j2kxk2 + 2 j� j2kyk2 pour tous
les x; y dans H et �; � dans C. Le fait que HS(H ) soit stable par l'adjoint découle de la
question (1). Le fait que HS(H ) soit stable par composition à gauche découle du fait que
kv � u(en )k2 � k vk2ku(en )k2. La stabilité par composition à droite découle de la stabilité
par l'adjoint et de la stabilité par composition à gauche, car u � w = ( w� � u� )� .
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(3) Soit u un opérateur de Hilbert-Schmidt. Pour tout N 2 N, posonsuN : x 7!P N
n=0 xnu(en ). Alors uN 2 L (H ) est un opérateur linéaire continu de rang �ni (car les

coordonnées hilbertiennes sont continues et par sommation�nie). Pour tout � > 0, soit
N 2 N assez grand pour que

P + 1
n= N +1 ku(en )k2 � � , qui existe par la convergence de la

série
P

n2 N ku(en )k2. Alors pour tous lesx 2 H , nous avons

kuN (x) � u(x)k2 =







+ 1X

n= N +1

xnu(en )







2
�

� + 1X

n= N +1

jxn j ku(en )k
� 2

�
+ 1X

n= N +1

jxn j2
+ 1X

n= N +1

ku(en )k2 � � kxk2 ;

donckuN � uk � � . Par conséquent, l'opérateuru, comme limite pour la norme d'opérateurs
d'une suite d'opérateurs linéaires continus de rang �ni, est compact.

III 1) L'opérateur u� u est auto-adjoint positif, donc son spectre est contenu dans[0; + 1 [ .
L'application f : x 7!

p
x est dé�nie, continue et positive sur Sp(u). Par le calcul fonc-

tionnel continu, l'opérateur juj = f (u� u) est donc bien dé�ni et positif. Puisque le calcul
fonctionnel continu est un morphisme d'algèbres, et puisque f 2 = id Sp(u) , nous avons
juj2 = u� u.

2) L'opérateur juj est auto-adjoint, car positif. Remarquons que, pour toutx 2 H ,

k juj(x)k2 = hjuj(x); juj(x)i = hx; juj2(x)i = hx; u � u(x)i = hu(x); u(x)i = ku(x)k2 :

Cette formule implique que siu� u(x) = 0 , alors u(x) = juj(x) = 0 , et que u(x) = 0 si et
seulement sijuj(x) = 0 . Donc Ker juj = Ker u contient Ker(u� � u). Réciproquement, si
u(x) = 0 , alors u� u(x) = 0 , ce qui montre le résultat.

3) Comme juj est positif, donc auto-adjoint, et par la question précédente, nous avons
Ker u = Ker juj = Ker juj� . Par les propriétés de l'adjoint, pour tout v 2 L (H ), nous
avons (Ker v� )? =

�
(Im v)?

� ? = Im v. En prenant v = juj, le résultat en découle.

4) Si y 2 Im juj, posonsv(y) = u(y0) où juj(y0) = y. La valeur de v(y) ne dépend pas
du choix de y0, car si juj(y00) = y, alors y00� y0 2 Ker juj = Ker u par la question 2), donc
u(y00) = u(y0). Par la question 2) aussi, nous avonskv(y)k = ku(y0)k = kjuj(y0)k = kyk.
Donc l'application v : Im juj ! H est isométrique, et clairement linéaire. PuisqueH est
complet et par le théorème du prolongement, elle s'étend donc en une application linéaire
isométrique v : Im juj ! H .

Pour tout x 2 H , puisque Ker u est fermé, nous pouvons écrivonsx = y + z où
z 2 Ker u et y 2 (Ker u)? = Im juj par la question 3). Posons alorsv(x) = v(y). Par
construction, nous avonsu(x) = v � j uj(x) pour tout x 2 H , et puisquev est isométrique
sur (Ker u)? , son noyau est égal au noyau deu. Le résultat en découle.

5) Soit x 2 (Ker v� )? . Puisque kv� k = kvk � 1 (et même kvk = 1 si v n'est pas
l'opérateur nul), nous avonskv� (x) � k xk. Notons que Im v est fermé, car complet dans
H complet, car v est une isométrie linéaire du sous-espace fermé donc complet (Ker v)?

dans Im v. Donc (Ker v� )? =
�
(Im v)?

� ? = Im v. Notons x0 un élément deH tel que
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x = v(x0). Nous pouvons supposer quex0 2 (Ker v)? , de sorte quekx0k = kv(x0)k. Alors

kv� (x)k = sup
kyk=1

hv� (x); yi = sup
kyk=1

hx; v(y)i = sup
kyk=1

hv(x0); v(y)i � h v(x0); v(
x0

kx0k
)i

=
kv(x0)k2

kv(x0)k
= kv(x0)k = kxk :

Donc v� est une isométrie partielle.
Pour tout z 2 H , nous avonsv� v(z) 2 Im v� = (Ker v)? et, puisqueIm v = (Ker v� )? ,

hv� v(z); z � v� v(z)i = hv� v(z); zi � k v� v(z)k2 = kv(z)k2 � k v� v(z)k2

= kv(z)k2 � k v(z)k2 = 0 :

Donc v� v est la projection orthogonale sur(Ker v)? .

IV (1) Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, puisquex est unitaire, puisque juvj est auto-
adjoint car positif, puisque juvj2 = ( uv)� (uv) = v� u� uv, puisquev(x) = �x , nous avons

hjuvj(x); xi � k j uvj(x)k kxk = hjuvj(x); juvj(x)i
1
2 = hjuvj2(x); xi

1
2 = hv� u� uv(x); xi

1
2

= hu� uv(x); v(x)i
1
2 =

�
� � hu� u(x); xi

� 1
2 = j� jhv� v(x); xi

1
2 :

(2) a) Puisque u est positif, son spectre est contenu dans[0; + 1 [ . L'application f :
t 7! t � est dé�nie, continue et positive sur Sp(u). Par le théorème du calcul fonctionnel
continu, l'opérateur u� 2 L (H ) est donc bien dé�ni, et positif donc auto-adjoint. Par
le théorème de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints positifs compacts, puisqueH
est séparable de dimension in�nie, il existe une base hilbertienne (en )n2 N de H et une
suite de réels positifs ou nuls(� n )n2 N telles queu(en ) = � nen . Par les propriétés du calcul
fonctionnel continu, en est un vecteur propre deen pour la valeur propre f (� n) = � �

n , et
donc u� est diagonalisable dans la base hilbertienne(en )n2 N, de valeurs propres les� �

n
pour n 2 N. Par la question I, puisqueu est compact, les� n tendent vers 0, donc les� �

n
tendent vers 0 (car � > 0), donc de nouveau par la question I, l'opérateuru� est compact.
Par un théorème du cours, son spectre est

f 0g [ Vp(u� ) = f 0g [ f � �
n : n 2 Ng :

b) En écrivant x =
P

n2 N xnen dans la base hilbertienne précédente, par la convexité
de la fonction t 7! t

�
2 car � � 2 et puisque

P
n2 N jxn j2 = 1 , nous avons

hu2(x); xi
�
2 =

� X

n2 N

� n
2 jxn j2

� �
2

�
X

n2 N

� n
� jxn j2 = hu� (x); xi :

(3) a) Si u = vjuj est la décomposition polaire deu, alors u = vjuj
1
2 juj

1
2 , et juj

1
2 est

auto-adjoint. Donc par deux inégalités de Cauchy-Schwarz (une pour le produit scalaire de
H , l'autre pour le produit scalaire de `2(N) ), nous avons

X

n2 N

jhu(en ); en ij =
X

n2 N

jhjuj
1
2 (en ); juj

1
2 v� (en )ij �

X

n2 N

k juj
1
2 (en )k k juj

1
2 v� (en )k

�
� X

n2 N

k juj
1
2 (en )k2

� 1
2
� X

n2 N

k juj
1
2 v� (en )k2

� 1
2 :
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Le premier terme du produit ci-dessus est �ni, carjuj
1
2 est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Par la question II 2), l'opérateur juj
1
2 v� est aussi de Hilbert-Schmidt, donc le second produit

est aussi �ni.
La série dé�nissant Tr( u) est donc absolument convergente, et par conséquent conver-

gente.
b) Par la question II 2), l'opérateur t1w1 + t2w2 est de Hilbert-Schmidt, donc la sommeP

n2 N k(t1w1 + t2w2)(en )k2 converge. L'égalité cherchée découle alors de la sesquilinéarité
du produit scalaire et de la dé�nition des adjoints. Le terme de gauche de l'égalité est
indépendant de la base hilbertienne(en )n2 N, par la question II 1). Le terme de droite
l'est donc aussi, et c'est un polynôme ent1; t2; t1; t2. Donc le coe�cient de t1t1 est aussi
indépendant de(en )n2 N. En appliquant ceci avecw1 = juj

1
2 et w2 = juj

1
2 v� où u = vjuj est

la décomposition polaire deu, le résultat en découle.
c) Par le théorème de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints positifs compacts,

puisque H est séparable de dimension in�nie, il existe une base hilbertienne (en )n2 N de
H et une suite de réels positifs ou nuls(� n )n2 N telles que v(en ) = � nen . Alors par la
question IV (1), par la question IV (2) b) avec � = p, par l'inégalité de Hölder et par la
question IV (2) a), nous avons

X

n2 N

k juvj
1
2 (en )k2 =

X

n2 N

hjuvj
1
2 (en ); juvj

1
2 en i =

X

n2 N

hjuvj(en ); en i

�
X

n2 N

j� n jhu� u(en ); en i
1
2 =

X

n2 N

� n hu2(en ); en i
1
2

�
X

n2 N

� n hup(en ); en i
1
p �

� X

n2 N

� n
q
� 1

q
� X

n2 N

hup(en ); en i
� 1

p

=
� X

n2 N

hvq(en ); en i
� 1

q
� X

n2 N

hup(en ); en i
� 1

p =
�

Tr( up)
� 1

p
�

Tr( vq)
� 1

q :

Le résultat en découle, ces inégalités montrant à la fois quejuvj
1
2 est de Hilbert-Schmidt

et donnant la majoration cherchée de la trace dejuvj.

Correction de l'exercice E.44 . (1) La suite (ek )k2 Z est clairement une base hilbertienne
de H , et pour tout x dans H , nous noterons(xn )n2 Z les coordonnées hilbertiennes dex
dans cette base. Par linéarité et continuité, si un tel opérateur v existe, alors pour tout
x dans H , nous avonsv(x) = v(

P
n2 Z xnen ) =

P
n2 Z xnen+1 , ce qui montre l'unicité.

Réciproquement, pour tout x dansH , la série
P

n2 Z jxn� 1j2, qui est égale à
P

n2 Z jxn j2 =
kxk2 par l'égalité de Parseval, converge. Par la partie réciproque du théorème de Parseval
1.17, la série y =

P
n2 Z xn� 1en converge donc dansH , et nous posonsv(x) = y. Il est

immédiat que v est linéaire, quekvk � 1 (en fait v est isométrique), et quev convient.
(2) Pour tout f 2 H 0, l'application u0(f ) appartient à H 0 car u0(f ) est clairement

mesurable etku0(f )k2 � 2� kf k2, donc u0 est bien dé�ni, clairement linéaire et continu de
norme ku0k � 2� . De plus, u0 est positif (donc auto-adjoint) car pour tout f 2 H 0,

hu0(f ); f i 2 =
Z 2�

0
� jf (� )j2 d� � 0 :

En particulier, son spectre est contenu dans[0; ku0k], donc dans[0; 2� ]. Réciproquement,
montrons qu'il contient ]0; 2� [ : commeSp(u0) est fermé, ceci montre queSp(u0) = [0 ; 2� ].
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Soit � 2 ]0; 2� [ . Pour tout k 2 N assez grand, nous avons[� � 1
2k ; � + 1

2k ] � [0; 2� ], donc

f k , qui est mesurable, véri�e kf kk2
2 =

R� + 1
2k

� � 1
2k

k d� = 1 . De plus,

k u0(f k) � �f k k2
2 =

Z 2�

0
j�f k(� ) � �f k(� )j2 d� =

Z � + 1
2k

� � 1
2k

k j� � � j2 d�

�
Z � + 1

2k

� � 1
2k

k j
1
2k

j2 d� =
1

(2k)2 :

Donc lim k! + 1 u0(f k) � �f k = 0 . Par le critère de Weyl, � appartient à Sp(u0), ce que
nous voulions démontrer.

(3) Il est immédiat que v0(f ) est mesurable et véri�ekv0(f )k2 � k f k2, donc v0 est bien
dé�ni, clairement linéaire et continu de norme kv0k � 1. Puisque � 7! ei� =

P
n2 N

(i� )n

n!
est une application continue sur[0; 2� ], puisque u0 est auto-adjoint et par continuité du
calcul fonctionnel continu, nous avons quev0 = eiu 0 . Par le théorème spectral et la question
précédente,

Sp(v0) = f ei� : � 2 Sp(u0)g = f ei� : � 2 [0; 2� ]g = S1 :

Par dé�nition des coe�cients de Fourier, nous avons

cn (v0(f )) =
1

p
2�

Z 2�

0
v0(f )( � ) e� in� d� =

1
p

2�

Z 2�

0
f (� ) e� i (n� 1)� d� = cn� 1(f ) :

Soit ' : H 0 ! H l'application f 7! (cn (f ))n2 Z, qui par les propriétés de la transformation
de Fourier (dont l'égalité de Parseval), est un isomorphisme d'espaces de Hilbert. Par ce
qui précéde, nous avons

v = ' � v0 � ' � 1 :

(4) Soit x 2 H tel que v(x) = �x . Par l'unicité des coordonnées dans une base
hilbertienne, nous avonsxn = �x n� 1 pour tout n 2 Z. Comme par la formule de Parseval,
la série

P
n2 Z jxn j2 = jx0j2

P
n2 Z j� jn converge, ceci montre quex = 0 . Donc

Vp(v) = ; :

Puisque deux opérateurs linéaires continus conjugués ont le même spectre, nous avons
Sp(v) = Sp( v0) = S1. (Nous retrouvons aussi queVp(v) = Vp( v0) = ; car si � 2 C et
si f : [0; 2� ] ! C est une fonction mesurable telle que�f (� ) = �f (� ) pour presque tout
� 2 [0; 2� ], alors f est presque partout non nulle.)

En�n soit � 2 Sp(v) = S1, montrons que l'imageE de v � � id est dense, ce qui montre
que le spectre résiduel deu est vide. Pour cela, il su�t de montrer que l'orthogonal E ? de
E dans H est réduit à f 0g, par le critère de densité d'un sous-espace vectoriel. Soitdonc
y 2 E ? . Pour tout n 2 Z, nous avons

0 = hy; (v � � id)( en )i = hy; en+1 � �e n i = yn+1 � �y n :

En particulier, comme j� j = 1 , nous avonsjyn+1 j = jyn j pour tout n 2 Z. Par convergence
de la série

P
n2 Z jyn j2 (par la formule de Parseval), nous avons doncy = 0 , ce qu'il fallait

démontrer.

(5) Par la dé�nition de v et comme dans la question (1), nous avons immédiatement
que v� 1 est l'unique opérateur linéaire continu deH tel que v� 1(en ) = en� 1. Donc w =

185



� v � v� 1+2 id , et en particulier w : H ! H est un opérateur linéaire continu. Nous avons
v� 1 = v� car pour tous lesm; n 2 Z, nous avonshv� (en ); em i = hen ; v(em )i = hen ; em+1 i
donc v� (en ) = en� 1 pour tout n 2 Z. [Une autre méthode est d'utiliser le calcul fonctionnel
continu, car ei� = 1

ei� , u0 est auto-adjoint, v0 = eiu 0 , v = ' � v0 � ' � 1 et ' � 1 = ' � par la
transformation de Fourier inverse.] Doncw = � v � v� +2 id est auto-adjoint. L'application
f : z 7! � z � z� 1 + 2 est continue et positive sur le cercleS1 = Sp(v), et par les propriétés
du calcul fonctionnel continu, nous avons

w = f (v) = f (' � v0 � ' � 1) = ' � f (v0) � ' � 1 = ' � f (eiu 0 ) � ' � 1 ;

et w est positif car f est positive. Par l'invariance du spectre par conjugaison et par le
théorème spectral, nous avons donc

Sp(w) = Sp( f (eiu 0 )) = f� ei� � e� i� + 2 : � 2 Sp(u0)g

= f 2 � 2 cos� : � 2 [0; 2� ]g = [0 ; 4] :

Correction de l'exercice E.45 . a) Pour tout � 2 R, la valeur de lim t ! 0; t6=0
f t (� )� 1

t est

la dérivée det 7! eit� =
P

n2 N
(it� )n

n! en t = 0 , c'est-à-dire i� , et la propriété de convergence
uniforme découle des propriétés des séries entières.

b) Soit t 2 R. Notons encoref t la restriction de f t au spectre deu, qui est continue.
Notons ut = f t (u) 2 L (H ) l'opérateur linéaire continu obtenu en appliquant le calcul
fonctionnel continu (ce qui est possible caru est auto-adjoint).

Puisquef t ne s'annule pas surSp(u), et par les propriétés du calcul fonctionnel continu,
l'opérateur ut est inversible, d'inverseu� 1

t = 1
f t

(u). Puisque 1
f t

= f t et comme le calcul

fonctionnel continu préserve les adjoints,u� 1
t = f t (u) = ( f t (u)) � = ut

� , doncut est unitaire.
Puisque f t+ s = f t f s et puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme d'algèbres,
nous avonsf t+ s(u) = f t (u) � f s(u), c'est-à-dire ut+ s = ut � us pour tous les t; s 2 R.
L'application t 7! f t est continue deR dans C(Sp(u)) muni de la norme uniforme, par les
propriétés des séries entières. Puisque le calcul fonctionnel continu est continu deC(Sp(u))
dans L (H ), l'application t 7! f t (u) = ut est continue. Puisque le calcul fonctionnel
continu est continu, puisque qu'il est un morphisme d'algèbres qui envoie l'application
� 7! � sur u et l'application constante 1 sur id, et par a) en appliquant la compacité de
Sp(u), nous avons

lim
t ! 0; t6=0

ut � id
t

= lim
t ! 0; t6=0

f t � 1
t

(u) = i id(u) = iu :

c) Soit t 2 R. Par le théorème spectral, le spectre deut = f t (u) est l'ensemble des
images parf t des éléments du spectre deu :

Sp(ut ) = f eit� : � 2 Sp(u)g :

Correction de l'exercice E.46 . Il est bien connu que, quandn ! + 1 , les fonctions po-
lynomialesf n : C ! C dé�nies par t 7! (1+ i

n t)n convergent uniformément sur les compacts
de C vers la fonction continue f : t 7! eit . Par la continuité du calcul fonctionnel continu
(puisque l'opérateur u est auto-adjoint), la suite

�
f n(u) = (1 + i u

n )n
�

n2 N converge donc
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dans L (H ) vers un opérateurv = f (u). Comme f ne s'annule pas surSp(u), l'opérateur
v est inversible et par les propriétés du calcul fonctionnel continu, nous avons

v� 1 =
1
f

(u) = f (u) = ( f (u)) � = v� :

Si v est compact, alorsv� v� 1 l'est aussi (par invariance de la compacité par précomposition
par un opérateur continu), et donc id est un opérateur compact, ce qui contredit le fait
que H est de dimension in�nie (par le théorème de Riesz).

Par le théorème spectral, le spectre dev est l'ensemble des images parf des éléments
du spectre deu :

Sp(v) = f ei� : � 2 Sp(u)g :

Si v = id , alors Sp(v) = f 1g car H 6= f 0g, donc par la formule précédente,ei� = 1 pour
tout � 2 Sp(u), donc Sp(u) � 2� Z. Réciproquement, siSp(u) � 2� Z, alors f jSp(u) est
la fonction constante 1, et donc puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme
d'algèbres unitaires, nous avonsv = id .

Correction de l'exercice E.47 . (1) La suite de polynômesPn : z 7!
P n

k=0
(� 1)n

(2k+1)! z2k+1

converge uniformément sur les compacts deC (et en particulier sur Sp(u)) vers la fonction
z 7! sinz continue sur C (et en particulier sur Sp(u)). Par la continuité du calcul fonc-
tionnel continu, la suite d'opérateurs Pn (u) converge dansL (H ) vers un élémentv. Par
le théorème spectral,Sp(v) = sin

�
Sp(u)

�
. Comme u est autoadjoint, son spectre est réel.

Donc si v = 0 , alors Sp(v) = f 0g et Sp(u) est contenu dans l'ensemble des zéros réels de
sin, qui est � Z.

(2) Puisque u est compact de rang in�ni, il existe une suite(� n )n2 N dans C � f 0g (la
suite des valeurs propres non nulles deu, qui doit être in�nie, sinon par la �nitude de
la multiplicité des valeurs propres non nulles deu, l'opérateur u serait de rang �ni) qui
converge vers0 et telle que Sp(u) = f 0g [ f � n : n 2 Ng. Puisque u est positif, nous
avons � n > 0. Puisqueu est de norme au plus1, nous avons� n � 1. Puisque l'application
t 7! et + eit est continue sur[0; 1], et par le théorème spectral, nous avons

Sp(exp(u) + exp( iu )) = f et + eit : t 2 Sp(u)g = f 2g [ f e� n + cos � n + i sin � n : n 2 Ng ;

ce qui montre le résultat.

(3) Soit � 2 R. Notons m = min kxk=1 hu(x); xi : l'opérateur u est positif si et seulement
si m � 0, donc si et seulement si

max
kxk=1

h(� id � u)(x); xi = � � m � � :

Or nous avons vu en cours que puisque� id � u est auto-adjoint (� est réel),

k� id � uk = max
�

max
kxk=1

h(� id � u)(x); xi ; � min
kxk=1

h(� id � u)(x); xi
	

:

Notons quemaxkxk=1 h(u � � id)( x); xi = max kxk=1 hu(x); xi � � � k uk � � est inférieur à

� dès que� � kuk
2 . Le résultat en découle.
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Correction de l'exercice E.48 . Puisque u est positif et H un espace de Hilbert com-
plexe, l'opérateur u est auto-adjoint, ainsi queu + id , et le théorème du calcul fonctionnel
continu s'applique à u et à u + id .

(1) Pour tout n 2 N nous avons(u + id) n =
P n

k=0

� n
k

�
uk , pour tout polynôme P

à une indéterminée et à coe�cients complexes. Donc siQ(X ) = P(X + 1) , nous avons
Q(u) = P(u + id) . Par la densité uniforme des fonctions polynomiales dans les fonctions
continues sur le spectre (compact) deu, et par la continuité du calcul fonctionnel continu,
nous avons donc, pour toute fonction continuef : R ! C, si g : x 7! f (x + 1) , alors
g(u) = f (u + id) .

Autre méthode : Si ' u : C(Sp(u)) ! L (H ) est le calcul fonctionnel continu associé
à u, alors l'application de C(Sp(u + id)) = C(Sp(u) + 1) dans L (H ) dé�nie par f 7!
' u(f � (x + 1)) est un morphisme d'algèbres stellaires qui envoie l'identité sur u + id , donc
coïncide avec' u+id . Ceci montre le résultat.

(2) De plus, le spectre deu est positif, et ne contient pas0 puisque u est inversible,
donc est contenu dans le domaine de dé�nition de la fonction� . Posonsv = �( u) l'image
de la fonction � par le calcul fonctionnel continu associé àu. Puisque u commute avec
tout polynôme en u, et de nouveau par l'argument ci-dessus de densité et de continuité, u
commute donc avecv. Notons g : x 7! x �( x) = �( x + 1) par l'équation fonctionnelle bien
connue de la fonction� .

Puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme d'algèbres pour la première
égalité, par le théorème spectral, et par l'équation fonctionnelle pour la dernière égalité,
nous avons

Sp(u � �( u)) = Sp( g(u)) = g(Sp(u)) = f �( x + 1) : x 2 Sp(u)g :

Correction de l'exercice E.49 . (1) Pour tous les k; n 2 Z, nous avons

h� � (en ); ek i = hen ; � (ek )i = hen ; ek+1 i = hen� 1; ek i = h� � 1(en ); ek i :

Puisque (en )n2 Z est une base hilbertienne deH , nous avons donc� � 1 = � � et u = � + � �

2
est auto-adjoint. Comme � est isométrique, nous avonsk� k = k� � 1k = 1 , donc kuk � 1.

Soit � 2 ] � 1; 1[ . Supposons par l'absurde qu'il existex 2 H tel que u(x) � �x =
e0. Notons (xn )n2 Z la suite des coordonnées hilbertiennes dex dans la base hilbertienne
(en )n2 Z. Alors pour tout n 2 Z � f 0g, nous avonsxn+1 + xn� 1 � 2�x n = 0 . Notons
r � = � � i

p
1 � � 2 = e� i� où � = arccos� 2 [0; � ] les deux solutions de l'équation

r 2 � 2�r + 1 = 0 . La relation de récurrencexn+1 + xn� 1 � 2�x n = 0 pour tout n � 1
implique qu'il existe a; b 2 C tels quexn = a r n

+ + b rn
� = a ein� + b e� in� pour tout n � 0,

car � 6= � 1. Comme
P

n2 N jxn j2 converge, nous devons avoirlimn! + 1 jxn j = 0 , ce qui
n'est possible que sia = b = 0 . En procédant de même avec la relation de récurrence
xn+1 + xn� 1 � 2�x n = 0 pour tout n � � 1, nous avons doncx = 0 , ce qui contredit
l'égalité u(x) � �x = e0.

Comme l'opérateuru est auto-adjoint de norme au plus1, son spectre est contenu dans
R \ B C(0; 1) = [ � 1; 1]. Puisqueu � � id n'est pas surjective pour� 2 ] � 1; 1[ , nous avons
donc ] � 1; 1[ � Sp(u). D'où par fermeture

Sp(u) = [ � 1; 1] :
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Par le théorème spectral, le spectre dev = exp( u+2 id)+exp(( u+2 id) � 1) est l'ensemble
des images parf : � 7! e� + e� � 1

des éléments du spectre de l'opérateur auto-adjointu+2 id ,
qui est [� 1; 1] + 2 = [1 ; 3] (et en particulier ne contient pas 0, donc v est bien dé�ni). Un
calcul de dérivé montre quef est croissante entre1 et 3, donc :

Sp(v) = [2 e; e3 + e1=3] :

Correction de l'exercice E.50 . Puisque u est positif et H un espace de Hilbert com-
plexe, l'opérateur u est auto-adjoint, ainsi que id + u. De plus, le spectre deu est positif
et compact, donc le spectre deid + u est contenu dans[1; a] pour un a � 1. L'applica-
tion f n : t 7! n

p
t est continue sur[1; a]. En utilisant le calcul fonctionnel continu, posons

vn = f n(id + u). Puisque (f n )n = id et puisque le calcul fonctionnel continu est un mor-
phisme d'algèbres, nous avons(vn )n = id + u. Puisque f n est réelle et positive, l'opérateur
vn est positif. Puisque f n converge uniformément vers1 sur [1; a] quand n tend vers + 1
et par la continuité du calcul fonctionnel continu (qui envoie la fonction constante 1 sur
l'opérateur identité id), nous avons donclim n! + 1 vn = id .

Correction de l'exercice E.51 . (1) a) Puisque j2zn � zn� 1 � zn+1 j2 � 8jzn j2 +2 jzn� 1j2 +
2jzn+1 j2 et par changement d'indice n 7! n � 1 dans des sommes surn 2 Z, la suite
(2zn � zn� 1 � zn+1 )n2 Z appartient bien à H , donc l'opérateur clairement linéaire � est
bien dé�ni et continu (de norme au plus

p
12).

Pour tout z = ( zn )n2 Z dans H , nous avons

h� z; zi =
X

n2 Z

(2zn � zn� 1 � zn+1 ) zn = 2
X

n2 Z

znzn �
X

n2 Z

zn� 1zn �
X

n2 Z

zn+1 zn

= 2kzk2 � 2 Rehz; S(z)i ;

où S : H ! H est l'opérateur dé�ni par (zn )n2 Z 7! (zn+1 )n2 Z , qui est linéaire, continu,
isométrique. Donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,j Rehz; S(z)ij � k zk kS(z)k = kzk2,
et � est positif (donc auto-adjoint).

b) Soit f 2 L2([0; 2� ]). Nous avons par les propriétés des coe�cients de Fourier

� � F (f ) =
�
2cn (f ) � cn� 1(f ) � cn+1 (f )

�
n2 Z =

�
cn (2f ) � cn (ei� f ) � cn (e� i� f )

�
n2 Z

=
�
cn ((2 � ei� � e� i� )f )

�
n2 Z :

Donc par l'injectivité de la transformation de Fourier, F � 1 � � � F (f ) est l'application
� 7! (2 � 2 cos� )f (� ).

c) Si � =2 f 2 � 2 cos� : � 2 [0; 2� ]g, alors la fonction continue � 7! j 2 � 2 cos� � � j
ne s'annule pas sur[0; 2� ], donc est minorée et majorée par des constantes strictement
positives, et l'opérateur f 7! f � 7! 1

2� 2 cos� � � f (� )g est linéaire et continu, et c'est l'inverse
de F � 1 � � � F � � id, donc � =2 Sp(F � 1 � � � F ).

Réciproquement, si� 2 f 2 � 2 cos� : � 2 [0; 2� ]g, alors l'application constante égale
à 1 n'est pas dans l'image deF � 1 � � � F � � id, car � 7! 1

2� 2 cos� � � n'est pas de carré
intégrable. Donc � 2 Sp(F � 1 � � � F ).

d) Donc Sp(�) = Sp( F � 1 � � � F ) = f 2 � 2 cos� : � 2 [0; 2� ]g = [0 ; 4].
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(2) a) Il est immédiat de véri�er que l'adjoint de S est égal à son inverse, et égal à
l'opérateur (zn )n2 Z 7! (zn� 1)n2 Z . Donc (id � S) � (id � S� ) = 2 id � S � S� 1 = (id � S� ) �
(id � S), et le résultat en découle immédiatement.

b) Notons u cet opérateur. Sa linéarité vient du fait que chacun des deuxfacteurs de
(A(z) + B (w); C(z) + D(w)) est linéaire en(z; w). Nous avons, pour tout (z; w) 2 H 2,

ku(z; w)k2 = kA(z) + B (w)k2 + kC(z) + D(w)k2

� 2
�
kAk2kzk2 + kB k2kwk2 + kCk2kzk2 + kDk2kwk2�

� 4 maxfk Ak2; kB k2; kCk2; kDk2g (kzk2 + kwk2) :

Donc kuk � 2 maxfk Ak; kB k; kCk; kDkg et u est continu.
Pour tous les(z0; w0); (z; w) 2 H 2, nous avons

hu(z0; w0); (z; w)i = h(Az0+ Bw0; Cz0+ Dw0); (z; w)i

= hAz0; zi + hBw0; zi + hCz0; wi + hDw0; wi

= hz0; A � zi + hw0; B � zi + hz0; C � wi + hw0; D � wi

= h(z0; w0); (A � z + C � w; B � z + D � w)i :

Donc
�

A B
C D

� �

=
�

A � C �

B � D �

�
.

c) Il est facile de véri�er que si A; B; C; D; A 0; B 0; C0; D 0 2 L (H ), alors
�

A B
C D

�
�

�
A0 B 0

C0 D 0

�
=

�
A � A0+ B � C0 A � B 0+ B � D 0

C � A0+ D � C0 C � B 0+ D � D 0

�
:

Nous avons, par la question a),

ua
2 =

�
a id id � S

id � S� � a id

� 2

=
�

a2 id +(id � S) � (id � S� ) 0
0 (id � S� ) � (id � S) + a2 id

�

=
�

a2 id +� 0
0 a2 id +�

�
:

Pour tout � 2 C, l'opérateur ua
2 � � idH 2 est donc inversible si et seulement sia2 idH +� �

� idH est inversible, donc si et seulement si� � a2 =2 Sp(�) = [0 ; 4]. Donc Sp(ua
2) =

[a2; a2 + 4] .

d) PuisqueT � T = id , l'opérateur v est inversible, d'inverse égal àv. De plus,T � S� T =
S� . Donc par calcul matriciel

v � ua � v� 1 =
�

� a id � id + T S� T
� id + T ST aid

�
= � ua:

Par la question b), l'opérateur ua est auto-adjoint. Par le théorème spectral, nous avons
Sp(ua)2 = Sp(ua

2) = [ a2; a2 + 4] . Puisque ua est conjugé à� ua, nous avonsSp(ua) =
Sp(v � ua � v� 1) = Sp( � ua) = � Sp(ua) : le spectre deua est stable par passage à l'opposé.
Donc Sp(ua) est l'ensemble des deux racines carrées des éléments deSp(ua

2). Le résultat
en découle.
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Correction de l'exercice E.52 . (1) a) Puisque u est auto-adjoint compact et H est
séparable, l'opérateuru est diagonalisable en base hilbertienne. PuisqueH de dimension
in�nie, il existe donc une base hilbertienne(en )n2 N de H et une suite (� n )n2 N dans C
telles queu(en ) = � nen pour tout n 2 N. Puisque u est injectif, les valeurs propres� n de
u sont non nulles. Elles sont réelles caru est auto-adjoint.

De plus, le spectre deu est de la formef 0g [ f � n : n 2 Ng et la suite (� n )n2 N

converge vers0. Donc l'application f comme dans l'énoncé est continue sur le spectre de
u et l'opérateur f (u) est bien dé�ni par le calcul fonctionnel continu.

Par les propriétés du calcul fonctionnel continu, puisqueen est un vecteur propre de
u de valeur propre � n , le vecteur en est aussi un vecteur propre def (u) de valeur propre
f (� n ). Donc, par l'écriture en base hilbertienne, et par la continuité et linéarité de f ,
nous avons, pour toutx 2 H de suite de coordonnées hilbertiennes(xn )n2 N dans la base
hilbertienne (en )n2 N,

f (u)x = f (u)(
X

n2 N

xn en ) =
X

n2 N

xn f (u)en =
X

n2 N

f (� n ) xn en :

b) Par la dé�nition de � x , par la question précédente et par l'expression du produit
scalaire deH en coordonnées hilbertiennes, nous avons

Z

Sp(u)
f d� x = hf (u)x; x i =


 X

n2 N

f (� n )xnen ;
X

n2 N

xnen
�

=
X

n2 N

f (� n )jxn j2 ;

ce qu'il fallait démontrer.

c) Notons � � la masse de Dirac unité en� sur C. L'expresssion précédente, le théorème
de Fubini pour permuter somme et intégrale, et le fait que deux mesures sont déterminées
par les valeurs qu'elles donnent aux fonctions positives ounulle, montrent que

� x =
X

n2 N

jxn j2 � � n :

La mesure� x est donc purement atomique et

� x (f � g) =
X

n2 N : � n = �

jxn j2 = k� E � (x)k2 ;

où E � = ker( u� � id) et en utilisant le théorème de Pythagore (E � est de dimension �nie !).

(2) a) L'application  du sous-espace vectorielC(Sp(u); C) de L2(Sp(u); � x ; C) à va-
leurs dans H , dé�nie par g 7! g(u)x, est linéaire par la linéarité du calcul fonctionnel
continu et celle de l'évaluation en un vecteur donné des opérateurs continus deH . Elle
est isométrique, car, par dé�nition de l'adjoint, par le fait que le calcul fonctionnel continu
soit un morphisme d'algèbres involutives, et par la dé�nition de la mesure� x ,

k (g)k2 = kg(u)xk2 = hg(u)x; g(u)xi = hg(u)� g(u)x; x i = h(g g)(u)x; x i

=
Z

Sp(u)
jgj2 d� x = kgkL2 (Sp(u);� x ;C)

2 :

Par la densité deC(Sp(u); C) dans L2(Sp(u); � x ; C), la complétude deH et le théorème
de prolongement des applications uniformément continues,cette application se prolonge
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donc de manière unique en une application (linéaire et isométrique par passage à la limite)
de L2(Sp(u); � x ; C) dans H .

b) Si gn est l'application continue � 7! � n , puisque le calcul fonctionnel continu est
un morphisme d'algèbres qui envoieg1 sur u, pour tout n 2 N, l'élément un (x) =  (gn )
appartient à l'image de  . Comme  est linéaire, son image contient donc le sous-espace
vectoriel deH engendré par lesun (x) pour n 2 N. Par l'hypothèse de cette question, cette
image est donc dense. Comme est isométrique etL2(Sp(u); � x ; C) complet, l'image de 
est complète, donc fermée. Par densité, elle est donc égale àH . D'où  est surjective.

Pour tout g 2 C(Sp(u); C), nous avons

 � 1 � u �  (g) =  � 1 � u(g(u)x) =  � 1((u � g(u))x) =  � 1((g1g)(u)x) = g1g :

puisque le calcul fonctionnel continu est un morphisme d'algèbres. Donc l'opérateur � 1� u�
 deL2(Sp(u); � x ; C) est l'opérateur de multiplication par g1, par la densité deC(Sp(u); C)
dans L2(Sp(u); � x ; C).

Correction de l'exercice E.53 . (1) Par linéarité et continuité, un opérateur linéaire
continu d'un espace de Hilbert est uniquement dé�ni par les valeurs qu'il prend sur les
éléments d'une base hilbertienne, ce qui montre l'unicité.

Soit A � 0 tel que jan j � A pour tout n 2 Z. Pour tout x dans H , par l'inégalité de
Minkowski et par l'égalité de Parseval, nous avons

(
X

n2 Z

j(2 + an )xn � xn� 1 � xn+1 j2)
1
2

�
� X

n2 Z

(2 + jan j)2jxn j2
� 1

2 +
� X

n2 Z

jxn� 1j2
� 1

2 +
� X

n2 Z

jxn+1 j2
� 1

2

� (4 + A)
� X

n2 Z

jxn j2
� 1

2 = (4 + A)kxk ;

donc la série
P

n2 Z j(2 + an )xn � xn� 1 � xn+1 j2 converge. Par la partie réciproque du
théorème de Parseval1.17, la sériey =

P
n2 Z((2 + an )xn � xn� 1 � xn+1 ) en converge donc

dans H , et nous posonsu(x) = y. Il est immédiat que u est linéaire, et quekuk � 4 + A.
Donc u est continue, ce qui montre l'existence.

Montrons que l'adjoint de ua est ua, où a = ( an )n2 Z est la suite conjuguée dea.
Par linéarité et continuité, il su�t de montrer que pour tous les p; q 2 Z, nous avons
hua(ep); eqi = hep; ua(eq)i . Or, par sesquilinéarité,

hua(ep); eqi � h ep; ua(eq)i = h(2 + ap)ep � ep� 1 � ep+1 ; eqi � h ep; (2 + aq)eq � eq� 1 � eq+1 i

= �h ep� 1 + ep+1 ; eqi + hep; eq� 1 + eq+1 i :

En distinguant les trois casq 6= p� 1; p+1 , puis q = p� 1 et en�n q = p+1 , cette di�érence
est nulle, d'où le résultat.

En particulier, u0 est auto-adjoint et nous avons vu ci-dessus que sa norme est au plus
4. Pour tout x 2 H , nous avons, par linéarité, sesquilinéarité et continuité, et par deux
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changements d'indices,

hu0(x); xi =
X

p; q2 Z

xp xq h2ep � ep� 1 � ep+1 ; eqi =
X

q2 Z

(2xq � xq+1 � xq� 1) xq

= 2
X

q2 Z

jxqj2 �
X

q2 Z

xq� 1 xq �
X

q2 Z

xq+1 xq =
X

q2 Z

jxqj2 + jxq+1 j2 � 2 Re(xq+1 xq )

=
X

q2 Z

jxq � xq+1 j2 � 0 :

Donc u0 est positif.
(2) a) Par la formule de Parseval dansH , pour tout x 2 H , la série

P
n2 Z jxn j2

converge (elle est égale àkxk2). Par les propriétés de la transformation de Fourier et de
la transformation de Fourier inverse, la fonctionT est donc bien dé�nie dansL2([0; 2� ]),
elle est bijective, et la suite (xn )n2 Z est la suite des coe�cients de Fourier deT(x). Par
la formule de Parseval dansL2([0; 2� ]), l'opérateur T est isométrique (donc continu, ainsi
que son inverse).

Pour tout f 2 L2([0; 2� ]), si (cn (f ) = 1p
2�

R2�
0 f (t) e� int dt)n2 Z est la suite de ses

coe�cients de Fourier, alors

T � u0 � T � 1(f ) = T � u0
� X

n2 Z

cn (f ) en
�

= T
� X

n2 Z

(2 cn (f ) � cn� 1(f ) � cn+1 (f )) en
�

:

Comme cn� 1(f ) = cn (t 7! e� it f (t)) et par linéarité de la transformation de Fourier,
l'application T � u0 � T � 1(f ) est donc l'application

t 7! 2f (t) � eit f (t) � e� it f (t) = 2(1 � cost)f (t) :

b) Nous avons1� cos� 2 ]0; 2[ , donc sik est assez grand, alorsbk et ck sont bien dé�nis
et appartiennent à [0; 2� ]. Si bk � t � ck , alors 1 � cos� � 1

k � 2 sin2 t
2 � 1 � cos� + 1

k ,
donc j2(1 � cost) � 2(1 � cos� )j � 2

k . Nous avons donckf kk2 = 1 et

kv0(f k ) � 2(1 � cos� )f kk2
2 =

Z 2�

0
j2(1 � cost)f k(t) � 2(1 � cos� )f k(t)j2 dt

=
1

ck � bk

Z ck

bk

j2(1 � cost) � 2(1 � cos� )j2 dt

�
4
k2 ;

qui tend vers 0 quand k tend vers + 1 .
c) Montrons que Vp(v0) = ; et que Spess(v0) = Sp( v0) = [0 ; 4], le résultat en découle

puisqueu0 est conjugué àv0 par l'isomorphisme isométriqueT.
Supposons par l'absurde qu'il existef 2 L2([0; 2� ]) � f 0g et � 2 C tels quev0(f ) = �f .

Alors pour presque tout t 2 [0; 2� ], nous avons2(1 � cost)f (t) = �f (t). Pour t dans un
ensemble de mesure non nulle dans[0; 2� ], nous avons donc2(1� cost) = � , ce qui contredit
le fait que t 7! 2(1 � cost) prend au plus deux fois une valeur donnée sur[0; 2� ]. Donc
Vp(v0) = ; .

Puisque T est isométrique, nous avonskv0k � 4, et v0 est un opérateur auto-adjoint
positif (car 2(1 � cost) � 0 pour tout t 2 [0; 2� ] ). Donc Sp(v0) � [0; 4] et Sp(v0) =
Spess(v0) [ Vp(v0) = Sp ess(v0), par la proposition 1.48.
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Soit � 2 ]0; � [. La suite (f k )k� k0 de la question b) est unitaire, et n'admet pas de
sous-suite convergente (sinon, le support de la limite d'une sous-suite convergente dans
L2([0; 2� ]) serait contenu dans le singleton

�
2 arcsin

p
(1 � cos� )=2

	
). Donc tout élément

de la forme 2(1 � cost) où t 2 ]0; � [ appartient au spectre essentiel dev0. D'où ]0; 4[ �
Spess(v0). Comme Sp(v0) = Sp ess(v0) est fermé, le résultat en découle.

(3) a) Notons w l'opérateur compact v � u. Soit � 2 Spess(u). Il existe donc (xk )k2 N

une suite de vecteurs unitaires dansH , n'admettant pas de sous-suite qui converge, telle
que lim k! + 1 u(xk ) � �x k = 0 . Quitte à extraire, la suite (w(xk ))k2 N converge versy 2 H ,
puisque l'opérateurw est compact. Doncv(xk ) � �x k = ( u(xk ) � �x k)+ w(xk ) converge vers
y. Si par l'absurde� =2 Sp(v), alorsv� � id est inversible, doncxk = ( v� � id) � 1(v(xk )� �x k )
converge vers(v � � id) � 1(y), ce qui a été exclut.

b) Par un exercice vu en cours, un opérateur qui est diagonal dans une base hilbertienne,
dont les coe�cients diagonaux tendent vers0, est compact. Donc l'opérateurua � u0 est
compact. Par a), nous avons doncSpess(ua) � Sp(u0) = [0 ; 4] et [0; 4] = Spess(u0) �
Sp(ua). Comme la suite a est réelle, l'opérateur ua est auto-adjoint. Par la proposition
1.48, Sp(ua) est donc réunion deSpess(ua) et de points isolés. DoncSpess(ua) contient
[0; 4] (qui n'a pas de point isolé), etSpess(ua) est donc égal à[0; 4].

(4) a) Pour tout n 2 Z, nous avons

U � ua � U � 1(en ) = ( � 1)n U � ua(en ) = ( � 1)n U(2en � en+1 � en� 1 + anen )

= ( � 1)n �
2(� 1)n en � (� 1)n+1 en+1 � (� 1)n� 1en� 1 + an (� 1)nen

�

= � (2en � en+1 � en� 1 � anen ) + 4 en = ( � u� a + 4 id)( en ) :

Comme deux opérateur linéaires continus qui coïncident surtous les éléments d'une base
hilbertienne sont égaux, nous avonsU � ua � U � 1 = � u� a + 4 id .

Par l'invariance du spectre par conjugaison et par le théorème du calcul fonctionnel
continu, nous avons

Sp(ua) = Sp( U � ua � U � 1) = Sp( � u� a + 4 id) = � Sp(u� a) + 4 :

D'où
M a = sup Sp(ua) = 4 � inf Sp(u� a) = 4 � m� a :

b) Il est immédiat que pour tout n 2 Z �xé, 1 � jnj
p converge vers1 quand p ! + 1 .

Par la question (1), nous avons

hu0(� p); � pi =
X

n2 Z

j(� p)n+1 � (� p)n j2

=
p� 1X

n=0

�
� (1 �

n + 1
p

) � (1 �
n
p

)
�
�2 +

� 1X

n= � p

�
�(1 +

n + 1
p

) � (1 +
n
p

)
�
�2

=
p� 1X

n=0

1
p2 +

� 1X

n= � p

1
p2 =

2
p

;

qui tend vers 0 quand p ! + 1 .
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c) Si lim inf p! + 1 f a(� p) < 0, alors il existe � > 0 tel que pour tout N 2 N, il existe
pN � N tel que f a(� pN ) � � 2� . Par la question précédente, il existeN0 2 N tel que si
q � N0, alors hu0(� q); � qi < � . Donc en posantp = pN0 � N0, nous avons

hua(� p); � pi = hu0(� p); � pi + f a(� p) � � � 2� = � � < 0 :

Puisque ua est auto-adjoint, nous avons par le principe de Rayleigh

ma = inf
x2 H ; kxk=1

hua(x); xi �
hua(� p); � pi

k� pk2 < 0 :

d) Remarquons quef � a = � f a. Par conséquent, silim supp! + 1 f a(� p) > 0, alors
lim inf p! + 1 f � a(� p) < 0, donc m� a < 0 par la question précédente, doncM a = 4 � m� a >
4 par la question (4) a).

e) L'application ha : H � H ! C, dé�nie par (x; y) 7! hua(x); yi , est une forme
sesquilinéaire, car le produit scalaire en est une etua est linéaire. Commeua est auto-adjoint
et Sp(ua) = [0 ; 4], nous avons doncma = 0 , et par le principe de Rayleigh,hua(x); xi � 0
pour tout x 2 H . Donc ha est positive. Puisqueha(� p; � p) = f a(� p) + hu0(� p); � pi , par
l'hypothèse et la question (4) b), nous avons donclimp! + 1 ha(� p; � p) = 0 . Par l'inégalité
de Cauchy-Schwarz (seul le cas d'égalité demande l'hypothèse dé�nie), pour tout x 2 H ,
nous avons

jha(� p; x)j2 � ha(� p; � p) ha(x; x ) ;

qui tend donc vers0 quand p ! + 1 . De même,h0(� p; x) tend vers 0 quand p ! + 1 .
Soit k 2 Z. Par la question (4) b), nous avons donc

ak = lim
p! + 1

ak (� p)k = lim
p! + 1

X

n2 Z

an (� p)n (ek )n = lim
p! + 1

ha(� p; ek ) � h0(� p; ek ) = 0 :

Correction de l'exercice E.54 . (1) a) La forme linéaire f 7!
R1

0 f (t) dt est bien dé�nie
et continue, car par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

R1
0 1 � f (t) dt � k 1k2kf k2. Donc son

noyau F est fermé.
b) Nous savons (voir l'exercice corrigéE.14) que l'opérateur V est bien dé�ni, continu

et compact, car c'est l'opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyau

N (x; y) = 1 f (x;y )2 [0;1]2 : y� xg ;

et que V f est continue sur[0; 1] car si 0 � x � y � 1, alors

jV f (x) � V f (y)j =
�
�
�
Z 1

0
1 [x;y ](t) f (t) dt

�
�
� �

p
y � x kf k2 :

Nous savons aussi queV est injectif, car si f 2 H et V f = 0 , alorsV f (x) = hf; 1 [0; x ]i 2 = 0
pour presque toutx 2 [0; 1]. Comme l'application de[0; 1] dansH dé�nie par x 7! 1 [0; x ] est
continue, nous avonshf; 1 [0; x ]i 2 = 0 pour tout x 2 [0; 1]. Donc par di�érence, hf; 1 [x; y ]i 2 =
0 pour tous lesx; y 2 [0; 1]. Donc par sommation, hf; g i 2 = 0 pour toute fonction étagée
g. Par densité des fonctions étagées dansH , nous avons donchf; f i 2 = 0 , donc f = 0
presque partout.
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c) PuisqueP est auto-adjoint et idempotent, nous avons

T = A � A = V � P � P V = V � P P V = V � P V :

Puisque l'opérateurT est de la formeA � A, il est auto-adjoint positif. Puisque la composée
d'un opérateur compact avec un opérateur quelconque est encore un opérateur compact,
et puisqueV est compact, l'opérateurT est compact.

Soit f 2 H tel que T f = 0 presque partout. Montrons quef = 0 presque partout,
ce qui montrera que0 =2 Vp(T). Nous avonskAf k2

2 = hf; A � Af i 2 = hf; T f i 2 = 0 , donc
Af = 0 presque partout. DoncV f est constante presque partout, et commeV f est continue
et vaut 0 en 0, nous avonsV f = 0 . Comme V est injective, le résultat en découle.

(2) Notons queV � est l'opérateur de type Hilbert-Schmidt de noyau(x; y) 7! N (y; x),
c'est-à-dire queV � f (x) =

R1
x f (t) dt pour tout f 2 H et presque tout x 2 [0; 1]. Si f est

continue, alorsV f est la primitive de f valant 0 en 0, et V � f est l'opposé de la primitive de
f valant 0 en 1, donc Af est la primitive de f d'intégrale nulle, et T f = V � Af est l'opposé
de la primitive de la primitive de f , valant 0 en 1 et aussi en0 car T f (1) � T f (0) =
�

R1
0 Af = 0 . En particulier, T f est de classe C2 et (T f )00= � f .
Puisque T est compact etH de dimension in�nie, nous avons

Sp(T) = f 0g [ Vp(T) :

Soient � 2 C et f 2 H tels queT f = �f presque partout et f ne soit pas presque partout
nulle. Alors � 6= 0 par la question (1) c), et � � 0 car f est auto-adjoint positif donc de
spectre contenu dans[0; + 1 [ . Par conséquent,� > 0. Notons que T f est continue, car
V f est continue, doncPV f , qui di�ère de V F seulement par une constante additive, est
continue et T f est l'opposé d'une primitive dePV f . Donc nous pouvons supposer quef ,
qui vaut presque partout 1

� T f , est continue. Par ce qui précède,f est donc de classeC2

et véri�e l'équation di�érentielle �f 00= � f avec les conditions au bordf 00(0) = f 00(1) = 0 .
Les solutions de l'équation di�érentielle �f 00= � f sont les applications de la formex 7!
asin(� � 1

2 x)+ bcos(� � 1
2 x). Puisquef 00(0) = 0 et f 6= 0 , nous avonsb = 0 et a 6= 0 . Puisque

f 00(1) = 0 , nous avons doncsin � � 1
2 = 0 , d'où � � 1

2 2 � Z. Par conséquent,

Vp(T) � f � n =
1

� 2(n + 1) 2 : n 2 Ng :

L'inclusion inverse est immédiate, et de plus� n est de multiplicité 1. Puisque T est auto-
adjoint, sa norme kTk est égale au rayon spectral deT. Donc par la propriété d'algèbre
stellaire,

kAk =
p

kA � Ak =
p

kTk =
1
�

:

(3) Posons' n : x 7!
p

2 sin((n + 1) �x ), qui est de classeC1 . Alors ' n est un vecteur
propre unitaire de T associé à la valeur propre� n , qui est de multiplicité 1. Puisque
l'opérateur T est auto-adjoint compact, il est diagonalisable en base hilbertienne, donc
(' n )n2 N est une base hilbertienne deH .

(4) L'opérateur K N 2 L (H ) de type Hilbert-Schmidt de noyauN : (x; y) 7! maxf x; yg�
xy véri�e, pour tout f 2 H et presque tout x 2 [0; 1],

K N f (x) =
Z x

0
tf (t) dt + x

Z 1

x
f (t) dt � x

Z 1

0
tf (t) dt :
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Le second membre est nul enx = 0 et en x = 1 . Si f est continue, alorsK N f est C1 et
pour tout x 2 [0; 1]

(K N f )0(x) = xf (x) +
Z 1

x
f (t) dt � xf (x) �

Z 1

0
tf (t) dt :

Donc K N f est C2 et (K N f )00= � f . Donc K N f et T f véri�ent la même équation di�éren-
tielle linéaire du second ordrey00= � f , et coïncident en0 et en 1, donc sont égales.

Donc les opérateurs continusK N et T, qui coïcident sur le sous-espace denseC([0; 1];C)
de H , sont égaux.

(5) Par convergence absolue uniforme, l'applicationM : [0; 1]2 ! C dé�nie par

M : (x; y) 7!
2
� 2

+ 1X

n=0

sin(� (n + 1) x) sin(� (n + 1) y)
(n + 1) 2

est continue sur[0; 1]2, donc appartient à L2([0; 1]2). Notons K M 2 L (H ) l'opérateur de
type Hilbert-Schmidt de noyau M . Alors par le théorème de Fubini et puisque(' n )n2 N est
une suite orthonormée à valeurs réelles, nous avons, pour tout k 2 N et x 2 [0; 1],

K M ' k (x) =
Z 1

0
M (x; y)' k (y) dy =

1
� 2

Z 1

0

+ 1X

n=0

' n (x)' n (y)
(n + 1) 2 ' k (y) dy

=
1
� 2

+ 1X

n=0

' n (x)
(n + 1) 2

Z 1

0
' n (y)' k (y) dy =

1
� 2

+ 1X

n=0

' n (x)
(n + 1) 2 h' n ; ' k i 2

=
1

� 2(k + 1) 2 ' k (x) = � k ' k (x) = ( T ' k )(x) :

Les opérateurs linéaires continusK M et T, qui coïncident sur une base hilbertienne,
sont donc égaux. CommeT = K N , les deux opérateurs de type Hilbert-Schmidt de noyau
M et N sont égaux, et ceci entraîne que leurs noyaux sont égaux presque partout. Comme
M et N sont en fait continus, ils coïncident partout, ce qui montre le résultat.
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Analyse harmonique.

Correction de l'exercice E.55 . (1) Si f : D ! C est harmonique, le théorème de la
valeur moyenne implique que pour toutr 2 [0; 1[, nous avons 1

2�

R
S1

f (r� ) d� (� ) = f (0).
Donc si f est positive, alors� (f ) = sup 0� r< 1

R
� 2 S1

f (r� ) d� (� ) = 2 �f (0) < 1 .

(2) Soit � une mesure borélienne positive �nie surS1. Nous avons vu en cours que
l'application P � est alors harmonique positive. Donc par la question précédente, � (P � ) est
�nie.

Voici une preuve directe. Par une propriété connue du noyau de Poisson, nous avons,
pour tout z 2 D, Z

� 2 S1

Pz(� ) d� (� ) = 2 �

(ce qui se retrouve aussi en disant quez 7! Pz(� ) = Re � + z
� � z est harmonique et en utilisant

le théorème de la moyenne). Pour toutr 2 [0; 1[, nous avons donc, en utilisant le théorème
de Fubini,
Z

� 2 S1

P � (r� ) d� (� ) =
Z

� 2 S1

Z

� 02 S1

Pr� (� 0) d� (� 0) d� (� ) =
Z

� 02 S1

Z

� 2 S1

Pr� (� 0) d� (� ) d� (� 0)

=
Z

� 02 S1

Z

� 2 S1

Pr� 0(� ) d� (� ) d� (� 0) =
Z

� 02 S1

2� d� (� 0) = 2 � k� k :

Le résultat en découle, en prenant la borne supérieure surr .

(3) Comme 1 � z ne s'annule pas surD, l'application h, partie imaginaire d'une ap-
plication holomorphe, est harmonique. Il est facile de voirque h( i

2) est non nul. Si r tend

vers 1� et si � =2 2� Z, alors 1+ r e i�

1� r e i� est équivalent à 1+ ei�

1� ei� = e� i�= 2+ ei�= 2

e� i�= 2 � ei�= 2 = � i cotg �
2 . Donc

la partie imaginaire de son carré est nulle. Si� 2 2� Z, alors 1+ r e i�

1� r e i� est réel, donc la partie
imaginaire de son carré est nulle. Ainsi, les limites radiales deh sont toutes nulles.

(4) Supposons queh = h1 � h2 où hi est une application harmonique positive. Alors par
l'inégalité triangulaire, � (h) � � (h1) + � (h2), qui est �ni par (1). Par la démonstration du
théorème2.15qui n'utilise que le fait que h véri�e la condition ( 24), nous avonsh = P[� h ]
où � h : � 7! lim r ! 1� h(r � ) est la limite radiale de h. Or par (3), nous avons� h = 0 , donc
h = 0 , ce qui contredit la dé�nition de h.

Correction de l'exercice E.56 . (1) Notons x = ( x1; : : : ; xn+1 ). Pour montrer que h0

est harmonique, il su�t de montrer que f : x 7! 1
kxkn � 1 = (

P
x2

i )� n � 1
2 l'est. Or @f

@xi
=

� (n � 1)x i (
P

x2
i )� n +1

2 et

@2f
@x2i

= � (n � 1)
� n+1X

i =1

x2
i

� � n +1
2 + ( n � 1)(n + 1) x2

i

� n+1X

i =1

x2
i

� � n +3
2 ;

d'où le résultat par sommation desn + 1 termes @2 f
@x2i

.

Si f : t 7! 1
(n� 1)tn � 1 et g : x 7! k xk, alors, si X = ( X 1; : : : ; X n+1 ),

dx (f � g)(X ) = f 0(g(x)) dxg(X ) = �
1

kxkn

X
(2x i )(X i )

1
2kxk

;
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donc dx (f � g)( x
kxk ) = � 1

kxkn , ce qui montre la seconde assertion. Une autre manière est de
dire que nous avons calculé le gradientr h0(x) ci-dessus, qui vaut� x

kxkn +1 , et donc

dxh0(
x

kxk
) = hr h0(x);

x
kxk

i = �
1

kxkn :

(2) Quitte à faire une translation, nous pouvons supposer que x0 = 0 . Appliquons la
formule de Green avecu = h et v = h0. Notons que � 7! h0(R� ) est l'application nulle.
Soit � > 0. Comme u et v sont harmoniques sur un voisinage deA(�; R ), nous avons, pour
tout � > 0 su�samment petit,

Z

Sn

h(R� )
@h0
@�

(R� ) Rn d� n (� ) �
Z

Sn

�
h(�� )

@h0
@�

(�� ) � h0(�� )
@h
@�

(�� )
�

� n d� n (� ) = 0 :

Puisque h0(�� ) est équivalent à 1
(n� 1)� n � 1 quand � tend vers 0, et puisque la dérivée

radiale de h est bornée surB (0; R), le dernier terme ci-dessus
R

Sn
h0(�� ) @h

@�(�� ) � n d� n (� )
converge vers0 quand � tend vers 0. En remplaçant la dérivée radiale deh0 par sa valeur
calculée en (1), et en remarquant que

R
Sn

h(�� ) d� n (� ) tend vers h(0) quand � tend vers 0
par continuité de h et puisque � n est une mesure de probabilité, nous avons donc

Z

Sn

h(R� ) d� n (� ) = h(0) :

(3) Puisque 
 est compact, l'application continue jhj atteint son maximum en un point
x0 de 
 . Si x0 2 
 , soit R > 0 tel que B(x0; R) � 
 . Alors, pour tout r 2 ]0; R],

jh(x0)j =
�
�
Z

Sn

h(x0+ r� ) d� n (� )
�
� �

Z

Sn

jh(x0+ r� )j d� n (� ) �
Z

Sn

jh(x0)j d� n (� ) = jh(x0)j :

Par le cas d'égalité, nous avons donc queh est constante sur un voisinage dex0, et donc
constante dans la composante connexe dex0 dans 
 , ce qui montre le résultat.

Correction de l'exercice E.57 . (1) L'application g� h : 
 ! R est continue, harmonique
sur 
 , et négative ou nulle sur@
 . Puisque 
 est borné et par le principe du maximum,
elle atteint son maximum sur @
 , donc est négative ou nulle sur
 .

(2) Remarquons quev est nécessairement positive ou nulle. Pour toutr 2 ]0; 1[, par la
formule de la moyenne pourv,

kur kp
p =

Z

� 2 S1
jur (� )jp d� (� ) =

Z

� 2 S1
ju(r� )jp d� (� ) �

Z

� 2 S1
v(r� ) d� (� ) = 2 �v (0) :

Donc kukhp � p
p

2�v (0) < + 1 , et u 2 hp(D).

(3) Puisque la multiplication par r est holomorphe, l'application w 7! u(rw ) est har-
monique surD, et continue sur D. Par la formule de Poisson, nous avons donc, pour tout
w 2 D,

u(rw ) =
1

2�

Z

� 2 S1
Pw(� )u(r� ) d� (� ) :

En posant w = z=r, le résultat en découle.
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(4) a) Par la question (2), par l'inégalité de Jensen (que nous pouvons appliquer, car
d� (� ) = 1

2� Pz=r (� ) d� (� ) est une mesure de probabilité surS1 et ur : S1 ! C est continue),
puisquev(r ) coïncide avecjujp sur @B(0; r ), et par la formule de Poisson pour l'application
z 7! v(r ) (rz ) : D ! C, qui est continue surD et harmonique surD,

ju(z)jp =
�
�
�

1
2�

Z

� 2 S1

Pz=r (� ) ur (� ) d� (� )
�
�
�
p

�
1

2�

Z

� 2 S1

Pz=r (� ) ju(r� )jp d� (� )

=
1

2�

Z

� 2 S1

Pz=r (� ) v(r ) (r� ) d� (� ) = v(r )
�
r (z=r)

�
= v(r ) (z) :

b) Si jzj = r1, alors v(r 1 )(z) = ju(z)jp � v(r 2 ) (z) par la question a). Doncv(r 1 ) et v(r 2 )

sont des applications continues deB (0; r1) dans R, harmoniques surB (0; r1), telles que
v(r 1 ) � v(r 2 ) sur @B(0; r1). Par la question (1), le résultat en découle.

c) Pour tout r 2 ]0; 1[ , si n0 est assez grand, la suite(v(r n ) )n� n0 est une suite croissante
de fonctions harmoniques de l'ouvert connexeB (0; r ) dans R. Par le théorème d'Harnack,
elle converge donc (uniformément sur les compacts) vers uneapplication harmonique v :
B (0; r ) ! R si v(r n ) (0) ne converge pas vers+ 1 . Or par la formule de la moyenne, pour
tout r 2 ]0; 1[ ,

v(r ) (0) =
1

2�

Z

� 2 S1

v(r ) (r� ) d� (� ) =
1

2�

Z

� 2 S1

ju(r� )jp d� (� ) =
1

2�
kur kp

p �
1

2�
kukp

hp :

Nous avons supposé queu 2 hp(D), donc v(r n ) (0) est borné indépendamment den, et la
convergence s'en déduit.

Les applications v : B (0; r ) ! R, lorsque r 2 ]0; 1[ , se recollent pour donner une
application harmonique v : D ! R. Comme ju(z)jp � v(r ) (z) si jzj � r , et par croissance,
nous avons donc bienju(z)jp � v(z) pour tout z 2 D.

(5) Si kukhp = 0 , alors pour tout r 2 ]0; 1[ , nous avonsur = 0 presque partout, donc
partout par continuité de u. Donc u(x) = 0 si 0 < kxk < 1, et encore par continuité,u = 0 .
L'homogénéité de la normek � khp et son inégalité triangulaire sont immédiates.

Montrons que hp(D) est complet. Soit (v(n) )n2 N une suite de Cauchy danshp(D).
Comme ju(0)j � k ukhp pour tout u 2 hp(D), l'application u 7! u(0) est une forme li-
néaire continue (de norme au plus1). Donc la suite complexe(v(n) (0))n2 N est de Cauchy,
et converge versw(0) dans C. Pour tout r 2 ]0; 1[ , l'application v 7! vr de hp(D) dans
Lp(S1; � ; C) est linéaire continue (de norme au plus1). Par conséquent, la suite(v(n)

r )n2 N

est de Cauchy dans l'espace de BanachLp(S1; � ; C), donc converge versw(r ) 2 Lp(S1; � ; C).
Pour tout � > 0, il existe n0 2 N tel que pour tous lesr 2 ]0; 1[ et n; m � n0, nous avons

kv(n)
r � v(m)

r kp < � : (37)

En faisant tendre m vers+ 1 dans la formule (37), nous avonskv(n)
r � w(r )kp < � pour tous

les r 2 ]0; 1[ et n � n0. Considérons l'application v : D ! C dé�nie par v(0) = w(0) et
v(z) = w(jzj)(z) si 0 < jzj < 1. Pour tous lesn � n0 et r 2 ]0; 1[ , nous avonskv(n)

r � vr kp < � ,
donc kv(m) � vkhp < � pour tout n � n0. Nous laissons au lecteur le soin de montrer que
v est harmonique. Doncv 2 hp(D) et (v(n) )n2 N converge versv dans hp(D).

Correction de l'exercice E.58 . (1) Notons h�; �i le produit scalaire usuel surR2 = C.
Nous avons

�( uv) = � u + 2hr u; r vi + � v :
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a) Si � u = �( u2) = 0 , alors
� @u

@x

� 2 +
� @u

@y

� 2 = 0 , donc df = 0 , d'où f est constante
puisque 
 est connexe. Le résultat en découle.

b) Si � u = � v = 0 , alors �( uv) = 0 si et seulement sir v et r u sont orthogonaux
en tout point de 
 , donc si et seulement sir v et i r u sont colinéaires en tout point de

 , donc, puisquer u ne s'annule pas, si et seulement s'il existe une applicationc : 
 ! R
telle que

@v
@x

= � c
@u
@y

et
@v
@y

= c
@u
@x

: (38)

D'où, en dérivant par rapport à x et à y chacune de ces deux équations, nous avons

@2v
@x2

= �
@c
@x

@u
@y

� c
@2u

@x@y
et

@2v
@y@x

= �
@c
@y

@u
@y

� c
@2u
@y2

;

@2v
@x@y

=
@c
@x

@u
@x

+ c
@2u
@x2

et
@2v
@y2

=
@c
@y

@u
@x

+ c
@2u

@y@x
:

En ajoutant la première et la quatrième équation, nous avons(par le lemme de Schwarz
et puisqueu est harmonique)

@c
@x

@u
@y

=
@c
@y

@u
@x

: (39)

En soustrayant la seconde de la troisième équation, nous avons de même

@c
@y

@u
@y

= �
@c
@x

@u
@x

: (40)

En multipliant par @u
@y l'égalité (39), par @u

@x l'égalité (40) et en les ajoutant, nous avons
donc

@c
@x

� @u
@x

2

+
@u
@y

2�
= 0 :

Donc, en tout point de 
 , nous avons@c
@x = 0 et de même @c

@y= 0 . Donc l'application c est
constante, par connexité de
 .

Puisque u et v sont à valeurs réelles, les équations (38) impliquent que c 2 R, et que
c 6= 0 , car v n'est pas constante sur l'ouvert connexe
 .

Pour conclure, pour tout c 2 R, l'application v � ic u est holomorphe si et seulement si
@(v � ic u) = 0 , c'est-à-dire si et seulement si

� @v
@x

� ic
@u
@x

�
+ i

� @v
@y

� ic
@u
@y

�
= 0 ;

et donc si et seulement si les égalités (38) sont véri�ées.

(2) a) Puisque u est harmonique positive surD, par l'inégalité de Harnack, nous avons,
pour tout r 2 ]0; 1[ et � 2 S1,

1 � r
1 + r

u(0) � u(r� ) �
1 + r
1 � r

u(0) :

Donc
� 2r
1 + r

u(0) � u(r� ) � u(0) �
2r

1 � r
u(0) :
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Comme 2r
1+ r � 2r

1� r , la première a�rmation en découle.

En divisant par r , et en faisant tendrer vers0, nous obtenonsjdu0(� )j � 2u(0). Comme

jr u(0)j = sup
� 2 S1

jhr u(0); � ij = sup
� 2 S1

jdu0(� )j ;

le résultat en découle.
b) Pour tout a 2 D, l'application � : z 7! z+ a

1+ az est une application holomorphe de
D dans D envoyant 0 sur a (car bien dé�nie puisque j � 1

a j > 1 > jzj, bijective d'inverse
l'application z 7! z� a

1� az , et envoyant S1 dans S1, donc D dans D par connexité). Sa dérivée

est z 7! 1�j aj2

(1+ az)2 , qui vaut 1 � j aj2 en z = 0 .
c) Si u : D ! R est harmonique positive, alorsu � � : D ! R est aussi harmonique

positive. Par a), nous avons donc

jr (u � � )(0) j � 2u � � (0) = 2 u(a) :

Comme r (u � � ) = ( r u) � � � 0 par le théorème de dérivation des fonctions composées, le
résultat s'en déduit.

Correction de l'exercice E.59 . (1) a) Le fait que l'application f est bien dé�nie et
holomorphe a été vu en cours. Rappelons que le noyau de Poisson est

Pz(� ) =
1 � j zj2

j� � zj2
= Re

� � + z
� � z

�
;

où � 2 S1 et z 2 D. Par linéarité de l'intégrale, nous avons donc, pour toutz 2 D,

Ref (z) =
1

2�

Z

� 2 S1

Pz(� ) u(� ) d� (� ) = u(z) ;

en utilisant la formule de Poisson pour la dernière égalité.Nous avons

f (0) =
1

2�

Z

� 2 S1

u(� ) d� (� ) 2 R ;

donc Im f (0) = 0 . En�n, si g : D ! C est une autre telle application, alorsf � g est une
application holomorphe sur D, de partie réelle nulle, donc est une constante imaginaire,
qui est nulle car Im f (0) = Im g(0) = 0 .

b) Notons tout d'abord que

Im
� � + z

� � z

�
=

1
2

� � + z
� � z

�
� + z

� � z

�
=

�z � � z
j� � zj2

=
2 Im(z� )

j1 � z� j2
:

Maintenant, l'application u = Re( f ) est harmonique, carf est holomorphe. Par l'uni-
cité dans la question précédente, puisqueIm f (0) = 0 , nous avons, pour toutz = rei� 0 2 D
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où r = jzj,

j Im f (z) j =
1

2�

�
�
� Im

Z

� 2 S1

� + z
� � z

u(� ) d� (� )
�
�
� �

1
2�

Z

� 2 S1

2j Im(z� )j

j1 � z� j2
ju(� )j d� (� )

�
A
�

Z 2�

0

r j sin(� 0 � � )j
j1 � 2r cos(� 0 � � ) + r 2j

d� =
2A
�

Z �

0

r j sin � j
j1 � 2r cos� + r 2j

d�

=
A
�

Z 1

� 1

2

j 1+ r 2

r � 2t j
dt =

A
�

h
� ln

� 1 + r 2

r
� 2t

� i t=1

t= � 1

=
A
�

�
ln

�
(1 + r )2�

� ln
�
(1 � r )2��

=
2A
�

ln
1 + jzj
1 � j zj

:

(2) a) Remarquons que par la formule de Poisson,u(z) = 1
2�

R
� 2 S1

Pz(� ) u(� ) d� (� ) appar-
tient à R pour tout z 2 D, car le noyau de Poisson est réel.

Notons w1 = v � u, qui est une application continue deD dans R, nulle sur S1 et
sous-harmonique surD (car � � w1 = � � v � 0). Montrons que w1 � 0. Par l'absurde,
supposons qu'il existe un point z1 2 D tel que w1(z1) > 0. Posons � = w1(z1 )

8 > 0.
L'application w2 : D ! R dé�nie par

w2(z) = w1(z) + � (Re(z � z1))2 � 4�

est continue surD, négative ou nulle surS1 (car jz � z1j � j zj + jz1j � 2), et strictement
positive en z1, par dé�nition de � . Elle atteint donc son maximum sur le compactD en un
point z2 de D. En particulier, les dérivées@2w2

@x2 et @2w2
@y2 sont négatives ou nulles enz2. Donc

� w2(z2) � 0. Mais puisque� w1 � 0 sur D, nous avons� w2(z2) � � �
�
(Re(z � z1))2

�
=

2� > 0, une contradiction.
Nous avons donc, par la formule de la moyenne,

Z 2�

0
v(z0 + rei� ) d� �

Z 2�

0
u(z0 + rei� ) d� = 2 � u (z0) :

b) Par la formule de Poisson, puisquePz(� ) � 1+ jzj
1�j zj et u = v � 0 sur S1, nous avons

donc
Z 2�

0
v(z0 + r ei� ) d� � 2� u (z0) =

Z

� 2 S1

Pz0 (� ) u(� ) d� (� ) �
1 + jz0j
1 � j z0j

Z

� 2 S1

v(� ) d� (� ) :

(3) Nous avons, en tout point z 2 D tel que jf (z)j 6= 0 , donc partout par le principe
des zéros isolés et par continuité,

�( jf jp) = 4 @@((f f )p=2) = 2 p @
�
f f 0(f f )p=2� 1�

= 2p(p=2 � 1)
�
f f 0f 0f (f f )p=2� 2�

+ 2p @
�
f 0f 0(f f )p=2� 1�

= p2jf 0j2jf jp� 1=2 � 0 ;

donc � �( jf jp) � 0. Notons v : D ! R l'unique application continue qui est harmonique
sur D et égale àjf jp sur S1. Par passage en coordonnées polaires et par la question (2) b)
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appliquée àv = jf jpjD (qui est bien continue, positive et sous-harmonique surD) et z0 = 0 ,
nous avons donc

1
�

Z

D
jf jp d� =

1
�

Z 1

0

Z 2�

0
jf (0 + rei� )jp r d� dr

�
1
�

Z 1

0

Z

� 2 S1

jf (� )jp d� (� ) r dr =
1

2�

Z 2�

0
jf (ei� )jp d� :

Correction de l'exercice E.60 . (1) Supposons par l'absurde quem > 0. Par la continuité
de h et la compacité de son domaine, son maximumm est atteint, l'ensemble K est un
fermé borné non vide deC, et donc z0 existe bien. Puisqueh vaut 0 sur S(a; R), le point z0

appartient à B (a; R). Puisqueh véri�e la propriété de la moyenne faible, il existe(rn )n2 N

dans ]0; + 1 [ telle que limn! + 1 rn = 0 , B (z0; rn ) � B (a; R) et

m = h(z0) =
1

2�

Z 2�

0
h(z0 + rn ei� ) d� :

Donc
R2�

0 h(z0) � h(z0 + rn ei� ) d� = 0 , et commeh(z0) � h(z0 + rn ei� ) est une fonction
positive ou nulle, elle est nulle. Mais ceci contredit le fait que z0 étant à distance maximale
de a, il y a des points sur le cercleS(a; rn ) qui ne sont pas dansK .

(2) Si f est harmonique, alors elle véri�e la propriété de la moyenne, par le théorème
2.4, donc la propriété de la moyenne faible.

Réciproquement, supposons quef véri�e la propriété de la moyenne faible, et montrons
quef est harmonique. Soienta 2 
 et R > 0 tels queB (a; R) � 
 , montrons quef coïncide
avec une application harmonique surB (a; R), ce qui conclut.

Comme une application est harmonique ou véri�e la propriétéde la moyenne faible si
et seulement si ses parties réelle et imaginaire le sont, nous pouvons supposer quef est à
valeurs réelles.

Soit g : B (a; R) ! R la solution du problème de Dirichlet sur B (a; R) de donnée au
bord f jS(a; R) . Posonsh = f � g. Alors h et � h véri�ent les hypothèses de la question (1),
et donc

0 � � sup
z2 B (a; R)

� h(z) = inf
z2 B (a; R)

h(z) � sup
z2 B (a; R)

h(z) � 0;

ce qui montre le résultat.

Correction de l'exercice E.61 . (1) a) Quitte à ajouter à u la constante � u(� ), ce qui
ne change pas le résultat, nous pouvons supposer queu(� ) = 0 . Comme� est un point sur
lequel u atteint son maximum, nous avons donc� u � 0 sur D.

Par la minoration dans l'inégalité de Harnack appliquée à lafonction harmonique po-
sitive � u sur D, nous avons

� u(r� ) �
1 � r
1 + r

(� u(0)) �
� u(0)

2
(1 � r )

D'où le résultat, en prenant c = � u(0)
2 . Notons que c n'est pas nul, sinon u atteindrait

son maximum en un point intérieur du disque, donc serait constante par le principe du
maximum et la connexité deD.
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b) Supposons par contraposition queu est non constante. Puisqueu est harmonique
sur un voisinage deD, ses dérivées radiales sur le bord deD sont bien dé�nies. Par le
principe du maximum, la restriction à D de u atteint son maximum en au moins un point
� du cercleS1. Par la question a), nous avons donc

@u
@�

(x) = lim
r ! 1�

u(r� ) � u(� )
r � 1

� c > 0 :

donc @u
@� ne s'annule pas en au moins un point du bord, ce qui montre le résultat.

(2) a) En utilisant l'expression en coordonnées polaires dela mesure de Lebesgue,
commeS1 est de mesure de Lebesgue nulle, par la formule de la moyenne (appliquée à tout
cercle de centrea et de rayon � < r ) et par le théorème de Fubini, nous avons

1
�r 2

Z

B (a;r )
u dm =

1
�r 2

Z r

0

Z 2�

0
u(a + �e i� ) � d� d� =

1
�r 2

Z r

0
2� u (a) � d� = u(a) :

b) En étudiant les 4 casx 2 cA \ cB , x 2 A \ cB x 2 cA \ B et x 2 A \ B , où les
deux termes de l'égalitéj� A (x) � � B (x)j = � A � B (x) valent respectivement0, 1, 1, 0, la
première égalité est immédiate. L'inclusion deB (a; r ) � B (0; r ) dans A(r � j aj; r + jaj) se
montre par le dessin suivant (auquel on se ramène par rotation éventuelle).

0 a

r � j aj

r + jaj

En�n, en utilisant de nouveau l'expression en coordonnées polaires de la mesure de
Lebesgue, ou en utilisant le fait que

m
�

A(r � j aj; r + jaj)
�

= m
�

B (0; r + jaj)
�

� m
�

B (0; r � j aj)
�

;

nous avonsm
�

A(r � j aj; r + jaj)
�

= 4 �r jaj, ce qui montre la dernière a�rmation.
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c) Soit M > 0 tel que ju(z)j � M pour tout z 2 C. Par les questions (2) a) et b), nous
avons, pour tout a 2 C et pour tout r > jaj,

ju(a) � u(0)j =
1

�r 2

�
�
�
Z

B (a;r )
u dm �

Z

B (0;r )
u dm

�
�
� =

1
�r 2

�
�
�
Z

C
(� B (a;r ) � � B (0;r )) u dm

�
�
�

�
1

�r 2

Z

C
juj j � B (a;r ) � � B (0;r ) j dm =

1
�r 2

Z

C
juj � B (a;r ) � B (0;r ) dm

�
M
�r 2 m( B (a; r ) � B (0; r )) �

M
�r 2 m( A(r � j aj; r + jaj)) ;

qui converge vers0 quand r tend vers l'in�ni par la question (2) b). Donc u est constante
(égale àu(0)).

Correction de l'exercice E.62 . (1) a) Pour tout t 2 ]0; 1], l'application  : z 7!
' (tz) � tm ' (z) est bien dé�nie sur B (0; � ), holomorphe, de partie réelle nulle, donc est
une constante imaginaire purei� t où � t 2 R. 25 En développant en série entière' (z) =P

n2 N anzn sur B (0; � ), nous avons donc
P

n2 N an tnzn = i� t +
P

n2 N an tm zn pour tous les
z 2 B (0; � ) et t 2 ]0; 1]. Par unicité du développement en série entière, nous avons donc
an tn = an tm pour tous lesn � 1 et t 2 ]0; 1], ce qui implique quean = 0 si n 6= 0 ; m et
alors ' = am zm + a0. Comme de plusa0 = a0tm + i� t pour tout t 2 ]0; 1], nous avons
a0 2 iR.

b) Notons P le plan vectoriel complexeCzm + C z m , et notons qu'une application
p : R2 ! C appartient à P si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire
y appartiennent. Il est immédiat que z 7! zm et z 7! z m sont polynomiales homogènes
de degrém en les deux variables réellesx; y, et sont respectivement holomorphe et anti-
holomorphe, donc harmoniques. D'oùP � H m .

Réciproquement, soitp : R2 ! C un élément deH m , montrons que p 2 P . Il su�t
pour cela de montrer que les parties réelles et imaginaires de p sont dans P , car être
polynomiale homogène de degrém et être harmonique sont des conditions stables par
passage aux parties réelle et imaginaire. Puisque les applications harmoniques réelles sont
localement les parties réelles de fonctions holomorphes, il existe � > 0 et ' : B (0; � ) ! R
une application holomorphe tels que pour toutz 2 B (0; � ), nous ayonsp(z) = Re ' (z). Par
la question a), nous avons doncp(z) = Re( � z m ) = 1

2(� z m + � z m ), d'où p 2 P .

(2) a) Nous pouvons supposer quem � 1. Pour tous lesz 2 C et � = ei� ; � 0 = ei� 0
2 S1,

nous avons, en utilisant la formule d'Euler2 cosx = eix + e� ix ,

Zm (�; � 0) = eim (� � � 0) + e� im (� � � 0) = � m (� 0)m + �
m

(� 0)m ;

donc
eZm (z; � 0) = zm (� 0)m + z m (� 0)m : (41)

Par la question (1) b), l'application z 7! eZm (z; � ) appartient à H m .
b) Si m 6= m0, puisque � 0 7! Zm (�; � 0) = Zm (� 0; � ) appartient à H S m par la question

précédente, puisqueH S m est orthogonal àH S m0 pour le produit scalaire L2( �
2� ) par le

théorème2.29, et puisqueZm est à valeurs réelles, nous avons

1
2�

Z

� 02 S1

f (� 0) Zm (�; � 0) d� (� 0) = hf; Z m (�; : )i L2 = 0 :

25. En e�et, nous avons @ = 0 et @( +  ) = 2 @(Re  ) = 0 , donc @ = � @( ) = � @ = 0 . D'où  est
constante, de partie réelle nulle, donc une constante imaginaire pure.
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Supposons doncm = m0. Le résultat est évident si m = 0 , car Z0 = 1 et H S 0 est
constitué d'applications constantes. Supposons doncm � 1. Par linéarité, par passage au
conjugué puisqueZm est réelle, et par la question (1) b), il su�t de montrer le résultat
pour f : ei� 7! eim� . Puisque

R2�
0 eik� 0

d� 0 = 0 si k 2 Z � f 0g, nous avons, si� = ei� ,

1
2�

Z

� 02 S1

f (� 0) Zm (�; � 0) d� (� 0) =
1

2�

Z 2�

0
eim� 0

(eim (� � � 0) + e� im (� � � 0) ) d� 0 = eim� :

(3) a) Puisque eZ0 = 1 , puisque les applications constantes etz 7! ln jzj sont harmo-
niques surC � f 0g et par linéarité, le résultat est vrai si m = 0 . Supposonsm � 1.

Puisque b�
m (z) est somme d'une constante et d'un multiple constant de 1

jzj2m , puisque

z 7! eZm (z; � ) est harmonique d'après la question (2) a), puisqueeZm (z; � ) est une combi-
naison linéaire dezm et z m comme vu dans la formule (41), il su�t de montrer que les
applications z 7! zm

jzj2m = 1
z m et z 7! z m

jzj2m = 1
zm sont harmoniques sur
 , ce qui est le cas,

car elles sont respectivement anti-holomorphe et holomorphe surC � f 0g (qui contient 
 ).

b) Nous avons0 � b+
m � 1 et j eZm (z; � )j � 2 jzjm par la formule (41), donc

jb+
m (z) eZm (z; � )j � 2 jzjm :

Nous avonsjb�
m (z)j � am

jzj2m et toujours j eZm (z; � )j � 2 jzjm , donc

jb�
m (z) eZm (z; � )j �

� a
jzj

� m
:

Donc les sériesZ � (z; � ) convergent absolument et uniformément sur les compacts de
 � S1.
Par le théorème de Harnack, les valeurs de ces séries, qui sont limites uniformes sur les
compacts d'applications harmoniques (comme somme d'applications harmoniques par la
question a)) sont harmoniques enz 2 
 .

c) La première a�rmation est immédiate. Montrons que Z + ( a
z ; � ) = Z � (z; � ). Il su�t

par sommation de montrer que pour toutm 2 N, nous avons

b+
m

� a
z

� eZm
� a

z
; �

�
= b�

m (z) eZm (z; � ) :

Le résultat est immédiat si m = 0 . Supposonsm � 1. Alors, en écrivant a
z = a

jzj2 z, nous
avons par homogénéité d'ordrem

b+
m

� a
z

� eZm
� a

z
; �

�
=

1 � j zj2m

1 � a2m

� a
jzj2

� m eZm (z; � ) = b�
m (z) eZm (z; � ) :

(4) a) Pour tout z0 2 
 0, soit r0 > 0 tel que B(z0; r0) � 
 0. L'application (x; z) 7!
F (x; z) est continue sur l'espace métrique compactK � B (z0; r0), donc uniformément
continue. Par conséquent, l'applicationz 7!

R
x2 K F (x; z) d� (x) est bien dé�nie et continue.

De plus, pour tout r 2 [0; r0[ , l'application (x; ei� ) 7! F (x; z0 + r ei� ) est continue sur le
compact K � S1, donc bornée. Par le théorème de Fubini et le théorème de la moyenne,
nous avons alors

1
2�

Z 2�

0

Z

x2 K
F (x; z0 + r ei� ) d� (x)d� =

Z

x2 K

1
2�

Z 2�

0
F (x; z0 + r ei� ) d� d� (x)

=
Z

x2 K
F (x; z0) d� (x) :
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Donc par la réciproque du théorème de la moyenne, l'application z 7!
R

x2 K F (x; z) d� (x)
est harmonique.

b) L'application z 7! P
 [f ](z) est bien dé�nie et harmonique comme somme de deux
applications bien dé�nies et harmoniques par les questions(3) b) et (4) a) (en utilisant
les mesuresd� (� ) = f (� ) d� (� ) et d� (� ) = f (a� ) d� (� ) sur l'espace métrique compact
K = S1).

Rappelons que� : 
 ! 
 est l'homéomorphisme involutif z 7! a
z , qui échangeS(0; a)

et S1. Pour montrer que uf est continue, comme toute application continuef : @
 ! C
s'écrit de manière uniquef = f 1 + f 2 � � avec f 1; f 2 : @
 ! C deux applications continues
et nulles sur S(0; a), puisque

Z

� 2 S1

f (a� ) Z � (z; � ) d� (� ) =
Z

� 2 S1

f 2 � � (� ) Z + (� (z); � ) d� (� )

par la question (3) c), il su�t donc de montrer le résultat lor squef est nulle surS(0; a) et

uf (z) =
1

2�

Z

� 2 S1

f (� ) Z + (z; � ) d� (� )

pour tout z 2 
 . Par le théorème de Stone-Weierstrass, toute application continue f :
@
 ! C nulle sur S(0; a) est limite uniforme d'une suite de sommes �nies d'harmoniques
sphériques(f i ) i 2 N sur S1 prolongées par0 sur S(0; a). Nous avons 1

2�

R
� 2 S1

Z + (z; � ) d� (� ) =
1 par permutation (autorisée par convergence uniforme) de l'intégrale et de la somme
dé�nissant Z + , et par la question (2) b) avecm0 = 0 . CommeZ + (z; � ) est réel, nous avons

juf (z) � uf i (z)j �
1

2�

Z

� 2 S1

jf (� ) � f i (� )j Z + (z; � ) d� (� ) � k f � f i k1

pour tout z 2 
 . Par conséquent, la suite(uf i ) i 2 N converge uniformément versuf sur 
 .
Il su�t donc par linéarité de montrer le résultat lorsque f jS(0;a) est nulle et f jS1 appartient
à H S m0.

Mézalor, en permutant intégrale et somme par convergence uniforme, par homogénéité
et par la question (2) b), nous avons, pour toutz 2 
 ,

uf (z) =
1

2�

Z

� 2 S1

X

m2 N

f (� ) b+
m (z) eZm (z; � ) d� (� )

=
X

m2 N

b+
m (z) jzjm

1
2�

Z

� 2 S1

f (� ) Zm (
z

jzj
; � ) d� (� )

= b+
m0(z)jzjm

0
f (

z
jzj

) :

Si jzj tend versa, alors cette fonction tend vers0 (car f est bornée) et siz tend vers � 2 S1,
alors cette fonction tend versf (� ), ce qu'il fallait démontrer.

c) Comme 
 0 est un ouvert borné, l'unicité découle du principe du maximum (voir
l'exercice E.29 (1)). Pour l'existence, comme l'application z 7! z

b0 est holomorphe et en-
voie 
 0 sur l'anneau 
 avec a = a0

b0, le résultat découle de la question ci-dessus (voir la
démonstration du corollaire 2.2).
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Correction de l'exercice E.63 . (1) a) Quitte à ajouter à u la constante � u(x0), ce qui
ne change pas le résultat, nous pouvons supposer queu(x0) = 0 . Comme x0 est un point
sur lequelu atteint son maximum, nous avons donc� u � 0 sur H.

Par la minoration dans l'inégalité de Harnack appliquée à lafonction harmonique po-
sitive � u sur le disque ouvert de centrex0 + i et de rayon 1 (qui est contenu dansH), nous
avons, pour tous lesr 2 ]0; 1[ et � 2 R,

� u(x0 + i + rei� ) �
1 � r
1 + r

(� u(x0 + i )) �
� u(x0 + i )

2
(1 � r ) :

D'où le résultat, en prenant c = � u(x0+ i )
2 et � = �

2 . Notons que c n'est pas nul, sinonu
atteindrait son maximum en un point intérieur de H, donc serait constante par le principe
du maximum et la connexité deH.

b) Supposons par contraposition queu est non constante surH (donc sur H par conti-
nuité). Quitte à remplacer u par � u, et puisque u n'est pas la fonction nulle sur H, il
existe z0 2 H tel que u(z0) > 0. Puisque u est nulle à l'in�ni, il existe R > 0 tel que si
z 2 H � (B (0; R) \ H), alors ju(z)j < 1

2 u(z0). Puisqueu est harmonique sur un voisinage de
H, ses dérivées verticales sur le bord deH sont bien dé�nies. Par le principe du maximum,
la restriction à H \ B (0; R) de u atteint son maximum en au moins un point x0 du bord
de H \ B (0; R), donc dans[� R; R], et ce maximum est un maximum sur tout H. Par la
question a), nous avons donc

@u
@y

(x0) = � lim
r ! 1�

u(x0 + i (1 � r )) � u(x0)
1 � r

� � c < 0 :

Donc @u
@y ne s'annule pas en au moins un point deR, ce qui montre le résultat.

(2) a) Puisque l'application t 7! Qz(t) est continue et bornée par 1
Im( z) sur R, et puisque

� est une mesure �nie, l'application PH � est bien dé�nie. Puisque l'application

z 7!
Z

t2 R

1
t � z

1
1 + t2 d� (t) + z

Z

t2 R

1
t � z

t
1 + t2 d� (t)

est holomorphe surH (voir la proposition B.1 de l'appendiceB), l'application PH � , partie
imaginaire de cette application surH par linéarité de l'intégrale, est harmonique.

Pour tous lest; t 0 2 R et r > 0, puique jt + ir � t0j = jt � ir � t0j = jt0+ ir � t j, le noyau
de Poisson deH véri�e Qt+ ir (t0) = Qt0+ ir (t). Puisque

R
t2 R Qz(t) dt = � pour tout z 2 H,

nous avons par le théorème de Fubini pour les fonctions positives,
Z

t2 R
PH � (t + ir ) dt =

Z

t2 R

Z

t02 R
Qt+ ir (t0) d� (t0) dt =

Z

t2 R

Z

t02 R
Qt0+ ir (t) d� (t0) dt

=
Z

t02 R

Z

t2 R
Qt0+ ir (t) dt d� (t0) = �� (R) :

Donc la borne supérieure surr 2 ]0; 1] du membre de gauche est �nie.

b) Pour tout f 2 C0
c (R; C), nous avons, par la propriété de continuité rappelée dans

l'énoncé, par la convergence uniforme sur les compacts, et puisquePH f (étendue parf sur
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R) est nulle à l'in�ni, donc plus petite en module qu'un � > 0 quelconque en dehors d'un
grand compact deH, et par le théorème de Fubini,

Z

R
f d� = lim

r ! 0+

Z

t2 R
PH f (t + ir ) d� (t) = lim

r ! 0+

Z

t2 R

1
�

Z

t02 R
Qt+ ir (t0) f (t0) dt0d� (t)

=
1
�

lim
r ! 0+

Z

t2 R

Z

t02 R
Qt0+ ir (t) f (t0) dt0d� (t)

=
1
�

lim
r ! 0+

Z

t02 R
f (t0)

Z

t2 R
Qt0+ ir (t) d� (t) dt0

= lim
r ! 0+

1
�

Z

t02 R
f (t0) PH � (t0+ ir ) dt0 :

c) Notons C0
0 (R; C) l'espace de Banach des fonctions continues surR nulles à l'in�ni

(pour la norme uniforme). Pour tout n 2 N, notons `n : C0
0 (R; C) ! C l'application dé�nie

par

`n (f ) =
Z

t2 R
h

�
t + i

1
n + 1

�
f (t) dt :

Alors `n est une forme linéaire surC0
0 (R; C), qui est positive carh est positive, et continue

de norme au plusM (h). Par le théorème de Banach-Alaoglu de compacité des boules du
dual topologique deC0

0 (R; C) pour la convergence faible-étoile (voir par exemple [Bre]), il
existe donc une sous-suite(nk)k2 N et une forme linéaire continue` sur C0

0 (R; C) telle que
pour tout f 2 C0

0 (R; C), nous ayons`(f ) = lim k! + 1 `nk (f ). En particulier, ` est positive.
Par le théorème de représentation de Riesz, il existe donc une (unique) mesure borélienne
positive �nie sur les compacts et régulière� sur l'espace localement compactR telle que
`(f ) =

R
R f d� pour tout f 2 C0

0 (R; C). Elle est de plus �nie, car de masse totale égale à
la norme duale de`. Donc pour tout f 2 C0

0 (R; C),
Z

R
f d� = lim

k! + 1
`nk (f ) = lim

k! + 1

Z

t02 R
h(t0+

i
nk + 1

) f (t0) dt0 :

d) La question a) montre que cette application est bien dé�nie. La question b) montre
qu'elle est injective, car une mesure dansM (R) est uniquement déterminée par ses inté-
grales de toutes les fonctions continues à suport compact. Montrons qu'elle est surjective.

Soit h : H ! C une fonction harmonique positive telle queM (h) < + 1 , et soient
� 2 M (R) et (nk)k2 N dans N comme dans la question c). Pour toutz 2 H, nous avons
la suite d'égalités suivantes, la deuxième par la question c) puisque t 7! Qz(t) est nulle à
l'in�ni, la troisième par la formule de Poisson de H appliquée à la fonction continue deH
dans C, harmonique surH, dé�nie par w 7! h(w + i

nk +1 ), la dernière par la continuité de
h en z :

P
� �
�

�
(z) =

1
�

Z

R
Qz(t) d� (t) = lim

k! + 1

1
�

Z

R
Qz(t)h(t +

i
nk + 1

) dt

= lim
k! + 1

h(z +
i

nk + 1
) = h(z) :

D'où h = P
� �

�

�
.
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Théorie spectrale et analyse harmonique.

Correction de l'exercice E.64 . (1) a) Montrons que H 1(R) est un espace de Hilbert
séparable de dimension in�nie contenantC1

c (R).
Notons tout d'abord que pour tout u 2 L2(R), une application u0 2 L2(R) telle que

hu0; ' i 2 = �h u; ' 0i 2 pour tout ' 2 C1
c (R), si elle existe, est unique, car sieu0 2 L2(R) est

une autre telle application, alors hu0 � eu0; ' i 2 = 0 pour tout ' 2 C1
c (R), et par densité

de C1
c (R) dans L2(R), nous avonsu0 = eu0. Nous appelleronsu0 la dérivée au sens des

distributions de u.
La première a�rmation se démontre comme dans la démonstration de la proposition

2.18, en montrant que l'application de H 1(R) dans l'espace de Hilbert produitL2(R) �
L2(R) dé�nie par u 7! (

p
t2 + 1 u; u0) est un isomorphisme d'espaces préhilbertiens sur un

sous-espace vectoriel fermé deL2(R) � L2(R). En particulier, H 1(R) est séparable.
En prenant pour dérivée au sens des distributionsu0, si u 2 C1

c (R), la dérivée usuelle,
qui convient par intégration par partie, nous avonsC1

c (R) � H 1(R) (et comme le premier
est un sous-espace vectoriel de dimension in�nie, il en est de même du second).

b) Montrons la densité deC1
c (R) dans H 1(R).

En première étape, montrons que les éléments deH 1(R) à support compact sont denses
dans H 1(R). Soit (� n )n2 N une suite dansC1

c (R) de fonctions plateaux telle qu'il existe
M � 0 tel que pour tout n 2 N

� � n (t) 2 [0; 1] pour tout t 2 R,
� � n (t) = 1 si t 2 [� n; n],
� � n (t) = 0 si t =2 [� n � 1; n + 1] ,
� j � 0

n (t)j � M pour tout t 2 R.
Pour tous les f 2 H 1(R) et n 2 N, l'application

p
1 + t2 f � n est dansL2(R) (de norme

dans L2(R) inférieure ou égale à celle de
p

1 + t2 f ), et il est immédiat de véri�er que
f 0� n + f � 0

n est dansL2(R), et est une dérivée au sens des distributions def � n . De plus

kf � n � f k2
H 1 = k

p
1 + t2f (� n � 1)k2

2 + kf 0(� n � 1) + f � 0
nk2

2

� (1 + M )
Z

j t j� n
jf (t)j2(1 + t2) dt +

Z

j t j� n
jf 0(t)j2 dt

qui converge vers0 quand n tend vers + 1 , ce qui montre la première étape.
Pour la seconde étape, montrons queC1

c (R) est dense dans le sous-espace deH 1(R)
des éléments à support compact. Soit doncf 2 H 1(R) à support contenu dans[� N; N ].
Soit ' 2 C1

c (R) une application à valeurs dans[0; 1], à support dans[� 1; 1], d'intégrale 1
pour la mesure de Lebesgue. Pour touti 2 N, posons' i : x 7! 2i ' (2i x), qui est un élément
de C1

c (R), encore d'intégrale1. Nous admettrons que pour toutg 2 L2(R), la convolution
g � ' i converge versg dans L2(R).

La convolution f � ' i de f par ' i est à support dans[� N � 1; N + 1] pour tout i 2 N.
Puisquef est dansL2(R), elle est de classeC1 (voir la formule (31)), donc f � ' i 2 C1

c (R).
Il est facile de voir que

(f � ' i )0 = ( f 0) � ' i :

Donc par le résultat de convergence admis,(f � ' i )0 converge versf 0 dans L2(R). Puisque
f � ' i et f sont nulles en dehors de[� N � 1; N + 1] , nous avons

k
p

1 + t2 (f � ' i � f )k2 �
p

1 + ( N + 1) 2 kf � ' i � f k2 ;
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qui tend vers 0 quand i tend vers+ 1 , toujours par le résultat de convergence admis (mais
voir aussi la formule (32)). Donc

p
1 + t2 f � ' i converge vers

p
1 + t2 f dans L2(R), et

donc f � ' i converge versf dans H 1(R).

c) Montrons que l'inclusion deH 1(R) dansL2(R) est compacte. Soit(un )n2 N une suite
bornée dansH 1(R), et notons V : R ! [1; + 1 [ l'application t 7!

p
t2 + 1 . En particulier,

les suites(u0
n )n2 N et (V un )n2 N sont bornées dansL2(R).

La notation u0 coïncide avec la dérivée au sens des distributions@u
@t introduite dans

la partie 2.4. Une fonction L2 sur R, dont la dérivée au sens des distributions est nulle,
est constante presque partout.26 Quitte à remplacer un par

Rx
0 u0

n (t)dt + cn où cn 2 R, ce
qui ne change pas sa classeL2, nous pouvons donc supposer queun est continue et même
1=2-höldérienne : six � y, alors par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

�
�
�
Z x

0
u0

n (t) dt �
Z y

0
u0

n (t) dt
�
�
� =

�
�
�
Z

R
� [x;y ] u0

n (t) dt
�
�
� �

p
y � x ku0

n kL2 (R) :

Pour tout N 2 N, notons 
 N = f t 2 R : V (t) < N g, qui est un ouvert borné. Par
le théorème d'Arzela-Ascoli1.32, pour tout N , la suite (un j
 N

)n2 N admet une sous-suite
convergente dansC(
 N ; C) vers vN 2 C(
 N ; C). Par extraction diagonale, nous pouvons
supposer que(un j
 N

)n2 N converge versvN dans C(
 N ; C) pour tout N . Il est immédiat
que vM j
 N

= vN si M � N , et on note v 2 C(R; C) l'application telle que vj 
 N
= vN pour

tout N 2 N. En dehors de
 N , nous avonsun � 1
N V un , qui tend vers 0 dans L2 quand

N tend vers + 1 , uniformément en n. Donc (un )n2 N converge versv dans L2(R).

[Autre méthode : on pouvait penser, si on le connaissait, à utiliser la variante L2 du
théorème d'Arzela-Ascoli.

Théorème 3.1 (Théorème de Riesz-Fréchet-Kolmogorov) Soit A une partie bor-
née deL2(R) telle que

(i)
R

jx j� R jf (x)j2 dx converge vers0 quand R tend vers+ 1 uniformément en f 2 A .

(ii) kf (x + a) � f (x)k2 converge vers0 quand a tend vers0 uniformément en f 2 A .

Alors A est d'adhérence compacte dansL2(R). �

Soit (un )n2 N une suite bornée dansH 1(R), montrons que (un )n2 N admet une sous-
suite convergente dansL2(R). Par densité deC1

c (R) dansH 1(R), nous pouvons supposer
queun 2 C1

c (R) pour tout n 2 N. Utilisons le théorème de Riesz-Fréchet-Kolmogorov avec
A = f un : n 2 Ng. Puisque kun k2 � k unkH 1 , la suite (un )n2 N est bornée dansL2(R).
Par le théorème des accroissements �nis et puisque la suite(u0

n )n2 N est bornée dansL2(R),
la condition (ii) est véri�ée. En�n, puisque

Z

jx j� R
jf (x)j2 dx �

1
1 + R2

Z

jx j� R
(1 + x2)jf (x)j2 dx �

1
1 + R2 kunkH 1 ;

26. Rappelons que

C1
c (R)0 = f ' 2 C1

c (R) :
Z

R
' = 0 g :

Soit f 2 L 2(R) de dérivée au sens des distribution nulle. Fixons 2 C1
c (R) telle que

R
R  = 1 et considérons

la constante c = hf;  i L2 . Alors pour tout ' 2 C1
c (R), l'application ' � (

R
R ' ) est d'intégrale nulle, donc

hf � c; ' i L2 =
Z

R
f ' �

Z

R
f  

Z

R
' = hf; ' � (

Z

R
' ) i L2 = 0 :

Par densité de C1
c (R) dans L 2(R), nous avons donc quef � c est presque partout nulle.

212



la condition (i) est véri�ée.]

(2) a) Puisque t2 + 1 � 1, remarquons que siu 2 H 1(R), alors kuk2 � k
p

t2 + 1 uk2 �
kukH 1 , et en particulier, u appartient à L2(R) et l'inclusion de H 1(R) dans L2(R) est
linéaire, de norme au plus1.

b) L'application Qf est donc bien dé�nie, continue (par continuité de la norme dans
H 1(R) et du produit scalaire dansL2(R)), et elle est à valeurs réelles.

Montrons que Qf est strictement convexe. Par sequilinéarité du produit scalaire et
linéarité des applications u 7! u0 et u 7!

p
t2 + 1 u, il su�t de montrer que dans tout

espace de Hilbert, l'applicationx 7! k xk2 est strictement convexe, ce qui a été vu en cours.
Montrons que Qf est propre. Pour tout u 2 H 1(R), nous avons par l'inégalité de

Cauchy-Schwarz et la question (1) a)

Qf (u) �
1
2

kuk2
H 1 � k f kL2 kukL2 �

1
2

kuk2
H 1 � k f kL2 kukH 1 ;

qui tend évidemment vers+ 1 quand kukH 1 tend vers + 1 .
Montrons l'unicité d'un minimum. La démonstration est la même que celle vue dans

le cours : siu et v étaient deux minima distincts de Qf , de valeur minimale a = Qf (u) =

Qf (v), alors par stricte convexité deQf , nous aurionsQf ( u+ v
2 ) < Q f (u)+ Q f (v)

2 = a, une
contradiction.

Montrons en�n l'existence d'un minimum : la démonstration est la même que celle vue
dans le cours. PuisqueQf est propre, soit R > 0 tel que Qf (u) � 0 si jjujjH 1 � R. Pour
montrer l'existence d'un minimum, puisque Qf (0) = 0 , il su�t de montrer que Qf admet
un minimum dans la boule ferméeB (0; R) : ce sera un minimum deQf sur H 1(R). Soit
(xn )n2 N une suite dansB(0; R) telle que lim n! + 1 Qf (xn ) = inf y2 B (0;R) Qf (y). Quitte à
extraire, nous pouvons supposer qu'elle converge faiblement vers x, par compacité faible des
boules fermées des espaces de Hilbert. L'applicationQf est continue et convexe, donc faible-
ment semi-continue inférieurement. D'oùQf (x) � limn! + 1 Qf (xn ) = inf y2 B (0;R) Qf (y),
et x est un minimum de Qf .

[Les assertions b) et c) découlent aussi du théorème de Lax-Milgram : le produit sca-
laire L2 avec f est une forme anti-linéaire continue27 ' : v 7! hf; v i L2 sur H 1(R), et
l'application a : (u; v) 7! hu; vi H 1 est une forme sesquilinéaire continue coercive hermi-
tienne sur H 1(R), donc le théorème de Lax-Milgram dit qu'il existe un unique élément
u 2 H 1(R) tel que pour tout v 2 H 1(R), nous ayonshu; vi H 1 = hf; v i L2 et que cet
élément u est l'unique élément deH 1(R) qui minimise Qf . Ceci montre b). Pour c), le
sens direct découle de l'inclusion deC1

c (R) dans H 1(R). Pour le sens réciproque, utiliser
la densité deC1

c (R) dansH 1(R) et le fait que la convergence forte dansH 1(R) implique
la convergence faible dansH 1(R) et dans L2(R).]

(c) Pour tout u 2 H 1(R) et pour tout ' 2 C1
c (R), nous avons

d
dt j t=0

Qf (u + t' ) =
d
dt j t=0

� 1
2

hu + t'; u + t' i H 1 � Re hf; u + t' i L2

�

= Re hu; ' i H 1 � Re hf; ' i L2 :

Donc en remplaçant' par i' pour obtenir les parties imaginaires, siu est un minimum de
Qf , alors u véri�e hu; ' i H 1 = hf; ' i L2 pour tout ' 2 C1

c (R).

27. car l'inclusion de H 1(R) dans L 2(R) est continue par a)
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Réciproquement, siu véri�e cette condition, alors pour tout ' 2 C1
c (R), la valeur t = 0

est le minimum (qui est le seul extremum) de la fonction strictement convexe et propre
t 7! Qf (u + t' ). Par densité deC1

c (R) dansH 1(R), ceci implique queu est un minimum
de Qf .

(3) La linéarité de G découle de l'unicité et de la linéarité en(u; f ) des équations dans
c).

Montrons que G est continu. Si G(f ) = u, alors u minimisant Qf , nous avons

0 =
d
dt j t=1

Qf (tu) = kuk2
H 1 � Re hf; u i L2 :

Donc par la question (2) a) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

kuk2
L2 � k uk2

H 1 � k f kL2 kukL2 :

D'où G est continu (de normekGk au plus 1).
Montrons que G est auto-adjoint (même si les espaces de Hilbert étant complexes, le

fait que G est auto-adjoint découle du fait qu'il est positif, qui seradémontré ci-dessous).
Soient f; g 2 L2(R). Par la question (2) c), nous avonshG(f ); ' i H 1 = hf; ' i L2 pour tout
' 2 C1

c (R), donc par densité deC1
c (R) dans H 1(R), qui contient G(g), nous avons

hG(f ); G(g)i H 1 = hf; G (g)i L2 . En utilisant (la conjuguaison complexe de) cette formule et
cette formule où nous avons échangéf et g, nous avons donc

hG(g); f i L2 = hG(g); G(f )i H 1 = hg; G(f )i L2 :

Montrons queG est positif, et même strictement positif, c'est-à-dire quehG(f ); f i L2 > 0
pour tout élément non nul f de L2(
) . Comme vu ci-dessus,

hG(f ); f i L2 =



 G(f )




 2

H 1 ;

qui est positif, et nul si et seulement siG(f ) est nul. Or si f = 0 , alors G(f ) = 0 par
linéarité de G. De plus, siG(f ) = 0 , alors par la question (2) c), f est orthogonale à tout
élément deC1

c (R), qui est dense dansL2(R), donc f est nulle.
Montrons en�n que G est un opérateur compact. Notons queG est d'image contenue

dans H 1(R), et continue deL2(R) dans H 1(R) car

kG(f )k2
H 1 = hG(f ); f i L2 � k Gk kf k2

L2 :

Comme la postcomposition d'un opérateur compact par un opérateur continu est encore
compact, le résultat découle de la question (1), qui dit que l'inclusion de H 1(R) dans
L2(R) est un opérateur compact.

(4) Puisque l'opérateur G : L2(R) ! L2(R) est auto-adjoint, strictement positif, com-
pact (et L2(R) est de dimension in�nie), il est diagonalisable en base hilbertienne, à valeurs
propres strictement positives décroissantes tendant vers0 : il existe une suite (� i ) i 2 N de
réels strictement positifs, décroissante, convergente vers 0, et une base hilbertienne(f i ) i 2 N

de L2(R) telle que G(f i ) = � i f i pour tout i 2 N. Posons� i = 1
� i

. Alors par la question (2)
c), pour tout i 2 N, pour tout ' 2 C1

c (R), nous avonshG(f i ); ' i H 1 = hf i ; ' i L2 , ce qui
équivaut au résultat cherché par la dé�nition de f 0

i : puisque f i = 1
� i

G(f i ) 2 H 1(R),

hf i ; ' i H 1 = hf 0
i ; ' 0i L2 + hf i ; (t2 + 1) ' i L2 = �h f i ; ' 00i L2 + hf i ; (t2 + 1) ' i L2 :
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Correction de l'exercice E.65 . (1) Par dé�nition si f 2 W 2;2(
) , alors f est L2 et
admet des dérivées partielles au sens des distributions dans L2, donc f 2 W 1;2(
) , et

kf k2
W 2;2 = kf k2

L2 +
nX

i =1

kf i k2
L2 +

nX

i;j =1

kf i;j k2
L2 = kf k2

W 1;2 +
nX

i;j =1

kf i;j k2
L2 :

D'où kf kW 2;2 � k f kW 1;2 � k f kL2 . En particulier, si f est limite dans W 2;2(
) d'une suite
dans C1

c (
) , alors f est aussi limite dansW 1;2(
) de cette suite, et la seconde assertion
en découle.

(2) a) Puisque 
 est un ouvert borné, par l'inégalité de Poincaré, il existec > 0 tel
que pour tout u 2 W 1;2

0 (
) , nous avonskukL2 � c kr ukL2 . Si f 2 W 2;2
0 (
) , nous avons

f i 2 W 1;2
0 (
) pour 1 � i � n et les dérivées partielles au sens des distributions def i sont

les f i;j pour 1 � j � n, donc

kf k2
L2 � c2

nX

i =1

kf i k2
L2 � c4

nX

i;j =1

kf i;j k2
L2 :

b) Puisque 
 est borné, par le théorème de Rellich-Kondrachov, toute suite bornée
dansW 2;2

0 (
) , qui est aussi bornée dansW 1;2
0 (
) par la question (1), admet une sous-suite

convergente dansL2(
) .

(3) a) Pour tout ' 2 C1
c (
) , nous avons par dé�nition

h� � f; ' i L2 = h
nX

i =1

� f ii ; ' i L2 =
nX

i =1

hf i ;
@'
@xi

i L2 = hf; � � ' i L2 :

Soit (' k )k2 N une suite dansC1
c (
) qui converge versg dans W 2;2(
) , donc dansL2(
)

par la question (1). Alors @'k
@xi

converge versf i dans L2(
) pour 1 � i � n, et en prenant
g = f , ceci montre la seconde assertion. De plus,� � ' k converge vers� � f dans L2(
) ,
donc ceci montre la première assertion, par continuité du produit scalaire. De même,

h� � f; f i L2 =
nX

i =1

hf i ; f i i L2 � 0 ;

ce qui montre la seconde assertion.
b) Notons G : L2(
) ! W 1;2

0 (
) l'opérateur de Green. Par dé�nition de G, si f 2
W 2;2

0 (
) véri�e � � f = u, alors f 2 W 1;2
0 (
) véri�e l'équation � � f = u au sens des

distributions, donc G(u) = f .
Soient � 2 C et f 2 W 2;2

0 (
) � f 0g tels que � � f = �f . Alors � hf; f i L2 � 0 par la
question précédente, donc� � 0. Si � 6= 0 , alors G(f ) = 1

� f , donc puisquef est non nul,
1
� est une valeur propre deG. Or on sait que G est un opérateur auto-adjoint compact de
l'espace de HilbertL2(
) , donc n'a qu'un nombre dénombrable de valeurs propres, ce qui
conclut.

Correction de l'exercice E.66 . (1) Si f 0 et ef 0 sont deux solutions au problème, alors
f 0 � ef 0 est orthogonal dansL2(S1) à toutes les ' 2 C1 (S1). Puisque C1 (S1) est dense
dans L2(S1), nous avons doncf 0 = ef 0.
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L'application f 7! f 0 de H 1(S1) dansL2(S1) est linéaire, par unicité et par la linéarité
de la condition dé�nissant f 0. Par construction, l'application  de H 1(S1) dans L2(S1) �
L2(S1) dé�nie par f 7! (f; f 0) est un isomorphisme d'espaces préhilbertiens sur son image.
Pour montrer que H 1(S1) est complet, il su�t donc de montrer que son image est fermée :
elle sera alors complète. Soit(f k )k2 N une suite dansH 1(S1) telle que (f k ; f 0

k) converge
vers un élément noté(f; g ) dans L2(S1) � L2(S1) quand k ! + 1 . Pour tout ' 2 C1 (S1),
nous avons, par convergence faible et par la condition dé�nissant lesf 0

k ,

hg; ' i 2 + hf; ' 0i 2 = lim
k! + 1

hf 0
k ; ' i 2 + hf k ; ' 0i 2 = 0 :

Ceci montre quef 2 H 1(S1) et que g = f 0 par unicité. Le résultat en découle, car tout
sous-espace d'un espace métrique séparable est séparable.

(2) En utilisant les notations de l'exercice I, nous savons que l'application F : L2(S1) !
`2(Z) dé�nie par f 7! (cn (f ))n2 Z est un isomorphisme d'espaces de Hilbert, qui induit un
isomorphisme linéaire deC1 (S1) sur le sous-espaceS (Z) de`2(Z) des suites à décroissance
rapide, tel que si' 2 C1 (S1), alorscn (' 0) = incn (' ) et cn (' 00) = � n2cn (' ). Notons `1;2(Z)
le sous-espace vectoriel desx = ( xn )n2 Z 2 `2(Z) tels que la suite u0(x) = ( jnjxn )n2 Z

appartienne à `2(Z). Munissons-le du produit scalairehx; yi 1;2 = hx; yi 2 + hu0(x); u0(y)i 2.
La transformation de Fourier induit par restriction un isomorphisme d'espaces de Hilbert
de H 1(S1) dans`1;2(Z). Par un argument usuel de troncature, le sous-espace des suites de
support �ni est dense dans`1;2(Z). Donc par la transformation de Fourier, le sous-espace
vectoriel des polynômes trigonométriques est dense dansH 1(S1), donc C1 (S1) est dense
dansH 1(S1). Notons queu0 : `1;2(Z) ! `2(Z) est un opérateur linéaire continu (de norme
au plus 1).

Posonsu = F � 1 � u0 � F , qui est bien un opérateur linéaire continu (de norme au plus
1) de H 1(S1) dans L2(S1). Notons que six 2 S (Z), alors u0(x) 2 S (Z), donc u préserve
C1 (S1). Nous avonsu2 = F � 1 � u2

0 � F , et donc si ' 2 C1 (S1), alors

u2(' ) = F � 1 � u2
0((cn (' ))n2 Z ) = F � 1 � ((n2cn (' ))n2 Z)

= F � 1 � ((cn (� ' 00))n2 Z) = � ' 00:

Pour tout ' 2 C1 (S1), nous avons

hu(' ); ' i 2 = hu0(F ' ); F ' i 2 =
X

n2 Z

jnj jcn (' )j2 � 0 :

Soit v un autre tel opérateur. Posonsv0 = F � v � F � 1. Par l'hypothèse, nous avons
v2

0 = u2
0 : (xn )n2 Z 7! (n2xn )n2 Z sur le sous-espace vectorielF (C1 (S1)) = S (Z), qui

est préservé parv0. Pour tout n 2 N, le sous-espace propre deS (Z) pour la valeur
propre n2 de v2

0 est Cen + Ce� n , en notant (en )n2 Z la base canonique dè2(Z). Puisquev0

commute avecv2
0, il préserve donc cet espace propre. Les seules transformations linéaires

du plan réel euclidien de carré l'homothétie de rapportn2 sont � n id et �
� 0 n

n 0

�
(dans

une base orthonormée). La seule de ces transformations qui véri�e la condition de positivité
voulue est n id. Donc v0 = u0 sur (en )n2 Z , qui est, convenablement normalisée, une base
hilbertienne de `1;2(Z). D'où v0 = u0 par continuité.

(3) Pour tout n 2 Z, notons f n : � 7! 1p
� (1+ n2 )

cos(n� ) si n � 0 et f n : � 7!
1p

� (1+ n2 )
sin(n� ) si n < 0. Il est facile de voir que ces vecteurs sont orthonormés dans
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H 1(S1). L'espace vectoriel qu'ils engendrent contient les polynômes trigonométriques, donc
est dense dansH 1(S1). De plus, en notant (en )n2 Z la base canonique dè2(Z), nous avons
F (f n ) = en + e� n

2
p

� (1+ n2 )
si n � 0 et F (f n ) = en � e� n

2i
p

� (1+ n2 )
sinon. Donc u0(F (f n )) = jnjF (f n )

pour tout n 2 Z. Par transformation de Fourier, nous avons donc queu(f n) = � n f n pour
tout n 2 Z, où � n = jnj.

Correction de l'exercice E.67 . (1) C'est immédiat par récurrence : nous avons tout
d'abord e� x2

= ( � 1)0H0 e� x2
car H0 = 1 et si le résultat est vrai au rangn, alors par la

dé�nition

0 =
d
dx

� � d
dx

� n (e� x2
) � (� 1)n Hn e� x2

�
=

� d
dx

� n+1 (e� x2
) � (� 1)n (

dHn

dx
� 2xH n ) e� x2

=
� d

dx

� n+1 (e� x2
) � (� 1)n+1 Hn+1 e� x2

:

Le fait que Hn est un polynôme de degrén et de coe�cient dominant 2n s'obtient aussi
par une récurrence immédiate.

(2) a) Soient p � q dans N. Nous avons

h p;  qi L2 = cpcq

Z

R
HpHq e� x2

dx = ( � 1)qcpcq

Z

R
Hp

� d
dx

� q(e� x2
) dx :

En intégrant par partie q fois (pour tout polynôme P, l'application P(x) e� x2
converge

vers 0 en �1 , donc les termes d'intégration s'annulent), et commeHp est un polynôme
de degrép, le terme de droite est nul sip < q. Si p = q, puisque Hp est de degrép et de
coe�cient dominant 2p (donc

� d
dx

� pHp = 2 pp! ), par le rappel de la valeur de
R+ 1

�1 e� x2
dx

et la dé�nition de cp, le terme de droite vaut

(� 1)qcp cq (� 1)p 2p p!
Z

R
e� x2

dx = c2
p 2p p!

p
� = 1 :

Donc les applications n sont unitaires et deux à deux orthogonales. CommeHn est un

polynôme de degrén, l'espace vectoriel complexe engendré par les n est C[x] e� x 2

2 , qui
est dense dansL2(R) par la propriété admise.

b) Nous avons

� d
dx

+ x
�
 0 = � � 1

4
� d

dx
+ x

�
e� x 2

2 = � � 1
4 (�

2x
2

+ x)e� x 2

2 = 0 :

Pour tout n 2 N, par la relation de récurrence véri�ée par lesHn ,

�
�

d
dx

+ x
�
 n = cn

�
�

d
dx

+ x
�
(Hn e� x 2

2 )

= cn

� �
�

d
dx

+ 2x
�
Hn

�
e� x 2

2 � cn (x �
2x
2

)Hn e� x 2

2

=
cn

cn+1
cn+1 Hn+1 e� x 2

2 =
p

2(n + 1)  n+1 :

c) En notant F (f ) = bf , rappelons quecf 0 = ix bf et cxf = i bf 0 si f 2 S (R). Par la
formule de transformation de Fourier inverse,F est unitaire.
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Posonsf = F ( 0). Alors 0 = F
�� d

dx + x
�
 0

�
= ixf + if 0. Donc f véri�e l'équation

di�érentielle linéaire du premier ordre f 0+ xf = 0 , avec condition initiale

f (0) =
1

p
2�

Z

R
 0(t) dt =

c0p
�

Z

R
e� x2

dx = c0 :

Donc f = c0 e� x 2

2 =  0. Par récurrence,

F ( n+1 ) =
1

p
2(n + 1)

F
��

�
d
dx

+ x
�
 n

�
=

1
p

2(n + 1)

�
� ix + i

d
dx

�
F ( n )

=
(� i )n+1

p
2(n + 1)

�
�

d
dx

+ x
�
 n = ( � i )n+1  n+1 :

L'opérateur F est donc diagonal dans la base hilbertienne( n )n2 N de L2(R). Par
un exercice vu en cours, les valeurs propres deF sont donc les coe�cients diagonaux,
son spectre résiduel est vide, et son spectre est l'adhérence de l'ensemble des coe�cients
diagonaux. Donc

Vp(F ) = Sp( F ) = f 1; � 1; i; � ig et Spres(F ) = ; :

(3) a) Par la question (2) b), nous avonsd 0
dx = � x 0, donc d2  0

dx2 = �  0 + x2 0, d'où
H ( 0) =  0. Par récurrence,

d n+1

dx
=

1
p

2(n + 1)

d
dx

�
�

d n

dx
+ x n

�
=

1
p

2(n + 1)

�
�

d2 n

dx2 + x
d n

dx
+  n

�

=
1

p
2(n + 1)

�
(2n + 2 � x2) n + x

d n

dx

�
:

En dérivant une seconde fois, et toujours par récurrence,

d2 n+1

dx2 =
1

p
2(n + 1)

�
� 2x n + (2 n + 2 � x2 + 1)

d n

dx
+ x

d2 n

dx2

�

=
1

p
2(n + 1)

�
� 2x n + (2 n + 3 � x2)

d n

dx
+ x(x2 n � (2n + 1)  n )

�

=
1

p
2(n + 1)

�
x2�

�
d n

dx
+ x n

�
+ (2 n + 3)

� d n

dx
� x n

��

= x2 n+1 � (2n + 3)  n+1 :

Donc H ( n+1 ) = (2 n + 3)  n+1 , ce qu'il fallait démontrer.

b) Notons G : L2(R) ! L2(R) l'unique opérateur linéaire continu tel que G( n ) =
1

2n+1  n pour tout n 2 N, dont l'existence et l'unicité ont été vues en exercice, carla
suite

� 1
2n+1

�
n2 N est bornée. Comme cette suite converge vers0, nous avons vu dans un

autre exercice de cours que cet opérateur est compact. En écrivant f; g 2 S (R) dans la
base hilbertienne ( n )n2 N comme f =

P
n2 N f n  n et g =

P
n2 N gn  n , il est immédiat

de véri�er, par la linéarité et la continuité de H et de G sur S (R), que H (f ) = g si et
seulement sign = (2 n + 1) f n pour tout n 2 N, si et seulement sif n = 1

2n+1 gn pour tout
n 2 N, si et seulement sif = G(g).
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(4) Le calcul fonctionnel continu admet une extension aux opérateurs unitaires (et
même normaux), et le résultat pouvait être obtenu en posantut = f t (F ) où f t : � 7! � t (qui
est bien dé�ni et continu sur le spectre discretSp(F )). Mais comme le calcul fonctionnel
continu n'a été vu en cours que pour les opérateurs auto-adjoints, et puisqueF est unitaire,
mais pas auto-adjoint, il fallait travailler à la main.

a) Pour tout t 2 R, notons ut : L2(R) ! L2(R) l'unique opérateur linéaire continu tel
que

ut ( n ) = e� itn �
2  n

pour tout n 2 N, dont l'existence et l'unicité ont été vues en exercice, carla suite�
e� itn �

2
�

n2 N est bornée. Notons queu1( n ) = ( � i )n  n pour tout n 2 N, donc les opé-
rateurs linéaires continusu1 et F , qui coïncident sur la base hilbertienne( n )n2 N, sont
égaux. De même, pour tous less; t 2 R, les opérateurs linéaires continusut+ s et ut � us

coïncident sur cette base hilbertienne, donc sont égaux.
Soient � > 0 et f 2 L2(R). Soient f =

P
n2 N f n  n l'écriture de f dans la base hil-

bertienne ( n )n2 N. Par l'égalité de Parseval, il existeC > 0 tel que jf n j � C pour tout
n 2 N assez grand, et siN 2 N � f 0g est assez grand, alors

P + 1
n= N jf n j2 < � 2

8 . Si t est assez
proche det0, alors pour tout n 2 f 0; : : : ; N � 1g, nous avons

�
�e� itn �

2 � e� it 0 n �
2
�
� � �

C
p

2N
par continuité. Par conséquent, par l'égalité de Parseval,

kut (f ) � ut0 (f )k2
2 =

X

n2 N

�
�e� itn �

2 � e� it 0n �
2
�
�2 jf n j2

� C2
N � 1X

n=0

�
�e� itn �

2 � e� it 0n �
2
�
�2 + 2 2

+ 1X

n= N

jf n j2

� NC 2
� �

C
p

2N

� 2
+ 2 2 � 2

8
= � 2 :

Donc kut (f ) � ut0 (f )k2 � � et le résultat en découle.
b) L'opérateur ut étant diagonal dans la base hilbertienne( n )n2 N de L2(R) de suite

des coe�cients diagonaux (e� itn �
2 )n2 N, par un exercice vu en cours, les valeurs propres de

F sont donc ces coe�cients diagonaux, son spectre résiduel est vide, et son spectre est
l'adhérence de l'ensemble des coe�cients diagonaux. Donc

Vp(ut ) = f e� itn �
2 : n 2 Ng et Spres(ut ) = ; :

Si t est irrationnel, alors la suite (e� itn �
2 )n2 N est dense dans le cercleS1, sinon, elle est

�nie. Donc Sp(ut ) = S1 si t est irrationnel, et Sp(u p
q
) = f e� in �p

2q : n = 0 ; : : : ; 4q � 1g si

p 2 N et q 2 N � f 0g.

Correction de l'exercice E.68 . (1) a) L'application de H 1 dans L2([0; + 1 [) dé�nie
par f 7!

p
t e� t=2f est un isomorphisme d'espaces de Hilbert, qui envoieC1

c ([0; + 1 [) sur
lui-même. Donc le sous-espace vectorielC1

c ([0; + 1 [) est dense dansH 1. L'unicité de u0

pour tout u 2 H 2 découle alors du fait que le produit scalaire deH 1 est continu et non
dégénéré.

Pour tous lesu; ' 2 C1
c ([0; + 1 [), nous avons par intégration par partie

hu0; ' i H 1 =
Z + 1

0
u0( ' t e � t ) dt = �

Z + 1

0
u (' 0t e� t + ' e � t � ' t e � t ) dt

= hu; � t' 0 � (1 � t)' i H 0 ;
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et la seconde a�rmation découle de l'unicité.

b) L'application u 7! u0 de H 2 dans H 1 est linéaire, par unicité et par la linéarité
de la condition dé�nissant u0. Notons que sikukH 2 = 0 , alors kukH 0 = 0 (donc u = 0
dans H 0 donc dansH 2). Par construction, l'application  de H 2 dans H 0 � H 1 dé�nie
par u 7! (u; u0) est un isomorphisme d'espaces préhilbertiens sur son image. Pour montrer
que H 2 est complet, il su�t donc de montrer que son image est fermée :elle sera alors
complète. Soit (f k )k2 N une suite dansH 2 telle que (f k ; f 0

k ) converge vers un élément noté
(f; g ) dans H 0 � H 1 quand k ! + 1 . Pour tous les ' 2 C1

c ([0; + 1 [), nous avons, par la
continuité des produits scalaires (en la première variable),

hg; ' i H 1 � h f; � t' 0� (1 � t)' i H 0 = lim
k! + 1

hf 0
k ; ' i H 1 � h f k ; � t' 0 � (1 � t)' i H 0 = 0 :

Ceci montre quef 2 H 2 avec f 0 = g. Le résultat en découle, car tout sous-espace d'un
espace métrique séparable est séparable, etC1

c ([0; + 1 [) est de dimension in�nie.

(2) a) Nous avonskvk2
H 2

= k v0k2
H 1

+ kvk2
H 0

� k vk2
H 0

pour tout v 2 H 2.

b) L'application v 7! hf; v i H 0 est une forme anti-linéaire continue surH 2, car par
l'inégalité de Cauchy-Schwarz dansH 0, pour tout v 2 H 2,

jhf; v i H 0 j � k f kH 0 kvkH 0 � k f kH 0 kvkH 2 :

Le produit scalaire (u; v) 7! hu; vi H 2 de H 2 est une forme sesquilinéaire continue coercive
hermitienne surH 2, donc le théorème de Lax-Milgram dit d'une part qu'il existeun unique
élément u 2 H 2 tel que pour tout v 2 H 2, nous ayonshu; vi H 2 = hf; v i H 0 et d'autre part
que cet élémentu est l'unique élément deH 2 qui minimise Qf .

(3) La linéarité de G découle de l'unicité et de la linéarité en(u; f ) des équations
hu; vi H 2 = hf; v i H 0 pour tout v 2 H 2.

Montrons que G est continu. Si G(f ) = u, alors u minimisant Qf , nous avons

0 =
d
dt j t=1

Qf (tu) = kuk2
H 2

� Re hf; u i H 0 :

Donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la question (2) a),

kuk2
H 2

� k f kH 0 kukH 0 � k f kH 0 kukH 2 :

D'où G est continu (de norme au plus1).
Pour tout f 2 H 0, en utilisant la question (2) b) pour la seconde égalité, nous avons

hG(f ); f i H 0 = hf; G (f )i H 0 = hG(f ); G(f )i H 2 =



 G(f )




 2

H 2
;

qui est positif, et nul si et seulement siG(f ) est nul dansH 2. Or si f = 0 , alors G(f ) = 0
par linéarité de G. De plus, si G(f ) = 0 , alors par la question (2) b), f est orthogonale à
tout élément de H 0, donc f est nulle.

Comme G : H 0 ! H 0 est continue et à valeurs dansH 2, dont l'injection dans H 0 est
compacte, et puisque la composition d'un opérateur compactet d'un opérateur continu est
compact, G est un opérateur compact.

(4) Puisque G est un opérateur linéaire continu compact auto-adjoint (car positif), et
puisque 0 n'est pas une valeur propre deG par ce qui précède,G est diagonalisable en
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base hilbertienne, à valeurs propres strictement positives décroissantes tendant vers0 : il
existe une suite(� i ) i 2 N de réels strictement positifs, décroissante, convergentevers 0, et
une base hilbertienne(f i ) i 2 N de H 0 telle queG(f i ) = � i f i pour tout i 2 N. Posons� i = 1

� i
.

Alors par la question (2) b), pour tout i 2 N, pour tout ' 2 C1
c ([0; + 1 [ ), nous avons

hG(f i ); ' i H 2 = hf i ; ' i H 0 , donc hf i ; ' i H 2 = � i hf i ; ' i H 0 . Ceci équivaut au résultat cherché
par la dé�nition de f 0

i :

hf i ; ' i H 2 = hf 0
i ; ' 0i H 1 + hf i ; ' i H 0 = hf i ; � t' 00� (1 � t)' 0i H 0 + hf i ; ' i H 0 :

(5) a) Il est immédiat par récurrence queL n est de degrén. Puisque

L n+1 =
� 1

n + 1

�
(x � 2n � 1)L n + nL n� 1

�
;

le coe�cient dominant an de L n véri�e a0 = 1 et an+1 = � 1
n+1 an , donc an = (� 1)n

n! . Les
deux formules se montrent simultanément par récurrence.

Correction de l'exercice E.69 . (1) a) L'unicité de � vient du fait qu'un élément de H est
uniquement déterminé par ses coordonnées hilbertiennes dans (en )n2 N. Pour tout z 2 S , il
existe c > 0 tel que n2jzn j � c pour tout n 2 N, donc

P
n2 N jnzn j2 �

P
n2 N�f 0g

c2

n2 < + 1 .
Par la partie réciproque du théorème de Parseval,� (z) =

P
n2 N nzn est donc bien dé�ni

dans H , et il est immédiat que � (z) 2 S et que � est linéaire surS . Comme Vectf en :
n 2 Ng, qui est dense dansH par les propriétés des bases hilbertiennes, est contenu dans
S , le sous-espaceS est dense dansH .

b) Si x002 H véri�e hx00; zi H = hx; � (z)i H pour tout z 2 S , alors hx00� x0; zi H = 0
pour tout z 2 S , et par la densité deS dans H et par la continuité du produit scalaire,
nous avonshx00� x0; x00� x0i H = 0 , donc x00= x0.

Pour tous lesw; z 2 S , nous avons

h� (w); zi H =
X

n2 N

nwn zn =
X

n2 N

wn nzn = hw; � (z)i H ;

donc S est contenu dansH 1 et les notations � coïncident sur S .
Considérons l'application  : H 1 ! H � H � H dé�nie par x 7! (� (x); u(x); x). Par

l'unicité et la linéarité des équations dé�nissant � , l'espaceH 1 est un sous-espace vectoriel
de H , et les applications� et donc  sont linéaires surH 1. L'application  est injective,
en regardant la troisième composante. L'applicationh�; �i H 1 est clairement sesquilinéaire,
hermitienne et dé�nie positive, et par construction,  est une application isométrique. Pour
montrer que H 1 est un espace de Hilbert, il su�t donc de montrer que l'image de  est
fermée.

Soit (x(k) )k2 N une suite dansH 1 telle que (� (x(k) ); u(x(k) ); x(k) ) converge vers(a; b; c)
dans H � H � H . Alors par continuité de u, la suite desu(x(k) ) converge versb et vers
u(c), donc b = u(c). Pour tout z 2 S , nous avons, par la continuité du produit scalaire

ha; zi = lim
k! + 1

h� (x(k) ); zi = lim
k! + 1

hx(k) ; � (z)i = hc; � (z)i :

Donc c 2 H 1 et a = � (c). D'où (a; b; c) appartient à l'image de  , et cette image est fermée.
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c) Puisque kxkH 1 =
q

k� (x)k2
H + ku(x)k2

H + kxk2
H � k xkH , l'inclusion de H 1 dans

H est continue (de norme au plus1). Pour tout N 2 N, notons ' N la projection orthogo-
nale sur le sous-espace vectoriel (de dimension �nie, donc fermé)Vectf ek : � N � k � N g.
Pour tout x 2 H 1, nous avons, par l'égalité de Parseval,

k' (x) � ' N (x)k2
H = k

X

n>N

xnenk2
H =

X

n>N

jxn j2 �
1

(N + 1) 2

X

n>N

jnxn j2

�
1

(N + 1) 2 k� (x)k2
H �

1
(N + 1) 2 kxk2

H 1
:

Donc k' � ' N k � 1
N +1 tend vers 0 quand N ! + 1 . Par conséquent, l'inclusion' , limite

des opérateurs compacts (car de rang �ni)' N , est un opérateur compact.

(2) Le produit scalaire dansH avecx est une forme anti-linéaire continuey 7! hx; yi H

sur H 1 par la linéarité et la continuité de l'inclusion de H 1 dans H et la continuité du
produit scalaire dans H . L'application (u; v) 7! hu; vi H 1 est une forme sesquilinéaire
continue coercive hermitienne surH 1. Donc le théorème de Lax-Milgram dit qu'il existe
un unique élémentx002 H 1 tel que pour tout y 2 H 1, nous ayonshx00; yi H 1 = hx; yi H et
que cet élémentx00est l'unique élément deH 1 qui minimise Qx .

(3) La linéarité de G découle de l'unicité et de la linéarité en(x00; x) des équations dans
(2).

Montrons queG est auto-adjoint (même si les espaces de Hilbert étant complexes, le fait
queG est auto-adjoint découle du fait qu'il est positif, qui seradémontré ci-dessous). Soient
x; y 2 H . Par la question (2), nous avonshG(x); G(y)i H 1 = hx; G(y)i H . En utilisant (la
conjuguaison complexe de) cette formule et cette formule oùnous avons échangéx et y,
nous avons donc

hG(y); xi H = hG(y); G(x)i H 1 = hy; G(x)i H :

Montrons que G est continu. PuisqueG(x) 2 H 1 et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
nous avons

kG(x)k2
H � k G(x)k2

H 1
= hG(x); G(x)i H 1 = hx; G(x)i H � k xkH kG(x)kH : (42)

D'où G est continu (de norme au plus1).
Montrons queG est positif, et même strictement positif, c'est-à-dire quehG(x); xi H > 0

pour tout élément non nul x de H . Comme vu ci-dessus,

hG(x); xi H =



 G(x)




 2

H 1
;

qui est positif, et nul si et seulement siG(x) est nul. Or si x = 0 , alors G(x) = 0 par
linéarité de G. De plus, siG(x) = 0 , puisquehG(x); yi H 1 = hx; yi H pour tout y 2 H 1 par
la question (2), l'élément x est orthogonal à tout élément deH 1, qui contient S donc est
dense dansH , d'où x est nul.

Montrons en�n que G est un opérateur compact. CommeG est linéaire continue,
d'image contenue dansH 1, nous avonsG = ' � G1 où ' : H 1 ! H est l'inclusion et
G1 : H ! H 1 est continu, car la formule (42) et la question (1) c) montrent que




 G(x)




 2

H 1
� k xkH kG(x)kH � k xkH kG(x)kH 1
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donc quekG(x)kH 1 � k xkH pour tout x 2 H . Le résultat découle donc de la question (1)
c) et de l'invariance de la propriété d'être un opérateur compact par postcomposition par
un opérateur linéaire continu.

(4) Puisque G est positif et kGk � 1, son spectre est contenu dans[0; 1]. Soit f : t !
arctanh t, qui est bien dé�nie et continue sur [0; 1

2 ]. Puisque 1
2G est auto-adjoint de spectre

contenu dans[0; 1
2 ], posonsu = ' (f ) l'opérateur linéaire continu de l'espace de Hilbert

non nul H associé àf par le calcul fonctionnel continu ' de 1
2G. Puisque f est réelle sur

[0; 1
2 ], l'opérateur u est auto-adjoint. Par le théorème spectral, son spectre estcontenu dans

f ([0; 1
2 ]) = [0 ; arctanh 1

2 ].
On rappelle quearctanh t =

P 1
i =1 ai t i est une série de terme constant nul, uniformé-

ment convergente sur le compact[0; 1
2 ]. Donc par la continuité du calcul fonctionnel continu

' ,

u = ' (f ) = lim
n! + 1

'
� nX

i =1

ai t i � = lim
n! + 1

nX

i =1

ai

2i Gi

est un opérateur compact, comme limite d'opérateurs compacts, leur ensemble étant stable
par combinaisons linéaires et par précompositions par des opérateurs continus.

Écrivons tanh t = e2t � 1
e2t +1 =

P 1
i =0 bi t i , qui est une série uniformément convergente sur le

compact [0; arctanh 1
2 ]. Notons Pn le polynome

P n
i =0 bi X i . Par le calcul fonctionnel continu

associé àu et sa continuité, l'opérateur exp(2u) + 1 est inversible (son spectre ne contient
pas 0 car la fonction e2t + 1 est strictement positive sur le spectre deu), et

(exp(2u) � 1) � (exp(2u) + 1) � 1 = tanh u = lim
n! + 1

Pn (u) :

Puisque ' est un morphisme d'algèbres et puisqu'il est continu, nous avons

lim
n! + 1

Pn (u) = lim
n! + 1

nX

i =0

bi ' (f )n = lim
n! + 1

'
� nX

i =0

bi f n �

= lim
n! + 1

' (Pn � f ) = ' (tanh � f ) = ' (id) =
1
2

G ;

ce qu'il fallait montrer.

(5) Puisque l'opérateur G : H ! H est auto-adjoint, strictement positif, compact (et
H est de dimension in�nie), il est diagonalisable en base hilbertienne, à valeurs propres
strictement positives décroissantes tendant vers0 : il existe une suite(� i ) i 2 N de réels stric-
tement positifs, décroissante, convergente vers0, et une base hilbertienne(f i ) i 2 N de H
telle que G(f i ) = � i f i pour tout i 2 N. Posons� i = 1

� i
> 0. Alors par la question (2) et

la dé�nition de h�; �i H 1 , pour tout i 2 N, pour tout z 2 S (rappelons queS est contenu
dans H 1), nous avons

� i hf i ; zi H = � i hG(f i ); zi H 1 = � i � i hf i ; zi H 1 = hf i ; zi H 1

= h� (f i ); � (z)i H + hu(f i ); u(z)i H + hf i ; zi H

= hf i ; � 2(z)i H + hf i ; u� u(z)i H + hf i ; zi H :

Correction de l'exercice E.70 . (1) Considérons l'application 	 : H a;b ! H � H
dé�nie par x 7! (dx; V x), qui est bien dé�nie par la construction de H a;b, linéaire par
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linéarité terme à terme des sériesdx et V x, et isométrique par construction. Montrons que
son image est fermée, ce qui montrera queH a;b est complet comme isométrique à un fermé
d'un espace complet, et séparable comme partie d'un espace métrique séparable.

Soit (uk )k2 N une suite dansH a;b, telle que la suite(duk ; V uk)k2 N converge vers(v; w)
dans H � H . Pour tout n 2 Z, posonsun = wn

bn
. Nous avons par l'égalité de Parseval

X

n2 Z

jun j2 =
X

n2 Z

1
b2

n
jwn j2 �

X

n2 Z

jwn j2 = kwk2
H < + 1 ;

puisquebn � 1 pour tout n 2 Z. Donc u =
P

n2 Z unen appartient à H , par la réciproque
du théorème de Parseval.

Soit M > 0 telle que la suite de réels strictement positifs
� an

min f bn +1 ;bn g

�
n2 Z soit bornée

par M . Alors

kduk � duk2
H =

X

n2 Z

jan (uk
n+1 � uk

n ) � an (un+1 � un )j2

� 2
X

n2 Z

a2
n juk

n+1 � un+1 j2 + a2
n juk

n � un j2

= 2
X

n2 Z

a2
n

b2
n+1

jbn+1 uk
n+1 � wn+1 j2 + 2

X

n2 Z

a2
n

b2
n

jbnuk
n � wn j2

� 4M 2 kV uk � wk2
H ;

qui converge vers0 quand k tend vers + 1 . Donc, par unicité de la limite, du = v 2 H et
commew = V u par construction de u, ceci montre que(v; w) appartient à l'image de 	 ,
qui est donc fermée.

Pour tout x 2 H a;b, nous avons immédiatement par l'égalité de ParsevalkxkH �
kV xkH puisquebn � 1 pour tout n 2 Z, donc

kxk2
H a;b

= kdxk2
H + kV xk2

H � k xk2
H ;

d'où kxkH � k xkH a;b .
Le sous-espace vectorielF est contenu dansH a;b car si x 2 F , les sériesdx et V x

n'ont qu'un nombre �ni de termes non nuls.
Notons � : H a;b ! H l'inclusion (qui est linéaire et continue car k � kH � k � k H a;b ).

Notons PN : H a;b ! H l'application dé�nie par x 7!
P N

n= � N xn en , qui est continue (de
norme au plus 1) et de rang �ni (égal à 2N + 1). Pour tout � > 0, soit N 2 N tel que
bn � 1

� pour tout n � N . Alors pour tout x 2 H a;b, nous avons

k�(x) � PN (x)k2
H =

X

jnj>N

jxn j2 =
X

jnj>N

1
b2

n
jbn xn j2 � � 2

X

jnj>N

jbnxn j2 � � 2kV xk2
H

� � 2kxk2
H a;b

;

donc k� � PN k � � , et � est la limite (pour la norme d'opérateur) de PN quand N tend
vers + 1 . D'où � est compact, comme limite d'opérateurs de rang �ni, donc compacts.

(2) L'application A : H a;b � H a;b ! C dé�nie par (z; y) 7! hz; yi H a;b est, par le
théorème de Cauchy-Schwarz, une forme sesquilinéaire hermitienne continue coercice sur
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H a;b. L'application ' : H a;b ! C dé�nie par y 7! hx; yi H est une forme anti-linéaire (par
l'anti-linéarité en la seconde variable d'un produit scalaire), et continue de norme au plus
kxkH car par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

jhx; yi H j � k xkH kykH � k xkH kykH a;b :

Donc par le théorème de Lax-Milgram, nous avons existence etunicité du minimum de
y 7! 1

2 A(y; y) � Re' (y) = Qx (y).
Toujours par ce théorème,y 2 H a;b est le minimum deQx si et seulement si, pour tout

z 2 H a;b, nous avonsA(y; z) = ' (z), c'est-à-dire hy; zi H a;b = hx; zi H .

(3) L'application G est bien dé�nie car à valeurs dansH a;b � H . La linéarité de G
découle de l'unicité et de la linéarité en(y; x) des égalités �nales dans la question (2).

Montrons que G est continue. Par la question (1) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
pour tout x 2 H ,

kG(x)k2
H � k G(x)k2

H a;b
= hG(x); G(x)i H a;b = hx; G(x)i H

� k xkH kG(x)kH � k xkH kG(x)kH a;b : (43)

D'où en simpli�ant par kG(x)kH dans le premier et avant-dernier terme, l'opérateurG :
H ! H est continu (de norme au plus1).

Montrons que G est positif (ce qui implique qu'il est auto-adjoint car H est un espace
de Hilbert complexe), et même strictement positif, c'est-à-dire que hG(x); xi H > 0 pour
tout élément non nul x de H . Pour tout x 2 H ,

hx; G(x)i H =



 G(x)




 2

H a;b
;

qui est positif, et nul si et seulement siG(x) est nul. Or si x = 0 , alors G(x) = 0 par
linéarité de G. De plus, si G(x) = 0 , alors par la question (2), x est orthogonal à tout
élément deF � H a;b, qui est dense dansH , donc x est nul.

Montrons en�n que l'opérateur G est compact. SiG0 : H ! H a;b est l'application
x 7! G(x), alors G0est continue car de norme au plus1 (voir les formules (43) en simpli�ant
par kG(x)kH a;b dans le second et dernier terme). DoncG = � � G0 est un opérateur compact,
comme composition d'un opérateur compact et d'un opérateurcontinu.

(4) Pour tout z 2 F , posonsd� z =
P

n2 Z(an� 1yn� 1 � anyn )en , qui existe dansH car
cette somme n'a qu'un nombre �ni de termes non nuls. Un petit calcul immédiat montre
que pour tout x 2 H a;b,

hdx; zi H = hx; d� zi H :

L'opérateur d préserve clairementF , et un calcul immédiat montre qued� � d(z) = �( z)
pour tout z 2 F . Un calcul immédiat utilisant la positivité de la suite b donne que pour
tout x 2 H a;b, nous avonshV x; V zi H = hx; V � V zi H .

Puisque l'opérateur G : H ! H est auto-adjoint, strictement positif, compact (et
comme H est de dimension in�nie), il est diagonalisable en base hilbertienne, à valeurs
propres strictement positives décroissantes tendant vers0 : il existe une suite(� i ) i 2 N de réels
strictement positifs, décroissante, qui convergen vers0, et une base hilbertienne(f i ) i 2 N de
H telles que G(f i ) = � i f i pour tout i 2 N. Puisque la norme deG (et donc le rayon
spectral deG) est au plus 1, nous avons� i � 1. En particulier, f i = 1

� i
G(f i ) 2 H a;b pour
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tout i 2 N. Posons� i = 1
� i

� 1, de sorte que la suite(� i ) i 2 N est croissante et converge vers
+ 1 .

Alors par la question (2), pour tout i 2 N, pour tout z 2 F � H a;b, nous avons

� i hf i ; zi H = � i hG(f i ); zi H a;b = � i h� i f i ; zi H a;b = hf i ; zi H a;b

= hdf i ; dzi H + hV f i ; V zi H = hf i ; d� � d(z)i H + hf i ; V � V (z)i H

= hf i ; (� + V � V )(z)i H :
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Annexes

A Démonstrations des rappels sur les espaces de Hilbert

A.1 Démonstration de la proposition 1.9 (inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soient u et v dans H . L'inégalité de Cauchy-Schwarz (ainsi que son cas d'égalité) est
immédiate si hu; vi = 0 . Sinon, pour tout X dans R, posons� = X hu;v i

j hu;v i j . Alors

ku + �v k2 = kuk2 + j� j2 kvk2 + 2 Re
�

� hu; vi
�

= kuk2 + X 2 kvk2 + 2 X j hu; vi j :

Ce polynôme quadratique réel enX , étant positif, est de discriminant (réduit) négatif,
donc jhu; vij 2 � k uk2kvk2 � 0, ce qui montre l'inégalité de Cauchy-Schwarz. S'il y a égalité
dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz, alors ce polynôme a uneracine double, donc il existe
� 2 C tel que ku + �v k2 = 0 , ce qui implique queu et v sont colinéaires.

Il est immédiat que k�u k2 = j� j2 kuk2, et, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

ku + vk2 = kuk2 + kvk2 + 2 Re hu; vi � k uk2 + kvk2 + 2 j hu; vi j

� k uk2 + kvk2 + 2 kuk kvk =
�
kuk + kvk

� 2 :

Comme le produit scalaire est dé�ni positif, ceci montre quek � k est une norme surH . �

A.2 Démonstration du théorème 1.10 (complétion d'un espace préhil-
bertien)

Faisons tout d'abord quelques rappels. SoientX et Y deux espaces métriques. Rappe-
lons qu'une application f de X dans Y est uniformément continue si

8 � > 0; 9 � > 0; 8 x; y 2 X; d(x; y) < � =) d(f (x); f (y)) < � ;

qu'on peut remplacer toute inégalité stricte par une inégalité large dans cette dé�nition,
qu'une application uniformément continue est en particulier continue et qu'une application
uniformément continue envoie toute suite de Cauchy sur une suite de Cauchy. Rappelons
qu'une injection isométrique d'un espace métrique dans un autre est une applicationf :
X ! Y entre deux espaces métriques telle que

8 x; y 2 X; d(f (x); f (y)) = d(x; y) :

Elle est injective et uniformément continue.

Théorème A.1 (Théorème de prolongement) Soient X et Y deux espaces métriques,
tels queY soit complet, et soitA une partie dense deX . Toute application uniformément
continue f de A dans Y se prolonge, de manière unique, en une application continueg de
X dans Y . De plus, g est uniformément continue surX .

Pour mémoire, dire queg prolonge f signi�e que g(x) = f (x) pour tout x dans A. On
note souvent encoref le prolongement obtenu. Par passage à la limite, sif : A ! Y est
une injection isométrique, alorsg : X ! Y est aussi une injection isométrique.
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Démonstration. Supposons queg1 et g2 soient deux prolongements continus def . Pour
tout x dansX , soit (xn )n2 N une suite dansA qui converge versx. Alors la suite (f (xn ))n2 N

converge versg1(x) et vers g2(x) par continuité de g1 et de g2, donc g1(x) = g2(x) par
unicité des limites. Ceci montre l'unicité deg.

Montrons l'existence d'un prolongement uniformément continu. Pour tout x dans X ,
�xons une suite (ax;n )n2 N dansA qui converge versx. La suite (f (ax;n ))n2 N est de Cauchy
dans Y , par l'uniforme continuité de f sur A. Elle converge donc vers un pointg(x) de Y ,
car Y est complet, avecg(x) = f (x) si x 2 A, par continuité de f sur A. Montrons que
l'application g convient.

Puisquef est uniformément continue, pour tout � > 0, soit � > 0 tels que pour tous les
x; y 2 A, si d(x; y) < � alors d(f (x); f (y)) � � . Pour tous lesx; y dans X , si d(x; y) < � ,
par continuité de la distance, pour n assez grand, nous avonsd(ax;n ; ay;n ) < � , donc
d(f (ax;n ); f (ay;n )) � � , et par passage à la limite des inégalités larges,d(g(x); g(y)) � � .
Donc g est uniformément continue, donc continue. �

Théorème A.2 Soit X un espace métrique. Il existe un espace métrique completbX et
une injection isométrique i : X ! bX d'image dense. Si bX 0 est un autre espace métrique
complet muni d'une injection isométrique i0 : X ! bX 0 d'image dense, alors il existe une
unique isométrie j : bX ! bX 0 telle quej � i = i0, ou autrement dit telle que le diagramme
suivant soit commutatif

X i�! bX
i 0 & # j

bX 0 :

Tout tel couple (i; bX ) (et par abus bX ) est appelé uncomplétéde X . On identi�e X avec
son image dansbX par i . La propriété d'unicité modulo unique isomorphisme des complétés
fait que l'on peut parler � du � complété au lieu d'un complété : on identi�e deux complétés
de X par l'unique telle isométrie j .

Démonstration. La propriété d'unicité est immédiate par le théorème de prolongement
A.1 : l'application de i (X ) dans i0(X ) dé�nie par i (x) 7! i0(x) pour tout x dans X est
une isométrie, donc se prolonge de manière unique en une application continue j de bX
dans bX 0, qui est une application isométrique par passage à la limite. En appliquant le
même raisonnement en échangeanti et i0, et comme la seule application continue debX
dans bX (resp. de bX 0 dans bX 0) étendant l'identité de i (X ) (resp. i0(X )) est l'identité de bX
(resp. bX 0), on en déduit quej est bijective, donc une isométrie.

Pour montrer l'existence de(i; bX ), nous pouvons supposer queX est non vide. Notons
d la distance deX . Munissons l'espace vectoriel réelCb(X ; R) des applications continues
bornées deX dans R de la norme uniformekf k1 = supx2 X jf (x)j. Il n'est pas di�cile de
montrer qu'elle est complète. Notons� : X ! Cb(X ; R) l'application dé�nie par

x 7! � x : z 7! d(z; x) � d(z; x0) :

Remarquons que� x est continue, par continuité de la distance à un point, et bornée, car
de valeur absolue majorée pard(x; x 0), par l'inégalité triangulaire inverse. Pour tous les
x; y dans X , nous avons

k� x � � yk1 = sup
z2 X

j� x (z) � � y(z)j = sup
z2 X

jd(z; x) � d(z; y)j � d(x; y)
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par l'inégalité triangulaire inverse. En prenant z = x, la dernière inégalité est en fait une
égalité. Donc � est une injection isométrique. PosonsbX = � (X ), qui est complet, car
fermé dans l'espace de BanachCb(X ; R). En prenant pour i : X ! bX la restriction de � ,
le résultat en découle. �

Passons à la démonstration proprement dite du théorème1.10. Par le théorèmeA.2,
soit cH un complété de l'espace métriqueH pour la distance dé�nie par sa norme, avec
H une partie dense de cH . Les applications(x; y) 7! x + y de H � H dans H , x 7! � x
de H dans H , (�; x ) 7! �x de C � H dans H , et (x; y) 7! hx; yi H de H � H dans
C sont uniformément continues sur tous les bornés : en e�et, pour tous les x; y; x 0; y0 dans
H , par les propriétés des normes,

k(x + y) � (x0+ y0)k � k x � x0k + ky � y0k ; k(� x) � (� x0)k = kx � x0k ;

k�x � � 0x0k � j � � � 0j kxk + j� 0j kx � x0k ;

jhx; yi � h x0; y0ij = jhx � x0; yi + hx0; y � y0ij � k x � x0k kyk + kx0k ky � y0k :

Notons que cH ; cH ; cH ; C sont complets et queH � H ; H ; C � H ; H � H sont denses
dans cH � cH ; cH ; C� cH ; cH � cH respectivement. Donc par le théorème du prolongement
A.1, ces applications se prolongent (de manière unique sur toutborné, donc globalement)
en des applications continues+ : cH � cH ! cH , � : cH ! cH , � : C � cH ! cH , et
h�; �i : cH � cH ! C, respectivement. Par passage à la limite des identités, ceci munit
l'espace métrique cH d'une structure d'espace préhilbertien dont la distance (complète)
est associée à la norme associée au produit scalaire. Le résultat en découle facilement. �

A.3 Démonstration du théorème 1.11 (projection sur un convexe fermé)

Soit x 2 H . Soit (yn )n2 N une suite dansC telle que

lim
n!1

kx � ynk = inf
z2 C

kx � zk = d(x; C ) :

Comme ku + vk2 � k u � vk2 = 4 Re hu; vi , il vient

kym � ynk2 = kym � xk2 + kyn � xk2 � 2 Rehym � x; yn � xi

= kym � xk2 + kyn � xk2 �
1
2

k2x � ym � ynk2 +
1
2

kym � ynk2 :

Comme yn + ym
2 appartient à C par convexité, on akx � yn + ym

2 k � d(x; C ). Donc

1
2

kym � ynk2 � k ym � xk2 + kyn � xk2 � 2d(x; C )2 :

Comme le membre de droite tend vers0 quand n ! + 1 et m � n, et puisque le membre
de gauche est positif, on en déduit donc que(yn )n2 N est une suite de Cauchy dansC.
Puisque H est complet, elle converge vers un pointy 2 H . Celui-ci appartient à C, car
C est fermé, et il véri�e kx � yk = inf z2 C kx � zk par passage à la limite ; en particulier
cette borne inférieure est atteinte, en au moins un point, que nous noteronspC (x).

Pour tout y 2 C, par convexité deC, en raisonnant par équivalence, nous avons

8 z 2 C; kx � zk2 � k x � yk2
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si et seulement si

8 z 2 C; 8 t 2 [0; 1] kx �
�
tz + (1 � t)y

�
k2 � k x � yk2

si et seulement si

8 z 2 C; 8 t 2 [0; 1] kx � y � t(z � y)k2 � k x � yk2

si et seulement si

8 z 2 C; 8 t 2 [0; 1] � 2t Re hx � y; z � yi + t2kz � yk2 � 0

si et seulement si

8 z 2 C; 8 t 2 [0; 1] Rehx � y; z � yi �
t
2

kz � yk2

si et seulement si
8 z 2 C; Re hx � y; z � yi � 0 :

Montrons que, pour tous lesx; x 0 2 H , si y = pC (x) et y0 = pC (x0), alors ky � y0k �
kx � x0k (ce qui en particulier montrera l'unicité de la projection de x sur C). En e�et, par
ce qui précède, on a

Re hx � y; y0 � yi � 0 et Rehx0 � y0; y � y0i � 0 :

Donc en additionnant, on a

Re h(x � y) � (x0 � y0); y0 � yi � 0 () Re hx � x0; y0� yi + ky0� yk2 � 0 ;

ce qui implique par l'inégalité de Cauchy-Schwarz que

ky0 � yk2 � � Re hx � x0; y0 � yi � k x � x0k ky0� yk :

On en déduit quepC est 1-lipschitzienne.

Supposons queC soit un sous-espace vectoriel fermé deH . C'est donc un convexe
fermé non vide, et la di�érence de deux éléments deC appartient encore à C. Donc la
projection y = pC (x) d'un point x de H est l'unique élément y de C tel que pour tout
z 2 C, nous ayonsRe hx � y; zi � 0. Comme C est stable par passage à l'opposé et par
multiplication par i , le point y est l'unique élément deC tel que pour tout z 2 C, nous
ayons hx � y; zi = 0 .

La linéarité de pC découle alors de cette unicité : six; x 0 2 H et � 2 C, alors pC (x) +
� p C (x0) appartient à C et pour tout z 2 C, nous avons

h(x + �x 0) �
�
pC (x) + � p C (x0)

�
; zi = hx � pC (x); zi + � hx0 � pC (x0); zi = 0 ;

donc par unicité pC (x + �x 0) = pC (x) + � p C (x0). �
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A.4 Démonstration du théorème de dualité de Riesz-Fréchet 1.13

Il est immédiat que, pour tout x dans H , l'application `x : y 7! hx; yi est une forme
linéaire sur H . Elle est continue cark`xk � k xk par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. L'ap-
plication x 7! `x est clairement linéaire, et isométrique car̀ x (x) = kxk2, donc injective.
Montrons qu'elle est surjective, ce qui conclura.

Soit ' 2 H � , que nous pouvons supposer non nulle, etN = ' � 1(0) son noyau, qui est
un hyperplan vectoriel fermé deH . Par le corollaire 1.12 (1), le sous-espace vectorielN ?

est donc une droite vectorielle supplémentaire àN . Soit z un vecteur deN ? de norme1.
Pour tout u dans H , nous pouvons donc écrireu = v + �z où v 2 N , � 2 C. Nous avons

' (u) = � ' (z) et hz; ui = � kzk2 = � :

Donc ' = ' (z) `z = ` ' (z) z, ce qu'il fallait démontrer. �

A.5 Démonstration des théorèmes de Lax-Milgram 1.15 et de Stampac-
chia 1.16

Nous avons déjà signalé que le théorème de Lax-Milgram est une conséquence du théo-
rème de Stampacchia, donc nous montrons ce dernier.

Soit ' 2 ( H )� . Puisque ' et v 7! a(u; v), pour tout u dans H , sont des formes
linéaires continues surH , par le théorème de Riesz-Fréchet1.13, il existe un unique w
dansH et, pour tout u dansH , un unique A(u) dansH tels que, pour tous lesu; v dans
H , nous ayons

' (v) = hw; vi et a(u; v) = hA(u); vi :

Soit c � 1 tel que, pour tous lesu; v dans H , on ait

ja(u; v)j � ckuk kvk et a(u; u) �
1
c

kuk2 :

Il est immédiat que A : H ! H est linéaire, par unicité. Pour tout u dans H , puisque
A(u) et v 7! a(u; v) ont la même norme par le théorème de Riesz-Fréchet, et par la
coercivité dea, nous avons, pour toutu 2 H ,

kA(u)k � ckuk et hA(u); ui �
1
c

kuk2 :

Si r > 0 est �xé assez petit (par exempler = 1
c3 ), alors k =

q
1 � 2r

c + c2r 2 2 [0; 1[ . Notons
S : H ! H l'application u 7! pC (u � rA (u) + rw). Alors, commepC est 1-lipschitzienne,

kS(u) � S(v)k2 � k u � v � rA (u � v)k2

= ku � vk2 � 2r Rehu � v; A(u � v)i + r 2kA(u � v)k2 � k2ku � vk2 :

Donc S est strictement contractante. Par le théorème du point �xe de Banach, puisque
H est complet, l'application S admet un unique point �xe u. Par dé�nition de pC , nous
avons u = pC (u � rA (u) + rw) si et seulement siu 2 C et

8 v 2 C; Re h(u � rA (u) + rw) � u; v � ui � 0 ;

et cette inégalité est équivalente àRe hA(u); v � ui � Re hw; v � ui . La première assertion
du théorème1.16 en découle donc, par dé�nition dew et de A(u).
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Supposons maintenant que la forme sesquilinéairea soit hermitienne. Alors a est un
produit scalaire sur l'espace vectoriel complexeH , et, puisquea est continue et coercive,
sa norme associéeu 7!

p
a(u; u) est équivalente à la norme deH . Donc H , muni du

produit scalaire a, est encore un espace de Hilbert, et' est encore une forme linéaire
continue sur H pour ce produit scalaire. Par le théorème de Riesz-Fréchet1.13, il existe
donc un uniquew0 dans H tel que, pour tout v dans H , on ait ' (v) = a(w0; v).

Donc u 2 C véri�e

8 v 2 C; Re a(u; v � u) � Re ' (v � u)

si et seulement siu 2 C véri�e

8 v 2 C; Re a(w0 � u; v � u) � 0 ;

donc si et seulement siu 2 C est la projection dew0 sur C pour le produit scalaire a par
le théorème1.11. Par les propriétés de cette projection,u est donc l'unique point deC tel
que p

a(w0 � u; w0 � u) = min
v2 C

p
a(w0 � v; w0 � v) :

En prenant les carrés, en développant et en simpli�ant para(w0; w0), le point u est donc
l'unique point de C tel que

a(u; u) � 2 Rea(w0; u) = min
v2 C

�
a(v; v) � 2 Rea(w0; v)

�
:

En divisant par 2 et en utilisant la dé�nition de w0, le résultat en découle. �

A.6 Démonstration du théorème 1.17 (égalité de Parseval)

Pour tout k 2 N, soit Sk =
P k

i =0 pE i , qui est une application linéaire deH dans H .
Par orthogonalité deux à deux desEn et par l'égalité de Pythagore, nous avons, pour tout
x 2 H ,

kSk (x)k2 =
kX

i =0

kx i k2 : (� )

Comme x � x i est orthogonal à x i (par les propriétés de la projection orthogonale sur
un sous-espace vectoriel fermé), nous avonshx; x i i = kx i k2 pour tout i 2 N, donc par
sommation

hx; Sk (x)i = kSk (x)k2 :

D'où, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour toutx 2 H , nous avonskSk (x)k � k xk.
Soit x 2 H . Par densité du sous-espace vectorielF engendré par lesEk , pour tout

� > 0, il existe y 2 F tel que kx � yk < �
2 . Pour k assez grand,y 2 E0 + � � � + Ek , donc

Sk (y) = y. Par conséquent,

kSk(x) � xk = kSk (x) � Sk (y) + y � xk � k Sk (x � y)k + ky � xk � 2ky � xk < � :

Donc Sk(x) converge versx. Ceci montre la première égalité.
La seconde découle par passage à la limite de (*).
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Pour montrer la partie réciproque du théorème de Parseval, soit (xk )k2 N une suite
dans H telle que xk 2 Ek pour tout k et telle que la série

P + 1
k=0 kxkk2 converge. Posons

yn =
P n

k=0 xk , qui véri�e par l'orthogonalité des En et l'égalité de Pythagore,

kyn+ p � ynk2 =







n+ pX

k= n+1

xk








2
=

n+ pX

k= n+1

kxkk2 :

Donc la suite (yn )n2 N dans H est de Cauchy, donc est convergente vers un élémentx de
H , car H est complet. La série

P
xk est donc convergente, de sommex. PuisquepEn est

continue (car 1-lipschitzienne), par passage à la limite, on a bienpEn (x) = xn . �

A.7 Démonstration du théorème 1.21 de compacité faible de la boule
unité fermée des espaces de Hilbert

Il su�t de montrer que toute suite dans la boule unité fermée B H de H admet une
sous-suite qui converge faiblement.

Fixons donc une suite(xn )n2 N dans B H , et montrons qu'elle admet une sous-suite
faiblement convergente. Quitte à remplacerH par l'adhérenceH 0 du sous-espace vectoriel
engendré par lesxn , (qui est séparable, car les combinaisons linéaires (�nies) à coe�cients
dans Q[i ] desxn sont denses dansH 0), nous pouvons supposer queH est séparable.

Soit donc (yi ) i 2 N une suite dénombrable dense dansH ; nous pouvons supposer, pour
tous lesi; j 2 N, que yi 6= yj si i 6= j , et que yi 6= 0 . Considérons l'espace métrique produit

X =
Y

i 2 N

f s 2 C : jsj � k yi kg ;

muni de la distance produit dénombrable usuelle

d((si ) i 2 N; (s0
i ) i 2 N) =

X

i 2 N

2� i maxf 1; jsi � s0
i jg :

Comme produit dénombrable d'espaces métriques compacts, l'espaceX est compact, par
le procédé d'extraction diagonal.

Considérons l'application � : B H ! X dé�nie par x 7! (hx; y i i ) i 2 N. Elle est bien à
valeurs dansX , par le théorème de Cauchy-Schwarz.

Lemme A.3 (1) Si une suite (zn )n2 N dans B H converge faiblement versz, alors z ap-
partient à B H .

(2) Une suite (zn )n2 N dans B H converge faiblement versz si et seulement si la suite�
�( zn )

�
n2 N converge vers�( z) dans X .

(3) L'image de � est fermée.

Démonstration. (1) Puisque kzk = hz; z
kzk i = lim n! + 1 jhzn ; z

kzk ij si z 6= 0 , le résultat
découle du théorème de Cauchy-Schwarz.

(2) Remarquons qu'une suite(zn )n2 N dans B H converge faiblement versz 2 H si
et seulement si, pour tout i dans N, la suite (hzn ; yi i )n2 N converge vershz; yi i dans C.
En e�et, la première condition implique la seconde immédiatement. Et si la seconde est
véri�ée, alors pour tout y 2 H , pour tout � > 0, soit i 2 N tel que kyi � yk � �

2(1+ kzk) . Soit
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N 2 N tel que pour tout n � N , nous ayonsjhzn ; yi i � h z; yi ij � �
2 . Alors par l'inégalité

triangulaire et le théorème de Cauchy-Schwarz, et puisquekzn k � 1, pour tout n � N ,

jhzn ; yi � h z; yij � jh zn ; yi i � h z; yi ij + jhzn ; yi � yij + jhz; yi � yij

� jh zn ; yi i � h z; yi ij + kzn k kyi � yk + kzk kyi � yk � � :

Ceci montre quehzn ; yi converge vershz; yi quand n tend vers + 1 , pour tout y 2 H .
Donc (zn )n2 N converge faiblement versz.

Rappelons que sipr i : X ! f s 2 C : jsj � k yi kg est la projection sur le i -ème
facteur (dé�nie par (sj ) j 2 N 7! si ), alors une suite(zn )n2 N d'éléments deX converge vers
un élément z de X si et seulement si pour tout i dans N, la suite

�
pr i (zn )

�
n2 N converge

vers pr i (z) dans C.
[ En e�et, supposons la seconde condition véri�ée. Alors pour tout � > 0, soit N 2 N tel queP + 1

i = N +1 2� i � �
2 . Pour tout i = 0 ; : : : ; N , soit N i 2 N tel que, pour tout n � N i , nous ayons

j pr i (zn ) � pr i (z)j � �
2(N +1) . Alors, pour tout n � max1� i � N N i ,

d(zn ; z) �
NX

i =0

2� i j pr i (zn ) � pr i (z)j +
+ 1X

i = N +1

2� i �
NX

i =0

�
2(N + 1)

+
�
2

= � :

Donc la suite (zn )n 2 N converge versz, pour la distance d. Réciproquement, supposons que la suite�
d(zn ; z)

�
n 2 N converge vers0. Fixons i 2 N. Pour tout � 2 ]0; 1], soit N 2 N tel que d(zn ; z) < 2� i �

pour tout n � N . Alors, pour tout n � N , nous avons2� i maxf 1; j pri (zn ) � pr i (z)jg � d(zn ; z) <
2� i � , donc j pr i (zn ) � pr i (z)j < � . ]

L'assertion (2) en découle.

(3) Soit s = ( si ) i 2 N un élément deX tel qu'il existe une suite (zn )n2 N dans B H telle
que �( zn ) = ( hzn ; yi i ) i 2 N converge verss quand n tend vers + 1 . Montrons qu'il existe
z 2 B H tel que �( z) = s. Puisque� = kyi � yj k > 0 si i 6= j , pour tout n 2 N assez grand,
nous avons (la dernière inégalité découlant du théorème de Cauchy-Schwarz, carkzn k � 1)

j si � sj j � jh zn ; yi i � h zn ; yj ij + � � k yi � yj k + � = 2kyi � yj k :

Donc l'application yi 7! si est une application 2-lipschitzienne dé�nie sur la partie f yi :
i 2 Ng de H , qui est dense dansH , à valeurs dans l'espace métrique completC. Par le
théorème du prolongementA.1, elle se prolonge donc en une application2-lipschitzienne
' : H ! C. Soient y; y0 2 H et � 2 C. Par densité, pour tout � > 0, il existe des éléments
i; j; k dans N tels queky � yi k, ky0� yj k et k(y + �y 0) � ykk soient inférieurs ou égaux à� .
En particulier,

kyk � (yi + �y j )k � k yk � (y + �y 0)k + ky � yi k + j� jky0 � yj k � (2 + j� j)� :

Alors puisque' est2-lipschitzienne et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, puisquekzn k � 1,

j' (y + �y 0) � ' (y) � �' (y0)j � j ' (yk ) � ' (yi ) � �' (yj )j + 2( � + � + j� j� )

= j sk � si � � s j j + 2(2 + j� j)�

= lim
n! + 1

jhzn ; yk i � h zn ; yi i � � hzn ; yj ij + 2(2 + j� j)�

= lim
n! + 1

jhzn ; yk � yi � �y j ij + 2(2 + j� j)�

� k yk � yi � �y j k + 2(2 + j� j)� � 3(2 + j� j)� :
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En faisant tendre � vers 0, en notant H l'espace de Hilbert conjugué deH , l'application
' : H ! C est donc une forme linéaire continue. Par le théorème de Riesz-Fréchet
1.13, il existe donc z 2 H tel que ' (y) = hz; yi pour tout y 2 H . En particulier,
hz; yi i = ' (yi ) = si . Par densité et puisquejsi j = lim n! + 1 jhzn ; yi ij � k yi k (toujours par
l'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait quekzn k � 1), nous avons

kzk = sup
y2 H �f 0g

jhz;
y

kyk
ij = sup

i 2 N
jhz;

yi

kyi k
ij = sup

i 2 N

jsi j
kyi k

� 1 :

Donc z 2 B H et �( z) = s, ce qu'il fallait démontrer. �

Terminons maintenant la démonstration du théorème1.21 de compacité faible. Par
compacité de l'espace métriqueX , quitte à extraire, la suite

�
�( xn )

�
n2 N converge dans

X . Par le lemmeA.3 (3), il existe x 2 B H tel que la limite soit de la forme �( x). Par le
lemmeA.3 (2), la suite (xn )n2 N converge donc faiblement versx, ce qui montre le résultat.
�
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B Rappels sur les fonctions holomorphes

Nous renvoyons par exemple à [Rud1, Die1] pour les démonstrations de ces rappels et
d'autres résultats. Nous �xons un espace de Banach complexeE dans tout cet appendice.
Pour tous les a 2 C et r > 0, nous noteronsB (a; r ) = f z 2 C : jz � aj < r g la boule
ouverte de centrea et de rayon r dans C.

Dé�nitions.

Rappelons les opérateurs

@=
1
2

� @
@x

� i
@
@y

�
et @=

1
2

� @
@x

+ i
@
@y

�
;

agissant sur les fonctions di�érentiables dé�nies sur les ouverts de C à valeurs dansE. Ce
sont desdérivations (c'est-à-dire des applications linéairesD véri�ant la règle de Leibniz
D(fg ) = ( Df )g + f (Dg)) de l'algèbre D 1(U; E) des fonctions di�érentiables d'un ouvert
U de C dans E, à valeurs dans l'algèbre des fonctions deU dans E. Pour tous les f; g 2
D 1(U; E), nous avons@f = @f et @f = @f, ainsi que

@(f � g) = @f � g @g+ @f � g @g et @(f � g) = @f � g @g+ @f � g @g :

Les condition suivantes, portant sur une applicationf : 
 ! E , où 
 est un ouvert de
C, sont équivalentes :

� f est holomorphe, c'est-à-dire que pour tout a 2 
 , la limite

f 0(a) = lim
z! a

f (z) � f (a)
z � a

existe dansE ;

� f est analytique complexesur 
 , c'est-à-dire que pour tout a 2 
 , il existe r > 0 et
une suite (cn )n2 N dans E tels que B (a; r ) � 
 et la série entière

P
n2 N(z � a)ncn

converge normalement surB (a; r ), de somme égale àf (z), pour tout z 2 B (a; r ) ;

� f est di�érentiable en tout point de 
 et véri�e l' équation de Cauchy-Riemann

@f= 0 :

Une suite(cn )n2 N comme dans l'assertion (2) est alors unique. Nous avons alors f 0 = @f.

Applications analytiques réelles.

Soient m 2 N � f 0g, F un espace de Banach réel et
 un ouvert non vide deRm . Pour
tout n = ( n1; : : : ; nm ) 2 Nm et tout x = ( x1; : : : ; xm ) 2 Rm , notons

jnj = n1 + � � � + nm ; n! = n1! : : : nm ! ; xn = xn1
1 : : : xnm

m et @n =
@jnj

@xn1
1 : : : @ xnm

m
:

Une application f : 
 ! F est dite analytique réelle(à m variables) si pour tout a dans

 , il existe un voisinageU de a dans 
 et une famille (cn )n2 Nm 2 F Nm

d'éléments deF
indexée parNm telle que la série

P
n2 Nm (x � a)ncn converge normalement dansF pour
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tout x dansU, de somme égale àf sur U. On montre que l'application f est alors de classe
C1 dans 
 et que pour tout n 2 Nm ,

@n f (a) = n! cn :

En particulier, une famille (cn )n2 Nm comme ci-dessus est unique, etf véri�e le principe
du prolongement analytique: si 
 est connexe, et sif et toutes ses dérivées partielles
s'annulent en un point �xé a de 
 , alors f est l'application nulle.

Si F est de dimension �nie, alors une application de
 dans F est analytique réelle si
et seulement si ses coordonnées dans une base �xée deF sont analytiques réelles.

Si 
 est un ouvert deC, alors toute application analytique complexe de
 dans E est
analytique réelle (à deux variables) lorsque l'on considère 
 contenu dansR2 et E muni
de sa structure d'espace de Banach réel induite.

Quelques propriétés des fonctions holomorphes.

Le résultat suivant (voir par exemple [Rud1, Theo. 10.7]), dont nous aurons besoin
en lui-même, est en fait l'une des étapes pour montrer qu'uneapplication holomorphe
est analytique complexe. Nous renvoyons à la partie1.1 pour les rappels sur les mesures
complexes.

Proposition B.1 Soient 
 un ouvert de C, (X; A ) un espace mesurable,� une mesure
complexe sur(X; A ), f 2 L1(X; A ; � ; E ) une fonction intégrable deX dans E pour la
mesure� , et ' : X ! C une application mesurable dont l'image ne rencontre pas
 . Alors
l'application u : 
 ! E dé�nie par

u(z) =
Z

� 2 X

f (� )
' (� ) � z

d� (� )

est analytique complexe sur
 .

En particulier, si � est une mesure complexe sur le cercle, alors l'application du disque
ouvert B (0; 1) dans C, dé�nie par

z 7!
Z

� 2 S1

� + z
� � z

d� (� ) =
Z

� 2 S1

�
� � z

d� (� ) + z
Z

� 2 S1

1
� � z

d� (� ) ;

est analytique complexe surB (0; 1).

Nous renvoyons par exemple à [Rud1, Theo. 13.18] pour les dé�nitions équivalentes
suivantes d'un ouvert simplement connexe.

Proposition B.2 Soit 
 un ouvert connexe deC. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) 
 est simplement connexe (voir la partie2.3),

(2) 
 est homéomorphe au disqueD,

(3) le complémentaireC � 
 de 
 dans C est connexe,

(4) toute application holomorphef de 
 dans C admet une primitive (c'est-à-dire une
application holomorpheF : 
 ! C telle queF 0 = f ),
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(5) toute application holomorphef de 
 dansC ne s'annulant pas admet un logarithme
(c'est-à-dire une application holomorpheF : 
 ! C telle queexpF = f ),

(6) toute application holomorphef de 
 dans C ne s'annulant pas admet une racine
carrée (c'est-à-dire une application holomorpheF : 
 ! C telle queF 2 = f ),

Nous concluons cet appendice par le rappel du résultat suivant, pour lequel nous ren-
voyons aussi à [Rud1].

Théorème B.3 (Théorème de l'image ouverte) Soient 
 un ouvert deC et f : 
 !
C une application holomorphe non constante. Alorsf (
) est ouvert.
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adjoint, 42, 52
a�ne, 103
algèbre

de Banach,4
graduée,121
involutive, 52

normée,52
normée,4
séparante,4
stellaire, 52
unifère, 4

angle, 13
anneau de Jordan,101
application

a�ne, 103
analytique

complexe,28, 236
réelle, 236

convexe,24
de classeCk , 119
duale, 7
faiblement semi-continue inférieurement,25
invariante, 127
� -lipschitzienne, 15
monomiale, 121
nulle à l'in�ni, 92
propre, 113
radiale, 102, 120
résolvante,25
semi-continue supérieurement,32

en un point, 32
sous-harmonique,153
strictement convexe,113
uniformément continue, 227

auto-adjoint, 43, 52
automorphisme conforme,86

base
duale, 7
hilbertienne, 20

bidual topologique, 6
biholomorphisme, 86
bord

de Martin, 105
de Poisson,107

C � -algèbre,52
C(�), 52
C(�; �), 4
calcul fonctionnel

borné, 64

continu, 54
coe�cients de Fourier, 21
coercive,18
compacti�cation, 104

de Martin, 105
de Poisson,107

complété, 15, 228
cône convexe,103
conformément équivalents,100
conjugaison,27

unitaire, 27
conjugués,27
conjugué,17

harmonique, 153
continuité uniforme, 227
convergence

vague,89
faible, 22
radiale, 88, 92

coordonnées hilbertiennes,21
courbe

de Jordan, 98
fermée,98

homotope à zéro,98
simple, 98

cyclique, 67

décomposition polaire,67, 144
demi-plan supérieur,92
dérivation, 236
dérivée

partielle au sens des distributions,108
radiale, 123

développement de Laurent,30
di�érence symmétrique, 154
distance de Hausdor�, 34
domaine de Jordan,98
dual topologique, 6

E � , 6
ensemble résolvant,25
équation

d'Euler, 19
de Cauchy-Riemann,236
de Laplace,85
de Poisson,113

équicontinuité, 35
espace

de Hardy, 152
de Hilbert, 13

isomorphes,13

239



métrique
localement compact,10
séparable,8

préhilbertien, 13
propre, 25
vectoriel conjugué,17

exposant conjugué,8
extension radialement constante,119

faiblement fermé, 24
fonction

caractéristique, 118
Gamma, 128
harmonique, 85
holomorphe, 236

forme
linéaire positive, 9
sesquilinéaire,11

coercive,18
hermitienne, 11

formule
d'Euler, 123
de Cauchy,30
de Green,123
de la moyenne,94
de Leibniz, 124
de Parseval,22
de Poisson,90
de Rodriguez,128

frontière, 56
de Poisson,107
de Martin, 105

� , 128
gradient au sens des distributions,109
groupe

des rotations, 117

harmonique sphérique,121
hessienne,120

idéal bilatère, 37
idempotent, 61
identité

de la médiane,12
de polarisation, 11
de Pythagore,12

inégalité
de Cauchy-Schwarz,12
de Hardy, 153
de Harnack, 96
de Jensen,111, 152
de Poincaré,110

injection isométrique, 227

intégrale de Poisson,89
invariante, 118
irréductible, 68
isolé, 39
isométrique, 13
isométrie partielle, 144

jacobien, 87

L (E), 5
L (E; F ), 5
L (E; F ; G), 9
L 1 (�), 52
lac de Wada,98
laplacien, 85

discret, 146, 147, 149
sphérique,119

limite radiale, 106
localement compact,10

mesure
complexe,9
de Stieltjes, 62
de Haar, 125
de Lebesgue

des sphères,119
du cercle,86

invariante, 118
invariante à droite, 125
invariante à gauche,125
� -�nie, 8
spectrale,67

morphisme d'algèbres involutives,52
multi-entier, 121

factorielle, 121
longueur, 121

multiplicité, 25

normal, 43, 52
normalement convergente,5
norme

associée à un produit scalaire,11
d'opérateur, 5
duale, 6
essentielle,8
hilbertienne, 13
préhilbertienne, 13
uniforme, 4

noyau
de Martin, 105
de Poisson,87, 107

du demi-plan supérieur,92
nulle à l'in�ni, 92
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opérateur
à noyau, 35

de type Hilbert-Schmidt, 36
à trace, 145
auto-adjoint, 43
compact, 34
u-compact, 143
continu, 5
de décalage,32, 148
de Green,115
de Hankel, 140
de Hilbert-Schmidt, 144
de rang �ni, 35
de Schrödinger discret,149
de Volterra, 48

anti-symétrique, 48
diagonal, 31
hermitien, 43
idempotent, 61
irréductible, 68
laplacien, 85

discret, 146, 147, 149
normal, 43
positif, 43
projecteur, 43
unitaire, 43

orthogonal, 11
orthogonalité, 11
oscillateur harmonique,159

plongement canonique,7
point isolé, 39
Poisson,87, 89, 90
polynôme

d'Hermite, 158
orthogonaux, 132
sphérique,128

principe du maximum, 94
problème de Dirichlet, 91, 98, 101
produit

de convolution, 110
scalaire,11

hermitien standard, 13
projecteur, 43

orthogonal, 61
projection, 16
prolongement, 227

analytique, 93, 237
propre, 113
propriété de la valeur moyenne,94

faible, 153

radiale, 102

radialement, 88, 92
rayon

de convergence,30
spectral, 25, 52

représentation
conforme,101
linéaire, 132

irréductible, 132
résolution

de l'identité, 61
spectrale,63

Riesz,9, 10

semi-continue supérieurement,32
séparable,8
séparante,4
� n , 119
solution

au sens des distributions,114
faible, 114

somme hilbertienne,19
sous-algèbre stellaire engendrée,52
sous-espace invariant,132
sous-harmonique,153
spectre,25, 51

de Weyl, 45
essentiel,58
ponctuel, 25
résiduel, 25

Sp(�), 25
Spess(�), 58
Spres(�), 25
suite

à décroissance rapide,160
de Weyl, 143
sous-additive,30

symbole de Kronecker,7

théorème
d'Arzela-Ascoli, 35
d'extension de Carathéodory,101
de Banach,26
de Harnack, 97
de Heine,35
de Jordan, 98
de l'image ouverte,238
de la moyenne,94
de Laurent, 30
de Lax-Milgram, 18
de Liouville, 154
de Parseval,20
de Poisson,90
de prolongement,227
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de Rellich-Kondrachov, 110
de représentation

de Riemann,100
de Riesz,9

de Riesz,10
de Riesz-Fréchet,17
de Riesz-Fréchet-Kolmogorov,212
de Schauder,38
de Stampacchia,19
de Stone-Weierstrass,4
des limites radiales de Fatou,106
du calcul fonctionnel

borné, 64
continu, 54

du maximum, 94
spectral, 54

topologie
de la convergence uniforme,4
forte, 4

trace, 145
transformation de Fourier inverse, 21
transformée de Fourier,44, 159
translation

à droite, 118
à gauche,118

unifère, 4
uniformément continue, 227
unitaire, 13, 43, 52
unitairement conjugués,27

valeur
propre, 25

approchée,45
régulière, 25
spectrale,25

V� (A), 33
vecteur

cyclique, 67
propre, 25
totalisateur, 67

Vp( �), 25

W 1;2(
) , 108
W 1;2

0 (
) , 109
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