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1 Introduction

La topologie algébrique est la construction et 1’étude de foncteurs de la catégorie
des espaces topologiques & valeurs dans celle des groupes (ou des modules sur un
anneau). Le but est de classer (ou au moins comprendre), par exemple & homéo-
morphisme prés, les espaces topologiques (au moins dans certaines familles) en leur
associant des invariants de nature algébrique (nombres entiers, groupes, anneaux,
etc).

Nous renvoyons par exemple a la fin de la partie 5.1 (ou a [McL]) pour les notions
de catégories et de foncteurs, dont nous n’aurons guére besoin dans ce cours. Par
exemple, un “foncteur (covariant) (resp. contravariant) de la catégorie des espaces
topologiques a valeurs dans celle des groupes” est la donnée,

e pour tout espace topologique X, d'un groupe F'(X),
e pour toute application continue f : X — Y entre espaces topologiques, d'un
morphisme de groupes F(f) : F(X) — F(Y) (resp. F(f): F(Y) = F(X) ),
vérifiant, pour tous les espaces topologiques X,Y, Z,
[ ] F(ldx) - ldF(X),
esif: X —Yetg:Y — Zsont des applications continues, alors F'(go f) =
Flg)o F(f) (esp. F(go f) = F(f) o F(g) ).
En particulier, si f est un homéomorphisme, alors F'(f) est un isomorphisme de
groupes : les invariants associés a des espaces topologiques homéomorphes sont iso-
morphes.

1.1 Exemples et applications.

1) Si X est un espace topologique, on note F'(X) le groupe abélien libre engendré
par ’ensemble des composantes connexes de X,

F(X)= & Zc.
¢ composante connexe de X
Si f: X — Y est une application continue, on note F'(f) : F(X) — F(Y) l'unique
morphisme de groupes tel que F'(f)(c) soit, pour toute composante connexe ¢ de X,
la composante connexe de Y contenant f(c).

2) Pour n dans N, on note ||-|| la norme euclidienne standard sur R™ (on rappelle
que |[(z1,-+ 2| = Vi +---+22 ). Soit B, = {x € R* : ||z|| < 1} la boule
unité (fermée) de R™ et S, = {x € R™™ : ||z|| = 1} la sphére de dimension n.

On construira plus tard, pour tout ¢ dans N, un foncteur (covariant) H,(-;Z)
(ou H,(-) pour abréger) de la catégorie des espaces topologiques a valeurs dans celle
des groupes, appelé g-éme groupe d’homologie, tel que

Z+7Z si 0=qg=n

Z si 0=qg<n

H,(S,)=1 0 si 0<g<n
Z si 0<g=n
0 si g>n



| Z si 0=¢q
Hg(E")_{O si 0<gq

Corollaire 1.1 (Théoréme d’invariance du domaine de Brouwer I) Sin #
m, alors R™ et R™ ne sont pas homéomorphes.

Démonstration. Si n # m, alors les groupes H,(S,) et H,(S,,) ne sont pas iso-
morphes. Par fonctorialité, les espaces topologiques S, et S,, ne sont donc pas homéo-
morphes. Pour tout & dans N, le compactifié d’Alexandrov de R* est homéomorphe
a Sy (voir 'exercice E.A.106). Si deux espaces topologiques localement compacts
sont homéomorphes, alors leurs compactifiés d’Alexandrov le sont (voir I'exercice
E.A.106). Donc R" et R™ ne sont pas homéomorphes. O

Corollaire 1.2 (Théoréme du point fixe de Brouwer) Toute application conti-
nue de B, dans B, admet un point fixe.

Démonstration. Si A est une partie d’'un espace topologique X et 7 : A — X est
I'inclusion, une rétraction de X dans A est une application continue r : X — A telle
que ro¢ =idyu.

Lemme 1.3 [] n’existe pas de rétraction v : B3 — S,,.

Démonstration. Sinon, par fonctorialité, on a un diagramme commutatif

Hn (EnJrl )
Hy (i) /( \(Hn(r)
H,(S,) s H,(S,)
iy, (sn)

Sin >0, alors H,(B,11) =0 et H,(S,) # 0, donc H,(i) n’est pas injective, ce qui
contredit I'injectivité de idp, s,). Sin =0, alors H,(B,11) = Z et H,(S,) =Z + Z
donc H,(r) n’est pas surjective, ce qui contredit la surjectivité de idpy, s,). 0J

Le théoréme de Brouwer est vrai pour n = 0. Soit

f : B,y1 — B, une application continue sans

point fixe. Alors 'application r : B, 1 — S,, définie

r(z) par {r(z)} =S, N{f(x)+t(z — f(x)) :t >0} est

S, une rétraction, ce qui contredit le lemme. (]

1.2 Remarques sur les prérequis de topologie

On supposera connues les notions de topologie générale suivantes (voir I’appen-
dice A, et les références [Bou, Dug, Dix, Pau2|). Seules les notions marquées d’une
étoile (*) seront rappelées en cours. Au point de vue méthodologie, il est demandé
de lire I'appendice, puis de lire la liste ci-dessous. Si une notion n’est pas claire,
retourner a ’appendice.



topologie, espace topologique; ouverts, fermés; application continue entre es-
paces topologiques, homéomorphisme ; topologie discréte, topologie grossiére ; topo-
logie induite par une distance, espace topologique métrisable ; voisinage d’une partie,
d’un point d’un espace topologique ; intérieur, adhérence, frontiére, leurs propriétés
élémentaires ; topologie engendrée par un ensemble de parties, prébase, systéme fon-
damental de voisinages d'un point, base d’ouverts, critére pour quune prébase soit
une base; topologie séparée ; caractérisation des applications continues par les voi-
sinages, les systémes fondamentaux de voisinages, les adhérences; connexité, locale
connexité, composante connexe ; connexité par arcs, locale connexité par arcs, com-
posante connexe par arcs;

comparaison de topologies : topologie plus fine, moins fine qu'une autre; topo-
logie initiale sur un ensemble X (ou définie par une famille d’applications de X
a valeurs dans des espaces topologiques); topologie finale sur un ensemble X (ou
définie par une famille d’applications partant d’espaces topologiques a valeurs dans
X)) ; sous-espace topologique, point isolé; topologie somme disjointe (*); topologie
produit (d’une famille quelconque d’espaces topologiques), ouvert élémentaire, pro-
priétés élémentaires de la topologie produit (systémes fondamentaux de voisinages,
continuité des applications & valeurs dans un produit, associativité et commutati-
vité de la topologie produit, adhérence des produits, un produit d’espaces séparés
est séparé) ; topologie quotient (*), propriétés élémentaires de la topologie quotient
(continuité de la projection canonique, continuité des applications définies sur un
quotient, caractérisation de la séparation des quotients par les ouverts saturés) ; re-
lation d’équivalence engendrée (*); cone (*), suspension (*), écrasement (*), recol-
lement d'un espace topologique X sur un espace topologique Y par une application
continue f: X — Y (*);

limite, caractérisation par les systémes fondamentaux de voisinages, unicité si
I’espace but est séparé, composition des limites, limites des applications a valeurs
dans un produit ; valeur d’adhérence, caractérisation de I’ensemble des valeurs d’adhé-
rence, la limite est I'unique valeur d’adhérence si 'espace but est séparé;

recouvrement (ouvert, fermé), sous-recouvrement ; espace compact (comme séparé
et tout recouvrement ouvert admet un sous-recouvrement fini) ; caractérisation par
les fermés, compacité des sous-espaces topologiques; un compact d’un séparé est
fermé, un fermé d’un compact est compact ; existence de valeur d’adhérence pour
une application a valeurs dans un espace compact; théoréeme de Tychonov : un
produit d’espaces compacts est un espace compact; espace localement compact;
théoréme de Riesz sur la locale compacité des espaces vectoriels normés; compac-
tifie d’Alexandrov d'un espace localement compact (*); 'image d’un compact par
une application continue a valeurs dans un espace séparé est compact ; une appli-
cation continue bijective d'un espace compact dans un espace séparé est un homéo-
morphisme ; application propre (*); une application propre bijective entre espaces
localement compacts est un homéomorphisme ; topologie compacte-ouverte (*). (Et
un raton laveur, comme dirait Prévert!)

Il est demandé de faire les exercices de I'appendice A pour se familiariser avec
ces notions.



1.3 Remarques (pseudo-)historiques sur ’homologie

Nous concluons cette introduction en donnant une idée de 1’origine historique de
la notion d’homologie, voir [Pon, Die2| pour des précisions et compléments.

Les vrais débuts de ’homologie peuvent étre attribués a H. Poincaré [Poi|, quand
la topologie algébrique s’appelait 1™analysis situs”. Partant des travaux antérieurs
sur les notions de “connexité”, il a mis en évidence le concept de “bord”, qui joue un
role central en homologie.

Des arguments de connexité a la notion de bord

Les travaux d'Euler (1736, cas des graphes), de Mébius (1865, cas des surfaces) et
de Riemann (1857)-Betti (1871) montrent que des arguments de connexité peuvent
permettre de distinguer des espaces topologiques.

La connexité est un invariant topologique, au sens que I'image d’un espace connexe
par une application continue est connexe (et donc si deux espaces topologiques n’ont
pas le méme nombre de composantes connexes, alors ils ne sont pas homéomorphes).
Nous verrons d’ailleurs en la partie 5.2 que le 0-éme groupe d’homologie Hy(X) d'un
espace topologique X est le groupe abélien libre engendré par I’ensemble des com-
posantes connexes par arcs de X. L’information apportée par Hy(X) est donc es-
sentiellement celle d'un nombre, le cardinal de ’ensemble des composantes connexes
par arcs de X.

Parmi les arguments dit de connexité, il n’y a pas que le nombre de composantes
connexes. Par exemple, R et R? ne sont pas homéomorphes, car R? privé d’un point
est connexe, mais R privé d’un point ne 'est pas. Les espaces Sy (le cercle) et S, (la
sphére) ne sont pas homéomorphes, car S, privé de deux points est connexe, mais S,
privé de deux points ne l'est pas. Les espaces Sy (la sphére) et Ty = S; x S; (le tore)
ne sont pas homéomorphes. En effet, S; privé de n’importe quelle courbe fermée
simple n’est pas connexe (c’est le théoréme de Jordan, voir le théoréme 5.26 de la
partie 5.3 pour une preuve utilisant I’homologie). Mais il existe au moins une courbe
fermée simple v dans Ty telle que Ty — 7 soit connexe (par exemple v = {1} x ;).

Pour généraliser (abstraire!) ces exemples élémentaires, il faut tout d’abord dé-
finir une classe d’objets sur laquelle pourra s’appliquer une généralisation. Les es-
paces topologiques comme les sphéres S, et tores T,, = (S;)™ ressemblent vus de
prés a R™. Une wvariété topologique de dimension n est un espace topologique (en
général supposé métrisable séparable, voir I'appendice pour des définitions de topo-
logie générale) dans lequel tout point posséde un voisinage homéomorphe a l’espace
topologique usuel R". Une sous-variété (topologique) V' d’une variété V' est un sous-
espace qui est une variété topologique. Si V' est de dimension p, sa codimension
dans V' est n — p. (Remarquons qu’il découle du théoréme d’invariance du domaine
de Brouwer 1.1 que Uentier n est bien défini, et (en utilisant la version plus forte
5.27) que n —p > 0.)

Ainsi Riemann et Betti définissent ’ordre de connexion d’'une variété compacte
connexe V' comme le nombre maximal de sous-variétés compactes connexes de co-
dimension 1 deux & deux disjointes dont la réunion ne disconnecte pas V. Sachant
que toute variété compacte connexe de dimension 1 est homéomorphe au cercle Sy,
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on peut vérifier en exercice que l'ordre de connexion de la sphére S, est 0 et que
celui du tore Ty est 1.

Un point important a remarquer est que la collection des variétés topologiques
n’est pas stable par découpage le long d’une sous-variété compacte connexe de codi-
mension 1. Ce que I'on obtient est une variété topologique a bord de dimension n > 1,
i.e. un espace métrisable séparable dans lequel tout point posséde un voisinage ho-
méomorphe a R™ ou a son sous-espace R = {(z1,...,z,) € R" : x, > 0}. Le bord
d’une variété topologique a bord V' est le sous-espace des points dont un voisinage
est homéomorphe a un voisinage de 0 dans R’}. Il découle du fait que R”} — {0} est
contractile alors que R” — {0} ne 'est pas qu’aucun voisinage de 0 dans R’} n’est
homéomorphe a un voisinage de 0 dans R". Une variété topologique est une variété
topologique a bord, de bord vide.

Du bord topologique a son algébrisation

Il est facile de voir que le bord d’une variété topologique & bord de dimension n
est une variété topologique (sans bord) de dimension n—1. Ainsi Poincaré connaissait
en 1895 le slogan fondateur de I’homologie :

“le bord d’un bord est vide.”

C’est ’algébrisation de ce fait qui donna la notion de complexe de chaines (voir la
partie 5.1) : un complexe de chaines est une suite infinie

a P 2 P O P
Co O Oy 2 . Cp & Chgy +— ...

avec C; un groupe abélien et 0; un morphisme de groupes, appelé opérateur bord,
tel que, pour tout n dans N,
811 0] 8n+1 =0.

Le fait que les fleches aillent dans ce sens vient du fait que prendre le bord d’une
variété topologique a bord diminue la dimension d’une unité.

Nous serons plus rapide pour donner la premiére définition de Poincaré des
groupes abéliens C,,, voir [Poi|. Il s’apergut successivement des faits suivants.

Les variétés topologiques a bord semblent encore ne pas étre les bons objets. Car
lorsque I'on découpe une variété topologique le long de plusieurs sous-variétés topo-
logiques (pas forcément disjointes), 1’'objet obtenu porte des traces de découpages
(que nous appelerons facettes), dont l'information serait importante a conserver,
pour pouvoir éventuellement effectuer I'operation inverse de recollement. Comme un
quart de plan (ou un huitiéme d’espace) est homéomorphe a un demi-plan (demi-
espace), le monde purement topologique n’est pas assez riche. Les bons objets sem-
blaient donc étre les variétés différentiables a coins (et leurs facettes), dont nous
ne donnerons pas la définition précise ici (voir [Poi]). En effet, Poincaré s’apergut
des difficultés (et du manque de généralité) de cette collection de sous-espaces. Il en
changea dans son “Complément a 'analysis situs”), en travaillant dans des espaces
triangulés ou cellulaires (voir la partie 4.3). Pour une généralité maximale, ils furent
remplacés dans la suite par les simplexes singuliers (voir la partie 5.2).
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Lorsque 'on découpe le long d'une sous-variété différentiable de codimension
1, celle-ci séparant localement en deux composantes connexes, les deux morceaux
locaux obtenus aprés découpage ont une orientation naturelle de leur bord par la
normale sortante, ces orientations étant opposées quand on identifie les bords par le
recollement. L’opération de recollement faisant disparaitre le bord, il parait naturel
d’attribuer un signe aux facettes (orientées) du bord, de sorte que si 'on change
d’orientation, on change de signe. Il est donc utile de pouvoir compter les variétés a
coins positivement, négativement, voire avec multiplicité.

Ainsi Poincaré introduisit le groupe C), des sommes formelles finies avec multipli-
cités (appelées chaines) de sous-variétés différentiables a coins connexes compactes
orientées de dimension p dans une variété différentiable V' donnée :

k

an‘Vz‘

i=1

avec n; € Z et V; des sous-variétés différentiables a coins connexes compactes orien-
tées de dimension p, ou 'on identifie V; et —V; si V/ est munie de l'orientation
opposée a celle de V.

L’opérateur bord alors introduit par Poincaré est I'unique application linéaire
Ont1 2 Cryr — €, telle que 9V} soit la somme (finie) formelle des facettes de codi-
mension 1 de V;, orientées par la normale sortante. Une chaine est un cycle si son
image par 'opérateur bord est nul, et est un bord si elle est I'image par 'opérateur
bord d’une chaine. On vérifie que 0, o 9,,1 = 0, c¢’est-a-dire que tout bord est un
cycle.

Ce n’est en fait que vingt ans plus tard environ qu’Emmy Noether définira les
groupes qui mesurent I'obstruction pour un cycle d’étre un bord :

H,(V,Z) = Ker 0,_; / Im 0,

est le groupe abélien quotient du groupe des cycles de dimension p par son sous-
groupe des bords de dimension p. Ainsi, tout cycle o définit un élément [o] dans
H,(V.Z), appelée sa classe d’homologie. Un cycle est un bord si et seulement si sa
classe d’homologie est nulle.

La formulation axiomatique de ’homologie
Une formulation axiomatique fut donnée par Eilenberg et Steenrod, vers 1950.
Une théorie de I’homologie est la donnée, pour tout n € N, d'un “foncteur (cova-
riant) de la catégorie des paires d’espaces topologiques dans la catégorie des groupes
abéliens” (voir la partie 5.1) i.e. la donnée
e pour toute paire d’espaces topologiques (X,Y) (i.e. d'un espace topologique
X muni d’un sous-espace Y'), d'un groupe abélien H,(X,Y), et
e pour tout morphisme de paires d’espaces topologiques f : (X,Y) — (X', Y’)
(i.e. (X,Y) et (X', Y") sont deux paires d’espaces topologiques et f : X — X’
est une application continue telle que f(Y) C Y”), d'un morphisme de groupes
fo: Hy(X)Y) — H, (X', YY)
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telle que id,, = id et (go f), = gn o fn pour tous les morphismes de paires d’espaces
topologiques f : (X,Y) — (X", Y') et g : (X",Y') — (X", Y"), qui satisfait les
axiomes suivants (ot l'on note Z = (Z,() pour tout espace topologique Z, pour
simplifier).
1. Invariance par homotopie
Si f,g: (X,Y) — (X',Y’) sont deux morphismes de paires d’espaces to-
pologiques homotopes (i.e. s’il existe un morphisme de paires d’espaces to-
pologiques h : ([0,1] x X,[0,1] x V) — (X", Y") tel que h(0,z) = f(z) et
h(1,z) = g(x) pour tout x dans X), alors f,, = g, pour tout n € N.

2. Existence d’opérateurs bords
I existe, pour tout n dans N — {0} et toute paire d’espaces topologiques
(X,Y), un morphisme de groupes 6, : H,(X,Y) — H, 1(Y) tel que
— 0,0 f = fu_1 00, pour tout morphisme de paires d’espaces topologiques
f(X)Y) = (X"Y') et tout n dans N — {0},
— ennotant Y — X —L» (X,Y) les inclusions, la suite de groupes abéliens
et de morphismes de groupes

e Ho (X, Y) 25 HL (V) 2 Ho(X) 25 Ho(XY) 25 Hy (V) —

est exacte.

3. Excision
Sif:(X,Y)— (X/(Y),Y/(Y)) est le morphisme canonique (voir I’exemple
(3) suivant I'exercice E.A.101 pour la définition de I’espace topologique X/(Y'),
qui se décrit comme l'espace X ou Y a été écrasé en un point), alors f, :
H,(X,Y) — H,(X/(Y),Y/(Y)) est un isomorphisme de groupes pour tout
n dans N

4. Normalisation
Si X est réduit & un point, alors

Z sin=20
H,(X) = { 0 sinon

Une grande partie du travail qui suit dans la construction de théories de 1'ho-
mologie sera de vérifier (la plupart de) ces axiomes, mais nous ne nous intéresserons
pas au probléme de I'unicité abstraite de théories de I'’homologie (voir par exemple
[Spa]), préférant montrer directement les égalités des (peu nombreuses!) différentes
théories de I’homologie que nous construirons, car la preuve de leur coincidence est
parfois utile.

De I’homologie a ’homotopie

Les groupes d’homologie introduits par Poincaré lui apparurent étre des inva-
riants topologiques extrémement intéressants. Par exemple, il découle du théoréme
de classification des surfaces (par les travaux de Mobius, Jordan et Rado) que deux
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surfaces topologiques compactes connexes sont homéomorphes si et seulement si
leurs groupes d’homologie sont isomorphes (voir par exemple la partie 5.4).

Mais Poincaré s’aperqut (aprés quelques errements!) que cet invariant n’était
pas aussi puissant qu’il 'avait espéré. Il construisit par exemple, vers I'année 1900,
une variété compacte de dimension 3 (et méme une infinité!), ayant ses groupes
d’homologie isomorphes & ceux de la sphére S3, mais non homéomorphe a S3. Pour
distinguer ces exemples de la sphére Sg, il introduisit un nouvel invariant topologique,
le groupe fondamental d’un espace topologique X, qui repose sur les différentes
manicres de dessiner et déformer continuement des courbes fermées sur X (voir la
partie 2.2). Ces notions intuitives de déformations continues sont formalisées par la
notion d’homotopie (voir la partie 2.1).

Par exemple, une courbe fermée simple sur une variété topologique est homo-
logue a zéro si elle est le bord d'une chaine de dimension 2 (voir ce qui précede).
Elle est dite homotope a zéro si elle est déformable continuement en un point. Un
espace topologique X dans lequel toute courbe fermée est homotope a zéro (plus
précisément dans lequel toute application continue f : S; — X du cercle dans X
s'étend continuement en une application continue f : By — X du disque dans X )
est dit simplement conneze (voir la partie 2.2).

C’est ainsi que Poincaré formula ce que I'on appelle maintenant la conjecture de
Poincaré.

Conjecture 1.4 Toute variété topologique de dimension 3 compacte, connexe et
simplement connexe, est homéomorphe a la sphére Ss.

Cette conjecture faisait partie de la liste de six grands problémes de mathéma-
tiques, dont la résolution avait été dotée en l'an 2000 d’un prix d’un million de
dollars. Elle a été récemment résolue, suite a des articles non publiés de G. Perel-
man, par les travaux collectifs de la communauté mathématique (voir par exemple

[KL, CZ, MT, BBBMP]).
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2 Homotopie et groupe fondamental
L’exercice suivant sera souvent utilisé (de maniére implicite) dans cette section :

Exercice E.1 Soient X et Y deux espaces topologiques, (F;)icr un recouvrement
fermé fini de X, et f; : F; — Y wune application continue pour tout i. Si f; et f;
coincident sur F; N F; pour tous i, j, alors il exviste une et une seule application
continue f: X —'Y égale a f; sur F; pour tout 1.

2.1 Homotopie

Soient X et Y deux espaces topologiques. Deux applications continues f,g : X —
Y sont homotopes s’il existe une application continue h : X x [0,1] — Y telle que
h(z,0) = f(x) et h(z,1) = g(z) pour tout = dans X. On notera alors f ~ g, et on
dira que h est une homotopie entre f et g. Pour tout ¢ dans [0, 1], on notera aussi
hy : X — Y Tapplication hy(x) = h(x,t).

Si A est une partie de X, deux applications continues f,g: X — Y sont homo-
topes relativement a A s’il existe une application continue h : X x [0,1] — Y telle
que h(z,0) = f(z) et h(z,1) = g(x) pour tout « dans X, et h(a,t) = f(a) pour tout
a dans A et ¢ dans [0, 1].

On notera alors f ~ g rel A, et on dira que h est une homotopie relative a A
entre f et g.

Il est immeédiat que ~ est une relation d’équivalence sur (X, Y). En effet, f ~ f
par 'homotopie constante h(x,s) = f(z); si f ~ g par 'homotopie h, alors g ~ f
par ’homotopie inverse h(z, s) = h(z,1—s);si f; ~ f, par 'homotopie h; et fo ~ f3
par 'homotopie ho, alors f; ~ f3 par I’homotopie composée

_ hi(z,25)si0 < s <3
h3<x78)_{ ho(x,2s — 1) Siéﬁsgl.

De méme, ~ rel A est une relation d’équivalence sur tout ensemble d’applications
continues de X dans Y qui coincident sur A.

Exercice E.2 (Voir l’exercice E.A.107.) Si X est localement compact, deux appli-
cations continues f et g de X dans Y sont homotopes si et seulement s’il existe
un chemin (continu, voir la partie 2.2) entre [ et g dans € (X,Y) (I’ensemble des
applications continues de X dans Y, muni de la topologie compacte-ouverte).

Un espace topologique X est contractile s’il est non vide et si ’application iden-
tique de X est homotope a une application constante de X dans X.

Par exemple, un convexe non vide C' dans un espace vectoriel topologique (i.e. un
espace vectoriel réel, tel que I’addition et la multiplication externe soient des applica-
tions continues) est contractile : si zy € C, alors 'application (z, s) — (1 —s)z+ szg
de C x [0,1] dans C' est une homotopie entre idc et x — .
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Cette notion est importante, car la plupart des espaces topologiques que 1'on
rencontre sont localement contractiles, i.e. admettent un systéme fondamental de
voisinages contractiles. C’est en particulier le cas des espaces vectoriels topologiques,
des variétés topologiques (i.e. les espaces topologiques X, en général supposés meé-
trisables séparables, tels que pour tout x dans X, il existe n € N et V' un voisinage
de x dans X, tels que V' soit homéomorphe a R™), des CW-complexes (voir la partie
4.3), des complexes simpliciaux (voir par exemple [Spal).

Un espace topologique est simplement connexe s’il est connexe par arcs et si
toute application continue du cercle S; dans X se prolonge (continuement) en une
application du disque By dans X.

Exercice E.3 Montrer qu’un espace contractile est simplement conneze.

Soient X et Y deux espaces topologiques. Une application continue f: X — Y
est une équivalence d’homotopie s’il existe g : Y — X continue telle que f o g
soit homotope a l'application identique de Y et g o f soit homotope & I'application
identique de X. S’il existe une équivalence d’homotopie entre X et Y, on dit que X
et Y ont le méme type d’homotopie.

Avoir méme type d’homotopie est une relation d’équivalence sur tout ensemble
d’espaces topologiques.

L’intérét de la notion d’équivalence d’homotopie vient du fait que la plupart des
invariants de topologie algébrique que nous construirons (groupe fondamental (partie
2.2), homologie singuli¢re (partie 5.2),...) sont non seulement des invariants topolo-
giques, mais aussi des invariants homotopiques (i.e. tels que les invariants associés
a deux espaces topologiques ayant méme type d’homotopie soient isomorphes).

Exemple : Un espace topologique non vide est contractile si et seulement s’il a le
méme type d’homotopie qu'un singleton.

Soient X un espace topologique et A un sous-espace. On dit que A est un rétracte
de X ¢’il existe une application continue r : X — A telle que r 0@ = idy. On dit
que A est un rétracte de X par déformation si de plus 7 o r est homotope a idyx. On
dit que A est un rétracte de X par déformation forte si de plus i o r est homotope
a idy relativement a A. On dit que r est respectivement une rétraction, rétraction
par déformation, rétraction par déformation forte.

Si A est un rétracte par déformation de X, alors A et X ont le méme type

d’homotopie.
Exemples : (1) Pour tout n € N, la sphére S,, est un rétracte par déformation forte
de R —{0}. En effet, sii : S, — R"™ —{0} est 'inclusion et si 7 : R""1 —{0} — S,
est définie par r(z) = ﬁ, alors r o7 = idg, et ¢ or est homotope a ’application
identique de R™*! — {0} par 'homotopie h(x,s) = sz + (1 — s)ﬁ, qui fixe S,,. En
particulier, I'inclusion ¢ de S,,_; dans R™ — {0} est une équivalence d’homotopie, et
S,—1 et R" — {0} ont le méme type d’homotopie.
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(2) Si X est un espace topologique, Y un espace contractile et y un point de Y/,
alors X x {y} est un rétracte par déformation de X x Y. (Donc X x Y et X ont le
méme type d’homotopie.)

(3) Par le lemme 1.3, la sphére S, n’est pas un rétracte de la boule B, ;.

2.2 Groupe fondamental

Composition et homotopie des chemins

Soit X un espace topologique. Un chemin dans X est une application continue
a : [0,1] — X ; son origine est © = «(0), son extrémité est y = «(1); on dit aussi
que « est un chemin joignant x a y.

Pour = dans X, on appelle chemin constant en = le chemin ¢, avec c,(t) = =
pour tout ¢ dans [0, 1].

Si a est un chemin joignant x & y, on appelle chemin

inverse de a le chemin @, joignant y a x, défini par a(t) = A—_a;m
a(l —t) pour tout ¢ dans [0, 1]. x o 4

Soient « et f deux chemins dans X tels que

3 a(l) = £(0). On note « - B le chemin

Q
M a(2t) si tel0,1]
a-p tH{B(Qt—l) siteli1].
On dit que « - § est le chemin composé (concaténé) de «v et 5. Deux chemins « et
sont composables si I'extrémité de a est origine de 8. L’application («, §) — «- 5 de
I’ensemble des couples de chemins composables dans ’ensemble des chemins s’appelle
la composition (ou concaténation) des chemins.

Deux chemins « et § dans X d’origine xy et d’extrémité x; sont homotopes (on
dit parfois homotopes relativement aux extrémités s’il y a risque de confusion), et on
note a ~ 3 (et a ~ B rel 0,1 §'il y a risque de confusion), si les applications a, 8 de
[0, 1] dans X sont homotopes relativement & la partie {0,1} de [0, 1], ¢’est-a-dire s’il
existe une application continue A : [0, 1] x [0, 1] — X telle que

e h(t,0) = «(t) et h(t,1) = B(t) pour tout t dans [0, 1],

e h(0,s) =g et h(1,s) =z, pour tout s dans [0, 1].
Une telle application h est appelée une homotopie de v & 5 (on dit parfois homotopie
relative s'il y a risque de confusion). On note [a] la classe d’homotopie (relativement
aux extrémités) d’un chemin a.

Le résultat suivant donne les principales propriétés de la composition et de ’ho-
motopie des chemins.

Lemme 2.1 Soient o, 3,b, ¢,y des chemins de X.
1. Sia~f, alors @ ~ (.
2. Sic~a, b~ ete(l)=00), alorsc-b~ a- .
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3. Soient o un chemin joignant x a vy, B un chemin joignanty a z, v un chemin
-B) -y eta-(B-7) sont homotopes.

joignant z a w. Alors les chemins («

4. St a est un chemin joignant x a y, alors ¢, - « et o - ¢, sont homotopes a c.

5. St a est un chemin joignant x a y, alors a- @ et @ -« sont homotopes a ¢, et

¢y respectivement.

Démonstration. (1) Si & est une homotopie relative de o a 3, alors (t,s)
h(1 —t,s) est une homotopie relative de @ a f.

(2) Soit h une homotopie relative de ¢ & « et k
une homotopie relative de b & 5. Alors 'appli-

cation

(1s) o { h(2t,s) s% [(%]

3l
2
k(2t —1,s) si te(s,1

]

est une homotopie relative de ¢- b a a - 3.

(3) L’application

o(1i5) si 0<t< e

: 1+s 2+s

(t,8) = Bt —s—1) si <t < =2
y(*FEF) st FE st

est une homotopie relative de (- 3) - v a

a-(B-7).

(4) L’application

a(f—is) si Ogt Lt
(t7$)'_>{y i 1 Stg]-

est une homotopie relative de o - ¢, a a. On
construit de méme une homotopie relative de
Cp - QA Q.
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(5) L’application s A

1/2
CZ‘ C:B
T si 0<t< 3
. a2t — s) st £<t<y
hoi(t,8) = a2—2t—s) si L <t<ES
x si 52 <t<1 _
« «

est une homotopie relative de o - @ a ¢,. On
construit de méme une homotopie relative de h,

a-ad . = — =

Lacets et groupe fondamental

Soit x un point de X. Un lacet en x dans X est un chemin dans X d’origine et
d’extrémité x. Le point x est appelé le point base de ce lacet. Les chemins constants
sont des lacets, et le chemin inverse d'un lacet est un lacet. Deux lacets sont ho-
motopes s'ils sont homotopes en tant que chemin (donc relativement & leur point
base).

Sur I'ensemble L(X, z) des lacets en z, la relation “étre homotope” est une rela-
tion d’équivalence, d’ensemble quotient noté m (X, ).

La composition des chemins, restreinte aux lacets en x, est une loi de composition
interne sur L(X,z), qui (par le lemme 2.1 (2)) passe au quotient en une loi de
composition interne sur m (X, x).

Proposition 2.2 La composition des chemins induit une structure de groupe sur
Uensemble (X, z) des classes d’homotopie de lacets dans X de base x.

Démonstration. L’associativité découle du lemme 2.1 (3). La classe du lacet constant
en z est élément neutre par le lemme 2.1 (4). Si [c] est une classe dans m (X, z), la
classe de ¢ ne dépend pas du choix du représentant ¢ de [c] par le lemme 2.1 (1). Et
[¢] est I'inverse de [¢] pour la loi de 7 (X, x) par le lemme 2.1 (5). O

Le groupe (X, x) s’appelle le groupe fondamental de X en x (ou groupe de
Poincaré, ou premier groupe d’homotopie).
Changement de point base

Rappelons que par le lemme 2.1 (3), si a, ..., @, sont des chemins consécutive-

ment composables, alors la classe [aj - g - ... - ;] ne dépend pas des parenthésages.

Proposition 2.3 Soit ¢ un chemin d’origine x et d’extrémité y dans X. L’applica-
tion ¢ : [a] = [c-a - ¢ est un isomorphisme de groupes de m (X, y) dans m (X, x),
qui ne dépend que de la classe d’homotopie (relativement aux extrémités) de c. Si l
est un autre chemin joignant x a vy, alors les isomorphismes ¢. et ¢y sont conjugués.
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Démonstration. En effet,
dela-B)=lc-a-B-T=[c-a-z-c-f-7 =
[c-a-T[c- B 7] = oc([a])pe([5])-

De plus, ¢ = ¢!, et si g est la classe du lacet £ -¢ de base z,
alors

de([e))=[-a-f)]=[-C-c-a-C-c-l]=
[0 Tle-a-T[t-™" = g de[a]) g7

O

Corollaire 2.4 Si X est conneze par arcs, et v,y € X, alors m (X, z) et m(X,y)
sont isomorphes. Si m (X, x) est abélien, cet isomorphisme est canonique. O]

On notera souvent (X, zg) par m X, quand un point base zo de X est sous-
entendu et indifférent. La proposition précédente laisse penser que cet abus de no-
tation ne pose que peu de problémes. Mais “peu de problémes” ne signifie pas “pas
de problémes”, et du soin est nécessaire en ce qui concerne le traitement des points
bases.

Exercice E.4 Soit (X;, x;)icr une famille d’espaces topologiques pointés. Montrer
que les groupes m ([ [;c; Xi, (@i)ier) et [;c; m(Xi, z;) sont isomorphes. En particu-
lier,

(X XY, (z,y)) ~m(X,z) x m(Y,y) .

Propriété fonctorielle du groupe fondamental

Soient X et Y deux espaces topologiques, et f : X — Y une application continue.
Si ¢ est un chemin joignant = a y, alors f o ¢ est un chemin joignant f(z) a f(y). La
composition ¢ — foc est compatible avec I'homotopie (relativement aux extrémités)
des chemins :

si v et [ sont homotopes, alors f o« et f o [ aussi,

(car foh:[0,1]> = Y est une homotopie entre foa et foBsih:[0,1]> = X est
une homotopie entre « et (3) et avec la composition des chemins :

fola-B)=(foa) (fop)

Le résultat suivant en découle.

Proposition 2.5 Une application continue f : X — Y induit un morphisme de
groupes f. : [a] = [f oal de m (X, x) dans m (Y, f(x)). O
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De plus, si f est 'application identique de X, alors f, est 'application identique
de m (X, x); si g est une application continue de Y dans un espace topologique Z,
alors (go f). = g« 0 fu.

Avec les définitions de la partie 5.1, la collection des espaces topologiques pointés
(X, x) est la collection des objets d’une catégorie, de morphismes f : (X, z) — (Y,y)
les applications continues f : X — Y telles que f(z) = y. La donnée, pour tout
espace topologique pointé (X, z) du groupe (X, x), et, pour tout morphisme
d’espaces topologiques pointés f : (X,z) — (Y,y), du morphisme de groupes
fe : m(X,2) = m(Y,y), est un foncteur (covariant) de la catégorie des espaces
topologiques pointés dans la catégorie des groupes.

Groupe fondamental et homotopie

Proposition 2.6 Soient f,g: X — Y deux applications continues homotopes. Pour
tout x dans X, il existe un isomorphisme de groupes u : m (Y, g(x)) — m (Y, f(x))
tel que le diagramme suivant commute :

; 77—1(va($))
/*‘
7T1(X7 SL’) TU
N
G
(Y, g(x))

Si f et g sont homotopes relativement a {z}, alors f. = g..

Démonstration. Soit h une homotopie entre f et g. Soit ¢ le chemin s +— hy(x) =
h(z,s) dans Y entre f(z) et g(z). Par la proposition 2.3, 'application u : [5] —
[c - B -¢] est un isomorphisme de (Y, g(x)) dans m (Y, f(x)). Pour montrer que
f« = u o g,, il suffit de montrer que pour tout lacet o d’origine x dans X, les lacets
(c-(goa))-cet foasont homotopes (relativement aux extrémités).

Pour tout s dans [0, 1], considérons le
chemin ¢, : ¢t — h(x,st). L’applica-
tion (s,t) — ((¢s - (hs o)) - C5)(t) est
continue. En s = 0, elle vaut (cs) -
(foa))-cswm) (ol cpyy est I'application
constante en f(z) ), qui est homotope
a foa.En s =1, elle vaut (c-(goa))-¢.
0

Corollaire 2.7 Si f : X — Y est une équivalence d’homotopie, alors f, : m (X, z) —
m (Y, f(x)) est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. Soit g : ¥ — X une application continue telle que f o g et
g o [ soient homotopes a l'identité. Par la proposition précédente et les propriétés
fonctorielles, f,0g. et g.of, sont des isomorphismes de groupes. Donc f, est surjective
et injective. O
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Corollaire 2.8 Les groupes fondamentauz de deuz espaces connezxes par arcs, ayant
méme type d’homotopie, sont isomorphes. O

Corollaire 2.9 Tout groupe fondamental d’espace contractile est trivial. O

Soient X un espace topologique et x € X. Nous identifions 1’espace topologique
quotient [0, 1]/({0,1}) (voir exemple (3) suivant I'exercice E.A.101) avec S; C R? =
C par ’homéomorphisme [0] — ™. A tout lacet o dans X d’origine  est ainsi
associé une application continue, encore notée o, de S; dans X telle que a(1) = x.

Si a est un lacet de X, on appelle classe d’homotopie relative la classe d’homo-
topie relativement & {1} de l'application continue « : S; — X ainsi définie, et, pour
distinguer, classe d’homotopie libre la classe d’homotopie de ’application continue
o S; — X ainsi définie.

La proposition suivante est souvent utilisée pour vérifier ou utiliser I’annulation
d’une classe d’homotopie.

Proposition 2.10 Soit o : S; — X wune application continue, telle que a(l) =
x. Alors [a] = 1 dans m (X, x) si et seulement si o s’étend continuement en une
application continue By — X

Démonstration. Si o s’étend continuement en f : By — X, sii:S; — By est
Iinclusion, alors, par fonctorialité, le diagramme suivant est commutatif :

' 7T1(B2,1)
S
7T1<Sl,1) & 7T1(X,.§L’).

Orsi B :[0,1] = Sy = [0,1]/({01}) est le lacet induit par passage au quotient de
l'identité de [0, 1], alors a,[3] = [a]. Comme 71 (Bg, 1) = {1}, ceci montre le résultat.
Réciproquement, si [a] = 1, alors soit h : S; x [0,1] — X une homotopie entre «
et lapplication constante. Alors h factorise en une application continue de 1’espace
topologique quotient
Y = (8 x [0, 1)/(8: x {1})

a valeurs dans X. Or Y est homéomorphe au disque, par un homéomorphisme valant
I'identité sur S, en identifiant S; avec un sous-espace de Y par I'application induite
par x — (z,0). O

Exercice E.5 Soient X un espace connexe par arcs et x un point de X. On note
[S1, X| l’ensemble des classes d’homotopies d’applications du cercle Sy dans X. Mon-
trer que Uapplication de m (X, x) dans [S1, X| qui a la classe d’homotopie relative
d’un lacet v associe la classe d’homotopie libre de Uapplication o de S; dans X, est
surjective et induit une bijection de l’ensemble des classes de conjugaison du groupe
m (X, x) sur [Sy, X].
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Exercice E.6 Soit X un espace connexe par arcs. Montrer que les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

o X est simplement connexe ;
il existe x dans X tel que m(X,z) =0;
m (X, z) =0 pour tout  dans X ;
deuzx chemins de méme origine et méme extrémité sont homotopes (relative-
ment aux extrémités).

Proposition 2.11 Soient X un espace topologique, U et V deuz ouverts connezes
par arcs de X, tels que X = U UV et tel que UNV soit connexe par arcs. Pour tout
xdans UNV, sii: U — X etj:V — X sont les inclusions, alors i.m (U, z) U
J«m(V,z) engendre m (X, z). En particulier, si U et V sont de plus simplement
connexes d’intersection non vide, alors X est simplement connexe.

Démonstration. Soit o un lacet en x. Par compacité de [0, 1] et continuité de a,
il existe n € N non nul tel que o([%, Z1]) soit contenu dans U ou dans V pour tout
i=0,..,n—1. Pour tout i = 0,...,n, soit ¢; un chemin entre z et (), contenu dans
U,V,UNV si a(*) appartient a U, V,U NV respectivement (ce qui est possible car
U,V,U NV sont connexes par arcs), avec ¢y et ¢, constants. On note «; le chemin
t— o). Par le lemme 2.1, le lacet o en 2 est homotope a

(Co-ap-c1)-(Crag-ca) oo (Conez - Qpg - Cp1) - (Cp1 - Q1 - Cp)

Pour ¢ =0,...,n—1, le chemin ¢; - a; - ¢; 11, est un lacet en = contenu dans U ou dans
V. Donc i,m (U, z) U j,m1(V, x) engendre m (X, x).

Montrons la derniére assertion. Si U NV est non vide, alors X est connexe par
arcs. Si U et V' sont simplement connexes, alors chaque ¢; - «; - ¢;41 est homotope au
lacet constant en z. Donc a est homotope au lacet constant en x. Par conséquent,
X est simplement connexe. U

Corollaire 2.12 Pourn > 2, la sphére S, est simplement conneze.

Démonstration. Elle s’écrit comme réunion de l'ouvert U complémentaire du pole
nord, et de l'ouvert V' complémentaire du pole sud. Les ouverts U, V' sont contrac-
tiles, donc simplement connexes. L’intersection U NV se rétracte par déformation
forte sur 'équateur S,_1, qui est connexe par arcs si n > 2. 0

Corollaire 2.13 Pour n > 1, lUespace projectif complexe P, (C) est simplement
connexe.

Démonstration. On rappelle que pour tout n € N—{0}, 'espace projectif complexe
de dimension n est I’espace des droites complexes de C**!

P,(C) = (C™' — {0})/C".
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On raisonne par récurrence sur n. D’aprés Iexercice E.A.110, la droite projective
P, (C) est homéomorphe a la sphére Sy. Donc

7T1(]P)1((C)) = 0.

On suppose maintenant P, (C) simplement connexe. Si f : OBg, 12 = Sopy1 — Pr(C)
est la projection canonique, alors le recollement By, > Us P, (C) est homéomorphe

a P, 1(C) (voir l'exercice E.A.110). L’intérieur I%Qn_i_Q de Bg,.o est un ouvert U
de By, 1o Uy P, (C). Le complémentaire de 'origine de By, 12 est un ouvert V de
Bsyi2 Up P, (C). Comme U est contractile, et V' se rétracte par déformation forte
sur P,(C), donc est simplement connexe, la proposition 2.11 montre que P, (C)
est simplement connexe. 0

2.3 Autres exercices

Exercice E.7 On appelle peigne le sous-espace topologique X de R? suivant :

X =10,1] x {0} U U {a} x [0,1] .

ac{0}u{2—" : neN}

Montrer que le peigne est contractile. Soit xy = (0, 1). Montrer que idx est homotope
a 'application constante en z, mais n’est pas homotope a 'application constante
en x, relativement a {z}.

Zo
1 1
0 1 2

Le peigne Le ruban de Mobius

Coller en tordant une fois

-

Exercice E.8 Montrer que le ruban de Mdbius M = [0,1] x [0,1]/ ~, ou ~ est la
relation d’équivalence engendrée par (0,s) ~ (1,1 —s), a le méme type d’homotopie
que le cercle S;. On pourra par exemple montrer que A = 7([0,1] x {3}), ou 7 :
[0,1] x [0,1] — M est la projection canonique, est un rétracte par déformation forte

de M.
Exercice E.9 Montrer que le tore troué S; x S; — {(1,1)} a le méme type d’ho-

motopie que le bouquet de deux cercles (S1,1) V (S;, 1) (voir 'exemple (4) suivant
I'exercice E.A.101 dans la partie A.2 pour la définition d’un bouquet de cercles).
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Exercice E.10 Montrer que pour tout n € N, le plan euclidien, privé de n points,
a le méme type d’homotopie que le bouquet de n cercles (voir I'exemple (4) suivant
I'exercice E.A.101 pour la définition d’un bouquet de cercles).

Exercice E.11 1) Soient X un espace topologique et CX = (X x [0, 1])/(X x {1})
le come sur X (voir 'exemple (1) suivant 'exercice E.A.101). On note [z, t] la classe
dans CX de I'élément (z,t) de X x [0,1]. Montrer que C'X est contractile, et que
si xg = [z, 1] (pour tout = dans X)) est le sommet de ce cone, alors CX — {zo} se
rétracte par déformation forte sur X (identifié par = — [z,0] avec une partie de

CX).

2) Si f: X — Y est une application continue, on appelle cone de f, et on
note C'(f) l'espace topologique obtenu par recollement (voir 'exemple (5) suivant
I'exercice E.A.101 pour la définition d’un recollement) du céne de X sur Y par
I'application f (comme ci-dessus, X est identifié & une partie de CX) :

C(f) = CXUY .

On note encore zy 'image de xy € C'X dans C(f).
Montrer que C'(f) — {zo} se rétracte par déformation forte sur Y.

Exercice E.12 Soit G un groupe topologique, d’élément neutre e. Si f,¢: [0, 1] —
G sont deux lacets en e, on note fg: [0,1] — G le lacet défini par fg(t) = f(t)g(t).

1) Montrer que les lacets f - g et fg sont homotopes (rel {0, 1}).
2) Montrer que 7 (G, e) est abélien.

(En particulier avec les notations qui seront introduites plus loin, les groupes
m1(T™,0), m1(SO(n), e) et m(SL,(R), e) sont abéliens.)

Exercice E.13 On rappelle tout d’abord le théoréme de relévement des applica-
tions et des homotopies a valeurs dans le cercle (voir le corollaire 3.24 pour une
preuve dans un cadre général).
— Si f :[0,1] — S; est une application continue, pour tout ¢, € R tel que
F(0) = e¥™ il existe une et une seule application continue f : [0,1] — R
telle que f(0) = to et f(t) = 2™ ® pour tout ¢ € [0, 1].
— Si h:[0,1] x [0,1] — S; est une application continue, et si f : [0,1] — R est
une application continue telle que h(0,t) = *™/® pour tout ¢ € [0,1], alors
il existe une et une seule application continue % : [0,1] x [0, 1] — R telle que
R(0,8) = f(t) et h(s,t) = e%™D pour tout ¢ € [0,1].

24



1) Montrer que, pour tout = dans Sy, Uapplication ¢, : m1(S;,z) — Z, définie
par [7] — (1) —7(0) ot 7 est un relévement du lacet  défini ci-dessus, est un
isomorphisme de groupes.

Si ¢ est un lacet dans Sy, d’origine x et d’extrémité y, et si ¢. : m(Sy,y) —
m1(S1, x) est I'isomorphisme de groupe défini dans la proposition 2.3, montrer que

g © ¢c = Py-
Soient f : S; — S; une application continue et z un point de S;. Posons y = f(z).
La composition des morphismes de groupes

63" e by
7 — 71-1(8171‘) — 7T1(Sl,y) — 7

est un morphisme de groupe de Z dans Z. C’est donc la multiplication par un entier
n, qui ne dépend pas de x par ce qui précéde. On le note deg(f), et on I'appelle le
degré de f. Cette notion coincide avec la notion de degré des applications continues
de S,, dans S,,, introduite dans la partie 6.1 lorsque n = 1.

Dans ce qui suit, f et g sont des applications continues de S; dans S;.

2) Si f est une rotation, calculer deg(f). Pour n € N, calculer le degré de I'ap-
plication z — 2".

3) Montrer que deg(f o g) = deg(f)deg(g). En déduire que si f est un homéo-
morphisme, alors deg(f) = £1.

4) Montrer que deg(f) = deg(g) si et seulement si f et g sont homotopes. En dé-
duire que deg(f) = 0 si et seulement si f se prolonge contintiment en une application
continue f’: By — S;.

5) Montrer qu’il n’existe pas de rétraction By — S;. (C’est un cas particulier du
lemme 1.3 déja démontré en introduction en admettant des résultats d’homologie.)

6) Démontrer le théoréme de d’Alembert : tout polynéme complexe non constant
admet au moins une racine complexe.

7) Soit f :S; — S; une application continue telle que f(—z) = —f(x). Montrer
que f est de degré impair.

Exercice E.14 Soient B un espace topologique, K le corps R ou C, et n € N.
Un fibré vectoriel topologique de base B et de rang n sur le corps K est un espace
topologique F muni d’'une application continue p : E — B, dont la fibre p~1(b)
au-dessus de b est, pour tout b € B, munie d'une structure d’espace vectoriel sur K
de dimension n, tel que, pour tout b dans B, il existe un voisinage V' de b dans B
(appelé voisinage distingué) et un homéomorphisme ¢ : V x K* — p~1(V) tel que
le diagramme suivant commute

VxK -2 pl(V)
pri \l l’p
1%
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et tel que @ xxn = {b} xK™ — p~1(b) soit un isomorphisme d’espaces vectoriels pour
tout b € V. Par exemple, le fibré tangent d’une variété différentielle C! de dimension
n est un fibré vectoriel réel de rang n (voir un cours de géométrie différentielle, par
exemple [Laf, Diel, DNF, Paul]).

1) Soit E — B un fibré vectoriel. Montrer que E et B ont méme type d’homo-
topie.

Deux fibrés vectoriels topologiques p : E — B et p' : B/ — B au-dessus de B
sont dit isomorphes s’il existe un homéomorphisme ¢ : E — E’ tel que le diagramme
suivant commute

E-Y% B
b\
B

et tel que Y1) : p~H(b) = P/ ~!(b) soit un isomorphisme d’espaces vectoriels pour
tout b € B. Un fibré vecoriel est trivial s’il est isomorphe au fibré vectoriel pr, :
B x K" — B.

2) On rappelle qu'un espace topologique est paracompact si de tout recouvre-
ment ouvert, on peut extraire un sous-recouvrement localement fini (i.e. tel que
tout point admette un voisinage ne rencontrant qu’un nombre fini de parties du
sous-recouvrement). Montrer que tout fibré vectoriel, de base contractile et para-
compacte, est trivial.
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3 Revétements

3.1 Catégorie des revétements

Dans cette partie, nous définissons la catégorie des revétements au-dessus d’un
espace topologique donné.

L’application f : R — S; définie par t — 2™ vérifie la propriété suivante : pour

tout z = €™ dans Sy, si V =S, — {—z}, alors f1(V) = Upey 10+ (2k — )7, 0 +
(2k+1)7[ (union disjointe) et la restriction de f a chaque |0+ (2k—1)7, 0+ (2k+1)7|
est un homéomorphisme sur V.

Pour tout espace topologique X et tout espace discret D non vide, la premiére
projection pry : X x D — X est aussi, en restriction a chaque X x {d}, un homéo-
morphisme sur X.

Soient X et B deux espaces topologiques, et f : X — B une application continue.
On dit que f est un revétement si pour tout y € B, il existe un voisinage V' de y
dans B, un espace discret D non vide et h: V x D — f~1(V) un homéomorphisme
tel que le diagramme suivant commute :

VxD -5 YVv)

pro N LS
V

On dit que B est la base de f, X 1'espace totalde f, f~1(y) la fibre de f au-dessus
de y, V un voisinage distingué de y pour f, h une trivialisation locale de f au-dessus
de V.

Si 'on remplace D par un espace topologique F' quelconque, on obtient la notion
de fibré localement trivial de fibre F' au-dessus de B. Voir par exemple [Spa| ou
un cours de géométrie différentielle comme [Laf, Diel, DNF, Paul| pour d’autres
exemples. Les revétements sont donc les fibrés localement triviaux a fibres discrétes.

Remarque. Comme D est non vide, un revétement est surjectif.

Soient f : X — B et f': X' —» B deux revétements ayant méme base. Un
morphisme de revétements de f sur f’ est une application continue ¢ : X — X’ telle
que le diagramme suivant commute

X 2% x
7\ < f
B

L’application id est un morphisme de revétements, dit identité de f sur f. Si f” :
X" — B est un revétement de base B et ¢’ un morphisme de revétements de f sur
1", alors ¢’ o ¢ est un morphisme de revétements, dit composé. On définit ainsi la
catégorie des revétements au-dessus d'un espace topologique donné B.

Un isomorphisme de revétements de [ sur f' est un isomorphisme de f sur f’
dans la catégorie ainsi définie, i.e. un morphisme de revétements ¢ : X — X’ de
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f sur [’ tel qu'il existe un morphisme de revétements ¢ : X' — X de f’ sur f tel
que Yo ¢ = idx et p ot = idys. Si de plus X = X', on parle d’automorphisme
de revétements. Deux revétements sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de
revétements de I'un sur l'autre.

On note Aut(f) le groupe des automorphismes de revétements de f (on note
aussi parfois Autg(X) ce groupe, mais cette notation est abusive, car il peut exister
deux revétements non isomorphes entre deux espaces topologiques donnés, comme
les applications z +— 2" et z +— 2™ avec n # m du cercle S; = {z € C : |z| = 1}
dans lui-méme. voir aussi 'exercice E.28).

Un revétement f : X — B est dit trivial s’il est isomorphe au revétement pry :
B x D — B, ot D est un espace discret non vide.

Si f: X — B est un revétement et W un ouvert de B, alors fjs-1w) : [YW) —
W est un revétement, qui est trivial si W est un ouvert distingué.

Proposition 3.1 L’application f est un revétement si et seulement si tout point y
de B admet un voisinage V tel que f~(V) = U,c; U soit une union disjointe non
vide d’ouverts U; de X tels que fiy, : Uy — V' soit un homéomorphisme.

Démonstration. Si f est un revétement, alors pour tout y € B, notons V un
voisinage distingué de y et h une trivialisation locale de f au-dessus de V. En posant
I = D et Uy = h(V x {i}) pour tout ¢ dans I, 'application f vérifie la propriété
demandée.

Réciproquement, si I et (U;);e ; comme dans 1'énoncé existent, alors notons D
I’'ensemble I muni de la topologie discréte, et considérons I'application g : f~1(V) =
Ui Ui = V x I telle que g(z) = (f(x),i) si x € U;. On vérifie que g est un
homéomorphisme, dont I'inverse h est une trivialisation locale de f au-dessus de V.

O

3.2 Homéomorphismes locaux et revétements

Dans cette partie, nous comparons les homéomorphismes locaux et les revéte-
ments.

Soient X et Y deux espaces topologiques. Un homéomorphisme local est une
application continue f : X — Y telle que pour tout x dans X, il existe un voisinage
ouvert U de z tel que f(U) soit ouvert et fiy : U — f(U) soit un homéomorphisme.

Remarques.
(1) Un homéomorphisme local est une application ouverte.

(2) S’il existe un homéomorphisme local surjectif entre deux espaces topologiques,
alors ceux-ci ont les mémes propriétés topologiques locales (locale connexité,
locale connexité par arcs, locale contractibilité, etc).

(3) Un revétement est un homéomorphisme local.
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(4) Si X,Y sont deux variétés différentielles de méme dimension, alors une ap-
plication différentiable f : X — Y est une submersion (i.e. sa différentielle en
chaque point est surjective) si et seulement si elle est une immersion (i.e. sa
différentielle en chaque point est injective), et alors f est un homéomorphisme
local, par le théoréme d’inversion locale (voir un cours de géométrie différen-
tielle, par exemple [Laf, Diel, DNF, Paul]).

(5) Si f: X — B est un revétement et si B est connexe, alors le cardinal de
f7(y) est constant en y.

Un revétement f : X — B est un revétement fini si pour tout y dans B, le
cardinal de f~1(y) est fini. Soit n € N — {0}. Un revétement f : X — B est un
revétement a n feuillets si pour tout y dans B, le cardinal de f~!(y) est n. Un
revétement & un feuillet est un homéomorphisme (car il est alors injectif, et tout
revétement est continu, ouvert, surjectif).

Proposition 3.2 Soit f: X — Y un homéomorphisme local, et supposons que X
soit séparé. St l'une des conditions suivantes

e le cardinal de chaque fibre f~(y) est fini constant non nul,

e f est propre (voir la définition A.22) et Y connexe,
est vérifiée, alors f est un revétement fini, donc a n feuillets pour un n € N — {0}.

Démonstration. Pour tout y dans Y, et tout z dans F' = f~1(y), il existe un
voisinage ouvert U, de z tel que fiy, : U, — f(U,) soit un homéomorphisme.
Comme X est séparé, si F' est fini, on peut supposer que les U, pour z dans F' sont
deux a deux disjoints.

Sous la premiére hypothése, on pose V' =, .p f(U,), qui est ouvert car f est
ouverte. Alors f~'(V) D U,cp /7' (V) N U, (union disjointe) et comme le cardinal
des fibres est constant, il y a égalité. De plus la restriction de f a f~1(V)NU, est
un homéomorphisme.

Si f est propre, alors le cardinal de chaque fibre est fini non nul. En effet, I’ap-
plication f est ouverte, car c¢’est un homéomorphisme local, et fermée car propre.
Comme Y est connexe, on a donc f(X) = Y. Donc f est surjective. Pour tout y
dans Y, la fibre I’ est compacte car f est propre. Elle est aussi discréte, car f étant
un homéomorphisme local, pour tout x € F', il existe U, un voisinage de = tel que
U, N F = {x}. Elle est donc finie.

Soit U, pour z € F' comme ci-dessus. Comme f est fermée, V =Y — f(X —
U,cr Uz) est un voisinage ouvert de y tel que f~1(V) C J,cp Us. Done f71(V) =
U,er /71 (V) N U, (union disjointe) et la restriction de f a f~'(V) N U, est un
homéomorphisme. ]

Exemples.
e L’application ]0,2[— S; avec t — €?™ est un homéomorphisme local, de
fibres finies non vides, mais qui n’est pas un revétement.
e Si X = {0.}U]0,1] est 'espace topologique de I'exercice E.A.88, 'application
X — [0,1] avec 04 — 0 et ¢ — ¢ si t > 0 est un homéomorphisme local, de
fibres finies non vides, mais qui n’est pas un revétement.
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e Soit n € N—{0}. L’application de C* dans C*, ainsi que de S; dans S;, définie
par z — z" est un revétement a n feuillets.

e Soit P un polyndéme complexe de degré n > 0. Soit Z I’ensemble des racines du
polynéme dérivé P’, F' 'ensemble fini P(Z) et U I'ouvert connexe C— P~ (F).
Alors Py : U — C — F est un revétement a n feuillets. En effet, c’est
un homéomorphisme local, car P est une immersion sur U, et les images
réciproques de chaque point de C — F' ont exactement n racines.

e Si X et Y sont des variétés différentielles connexes compactes de méme di-
mension, et si f : X — Y est une submersion/immersion, alors f est un
revétement (car un homéomorphisme local propre).

3.3 Actions de groupes topologiques

Cette partie est composée de rappels sur les actions de groupes et sur les groupes
topologiques.

Un groupe topologique est un ensemble G muni d’une structure de groupe et
d’une structure d’espace topologique compatibles, i.e. telles que 'application

GxG — (G

(x,y) +— ay!

est continue. Un morphisme de groupes topologiques est un morphisme de groupe
qui est continu. Munies de la composition des applications, ces données définissent
une catégorie (voir la fin de la partie 5.1). Un isomorphisme de groupes topologiques
est un isomorphisme dans cette catégorie, ou, de maniére équivalente, un isomor-
phisme de groupes qui est un homéomorphisme. Deux groupes topologiques sont
1somorphes si ce sont des objets isomorphes dans cette catégorie, c’est-a-dire s'il
existe un isomorphisme de groupes topologiques de 1'un sur I'autre.

Exemple. Soit G un groupe. Muni de la topologie discréte, G est un groupe topo-
logique, que l'on appelle groupe discret.

Soit n € N — {0}. Notons GL,(C) le groupe linéaire complexe des matrices
complexes n-n inversibles, muni de la topologie induite par la topologie usuelle sur
C"Q, et GL,(R) le sous-groupe des matrices a coefficients réels, appelé le groupe
linéaire réel. Soient

SL,(C) = {z € GL,(C) : det z =1}
le groupe spécial linéaire complexe,
U(n) = {z € GL,(C) : v~ =2*}

le groupe unitaire, ou x* = T' est la matrice adjointe de x, et SU(n) = U(n)NSL,(C)
le groupe spécial unitaire. Soient

SL,(R) = {z € GL,(R) : det x =1}
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le groupe spécial linéaire réel,

O(n) = {x € GL,(R) : 7' =2}

le groupe orthogonal, et SO(n) = O(n) N SL,(R) le groupe spécial orthogonal.

Exercice E.15 1. Montrer que tout sous-groupe d’un groupe topologique, muni

de la topologie induite, est un groupe topologique. Montrer que le produit d’une
famille (quelconque) de groupes topologique, muni de la topologie produit et
de la structure de groupe produit, est un groupe topologique. Montrer que si
G est un groupe topologique et H un sous-groupe distingué, alors le groupe
quotient G/H, muni de la topologie quotient, est un groupe topologique.

Montrer que le groupe abélien R™, muni de la topologie usuelle, est un groupe
topologique localement compact. Montrer que T" = R™/Z™ est un groupe to-
pologique compact.

Montrer que GL,(C) est owvert dans C**, et que GL,(R) est ouvert dans
R™.

Montrer que GL,,(C) est un groupe topologique localement compact.

Montrer que SL,(C),U(n),SU(n), GL,(R), SL,(R),O(n) et SO(n) sont des
sous-groupes fermés de GL,, (C). Ce sont donc des groupes topologiques loca-
lement compacts.

Montrer que GL,(C),SL,(C),U(n),SU(n), GL,(R), SL,(R), O(n) et SO(n)
sont des variétés topologiques (métrisables séparables), donc sont localement
contractiles.

Montrer que S; = {z € C : |z| = 1}, muni de la multiplication des nombres
complexes, est un groupe topologique, isomorphe (en tant que groupe topolo-

gique) a SO(2) et a U(1).

8. Montrer que U(n),SU(n), O(n) et SO(n) sont compacts.

10.

Montrer que U(n),SU(n) et SO(n) sont connezes par arcs, et que O(n) a
deux composantes connezes.

Soit F (respectivement ") le sous-espace topologique de cr formé des
matrices hermitiennes (respectivement hermitiennes définies positives). Mon-
trer que application exponentielle est un homéomorphisme de S sur 7.
Montrer qu’il existe un homéomorphisme x — +/x et un seul de F* dans
lui-méme tel que \/52 = x pour tout x € JT. Montrer que lapplication
A+ xU(n) = GL,(C) définie par (z,y) — xy est un homéomorphisme (ap-
pelé décomposition polaire de GL,,(C) ), d’inverse x — (v/x*x, qu)‘ En
déduire que GL,(C) est homéomorphe ¢ U(n) x R™, que SL,(C) est homéo-

morphe & SU(n) x R™~1, que GL,(R) est homéomorphe o O(n) x R%,
n(n+1) _1

que SL,(R) est homéomorphe a SO(n) x R~z
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Soient X un espace topologique et G un groupe topologique. Une action (a
gauche) continue de G sur X est une action (a gauche) de G sur X qui est continue,
i.e. une application

GxX — X
(9.2) — gz

continue telle que ¢'(gz) = (¢'g)z et ex = x pour tous g, ¢’ dans G et x dans X, ou e
est I’élément neutre de G. On dit que G opéere (ou agit) continuement sur X s'il est
muni d’une action continue de G sur X. On suppose souvent de maniére implicite
qu'une action d'un groupe topologique sur un espace topologique est continue.

Remarque. Pour tout g dans GG, I'application = — gz est alors un homéomorphis-
me, d’inverse x — g~ '

Exemple. Une action d'un groupe discret G sur un espace topologique est continue
si et seulement si x — gz est continue pour tout g dans G.

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. La relation
sRy < (g € G, y=gz)

est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence d’un point de X est appelée
I'orbite de ce point. L’ensemble des classes d’équivalence est noté G\ X, et appelé
I’espace des orbites de G dans X.

Soient G un groupe et H un sous-groupe. Alors H agit par translation a gauche

sur G :
HxG — G

(h,g) = hg.

On note Hg lorbite de g € G, et H\G le quotient. Le groupe H agit aussi par
translation a droite sur G :

HxG — G
(h,g) +— gh™'.

On note gH l'orbite de g € G et G/H le quotient. L’action par translation a gauche
de G sur lui-méme induit une action de G sur G/H :

GxG/H — G/H
(9.9H) +— gg'H .

Lorsque G est un groupe topologique, X un espace topologique et 'action est
continue, l'espace des orbites sera muni de la topologie quotient (voir la partie A.2).
Si H est un sous-groupe d’un groupe topologique G, alors I'application g + g *
induit un homéomorphisme entre H\G et G/H. Si H est distingué, alors G/H =
H\G.

Remarque. La projection canonique 7 : X — G\ X est continue, et ouverte : si
U est un ouvert de X, alors le saturé 7' (7(U)) = U, gU de U est ouvert, donc
m(U) est ouvert.
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Si G et X sont séparés, une action continue de G sur X est dite propre si
I’application graphe
gr.-GxX — XxX
(9,2) = (z,97) ,

qui est continue, est propre (i.e. fermée, et dont les images réciproques de points sont
compactes, voir la partie A.4 dans 'appendice). Lorsque G est discret, une action
(continue) propre de G sur X est aussi appelée une action proprement discontinue.

Proposition 3.3 Si X est localement compact et G séparé, une action continue de
G sur X est propre si et seulement si, pour tout compact K de X, la partie

{geG : KNngK # 0}
est compacte dans G.

Une action (continue) d’un groupe discret sur un espace localement compact est
donc proprement discontinue si et seulement si pour tout compact K de X, la partie
{9 € G : KnNgK # 0} est finie. C'est cette définition qu’il faut retenir/utiliser
dans la plupart des applications.

Démonstration. Si l'action est propre, pour tout compact K de X, alors gr ' (K x
K) est compact (voir la proposition A.22), donc {g € G : KnNgK # (0} =
pri(gr ' (K x K)) est compact.

Réciproquement, pour tout compact L de X x X, soit K un compact de X tel
que L C K x K (par exemple K = pri(L)U pro(L) C X). Alors gr (L) est un
fermé, contenu dans le compact {g € G : K NgK # 0} x K, donc est compact.
Comme X x X est localement compact et G x X séparé, la proposition A.22 montre
que gr est propre. O

Proposition 3.4 St X et G sont séparés et si G agit proprement sur X, alors les
orbites sont fermées et l’espace des orbites G\ X est séparé.

Démonstration. Comme 'application graphe gr est propre, elle est fermée, donc
son image imgr = {(z,y) € X x X : 3g € G, y = gx} est fermée dans X x X.
Si x n’est pas dans la méme orbite que y, alors (z,y) n’est pas dans imgr, donc il
existe U, V ouverts de X tels que (z,y) € UxV C X x X — imgr. Alors 7(U), (V)
sont des ouverts (car m est ouverte), disjoints (car (U x V) N imgr est vide), et
contenant m(z), 7(y) respectivement. Donc G\ X est séparé.

Les orbites, images réciproques par 7 (continue) des singletons (fermés car G\ X
est séparé) sont donc fermées. U

Exercice E.16 1. Si G est un groupe topologique compact agissant (continue-
ment) sur un espace topologique séparé X, montrer que l'action de G sur X
est propre.

2. Montrer que les espaces topologiques quotients SL,, (C)/SU(n) et SL,(R)/ SO(n)
P . . n2_1 n(n+1) —1
sont homéomorphes respectivement a R et R 2 .
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3. Si SO n) est identifié a un sous-groupe de SO(n + 1) par Uapplication x —
1
0 ) en notation par blocs, montrer que [’espace topologique quotient
SO(n 4+ 1)/SO(n) est homéomorphe a S,,.

Une action d’un groupe G sur un ensemble X est dite libre si le stabilisateur
G, ={9g € G : gr = 2} de chaque point x de X est trivial (i.e. vaut {e} ou e est
l'identité de G). Ceci équivaut a

VeeX, Vg, e€G, gr=¢dr=9g=¢g .

Donc l'action de G est libre si et seulement si 'application graphe gr est injective.

3.4 Actions de groupes et revétements

Cette partie introduit une classe d’exemples fondamentaux de revétements, ceux
définis par les actions propres et libres de groupes discrets. Ils jouent un role essentiel
dans la théorie des revétements.

Théoréme 3.5 Soit G un groupe discret agissant (continuement) librement et pro-
prement sur un espace topologique séparé X. Alors

(1) pour tout x dans X, il existe un voisinage V de x tel que gV NV = 0 pour
tout g dans G — {e}

(2) chaque orbite de G est discréte;
(3) la projection canonique X — G\X est un revétement.

Démonstration. (1) L’application graphe gr est continue, injective et fermée (car
propre), donc est un homéomorphisme sur son image. Comme {e} x X est un ouvert
de G x X, son image par gr, qui est la diagonale de X x X, est ouverte dans
im gr. Pour tout = dans X, il existe donc un voisinage V de x dans X tel que
(V x V)N im gr soit contenu dans la diagonale de X x X. Donc si V N gV est non
vide, alors g = e.

(2) Ceci découle de (1).

(3) Pour tout = dans X, soit V' un voisinage ouvert de # comme dans (1). Alors
U = n(V) est un ouvert, car 7 est ouverte. De plus 7' (U) = J,cq gV et cette
union est disjointe, car si y € gV Ng'V, alors g7y € VN (g~tg )V, donc g7lg' = ¢
et g = ¢'. De plus, I'application 74, : gV — U est continue, ouverte, surjective. Elle
est aussi injective. En effet, si 2, 2" € gV vérifient m(x) = 7(2’), alors il existe ¢’ € G
tel que x = ¢'z’; 'élément x appartient a gV N (¢'g)V, donc ¢ =eet x =2'. O

Corollaire 3.6 Soit G un groupe fini (discret) agissant librement (par homéomor-
phismes) sur un espace séparé X. Alors G\X est séparé, et la projection canonique
X — G\X est un revétement a Card(QG) feuillets.
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Démonstration. Par la proposition 3.4 et le théoréme 3.5 précédent, il suffit de
montrer que l'application graphe gr est propre. Comme un groupe fini discret est
compact, ceci découle de 'assertion (1) de l'exercice E.16. Mais nous donnons une
autre preuve ci-dessous.

Comme G est fini, I'image réciproque d’un point est finie, donc compact car
G x X est séparé. Enfin, si F' est un fermé de G x X, alors pour tout g dans G, le
fermé F'N ({g} x X) est de la forme {g} x F, ou F, est un fermé de X. Comme
X x X est séparé, le sous-ensemble F; = {(z,y) € X x X : pry(z,y) =g pry(z,y)}
est fermé (voir par exemple l'exercice E.A.108). D’ou

gr(F) = Jer(Fn({g} x X)) = [J o' (F) N F,

geG geq
est fermé (car I'union est finie). O

Exemples.
1. Si {1} agit sur S, par z — +z, alors P,(R) = {£1}\S,, est un espace to-
pologique séparé, et 'application canonique S,, — P,(R) est un revétement
a deux feuillets (par le corollaire 3.6).
2. Soient n € N et p € N—{0}. Le groupe %, des racines p-é¢mes de 'unité agit
(continuement) sur la sphére de dimension impaire

Sont1 = {(z0, .- 2n) € crtt . |zo|2 + ...+ |Zn|2 =1}

par (A, (2o, ..., 2n)) — (Azo, ..., Az,,). Cette action est libre, donc Ly, , = %,\San+1
est un espace topologique séparé, appelé espace lenticulaire, et la projection
canonique Sy, +1 — Ly, , est un revétement a p feuillets (par le corollaire 3.6).

Corollaire 3.7 Soit H un sous-groupe discret d’un groupe topologique séparé G,
alors H est fermé, H\G est séparé et la projection canonique G — H\G est un
revétement.

Démonstration. Soit U un voisinage de l'identité, tel que U N H = {e}. Soit V'
un voisinage de l'identité tel que VV ! C U. Supposons par absurde qu’il existe
g € H— H. Alors Vg est un voisinage de g, qui rencontre H en au moins deux
éléments distincts h, h' (car G est séparé). Soient v et v’ dans V tels que vg = h
et v'g = h'. Alors h'h~! = v'v! est différent de e et appartient & U, contradiction.
Donc H est fermé.

Maintenant, par la proposition 3.4 et le théoréme 3.5, il suffit de montrer que
I'application graphe gr : H x G — G x G définie par gr(h, g) = (g, hg) est propre.
Comme elle est injective, d’image

im gr=1{(g,9) € GxG : gg7' € H}

et puisque gr! : (g,9') — (¢'g™', g) est continue, il suffit de montrer que H est

fermé. O
Exemple. L’application canonique R" — R™/Z" est un revétement. Par le pa-
ragraphe précédant 'exercice E.A.98, l'application R™ — (S;)" avec (ty,...,t,) —
(e2im . e est un revétement.
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3.5 Unicité des relévements

L’une des propriétés fondamentales des revétements est de pouvoir relever de
maniére unique en une application a valeurs dans I’espace total certaines applications
a valeurs dans la base. Dans cette partie, nous étudions le probléme de I'unicité (voir
la partie 3.8 pour le probléme de l'existence).

Soient p: X — B un revétement et f:Y — B une application continue.
Un relévement (ou relevé) de f est une application continue f: Y — X telle que

po f = f, c'est-a-dire telle que le diagramme suivant commute :

X
o2,
vy s B

Une section de p est un relévement de l'identité B — B, c’est-a-dire une appli-
cation continue s : B — X telle que pos =idp :

X

p¥Ts
B .

Exemples. (1) Sip est un revétement trivial, siy € Y, b = f(y) et x € p~(b) alors
f admet au moins un relévement f tel que f (y) = x. En effet, si D est un espace
discret non vide, si pry : Bx D — B est la premiére projection, et sih: Bx D — X
est un isomorphisme de revétements au-dessus de B, alors pour tout d dans D,
lapplication f : y — h(f(y),d) est un relévement de f. En prenant f = id, nous
obtenons que tout revétement trivial (par exemple la restriction d’un revétement &
la préimage d’un ouvert distingué de la base) admet, pour tout point = de la fibre
au-dessus d’un point b de la base, au moins une section s telle que s(b) = x.

(2) Sip’ : X! — B est un revétement, alors tout morphisme de revétements de p
sur p’ est un reléevement de 'application continue p par le revétement p'.

Nous donnerons plus loin un critére nécessaire et suffisant pour l'existence de

relévements.

Proposition 3.8 (Unicité des relévements) Si Y est conneze, alors deux rele-
vements de f qui coincident en un point sont égau.

Démonstration. Soient [/, f” : Y — X deux relévements de f coincidant en un
point y € Y, et

Ag={uecY : fllu)=f"(w)}, Ai={ueY : fi(u)# (v},

qui sont deux parties disjointes de Y. Soient v € Y, V un voisinage ouvert distingué
de f(u), h : V. x D — p (V) une trivialisation de p au-dessus de V, et V; =
h(V x {d}) pour tout d € D. Si u € Ay, soit d € D tel que f'(u) € V. Alors
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()1 (Va) N (f")1(Vy) est un voisinage ouvert de u contenu dans Ay, donc Ay est
ouvert. Si u € Ay, soient d’ et d’ dans D tels que f'(u) € Vy et f"(u) € Vgn. Alors
d #d" et (f)"1(Vy) N (f")"1(Var) est un voisinage ouvert de u contenu dans Ay,
donc A; est ouvert. Comme y € Ay, et par connexité de Y, nous avons donc A; = ()
et = f". O

Corollaire 3.9 1. Soientp : X — B etp : X' — B deux revétements. Si X
est conneze, alors deux morphismes de p sur p' qui coincident en un point
sont égau.

2. Soit p : X — B un revétement, d’espace total X connexe. Le groupe des
automorphismes du revétement p agit librement sur X.

3. Soit p : X — B un revétement, de base B connexe. Deux sections de p qui
coincident en un point sont égales.

4. Soit G un groupe discret agissant proprement et librement sur un espace
connexe séparé X, et p : X — G\X le revétement associé. Si x € X, alors
lapplication qui a un automorphisme de revétements ¢ associe ['unique élé-
ment g de G tel que ¢(x) = gz, est un isomorphisme du groupe Aut(p) sur
le groupe G. O

3.6 Relévement des chemins et des homotopies

Dans cette partie, nous montrons que les revétements ont la propriété de reléve-
ment unique des chemins et des homotopies.

Proposition 3.10 (Relévement des chemins) Soit p : X — B un revétement.
Pour tout chemin o dans B d’origine b, pour tout x dans p~'(b), il existe un unique
relevement & de o d’origine x.

Cette proposition est en fait un cas particulier de la proposition suivante, en
prenant pour Y l'espace réduit a un point.

Proposition 3.11 (Relévement des homotopies) Soient p : X — B un revéte-
ment et f Y — B une application continue, admettant un relévement f: Y - X.
Pour toute application continue h 1Y x [0,1] — B telle que h(-,0) = f(-), il existe
un unique relevement h de h tel que h(-,0) = f(-).

Démonstration. Le résultat est immédiat si p est trivial.

Par compacité de [0, 1], pour tout y € Y, il existe un voisinage ouvert U, de y
et n = n, € N non nul tel que h(U, x [, 21]) soit contenu dans un voisinage
distingué V,; de h(y, -).

Soit go un relevement de hyy; g9 17 tel que go(2,0) = f(z) pour tout z dans U,,. Par
récurrence, on construit un relévement g; de hIUyX[%'7i+TI} tel que g;(z, ) = gi_1(z, )
pour tout z dans U,. En recollant ces relevés, on obtient un relévement g, de hjy, x[o,1]

tel que g,(z,0) = f(2) pour tout z dans U,,.
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Siy €Y, et pour tout z dans U, N Uy, les relevements g, et g, coincident en
(z,0), donc par connexité par arcs de {z} x [0, 1], coincident sur {z} x [0, 1]. Donc g,
et g, coincident sur (U, NU, ) x [0,1]. En recollant les g,, on obtient un relévement
I cherché.

Pour tout y dans Y, deux tels relévements coincident en (y,0), donc sur {y} x
[0, 1] par connexité par arcs de [0, 1], donc ils sont égaux. O

Corollaire 3.12 Si « et § sont deux chemins homotopes, si & et ggont des re-
levements de « et B respectivement ayant méme origine, alors a et 3 ont méme
extrémité et sont homotopes.

Démonstration. Si i : [0,1] x [0, 1] — B est une homotopie entre a et 3, telle que
h(t,0) = a(t), h(t,1) = B(t), h(0,s) = a(0) = 5(0), h(l,s)=a(l)=p1),

si ho:[0,1] x [0,1] = X est le relévement de h tel que h(t,0) = a(t), alors par
I"unicité dans la proposition 3.10, et comme les chemins constants se relévent en des
chemins constants, nous avons

R(t,1) = B(1), B(0,5) = a(0) = B(0), h(l,s)=a(1) = B1) . O

Corollaire 3.13 Soient x € X et b= p(z). Le morphisme p, : m (X, z) — m(B,b)
est injectif.

Démonstration. Soit o un lacet en x dans X. Si le lacet po o en b dans B est
homotope au lacet constant en b, alors «, qui par unicité est le relevé de p o «
d’origine z, est homotope au lacet constant en x, par le corollaire 3.12. U

Corollaire 3.14 Soient p : X — B un revétement, d’espace total X connexe par
arcs, b € B et w € p~'(b). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(1) X est simplement conneze,

(2) deuz lacets ¢ et ¢ en b dans B sont homotopes si leurs relevements d’origine
x ont méme extrémité.

Démonstration. Nous utilisons la caractérisation de la simple connexité donnée
par le dernier point de I’exercice E.6.

Si X est simplement connexe, deux chemins dans X ayant méme origine et méme
extrémité sont homotopes, donc leurs images par p aussi.

Récipropquement, si a et o sont deux chemins dans X ayant méme origine x et
méme extrémité, alors les chemins p o v et p o @/ dans B ont leurs relevés dans X
ayant méme origine et méme extrémité, donc sont homotopes par I’assertion (2), et
par relévement des homotopies, a et o sont homotopes. (]

Exercice E.17 Montrer que si X est connexe par arcs, sib € B et x,y € p~(b),
alors p,m (X, x) et pom(X,y) sont conjugués dans m(B,b).

3.7 Action sur la fibre du groupe fondamental de la base

Dans cette partie, nous construisons et étudions une action naturelle du groupe
fondamental de la base sur la fibre d’'un revétement.

Soient p: X — B un revétement, b € B et F' = p~!(b) la fibre au-dessus de b.

Pour tout = dans F' et g € m(B,b), soit @ un lacet en b dans B représentant g.
On note g = a(1) € F l'extrémité de I'unique relévement & de o d’origine z. Par
le corollaire 3.12, le point g de F' ne dépend pas du choix du représentant « de g.

Proposition 3.15 L’application (g,x) — xg est une action a droite du groupe
(B, b) sur la fibre F.

Démonstration. Par unicité, pour tous les lacets « et
o’ en b, le relevement d’origine x de la concaténation des
chemins a - o est la concaténation du relévement a de
a d’origine x et du relévement 8 de § d’origine a(1). Le
relevé d’origine x du chemin constant en b est le chemin
constant en x. On obtient donc

VeeFl, Vg, €m(B,b), (r9)d =12(99") et ze=2z

ou e est I’élément neutre de (B, ). U

Proposition 3.16 Le stabilisateur de x € F' par laction de m (B, b) sur la fibre F
est pom (X, ).

Démonstration. Soit g € 7 (B, b) fixant z. Si o est un T 0<>b?
lacet en b représentant g, de relevé d’origine x noté a, I
alors a(1) = z, donc @ est un lacet en z, dont la classe P
d’homotopie a pour image g par py. b <>a
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v <>ﬁ Réciproquement, soit g € m(X,x) et § un lacet en x
Py représentant g. Alors 3 est par unicité le relevé de po 3

d’origine = et (1) = z. Donc zp.(g) = . O
be,_ Dpofp

Si X est un espace topologique, notons myX l’ensemble de ses composantes
connexes par arcs.

Proposition 3.17 Si B est connexe par arcs, l'application de F dans mo X, qui a
x € F associe sa composante connexe par arcs dans X, induit une bijection

F/m(B,b) ~ mX
entre mo X et l’ensemble des orbites de m(B,b) dans F.

Démonstration. L’application F' — 7wy X est surjective, car si y € X, si a est un
chemin dans B entre p(y) et b, alors le relévement de o d’origine y a pour extrémité
un point de F.

Si deux points x et 2’ de F' sont joints par un chemin « dans X, alors p o «
est un lacet en b dans B, dont le relévement d’origine x a pour extrémité x’. Donc
z[poal =2

Enfin, par construction, pour tous = et 2’ dans F, si ' = xg pour un ¢ dans
m1(B,b), alors il existe un chemin entre x et ' O

Il découle des propositions 3.17 et 3.16 que si B est connexe par arcs, alors X
est connexe par arcs si et seulement si m (B, b) agit transitivement sur F. On a de
plus le fait suivant

Corollaire 3.18 Si X est connexe par arcs, pour tout x dans F, Uapplication de
m(B,b) dans F définie par g — xg induit une bijection

pem (X, 2)\m(B,b) ~ F . O

En particulier, si X est connexe par arcs et n € N—{0}, alors p est un revétement
a n feuillets si et seulement si p,m (X, z) est un sous-groupe d’indice n de m; (B, b).

Corollaire 3.19 Si X est connexe par arcs, alors p est un homéomorphisme si et
seulement si le morphisme p, : m (X, x) — m(B,b) est un isomorphisme de groupes
(sa surjectivité suffit par le corollaire 3.13). OJ

Le corollaire suivant est assez souvent utilisé pour montrer que deux espaces sont
homéomorphes (voir par exemple la preuve du théoréme de Poincaré sur les groupes
de réflexions [Harl]).

Corollaire 3.20 Un revétement connexe par arcs d’un espace simplement connexe
est un homéomorphisme.
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Démonstration. Si p : X — B est un tel revétement, alors p, est injective, et
d’image nulle, donc est un isomorphisme. Par le corollaire précédent, p est donc un
homéomorphisme. O

Proposition 3.21 Soient G un groupe discret, agissant proprement et librement
sur un espace topologique X séparé et connexe par arcs, p : X — B = G\X la
projection canonique, b € B et x € F' = p~1(b). Pour tout v € m(B,b), il existe un
et un seul g, € G tel que xy = g,x. L’application m(B,b) — G définie par v — g,
est un morphisme de groupes, surjectif, de noyau p.m (X, x).

Démonstration. Par définition, F' est 'orbite de x par (G, ce qui montre ’existence
de g,. L'unicité vient du fait que I'action est libre. Il est clair que g. = e.

Soient g dans G et «y dans m(B,b). Soit @ un lacet en b représentant ~y. Alors
a7y est U'extrémité du relévement o de o d’origine x et g(zy) est donc 'extrémité du
relévement gao de o d’origine gx. Par unicité, on a donc g(zy) = (gz)7.

Par conséquent, pour tous 7, dans (B, b),

gyt = x(Vy) = (@7)y = (gyx)y = gy (27) = gy (g72) = (9y97)

ce qui montre que v — g, est un morphisme de groupes.
La surjectivité découle du fait que (B, b) agit transitivement sur F'. Le noyau
de v — g, est le stabilisateur de x dans (B, b), donc est p,m (X, z). O

En particulier, sous les hypothéses de la proposition précédente, p,mi (X, x) est

alors un sous-groupe distingué de 7 (B, b) et w1 (B, b)/p.m1 (X, x) est isomorphe a G.

Corollaire 3.22 Soient G un groupe discret, agissant proprement et librement sur
un espace topologique X séparé et simplement connexe, et B = G\X. Alors m(B,b)
est isomorphe a G. O

Exemples :

1. Comme la projection canonique R — R/Z est un revétement, et puisque Sy
est homéomorphe a R/Z, nous avons donc

7T1(Sl) ~7.

Plus généralement, m(R"/Z™) ~ Z™.
2. Comme la projection canonique S,, — (Z/27)\S,, = P,(R) est un revétement,
et que S,, est simplement connexe pour n > 2, on a donc
si n>2, alors m(P,(R)) ~Z/2Z .
Comme P;(R) est homéomorphe au cercle, nous avons bien str m (P;(R)) ~
Z.

3. Comme Sy,11 — Up\Sg,41 = Ly, est un revétement, et puisque Sy, est
simplement connexe pour n > 1, le groupe fondamental de ’espace lenticu-
laire L, , est donc

T (Lnp) ~ Z/pZ .
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3.8 Relévement des applications

Dans cette partie, nous étudions 'existence de relévements d’applications a va-
leurs dans la base d’un revétement.

Théoréme 3.23 (Théoréme du relévement) Soient p: X — B un revétement,
Y un espace connexe et localement connexe par arcs, et f:Y — B une application
continue. Soienty € Y, b= f(y) et x € p~1(b). Il existe un relévement f:Y — X
de [ tel que f(y) = x si et seulement si

fem(Yiy) Cpom (X, 2) .
Démonstration. Si un tel relévement existe, le diagramme suivant
(X, x)
2 dp
f
commute, i.e. f =po f, donc f, = p. o ]Z et la condition est nécessaire.
Réciproquement, supposons que f,m(Y,y) C p.mi(X,x). Pour tout z dans Y,

choisissons un chemin « de y a z. Alors f o a est un chemin de b a f(z). On note
f(2) Pextrémité du relevé a de f o o d’origine .

T
p
LI
N
yl/\a//\‘z ; an f(Z)

Si (8 est un autre chemin de y & z, notons E le relevé de f o 8 d’origine z. Alors

[(foa)-(fep)l=I[fela-p)] € fim(Y,y) Cpm(X z).

Soit ¢ un lacet en = dans X tel que (f o ) - (f o 8) soit homotope a p o c. Par
relevement des homotopies et unicité du relévement d’origine donnée d’un chemin,
on en déduit que a et f ont méme extrémité. Donc f (z) ne dépend pas du choix de
a.

Soit U un voisinage ouvert de f(z) tel que p(U) soit ouvert et pjv soit un ho-
méomorphisme sur son image. Soit V' C f~(p(U)) un voisinage ouvert connexe par
arcs de z. Pour tout w dans V, si o’ est un chemin de z & w contenu dans V/, alors
f(w) est Vextrémité du relevement de fo (a-a’) = (foa)-(foa’) d’origine z, donc
appartient a U. Par conséquent, f est continue. O]
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Corollaire 3.24 Sip: X — B est un revétement, pour toute application continue
f Y — B telle que Y soit localement connexe par arcs et simplement conneze,
pour tous lesx € X ety € Y tels que p(x) = f(y), il existe un et un seul relevement

f:Y—>X deftelquef(y):x. O

Corollaire 3.25 Deuz revétements p : X — B etp' : X' — B, tels que X et X'
soient stmplement connezxes et localement connexes par arcs, sont isomorphes. Soient
x e X eta' € X' tels que p(x) = p/(2), il existe alors un unique isomorphisme de
revétements ¢ : X — X' envoyant x sur x’.

Démonstration. Par le corollaire précédent, soit p le relevement de p tel que p(z) =
x’ et p' le relevement de p’ tel que p/(z') = x. Alors p o p/ est un morphisme de re-
vétements de p/, fixant 2/, donc qui vaut I'identité (voir le corollaire 3.9) car X' est
connexe. De méme ];’ op = idy et p est un isomorphisme de revétements. L 'unicité
découle aussi du corollaire 3.9. OJ

Complément : revétement image réciproque

Nous pouvons aussi définir une catégorie dont les objets sont tous les revétements
(avec base variable), dont les morphismes sont les suivants.

Si f: X = Yetf X — Y sont deux revétements alors un morphisme de
revétements de f sur f’ est un couple (¢, ¢) d’applications continues ¢ : X — X’ et
¢ :Y = Y’ telles que le diagramme suivant commute

X 4 X
i b f
y %y

Si les bases sont égales, on dit parfois morphisme de revétements “au-dessus de
Iidentité” lorsqu’il s’agit de la notion de morphisme de revétements définie dans la
partie 3.1, pour la distinguer de celle introduite juste ci-dessus.

Le couple (id,id) est un morphisme de revétements, dit identité de f sur f, et si
f": X" = Y"” est un revétement et (¢’ ¢') un morphisme de revétements de f’ sur
f”, alors (¢/ 01, ¢’ o ¢) est un morphisme de revétements de f sur f”, dit composé.

On montre comme dans le corollaire 3.9 que, pour p : X — Betp : X' — B
deux revétements et h : B’ — B une application continue, si X est connexe, alors
deux morphismes de p sur p’ au-dessus de h qui coincident en un point sont égaux.

Soient p : X — B un revétement et f : B — B une application continue.
Le revétement image réciproque de p par f est Iapplication p’ : X’ — B’ ou X’
est le sous-espace topologique de X x B’ défini par

X' ={(@.¥) e X x B : f(¥)) = p(a)}

et p’ est la restriction & X’ de la seconde projection pry : X x B — B’. La restriction
g & X’ de la premiére projection pr; : X x B’ — X est une application continue,
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rendant le diagramme suivant commutatif :

X 4y X
pd by
B -1y B .

Proposition 3.26 L’application p' : X' — B’ est un revétement, et (g, f) est un
morphisme de revétements de p' sur p. L’application s' — go s’ est une bijection de
I’ensemble des sections de p' dans ’ensemble des reléevements de f.

Démonstration. Si V' est un ouvert distingué de B pour p, et si h : V x D —
p~Y(V) est une trivialisation locale de p au-dessus de V, alors f~1(V) est un ou-
vert de B'. L’application i’ de f~'(V) x D dans p' ' (f~1(V)) définie par (V/,d) —
(h(f(b),d),b"), qui est un homéomorphisme d’inverse 'application (z, V') — (¥, pry oh™t(x)),
est une trivialisation locale de p’ au-dessus de f~(V).

Si " est une section de p’, alors go s’ est un relévement de f par le revétement p,
car pogos = fop'os = f.Si F est un relévement de f, notons s’ : B — X x B’
I'application définie par O’ — (F(b'),b'). Alors s prend ses valeurs dans X', car
p(F (b)) = f('), et s est une section de p’ = pry v/ O

Voici une autre preuve, utilisant les revétements image réciproque, du théoréeme
d’existence des relévements. Reprenons les notations de 1’énoncé 3.23.

Supposons que f,m1(Y,y) C pam1 (X, z). Considérons le revétement image réci-
proque de p par f :

X Ly X
pd by
y s B,

Si C' est la composante connexe de (x,y) dans X', alors p/ c € = Y est un

revétement, par le lemme 3.28 ci-dessous. Soit a un lacet en y dans Y. Puisque

femi(Y,y) C pom (X, x), il existe un lacet § en x dans X tel que f o« soit homotope

a p o . Par relévement des homotopies (voir la proposition 3.11), il existe donc un

lacet 8" en 2 dans X tel que foa =pof. Alors a:t— (5'(t),a(t)) est un lacet en

(x,y) dans C tel que p' o = . Donc p’, : m(C, (z,y)) — m (Y, y) est surjectif. Par
1

les corollaires 3.13 et 3.19, p/ (¢ est donc un homéomorphisme, et f = go (p' ‘C)* est

un relévement de f.

Exercice E.18 Montrer que si q : Y — B’ est un revétement et si (h, ) est un
morphisme de revétements de q sur p, alors il existe un unique morphisme de revé-
tements ¢ : Y — X' tel que h =qgo1) :




Montrer que le revétement p' (ainsi que lapplication g) est déterminé (4 isomor-
phisme pres) par les deux propriétés ci-dessus.

3.9 Structure des morphismes de revétements

Dans cette partie essentiellement technique, nous introduisons les outils permet-
tant de montrer I’équivalence des définitions de revétement galoisien (voir la partie
3.10). Nous étudieons pour cela les propriétés des morphismes de revétements.

Soient p: X — B et p' : X’ — B deux revétements, b € B, F' = p~1(b) la fibre
au-dessus de b dans X et F' = p'~'(b) celle dans X'
Soit f : X — X’ un morphisme de revétements de p sur p’. En particulier,

f(F) C F'. De plus,
Vgem(B,b), YeelF, f(xg)=f(z)g.

En effet, si g = [a], alors zg est 'extrémité du chemin & de X d’origine z relévement
de a par p. Le chemin f o a dans X’ est un relévement par p’ de o d’origine f(x),
donc son extrémité f(xg) vaut f(zx)g.

Notons Mor(p, p') I'ensemble des morphismes de revétements de p sur p’, et no-
tons Mory, (g ) (F, F') I'ensemble des applications m (B3, b)-équivariantes de F' dans
F.

Proposition 3.27 Si B est connexe et localement connexe par arcs, alors l’appli-

cation
© : Mor(p,p’) — Morx, sy (F, F')

f'—>f\F

est une bijection.

Démonstration. Etape 1 : Rameénons-nous tout d’abord au cas ot X est connexe
par arcs.

Lemme 3.28 Soit p : X — B un revétement, de base B connexe et localement
connezxe par arcs. S1 C est une composante connexe de X, alors pjc : C — B est un
revétement.

Démonstration. Pour tout b € B, soit V' un voisinage distingué et connexe de b, et
h:VxD — p~ (V) une trivialisation de p au-dessus de V. Notons D’ I'ensemble des
d dans D tels que h(V x{d}) C C. Par connexité, si d ¢ D', alors h(V x{d})NC = 0,
et donc hjypr est une trivialisation de p;c au-dessus de V.

Si z € C, notons a un chemin entre p(x) et b, et & son relevé d’origine z. Alors

a(l) e p (V)N C, donc D’ est non vide. O

Soit (X;)ier la famille des composantes connexes par arcs de X . Par la proposition
3.17, les orbites de m (B, b) dans F sont les F'N X; pour ¢ € I. Les restrictions a
chaque X; donnent donc des bijections

Mor (p, p') =~ HMor(p|Xi,p') et Mory, gy (F, F') ~ HMorm(B,b)(F NX;, F').
el el
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Si le résultat est vrai pour chaque X, il est donc vrai pour X.

Etape 2 : On suppose maintenant X connexe par arcs. En particulier, action
de m(B,b) sur F est transitive (voir la proposition 3.17).

Pour montrer que © est injective, soient f et g dans Mor(p, p’) telle que fir = gr.
Comme F' est non vide et X connexe, on obtient f = g par le corollaire 3.9.

Pour montrer que © est surjective, on considére ¢ : ' — F’ une application
m (B, b)-équivariante. Soient x € F' et 2/ = ¢(x) € F".

Il existe un (unique) relévement f : X — X’ de I'application continue p : X — B
par le revétement p’ : X' — B tel que f(x) = a’. En effet, par le théoréme du
relevement 3.23, il suffit de montrer que p,mi (X, x) est contenu dans p,m (X', /).
Par la proposition 3.16, le stabilisateur de = (respectivement x’) par l'action de
m(B,b) sur F' (respectivement F’) est p,mi(X,z) (respectivement p.m (X' z') ).
Comme ¢ est équivariante, si g € p,m(X, ), alors

v'g = ¢(x)g = ¢(xg) = d(x) = 2.

Donc g € pim (X', o).
Comme fip et ¢ sont (B, b)-équivariants, comme l'action de 7 (B, b) sur F est
transitive et comme f(r) = ¢(x), on a donc fjp = ¢, ce qui montre la surjectiviteé.

O

Corollaire 3.29 Sous les hypotheses de la proposition 3.27, la restriction a F' induit
une bijection de [’ensemble Isom(p,p’) des isomorphismes de revétements de p sur
P’ a valeurs dans U'ensemble Isomy, gy (F, F') des bijections m (B, b)-équivariantes
de F sur F'.

Démonstration. Si f : X — X’ est un isomorphisme de revétements, alors fip
est une bijection (d’inverse gz ot g : X’ — X est I'isomorphisme de revétements
inverse de f).

Réciproquement, si ¢ : F' — F’ est une bijection (B, b)-équivariante, d’inverse
Y F' — F,soient f: X — X'et g: X' = X les morphismes de revétements
tels que fip = ¢ et gjr = 1. Alors g o f est un morphisme de revétements de p sur
p, tel que g o fir = idx|p, donc par unicité g o f = idx. De méme f o g = idx: et
f: X — X’ est un isomorphisme. O

En particulier, les revétements p et p’ sont isomorphes si et seulement s’il existe
une bijection (B, b)-équivariante de F' sur F".

Corollaire 3.30 Sip: X — B est un revétement, de base B connexe et localement
conneze par arcs, s’il existe b € B tel que laction de 7 (B,b) sur F = p~'(b) soit
triviale, alors p est un revétement trivial.

Démonstration. L’application pr; : B X F' — B est un revétement, et ’action de
71 (B, b) sur pr; ' (b) = {b} x F est triviale. La seconde projection pri*(b) — p~(b)
est donc une bijection (B, b)-équivariante. O
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Corollaire 3.31 Tout revétement d’un espace simplement connezxe et localement
connexe par arcs est trivial.

Démonstration. Toute action d’un groupe trivial est triviale. O

Avant de donner d’autres applications de la proposition 3.27, voici quelques rap-
pels de théorie des groupes.

Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Le normalisateur de H dans G est
N(H)={geG|gHg' =H}.

Il est facile de montrer que N(H) est le plus grand sous-groupe de G dans lequel H
est distingué, et que H est distingué dans G si et seulement si N(H) = G.

Pour l'action a droite par translations a droite (g, Hg') — Hg'g de G sur H\G,
notons Autg(H\G) le groupe des bijections G-équivariantes de H\G.

Lemme 3.32 Les groupes Autg(H\G) et H\N(H) sont isomorphes.

Démonstration. Soient ¢ € Autg(H\G) et n € G tels que ¢p(He) = Hn. Par
G-équivariance,

Vge G, ¢(Hg)=Hng. (%)

En particulier, Hn = ¢(He) = ¢(Hh) = Hnh pour tout h € H. Donc n appartient
a N(H). On a donc une application

Autg(H\G) — H\N(H)
¢ — Hn

C’est un morphisme de groupe injectif par (). Pour tout n dans N(H ), 'applica-
tion ¢ : G — H\G définie par ¢(g) = Hng, vérifie ¢(hg) = Hnhg = H(nhn ")ng =
¢(g) pour tout h dans H. Elle induit donc une application ¢, : H\G — H\G. Celle-
ci est G-équivariante et bijective, d’inverse ¢,-1, et son image par Autg(H\G) —
H\N(H) est Hn. O

En particulier, le groupe des bijections G-équivariantes de H\G (pour I’action a
droite de G sur H\G) agit transitivement sur H\G si et seulement si N(H) = G,
c’est-a-dire si et seulement si H est distingué dans G.

Corollaire 3.33 Sip: X — B est un revétement, d’espace total X conneze et loca-
lement connexe par arcs, et six € X, alors les groupes Aut(p) et p.mi (X, x)\N (p.mi (X, z))
sont isomorphes.

Démonstration. Soient b = p(x) et F' = p~'(b). Puisque X est connexe par arcs
(c’est un exercice classique, voir par exemple la proposition 2.6 de [Pau2|), l'ac-
tion & droite de G = m(B,b) sur F est transitive, donc il existe une bijection
G-équivariante entre F' et H\G ou H est le stabilisateur de x par I'action de G sur
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F, qui est p,m (X, ) (voir les propositions 3.17 et 3.16). Par le corollaire 3.29 et le
lemme précédent, on a donc

Aut(p) ~ Autg(H\G) ~ H\N(H) = p,m1 (X, 2)\N(p.m (X, x)). O

Voici enfin les derniéres propriétés des automorphismes de revétements dont nous
aurons besoin dans la suite.

Proposition 3.34 Soit p : X — B un revétement, d’espace total X connexe et
séparé, et B localement connexe. Le groupe discret I' = Aut(p) des automorphismes
de p agit (continuement) proprement et librement sur X. Si I est un sous-groupe
de I et si f:I"\X — B est l'application induite par p, alors f est un revétement,
et la projection canonique m : X — I\ X est un morphisme de revétements de p sur

f.

Démonstration. Comme X est connexe, le groupe I' agit librement sur X par
le corollaire 3.9. Soit gr : ' x X — X x X lapplication graphe (g, x) — (z, gx).
Comme I" agit librement et comme I'" x X est séparé, I'image réciproque d’un point
par gr est un point, donc compact. Soient F' un fermé de I' x X et (x,y) € gr(F).
Comme p X p est continue et B séparé (voir les exercices E.23 dans la partie 3.13 et
E.A.108 dans la partie A.5), si A est la diagonale de B x B, alors

(pxp)(x,y) € (pxp)er(F)) C(pxp)gr(F) CA=A.

Donc p(z) = p(y). Soit V un voisinage distingué connexe de p(z), et V,,V, les
composantes connexes de pil(V) contenant x,y respectivement. Comme (z,y) €
gr(F'), lintersection (V, x V) N gr(F) est non vide. Soient g € I' et u € X tels
que v € V, et gu € V,,. Comme g est un automorphisme de revétements de p, on a
donc gV, =V, et en particulier y = gz. Donc gr est fermée. Par conséquent, I' agit
proprement.

Tout sous-groupe I'" de I' agit aussi librement et proprement. Si V' est un ouvert
distingué connexe dans B pour p, alors, IV permutant les composantes connexes de

p~1(V), il est immédiat que V est aussi un ouvert distingué dans B pour f. O

Proposition 3.35 Soient p : X — B et p' : X' — B deux revétements, d’espaces
totaur X et X' connezes et de base B localement connexe. Si ¢ : X — X' est un
morphisme de revétements de p sur p', alors ¢ est un revétement.

Démonstration. Soient 2’ € X', b = p/(z’) et V un voisinage connexe de b, distin-
gué pour p et p'. Soit s : V — p' (V) la section de P -1 telle que s'(b) = .

Si ¢(X) rencontre §'(V), solent y € X et b/ € V tels que ¢(y) = (). Soit
s:V = p (V) la section de pj,-1(yy telle que s(b') = y. Alors ¢ o s et s’ sont deux
sections de p"p,_l(v) qui coincident en b', donc sont égales, car V' est connexe (voir le
corollaire 3.9). En particulier, comme 2’ € s'(V), on a 2’ € ¢(X). Donc si 2’ ¢ ¢(X),
alors ¢(X) ne rencontre pas le voisinage s'(V') de 2/, et le complémentaire de ¢(X)
est ouvert.
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Pour tout = dans ¢~ *(2'), qui est discret, car contenu dans la fibre p~1(p'(z')),
notons s, : V. — p~ (V) la section de pj,-1(yy telle que s,(b) = x. Comme ci-dessus,
¢ o s, = s'. Donc 'homéomorphisme s'(V) x ¢~ (z') — ¢~ 1(s'(V)) = p~1(V) défini
par (u,x) +— s, o p/(u) est une trivialisation de ¢ au-dessus de (V).

En particulier, ¢ est ouverte. D’ott ¢(X) est ouvert et fermé dans X', donc est
égal & X' par connexité. Comme ¢~ !(2') est non vide, on en déduit que ¢ est un
revétement. UJ

3.10 Revétements galoisiens

Le but de cette partie est de décrire de maniére intrinseéque la collection des re-
vétements isomorphes aux revétements de la forme X — G\ X ou G est un groupe
discret agissant librement et proprement sur un espace topologique séparé X.

Théoréme 3.36 Soient p: X — B un revétement, d’espace total X conneze et lo-
calement connexe par arcs, v € X, b = p(x) et F = p~1(b). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) Uaction de Aut(p) sur F est transitive ;
(2) pm1(X,x) est distingué dans (B, D) ;
(3) pemi(X,y) = pam1(X, 2) pour tous y et z dans F';

(4) pour tout lacet o de B en b, ou bien tout relévement de o est un lacet, ou
bien aucun relévement de o n’est un lacet.

Si X est séparé, ces conditions sont équivalentes a :

(5) il existe un groupe discret I' agissant librement et proprement sur X et un
homéomorphisme f : T\X — B tels que si m : X — I'\X est la projection
canonique, alors le diagramme suivant commute :

X
i N
I\X L B,

Démonstration. Soient G = m(B,b) et H = p,m(X,z). Comme X est connexe
par arcs, il existe par le corollaire 3.18 une bijection G-équivariante de F' sur H\G,
pour laction a droite de G sur H\G. Donc par le corollaire 3.29, Aut(p) agit transiti-
vement sur F' si et seulement si le groupe des bijections G-équivariantes de H\G agit
transitivement sur H\G. Par la remarque précédant le corollaire 3.33, les assertions
(1) et (2) sont donc équivalentes.

Si l’assertion (1) est vérifiée, alors l'assertion (4) l'est aussi.

Si lassertion (4) est vérifiée, pour tous y, et z dans F, si a est un lacet en y
dans X, alors « est un relevement de p o« qui est un lacet, donc le relevement 3 de
p o« d’origine z est aussi un lacet, et p.[a] = p.[8]. Donc p.mi (X, y) C pomi (X, 2).
En échangeant y et z, 'assertion (3) est donc vérifiée.
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Si 'assertion (3) est vérifiée, pour tout lacet a en b dans B, soit ¢ son relévement
d’origine x, soit y I'extrémité de ¢, et soit ¢ : m1 (X, x) — 71 (X, y) I'isomorphisme de
groupe [8] — [¢- B ¢] (voir la proposition 2.3). Comme p,([¢-3-c]) = [a]'p.([8])]a],
nous avons alors

[apmi (X, z)[a] ™! = pulde(m (X, 2))) = pami (X, y) = pomi (X, 2)

donc l'assertion (2) est vérifice.

Supposons maintenant que X est séparé. Si I'assertion (5) est vérifiée, alors I’
est contenu dans Aut(7) et agit transitivement sur chaque fibre de 7, donc (1) est
vérifiée. Réciproquement, si I'assertion (1) est vérifiée, par la proposition 3.34, le
groupe discret I' = Aut(p) agit proprement et librement sur X, et 'application f :
['\X — B induite par p est un revétement a un feuillet, donc un homéomorphisme,
tel que f om = p. Par conséquent, I'assertion (5) est vérifiée. O

Un revétement p : X — B, d’espace total X connexe et localement connexe
par arcs, est dit galoisien si I'une des propriétés (1)-(4) du théoréme précédent est
vérifiée. Le groupe I' = Aut(p) s’appelle alors le groupe de Galois de p.

Par exemple, comme tout sous-groupe d'un groupe abélien est distingué et par
la définition (2) du théoréme précédent, tout revétement connexe d’un espace topo-
logique connexe, localement connexe par arcs, de groupe fondamental abélien, est
galoisien.

Exercice E.19 Montrer que les applications p : X — B suivantes entre graphes
sont des revétements. Quels sont ceux qui sont galoisiens ? Quels sont leurs groupes
d’automorphismes de revétements ¢ (Les sommets de X sont envoyés par p sur
l'unique sommet de B, et la restriction de p a chaque aréte orientée du graphe X
ctiquetée par une lettre, est un homéomorphisme préservant [’orientation sur [’aréte
orientée de B étiquetée par la méme lettre).
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3.11 Revétements universels

Le but de cette partie est de montrer 'existence de revétements simplement
connexes pour les espaces topologiques suffisamment gentils.

Soit B un espace topologique connexe et localement connexe par arcs. Un revé-
tement universel de B est un revétement 7 : B — B d’espace total B connexe tel
que pour tout revétement p : X — B d’espace total X connexe, pour tous b € B et
x € X tels que 7(b) = p(z), il existe un morphisme de revétements ¢ : B — X de 7
sur p tel que gb(g) = x.

Par le corollaire 3.9, le morphisme ¢ est unique. Un revétement universel de B est
unique a isomorphisme prés (méme preuve que le corollaire 3.25). Cet isomorphisme
est unique une fois effectué un choix de point base dans la fibre au-dessus d’un point
base de B. Pour cette raison, on dit parfois par abus “le revétement universel” de B.

Lemme 3.37 Un revétement universel de B est galoisien.

Démonstration. Pour tout b de B, si x,y € p~1(b), alors il existe par la propriété
universelle un morphisme de revétements ¢, , : B — B de p tel que ¢, () = v.
Comme ¢, , est un automorphisme de revétements (d’inverse ¢, ), ceci montre que
I'assertion (1) du théoréme 3.36 est vérifice. O

Le corollaire 3.24 s’énonce ainsi :

Proposition 3.38 Si p: X — B est un revétement, d’espace total X simplement
connexe, alors p est un revétement universel. O]

Par exemple, lapplication R — S; définie par t +— €™ les projections cano-
niques R* — T" = R"/Z", S,, — P,(R) pour n > 2, et Sy,s1 — Ly, (00t Ly,
est lespace lenticulaire, défini juste avant le corollaire 3.7) sont des revétements
universels.

Un espace topologique Y est semilocalement simplement conneze si tout point y
de Y admet un voisinage U tel que tout lacet en y contenu dans U soit homotope dans
Y au lacet constant en y (ou de maniére équivalente tel que i, : m (U, y) — m (Y, y)
soit le morphisme nul, pour i : U — Y linclusion.)

Si Y est localement contractile, par exemple si Y est une variété topologique,
ou un CW-complexe (voir la partie 4.3), alors Y est semilocalement simplement
connexe.

Exercice E.20 Considérons le cercle S,, de

centre (45,0) et de rayon —= dans R?. Soit
B = U,en Sn, muni de la topologie induite
par celle de R?, appellé 'anneau hawaien.
Montrer que B est connexe et localement
connexe par arcs, mais n’'est pas semiloca-
lement simplement connexe. Montrer que B
n’admet pas de revétement universel.

o1



Attention, la propriété d’étre semilocalement simple connexe n’est pas une pro-
priété locale (c’est-a-dire un ouvert d’un espace topologique semilocalement simple-
ment connexe ne ’est pas forcément). Par exemple, le cone C'B sur 'anneau hawaien
B est contractile, mais le cone C'B privé de son sommet est un ouvert qui se rétracte
par déformation forte sur B, donc n’est pas semilocalement simplement connexe.

Théoréme 3.39 Soit B un espace topologique séparé, connexe et localement connexe
par arcs. Alors B admet un revétement simplement conneze si et seulement si B est
semilocalement simplement conneze.

Démonstration. Si p: X — B est un revétement simplement connexe de B, pour
tout point b de B, si V' est un voisinage distingué de b, et s : V' — X une section de
Plp-1(v), alors l'inclusion ¢ : V' — B est égale a p o s, donc par fonctorialité, 4, = 0.

Réciproquement, si B est semilocalement simplement connexe, soit b € B, soit B
I'ensemble des classes d’homotopie (relativement extrémités) des chemins d’origine
b et soit _

B — B
8] — pB(1)
I’application quotient de 'application d’évaluation en 1, qui est surjective car B est
connexe par arcs.

On munit I'ensemble des chemins dans B d’origine b de la topologie compacte-
ouverte, et B de la topologie quotient. Comme ’application d’évaluation en un point
est continue pour la topologie compacte-ouverte (voir I'exercice E.A.107), applica-
tion 7 est continue. B

Le groupe discret G = (B, b) agit sur B par

GxB — B
([a],[8]) = [a-5]
Cette action est continue et libre, car si [a-5] = [5], alors [a] est la classe d’homotopie

[ep] du lacet constant €, en b. Les orbites de G sont les fibres de 7, car si 7([3]) =
7([p']), alors ' - 3 est un lacet en b et [5'] = [3" - 5][5].

Sip: B — G\é est la projection canonique, alors 'application 7 induit par
passage au quotient une application f : G\E — B telle que le diagramme suivant
commute

B ~
Pl N
G\B LB,

et f est continue et bijective.

Lemme 3.40 Pour tout [8] dans B, il existe un voisinage owvert € = O de 3]

dans B tel que
e pour tout g dans G, si O N g0 est non vide, alors g = e,
e 7(0) est ouvert dans B.
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Démonstration. Soit [3] dans B. Par compacité de [0, 1], il existe n € N — {0} et,
pour ¢ = 0,...,n — 1, des ouverts V; connexes par arcs, tel que

(i) tout lacet dans V; est homotope dans B au lacet constant,

(i) B([£,21]) est contenu dans V;.

Soit & louvert de I'espace des chemins dans B d’origine b, formé des chemins [’
d’origine b tels que §'([£,“2]) C V; et f'(L) appartient & la méme composante

n) n
connexe par arcs de V; N Vi_; que B(%) (les composantes connexes par arcs d'un
espace localement connexe par arcs sont ouvertes, voir la fin de la partie A.1).

Soient 8 et 8" dans @ tels que p'(1) = p"(1).

Soit ~; un chemin dans
Vi N Vioy joignant §'(%) a
B"(+), tels que v et v,
solent constants. Soit 8 =

B//
o
I[£, 2]

Soit ¢ le chemin

1

c= (0B M) (-5 -7) s (2 Pz T ) - (1= Bimy ) -
Alors par la premiére propriété des V;, nous avons 57 ~ ¢~ .

En particulier, deux chemins dans B, suffisamment proches, ayant mémes extré-
mités, sont homotopes (relativement aux extrémités). Soit & l’ensemble des classes
d’homotopie (relativement aux extrémités) des éléments de 0. Cet ensemble € est
ouvert dans B (car le saturé de O est ouvert).

Soient g € G et [f'],[5"] € O tels que [f'] = g[p"]. Alors 5'(1) = 5”(1), donc par
ce qui précede, [3'] = [3"]. Comme G agit librement, nous avons donc g = e.

Nous avons 7(&) = V,,_; par la définition de & et la connexité par arcs de V,,_q,
donc w(0) est ouvert dans B. O

Lemme 3.41 L’application 7 est ouverte, [’espace B est séparé, et l'action de G
sur B est propre.

Démonstration. L’application 7 est ouverte par le lemme précédent.

Montrons que l'espace B est séparé. Soient z, et y dans B. Siw(z) # 7(y), comme
7 est continue et B séparé, alors x, et y ont des voisinages disjoints. Si 7(x) = 7(y),
alors il existe g dans G tel que y = gz. Donc 0, et g0, sont des voisinages ouverts
de x et y, disjoints sauf si g = e, c’est-a-dire x = y.

Soit gr : G X B — B x B I'application graphe. Puisque G agit librement, I'image
réciproque d’un singleton est un singleton, donc est compact car G x B est séparé.

Comme f est continue et bijective, I'espace quotient G\ B est séparé. Donc la
diagonale A de (G\B) x (G\B) est fermée, et I'image im(gr) = (p x p)~1(A) est
fermée dans Bx B. L’application gr—" : im(gr) — G'x B est ([8],[3]) — (3-8, [8]),
donc est continue. Donc gr est fermée. (]
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Par le lemme précédent, 'application f est ouverte, donc est un homéomor-
phisme, et p est un revétement (voir le théoréme 3.5). Par conséquent, 7T est un
revétement.

Il suffit maintenant de montrer que B est simplement connexe.

Soient ¢ un chemin d’origine b dans B et ¢; : s — ¢(st), qui est un chemin dans B,
pour tout ¢ € [0, 1]. Comme (s, t) — ¢(st) est continue et comme % ([0, 1]x[0, 1], B) =
%(]0,1],%([0,1], B)) (voir 'exercice E.A.107), Papplication t + [¢;] est un chemin
dans B, d’origine [¢,] et d’extrémité [¢]. Donc B est connexe par arcs.

De plus, t — [¢] est le relevement de ¢ d’origine [e,] pour le revétement 7. Soit
v un lacet en [¢,] dans B. Comme 7 est le relévement de 7 o v d’origine [e], on a
par unicité y(t) = [(7 o )] pour tout ¢ € [0,1]. Si A(t,s) = [((T o ¥):)s), alors h est
une homotopie entre [e,] et 7.

(Remarque. Voici une autre preuve. Soient ¢, et ¢ deux lacets d’origine b dans B. Les
relevements de ¢, et ¢ d’origine [, sont ¢ — [¢y] et t — [¢}] respectivement. S’ils ont méme
extrémité, alors [¢] = [¢/], donc ¢ et ¢ sont homotopes. Le corollaire 3.14 montre que B est
simplement connexe.) U

Le résultat suivant découle en particulier du théoréeme 3.39 et de la proposition
3.38.

Corollaire 3.42 Tout espace topologique séparé, connexe, localement contractile ad-
met un revétement universel. U

Soit B un espace topologique séparé, connexe, localement connexe par arcs, et
semilocalement simplement connexe. Si 7 : B — B est un revétement universel de
B, alors par unicité, B est simplement connexe. Le groupe I' = Aut(7) des automor-
phismes de revétements de 7 agit librement et proprement sur B (proposition 3.34),
et transitivement sur les fibres (car 7 est galoisien). Donc le revétement F\E — B
est un homéomorphisme, et pour tous b dans B et x dans 7 1(b), les groupes I et
m1(B,b) sont isomorphes
Aut(7) ~ m (B, b)

%

s
par I'unique isomorphisme ¢ : Aut(7) — 71 (B, b) tel que yr = x¢(y)~! pour tout v

dans I' (voir le corollaire 3.22).

3.12 Classification des revétements

Le but de cette partie est d’établir une correspondance entre les revétements
connexes d'un espace topologique (suffisamment gentil) et les sous-groupes de son
groupe fondamental.

Soit B un espace topologique séparé, connexe, localement connexe par arcs, et
semilocalement simplement connexe. Fixons-nous un point b € B, un revétement
universel 7 : B — B de B et x € 7 '(b). Identifions Aut(7) avec (B, b) comme a
la fin de la partie précédente.
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Si H est un sous-groupe de Aut(7), alors 'application 7 : B — B induit une ap-
plication w : H\B — B, appelée le revétement de B associé ¢ H. Nous appelerons
revétement connexe de B tout revétement de B d’espace total connexe.

Théoréme 3.43 L’application H — 7wy induit une bijection de [’ensemble des
classes de conjugaison de sous-groupes de Aut(w) sur U'ensemble des classes d’iso-
morphisme de revétements connexes de B. Elle induilt aussi une bijection de [’en-
semble des sous-groupes distingués de Aut(T) dans l’ensemble des classes d’isomor-
phisme de revétements galoisiens de B, ainsi que, pour tout n € N, une bijection
de l’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes d’indice n de Aut(m) dans
I’ensemble des classes d’isomorphisme de revétements a n feuillets de B.

Démonstration. Soit G = Aut(w). Par construction, la fibre de 7y au-dessus de b
est en bijection G-équivariante avec H\G, et donc est de cardinal n si et seulement
si H est d’indice n dans G

L’application 7wy est un revétement par la proposition 3.34, qui est galoisien si
et seulement si H est distingué dans G, par le théoréeme 3.36.

Si H et H' sont conjugués par g € G (c’est-a-dire si H' = gHg™'), alors I'auto-
morphisme de revétements g : B — B de 7 induit un isomorphisme de revétements
H\B — H'\B de 7y sur wg (défini par Hx — Hgx). Donc l'application H — 7y
induit une application W de I’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes
de G dans ’ensemble des classes d’isomorphisme de revétements connexes de B.

Réciproquement, si les revétements my et mg sont isomorphes, alors par le co-
rollaire 3.29, les fibres de 7wy et 7}, au-dessus de b sont en bijection G-équivariante.
Donc il existe une bijection G-équivariante ¢ : H\G — H'\G. Si ¢(He) = H'gy, par
G-équivariance de ¢, on a pour tout h dans H,

H'go = §(He) = ¢(Hh) = g(He)h = H'goh

donc gOHgO_1 C H', et en utilisant ¢!, nous avons gOHQO_1 = H'. Donc ¥ est
injective.

(Remarque. Voici une autre preuve. Pour H un sous-groupe de G, on note Xy =
H\E, et zp le point de X image de x € B. Par construction, H = (7 )«m1 (X, zp), donc
si ¢ : Xg — Xp est un isomorphisme, alors comme 7y = w0 ¢ et ¢y : m( Xy, xp) —
m1(Xpgr, ¢(xpg)) est un isomorphisme de groupes, nous avons H = (7wg)«m1(Xg,xg) =
(g )sm1 (X, @(zp)), qui est conjugué a H' par l'exercice E.17.)

Enfin, si p: X — B est un revétement connexe et u € F = p~1(b), alors la fibre
F' est en bijection G-équivariante avec H\G, ou H = p,m(X,u), donc les fibres
des revétements connexes p et my sont en bijection G-équivariante. Par le corollaire
3.29, les revétements p et my sont isomorphes. Donc W est surjective. 0

Remarques. (1) En particulier, pour tout revétement connexe p : X — B, il existe
un revétement wx : B — X tel que le diagramme suivant commute (on dit que tout
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revétement connexe de B est factorisé par son revétement universel)

B
N
71l X
p
B

(2) Soient H un sous-groupe distingué de G = Aut(7), et H\G le groupe quo-
tient. Alors son revétement associé gy : H\B — B est galoisien, et nous avons un

isomorphisme de groupes
Aut(ry) ~ H\G .

Le groupe discret H\G agit donc librement et proprement sur H \é, avec quotient
homéomorphe & B (voir la proposition 3.34).

(3) Si H et H' sont des sous-groupes de G = 71 (B, b), alors I'ensemble Mor (7, 7py)
des morphismes de revétements de 7y sur g est en bijection avec Morg(H\G, H'\G),

'ensemble des applications G-équivariantes de H\G dans H'\G (voir la proposition
3.27).

(4) L’application H +— my induit une bijection de I'ensemble des classes de
conjugaison de sous-groupes d’indice fini de 71 (B, b) sur ’ensemble des classes d’iso-
morphisme de revétements connexes finis de B.

Exemple. Comme les seuls sous-groupes de Z/27Z sont Z/27 et {0}, pour n > 2,
les revétements connexes de 'espace projectif réel P, (R) sont, & isomorphisme preés,
son revétement universel S, — P,(R) et 'identité P,(R) — P, (R).

Exercice E.21 Montrer que les revétements connexes du cercle Sy sont, a isomor-
phisme prés, son revétement universel R — Sy avec t — e*™, et ses revétements a
n feuillets S; — Sy avec z — 2™ pour n € N —{0}.

Proposition 3.44 Pour tout ensemble non vide E muni d’une action & droite de
m1(B,b), il existe un revétement pg : Xp — B et une bijection m (B, b)-équivariante
ug : pg (b)) — E. Si E' est un autre ensemble muni d’une action a droite de 71 (B, b),
et si f: E — E' est une application (resp. bijection) m (B, b)-équivariante, alors il
existe un unique morphisme (resp. isomorphisme) de revétements ¢ : Xgp — Xpr tel
que le diagramme suivant commute :

pE_l(b) E) FE
4 df
'lLE/ El

¢

[RO)

pe 1 (b)

Démonstration. Soient F = [],c4FE, la partition de E en orbites pour m (B, b),
T un point de E,, et H, le stabilisateur de x, dans m(B,b). Soit 7, : X, =
H,\B — B le revétement de B associé au sous-groupe H,, de m1(B,b). Posons Xz =
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[ acaXo (muni de la topologie somme disjointe) et pg : Xp — B l'application dont
la restriction & X, est 7m,. Alors pg est un revétement de fibre p!(b) = [ 4eams (b),
et on note ug l'application de pg'(b) dans E dont la restriction a 7 '(b) vaut la
composition des bijections 7, (b) ~ H,\m(B,b) ~ E,.

La seconde assertion découle de la proposition 3.27 et de son corollaire 3.29,
appliqués & u, o foug, qui est une application (resp. bijection) m; (B, b)-équivariante
de pp~1(b) dans pr—1(b). O

Remarque. Ce résultat dit que la catégorie des revétements d’un espace B (vérifiant
les hypothéses de cette partie) est équivalente a la catégorie des ensembles non vides
munis d’une action de m B.

3.13 Autres exercices

Exercice E.22 (1) Soient p : X — B un revétement et U un ouvert de B. Montrer
que la restriction py,-1¢ny : p~'(U) — U est un revétement.
(2) Soient p: X — Bet p': X! — B’ deux revétements. Montrer que l'applica-
tion de X x X’ dans B x B’ définie par (z,2') — (p(z),p'(2")) est un revétement.
(3) Soient p: X — B et p/ : X’ — B deux revétements, X xpg X' le sous-espace
topologique de X x X défini par

X xp X' ={(z,2') € X x X" | p(z) = p(«)} ,

et m: X xp X' — B l'application définie par 7(x,z’) = p(x). Montrer que 7 est un
revétement.

Exercice E.23 Soit p : X — B un revétement. Montrer que si B est séparé, alors
X est séparé. Montrer que si B est compact et si p est un revétement fini, alors X
est compact.

Exercice E.24 Soient GG un groupe topologique séparé et H un sous-groupe. Mon-
trer que H\G est séparé si et seulement si H est fermé dans G. Si G = R et
H = 7 + /27, montrer que l'espace topologique quotient G /H est muni de la
topologie grossiere.

Exercice E.25 (1) Montrer que la projection canonique
SLy(R) — PSLy(R) = SLy(R) /{£1d}

est un revétement a deux feuillets.
(2) Soit U, le groupe des racines p-émes de l'unité, montrer que la projection
canonique SLy(C) — PSL,,(C) = SL,,(C)/U,Id est un revétement a n feuillets.

Exercice E.26 Soit B l'anneau hawaien (voir I'exercice E.20), muni du point base
x commun a tous les cercles S,. Pour tout cercle S,, de B, on note X, l'espace
topologique obtenu par recollement en son point base d’'une copie de B — S, sur
chaque point entier de R.
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PIPIAIA

n

1) Montrer qu’il existe un revétement p, : X,, — B, unique & isomorphisme
de revétements pres, tel que la restrition de p, & chaque copie de B — .5, soit un
homéomorphisme sur son image, et la restriction de p & R soit un revétement de .S,,.
Montrer que p, et p,, sont deux revétements de B non isomorphes pour n # m.

2) Pour toute suite (¢;);en dans {—1,+1}, notons c(,) le lacet dans B en 2 dont

la restriction a [1— 55, 1 — 577] vaut ¢ — %(65”2”2n+1t+ 1) (c’est-a~dire qu’il parcourt

le cercle S, a vitesse 2""! dans le sens positif si €, = 1, et négatif sinon), pour tout

n € N. Vérifier que ¢(,) est bien un lacet dans B en x. Montrer que si €, # €, alors

les actions des lacets c(,) et ¢ sur la fibre p, 1(x) du revétement p,, sont différentes.
3) En déduire que le groupe fondamental de B est non dénombrable.

Exercice E.27 Soient p : X — Y et ¢ : Y — B des revétements, tels que ¢ soit
fini. Montrer que go p: X — B est un revétement. (En particulier, la composition
de deux revétemens finis est un revétement fini.) Donner un exemple de deux revé-
tements p: X — Y et ¢: Y — B tels que p soit un revétement fini et que ¢ o p ne
soit pas un revétement (on pourra prendre ¢ un revétement a deux feuillets, B égal
a anneau hawaien (voir I'exercice E.20), et p un revétement p,, comme ci-dessus).

Exercice E.28 Quel est le nombre de classes d’isomorphisme de revétements connexes
a deux feuillets du bouquet de k cercles? Combien sont galoisiens ?

Pour n =1, ..., 5, quel est le nombre (de classes d’isomorphismes) de revétements
connexes a n feuillets du bouquet de deux cercles S; VS; 7 Combien sont galoisiens ?
Quels sont leurs groupes d’automorphismes de revétements ?

Exercice E.29 Construire un revétement universel du bouquet de deux cercles S; VvV
Sl et de Sl V SQ.

Exercice E.30 Quels sont (& isomorphisme prés) les revétements connexes du tore
S1 x S1, de I'espace lenticulaire L,, ,, de S; V Sy ?

Exercice E.31 Soit S, la sphére unité de R3, soit Sz la sphére des (21, 2;) € C?

tels que |z1]? + |22|> = 1, et soit G le sous-groupe des isométries de C engendré par

zrs 5z et 2+ Z. Pour g € G, on note €(g) = 1 si g est une rotation, et €(g) = —1

sinon. Le groupe G agit a gauche sur l'espace topologique produit X = S3 x S, par
(9, (21, 22, 1)) = (921, 922, €(g)?) -

Notons B l'espace topologique quotient G\ X et p: X — B la projection canonique.
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(1) Montrer que G est fini. Montrer que p est un revétement. Calculer le groupe
fondamental de B.

(2) Donner, a isomorphisme de revétements prés, la liste des revétements connexes
de B. Parmi ceux-ci lesquels sont galoisiens ?

Exercice E.32 Notons S; = {2z € C : |z| =1} le cercle, et T'=S; x S; le tore. Le
groupe a deux éléments G = {£1} agit sur T par

(€, (w, 2)) = (v, 2)
avec w,z € S; et € € G. Notons S 'espace topologique quotient G\T et 7 : T — S

la projection canonique.

(1) Calculer mi(T'—{x1, ..., 1 }), oU 1, ..., Tk sont des points deux a deux distincts
de T

(2) Montrer que G laisse fixe exactement quatre points x1, x, 23,4 de T, et que
m: T —{x,...,x4} = S —{m(xy),...,m(x4)} est un revétement.

(3) Montrer, a ’aide de dessins, que S est homéomorphe a la sphére Ss.
Exercice E.33 Soit C' I’ensemble des couples (p, q) € C? tels que 4p® + 27¢* # 0.

Rappelons que, pour (p,q) € C, I'équation X2 + pX + ¢ = 0 admet trois racines
complexes distinctes. Notons

B={(p,q,x) €CxC : 2°+pr+q=0} et

A={(z,9,2)€C® : s +y+2=00#y#2z#x}.
Notons 7 : A — B l'application (z,y, z) — (p,q,x) ol p et ¢ sont définis par

X34 pX+g=X-2) (X —y)(X —2).

Notons p : B — C' la projection (p,q,z) — (p,q).
(1) Montrer que 7, p et pom sont des revétements finis.
(2) Montrer que A, B et C' sont connexes par arcs.

(3) Soit a = (—1,0) € C. Montrer que I’action du groupe fondamental de m; (C, a)
sur la fibre p~!(a) définit un morphisme surjectif de 7, (C, a) sur le groupe symétrique

3.

(4) Parmi les revétements 7, p et p o, lesquels sont galoisiens? Quels sont les
groupes d’automorphismes de revétements de 7, p et pon?

(5) Notons K le sous-espace de la sphére S3 = {(z,w) € C* : |22 + |w|* = 2}
défini par
K={(z,w) €C? : |z| = |w|=1,2" = w?}.
Montrer que C' et S3 — K ont le méme type d’homotopie. Montrer que K est ho-
méomorphe au cercle S; = {(z,w) € S3 : w = 0}, mais que S3 — K et S3 — S; ne
sont pas homéomorphes.
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3.14 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.28 Supposons k > 1. Nous allons montrer qu'il y a exactement 2F — 1
classes d’isomorphisme de revétements connexes a deux feuillets du bouquet de k
cercles, qui sont tous galoisiens, et 7 classes d’isomorphisme de revétements connexes
a n = 3 feuillets du bouquet de 2 cercles, dont 4 sont galoisiens (voir dessin ci-
dessous). Le calcul pour n = 4,5 est laissé au lecteur.

D9

S ol ole ol

z revétements

* + * non galoisiens
CO O CO

Le bouquet de k cercles By, est un espace connexe et localement connexe par arcs,
localement contractile. Son groupe fondamental est isomorphe au groupe libre Ly
a k générateurs sy, ..., s,. Donc, par le théoréme de classification des revétements,
I’ensemble des classes d’isomorphisme de revétements connexes a n feuillets de By, est
en bijection avec I'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes d’indice n de
Ly. De plus, les revétements galoisiens correspondent aux sous-groupes distingués.
Rappelons que tout sous-groupe d’indice 2 d’un groupe G est distingué dans G.

Les sous-groupes distingués d’indice n de L, sont les noyaux des morphismes de
groupes surjectifs sur les groupes d’ordre n. Par la propriété universelle des groupes
libres, si GG est un groupe, et gq, ..., g, des éléments de G, il existe un et un seul
morphisme de groupe f : Ly — G tel que f(x;) = ¢g; pour i = 1,..., k. De plus f est
surjectif si et seulement si {g, ..., gx} engendre G. Il existe en particulier exactement
Card(G)* morphismes de Ly dans G, si G est fini.

Il existe, a isomorphisme prés, un seul groupe d’ordre 2, qui est Z/27Z, et un seul
groupe d’ordre 3, qui est Z/37Z. Une partie finie de l'un de ces deux groupes l’en-
gendre si et seulement si elle n’est pas réduite a 1’élément neutre. Deux morphismes

revétements
galoisiens
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non nuls distincts dans Z /27 ont des noyaux distincts, et deux morphismes non nuls
dans Z/37 ont méme noyau si et seulement si I'un est le double de I'autre.

Donc, il y a exactement 2¥ — 1 classes d’isomorphisme de revétements connexes a
deux feuillets de By, et ?’ICT’I (donc A si k = 2) classes d’isomorphisme de revétements
connexes galoisiens a trois feuillets, du bouquet de k cercles.

Remarque. : Les seuls groupes d’ordre 2 ou 3 sont tous les deux abéliens. Tout
morphisme de L, dans un groupe abélien factorise a travers ’abélianisé de Ly, qui
est le groupe abélien libre Z* de rang k. On peut donc aussi se ramener & compter
le nombre de sous-groupes d’indice 2 ou 3 de ZF.

Calculons maintenant le nombre de revétements connexes non galoisiens du bou-
quet de deux cercles. Tout revétement X d’un bouquet de cercles B est un graphe,
et si on oriente les cercles de B, alors chaque aréte de X est naturellement mu-
nie d’une orientation (c’est-a-dire 'application de revétement p : X — B préserve
l'orientation). Si x est le point base de B, alors par relévement des chemins, tout
cercle orienté ¢ de B définit une permutation o, de F' = p~!(x), avec o.(x) 'extré-
mité de I'unique aréte de X au-dessus de ¢ d’origine x. Réciproquement, la donnée
pour tout cercle ¢ de B d’une permutation o, de F' = p~!(z) définit un graphe X,
d’ensemble de sommets F', en recollant une aréte orientée d’origine x et d’extrémité
o.(x) pour tout  dans F et tout cercle ¢ de B. Ce graphe X revét naturellement B.
Tout isomorphisme de revétements d'un revétement p : X — B induit une bijection
o de F = p~!(z). Comme il préserve les relévements de chemins, cet isomorphisme
de revétements induit donc une conjugaison sur les permutations o, — co.0~!.

Comme il existe un unique homéomorphisme a homotopie prés de l'intervalle
[0,1] dans lui-méme fixant 0 et 1, on en déduit que l'ensemble des classes d’iso-
morphisme de revétements (par forcément connexes) a n feuillets du bouquet de k
cercles est en bijection avec

S s

ou ., est le groupe symétrique sur n lettres, le quotient étant pris pour 'action
diagonale de .¥, par conjugaison sur chacun des facteurs de .7,

Dans le cas particulier o £ = 2 et n = 3, alors modulo conjugaison, il existe
trois permutations de .73, qui sont id, la transposition, le cycle de longueur 3, cor-
respondant aux trois possibilités suivantes de relévement d’un cercle de B (modulo
permutations de la fibre) :

-

AAARORE
= Q. Q



Si le revétement est non galoisien, alors le relévement d’'un des deux cercles
orientés de B est du second type. Si le revétement est connexe, le relévement de
I’autre cercle orienté de B est alors du second ou troisiéme type. Il est alors facile
de montrer qu’il y a trois classes d’isomorphismes de revétements non galoisiens
connexes a trois feuillets du bouquet de 2 cercles.

Exercice E.31 On note r : 2 — €'5 2, qui est une rotation d’angle Tets:z—7Z
qui est la symétrie par rapport a ’axe réel.

(1) Le groupe G est le groupe des isométries du décagone régulier de C, donc est
fini. C’est le groupe diédral Dy d’ordre 20.

L’action de G sur X est libre, car si ¢ € G et g(z1,22,t) = (21, 29,1), alors
€(g)t =t et t non nul implique que g est une rotation, et comme z; ou zy est non
nul, g vaut l'identité. L’espace X est séparé, et le groupe fini G agit librement sur
X, donc p est un revétement.

Une sphére de dimension au moins 2 est simplement connexe. L’espace X est
donc simplement connexe, car produit d’espaces simplement connexes. Le groupe
fondamental de B est donc isomorphe au groupe d’automorphismes G du revétement
universel p :

m(B) ~G .

(2) Donnons la liste des sous-groupes de G, a conjugaison prés. Comme G est
d’ordre 20, ses sous-groupes sont d’ordre 1,2, 4,5, 10 ou 20. Soit Hy = G et H; = {1}
le sous-groupe trivial. Les seuls éléments d’ordre 2 sont la symétrie centrale r° et
les symétries rs* pour k = 0,...,9. Les éléments rs* et rs* sont conjugués si et
seulement si k et k&’ ont la méme parité. A conjugaison prés, il y a donc exactement
trois sous-groupes d’ordre 2, qui sont

Hy = {1,7°}, Hy = {1,s}, Hy = {1,sr} .

Parmi ceux-ci, seul Hy est distingué (c’est le centre de Dyy).

Par le théoréme de Sylow, comme 10 = 22 -5, le nombre n de 2-Sylow vérifie
n =1 mod 2etn|5,doncn = 1oub, et le nombre m de 5-Sylow vérifie m = 1 mod 5
et m|4, donc m = 1.

Soit Hs = {1,7°,s,sr°}, qui est un sous-groupe (car sr¥s = r=* pour tout k),
d’ordre 4, donc un 2-Sylow. Comme il n’est pas distingué (rsr=! = sr=2 & Hj), il y
a donc cinq 2-Sylow, qui sont conjugués.

Le seul 5-Sylow est Hg = {1,7%, 7%, 7% 78}, qui est donc distingué.

Tout sous-groupe d’ordre 10 contient I'unique 5-Sylow. S’il contient une puis-
sance impaire de la rotation 7, alors c'est H, = {r* : 0 < k < 9}, qui est distingué.
S’il contient un s72%, alors c’est Hg = {1,72, 7%, 7,18, 5, 572, sr%, 570, 578}, qui est dis-

tingué. S’il contient un sr?*1 alors c’est Hg = {1,7%, 74,76 18 sr sr3 sr, sr7 s},
qui est distingué.

k

Comme p : X — B est un revétement universel, application H — (ry : H\X —
B) induit une bijection entre 1’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes
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de G et 'ensemble des classes d’isomorphisme de revétements connexes de B. Donc
les revétements connexes de B sont, a isomorphisme prés, les mg, pour k =0, ..., 9.
Ceux qui sont galoisiens sont les mp, ou Hy, est distingué, c’est-a-dire

7TH()7 7TH17 7TH2, 7TH67 7TIT{77 7TH87 7TH9 .
Exercice E.32 (1) Si k = 0, nous avons vu en cours que 71 (7) = Z2. Supposons

donc k > 1. Quitte a faire agir deux rotations, supposons qu’aucun des x1, ..., T,
n’est sur le cercle Sy x {1} ni sur {1} x S;.

Considérons le tore comme le quotient du carré par le recollement des cotés op-
posés. On note vy, un lacet issu d’'un sommet dans le carré, et dont la composante
connexe du complémentaire dans le carré ne contenant pas le bord, contient exacte-
ment un des points x, pour k = 2, ..., k. Alors l'espace topologique 7" — {z1, ...,z }
se rétracte par déformation forte sur le bouquet de k£ + 1 cercles, qui est la réunion
des deux lacets correspondant au bord du carré et des £ — 1 lacets ;. Donc

(T — {21, .., 2 }) = *p41 Z

est un groupe libre a k£ + 1 générateurs.

(2) Les seuls points fixes du seul élément non trivial de G sont clairement
(£1,£1). Le groupe fini G agit donc librement sur le complémentaire de I’ensemble
de ces points fixes, qui est un espace topologique séparé. Par un résultat du cours,
la projection canonique 7' — {z1, ..., 24} — G\(T — {z1, ..., 24}) est un revétement.
Donc la restriction 7 : T' — {x1, ... , x4} — S — {m(x1),...,7(x4)} est un revétement.

(3) En représentant le tore comme un tore de révolution autour de I’axe vertical
de R3, Tapplication (z,w) — (27! = Z,w™' = W) est la composée des symétries
orthogonales (z,w) — (Z,w), et (z,w) +— (z,w) par rapport au plan horizontal et
I'un des plans verticaux de coordonnées. C’est donc la rotation d’angle 7 autour

d’un axe de coordonnée horizontal.
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Le quotient G\T est donc le quotient d’un cyclindre par la relation d’équivalence

engendrée par 'identification d’un point et de son conjugué sur chaque cercle du
bord. Il s’agit topologiquement de la sphére Ss.

(
L

Clop! Clop!

Exercice E.33 (1) On commence par une remarque préliminaire. Soit
P = ZaiXi = anH(X — ;)
i=0 1

i=

un polynoéme non constant de degré n a coefficient complexes, n’ayant que des racines
simples. Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si sup, |b; —a;| < d, alors le polynome
Q= > b X" admet n racines distinctes yi, ..., y, telels que sup; |y; — z;| < e. (En
effet, si v est le bord d'un petit disque centré en x;, alors l'indice fﬂ{ % variant
continuement en les coefficients de P, et étant a valeurs entiéres, est localement
constant en les coefficients de P. De plus, cet indice est le nombre de racines simples
contenues dans I'intérieur du petit disque.)

Pour montrer que 7, p et pom sont des revétements finis, il suffit de montrer que
ce sont des homéomorphismes locaux dont le cardinal des fibres est fini (non nul),
et constant.

Les applications 7, p sont continues, car polynomiales, et sont des homéomor-
phismes locaux par la remarque préliminaire. Donc p o m est aussi un homéomor-
phisme local.

Par le rappel sur la condition pour que les racines d'un polynéme complexe de
degreé 3 ait trois racines distinctes, si (p,q,z) € B, alors 7~ !(p, ¢, ) contient deux
points distincts (z, v, z) et (x, z,y) oul x, ¥, 2 sontles trois racines distinctes de X3 +
pX +q = 0; de méme, p~!(p, q) contient exactement les trois points (p,q, ), (p, ¢, y)
et (p,q, z). Donc 7, p et pom sont des revétements a respectivement 2,3, 6 feuillets.

(2) L’espace A est le complémentaire de trois droites complexes A1, Ay, Az dans
le plan complexe P de C? d’équation x + y + 2z = 0. Soient deux points de A et D
la droite complexe passant par ces deux points. Comme D et les A; sont distinctes,
Iintersection A N D est le complémentaire d’un nombre fini de points dans le plan
réel D, donc est connexe par arc. Donc A est connexe par arcs.
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Comme A est connexe par arcs, et puisque 7 et po7 sont continues et surjectives,
B =m7(A) et C = pom(A) sont connexes par arcs.

(3) Notons .3 le groupe des bijections de ’ensemble p~'(a), qui est de cardinal
trois. Soit a = (p,q) € C et (p,q,x),(p,q,v), (p,q,z) les images réciproques de
(p,q) par p. L’action a droite de 71(C,a) sur la fibre p~!(a) est un morphisme
de groupes ¢ de m(C,a) dans 3. Montrons que la transposition fixant (p,q, )
et échangeant (p,q,v), (p,q, z) est dans I'image de ce morphisme. Par symétrie, et
comme les transpositions engendrent le groupe symétrique, ceci montrera que ¢ est
surjectif.

Comme (z,y, z) appartient a A, les nombres complexes y et z sont distincts de
—2x,7 et —5. Comme C privé de trois points est connexe par arcs, il existe un
chemin v dans C, d’origine y, d’extrémité z, tel que y(t) # —2x,z, —§ pour tout ¢
dans [0,1]. Donc (z,v(t), —x — 7(t)) appartient & A pour tout ¢ dans [0, 1].

Alors v : t +— (pg, q;) = pom(x,y(t),—x — v(t)) est un lacet d’origine a dans C,
dont les relevés d’origines (p, ¢, x), (p, ¢, v), (p, q, z) sont, par unicité, les chemins

Qg t+— (pt>Qt>$)a Qg . L (ptaqtafy(t))a Qg ! t— (ptaqta —r — ’Y(t))

respectivement. Le chemin oy est un lacet en (p, g, x), le chemin ay a pour origine
(p,q,y) et extrémité (p,q,z), et le chemin a3 a pour origine (p,q, z) et extrémité
(p,q,v). Donc Paction de [a] € m(C,a) sur la fibre p~'(a) est la transposition
voulue.

Comme I'image d'un groupe abélien par un morphisme de groupes est un groupe
abélien, et que .3 n’est pas abélien, on en déduit que m1(C,a) n’est pas abélien.

(4) Tout revétement & deux feuillets f : Y — Z d’espace total Y connexe par
arcs est galoisien : si b € Z et f~1({b}) = {u,v}, si B est un lacet en b, alors par
unicité, le reléevement de § d’origine u est un lacet si et seulement si celui d’origine
v est un lacet. (Dans le cas ou B est localement connexe par arcs et semi-localemnt
connexe par arcs, on peut aussi utiliser la classification des revétements connexes,
en disant que tout sous-groupe d’indice 2 est distingué.) Donc 7 est galoisien, de
groupe d’automorphismes Z/27.

Reprenons les notations de la question précédente. Puisque a admet un reléve-
ment qui est un lacet et un relévement qui ne l'est pas, le revétement p n’est pas
galoisien. Comme tout automorphisme de revétements permute les relevés dun la-
cet, et puisque o admet un unique relévement qui est un lacet, tout automorphisme
de revétements de p fixe le point (p, ¢, z), donc est trivial car B est connexe par arcs.
Donc le groupe des automorphismes de revétements de p est trivial.

Le groupe fini .3 agit continuement et librement par permutation des coordon-
nées sur A. De plus, cette action est par automorphismes de revétements pour po 7w
(permuter les racines d'un polynéme ne change pas ses coefficients). Par un résultat
du cours, si f : A — #\A est la projection canonique, alors I'application p o 7
induit une application continue g : #3\A — C qui est un revétement. De plus, ¢
est un revétement a un feuillet, car .3 agit transitivement sur toute fibre de p o 7,
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donc g est un homéomorphisme. On en déduit que p o m est un revétement galoi-
sien, de groupe d’automorphismes de revétements le groupe (isomorphe & .%3) des
permutations des coordonnées.

(5) Si a,b > 0, alors I'équation at® + bt* — 2 = 0 admet une et une seule solution
t = t(a,b) strictement positive. En effet, en posant u = t? et f(u) = au® + bu® — 2,
alors les racines de f’ sont u =0 et u = —g—z < 0, donc f est strictement croissante
entre 0 et +00, et f(0) = —1 < 0. De plus, par un argument déja vu, t(a,b) dépend
continuement de a, b.

L’application (p,q) — (z,w) = (§,i%) est un homéomorphisme de C* dans lui-
méme, envoyant C' sur le complémentaire de la courbe complexe d’équation z3 =
w?. L’application (z,w) — (t?z,t3w) ot t = t(Jw|?, |2|?) induit une rétraction par
déformation forte de C' sur Sz — K (noter que |w|? > 0 et |[z|> > 0 si (p,q) € C).
Donc C' et S3 — K ont le méme type d’homotopie.

L’application de S; dans K qui a e associe (€2, ¢3?) est un homéomorphisme,
d’inverse (z,w) > 2.

Par la projection stéréographique par rapport a un point de S;, l'espace S3 —
S| est homéomorphe au complémentaire d’'une droite dans R3, qui se rétracte par
déformation forte sur un plan privé d’'un point. Donc le groupe fondamental de
S3 — S; est isomorphe & Z, qui est abélien. Or le groupe fondamental de S3 — K
est isomorphe au groupe fondamental de C', qui est non abélien par la question (3).
Donc 71 (S3 — K) et m1(S3 — Sy ) ne sont pas isomorphes, ce qui implique que S3 — K

et S3 — S; ne sont pas homéomorphes.
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4 Groupe fondamentaux, revétements et CW-complexes

4.1 Propriétés universelles sur les groupes

Rappelons qu'une partie A d'un groupe G est une partie génératrice de G (ou
engendre ) si le plus petit sous-groupe de G contenant A est G.

Si A est une partie génératrice d’un groupe G, si f : G — H est un morphisme
de groupes surjectif, alors f(A) est une partie génératrice de H.

Si G est un groupe et A une partie de GG, ’ensemble des éléments de G de la
forme

ai’ ... ay

avec n € N, ¢ = £1, et a; € A (en convenant que c’est I’élément neutre e de G
si n = 0), est un sous-groupe de G, noté (A). Il est clair que (A) est le plus petit
sous-groupe de G contenant A. On l'appelle le sous-groupe de G engendré par A.

Si G est un groupe et A une partie de GG, ’ensemble des éléments de G de la
forme

giator" - guay gy
avecn € N, ¢ = £1, a; € A et g; € G (en convenant que c’est 1’élément neutre e
de G si n = 0), est un sous-groupe de G, noté ((A)). Il est clair que ((A)) est le

plus petit sous-groupe distingué de GG contenant A. Nous I’appelerons le sous-groupe
distingué engendré par A. Nous avons ((A)) = ({gag™ |a € A, g € G}).

Groupe libre

Soit S un ensemble. On appelle groupe libre engendré par S tout couple (L, 1),
ou L est un groupe et ¢ : S — L une application, vérifiant la propriété universelle
suivante :

pour tout couple (G, j) ot G est un groupe et j : S — G est une
application, il existe un unique morphisme de groupes f : L — G
tel que le diagramme suivant commute :

S L
PN dr
G

Proposition 4.1 Un tel couple (L,1) existe et est unique, a unique isomorphisme
pres.

Démonstration. L’unicité découle de la propriété universelle : si (L, ") est un autre
groupe libre engendré par S, alors il existe un morphisme de groupes ¢ : L — L' tel
que ¢ oi = 1', et un morphisme de groupes ¢’ : L' — L tel que ¢’ oi’ = i. Comme id
est un morphisme de groupe tel que id o ¢ = 7', nous avons ¢ o ¢’ = id par unicité,
et de méme ¢’ o ¢ = id, donc ¢ est un isomorphisme de L dans L’ tel que ¢ oi =7/,
et c’est le seul par 'unicité dans la propriété universelle.
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Nous donnerons dans la partie 4.4 (corollaire 4.14) une preuve topologique de
I'existence de (L, ). Voici une construction algébrique.

Soit E l'ensemble des suites finies d’éléments de S x {£1}, notées (s{',...,s5)
avecn € N, s; € S, ¢; € {1} (par convention, c’est la suite vide () si n = 0). On
appelle aussi une telle suite un mot en S U S™!, et entier n est appelé la longueur
de ce mot, et notée {(w).

La concaténation des suites

(STt ey S (] oty = (ST o, et o )
est une loi de composition associative sur E, ayant () comme élément neutre a gauche
et a droite, et vérifiant, en notant par abus une suite réduite & un élément (s;') par
cet élément s, la relation (s{', ..., s5) = s{... s

Soit Z la plus petite relation d’équivalence compatible avec cette loi de compo-
sition et identifiant s°s™¢ et () pour tout s € S et € € {£1}. On note L I'ensemble
quotient F/Z.

Il n’est pas trop difficile de vérifier que la loi de composition de E induit une loi
de groupe sur L, d’élément neutre e I'image dans L de la suite vide ), I'inverse de
I'image du mot s{'... s étant I'image du mot s “*... 57

Soit i : S — L I'application telle que i(s) soit 'image dans L de s™. Le couple
(L, i) vérifie la propriété universelle ci-dessus. En effet, soit (G, j) un groupe muni
d’un application j : S — G. Posons

St si) = G(s) e j(sa)™

L’application f : E — G est compatible avec la loi de composition, et avec la relation
d’équivalence Z, donc passe au quotient en un morphisme de groupes f de L dans
G tel que f oi = j. Ce morphisme est unique, car i(S) engendre L. O

Nous noterons par abus L = L(S) le couple (L,i). Il découle de la propriété
universelle appliquée a un groupe a deux éléments que ¢ est injectif, et nous identi-
fierons S & son image dans L(S) par l'application 7. Par la preuve ci-dessus, S est
une partie génératrice de L(.S), dite standard.

Si G est un groupe muni d’une application j de S dans G, nous appellerons
morphisme canonique associé a (G, j) le morphisme de groupes f : L(S) — G donné
par la propriété universelle ci-dessus. Si j(.S) engendre G, alors f est surjectif.

Un groupe est dit [ibre s’il est isomorphe & un groupe libre engendré par un
ensemble S. Nous appellerons rang d'un groupe libre le cardinal d’un tel ensemble
S (voir 'exercice E.34).

Le résultat suivant donne la structure des éléments du groupe libre, avec laquelle

on travaille souvent en pratique.

Proposition 4.2 Tout élément de L(S) s’écrit de maniére unique comme un produit
st s ous; € S et eg ==+1 (n=0 correspondant a l’élément neutre de L(S)), tel
que €; = €41 St S; = Sit1-
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Démonstration. Reprenons les notations de la preuve précédente. Un mot si'... s €
E est dit réduit s’il ne contient pas de sous-mot s?sfff tel que s; = s;41 et €, = —€;11.
Par exemple, tout mot de longueur au plus 1 est réduit.

Pour montrer la proposition, il suffit de montrer que tout mot w en SU S~ est
équivalent pour Z a un et un seul mot réduit.

. . e
Siw = si'... s&* contient un sous-mot s?siff tel que s; = s;11 et ¢, = —¢; 11, alors

w est équivalent au mot w' = s{'... si s s, dont la longueur est ((w) — 2.
Tout mot équivalent & w de longueur minimale est donc réduit. Il suffit donc de
montrer que tout mot est équivalent & un unique mot de longueur minimale. Si deux
mots wg, w; sont équivalents pour &, alors par définition de %, on peut passer de
I'un & lautre par un nombre fini de transformations de la forme w — w’ ou son
inverse w’ — w comme ci-dessus. Par récurrence sur le nombre de transformations,

on montre que si wy est réduit, alors wy est une sous-suite de la suite w;, donc

C(wy) > L(wy). O

On peut donc identifier le groupe L(S) avec 'ensemble des mots réduits en
SUS~! muni de la loi de composition de concaténation avec réduction (on concaténe
les mots réduits, puis on prend le mot réduit équivalent).

Remarque. Si S est une partie de S, alors le morphisme canonique L(S") — L(S)
est injectif par la proposition précédente.

Exercice E.34 Si S, 5" sont deux ensembles, montrer que L(S) et L(S") sont iso-
morphes si et seulement si S, S’ ont méme cardinal.

Groupes définis par générateurs et relations

Soit G un groupe. Une présentation de G est un couple (S, R), ou
e S est un ensemble muni d’une application ¢ : S — G tel que i(S) soit une
partie génératrice de G,
e R est une partie du groupe libre L(S) engendré par S,
tel que le sous-groupe distingué ((R)) de L(S) engendré par R soit le noyau du
morphisme canonique L(S) — G. Nous avons en particulier un isomorphisme de
groupes

L(S)/{((R)) = G .

Un groupe est de type fini s’il admet une partie génératrice finie. Un groupe est
de présentation finie s'il admet une présentation (S, R) telle que S et R soient finies.
Si S = {s;},R = {r;}, on note aussi (s; | r; = 1) la présentation (S, R). Par
exemple,

e (5,0) est une présentation du groupe libre L(S),

e (x | 2" =1) est une présentation du groupe fini cyclique d’ordre n,

o (a,b | [a,b] = 1), on [a,b] = aba'b~!, est une présentation du groupe
abélien Z x Z.
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Exercice E.35 Montrer que le groupe diédral infini Dy, (le sous-groupe des iso-
métries de R engendré par la translation de longueur 1 et la symétrie en [’origine)
admet {a,b | a®> = 1,aba = b)) pour présentation.

Tout groupe G admet une présentation : si S est une partie génératrice de G
(par exemple S = @), soit R le noyau du morphisme canonique L(S) — G. Alors
((R)) = R et (S, R) est une présentation de G.

Un groupe de type fini étant dénombrable, il existe des groupes qui ne sont pas de
type fini (le groupe additif R par exemple). Si S est dénombrable infini, alors L(.5)
n’est pas de type fini. Il existe des groupes de type fini qui ne sont pas de présentation
finie. En effet, il existe une infinité non dénombrable de classes d’isomorphisme de
groupes de type fini (voir par exemple [Har2, page 69]). Comme ’ensemble des
classes d’isomorphisme de groupes de présentation finie est dénombrable, il existe
une infinité non dénombrable de classes d’isomorphisme de groupes de type fini qui
ne sont pas de présentation finie.

Exemple. Soit w, = 22" + 1 le n-éme nombre de Fermat. Le groupe dont une
présentation est

{a,b | [a“”"%ba®> " b =1, Vn €N)

n’est pas de présentation finie. Le groupe dont une présentation est
(a,bye,d | a"ba ™™ =c"dc™", Vn eN)

n’est pas de présentation finie. (Ces affirmations ne sont pas immédiates, voir par
exemple [Har2|.)

Nous donnerons dans la partie 4.5 une interprétation topologique des présenta-
tions de groupe.

Somme amalgamée de groupes

Nous appellerons famille inductive de groupes une famille (G;);e; de groupes,
munie pour tout couple (¢,j) d'un ensemble F;; de morphismes de groupes de G;
dans G;. Nous appellerons limite linductive de cette famille tout groupe GG muni
d’une famille de morphismes de groupes f; : G; — G telle que f; o f = f; pour tout
f dans F;;, qui vérifie la propriété universelle suivante :

pour tout groupe H muni d’une famille de morphismes de groupes
h; : G; — H telle que h; o f = h; pour tout f dans Fj;, il existe un
unique morphisme de groupes ¢ : G — H tel que ¢ o f; = h; pour
tout 7 € 1.

Proposition 4.3 Le couple (G, (f;)icr) existe et est unique, a unique isomorphisme
pres.

Démonstration. L'unicité découle de la propriété universelle : si (G, (f’;)ier) est
une autre limite inductive, alors I'unique morphisme de groupes ¥ : G — G’ tel que
Yo f; = f'; est un isomorphisme.
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Voir 'exercice E.49 dans la partie 4.6 pour une preuve topologique de I'existence.
Voici une construction algébrique.

Soit L = L(11;¢;Gi), Vinclusion G; — [1;¢;G; induit un morphisme canonique
injectif L(G;) — L, par lequel on identifie L(G;) a un sous-groupe de L. Soit 7; :
L(G;) — G; le morphisme canonique, et N le sous-groupe distingué de L engendré
par la réunion de | J,.; Ker m; et de I'ensemble des a7 f(x) pouri,j €1, x € G et
f € F;. Enfin, soit G le groupe quotient N\ L. L’'inclusion L(G;) — L induit par
passage au quotient un morphisme de groupes f; : G; — G.

Soit H un groupe muni d’un morphisme h; : G; — H pour tout 7 € I, tels que
hjo f = h; pour tout f dans Fj;. Soit j : [1;c;G; — H 'application valant h; sur
G, soit 5 : L — H le morphisme canonique associé a (H,j). L’application gg vaut
I’élément neutre sur N, donc induit un morphisme de groupes ¢ : G — H. Celui-ci
vérifie ¢ o f; = h; pour tout i € I par construction. Comme | J,.; fi(G;) engendre G,
un tel morphisme ¢ est unique. Donc (G, (f;)ies) vérifie la propriété universelle des
limites inductives. O

Nous noterons (G, (f;)ier) par abus

Il découle de I'unicité que (J,.; fi(G;) engendre G, et que le morphisme canonique
¢ : G — H donné par la propriété universelle est surjectif si | J..; hi(G;) engendre
H.

el

Exemple. Considérons la famille inductive de groupes formée de trois groupes
A, B,C et des deux morphismes de groupes iy : C — A iy : C — B. Sa limite
inductive est appelée la somme amalgamée de A et B au-dessus de C' (au moyen de
i1,12), et notée Axc B. Il s’agit donc d’un groupe G muni de morphismes de groupes
j1: A= Get jo: B— G tels que jp 0iy = j; 01y, vérifiant la propriété universelle
suivante :

pour tout groupe H muni de morphismes de groupes h; : A —
H hy : B — H tels que hy o1y = hy o1y, il existe un unique
morphisme de groupes ¢ : G — H tel que le diagramme suivant

commute : '
C 2 B
\/]é
i+ G dhy
/‘jl \4¢
A il

Remarques. (1) Si B est trivial, alors Ax¢ B est le quotient A/((i;(C))) de A par
le sous-groupe distingué engendré par i;(C).

(2) Une somme amalgamée A ¢ B peut étre un groupe trivial, méme si A et B
ne sont pas triviaux. Par exemple, Z/3Z x5 7/27, ou les morphismes Z — Z/3Z et
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Z — 7.]27Z sont les projections canoniques, est le groupe dont une présentation est
(v,y | 23 =1,9*>= 1,2 =y), donc est le groupe trivial.

Si i, et io sont injectifs, on appelle A xc B le produit amalgamé de A et B au-
dessus de C'. On montrera ci-dessous que j; et js sont alors injectifs, et on identifie
A et B avec leurs images par ji, jo dans A x¢ B.

Exemple. Dans I'exemple précédent, si C' est le groupe trivial, le produit amalgamé
A xc B est noté A x B, et appelé le produit libre de A et B. Nous identifirons A et
B avec leurs images dans A x B. Il faut prendre garde & ne pas confondre produit
libre A x B et produit direct A x B. C’est 'unique groupe GG muni de morphismes
de groupes j; : A = G, jo : B — G vérifiant la propriété universelle suivante :

pour tout groupe H muni de morphismes de groupes h; : A —
H. hy: B — H, il existe un unique morphisme de groupes ¢ : G —
H tel que le diagramme suivant commute :

AN e & B

h1 \( \L¢ \/hQ
H

Exercice E.36 (1) Montrer que si les injections C' — A,C' — B dans un produit
amalgamé A xc B sont propres, alors A xc B est infini. En particulier, montrer que
le produit libre de deux groupes non triviauz est infin.

(2) Montrer que Z./27. x 7./ 27 est isomorphe au groupe diédral infini Dy,.

(8) Montrer que Z/27 % 7Z/3Z est isomorphe ¢ PSLy(Z) = SLo(Z)/{£1} (on
pourra envoyer le générateur de Z/27 sur l'image de la matrice 0 —1 et le

1 0

générateur de 7./37 sur l'image de la matrice 1 _11 )) Montrer que Z/4Z %z,

Z.)6Z (pour les inclusions évidentes 7./27 — ZLJAZL,7./27 — Z.J]6Z) est isomorphe
a SLy(Z).

Exemple. Plus généralement, si A est un groupe, (G;);e; une famille de groupes et
A — G; un morphisme de groupes pour tout 4, la limite inductive de cette famille
inductive de groupes est appelée la somme amalgamée des G; au-dessus de A, et
notée (x4Gy, (fi)ier) (et par abus, x4G;).

Si A est le groupe trivial, cette somme amalgamée est appelée produit libre de
(Gi)ier- On le note (x;e1Gy, (fi)icr) (et par abus, *G;) (et Gy * Go * ... *x G, si
I = {1,2,..n})). Nous identifierons G; a son image dans #,c;G; par l'injection
canonique f; : G; — *;c1G;.

Exercice E.37 Soient trois groupes Ay, As, C et, pour k = 1,2, un morphisme de
groupes iy, : C' — Ay et une présentation (Sg, Ry) de Ag. Montrer que, en identifiant
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L(Sy) avec son image par Uapplication canonique L(Sy) — L(S111S2), en notant
7+ L(Sk) — Ay la projection canonique pour k = 1,2, alors

(Sl ]_ISQ, R1 U R2 U {CLbil ‘ ac Wf1<i1<0)), be W;1<i2(0)>, cc C})
est une présentation de la somme amalgamée Ay x¢ As.

Exercice E.38 (1) Soit{S;}icr une famille d’ensembles. Montrer que ;e L(S;) est
isomorphe & L(11;e15i)-

(2) Soit {G;}ier une famille de groupes. Montrer que

— *,e1Go() est isomorphe a *;c1Gy pour toute permutation o de I ;

— kaea (kier,G;) est isomorphe & x;c1G; pour toute partition I = 11 yeala-

En particulier, le produit libre de n copies de Z est un groupe libre de rang n.
Les deux derniéres propriétés sont connues sous le nom de la commutativité et de
'associativité du produit libre. En particulier, Gy * (G2 x G3) et (G % G2) * G35 sont
canoniquement isomorphes, ainsi que G * Gy et G * G.

Formes normales dans les produits amalgamés

Soient A un groupe, (G;);e; une famille de groupes et A — G; un morphisme
injectif de groupes pour tout 7. IdentifionsA avec son image dans G;. Notons G =
#4Gy, fi + Gi — G le morphisme de groupes canonique, et f = f;j 4 = fj|A pour tous
1,].

Soit R; un ensemble de représentants des classes a gauche de A dans G}, tel que
e € R;. L’application (a, s) — as est donc une bijection de A x R; sur G;, envoyant
A x (R, —A{e}) sur G; — A. Si s € [l;erRi, notons is I'élément i € I tel que s
appartienne a I'image de l'inclusion canonique R; — [1;c;R;. Appellons mot réduit
toute suite finie

(@, 81,y Sn)

oun €N, a€ A, s, € [[,c/1, telle que s, # e pour tout k et iy, # iy, , pour
k=1,....,n—1.

Théoréme 4.4 Pour tout g dans G, il existe un unique mot réduit (a, sy, ..., s,) tel

que g = f(a)fisl (81).-- fisn(sn)-

Ce résultat implique le fait remarquable que les morphismes f; sont aussi injectifs.
Nous identifierons G; avec son image dans G par f;. Tout élément g de G s’écrit
donc de maniére unique

g =asi... S,

ota € A, n € N, s € Ilier(R — {e}) et ig, # is,,, pour k = 1,...,n — 1.
Cette écriture s’appelle la forme normale de g. En particulier, dans GG, nous avons
GiNGj =Asii#jetles R — {e} sont deux a deux disjoints.

Le cas des produits libres s’obtient en prenant A = {e} et R; = G; — {e} :
un élément g de *;c;G; s’écrit de maniére unique (aprés identification de G; avec
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son image dans #;c;G; par le morphisme canonique) g = ¢y... g, ot n € N (par
convention g = e sin =0), gr € [1,e;(Gi — {e}) et ig,,, # ig,.

En prenant A = {e} et G; = Z pour tout 7, ce théoréme permet facilement de
montrer que G = *;¢;7Z, muni de l'application j : I — G définie par j(i) = fi(1),
vérifie la propriété universelle des groupes libres, donc que

sierZ = L(I) .

La proposition 4.2 (qui n’a pas été utilisée pour construire les sommes amalgamées)
en est un corollaire.

Démonstration. (D’aprés [Ser, page 9].) Soit X I'ensemble des mots réduits. Nous
allons définir une action de G sur X, c’est-a-dire un morphisme de groupes de G
dans le groupe des bijections de X. Par la propriété universelle, il suffit de définir
une action de GG; sur X, de sorte que 'action induite de A ne dépende pas de i.

Soient ¢ € I et Y; I'ensemble des mots réduits de la forme (1, sy, ..., s,) tels que
is, 7# 1. Les ensembles A x Y; et A x (R; — {e}) x Y, s’envoient dans X par les
applications

(a,(1,81,...,80)) = (a,81,...,8,) et (a,s,(1,81,...,8,)) — (a,s,S1,...,5) .

Nous obtenons ainsi une bijection (A x Y;) U (A x (R; — {e}) x Y;) — X. Comme
AU (A x (R; — {e})) s’identifie avec G}, nous avons une bijection

QZGZXY;%X

Le groupe G; agit sur G; xY; par translation a gauche sur le premier facteur ¢'(g,y) =
(¢'g,y). En transportant par la bijection 6;, nous obtennons donc une action de G;
sur X. Sa restriction & A est définie par d'(a, s1,...,5,) = (d'a,s1,...,5,), qui ne
dépend pas de i. Nous avons donc construit une action de G sur X.

De plus, si m = (a, 81, ..., 5,,) est un mot réduit, et si g = f(a)fi, (51)--- fi,, (8n),
alors, par récurrence sur n, I'image par g du mot réduit trivial (e) est le mot m lui-
méme. L’application 3 : X — G définie par (a, s1,...,s,) = f(a)fi, (51)- fi,, (5n),
composée avec 'application G — X définie par g — g(e), est donc 'identité. Donc
B est injective. Ceci montre l'unicité de I’écriture réduite d'un élément de G.

Comme G est engendré par (J,.; fi(Gi),sig € G, alorsil existe n € Net g, € Gy,
pour k = 1,...,n tels que g = fi,(g1)-.- fi,,(9n). Comme g, = a,s, ou a, € A et
$p € R; , nous avons g = f;,(g1)... fi,_,(gn_1an) fi, (sn) sin > 2 et g = f(an)fi,(sn)
si n = 1. Par récurrence sur n, tout élément g admet donc au moins une écriture
réduite. OJ

4.2 Le théoréme de van Kampen

Le théoreme suivant est I'un des moyens les plus utilisés pour calculer des groupes
fondamentaux d’espaces topologiques.
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Théoréme 4.5 (Théoreme de van Kampen) Soient B un espace topologique séparé
et connexe par arcs, Uy, Uy, Us trois ouverts connexes par arcs tels que Uy = Uy N Uy
et B=U,UU,, etbe Uy. Nous avons un isomorphisme

71 (U1, 0) %2, wo,0) T1(Uz, b) >~ w1 (B, D) .

Démonstration. Nous ne donnerons la preuve que si Uy, Uy, Us sont localement
connexes par arcs et semilocalement simplement connexes, voir par exemple [Olu]
pour le cas général. Comme la plupart des espaces topologiques rencontrés (CW-
complexes, variétés topologiques, ...) seront localement contractiles, cette restriction
n’est pas génante.

Soient iy : Uy — Uy, 19 : Uy — Us, j1 : Uy — B et jo : Uy — B les inclusions. Par
fonctorialité, comme j, 0 75 = j; 04y, nous avons un diagramme commutatif

7T1(U0,b) h 7T1(U1,b)
124 \L . *le*
7T1(U2,b) &> 7T1(B,b) .

Par unicité de la somme amalgamée, pour montrer le théoréme, il suffit donc
de montrer que (B, b) vérifie la propriété universelle. Soient H un groupe, h; :
m (U1, b) — H et hy : m(Us,b) — H des morphismes de groupes tels que le dia-
gramme suivant commute :

7T1(U0,b) h 7T1(U1,b)
Z’Q*\l/ \th

7T1(U2,b) & H

Nous cherchons & construire le morphisme canonique ¢ : m(B,b) — H, tel que
¢ o j;, = h; pour i = 1,2.

Par la proposition 2.11, j;,m1(Uy, b) U jo, w1 (Us, b) engendre (B, b). Ceci montre
en particulier 'unicité du morphisme canonique.

Pour k = 1,2, le groupe m (U, b) agit a droite sur H par (v, g) — ghg(7), ou
v € m(Uy,b) et g € H. Soit py, : Xy — Uy un revétement de Uy de fibre H associé a
cette action (voir la proposition 3.44, ’espace topologique Uy, vérifiant les conditions
de la partie 3.12).

Puisque js, 079, = j1, 0114, les fibres des revétements Plipswy) et P2ip; 1 (o) sont
en bijection 7 (Up, b)-équivariante, donc ces revétements sont isomorphes (voir la
proposition 3.44). Soit ¢ : p; (Us) — py ' (Up) un isomorphisme de revétements.
Soit X D'espace topologique obtenu en recollant X; a Xy par ¢ (voir le paragraphe
précédant U'exercice E.A.102).

Les applications p; : X; — B,p, : Xy — B, vérifiant py 0 ¢p = p; sur p; 1 (Up),
induisent une application continue p : X — B, qui est un revétement. De plus,
sig: Xi11Xy — X7 UyXy = X est la projection canonique, alors gx, est un
isomorphisme de revétements de py sur px, pour k = 1,2.
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Le revétement p, de fibre H au-dessus de b, définit (voir la partie 3.7) une action
a droite de (B, b) sur H, que nous noterons (g, z) — z-g,oux € H et g € m (B, b).
Par les isomorphismes précédents, nous avons pour ¢ = 1, 2

Si e est I’élément neutre de H, considérons 'application ¢ : m(B,b) — H définie
par ¢(g) = e - g. Nous avons en particulier ¢ o ji, = hy pour k =1, 2.
Sin e N—{0} et g € m(U;,,b) pour £ = 1...n, alors par récurrence sur n,

GJir(91) - Jina(9n)) = €hiy (g1)--- iy (gn) = (ehi, (g1))(ehiy (92))--- (ehi, (9n)) =

G (Jir, (91)) -+ & (Jin, (gn)) -

Comme jy,m (Ur, b)Uj2,m1(Us, b) engendre (B, b), ceci montre que ¢ : m1(B,b) —
H est un morphisme de groupes. C’est le morphisme canonique cherché. U

Exemple. Soit B le bouquet de deux cercles S; V S1, recollés au point b. Soit y un
point du cercle différent de b, U; 'ouvert de B obtenu en enlevant le point y sur un
des deux cercles, U; 'ouvert de B obtenu en enlevant le point y sur l'autre cercle,

et UOZUlmUQ.

Alors Uy est contractile (il se rétracte par déformation forte sur le point commun
b), Uy et Uy ont le type d’homotopie du cercle (ils se rétractent par déformation forte
sur 'un des deux cercles de B). Donc m(Uy, b) = 0,71 (Uy,b) ~ Z, 7, (Uy,b) ~ Z, et

m(B,b) ~Z*Z .

Le groupe fondamental du bouquet de deux cercles est donc un groupe libre de rang
2. Par récurrence, le groupe fondamental du bouquet de £ cercles est un groupe libre
de rang k.

Comme le plan R? privé de k points
p1, ..., Pk Se rétracte par déformation forte
sur un bouquet de k cercles plongé dans
R? — {p1,...,pr}, le groupe fondamental de
R? — {py, ..., px} est aussi un groupe libre de
rang k, pour tout k£ € N. R2
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Remarque. Il faut prendre garde a ne pas confondre le groupe libre Z *x Z et le
groupe abélien libre Z x Z.

Le résultat suivant découle immédiatement du théoréme de van Kampen.

Corollaire 4.6 Soit B un espace topologique connezx, localement connexe par arcs.
Soient X et Xy deux sous-espaces connexes, de réunion X1UXs = B, d’intersection
Xo = X1 N Xy connexe et b € Xy. Supposons qu’il existe des voisinages ouverts Uy
de X1 et Uy de Xy tels que Uy, Uy, Uy N Uy se rétractent par déformation forte sur
X1, Xy, Xo respectivement. Alors nous avons un isomorphisme

7T1(X1,b) *m(Xo,b) 7T1(X2, b) ~ 7T1(B,b). ]

4.3 CW-complexes

Le but de ce chapitre est d’introduire une classe d’espaces topologiques compre-
nant la plupart des espaces topologiques rencontrés dans ce cours, & homémorphisme
preés.

Pour n € N — {0}, une cellule de dimension n (ou encore n-cellule) est un es-
pace topologique homéomorphe & la boule unité fermée B,,. Une cellule ouverte de
dimension n (ou encore n-cellule ouverte) est un espace topologique homéomorphe
aB, —S,_1. Sie est une cellule, notons de son bord en tant que variété topologique
(voir le théoréme d’invariance du domaine 5.27 pour vérifier que tout homéomor-

. . o .
phisme de la boule préserve son bord.) et e = e — de. Si n = 0, nous convenons que

e est un singleton, que de est vide, et que e=e. Si f e — X est une application
continue, notons df = fs. la restriction de f au bord de e.

Nous renvoyons a ’appendice A.2, pour la définition et les propriétés des recol-
lements

XU Y =(X1Y)/%

d’un espace topologique X sur un espace topologique Y le long d'une application
continue f : A — Y ou A C X. Attention a la notion de relation d’équivalence
engendrée par une relation : Z est la relation engendrée par la relation = ~ f(x),
pour tout x € A. En particulier, si A est fermé, alors I'application canonique Y —
X Uy Y est un homéomorphisme sur son image, qui est fermée. Nous identifions
alors Y avec son image dans X Uy Y, par cette application. Nous renvoyons aussi
a lappendice A.2, pour la définition de la topologie faible sur un ensemble X muni
d’une famille de parties (X;);e; ot X; est munie d’une topologie : F' C X est fermé
(respectivement ouvert) dans X si et seulement si F'N X; est fermé (respectivement
ouvert) dans X; pour tout i; de plus, une application f : X — Y, ou Y est un
espace topologique, est continue si et seulement si fix, : X; — Y est continue pour
tout ¢ € I.

Nous dirons qu’un espace topologique X est obtenu par recollement de cellules
de dimension n sur un espace topologique Y §’il existe une famille (e4)aca OU €4
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est une cellule de dimension n munie d’une application continue g, : de, — Y, telle
qu’il existe un homéomorphisme

(Haea) U]_Iaga Y - X.

(Les g, ne sont pas supposés étre injectifs.) La donnée d’une telle famille et d’un tel
homéomorphisme s’appelle une décomposition cellulaire de X relative a Y. Elle est
le plus souvent sous-entendue. Si f, : e, — X est I'application induite, alors f, est
continue et appelée 'application caractéristique de e,. (Ce ne sont pas toujours des
homéomorphismes sur leur image). Sa restriction fa| o estun homéomorphisme sur
son image, qui est un ouvert de X. Si Y est séparé, I'image de g, est un compact
de Y, donc un fermé de Y. Si Y est séparé, la topologie de X est la topologie faible
définie par la famille {Y'} U {fas(€a)}a de fermés de X. Les e, (par abus f,(eq))
s’appellent les cellules de X relatives & Y. On identifie éa avec son image dans X
par f,, et on appelle les ¢o les cellules ouvertes de X relatives a Y. Ce sont les
composantes connexes de X — Y. L’application 0f, = g, : e, — Y C X est
appelée Uapplication d’attachement de la cellule e, de X sur Y. Si n = 0, alors X
est (homéomorphe a) I’espace topologique somme disjointe de Y et de I’ensemble
d’indices A muni de la topologie discrete.

Rappelons qu’'un bouquet de spheres de dimen-
sion n indexées par I est un espace topologique
homéomorphe a 'espace

Vs~ (ITs) /-

el el

(muni de la topologie quotient de la topologie
somme disjointe), ou S; est une copie de la sphére
S,, pointée en un point base x;, et ~ la relation
d’équivalence engendrée par x; ~ x; pour tous 4, j.

La restriction de la projection canonique a chaque sphére .S; est un homéomorphisme
sur son image, par lequel on identifie S; et son image. A homéomorphisme prés, le
bouquet de sphéres ne dépend pas des points bases choisis.

Proposition 4.7 Si un espace topologique X est obtenu par recollement de cellules
de dimension n sur un espace topologique Y, alors le quotient X/(Y) de X par
la relation d’équivalence engendrée par x ~ y pour tous x,y dans Y est un espace
topologique discret si'Y est vide, et un bouquet de spheres de dimension n sinon.

Démonstration. C’est immédiat si Y est vide (auquel cas n = 0, X est un espace
topologique discret, et X/(Y) = X). Sinon, soit (€4)aeca une décomposition cellulaire
de X relative & Y. Soit ~,, la relation d’équivalence sur e, engendrée par x ~, y si
x,y € de,. Alors S, = e,/ ~q est homéomorphe & une sphére (voir aussi I'exemple
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(3) ci-dessous), que nous munissons du point base image de de,,. L’inclusion [],e, —
(I 4€e) 1Y induit clairement par passage au quotient un homéomorphisme

V Sa = ((1a€a) Ut 0 ¥) /(Y) - D

acA

Un espace topologique X muni d'une famille (X ),y de sous-espaces est un
CW-compleze si, en utilisant la convention que X1 = ),

1. X™ est obtenu par recollement de cellules de dimension n sur X ™1

2. X =U,en X (") et la topologie de X coincide avec topologie faible définie par
la famille (X ™), cx.

Voici quelques définitions et propriétés générales (immédiates) des CW-complexes.

Le sous-espace X ™ s’appelle le n-squelette de X. 11 est fermé dans X. Le 0-
squelette X est un espace discret.

Nous appellerons décomposition cellulaire de X la donnée pour tout n € N d’une
décomposition cellulaire de X ™ relative & X1 Elle est le plus souvent fixée et
sous-entendue, les propriétés qui suivent des CW-complexes n’en dépendent pas. Les
cellules, cellules ouvertes, applications caractéristiques, applications d’attachement
de (la décomposition cellulaire fixée de) X sont celles des X ™ relatives aux X ™1,
L’ensemble X est réunion disjointe de ses cellules ouvertes (qui sont les composantes
connexes des X™ — X1 Attention, les (images par les applications caractéris-
tiques des) cellules de X sont des fermés de X, mais les cellules ouvertes ne sont pas
forcément des ouverts de X. Une cellule de X de dimension 0 est appelée un sommet
de X. Une cellule (resp. cellule ouverte) de X de dimension 1 est appelée une aréte
(resp. aréte ouverte) de X. La frontiére d’une aréte ouverte est formée d'un ou de
deux sommets de X, appelés les extrémités de 'aréte.

La topologie de X est la topologie faible définie par la famille de ses cellules.

La dimension de X est la borne supérieure des dimensions de ses cellules ouvertes
(ce qui est bien défini par le théoréme d’invariance du domaine 1.1). Un graphe
(topologique) est un CW-complexe de dimension < 1.

Le CW-complexe X est fini s’il n’a qu'un nombre fini de cellules ouvertes. Il est
alors de dimension finie. La seconde condition des CW-complexes est automatique-
ment vérifiée si le CW-complexe est fini, comme ce sera le cas dans la plupart des
exemples qui suivent.

Un sous-CW-complexe de X est un sous-espace topologique Y de X, tel que si
Y = XM Y alors Y muni de la famille (Y™),cy est un CW-complexe. Il faut
et il suffit pour cela que Y soit union de cellules ouvertes de X dont I’adhérence est
contenue dans Y. Par exemple, X est un sous-CW-complexe de X de dimension
<k.

Si X et Y sont des CW-complexes, une application continue de X dans Y est
dite cellulaire si elle envoie le n-squelette de X dans le n-squelette de Y pour tout
n € N.
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I1 découle par récurrence de 'exercice E.A.109 qu'un CW-complexe de dimension
finie est normal, donc séparé (voir aussi la proposition 4.8). En particulier, les cellules
de X sont des compacts de X. Un CW-complexe fini est donc compact.

Exemples : (1) Le tore T? admet une structure de CW-complexe ayant une 0-
cellule, deux 1-cellules et une 2-cellule.

nfe

En effet, T? est homéomorphe & l'espace topologique quotient du carré unité
[0, 1] x [0, 1] par la relation d’équivalence engendrée par (1,¢) ~ (0,t) et (¢,1) ~ (¢,0).
La 0-cellule est 'image de (0, 0), les deux 1-cellules sont les applications de [0, 1] dans
T? obtenues par passage au quotient des applications ¢ — (£,0) et t — (0,1), et la
2-cellule est la projection canonique [0, 1] x [0, 1] — T2,

(2) La bouteille de Klein Ky admet une structure de CW-complexe ayant aussi
un sommet, deux arétes et une 2-cellule.

o=

En effet, Ky est homéomorphe & I'espace topologique quotient du carré unité
[0,1] x [0, 1] par la relation d’équivalence engendrée par (1,t) ~ (0,1 —1¢) et (¢,1) ~
(¢,0). La O-cellule est I'image de (0,0), les deux 1-cellules sont les (images des)
applications de [0,1] dans K, obtenues par passage au quotient des applications
t — (t,0) et t — (0,t), et la 2-cellule est (I'image de) la projection canonique
0,1] x [0,1] — K.

Les 1-squelettes de Ky et de T? sont naturellement homéomorphes, mais 1’ap-
plication d’attachement de la 2-cellule de Ky n’est pas homotope a I'application
d’attachement de la 2-cellule de T2.

(3) Pour n > 0, la sphére S, admet une struc-
ture de CW-complexe fini ayant exactement un som-
met N et une n-cellule, avec application d’attachement N
fn @ Spo1 = 0B, — {N} lapplication constante si
n > 1, et I'application vide si n = 0. Plus générale-
ment, un bouquet de sphéres pointées de dimension n,
indexées par un ensemble S, admet une structure de
CW-complexe, avec un sommet et Card(S) cellules de
dimension n, dont les applications d’attachements sont
les applications constantes sur le sommet.
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(4) Soit P un 4g-gone euclidien, de bord orienté dans le sens trigonométrique, et
dont les arétes consécutives sont notées aq, by, @y, by, ... , Qg bg,a_g,b_g, et paramétrées
de maniére affine et préservant l'orientation par l'intervalle [0,1]. La surface X,
orientable connexe compacte de genre g > 1 est homéomorphe au quotient de P par
la relation d’équivalence engendrée par la relation identifiant le point de coordonnée
t sur I'aréte a; (resp. b;) avec le point de coordonnée 1 — ¢ sur I'aréte @ (resp. b;).
Elle admet donc une structure de CW-complexe fini ayant un sommet, 2g arétes et
une 2-cellule.

(5) Comme 'espace projectif réel P, .1 (R) s’obtient par attachement de la cellule
B, +1 de dimension n + 1 sur P,(R) par I'application d’attachement f,.1 : S, =
0B,+1 — P,(R) qui est la projection canonique, et puisque Py(R) est un singleton,
nous en déduisons que P, (R) admet une structure de CW-complexe fini ayant une
k-cellule pour tout k = 0, ..., n, dont le k-squelette est Px(R), telle que l'application
d’attachement de la (k + 1)-cellule sur le k-squelette soit la projection canonique
fk+1 : Sk = 8]Bk+1 — ]P)k(R)

Py(R) non plongé dans R?

(6) Comme l'espace projectif complexe P, ;(C) s’obtient par attachement de
la cellule By, o de dimension 2n + 2 sur P,(C) par I'application d’attachement
frt1 @ Sopy1 = 0Bgyia — P (C) qui est la projection canonique, et puisque Py(C)
est un singleton, nous en déduisons que P, (C) admet une structure de CW-complexe
fini ayant une 2k-cellule pour tout & = 0, ..., n, dont le 2k-squelette et le (2k + 1)-
squelette sont Py (C), telle que l'application d’attachement de la (2k + 2)-cellule sur
le (2k + 1)-squelette soit la projection canonique fri1 @ Sopr1 = OBogio — Pr(C).
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(7) L’ensemble Poo(R) = (J,,cpy Pn(R), muni de la famille de parties (P, (R)),en et
de la topologie faible qu’elle définit, est un CW-complexe infini, ayant exactement
une cellule en chaque dimension. L’ensemble Py (C) = (J, oy Pn(C), muni de la

famille de parties (P,(C)),en et de la topologie faible qu’elle définie, est un CW-
complexe infini, ayant exactement une cellule en chaque dimension paire.

Exercice E.39 Pour tout CW-complexe B, et tout revétement p : X — B, [’espace
X admet une et une seule structure de CW-complexe telle que l’application p soit
cellulaire.

4.4 Groupe fondamental des CW-complexes

Nous donnons ci-dessous quelques propriétés de la topologie et du groupe fonda-
mental des CW-complexes.

Proposition 4.8 Tout CW-complexe est séparé et localement contractile (donc lo-
calement connexe par arc, et semi-localement simplement conneze).

Démonstration. Pour montrer qu'un CW-complexe X est localement contractile,
il suffit de montrer que pour tout x dans X, pour tout entier n > ng assez grand et
pour tout voisinage V' de z, il existe un voisinage ouvert V, de 2 dans X contenu
dans V', tel que V,, = V.1 N X et une homotopie h,, : V,, x [0,1] — V;, entre
I’application constante en x et I’application identité, telle que hnﬂ‘vnx[m} = h,. En
effet, Vo, = U@no V,, est alors un ouvert de X contenu dans V' et contenant x, qui
est contractile, car 'application h : V, x [0,1] — V., définie par h(z,s) = h,(z,s)
si x € V,, est une homotopie entre 'application identité de V,, et I'application
constante en x.

Fixons une décomposition cellulaire de X. Soit e la cellule ouverte de X conte-
nant x, et ny sa dimension. Notons V,,, une boule dans e centrée en z et de rayon
suffisamment petit pour que V,,, C V. Puisque V,,, est contractile, il existe une ho-
motopie hg : Vj,, x [0, 1] — V,,, entre 'application constante en z et I'identité de V.
Supposons V,, et h,, construits pour un n > ng. Soient (e;); la famille des cellules de
dimension n+ 1 de X, et f; : ¢, = X 'application caractéristique de e;. Il existe un
homéomorphisme entre de; x [0, 1] et un voisinage de de; dans e;, et nous identifions
ce voisinage et de; x [0, 1] par cet homéomorphisme.

(file) V) C X(+D

Soit ¢ € ]0,1[ tel que U; =
Of)*(V,)) x [0, € fi7(V). Pour
tout i, pour (y,t) € U; — (0f;)"*(V,) o
et s € [0,1], posons h,1(fi(y,t),s) =
Fihnl@Fi(y), 5),51) ot hoor(z5) =
ho(z,8) si z € X™ N f;(U;). Posons ofi(y)
VnJrl = Vn U (Uz fz(Uz>> Alors Vn+1 et /

h,.1 conviennent. Vi



Nous avons déja vu que le n-squelette de X est séparé pour tout n. Si z et 2’ sont
deux points distincts de X, alors pour un n assez grand, ce sont deux points distincts
de X™. En prenant pour Vp, V] des boules ouvertes disjointes dans les cellules

o

o . . P :
ouvertes e, ¢/ contenant x, x’ respectivement, la construction précédente fournit des
voisinages ouverts disjoints V, et V. de x et 2’ respectivement. 0

Exercice E.40 Pour tout CW-compleze X, il existe pour tout sous-CW-complexe
K un voisinage V(K) de K muni d’une rétraction par déformation forte sur K, de
sorte que V(K)NV(K') = V(K N K') pour tous sous-CW-complezes K, K' et si
K C K, la restriction a V(K) de la rétraction de V(K') sur K’ coincide avec la
rétraction de V(K) sur K.

En particulier, le théoréeme de van Kampen implique que

Corollaire 4.9 Soient X un CW-complexe, et K et Ky deux sous-CW-complezes
connexes, de réunion X, tels que Ky = K1 N Ky soit connexe. Pour tout x € Ky,
I’application canonique

7T1<K1,I‘) *m1 (Ko,x) 7T1<K2,.T) — 7T1(X, SL’)
est un isomorphisme. ]

Proposition 4.10 Un compact d’'un CW-complexe X ne rencontre qu’un nombre
fini de cellules ouvertes de X. En particulier, il est contenu dans la réunion d’un
nombre fini de cellules de X .

En particulier, un CW-complexe compact est fini. L'image de tout compact par
une application continue a valeurs dans X est compacte car X est séparé, et donc
contenue dans un sous-CW-complexe fini.

Démonstration. Si K est un compact d'un CW-complexe X, comme (X —X ™),
est un recouvrement ouvert décroissant de K, il existe n € N tel que K ¢ X™. Nous
pouvons donc supposer que X est de dimension finie, et on raisonne par récurrence
sur la dimension n de X. Si n = 0, alors X est discret, donc le résultat est vrai.
Supposons le résultat vrai pour n, et soit K un compact d’'un CW-complexe X de
dimension n+1. Alors KNX ™ est un compact, donc ne rencontre qu’un nombre fini
de cellules ouvertes de X . Supposons par l'absurde que K rencontre un nombre
infini de cellules ouvertes (deux a deux distinctes donc disjointes) ¢; de dimension n+
1. Identifions chacune de ces cellules avec B,, —S,,_1, muni de la distance euclidienne,

o d(0,z). Soient V; = {z € e; : d(0,z) < HTT}7 W; = {z ¢

rzeKNe;
i d0,2) <r}etlU=X— U,en Wi- Alors U est un ouvert de X par définition de
la topologie faible, et {U} U {V;}ien est un recouvrement ouvert de X, dont aucun
sous-recouvrement fini ne recouvre K, contradiction. O]

et notons r; = min

Le résultat suivant dit en particulier que le calcul du groupe fondamental d’un
CW-complexe se raméne au calcul du groupe fondamental de ses sous-complexes
finis.
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Proposition 4.11 Soient X un CW-compleze, x € X, et (K;);csr une famille, stable
par union finie et recouvrant X, de sous-C'W-complexes de X contenant x. Consideé-
rons la famille inductive de groupes, indexée par I, définie par G; = m(K;, z), et Fj;
est vide si K; n'est pas contenu dans K;, et Fi; = {fi;} sinon, ou f;; : G; — G; est
Uapplication induite sur les groupes fondamentauz par Uinclusion K; — K;. Alors
le morphisme canonique li_r)n G; — m (X, z) est un isomorphisme.

Démonstration. La propriété universelle des limites inductives appliquée au groupe
H = m (X, z) muni des morphismes de groupes h; : G; — H induits par 'inclusion
K; — X, qui vérifient bien h;o f;; = h; si K; C Kj, donne un morphisme canonique
o li_1>n Gi — m (X, z). Comme (K;);er recouvre X et est stable par union finie, tout

sous-CW-complexe fini est contenu dans un K;. Comme tout lacet de m (X, z) est
contenu dans un sous-CW-complexe fini, le morphisme de groupes ¢ est surjectif.
Comme l'image de toute homotopie entre deux lacets de X est contenue dans un
sous-CW-complexe fini, le morphisme de groupe ¢ est injectif. 0

En appliquant la proposition précédente a la famille des parties (X™), ¢y, on
obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.12 Si X est un CW-compleze et x un sommet de X, alors m (X, ) ~
lim 71 (X @ ). O
—

Groupe fondamental des graphes

Exercice E.41 Montrer que pour un graphe connexe X, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. X, privé de nimporte quelle aréte ouverte, est non connexe,
2. X ne contient aucun plongement du cercle Sy,
3. X est simplement connexe,

4. X est contractile.
Un graphe connexe vérifiant 1'une de ces propriétés est appelé un arbre.

Exercice E.42 Soient S un ensemble, et (S;);c; une famille de parties finies de S,
recouvrant S, et stable par union finie. Alors le morphisme canonique lim L(S;) —
_)

L(S) est un isomorphisme.
Proposition 4.13 Le groupe fondamental d’un graphe connexe est un groupe libre.

Démonstration. Soient X un graphe connexe et z un sommet de X. Par la pro-
position 4.11 appliquée a la famille des sous-graphes finis de X contenant x, et par
Iexercice E.42, il suffit de montrer le résultat si X est fini.
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Soient C' un sous-CW-complexe de X homéomorphe au cercle, ¢ une aréte ouverte
contenue dans C' et x un sommet de C'. Si un tel C n’existe pas, alors par I'exercice
E.41, m (X, z) est trivial, donc libre. Nous avons m(C,z) ~ Z. Par le théoréme
de van Kampen pour les CW-complexes (corollaire 4.9) appliqué aux sous-CW-

o . . . o .
complexes C' et X — e, qui sont connexes et dont 'intersection C'— e est simplement
connexe, nous avons

(¢}
m(X,z) 2 m(X—e,x)xZ.

Comme X est fini, le résultat s’en déduit par récurrence. O

Graphe fini
de groupe fondamental

libre de rang 8

Exercice E.43 Soit X un graphe connexe fini. Appelons connectivité de X le plus
grand entier n tel qu’il existe des arétes ouvertes 21, ,én de X telles que X —J;_, e
soit connexe. Appelons caractéristique d’Euler de X le nombre x(X) = ng — ny
avec ng le nombre de sommets de X et ny le nombre d’arétes de X. Montrer que
c(X)=1—x(X) et que m X est un groupe libre de rang c(X).

Le résultat suivant redémontre en particulier ’existence d'un groupe libre en-
gendré par un ensemble S.

Corollaire 4.14 Si X est un bouquet de cercles indexés par S, alors il existe un
isomorphisme de groupes

m(X,z) ~ L(S). O

Groupe fondamental de CW-complexe et présentation de groupe

Exercice E.44 Un CW-complexe est conneze si et seulement si son 1-squelette est
connexe.

Les deux résultats suivants, que nous démontrerons simultanément, disent que
le groupe fondamental d’'un CW-complexe est porté par son 2-squelette, et que
le groupe fondamental d’'un CW-complexe est muni d’une présentation par toute
décomposition cellulaire de son 2-squelette.

Proposition 4.15 Si X est un CW-complexe conneze et x € X O alors Uinclusion
X® = X du 2-squelette de X dans X induit un isomorphisme de groupes

m(X® 2) ~ 1 (X, z) .
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Identifions S; avec le quotient [0,1]/(0 ~ 1), de sorte que si f : S — Z est
une application continue, alors f est considéré comme un lacet dans Z d’origine et
extrémité f(1). Soient X un CW-complexe connexe, et z un sommet de X. Fixons-
nous une décomposition cellulaire de X, et pour toute 2-cellule e, de X, notons
Go : Oeq — XU C X l'application d’attachement de e,. Pour tout «, notons r,
la classe d’homotopie (relativement extrémités) du lacet ¢ - g, - € en x, pour ¢ un
chemin fixé dans X" entre x et g,(1), aprés identification de Je, avec le cercle S;.
Remarquons que r, est bien déterminé a conjugaison et passage a l'inverse pres.

Proposition 4.16 Avec les notations précédentes, Uinclusion de XV — X induit
un 1somorphisme de groupes

({rata)\m (X, 2) = m(X,x) .

Comme m XM est un groupe libre, nous obtenons bien une présentation du
groupe fondamental de X.

Preuves des propositions 4.15 et 4.16. Montrons d’abord un résultat prélimi-
naire.

Soit X un CW-complexe connexe de dimension n > 2, obtenu par recollement
d’une cellule e de dimension n sur un CW-complexe Y de dimension n — 1, avec
application d’attachement f : de — Y. Comme OJe est connexe, 'espace Y est
connexe. Identifions e avec B,. Pour n = 2, si y € Y et si ¢ est un chemin de y
a f(1) dans Y, alors le sous-groupe distingué de 7 (Y, y) engendré par [c- f - €| ne
dépend pas du chemin ¢, nous le noterons (([f])).

Lemme 4.17 L’inclusion Y — X induit un isomorphisme m(Y,y) — m(X,y)
pour tout y dans Y sin > 3, et un isomorphisme ({[f]))\m(Y,y) = m(X,y) si
n=2.

Démonstration. Par les propriétés du changement de point base, il suffit de le
montrer pour y = f(1). Soit U = B(0, %) la boule de centre 'origine et de rayon %
dans B, —S,_; =€ C X. Soit V le complémentaire de ’adhérence de B(0, é) dans
X.SoitxeUNV.

UNV, £ DX\ v
e

Y

Alors U, V,UNV sont connexes, U est contractile, donc w1 (U, z) = {e}, et UNV
a le type d’homotopie de la sphére de dimension n — 1. Donc U NV est simplement
connexe si n > 3, et a le type d’homotopie du cercle si n = 2. Pour n = 2, soit
a le lacet en x dans U NV obtenu par un homéomorphisme du cercle de centre
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'origine passant par x avec le quotient [0, 1]/(0 ~ 1). Sa classe d’homotopie engendre
7T1(U N ‘/, l‘)

Par le théoréme de Van Kampen, l'inclusion V' — X induit un isomorphisme
m(V,z) ~ m(X,z) si n > 3, et un isomorphisme (([a]))\m (V,z) ~ m (X, z) si
n=2.

Comme V se rétracte par déformation forte sur Y, par une rétraction envoyant
le lacet o sur le lacet f, nous en déduisons que l'inclusion ¥ — X induit un iso-
morphisme 71 (Y, y) — m(X,y) pour tout y dans Y si n > 3, et un isomorphisme

(DN (Yo y) = m(X,y) sin =2 O

Maintenant, pour montrer les propositions 4.15 et 4.16, par le corollaire 4.12,
on peut supposer que X est de dimension finie n. On raisonne alors par récurrence
sur n. Si n < 1, les résultats sont clairs. Soit X un CW-complexe de dimension
n > 2. Le sous-groupe distingué engendré par une partie S d'un groupe H est la
limite inductive des sous-groupes distingués engendrés par les parties finies de S. En
appliquant la proposition 4.11 a la famille des sous-CW-complexes de X obtenus par
recollement d’un nombre fini de cellules de dimension n sur X"~ et par récurrence,
les résultats découlent alors du lemme précédent. O]

Exemple. Reprenons les structures de CW-complexes sur le tore T?, la bouteille de
Klein K, et la surface ¥, orientable compacte connexe de genre g, construites dans
la partie précédente, et appliquons la proposition 4.16.

(1) Le l-squelette du tore T? est un bouquet de deux cercles. Donc son groupe
fondamental est un groupe libre de rang deux. Si nous notons {a, b} sa partie géné-
ratrice correspondant aux deux cercles orientés, alors I’application d’attachement du
carré a ce bouquet de deux cercles envoie le bord du carré sur un lacet du bouquet
dont la classe d’homotopie est [a, b] = aba~'b~!. Nous retrouvons donc le fait que le
groupe fondamental du tore T? admet comme présentation

(a,b | [a,b] =1)

qui est une présentation du groupe Z x Z.

(2) Le 1-squelette de la bouteille de Klein Ky est un bouquet de deux cercles.
Donc son groupe fondamental est un groupe libre de rang deux. Si nous notons {a, b}
la partie génératrice correspondant aux deux cercles orientés, alors l'application
d’attachement du carré a ce bouquet de deux cercles envoie le bord du carré sur un
lacet du bouquet dont la classe d’homotopie est abab~!. Le groupe fondamental de
la bouteille de Klein Ky admet donc comme présentation (a,b | aba = b) ou encore
en posant © = ab et y = b~ !,

(z,y | 2y* =1).

(3) Le 1-squelette de la surface X, est un bouquet de 2g cercles, donc son groupe
fondamental est un groupe libre de rang 2g. Si nous notons {as,by, ..., a4, b,} la
partie génératrice correspondant aux 2g cercles orientés, alors I’application d’atta-
chement du 4g-gone sur ce bouquet de deux cercles envoie le bord du 4g-gone sur un
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lacet du bouquet dont la classe d’homotopie est a;bia; *by"... agbgaglbgl. Le groupe
fondamental de la surface >, admet donc comme présentation

<a1,b1, ,ag,bg | [al,bl]...[ag,bg] = 1> .

4.5 Applications des revétements a la théorie des groupes

Corollaire 4.18 (Théoreme de Schreier) Tout sous-groupe d’un groupe libre est
libre.

Démonstration. Soit H un sous-groupe du groupe libre L(.S) vu comme groupe
fondamental d’un bouquet de cercles B indexés par S (corollaire 4.14). Soit p : B —
B le revétement connexe de B associé & H (voir la partie 3.12). En particulier, ™ B
est isomorphe a H. Comme tout revétement d’un graphe est un graphe, nous en

déduisons que H est un groupe libre. O

Proposition 4.19 Pour tout groupe G muni d’une présentation (S, R), il existe un
CW-complexe pointé (X, x) de dimension 2, dont le 1-squelette est le bouquet de
Card(S) cercles, et ayant Card(R) cellules de dimension 2, et un isomorphisme

m(X,z) ~G .

Démonstration. Pour tout s dans S, soit S5 une copie du cercle S; = [0,1]/(0 ~
1), pointé en 1. Soit ¥ = \/ .o Ss le bouquet de cercles correspondant. Soit f; :
[0,1] — Y la projection canonique de [0,1] sur Sy C Y. Pour tout mot réduit
r = si'...s)" dans R, considérons un polygone régulier P,, de bord orienté, ayant
k cotés, paramétrés de maniére préservant 'orientation par [0, 1], et étiquetés dans
Iordre cyclique par s{', s5?, ..., si". Soit f, : 0P, — Y D'application qui en restriction
au coté étiqueté s;' vaut lapplication f, si ¢, = 1, et t — f;,(1 —t) sinon. Soit
X le CW-complexe, recollement des cellules P, sur le bouquet de cercle Y par les
application d’attachements f,., et soit x son unique sommet. Alors (X, z) convient
(et est appelé le 2-complexe de Cayley de la présentation (S, R)), par la proposition
4.16. (]

2-complexe de Dehn
de la présentation
(a,b| ab~taba™'b =1,aba"'b~1 = 1)
du groupe Z

Le résultat suivant découle des propositions 4.16 et 4.19.

Corollaire 4.20 Un groupe est de présentation finie si et seulement si c’est le
groupe fondamental d’un CW-complexe fini. U
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4.6 Autres exercices

Exercice E.45 Calculer le groupe fondamental du complémentaire de la réunion
de deux droites dans R? (distinguer les cas ot les droites sont confondues, sécantes
en un point, disjointes).

Exercice E.46 Pour i = 1,2, soit p; € N — {0}, soit B; une copie du disque
By, = {2z € C : |z|] <1}, soit S; une copie du cercle S; = {z € C : |z| = 1}
pointée en x; = 1. On identifie S; avec son image dans le bouquet de cercles S7V .Ss.
Soit f; : OB; — S; Iapplication z — 2P et soit X 1'espace topologique recollement
suivant

X = (31 HBQ) U1 f) (51 V 52) .

Montrer que X admet une structure de CW-complexe ayant un sommet, deux
arétes et deux 2-cellules. Calculer le groupe fondamental de X.

Exercice E.47 Cet exercice est la suite de I'exercice E.33 dont on reprend les no-
tations.

(6) Donner une présentation du groupe fondamental m(S; — K,b) (on pourra
considérer les sous-espaces K1 = {(z,w) € S§ : |z| < |w|} et Ky = {(z,w) € S§ :
2| = Jwl}).

Exercice E.48 Soit (G};);c; une famille de groupes, et pour tout 4, soit (X;, z;) un
CW-complexe connexe pointé (en un de ses sommets), muni d’un isomorphisme de
groupes o, : Gy — m(X;, ;). Soit (X, x) = \/,.;(Xj, z;) la somme connexe pointée
de la famille (X;, z;)er, avec §; : X; — X l'inclusion canonique.

Montrer que (71(X, x), ((5i)« © @;)iecr) est un produit libre de la famille (G;)e;.

Exercice E.49 (1) Soit ¢ : G; — G5 un morphisme de groupes, et pour i = 1,2,
soit (X, z;) un CW-complexe connexe pointé (en un de ses sommets), muni d’un
isomorphisme de groupes «; : G; — m(X;, z;). Montrer qu'’il existe une application
cellulaire f: X7 — Xy avec f(x1) = x4, telle que le diagramme suivant commute

G1 i> GQ
ap 1 ay

7T1(X17371) f—> 7T1(X2,56’2)-

(2) Soient A, B,C' trois groupes, i : C — A,j : C' — B deux morphismes de
groupes, X,Y,Z trois CW-complexes connexes pointés (en un de leur sommets),
f:7Z — Xeth:Z —Y deux applications cellulaires pointées telles que f, = 17
et hy = j. On note F' : Z x {—1,1} — (X 11Y) Papplication cellulaire définie par
F(z,—1) = f(2) et F(z,1) = h(z) pour tout z.

Montrer que le groupe fondamental du recollement

(Z x [-1,1)) Up (X 11Y)

de Z x [=1,1] sur (X11Y) par F (voir la partie A.2) est isomorphe & la somme
amalgamée A x¢ B.
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\\Z%{_l} i Z x {1}
T O
Z x [—1.1]

X Y

(3) Montrer que si (G, Fj;) est une famille inductive de groupes, alors il existe
un CW-complexe connexe pointé X dont le groupe fondamental est isomorphe a
—

Exercice E.50 Ce probléme est un exercice de synthése portant sur les trois pre-
miers chapitres de ce livre. Les différentes parties de ce probléme sont largement
indépendantes.

On rappelle que si X, Y sont deux espaces topologiques, si A est une partie de
X etsi f: A— Y est une application continue, alors on appelle espace topologique
obtenu par recollement de X sur'Y par f, et on note X Uy Y, I'espace topologique
quotient (X 11Y)/Z de I'espace topologique somme disjointe X [1Y par la relation
d’équivalence Z engendrée par la relation = ~ f(x) pour tout z € A.

Si X est un espace topologique, on note C'X l'espace topologique quotient
CX = (X x[0,1))/Z, avec Z la relation d’équivalence engendrée par (z,0) ~ (2/,0)
pour tous z, 2’ dans X. Pour ¢ € [0,1] et u € X, on notera [z, ] la classe de (z,1).

(1) Montrer que C'X est contractile.

(2) Montrer que I'application x — [z, 1] est un homéomorphisme sur son image.
Dans la suite de ce probléme, on identifie X et son image dans C'X par cette appli-
cation.

(3) Si f: X — Y est une application continue, montrer que 'application C'f :
CX — CY, définie par Cf([z,t]) = [f(x), ] est continue.

(4) Montrer que si X est compact, alors C'X aussi.

Pour n € N — {0}, on considére dans R? le compact R, qui est le rec-
tangle [—2,4n — 2] x [—2, 2] privé des disques ouverts de rayon 1 et de centre (4k,0)
pour k£ = 0,...,n — 1. On note A, 'espace topologique quotient de R,, par la rela-
tion d’équivalence engendrée par (z, —2) ~ (x,2) pour tout = dans [—2,4n — 2] et
(—=2,y) ~ (4n — 2,y) pour tout y dans [—2,2].

Calculer le groupe fondamental de A,,.

Soit E un ensemble fini, non vide, muni de la topologie discréte. Soit
o : F — E une bijection. (Pour n € N et f une application d’un ensemble dans
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lui-méme, on rappelle que f°* = fo fo...o f désigne la composée n-éme de f, avec

[0 =id.)
(1) Montrer que l'application

Zx (CExR) — (CE x R)
(n, (x,t)) = ((Co)(x),t+n)

est une action libre et propre du groupe discret Z sur C'E x R.

CEXR

(2) Si Q est I’espace topologique quotient 7\ ), calculer le groupe fondamen-

tal de €2.

(3) Montrer qu’il existe N € N — {0} tel que 092 posséde un nombre fini de
composantes connexes X, ..., 2y, chacune d’entre elles étant homéomorphe a un
cercle.

(4) Pour i = 1,..., N, on note D; une copie du disque unité fermé de R?, et on
choisit f; : 0D; =S; — ¥; un homéomorphisme. On note €2; 'espace topologique

(i Di) Ugppe g @

recollement des disques D; sur {2 par les applications f;. Calculer le groupe fonda-
mental de ;.

Application numérique : que vaut 7T1<Q/\1) si B =Z/nZeto:x— x+
1 mod n?

(5) On considére Ry, le rectangle privé de N disques, défini en I1. Soit 0, Ry C
Ry la réunion des bords de ces N disques, et ¢ : 0y Ry — 02 un homéomorphisme.
On note @ = Ry U, 2 l'espace topologique obtenu par recollement de Ry sur (2
par l'application ¢.

Montrer que €25 a le type d’homotopie d'un bouquet de N cercles.

(6) On considére I'espace topologique Sy, qui est la sphére S, privée de N disques
ouverts, d’adhérences deux & deux disjointes. On note dSy C Sy la réunion_des
bords de ces N disques, et ¢ : Sy — 02 un homéomorphisme. On note (3 =
Sn Uy, € lespace topologique obtenu par recollement de Sy sur €2 par I'application
SO' —

Calculer le groupe fondamental de €.

Application numérique : Pour p,q € N— {0}, on suppose que £ = {1,...,p+
q}, et que o est le produit de deux cycles (1,...,p)(p+1,...,p + q). Montrer que le
groupe 7 (€23) admet pour présentation (a,b | ab’a™! = b?) ou (a,b | abPa™t = b9).
(Un tel groupe s’appelle un groupe de Baumslag-Solitar.)

On considére le graphe orienté B de sommets x; pour j = 1,...,6 (entiers
modulo 6), ayant, pour tout i = 1,2, 3, une aréte étiquetée a de x9; & xeiy; et de
Toi11 & To;, et une aréte étiquetée b de xo; 11 & xo;40 et de To;10 & T9;11. On note B le
bouquet de deux cercles, orientés et étiquetés par a,b. On fixe un paramétrage par
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Iintervalle |0, 1[ de chaque aréte ouverte de B et de B. On considére I'application
continue p : B — B, envoyant les sommets de B sur le sommet zq de B, et envoyant,
par un homéomorphisme préservant les paramétrages donnés, chaque aréte de B sur
l'aréte de B ayant méme orientation et étiquette (voir dessin ci-dessous).

B

(1) Montrer que p : B — B est un revétement. Est-il galoisien? Quel est le
groupe I' des automorphismes de revétement de p?

(2) On fixe 7 : B — B un revétement universel de B. On note G le groupe des
automorphismes de revétements de 7, et 7' : B — ¢\? la projection canonique sur
I'espace topologique quotient ¢\”. Montrer qu’il existe un unique homéomorphisme

h: ¢\P — B tel que hon' = 7. Dans la suite, on identifie G\E et B par cet
homéomorphisme, et donc n’ avec 7.

(3) Montrer qu’il existe un revétement g : B — B et un morphisme surjectif de
groupes ¢ : G — ', uniques, tels que, pour tout g dans G, le diagramme suivant
commute :

(4) On note E I'ensemble des sommets de B, et Cy : CE — CFE 'application
induite (voir la question 1.3) par la restriction ¢, = ¢ (g)|r : E — E. Montrer que
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I’application N N
Gx(CExB) — (CExB)
(9, (z,9)) = (Ciyl2), 9(y))

est une action libre et propre du groupe discret G sur C'E X B.

(5) On note O l'espace topologique quotient ¢\“* xB Quel est le groupe fonda-
mental de ©7

(6) On note pry : E X B — B la seconde projection (z,y) — y. Montrer que pry
induit un revétement connexe ¢\"*? — B.

(7) Montrer que ¢\” *B ot B sont homéomorphes.

(8) Soit f un homéomorphisme de la partie B de C'B sur la partie ¢\” B de O,
On note © l'espace topologique obtenu par recollement de CB sur O par f.
Calculer le groupe fondamental de ©.

(9) Quels sont, a isomorphisme prés, les revétements connexes de © 7 Quels sont
ceux qui sont galoisiens ?

4.7 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.45 Soient D, D’ deux droites de R*. On note X =R?* — (DU D’), qui
est un ouvert connexe par arcs de R3.

(1) On suppose d’abord D, D" disjointes, et on calcule m; X par deux méthodes.

a) L’espace X, étant un ouvert connexe de R3, est localement connexe par arcs et
localement contractile. Soit A une perpendiculaire commune & D, D’. Soit P le plan
de R? contenant D et orthogonal & A et P’ le plan de R? contenant D’ et orthogonal
a A. Soit C' la composante connexe de R®> — P contenant D’ et C’ la composante
connexe de R? — P’ contenant D. Soit U = C' — D' et U' = C' — D. Alors U, U’ sont
des ouverts connexes de X. Comme P, P’ sont paralléles, I'intersection U N U’ est
convexe, donc connexe et contractile, donc w1 (U NU’) = {1}. Comme U se rétracte
par déformation forte (parallélement & D’) sur un demi-plan ouvert privé d’un point
(I'intersection avec U d’un plan perpendiculaire & D'), on a mU = Z. De méme
mU" = Z. Par le théoréme de van Kampen, on a donc

mX =mU *q wro mU =Zx*7Z

(un groupe libre de rang deux).

b) Si D et D’ sont paralléles, alors X se rétracte par déformation forte (paralléle-
ment & D) sur un plan P perpendiculaire a D privé des deux points x, y d'intersection
avec D, D'. Le groupe fondamental de P —{x, y} est un groupe libre de rang 2, donc

mX =7Zx 7.
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Si D et D’ ne sont pas paralléles, il existe un homéomorphisme entre X = R* — (DU
D) et Y =R3— (DU D") avec D" une droite disjointe et paralléle & D. Donc

mX =mY =7ZxZ.

(Par changement de coordonnées, on se raméne au cas ou, en notant (z,t) un point

de R? = C x R, la droite D a pour équations Im z = t = 0 et D’ pour équations
mt

Re z =0,t = 1. Alors (z,t) — (ze=,t) est un tel homéomorphisme.)

(2) On suppose maintenant D, D" sécantes en un point p. On considére la sphére
euclidienne S de centre p et de rayon 1, qui posséde quatre points d’intersection
w,x,y,z avec DU D'. Alors X se rétracte (radialement) par déformation forte sur
S —{w, x,y, z}. Par projection stéréographique, une sphére privée de quatre points
est homéomorphe au plan euclidien R? privé de trois points ¢, u,v. On a donc

mX =71 (S —{w,z,y,2}) =m(R? = {t,u,v}) =Z*Z+Z
(un groupe libre de rang trois).

Exercice E.46 Le bouquet de deux cercles Y = S; V Sy est un CW-complexe de
dimension 1, ayant un sommet et deux arétes. Par définition, X s’obtient par recolle-
ment de deux 2-cellules sur Y, donc X est un CW-complexe ayant un sommet, deux
arétes et deux 2-cellules. Les applications fi, fo étant les applications d’attachement
des 2-cellules sur le 1-squelette Y de X, le groupe fondamental du CW-complexe
connexe X de dimension 2 est, en notant ¢ un générateur de m (0B;) = m(0B2) = Z,

mX = (((f1)«(¢), (f2)«(c)))\mY .

Comme mY est un groupe libre a deux générateurs x,y, avec (f1).(c) = =z,
(f2)«(c) = yP*, le groupe m X admet pour présentation (x,y | 2P* = 1,yP> = 1).
Donc

mX =Z/pZ 7] pZ .

Exercice E.47 (6) L’espace K7 = {(z,w) € S§ : |z| < |w|} est homéomorphe &

B, x S; par I'application (z,w) + (2, W) En effet, si (z,w) € K;, alors w est non
nul ; de plus, 'inverse est

))_)( \/ﬁuv \/ﬁv
u, v ,
VI ul? 1+ uf?

qui est continu. La rétraction par déformation forte r : By x S; — {0} x Sy, induite
par la rétraction radiale du disque By sur son centre, induit une rétraction par
déformation forte (z,w) — (0, %) de Kj = K1 N (S — K) sur le cercle {0} x S;. En

? Juwl

( )

particulier m (K}) = Z.
De méme, 'application K, = K>oN(S;—K) — S;x{0} définie par (z, w) — é, 0)
est une rétraction par déformation forte sur un cercle. En particulier 7 (K}) = Z.
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L’intersection K N K5 est I'ensemble des (z,w) tels que |z| = |w| = 1. L’appli-
cation (z,w) (5)—32, ) est un homéomorphisme de K; N K, sur S; X S; qui envoie
K sur le cercle {1} x S;. Donc K N K} est homéomorphe au tore S; x S; privé du
cercle {1} x Sy. En particulier m (K] N K}) = Z, l'inclusion K] N K} — K/ induit
sur les groupes fondamentaux 'application Z — Z qui est la multiplication par 3, et
I'inclusion K| N K — K induit sur les groupes fondamentaux 'application Z — Z
qui est la multiplication par 2.

Comme Kj, K, K] N K} sont connexes par arcs, avec Kj U K}, = S} — K et
puisque K7, K} sont des rétractes par déformation forte de voisinages dans S — K,
on en déduit par le théoréme de van Kampen, pour tout b dans K| N K), par exemple

b= (-1,1), que

m (S — K, b) = m1 (K1, b) %y 10y 0) T1 (K5, b) = (z,y | 2° =97 .

Exercice E.50 (1) Soit uy = [x,0] (qui ne dépend pas de z € X). Soit
B (X x[0,1]) x [0,1] — (X x [0,1]) Iapplication h((z,t),s) = (x,st). Elle est
continue, et envoie pour s fixé classes d’équivalences sur classes d’équivalences, donc
passe au quotient en une application continue h : CX x [0,1] — CX telle que
h(y,0) = ug et h(y,1) =y pour tout y € CX. Donc CX est contractile.

Dans la suite nous appelerons CX le cone de base X, et ug son sommet.

(2) L’application 2 — [x, 1] est continue, comme composée de deux applications
continues. Elle est injective par définition de la relation d’équivalence. Son applica-
tion réciproque [z, 1] — x est continue, car elle est obtenue par passage au quotient
de l'application continue (x,1) — .

(3) L’application (z,t) — (f(z),t) est continue et envoie classes d’équivalences
sur classes d’équivalences, donc passe au quotient en une application continue, qui
est C'f.

(4) Si X est séparé, alors CX 'est aussi. En effet, soient [z, ], [2, '] deux points
distincts de CX. Sit < t/, soit u tel que t < u < t'. Alors {(y,s) € X x[0,1] | s <u}
et {(y,s) € X x[0,1] | s> u} sont deux ouverts saturés disjoints de X x [0, 1],
contenant respectivement (z,t) et (2/,t'). Sit =t/ alors t # 0 et x # a'; si U, U’
sont deux ouverts de X disjoints contenant z, z’ respectivement, et si e € ]0, ¢[, alors
Ux(Jt—e, t+€[N[0,1]) et U' x (Jt—e, t+€[N[0, 1]) sont deux ouverts saturés disjoints,
contenant (x,t), (2/,t) respectivement. Donc C'X est séparé.

Si X est compact, alors CX est séparé et X x [0, 1] est compact. Comme la
projection canonique est continue, C'X est compact.
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Considérons le sous-espace R/ de R,, réunion de [—2,4n — 2] x {—2, 42},
de {—2,4n — 2} x [-2,42], et de {4k — 2} x [-2,+2] pour k = 1,...,n — 1. Un
carré privé d’un disque ouvert de centre le centre du carré, et contenu dans ce carré,
se rétracte par déformation forte (radialement) sur le bord du carré. Donc %, se
rétracte par déformation forte sur R),.

Notons A/, T'espace topologique quotient de R! par la relation d’équivalence en-
gendrée par (x,—2) ~ (x,2) pour tout x dans [—2,4n — 2] et (—2,y) ~ (4n — 2,y)
pour tout y dans [—2,2]. Comme la rétraction de R,, sur R/, est compatible avec les
relations d’équivalences, 'espace A,, se rétracte par déformation forte sur A!. Or
Al est homéomorphe & un graphe, composé d’un bouquet de deux cercles ¢, ¢ cor-
respondant aux segments verticaux {—2,4n—2} x [—2, 42| et horizontaux [—2,4n —
2] x {—2, 42} respectivement de R/, et de n — 1 cercles ¢y, ..., ¢,_1 (correspondant
aux segments verticaux {4k — 2} x [—2,4+2] pour k = 1,...,n — 1), qui sont recollés
en un point sur ¢’. Donc A/, a le méme type d’homotopie qu'un bouquet de n + 1
cercles. Par conséquent, m1(A,) = Z x Z * ... * Z est un groupe libre de rang n + 1.

IIT| (1) Comme F est discret et fini, il est compact. Donc C'E est compact,
donc CE x R est localement compact. Si n(x,t) = (z,t), alors en regardant les
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deuxiémes composantes, on a t = t+n, donc n = 0. Donc I'action est libre. Si K est
un compact de CE xR, il existe N € N tel que K C CE x [N, N]. Si [n| > 2N +1,
alors nK N K est vide. Donc l'action est propre.

(2) Les espaces C'E et R sont contractiles, donc leur produit CE x R aussi.
Comme CE x R est localement compact et Z agit librement et proprement sur
CFE x R, le groupe fondamental du quotient €2 est donc isomorphe a Z.

Voici autre maniére de voir cela, qui sera utile pour la suite. En considérant
la rétraction par déformation forte du cone C'E sur son sommet u construite en
[.1, Pespace CE x R se rétracte par déformation forte sur {ug} x R, de maniére
équivariante pour 'action de Z. L’espace €2 se rétracte donc par déformation forte
sur le cercle ag = Z\({up} x R).

(3) Comme FE est discret, I'espace E xR posséde Card(F) composantes connexes,
qui sont homéomorphes & R. Comme l'image par une application continue d’un
espace connexe est connexe, ’espace 0f) posséde un nombre fini de composantes
connexes.

0 gl 0 EN
d I I *— ® P
< [ R [
= e . p
0 RN | Y
/ 0
El x R OI ®
EN x R
Plus précisément, la permutation o de E est un produit de cycles o1, ...,0n5 de

longueur ¢1,..0y € {1,...,Card(F)} dont les supports Ej, ..., Ey sont deux a deux
disjoints. Chaque partie F; X R est préservée par I'action de Z, et son quotient est un
cercle ¥; de longueur /;. De plus, comme F est une partie finie discréte de C'E, les
cercles ¥; ont des voisinages deux a deux disjoints. Donc les ¥; sont les composantes
connexes de 0f).

(4) L’espace 2 est compact. En effet, il est séparé, car quotient d'un espace
localement compact par une action propre et libre d’'un groupe discret, et c’est
I'image du compact C'E x [0, 1] par la projection canonique (C'E x R) — €2, qui est
continue. Les espaces () et HfV:1Dz‘ sont compacts, donc normaux. Le sous-espace
11Y,0D; est fermé dans 11, D;. Par un exercice bien connu, le recollement §/Z\1 est
normal, donc séparé.

Comme les f; sont des homéomorphismes, la restriction de la projection cano-
nique a D; est continue, injective, donc est un homéomorphisme sur son image, car
D; est compact et {); est séparé. Dans la suite, on identifie donc D; avec son image

dans €2;.
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En particulier, l’intérlgur U, de Dy est un ouvert connexe par arcs de §/Z\1 Le
complémentaire V' dans 2; de l'origine de D; est aussi un ouvert connexe par arcs
de 2. L’intersection U NV, qui est D; privé de son origine, est aussi connexe par
arcs. On fixe un point base dans U NV Par le théoreme de van Kampen, on a donc
() = 11 (U) #z,wnvymi (V). Or U est contractile, et V' se rétracte par déformation
forte sur (/2\1 privé de l'intérieur de D;.

Notons £’ = E— E;. Le sous-espace CE' xR de C'E' X R est préservé par I’action
de Z. Notons € son image dans 2, et §/271 I’espace obtenu par recollement sur €' des
disques D; par les applications f; pour ¢ = 2,..., N. En utilisant la rétraction par
déformation forte du cone CFE, sur son sommet, on voit que V' se rétracte par
déformation forte sur €2].

Supposons par récurrence (sur N, avec conventions évidentes pour N = 0) que
le groupe m(QA’l) admette pour présentation (z | 22 = 2% = ... = 2~ = 1), de sorte
que z soit la classe d’homotopie du lacet image du cercle o dans S/fl (comme 7T1(S/271)
est abélien, il n’y a pas de probléme de point base). Comme la classe d’homotopie
du lacet ¥ est &, fois celle de ap, le théoréme de van Kampen nous dit que
71(€;) admet pour présentation (x | 2% = 22 = 2% = ... = 2% = 1). Notons
0 =pged{ly,...,lx}. Alors 71'1(9/\1) =7Z/lL.

Pour 'application numérique, on a N = 1, ¢ = ¢; = n, donc m(S/Z\l) =7Z/nZ.

Les questions (5) et (6) ne sont pas corrigées.
(1) Par construction, p est un homéomorphisme local et la préimage de
chaque point est de cardinal 6. Donc p est un revétement.
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Le groupe diédral Dg d’ordre 6 est isomorphe au groupe défini par la présen-
tation (o, 8 | @* = B2 = (afB)® = 1). On note encore «, 3 les éléments de Dg
correspondants. Considérons 'action (par homéomorphismes) du groupe libre en-
gendré par «, § avec o permutant chacun des couples de sommets {z1, g}, {22, x3},
{z4, x5}, ainsi que le couple d’arétes entre chacun de ces couples de sommets, et /3
permutant chacun des couples de sommets {x1, 22}, {r3, x4}, {75, 6}, ainsi que le
couple d’arétes entre chacun de ces couples de sommets, (de maniére & préserver les
paramétrages des arétes.) Alors par construction, cette action passe au quotient en
une action de Dg, de sorte que ’homéomorphisme f de B correspondant a chaque
élément de Dg vérifie po f = p. Donc le groupe des automorphismes du revétement
p : B — B contient le groupe Dg. Comme celui-ci agit transitivement sur la fibre
au-dessus du point commun by aux deux cercles de B, on en déduit que le revétement
est galoisien.

Comme tout automorphisme de revétement qui fixe un point est 'identité (car
B est connexe), on en déduit que le groupe des automorphismes de p est D.

(2) Puisque G préserve les fibres de p, 'homéomorphisme local p : B— B passe
au quotient en un homéomorphisme local b : ¢\? — B (vérifiant donc ho 7’ = 7).
Comme tout revétement universel est galoisien, G agit transitivement sur les fibres,
donc la préimage de chaque point est 1. Comme les espaces sont séparés et par un
résultat du cours, tout homéomorphisme local & un feuillet est un homéomorphisme.

(3) L’espace B est connexe par arcs, séparé et localement contractile (donc en
particulier admet bien un revétement universel). On a identifié B et ¢\?, de sorte
que 7 : B— B= c\? soit la projection canonique. Par le théoréme de classification
des revétements, il existe un sous-groupe H de G, tel que le revétement y\? — B
soit isomorphe au revétement p : B — B. En identifiant ces deux revétements par
un tel isomorphisme, et en notant ¢ : B — H\B la projection canonique, on a alors
poq=m. Comme p est galoisien, le sous-groupe H est distingué. -

De plus, pour tout g € G, il existe une unique application ¢ (g) : zF\®? = B —
H\B B tel que le diagramme suivant commute :

B % B
g4 lq
H\E M H\E

Il suffit de poser ¥(Hz) = Hgz, ce qui ne dépend pas du choix de x, car H est
distingué. Il est immédiat que ¥ (g) est un automorphismes de revétement de p, et
que g — 1(g) est un morphisme de groupes (car 1(g) o ¥ (h) et (g o h) coincident
sur H\]§ ).
Soit h : B - B un automorphisme de revétement de p. Soit x € Beta €
“L(hog(z)). Comme B est localement connexe par arcs et simplement connexe, le
theorme du relevement dit qu’il existe une unique application continue g : B— B
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telle que g(z) = 2’ et que le diagramme suivant commute

B
g/ lq
B M B

En considérant le relevé g’ de h™! o ¢ par le revétement ¢ tel que ¢'(z') = x, comme
gg' est un morphisme de revétement fixant un point, et que B est connexe, on en
déduit que g est un automorphisme de revétement de 7.

(4) Comme G agit librement et proprement B, et comme C'E est compact, les
mémes arguments qu’en III.1 montrent que G agit librement et proprement sur
CFE x B. N

(5) Comme en II1.2, les espaces C'E et B sont simplement connexes, donc leur
produit C'E x B aussi. Comme C'FE x B est localement compact et G agit librement
et proprement sur C'E x B, le groupe fondamental du quotient © est donc isomorphe
aG.

(6) Comme G agit par y — ¢(y) sur la seconde composante, I'application continue
pro passe au quotient en une application continue ¢\?*? — B. Comme F est discret,
cette application est un homéomorphisme local. Comme 1 est surjective, et I' agit
transitivement sur F, 'espace ¢\"*P est connexe. Le cardinal de chaque fibre est
égal au cardinal de E, donc est constant non vide. Donc 'application ¢\**? — B
est un revétement. B

(7) Les revetements ¢\*? — B et B — B sont connexes et localement connexes
par arcs, et les fibres au-dessus de xq sont (B, x¢)-équivariament isomorphes. Donc
ces revétements sont isomorphes.
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E — G\Exé

B— G\{uo}xé

(8) On reprend des arguments similaires a ceux de I11.4. Notons U 'image dans
(E) de CB— B, qui est ouverte, et connexe par arcs. Notons V' le complémentaire dans
O de I'image du sommet uj, du cone C'B, qui est ouvert et connexe par arcs. Par le
théoréme de van Kampen, comme U est contractile et U NV connexe par arcs, si b
est un point base dans U NV, alors (0, b) est isomorphe au quotient de (V) b)
par le sous-groupe distingué engendré par l'image de m (U NV, b). L’espace V' se
rétracte par déformation forte sur le bouquet de deux cercles ¢\{“}*5 ~ B (avec
ug le sommet du cone C'E). Une petite inspection des lacets tués montre que Wl(é)
admet pour présentation (o, 8 | o = 2 = (a8)® = 1), donc m;(O) est isomorphe
au groupe diédral Dg.

(9) Non corrigé.
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5 Homologie singuliére

Avant tout, voici une petite bibliographie légérement commentée, ces commen-
taires ne réflétant bien stir que les gotits partiaux de l'auteur.

5.1

e Références élémentaires et pédagogiques : [GH] pour I'homologie et la cohomo-

logie singuliére (définition, vérification des axiomes, caractéristique d’Euler-
Poincaré, orientation, cup et cap produit, dualité de Poincaré) et [God| pour
la cohomologie de de Rham (définition, vérification des axiomes, inégalités de
Morse, formule de Kiinneth, dualité par la théorie de Hodge).

e Le pavé : [Spa|, un livre de référence, mais pas forcément d’apprentissage.
e Des références historiques : pour les amateurs de préhistoire, voir [Pon|; on

peut jeter un ceil aux chapitres fondateurs de [Poi| sur I'analysis situs et ses

compléments, c’est bien beau; 'introduction de [Die2]| est absolument a lire,

le reste de [Die2] est presque aussi complet que [Spa] et presque aussi difficile

a lire; pour les origines de la cohomologie de de Rham, voir [DeR], pour les

fondements axiomatiques de ’homologie, voir [ES, CE].

Des références pour tous les gofits :

— |Vic| pour 'homologie singuliére (définition, vérification des axiomes, CW-
complexes, théoréme des coefficients universels, formule de Kiinneth, cup
et cap produit, dualité de Poincaré, applications).

— Sont vraiment pas mal non plus [Bre, Wall.

— Voir [FFG]| pour les aspects plus homotopiques et les magnifiques dessins
ésotériques.

— En vrac : |[BT| trés complet sur la cohomologie de de Rham et de Céch ;
[DNF]| pour comprendre les choses de maniére géométrique, a la russe.
Enfin, et non des moindres, je recommande particuliérement le livre [Hat],
qui couvre le contenu de tout ce cours. Suite & un arrangement de l'auteur
avec son éditeur, il est possible de télécharger le livre a I'adresse

http ://www.math.cornell.edu/~hatcher

Un peu d’algébre homologique

Nous renvoyons par exemple a [Spa, ES, CE| pour des compléments d’algébre
homologique.

Soit A un anneau commutatif unitaire. Par module, nous entendons module sur
A. Rappelons que les modules sur 'anneau Z sont les groupes abéliens, et les modules
sur un corps sont les espaces vectoriels sur ce corps. Rappelons qu’une suite finie ou
infinie de morphismes de modules

n fn
e My T My I M —

est exacte si ker f,,1 = im f, pour tout n tel que f, 1 et f, sont définis.

Complexes de chaines et homologie de complexes de chaines
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Un compleze de chaines C' = (Cy,0,) est une suite de modules (C,)nen et de
morphismes de modules (0,11 : Chi1 — Cp)nen tels que 0, 0 9,41 = 0 pour tout
entier n :

Cosl L Lo Lo,

Nous poserons souvent par convention C'_; = 0 et dy = 0. Nous noterons par abus
0 = 0, lorsque l'indice n est sous-entendu. Nous appellerons les 9, les morphismes
de bord (ou opérateurs bords) de C'.

Un morphisme de complezes de chaines ¢ : C' — D est une suite de morphismes
de modules (¢,, : C), = Dy)nen telle que ¢y, 0 9y p1 = Opy1 © Gnp1 pour tout entier n,
ou autrement dit tel que le diagramme suivant commute :

o < o & &2oo, & oo &
\l/¢>0 \l/¢>1 oo \l/¢>n— 1 \l/gbn

) ) ) d a
Dy <+— D; <+— «~— D, 1 +— D, <+—

Si C' est un complexe de chaines, on appelle morphisme identité, et on note id :
C' — C, le morphisme de complexes de chaines (id : C,, = Cy)pen. Si ¢ : C — D
et ¥ : D — E sont des morphismes de complexes de chaines, on appelle morphisme

composé, et on note Yo ¢ : C'— F, le morphisme de complexes de chaines (1, 0 ¢,, :
Cn — En)nEN-

Si C' est un complexe de chaines, le sous-module de C,,
Zp(C) =ker(0: C, = Cpq)
est appelé I'espace des n-cycles, le sous-module de C),
B,(C) =1m(0 : Cp11 — Cy)

est appelé 'espace des n-bords, et le module quotient

Hn(c) = Zn(C)/Bn(C)

est appelé le n-éme groupe d’homologie de C'. 11 s’agit la de la terminologie usuelle,
I'ensemble H,,(C) étant bien siir muni de sa structure de module sur A. Il sera aussi
noté H,(C') lorsque nous ne voulons pas préciser la valeur de * dans N, ou parfois
si nous considérons la somme directe des H,,(C'). Si ¢ est un n-cycle, nous noterons
souvent [c| son image dans H,(C).

Ce module mesure 'obstruction d’'un cycle a étre un bord (un n-cycle étant un
bord si et seulement si son image dans H,(C) est nulle), ou I'obstruction de la suite

d P d P d P
Co+— Cr+—Cy+— .. «—(CpL+—Cpiqg +— ...

a étre exacte (c’est-a-dire a vérifier ker 0,, = im 0, pour tout n.)

Un morphisme de complexes de chaines ¢ : C' — D envoie cycles sur cycles et
bords sur bords en chaque degré, donc induit, pour tout entier n, un morphisme de
modules
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. : H,(C) — H,(D) .

Le résultat suivant donne un critére pour savoir si deux morphismes de complexes
de chaines induisent les mémes applications en homologie.

Soient ¢, : C' — D deux morphismes de complexes de chaines. Une homotopie
entre ¢ et 1 est une suite de morphismes de modules (K, : C;, = Dj41)nen telle
que, pour tout entier n, en posant K_; =0,

gbn _wn = Un+1 OKn+Kn—1 Oarr

Le diagramme suivant n’est pas commutatif, mais il est 1a pour montrer dans quel
sens vont les fleches.
o d
Cn—l — Cn — Cn+1

N e N

0 0
Dn—l < Dn < Dn+1

Proposition 5.1 Soient ¢, : C — D deux morphismes de complexes de chaines.
S7il existe une homotopie entre ¢ et 1, alors

¢, =, : H,(C) = H.(D).

Démonstration. Si ¢ est un cycle de C,,, alors ¢, (c) — ¥, (c) = 9(K,(c)), donc les
classes [¢,(c)] et [, (c)] sont égales dans H,, (D). O

Suite exacte longue d’homologie

Une suite exacte (courte) de complexes de chaines est la donnée notée

0—C-2spD 2% E_—>0

de complexes de chaines C, D, E et de morphismes de complexes de chaines f : C' —
D, g: D — FE tels que pour tout n, la suite de morphismes de modules

0—0C,Ivp g 0

soit exacte.

Etant données deux suites exactes de complexes de chaines, un morphisme de
suites exactes de complezes de chaines est un triplet («, 3,7) de morphismes de
complexes de chaines tel que le diagramme suivant soit commutatif en tout degré
n:

o— ¢ L b L E —o

la bs 4,

0— o s p L B 0
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Nous appellerons morphisme identité le morphisme de suites exactes de complexes de
chaines (id,id,id). Nous appellerons morphisme composé des morphismes de suites
exactes de complexes de chaines («, 5,7) et (o/, 5',7") le morphisme de suites exactes
de complexes de chaines (o/ o, 5" 0 3,7 0 7).

Théoréme 5.2 Si0 — C —L5 D %5 B —» 0 est une suite ezacte (courte) de
complezxes de chaines, il existe une suite exacte (longue) de modules

o — Hy(B) -2 H,(C) 25 H(D) 25 Hy(E) -2 H,_1(C) — ...

telle que si (o, B,7y) est un morphisme de suites exactes de complexes de chaines
comme ci-dessus, alors le diagramme suivant est commutatif :

wo— Hy(C) 5 mH.(D) 2 Hy(BE) -5 Heo(C) — ..
ia* \I/B* \l/'y* ia*

o H(C) I oE(D) S HJ(E) S H () —

Démonstration. (1) Construisons tout d’abord le morphisme ¢ : H,,(E) — H,,—1(C).
Le diagramme suivant est commutatif :

1o 1o 1o

0 — ¢, Iu b I B — 0
la la lo

0 — C, ™ p , " g, — 0
lo lo lo

Soit z un n-cycle de E. Il s’agit de lui associer un (n — 1)-cycle x de C' (bien défini
modulo un bord). Comme g, est surjective, il existe y € D, tel que g,(y) = z.
Considérons dy € D,,_1. Comme g, 1(0y) = 0g,(y) = 0z = 0, par exactitude, il
existe € C,,_1 tel que f,,_1(x) = dy. Posons donc

Vérifions que 0 est bien défini. Tout d’abord, x est bien un cycle, car
fn,Q(ﬁx) = 8fn,1(37) = 303/ =0 y

et comme f, o est injective, nous en déduisons que dzr = 0.

De plus, [z] ne dépend pas des choix du représentant z de [z] et des éléments y, =
comme ci-dessus. En effet, si (2,4, 2’) est un autre choix, alors comme [2/] = [z],
nous avons z' — z = 02" ou 2" € E, 1. Soit y" € D,y tel que 2" = g,41(y"), qui
existe par surjectivité de g,,1. Alors

gy —y—0y") =2 —2-0"=0,
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donc par exactitude, il existe 2" € C,, tel que ¢y —y — Jy” = f,(2"). Comme
fo-1(a' =2 = 02") = 0y’ — Oy — Ofa(a") = 90y" =0,
par injectivité de f,_1, nous avons 2’ = x + dz", donc [2'] = [x].

(2) Vérifions l'exactitude au niveau de H, (D).

Comme g, o f, = (go f). =0, nous avons im f, C ker g..

Réciproquement, soit [y] € ker g,. Comme 0 = g.([y]) = [g.(v)], il existe
z € E, tel que g,(y) = 0z. Par surjectivité de g,41, il existe ¥y’ € D, 41 tel que
2z = gp11(y). Comme g,(y — dy') = 0, par exactitude, il existe z € C, tel que
y — 0y = fu(x). De plus, = est un cycle, car f,,_1 est injective et

fn=1(02) = Ofn(x) = 0y — 90y" = 0
car y est un cycle. Enfin, f.([z]) = [f.(2)] = [y], donc [y] € im f..

(3) Vérifions l'exactitude au niveau de H,(E).

Montrons que im g, C ker 4. Si y est un n-cycle de D, par construction de
d, nous avons d([g,(y)]) = [z] ot f,—1(z) = dy. Comme y est un cycle et f,_1 est
injective, nous avons donc 0 o g, = 0, ce qui prouve le résultat.

Réciproquement, montrons que ker 6 C im g,. Soit z un n-cycle de FE tel
que 6([z]) = 0. Par construction, il existe y € D,, et € C,,_; tels que z = g,(y) et
Jno1(x) = 0y et [x] = 6([z]) = 0. Soit 2’ € C,, tel que x = dx'. Posons 3y = y— f.(2'),
qui est un n-cycle de D. Alors g,(y') = z, donc g.([y']) = [z], ce qui montre le
résultat.

Les autres vérifications sont laissées en exercice. |

Caractéristique d’Euler-Poincaré d’un complexe de chaines

Dans cette partie, supposons que A soit un corps (commutatif). Soit C' un com-
plexe de chaines. Notons (3 la dimension sur A de 'espace vectoriel Hy(C'), qui
s’appelle le k-éme nombre de Betti de C'. Si les B sont finis pour tout & et nuls pour
k assez grand, alors posons

NC) = S (=18,

keN

appelé la caractéristique d’Euler-Poincaré de C.

Proposition 5.3 Si C' est un complexe de chaines, si la dimension . de [’espace
vectoriel C, est finie pour tout k et nulle pour k assez grand, alors



Démonstration. En posant Z, = Z;(C) et By = Bi(C), comme v, = dim Bj_; +
dim Zj, les hypothéses entrainent que 5, = dim Z;, — dim Bj est fini, et nul pour
k assez grand. En particulier x(C') est bien définie. Comme [y — v, = —(dim By +
dim Bj_1), une sommation alternée donne le résultat. O

Complexes de cochaines, cohomologie, suite exacte longue de cohomologie

Un complexe de cochaines C' = (C*,0*) est une suite de modules (C"),en et de
morphismes de modules (9" : C™ — C™1), oy tels que 9" 09" = 0 pour tout entier
o oLy L IN oL NN s LN L SN
Les 0" sont appelés les morphismes de cobord (ou différentielles), et notés 9 quand
n est sous-entendu. Notons par convention C~' =0 et 97! = 0.

On définit de méme

e un morphisme de complexes de cochaines f : C' — D, qui est une suite de
morphismes de modules (f" : C™ — D"),cy tels que f"1od" = §"o f™ pour
tout entier n ;

e Uespace des n-cocycles Z™(C) = ker(d : C™ — C™1), Despace des n-cobords
B"(C) =1im(d : C" ! — C™), le n-¢me groupe de cohomologie de C' (qui est
un module) H"(C) = H*(C;A) = Z"(C)/B"(C);

e 'application f*: H"(C') — H"(D) induite en cohomologie par un morphisme
de complexes de cochaines f : C'— D (définie par f*([z]) = [f"(2)] si z est
un n-cocycle de D) ;

e une homotopie entre deux morphismes ¢ : C' — D et ¢ : C'— D de complexes
de cochaines, c’est-a-dire une suite (K" : C" — D" 1), .y de morphismes tels
que ¢n _ ¢n — 8n71 OK" +Kn+1 Oan;

e lorsque A est un corps (commutatif), la caractéristique d’Euler-Poincaré

> (—1)Fdim, H(C; A)

k

d'un complexes de cochaines C' dont les groupes de cohomologie H*(C;A)
sont de dimension finie, nulle si k£ est assez grand;

e une suite exacte courte de complexes de cochaines;

e un morphisme de suites exactes courtes de complexes de cochaines;

e la suite exacte longue de cohomologie associée a une suite exacte courte de
complexes de cochaines (dont 1’énoncé précis suit).

Théoréme 5.4 Si 0 — C L5 D 25 E — 0 est une suite exacte courte de
complexes de cochaines, il existe une suite exacte longue de modules

. — HYE) -2 H(C) LS HY(D) L5 HY(E) - H™ () — ..
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telle que si (o, 3,7) est un morphisme de suites exactes courtes de complexes de
cochaines, alors le diagramme suivant est commutatif :

..— HYO) L YD) L mHYEB) L HYYCO) — ..
ia* iﬁ* i'y* \l/a*

o HYC) S om0y S omE) 2 HMY(C) — .. O

Catégories et foncteurs
Une catégorie est la donnée
1. d’une collection d’ensembles (appelés objets),

2. pour tout couple d’objets (X, Y") d’un ensemble Mor(X,Y") (dont les éléments
sont appelés les morphismes),

3. pour tout triplet d’objets (X,Y, Z) d’une application
Mor(X,Y’) x Mor(Y, Z) — Mor(X, Z)

appelée composition et notée (f,g) — go f,
vérifiant les propriétés suivantes :

a) associativité : ho (go f) = (hog)o f pour tous f,g,h,

b) existence d’éléments neutres : pour tout objet X, il existe un élément iy dans
Mor(X, X) tel que ix o g =g et foiyxy = f pour tous les f € Mor(X,Y) et
g € Mor(Y, X).

Un tel élément neutre ix est unique. Un morphisme f € Mor(X,Y) est appelé un
isomorphisme s’il existe un morphisme g € Mor(Y, X) tel que go f =idy et fog =
idy. Un isomorphisme d'un objet X dans lui-méme est appelé un automorphisme.
Deux objets sont isomorphes s'il existe un isomorphisme entre eux. « Etre isomorphe
a » est une relation d’équivalence sur tout ensemble d’objets d’une catégorie.

Nous donnons ci-dessous une liste d’exemples, dont de nombreux sont construits
dans ce cours, en ne précisant pas la composition si elle est évidente, et en laissant
les vérifications des propriétés a), b) au lecteur.

Exemples :

e la catégorie dont les objets sont les ensembles, les morphismes sont les appli-
cations, et la composition est la composition des applications;
la catégorie des groupes et des morphismes de groupes;
la catégorie des modules (sur un anneau fixé) et des morphismes de modules;
la catégorie des espaces topologiques et des applications continues
la catégorie des groupes topologiques et des morphismes continus de groupes ;
la catégorie des CW-complexes et des applications cellulaires;
la catégorie des paires d’espaces topologiques (X, A) (avec X un espace to-
pologique et A un sous-espace de X) et des applications continues de paires
f:(X,A) — (Y,B) (avec f: X — Y continue telle que f(A) C B);
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e la catégorie des revétements d'un espace topologique donné B et des mor-
phismes de revétements au-dessus de B';

e la catégorie des revétements et des morphismes de revétements ;

e la catégorie des complexes de chaines et des morphismes de complexes de
chaines;

e la catégorie des complexes de cochaines et des morphismes de complexes de
cochaines ;

e la catégorie des suites exactes courtes de complexes de chaines et des mor-
phismes de suites exactes courtes de complexes de chaines.

Si €, 2 sont deux catégories, un foncteur covariant de € dans Z est la donnée
pour tout objet X de € d'un objet F(X) de &, et pour tout morphisme [ €
Mor(X,Y) de ¢ d’un morphisme F(f) € Mor(F(X), F(Y)) de Z tels que

1. Flix) = ipx),
2. F(go f)=F(g)o F(f) pour tous f,g.

Un foncteur contravariant est la donnée pour tout objet X de € d’un objet F/(X)
de 2, et pour tout morphisme f € Mor(X,Y) de ¥ d’un morphisme F(f) €
Mor(F(Y) F(X)) de 2 tels que

L. Fix) = ipx),
2. F(go f)=F(f)o F(g) pour tous f,g.

Exemple.

e le foncteur (covariant) “groupe fondamental”, de la catégorie des espaces to-
pologiques pointés dans la catégorie des groupes;

e les foncteurs (covariants) “cone” et “suspension” de la catégorie des espaces
topologiques dans elle-méme (voir 'appendice, fin de la partie A.2);

e le foncteur (covariant) “homologie” de la catégorie des complexes de chaines
dans la catégorie des suites de modules sur un anneau A donné (ou dans la
catégorie des modules gradués sur A);

e le foncteur (covariant) de la catégorie des suites exactes courtes de complexes
de chaines dans celle des suites exactes longues de modules (voir le théoréme
5.2);

e le foncteur (covariant) “cohomologie” de la catégorie des complexes de co-
chaines dans la catégorie des suites de modules sur un anneau A donné (ou
dans la catégorie des modules gradués) ;

e le foncteur (covariant) de la catégorie des suites exactes courtes de complexes
de cochaines dans celle des suites exactes longues de modules (voir le théoréme
5.4).

Nous terminons cette partie sur des éléments d’algébre homologique par un exer-
cice d’algebre linéaire.

Exercice E.51 (Lemme des cinq) Considérons le diagramme commutatif suivant
de modules, dont les fleches sont des morphismes de modules, et dont les lignes sont
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exactes :
A — B — (C — D — FE

1 1 1 1 .

A — B — (¢ — D — F

Si les premiere, seconde, quatrieme et cinquieme fleches verticales sont des isomor-
phismes, alors la troisieme aussi.

5.2 Construction et propriétés axiomatiques de ’homologie
singuliére

Fixons un anneau commutatif unitaire A, appelé anneau des coefficients. Nous
noterons comme d’habitude 0 son élément nul, 1 son élément unité et —x 'opposé
de I’élément z. Par module, nous entendons module sur 'anneau A. Si A = Z, les
modules sont les groupes abéliens, et les morphismes de modules les morphismes de
groupes abéliens. Pour des raisons profondes (le théoréme des coefficients universels),
Iexemple A = 7Z est fondamental. C’est pour cela, et pour des raisons historiques,
que la terminologie de “groupe d’homologie” est employée au lieu de celle de “module
d’homologie”.

Chaines singuliéres

Pour p dans N, le p-simpleze standard (ordonné) A, est 'enveloppe convexe affine
dans RP™! des vecteurs de la base canonique (eq, €1, ..., €,)

A, = {(to, ... ,t,) ERPFL . £, >0 et Zti =1}

3]
€1 AI
Ag
— e~
0 €y — 1 €0 to

Lo

Si X est un espace topologique, un p-simplexe singulier de X est une application

continue
oA, = X .

Les 0-simplexes singuliers s’identifient aux points de X, et les 1-simplexes singuliers
aux chemins dans X (en utilisant I'unique application affine de [0, 1] sur A; envoyant
0€[0,1] sur ¢g = (1,0) € Ay, qui est ¢t — (1 —¢,1)).

Notons C,(X) = C,(X,A) le module libre de base I'ensemble des p-simplexes
singuliers de X. Un élément de C,(X) s’appelle une p-chaine singuliére (ou chaine
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singuliére), a coefficients dans A, lorsque 1'on veut préciser 'anneau des coefficients.

Il est de la forme i
>
i=1

avec k € N, g; des p-simplexes singuliers et n; € A.
Si o est un p-simplexe singulier tel que p > 1 et ¢ un entier tel que 0 <7 < p, la
i-éme face de o est le (p — 1)-simplexe singulier 0;0 défini par

8i0'(t0, 7tp—1) = O'(to, 7ti—17 O,ti, 7tp—1) .

Donc 0;0 est la composée de o et de I'unique application affine A,_; — A, qui
envoie sommet sur sommet en préservant 'ordre et en omettant le i-éme sommet.

810'

Le bord 0o d’un p-simplexe singulier est la (p — 1)-chaine singuliére

do = i(—l)l&a € Cp_l(X) .

=0

Par linéarité, 'ensemble des p-simplexes singuliers étant une base de C,(X), ceci
définit un morphisme de modules, appelé morphisme de bord

0:Ch(X) = Cpy(X) .

Il n’y a pas de (—1)-simplexe singulier, donc C'_;(X) = {0} et 0 : Cp(X) —
C_1(X) est l'application nulle.

Lemme 5.5
000 =0.

L’idée derriére le calcul suivant est que si F}, Fy sont
deux faces distinctes de codimension 1 de A, dont les
sommets sont ordonnés par 'ordre induit sur les som-
mets de A, alors Fy, F, se rencontrent en une face Fj
de codimension 2, et les ordres induits sur les sommets
de Fy par ceux de F} et I3 ont des signatures opposées.
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Démonstration. 1l suffit de montrer que 9(do) = 0 pour tout p-simplexe o. Si o
est un p-simplexe, et 0 < 5 < i < p, alors on vérifie que

ajaiO' = 8i_18j0' . (to, ceny tp_g) — O'(to, 7tj—17 0, tj, ,ti_g, 0, ti—h ,tp_g) .

Donc

—_

p p p—

0(00) =Y (~1)'0(0o) = Y (1) ‘ (—1)'0;(0i0) =

i=0 =0

Y (D)o @0)+ > (~1)00 =

0<j<i<p 0<i<j<p—1

Z (_1)i+jai—1(aj0) + Z (—l)iﬂﬁjﬁio

0<j<i<p 0<i<j<p—1

<
I
=)

et le changement d’indice i = j,j" = i — 1 dans la premiéme somme montre que

d(do) = 0. O

Nous obtenons donc un complexe de chaines, appelé complexe de chaines singu-
lieres (a coefficients dans A),

Co(X) ¢Z Cy(X) L <L O (X) & Cu(X) <& ...

Ses n-cycles sont appelés les n-cycles singuliers de X (& coefficients dans A), et leur
ensemble est noté

Zo(X) = Zp(X; A) = ker{d : C(X) = Cp_1(X)} .

Ses n-bords sont appelés les n-bords singuliers de X (a coefficients dans A), et leur
ensemble est noté

Bo(X) = Bo(X,A) = im{d : Couir (X) — Co(X)} .

Son n-éme groupe d’homologie, qui est un module, s’appelle le n-éme groupe d’homologie
singuliére de X a coefficients dans A, et est noté H,(X), ou H,(X;A) lorsque nous
voulons préciser les coefficients, bien souvent A = Z.

H,(X) = Hy(X:A) = Z,(X)/Bp(X) .

Fonctorialité de ’homologie singuliére

Si f: X — Y est une application continue, et ¢ un n-simplexe singulier de X,
alors f oo est un n-simplexe singulier de Y. Considérons le morphisme de modules
fn s Co(X) = C,(Y) défini par linéarité par f,,(o) = f oo pour tout n-simplexe sin-
gulier o. 1l vérifie, sur les n-simplexes singuliers de X, donc sur C,(X) par linéariteé,

aofn:fn—loa-
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Donc (f)nen est un morphisme de complexes de chaines du complexe de chaines
singuliéres de X dans celui de Y. On vérifie que id,, = id et (f o g),, = f, © g, pour
tout n, donc nous obtenons un foncteur de la catégorie des espaces topologiques
dans la catégorie des complexes de chaines.

L’application continue f : X — Y induit donc, pour tout n, un morphisme de
modules

foi Ho(X) — Ho(Y).

Par composition de foncteurs, H,(-) est donc un foncteur de la catégorie des
espaces topologiques dans la catégorie des modules (c’est-a-dire des groupes abéliens
si A=7), car

id, =id et (gof)s=g«0 fs.

Premiers calculs d’homologie

Exemple. Homologie de I'espace réduit a un point X = {z}.

Pour tout p > 0, il y a un et un seul p-simplexe singulier o, : A, — X (lappli-
cation constante). De plus, pour p > 0, on a 0,0, = 0,_1, donc

p . )
- i |0 si p impair

o <Z;( b ) o1 = { Op—1  sinon .
Le complexe de chaines singuliéres est donc

AT A AL AT AL A8

Par conséquent,

A sin=0
H,({z}; A) = { 0 sinon .

Proposition 5.6 St X est un espace topologique connexe par arcs et non vide, alors

De plus, pour tout point x de X, sa classe d’homologie [z] est un générateur de

Démonstration. Rappelons que nous avons identifié les 0-simplexes de X aux
points de X. Le module Cy(X) est le module libre engendré par les points de X.
Considérons I'unique morphisme de modules

¢ Co(X) — A

113



valant 1 sur chaque point de X, donc qui a Zf:o n;x; ou x; € X et n; € A associe
Zf:o n;. Le morphisme ¢ est surjectif car X est non vide.

Montrons qu'une 0-chaine singuliére ¢ est un bord si et seulement si ¢(c) est nul.

Si o est un 1-simplexe singulier, identifié avec un chemin de [0, 1] dans X, alors
do = o(1) — 0(0). Donc ¢ est nulle sur les bords de simplexes singuliers, et par
linéarité, ¢ est nulle sur les bords.

Réciproquement, si ¢ = Y n;x; vérifie ¢(c) = 0, soit 0,, un chemin (continu) de
y & x; pour y un point fixé de X. Alors

c= anxl — (Z n)y = Z ni(z; —y) = Zniﬁami =0 (Z niaxi> )
donc ¢ est un bord. Comme gy = 0, nous avons
Ho(X) = Co(X)/Bo(X) ,
et le morphisme de modules ¢ induit donc un isomorphisme de Hy(X) sur A. O

Exercice E.52 Si X est un espace topologique et (Xo)aer est la famille de ses
composantes connexes par arcs, montrer que, pour tout n € N,

H,(X;A) ~ @ Hi(Xa; A) -

ael

En particulier, Hy(X;Z) est le groupe abélien libre engendré par les composantes
connexes par arcs de X.

Le seul espace dont on sait vraiment calculer I’homologie pour I'instant est 1'es-
pace réduit a un point. L’un des buts du chapitre qui suit est de montrer que nous
pouvons calculer I’homologie des espaces contractiles.

Invariance homotopique

Par les propriétés fonctorielles, les groupes d’homologie singuliére sont des in-
variants topologiques, c’est-a-dire si f : X — Y est un homéomorphisme, alors
fe: Hy(X) — H,(Y) est un isomorphisme de modules pour tout n.

La proposition ci-dessous implique que ce sont aussi des invariants homotopiques,
c’est-a-dire que si f : X — Y est une équivalence d’homotopie, alors f, : H,(X) —
H,(Y') est un isomorphisme de modules.

Proposition 5.7 Si f et g sont deuzr applications continues homotopes de X dans
Y, alors f. = g« : Hy,(X) — H,(Y) pour tout n.

Démonstration. Soient ¢ : X — X x [0,1] et ¢/ : X — X x [0, 1] les applications
définies par ¢ : © +— (2,0) et /' : © — (x,1). Si h est une homotopie entre f et g,
alors f = hotet g=ho/. Par fonctorialité, il suffit donc de montrer que ¢, = ¢..

D’aprés la partie d’algébre homologique 5.1, il suffit de construire une homotopie
(Kp)pen entre (1,)pen et (4p)pen, c'est-a-dire une suite de morphismes de modules
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(K, : Cy(X) = Cprr (X x [0

p (en convenant que K_;

,1]))pen telle que 0 o K 4+ K,y 0 0 = ¢, — 1, pour tout
0). Nous avons un diagramme (non commutatif)

Cpa(X) & Cp(X)

\(szl Lp \l/\l/L;, \(Kp

0
Co(X x[0,1]) <= Cpra(X x[0,1]).
Par linéarité, il suffit de construire K, sur les p-simplexes singuliers, et de vérifier
I’égalité sur ceux-ci.
Soit o : A, = X un p-simplexe singulier.

Remarque. Nous avons une application 0, 1]
continue o xid : A, %[0, 1] — X x [0, 1]. Nous
allons décomposer le prisme A, x [0,1] en
(p + 1)-simplexes. Par exemple, la décompo-
sition de Ay x [0, 1] est en trois tétracdres de
sommets (0,0, 1',2"),(0,1,1',2"),(0,1,2,2).

Notations : Pour xy, ..., 2, dans R" notons ((zo, ... , ¥,)) 'unique application affine
de A, dans RY envoyant e, sur z; pour 0 < k < p. Notons (yo, ... , Uj, ... , Yn) la suite
obtenue & partir d’une suite (yo, ..., ¥,) en omettant le terme y;.

Si e, ..., e, sont les sommets de A,, notons a, = (e, 0),b, = (e, 1) pour 0 <

k < p les sommets du prisme A, x [0, 1].
Posons alors

p

p(0) = (=1)'(o x id) o ((ag, .. ,as, by, ... , b)) € Cpa(X x [0,1]) .

=0

Pour vérifier la propriété d’homotopie de (K),)yen, nous calculons

9o K,(0) = a(Z(—w‘(o— % id) o ((ag, ... , az, bi, ..., bp))> -
Z(—wﬂ‘(o— x id) o ((ag, ..., @, -, @i, by, v s b)) —
Z(—wﬂ‘(o— xid) o ((ag, ..., @i, bi, ... by, ..., b)) .
De méme : )
K, 1 00(c) = Kp,l( > (100 (€0, &, - ,ep))) -
Z<—1)i+j<a x id) o ((ag, -, g, biy ., by, oo, by))—



> (1) (o xid) o ((ag, ..., @, .., as, bi, ..., by)) -

i>j
Donc
(oK, + K,_100)(0) =

p p

> (o xid) o ((ag, ..., ai—1,bi, ..., by)) = Y (o x id) o ((ap, ..., a3, bis1, .., b))

i=0 i=0

= (o xid) o ((bg, ..., b)) — (¢ x id) o ((ag, ..., ap)) =t 0o — 100,

ce qui montre le résultat. O]

Si deux espaces topologiques X et Y ont le méme type d’homotopie, il existe
f:X —=>Yetg:Y — X continues telles que f o g soit homotope a I'application
identique de Y et g o f soit homotope a 'application identique de X. Le résultat
suivant découle alors du précédent par fonctorialité.

Corollaire 5.8 Deux espaces topologiques ayant méme type d’homotopie ont leurs
groupes d’homologie singuliere isomorphes.

Démonstration. Si f : X — Y et g : Y — X sont deux applications continues,
telles que f o g soit homotope a ’application identique de Y et g o f soit homotope
a Papplication identique de X, alors par fonctorialité, f. : H,(X) — H,(Y) est un
isomorphisme, car il admet g, pour inverse. O]

Comme les espaces contractiles ont méme type d’homotopie que le point, nous
avons aussi, par le calcul de I’homologie du point ci-dessus :

Corollaire 5.9 5@ X est un espace contractile, alors

A sin=0
(X5 4) = { 0  sinon. =

Nous savons donc calculer I’homologie des espaces contractiles. Mais il existe
des espaces intéressants non contractiles. La plupart d’entre eux, comme les CW-
complexes, sont tout de méme localement contractiles. Pour calculer 1'homologie
d’un espace topologique X muni d’un recouvrement % = (U;);e; par des ouverts
contractiles, nous allons développer plusieurs outils. Le théoréme des petites chaines
est 'outil qui permet de ne regarder que les simplexes singuliers dont les images sont
contenues dans I'un des U;. La suite exacte longue d’homotopie relative permet de
calculer I’homologie de X & partir de '’homologie d’une partie A de X et de I’homo-
logie relative de X par rapport a A. Le théoréme d’excision permet (essentiellement)
dans le calcul de 'homologie relative de X par rapport & A d’oublier 'intérieur de A.
Enfin, la suite exacte longue de Mayer-Vietoris est le moyen de calculer I’homologie
de la réunion de deux ouverts de X en fonction de I’homologie de chacun des ces
deux ouverts, et de I’homologie de I'intersection.

Homologie relative
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Une paire d’espaces topologiques est un couple (X, Y) avec X un espace topo-
logique et Y un sous-espace de X. Un morphisme de paires d’espaces topologiques
(X,Y) = (X', Y') est une application continue f : X — X’ telle que f(Y) C Y.
Deux morphismes de paires f,g : (X,Y) — (X', Y’) sont homotopes s’il existe
une homotopie h : X x I — X' entre f : X — X' et g : X — X' telle que
h(Y x I) C Y'. Deux paires d’espaces topologiques (X,Y), (X', Y") ont méme type
d’homotopie de paires s'il existe des morphismes de paires f: (X,Y) — (X', Y) et
g: (XY = (X,Y) tels que f o g soit homotope aid : (X' Y') = (X', Y') et go f
soit homotope a id : (X,Y) — (X,Y).

Les paires d’espaces topologiques et leurs morphismes (avec la composition des
applications) forment une catégorie. Nous identifions X et (X,0). Si f: (X,Y) —
(X', Y”) est un morphisme de paires, nous noterons encore f : X — X'et f: Y — Y’
les applications induites.

Soit (X,Y’) une paire d’espaces topologiques. Le module C,(Y") s’identifie avec le
sous-module de C,(X) de base I'ensemble des p-simplexes singuliers de X a valeurs
dans Y. Clairement, le bord 0 : C,,(X) — C,—1(X) envoie alors C,(Y") dans C,_;(Y').
De plus, si f: (X,Y) — (X', Y’) est un morphisme de paires, alors f, : C,(X) —
Cp(X') envoie Cp(Y') dans C,(Y").

Le compleze de chaines singuliéres relatives de (X,Y) est le complexe de chaines
de modules

Co(X,Y) = Cp(X, Y5 A) = Gp(X)/Gy(Y)

et de morphismes de bord
0:Co(X,Y) = Cpy(X,Y)

le morphisme quotient de 0 : C,,(X) — C,_;(X). Nous avons bien d o 9 = 0. Le
n-éme groupe d’homologie de ce complexe de chaines (qui est un module) est appelé
le n-éme groupe d’homologie singuliére relative de la paire (X,Y) a coefficients dans

A, et est noté
H,(X,Y)=H,(X,Y;A).

Exercice E.53 5i Z,(X,Y) = {0 € C,(X) | 00 € C,_1(Y)}, montrer que H,(X,Y)
est isomorphe a Z,(X,Y)/(B,(X)+Cy(Y)). En déduire que Hy(X,Y') est le module
libre engendré par les composantes connexes par arcs de X ne contenant pas de point

de Y.

Un morphisme de paires f : (X,Y) — (X', Y’) induit par passage au quotient
un morphisme de complexes de chaines f, : C,(X,Y) = C,(X’,Y"). Donc, par les
rappels d’algébre homologique, f induit un morphisme de modules

[« Hy(X,Y) = Hy(X')Y') .

L’identification X = (X,0) induit une identification C,(X) = C,(X,0) pour
tout p € N. Si j : (X,0) — (X,Y) est Uinclusion, alors le morphisme induit j, :
Co(X,0) — Cp(X,Y) s'identifie avec la projection canonique C,(X) — Co(X,Y).
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Donc, si (X,Y) est une paire d’espaces topologiques, et sii : Y — X et j :
(X,0) = (X,Y) sont les inclusions, alors

0 — C.(Y) 25 OL(X) 25 OL(X,Y) — 0
est, par construction, une suite exacte courte de complexes de chaines.

Théoréme 5.10 (Suite exacte longue d’homologie singuliére relative) Pour
toute paire d’espaces topologiques (X,Y), il existe pour tout n dans N un morphisme
de modules

0:H,(X,)Y)— H, 1(Y)
tels que

1. pour tout morphisme de paires f : (X,Y) — (X",Y'), on a
dofi=fiod,

2.511:Y =5 Xetj: X =(X,0) = (X,Y) sont les inclusions, alors la suite
de modules et de morphismes de modules

i Hot(X,Y) =5 Hy (V) =25 Hoy(X) 25 Ho(X,Y) =5 Hy o (Y) — ..
est exacte.
Démonstration. Ceci découle immédiatement du théoréeme 5.2 appliqué a la suite

exacte 0 — C,(Y) - CL(X) 25 OL(X,Y) — 0. 0

Corollaire 5.11 5@ X est un espace topologique connexe par arcs, et si Y est non
vide, alors

Ho(X,Y;A)~0.

Plus généralement, Hy(X,Y') est le module libre engendré par les composantes
connexes par arcs de X ne contenant pas de point de Y.

Démonstration. Le théoréme précédent fournit une suite exacte
et les hypothéses du corollaire impliquent que Hy(Y) — Ho(X) est surjective. [

Exemple. Les groupes d’homologies relatives de la paire (B, 41, S,,) pour tout n € N

satisfont :
Hp1(Sp;A) sip>2

0 sip=1n=>1
Hp(Bn+178n7A) = A Slp: 1,n=0
0 sip=0.

118



En effet, si & > 1, alors il existe une suite exacte
Hi1(Bry1) — Hipi(Boga, Sy) — Hi(Sn) — He(Boya)
et Hyi1(By11) et Hi(B,11) sont nuls. De plus, il existe une suite exacte
Hi(B,11) — Hi(B,y1,S,) — Ho(S,) — Ho(Bni1)

telle que Hy(B,, 1) soit nul, et telle que Hy(S,) — Ho(B,+1) soit un isomorphisme
sin > 1 et soit de noyau isomorphe & A si n = 0.

La proposition suivante dit que 'homologie relative est un invariant d’homotopie
de paires d’espaces topologiques.

Proposition 5.12 Si f,g : (X,Y) — (X', Y') sont des morphismes de paires qui
sont homotopes, alors

fo=g. Ho(X,Y) = Ho (XY .

Deux paires d’espaces topologiques qui ont méme type d’homotopie de paires ont
leurs homologies relatives isomorphes : si f : (X,Y) — (X', Y') est une équivalence
d’homotopie de paires, alors f. : H,(X,Y) — H,(X',Y’) est un isomorphisme pour
tout n € N.

Démonstration. L’homotopie (K}),en entre (1,)pen et (4p)pen construite dans la
preuve de la proposition 5.7 passe au quotient. La seconde assertion se montre alors
comme dans le cas des espaces topologiques (voir le corollaire 5.8). (]

Nous aurons besoin d’une autre suite exacte faisant intervenir les homologies
relatives.

Proposition 5.13 Si X est un espace topologique et A C B C X, alors les inclu-
sions i : (B,A) = (X,A) et j: (X,A) = (X, B) induisent une suite exacte de
complexes de chaines

0 — C.(B,A) — C.(X,A) — C.(X,B) — 0
qui 1nduit une suite exacte longue en homologie
. = Hy(B,A) 2 Hy(X, A) 25 H)(X,B) =% H,_1(B, A) —> ...
(appelée suite exacte longue du triplet ).
Démonstration. Par passage au quotient, nous avons un morphisme surjectif
Cu(X)/Cu(A) — Cu(X)/C(B)

dont le noyau est C,(B)/C.(A). Le résultat découle alors des rappels d’algébre ho-
mologique. 0
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Remarque. Il est immédiat de montrer que la suite exacte longue du triplet est
fonctorielle, au sens suivant. Soient f : X — X’ une application continue, et A" C
B’ deux parties de X' telles que f(A) C A" et f(B) C B’. Alors f induit trois
morphismes de paires d’espaces topologiques fip : (B,A) — (B, A"), [ : (X, A) —
(X" AN et f:(X,B) = (X', B'). Le triplet ((fig)«, f, [+) est un morphisme de
suites exactes courtes de complexes de chaines entre 0 — C.(B,A) — C.(X,A) —
Ci(X,B) > 0et 0— Cu(B'A) = Cu(X",A') = C.(X', B") — 0. 1l donne donc en

homologie un diagramme commutatif

.. Hy(B,A) — H,(X,A) — H,X,B) - H, (B,A) ...
b (fiB)+ Uy Uy } (fis)

L H, (B, A) — Hy(X' A) — H,(X',B) -% H, (B, A) ...

Théoréme des petites chaines

Soient X un espace topologique et % = (U;);c; une famille de parties de X dont
les intérieurs recouvrent X :

o

x=Ju .
iel

Nous construisons un complexe de chaines, appelé complexe des chaines % -petites,
de la maniére suivante. Pour tout p € N, le module C,(% ) est le sous-module (libre)
de C,(X) engendré par les p-simplexes singuliers d’image contenue dans 1'un des
U;. Le morphisme de bord 0 : C,(% ) — Cp_1(%) est la restriction du morphisme
0 : Cp(X) = Cp_1(X), qui envoie bien chaines % -petites sur chaines % -petites.
Notons H,(% ) le n-éme groupe d’homologie du complexe des chaines %/ -petites,
pour tout n € N.

La suite des inclusions (C,(% ) — C,(X))pen est un morphisme de complexes de
chaines.

Théoréme 5.14 (Théoréme des petites chaines) Ce morphisme de complexes
de chaines induit un isomorphisme en homologie : pour tout n € N,

Hoy(%) ~ H(X) .

Démonstration. L’idée est de construire un opérateur qui transforme une p-chaine
en une p-chaine %/ -petite, par subdivisions barycentriques des p-simplexes stan-
dards.

Nous allons définir un morphisme de complexes de chaines (Sd = Sd,, : C,(X) —
Cp(X))pen, appelé opérateur de subdivision, qui est fonctoriel, c’est-a-dire que si
f X — Y est une application continue, alors le diagramme

Sd

Cp(X) Cp(X)
1, L1
C(Y) 2% G,(Y)
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est commutatif, pour tout p € N.

Exemple. Si ¢ est un 1-simplexe singulier, alors on pose Sd(c) = co ((ep, eg1)) +co
((€01,€0)), avec e le milieu de A;.

Si ¢ est un 2-simplexe singulier, alors posons

Sd(c) = co((eg,e0,e0m2)) —co((e1, €1, €02)) + co((e1,e12,€02))

—Co ((627 €12, 6012)) +co ((62, €02, 6012)) —Co ((607 €02, 6012))

avec les notations du dessin ci-dessous.

Rappelons que e, €1, ..., €, sont les sommets du p-simplexe standard A, et que,
pour z, ..., z, dans RY, nous notons ((zy, ..., z,)) I'unique application affine de A,
dans RY envoyant e, sur x; pour 0 < k < p. Si s est une partie de {0,1,...,p},
notons by le barycentre des points {¢; : i € s}.

Soit o un élément du groupe symétrique %41 des bijections de {0,1,...,p}.
Notons €(a) € {£1} la signature de «. Considérons le p-simplexe singulier f, :
A, = A,

Ba = ((ba)+ ba@.a)s -+ ba©).a0),....a@)}) -

Posons, pour tout p-simplexe singulier c,

Sd(c)= Y ela)cofp,.

a€¢7p+1

En prolongeant par linéarité, nous obtenons un morphisme de modules Sd : C,(X) —
Cp(X).

il est facile de vérifier que 0 o Sd = Sdo J et que Sdo f, = f, o Sd pour toute
application continue f.

Montrons maintenant que les morphismes de complexes de chaines id et Sd sont
fonctoriellement homotopes, ¢’est-a-dire qu’il existe, pour tout p € N, un morphisme
de modules T' = T, : Cp(X) — Cpi1(X) tels que (avec Ty : C_1(X) — Cy(X)
I'application forcément nulle),

1. (homotopie) 0o T, +T,—1 00 = id —5d
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2. (fonctorialité) si f : X — Y est une application continue, alors f,.; 0T, =
T, o fp.

La construction procéde par récurrence sur p € N.

Comme Sd : Cy(X) — Cy(X) est application identité, en posant Tp : Co(X) —
C1(X) I'application nulle, nous avons bien 0 o Ty + 74 0 0 = id —Sd.

Supposons construits Ty, ..., T, vérifiant (1) et (2). Posons i, = ida,, qui est
un p-simplexe singulier de A,. Par 'hypothése de récurrence appliquée a la (p —1)-
chaine singuliére 0i,, nous avons

i, — Sd(0i,) = 0 0 Ty_1(9iy) + Tz 0 (i) .

Comme 9o 0(i,) = 0 et do Sd = Sdod, nous avons (i, — Sd(i,) —Tp-100(i,)) = 0.
Comme A, est contractile, il existe o,11 € Cpi1(A,) tel que

ip — Sd(ip) = Tp-1 0 9(ip) = Oopi1 . ()

Soit maintenant ¢ : A, — X un p-simplexe singulier de X. Notons (¢ : Cx(4,) —
Cr(X))ken le morphisme de complexes de chaines induit par 'application continue c.
Posons T)(c) = ¢p+1(0pt1) € Cpi1(X). En prolongeant par linéarité, nous obtenons
un morphisme de modules 7}, : C,,(X) — Cpyq(X).

Pour montrer que 7), vérifie la condition (1), il suffit par linéarité de montrer
qu’elle est vérifiée sur tout p-simplexe singulier ¢ : A, — X. Appliquons a la relation
(%) lapplication ¢, : C,(A,) — C,(X). Nous obtenons

cp(ip) — ¢p 0 Sd(iy) = ¢, 0Ty 100(ip) + cpod(opi1) -

Nous avons ¢,(i,) = c car i, = ida,. Par fonctorialité de Sd, nous avons ¢, o Sd =
Sd o c,. Par fonctorialité de 7,_; et puisque (cj)gen est un morphisme de complexes
de chaines, nous avons ¢, 0T, ;00 = T,_; 0 J o ¢,. Par définition de 7}, nous avons
¢p+1(0p11) = Tp(c). Donc

c—8d(c) =T,-100(c)+00T,(c),

ce qui montre le résultat.
Pour montrer que 7, vérifie la condition (2), soit ¢ : A, — X un p-simplexe
singulier. Alors

for10Tp(c) = for1 0 cpr1(ops1) = (f 0 O)pa(opy1) = Tp(f o c) =T, 0 fp(c),
ce qui montre le résultat.

Lemme 5.15 Soit % = (U;)ie; une famille de parties de X dont les intérieurs
recouvrent X . Alors pour tout ¢ € Cy(X), il existe r € N tel que Sd"(c) € C,(% ).
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Démonstration. Par linéarité, nous pouvons supposer que ¢ est un p-simplexe
[¢]

singulier. Posons V; = ¢! (U;). Alors (V});es est un recouvrement ouvert de l'espace
métrique compact A,,. Il existe donc € > 0 tel que pour toute partie A de A,, dont
le diameétre vérifie diam(A) < ¢, il existe i € [ tel que A C V.

Siu =7y, ayoy, ol les o), sont des p-simplexes singuliers, est une p-chaine singu-
liére & valeurs dans un espace métrique, notons diam(u) le maximum des diamétres
des images des oy. 1l est facile de montrer que, pour tout » € N,

. o p \ ..
diam Sd"(i,) < (m) diam(A,) .

En effet, soit S un simplexe affine de RY, enveloppe convexe affine des points

To, T1, ..., Tp. Par convexité, diam(S) = sup,; ||e; —e;][. Si S est un simplexe affine
de dimension p de la subdivision barycentrique de S, il posséde un sommet de la
forme z; et un sommet qui est le barycentre affine b = "%, Iﬁxi de S. De plus

diam(S") = [Ib = ;]| = S5 1| Xg 2 — 5]] < 2;iam(S).
Pour r assez grand, nous avons donc diam Sd"(i,) < €. Donc Sd"(¢) = Sd"(¢,(iy))
cp(Sd"(ip)) € Cp(% ), ce qui montre le résultat. O

La preuve du théoréme des petites chaines se termine comme suit.
Soit z un cycle de X. Pour tout r € N, Sd"(z) est aussi un cycle, car Sd commute
avec 0. De plus,

1

(Sd*(z) — Sd**'(2)) = (T 0 0(Sd"(2)) + 0 0 T(Sd"(2)))

0oT (i Sdk(z)> :

Montrons maintenant, pour tout p € N, que H,(%) — H,(X) est un isomor-
phisme de modules.

Si z est un p-cycle de X, soit r suffisamment grand pour que Sd'(z) € 6,(% ).
Alors par ce qui précéde, Sd"(z) est un p-cycle % -petit, homologue a z dans X,
donc l'application H,(% ) — H,(X) est surjective.

Soit z un p-cycle % -petit, qui est un bord dans X. Alors il existe t € Cp11(X) tel
que z = 0t. Montrons que z est le bord d’une chaine % -petite. Soit r suffisamment
grand pour que Sd'(t) € Cpi1(% ). D’aprés ce qui précéde, nous avons Sd"(z) =
Sdr(0t) = 0o Sd"(t), donc

z2=0 (Sd”(t) + T(i Sdk(z))> :
k=0

Comme Sd envoie C;(%) dans C;(% ), et comme T envoie Cp(% ) dans Cp (%),
nous avons bien montré que z est le bord d'une chaine % -petite. Donc H,(% ) —
H O

»(X) est injective.

,2
I

-

-
|

z—8d"(z)

b
Il
o
B
Il

Excision
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Théoréme 5.16 (Théoréme d’excision) Soient X un espace topologique, A un

sous-espace de X, et U C A tel que U C ;1 Linclusion des paires d’espaces topolo-
giques (X — U, A—U) — (X, A) induit un isomorphisme en homologie : pour tout
n €N,

H,(X-UA-U)~H,(X,A).

Démonstration. Posons % = {X — U, A}. Comme U C ;1, I’espace X est réunion
des intérieurs de X —U et de A. Nous pouvons donc appliquer le théoréme des petites
chaines : I'inclusion u : C\,(% ) — C.(X) induit un isomorphisme en homologie.

Rappelons que si F et F' sont deux sous-modules d’'un module G, alors 'inclusion
F — E + F induit un isomorphisme

E/ENF)~(E+F)/F.
Comme Cy (%) = C.(X —U) + Ci(A), il vient

CA%)|C(A) ~ Cu(X —U)/ (CL(X —U)NCL(A) = C.(X—U)/C.(A-T)
= C(X-UA-U).

Nous obtenons donc un morphisme de suites exactes courtes de complexes de
chaines

0— C.(A) — (%) L C(X-UA-U) —0

| id Lu 1y
0— Ci(A) — C(X) — Ci(X, A) —0

ot g est lapplication induite par Uinclusion (X — U, A —U) — (X, A), et [ le
morphisme de complexes de chaines obtenu comme composition de la projection
Ci(%) — C%)]C.(A) avec l'isomorphisme C,(%)/C.(A) ~ C.(X — U, A —U)
défini ci-dessus. La commutativité du diagramme ci-dessus est immédiate.

Par le théoréme 5.2, le diagramme suivant est commutatif, et ses lignes sont
exactes :

Hy(A) — H (%) — Ho (X -UA-U) — Hy(A) — Ho (%)

lid 1 u, 1 g« lid 4w
H,(A) — H,(X) — H,(X,A) — H, 1(A) — H, 1(X)

Comme les premiére, seconde, quatriéme et cinquiéme fleches verticales sont des
isomorphismes, il découle du lemme des cing (voir exercice E.51) que la troisiéme
fléche verticale est aussi un isomorphisme, ce qui démontre le résultat. O

Rappelons (voir la partie A.2) que si X est un espace topologique et si Y est un
sous-espace de X, alors X/(Y') désigne I'espace topologique quotient X/Z ou Z est
la relation d’équivalence engendrée par x ~ y pour tous z,y de Y. Pour alléger les
notations dans cette fin de partie, nous noterons X/Y lespace X/(Y) (il n’y aura
pas de risque de confondre avec un autre quotient).
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Lemme 5.17 Soient X un espace topologique, et Y un fermé de X qui est un
rétracte par déformation forte de X. Alors le singleton Y/Y est un rétracte par
déformation forte de X/Y .

Démonstration. Soit 7 : X — X/Y la projection canonique. Comme Y est fermé,
rappelons (voir la partie A.2) que mx_y est un homéomorphisme sur son image.
Soit h : X x [0,1] — X une application continue, ou h(x,0) = x et h(z,1) € Y pour
tout x € X, et h(y,t) =y pour tout y € Y.

Il existe une unique application ¢ rendant le diagramme suivant commutatif :

Xx[0,1] & X
mxid | L
(X/Y) x[0,1] % X/V.

En effet, si (7(z),t) € (X/Y) x[0,1], alors (7 x id) ! (7 (z),t) = {(z,t)} siz ¢ Y, et
(m xid)"Y(7w(z),t) =Y x {t} sinon. Or mo h(Y x {t}) = Y/Y, qui est un singleton.

Pour montrer que ¢ ainsi définie est continue en tout point (7(z),t) € (X/Y) x
0,1], soit V un voisinage de ¢(n(z),t) = 7o h(z,t). Alors U = 7 (V) est un
voisinage de h(x,t), qui est un voisinage de Y si h(x,t) € Y. Donc h=}(U) est un
voisinage de (z,t), qui est un voisinage de Y x [0,1] si h(z,t) € Y.

Size X —Y, comme X —Y est ouvert, il existe un voisinage W de x, contenu
dans X — Y, et un voisinage W' de ¢ tels que W x W’ C h~}(U). Comme mx_y
est un homéomorphisme sur son image, nous en déduisons que 7w(W) x W’ est un
voisinage de ((x),t) contenu dans ¢~1(V).

Si z € Y, alors h(z,t) € Y, donc Y x [0,1] C h~*(U). Par conséquent, pour
tout y € Y et tout s € [0,1], il existe des voisinages U et V; de y et s dans X et
0, 1] respectivement tels que U, x V, C h™'(U). Par compacité de [0, 1], il existe
S1,..., 5k € [0,1] tels que [0,1] C V5, U...UV,. Soit U, = U, N ... N Us,, qui est un
voisinage de y dans X tel que

U, x[0,1]=U, x (Vo U..UVy,)= (U, x Vi) U...U (U, x Vi) C h"}(U) .

Donc (U, cy Uy) x[0,1] est un voisinage de Y x [0, 1] contenu dans h~'(U). Et puisque
I'image par 7 d’un voisinage saturé de Y dans X est un voisinage de Y/Y dans X/Y',
nous en déduisons que m({J,cy Uy) x [0, 1] est un voisinage de (7(z),?) contenu dans
oY), .

Proposition 5.18 Soient X un espace topologique normal, Y un fermé de X, ré-

tracte par déformation forte d’un voisinage ouvert U. Sim: (X,Y) — (X/Y,Y/Y)
est la projection canonique, alors

T Ho(X,Y) = Ho (XY, YY)

est un isomorphisme de modules pour tout n € N.
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Démonstration. Par I'invariance homotopique de I’homologie relative (proposition
5.12), le module H,(U,Y') est isomorphe a H,(Y,Y’), qui est nul par le corollaire
5.11 et le commentaire qui le suit. Par le lemme précédent, Y/Y est un rétracte par
déformation forte de U/Y', donc de méme, H,(U/Y,Y/Y) est nul. Par la suite exacte
longue d’homologie relative des triplets (proposition 5.13) appliquée aux triplets
(X,U,Y) et (X/Y,U/Y,Y/Y), les inclusions (X,Y) — (X,U) et (X/Y,Y/Y) —

(X/Y,U/Y) induisent donc des isomorphismes en homologie relative :
Ho(X.Y)~ Hy(X,U) et Hy(X/Y,Y/)Y)~H,(X/Y,UJY)

Comme X est normal, il existe un ouvert V de X tel que Y ¢ V. Cc V C U.
Comme U (resp. V) est un ouvert (resp. fermé) saturé de X, son image dans X/Y
est ouverte (resp. fermée). En particulier 'adhérence de V/Y est contenue dans
I'intérieur de U/Y . Par le théoréme d’excision 5.16, les inclusions de paires évidentes
induisent des isomorphismes

Hy(X-V,U-V)~ H,(X,U) et Hy(X/Y-V)Y,UY-V]Y)~H,(X/Y,U/Y).

Comme Y est fermé, 'application 7 x_y est un homéomorphisme sur son image.
La restriction de m qui va de (X —V,U — V) dans (X/Y = V/Y,U/Y —V/Y) est
donc un homéomorphisme. Elle induit par conséquent un isomorphisme en homologie
relative.

Il est immeédiat de vérifier que la composition des isomorphismes (ci-dessus défi-
nis

)

Ho(X,Y) ~ Hy(X,U) ~ Hy(X =V, U = V) =~ H,(X)Y = V/Y,U]Y = V]Y) ~

H,(X/Y,U)Y) ~ H,(X/Y,Y/Y)
est T, : Hy(X,Y) — H,(X/Y,Y/Y), d’ou le résultat. O

Suite exacte de Mayer-Vietoris
Soient X un espace topologique, U, V deux ouverts de X recouvrant X, et
uvnv U
io | o
| '
le diagramme commutatif des inclusions. Notons ((i1)., —(i2)«) : C.(UNV) —
C.(U) x C(V) lapplication ¢ — ((i1)+(c), —(i2)«(c)) (prendre garde a ne pas oublier
le signe — dans les calculs). Notons (1)« + (j2)« : Co(U) x Cu(V) — C.({U, V'}) 'ap-

plication (¢, ') — (j1)«(c) + (j2)«(¢). Notons X', U, V' i, i}, ji, j5 une autre telle
donnée, et f: X — X’ une application continue telle que f(U) C U’, f(V) C V.

Proposition 5.19 La suite

0— C(UnV) Doy xeuwy S oo vy — 0
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est une suite exacte courte de complexes de chaines, et le triplet

((fluav)s, (flo)s« X (fv)s, fo)

est un morphisme de suites exactes courtes de complexes de chaines :

0— ownv)y W oy xowvy WY cquvyy o
1 Gioav)- | | b o) x(fiv)- | | 1
0— o nv) WD ooy <oy T o quvy) o

Démonstration. Par définition du complexe des chaines {U, V }-petites, I"appli-
cation (j1)« + (j2)« est surjective. L’application ((i1)«, —(i2)s), qui est ¢ — (¢, —c)
apres identification du complexe des chaines singuliéres d’une partie de X avec un
sous-module du complexe des chaines singuliéres de X, est clairement injective. Le
diagramme commutatif des inclusions ci-dessus induit un diagramme commutatif
sur les complexes de chaines singuliéres, donc l'image de ((71)., —(i2).) est contenue
dans le noyau de (j1)s + (Jo2)«-

Réciproquement, en utilisant des sommes sur les simplexes singuliers de X avec
des familles presques nulles d’éléments de 'anneau des coefficients A, si

E n,o —+ E myo =0,
o:im o CU o:im o CV
alors
Z neo + Z meo  + Z (ny+mg)o =0,
c:imo CU,imo ¢V c:imo CV,imo ¢U o:im o C (UNV)

donc, comme le module des chaines singuliéres est libre, nous avons

ne =0 si imo CU,imo¢@ V
my =0 siimo CV,imo @ U
Nne=—-m, sl imoc CUNV .

Ceci montre que tout élément du noyau du morphisme (j;). + (j2)« appartient a
I'image du morphisme ((1)., —(i2)«), ce qui démontre le résultat. O

Corollaire 5.20 Pour tout espace topologique X, muni d’un recouvrement ouvert
{U,V'}, il existe une suite exacte longue de modules, dite suite exacte de Mayer-
Vietoris de X,

o Hy(X) =5 H (U vy 0 g oy <o m,(v) Y b (x)

2 H, ((UNV) — ...

telle que, pour tout espace topologique X', muni d’un recouvrement ouwvert {U',V'},
pour toute application continue f : X — X' telle que f(U) C U', f(V) C V', le
diagramme suivant soit commutatif :

L H V) O gy som, vy Y xS H, V)

 (Fuav)« A L (Fo)ex(fjv )= ‘ A 1 1 d (Fuav)«
Hyu vy OB g o som oy W xS v 0 v
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Démonstration. Le théoréme 5.2 des rappels d’algebre homologique associe, de
maniére fonctorielle, une suite exacte longue en homologie & toute suite exacte courte
de complexes de chaines. Appliquons-le & la proposition précédente. Le résultat en
découle, en appliquant le théoréme des petites chaines 5.14, et la commutativité du
diagramme

C.{U,V}) — Cu(X)

£l L
C.({U, V') — C.(X)

0

Remarques. (1) Dans certaines applications, il n’y a pas besoin de connaitre ex-
plicitement les morphismes dans les suites exactes de Mayer-Vietoris, leur existence
suffisant. Nous omettrons donc de les désigner nommément, pour simplifier les no-
tations. Mais par défaut, les morphismes seront ceux indiqués ci-dessus.

(2) Le corollaire ci-dessus reste vrai si U et V sont des sous-espaces de X qui
sont des rétractes par déformation forte, préservant U N V', de voisinages. C’est
par exemple le cas si U,V sont des variétés différentielles a& bord dans une variété
différentielle X, ou si X est un CW-complexe et U,V des sous-CW-complexes.

Exercice E.54 Soient X un espace topologique et A un anneau commutatif uni-
taire de coefficients. Soient A, B, C, D,Y des sous-espaces tels que A, B, C, D soient
ouverts, X = AUB, Y =CUD, C C Aet D C B. Montrer qu’il existe une suite
exacte, appelé suite exacte relative de Mayer-Vietoris,

.- — H,(ANB,CND) — H,(A,C)®H, (B, D) — Hy(X,Y) = H,_1(ANB,CND) — ...

telle que si X’ est un espace topologique, si A, B',C’", D', Y’ sont des sous-espaces
tels que A’, B’,C', D’ soient ouverts, X' = AUB, Y = C'UD, C cC A et
D C B etsif:(X,Y)— (X', Y’) est un morphisme de paires tel que f(A) C A',
f(B) C B, f(C)cC C"et f(D) C D', alors le diagramme suivant est commutatif
H.(ANB,CND)— Huy(AC)® Hy(B,D)—» Hy(X,Y)— H, 1(AnB,CND)
L fs Lfe® s U 1 fs

H, (A NB,C'ND")—H,(A,C")& H,(B',D') = H,(X',Y') = H,_1(A'NB,C'ND)
5.3 Quelques calculs et applications de ’homologie

Les applications qui seront présentées ci-dessous utilisent de maniére essentielle
la valeur des groupes d’homologie (singuliére) des sphéres, et la fonctorialité de
I’homologie (singuliére).

Calcul de ’homologie des sphéres

Notons encore A I'anneau (commutatif unitaire) des coefficients.
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Théoréme 5.21 Pour tous p,n dans N,

ADA si 0=p=n

A si 0=p<n

H,(Sp;A)=4¢ 0 si 0<p<n
A si 0<p=n
0 si p>n.

Démonstration. Sin =0, alors S,, = {—1, +1}, et le résultat est déja connu (voir
le paragraphe avant la proposition 5.6 et 'exercice E.52). Supposons donc n > 1.

Sip = 0, alors le résultat est déja connu, car S,, est connexe par arcs (proposition
5.6). Supposons donc p > 1.

Montrons le résultat par récurrence sur p. Soient N le pole nord de S,, S le
pole sud de S,, U = S,, —{N}, V =S, — {S}. Alors U et V sont des ouverts
contractiles, donc ont la méme homologie que le point. L’inclusion S,, 1 —< U NV
est une équivalence d’homotopie (car UNV se rétracte par déformation forte sur S,,_;
le long des grands cercles passant par les poles). Elle induit donc un isomorphisme
en homologie.

Pour p = 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris appliquée a ’espace topologique
S, muni du recouvrement ouvert {U, V'} donne une suite exacte

Hi(U) x H(V) — Hy(Sn) — Ho(UNV) -2 Hy(U) x Ho(V) .

Le module Hy(U) x Hy (V) est nul, donc H,(S,) s'injecte dans Hy(UNV'). Le module
Hy(U) x Hy(V) est isomorphe a A x A. Sin > 1, alors Hy(UNV) ~ Hy(S,-1) ~ A
et l'application ¢ s’écrit z — (x, —z). En particulier, ¢ est injective, donc par
exactitude, H(S,) = 0.

Sin =1, alors Hy(UNV) >~ Hy(Sp) >~ A x A.
L’application ¢ s’écrit (z,y) — (z + vy, —(z + y)),
car les deux composantes connexes par arcs de
U NV, qui forment une base de Ho(U NV, s’en-
voient sur la seule composante connexe par arcs de
U, qui engendre Hy(U), et de méme pour V. En
particulier, le noyau de ¢ est isomorphe a A, donc
par exactitude, H1(S;) = A.

Pour p > 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris appliquée a ’espace topologique
S, muni du recouvrement ouvert {U, V'} donne une suite exacte

AN

R

Hy(U) x Hy(V) — Hy(S,) — Hy (UNV) — H,_(U) x Hy_(V) .

Les modules aux extrémités étant nuls, nous avons un isomorphisme H,(S,)
H, «(UNV)~H, 1(S,-1). Le résulat en découle par récurrence.

R

Le théoréme du point fixe de Brouwer
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Nous renvoyons a l'introduction pour I’énoncé (corollaire 1.2) et la preuve du
théoréme du point fixe de Brouwer. Les seuls outils utilisés étaient la valeur des
groupes d’homologie des sphéres, calculées ci-dessus (théoréme 5.21), la valeur des
groupes d’homologie des boules (qui découle du corollaire 5.9), et la fonctorialité de
I’homologie singuliére.

Homologie et limite inductive

Le premier résultat suivant dit essentiellement que pour calculer les groupes d’ho-
mologie, il suffit de le faire pour les espaces compacts. Rappelons d’abord quelques
notions sur les limites inductives, que 1’on prendra garde a ne pas confondre avec les
notions homonymes introduites pour les groupes avant la proposition 4.3.

Un ordre inductif sur un ensemble [ est un ordre partiel < tel que
Vi,gel, dkel, 1<k e j<k.

Par exemple, tout ordre total est inductif. L’exemple le plus utilisé en pratique est
celui de I'ensemble N muni de son ordre usuel.

Une famille inductive dans une catégorie est la donnée, notée (X, f;;), d'un
ensemble [ muni d’un ordre inductif, d'une famille d’objets (X;);c; et d’une famille
de morphismes (f;; : X; = X)i<; tels que

(1) Viel, fi=idy,
(2) Vi<j<k, fu=/[foli-

Si X est un ensemble, une famille inductive de parties de X est une famille
inductive dans la catégorie dont les objets sont les parties de X et ’ensemble des
morphismes entre deux parties de X est vide ou réduit a I'inclusion. Plus simplement,
c’est une famille (X;);c; de parties de X, telle que 'ordre sur I défini par 'inclusion
(¢ < j si et seulement si X; C X;) soit inductif. Par exemple, une suite croissante
de parties de X est une famille inductive de parties de X. Si X est un espace
topologique, une famille inductive de parties (X;);c; dans X sera dite compléte si
tout compact de X est contenu dans I'un des X;.

Exemples. (1) Toute suite croissante d’ouverts de X, de réunion X, est une famille
inductive compléte de parties de X.

(2) Si X est séparé, la famille de tous les compacts de X est une famille inductive
compléte de parties de X, car la réunion de deux compacts de X est un compact de

X.
(3) Une suite exhaustive de compacts de X est une suite (K;);c; de compacts de

X tels que K; C K41, et UieN K; = X. Toute suite exhaustive de compacts de X
est une famille inductive compléte de parties de X.

Soit A un anneau commutatif unitaire. Rappelons que si (E;);c; est une famille
de modules, alors €p,.; E; est le module des sommes presque nulles ) .., x; ot les
x; sont dans Fj;, nuls sauf un nombre fini d’entre eux. Nous identifierons F; & un
sous-module de @, ; E; par I'application x — Y ., x; ot x; = 0si j #iet x; = x.
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Soit (Ej;, ¢;;) une famille inductive de modules, appelons limite inductive de
(E;, gij) le module quotient

hm (Ei, gij) = (@E) /F

el

ott F' est le sous-module de ,.; £; engendré par les ¢léments de la forme 2 — g;;(x)
ouni < jetx e E;. (Il est facile de vérifier, en utilisant le fait que l'ordre sur I est
inductif, que la limite inductive admet aussi la définition suivante. Considérons la
relation ~ sur la réunion disjointe []£;, définie par x ~ y, o x appartient a £ et
y appartient & Ey, s'il existe i > j, k tels que f;;(x) = fix(y). Il est facile de montrer
que c’est une relation d’équivalence, et que si [x] désigne la classe d’équivalence
de x, si @ appartient a E; et y appartient a Ej, alors la formule \[z] 4+ ply] =
(Afij(x) + pfie(y)] pour tout ¢ > j, k, définit une structure de module sur l'ensemble
des classes d’équivalences, telle que I'application [z] — x 4+ F' soit un isomorphisme
de modules sur la limite inductive.

Lorsque les morphismes sont sous-entendus, nous noterons aussi lii)n E; ou liin E;
cette limite inductive. Z
Remarque. La limite inductive est une solution d’un probléme universel, que nous
laisserons au lecteur le soin de formuler et de vérifier.

Soient X un espace topologique, et (X;);c; une famille inductive de parties de
X, ou fj; + X; = X est l'inclusion si ¢ < j. Alors (H,(X;), (fij)«) est une famille
inductive de modules et de morphismes de modules. Si f; : X; — X est 'inclusion,
alors le diagramme

X, KL ¢
fi \l /f '
X
est commutatif, donc induit un diagramme commutatif en homologie. En particu-
lier, le morphisme ¢ = @;c;(f;)« @H H.(X) passe au quotient en un
el
morphisme

¢ lim H,(X;) — H.(X) .

Proposition 5.22 Soient X un espace topologique séparé, (X;)ie; une famille in-
ductive compléte de parties de X. Alors le morphisme ¢ : lim H,.(X;) — H.(X)
—

défini ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. Appelons support d’une chaine singuliere ¢ = """ | a;0; dans
un espace topologique Y la réunion des images des simplexes singuliers o; dont le
coefficient a; est non nul.

Comme X est séparé, toute chaine singuliére de X est a support dans un compact
de X, donc dans un X;. Donc 'application ¢ est surjective.
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Soit ¢ = »,.;¢; une somme presque nulle de chaines singuliéres ¢; dans Xj,
supposons que ¢ soit un bord 0b dans X. Alors il existe k € I tel que X} contienne
le support de b et les X; tel que ¢; soit non nulle. Donc ¢ est une chaine singuliere
dans X, qui est un bord dans Xj. Par conséquent, I'application ¢ est injective. [J

Homologie du complémentaire d’une sphére dans une sphére

Commencons par le calcul de I'homologie du complémentaire dans la sphére S,
d’une partie homéomorphe a une boule.

Lemme 5.23 Soit A un sous-espace de S, homéomorphe a By, avec 0 < k < n.
Alors A
‘ CACAY sij=0

H;(Sn = A; A) =~ { 0  sinon .
Démonstration. Raisonnons par récurrence sur k. Si k = 0, alors A est réduit a
un point, et S, — A est homéomorphe a R", donc le résultat est connu.
Soit £ > 1. Supposons le résultat vrai pour k& — 1. Soient A une partie de S,
homéomorphe & By, ou n >k, et f: A — [0,1]* est un homéomorphisme. Soient
Lo ={(z1,...,2p) €[0,1]" : oy > =}, I ={(x1,....,2) €0,1]F : 2, <

}

(NN
(NN

et A = f~!(I1). En particulier, B = A, N A_ est homéomorphe a B;_;. Comme
AL est un compact de S,,, les sous-espaces S, — A,,S, — A_ sont ouverts. Leur
réunion est S,, — B, leur intersection S,, — A. Siiy : S, — A — S,, — A4 est l'inclusion,
la suite exacte de Mayer-Vietoris donne une suite exacte

Hjs1(Su—B) — Hy(Su—A) ) (S, A ) x Hi(Su—A_) — H;(Sa—B) .

Par récurrence, ((i4 )., —(i_).) est injective.

Supposons d’abord 7 > 0. Supposons par ’absurde qu’il existe un élément non
nul = dans H;(S, — A). Alors (i4).(x) # 0 ou (i_).(x) # 0. Supposons par exemple
que le premier cas soit vrai, et posons A; = A, . Par dichotomies successives, nous
construisons une suite décroissante A = Ay D A; D Ay D ... de sous-espaces de
S;, homéomorphes a By, telle C' = (,.y Ai soit homéomorphe a Bj_;, et telle que
I'application H,(S, — A) — H;(S, — Ai) (induite par I'inclusion) envoie z sur un
élément non nul zy.

Comme tout compact de S,, — C' est contenu dans un S,, — Ay pour tout k assez
grand, la suite (S,, — Ag)ren est une suite inductive compléte de parties de S,, — C'.
La proposition 5.22 implique que

En particulier, comme aucun zj, n’est nul, I'application H;(S, — A) — H;(S, — C)
(induite par Iinclusion) envoie = sur un élément non nul. Ceci contredit le fait que
par récurrence, H;(S, — C) = 0.
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Supposons maintenant j = 0. Il s’agit de montrer que Hy (S, — A) est isomorphe a
A. Rappelons que Hy(X) est le module libre engendré par les composantes connexes
par arcs de X, et que si Y est un sous-espace de X, alors l'inclusion ¥ — X induit
I'unique morphisme de modules Hy(Y) — Ho(X) envoyant une composante connexe
par arcs de Y sur la composante connexe par arcs de X la contenant.

Supposons par l'absurde qu’il existe deux composantes connexes par arcs dis-
tinctes x et y de S,, — A. Construisons par dichotomie une suite décroissante A =
Ayp D Ay D Ay D ... de sous-espaces de S,, homéomorphes a By, telle que C' = (1), A;
soit homéomorphe & By_1, et telle que 'application Hy(S,, — A) — Ho(S, — Ax) (in-
duite par I'inclusion) envoie z,y sur deux composantes connexes par arcs distinctes
xg, yr de S, — Ag. Comme H,(S, — C) ~ h_H)l H;(S, — Ax), les deux composantes
connexes par arcs de S,, — C' contenant x et y respectivement sont distinctes. Ceci
contredit le fait que, par récurrence, Hy(S, — C) = A. O

Proposition 5.24 Soit B un sous-espace de S, homéomorphe a Sy, ou 0 < k <
n — 1. Alors

AGA sij=0etk=n—-1

o)A sij=0etk<n-—1
H;(S, — B;A) = A sij=n—k—1ethk<n—1
0 sinon .

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur k. Si k = 0, alors B a deux points.
Donc S,, — B a le type d’homotopie de S, _1, et le résultat est déja connu.

Supposons le résultat vrai pour k. Soit B un sous-espace de S,, homéomorphe a
Skr1, o0 0 < k+1 < n— 1. En considérant par exemple les hémisphéres nord et
sud de Sg41, on écrit B = B, U B_ avec By homéomorphes & By, et C = B, N B_
homéomorphe & Si. En particulier, {S, — B,,S,, — B_} est un recouvrement ouvert
de S, — C.

Supposons d’abord j > 0. La suite exacte de Mayer-Vietoris donne une suite
exacte

Hj1(Sn — By) X Hj1(Sp — B-) — H;j1(Sp — C) — H;(Sp — B) —

Hj(Sn - B+) X Hj(Sn — B_) .

Par le lemme 5.23, les modules aux deux extrémités sont nuls. Donc H;44(S,, —
C) ~ H,(S,, — B). Par récurrence, comme k < n — 1, nous avons

HjH(Sn—C):{A sij+l=n—Fk—1

0 sinon .
Comme k+1<n—1sij+1=n—k—1etj >0, nous avons donc

Hj(Sn_B)N{A sij=n—(k+1)—1 etk+1<n-—1

10 sinon ,
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ce qui montre le résultat.
Supposons maintenant 7 = 0. La suite exacte de Mayer-Vietoris donne une suite
exacte

Hl(Sn - BJr) X H1<Sn - B*) — H1<Sn - C) — HO(Sn - B) —
Ho(S, — By) x Ho(S, — B_) — Ho(S, —C) — 0.

Appliquons 'hypothése de récurrence et le lemme 5.23. Si k+1 < n — 1, alors cette
suite exacte s’écrit

00— HoS,—B)>AxA—-A—0.
Donc Hy(S,, — B) >~ A. Si k+ 1 =n — 1, alors nous avons une suite exacte
0—A—HyS,—B) >AxA—-A—-0.

Donc Hy(S, — B) ~ A x A, ce qui termine la preuve. U

Comme premiére application, étudions le cas n = 3 et k = 1, c’est-a-dire le cas
des cercles plongés dans S3. Une partie K de la sphére S3 est appelée un neud s’il
existe f : S — S3 un homéomorphisme sur son image tel que f(S;) = K. Deux
noeuds sont dit isomorphes s’il existe un homéomorphisme de S3 dans lui-méme qui
envoie I'un sur lautre. En identifiant S; avec le compactifié¢ d’Alexandrov de R3,
prendre des projections sur des plans de R?® permet de représenter graphiquement
des noeuds. En voici quelques exemples, consulter le livre [Rol| et ses tables pour

d’autres exemples.

Noeud de treéfle Noeud de huit

sij=0,1
sinon .

Corollaire 5.25 Si K est un noeud dansSs, alors H;(Ss—K;A) = { OA
U

Le fait le plus important est que Hi(S3 —
K;7Z) ~ Z. Un générateur de H,(S3 — K;7Z)
est fourni par un lacet v contenu dans le bord
d’un voisinage tubulaire de K, non homotope
a zéro dans ce bord, mais bordant un disque
contenu dans le voisinage tubulaire.
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En particulier, il nest pas possible de distinguer deux noeuds par I'homologie de
leur complémentaire : les complémentaires de deux noeuds ont la méme homologie.
Mais le noeud trivial S; C S3 et le noeud de trefle, par exemple, ne sont pas iso-
morphes (les groupes fondamentaux de leur complémentaire ne sont pas isomorphes,
voir par exemple [Rol]).

Le théoréme de séparation de Jordan-Brouwer

Théoréme 5.26 (Théoréme de séparation de Jordan-Brouwer) Une partie
de S,, homéomorphe a S,_1 sépare S,, en deuxr composantes connexes, et est la fron-
tiere de chacune d’entre elles.

Démonstration. Soit B une partie de S,, homéomorphe & S,_;. Comme B est
compacte, S,, — B est un ouvert de S,,. Donc les composantes connexes de S,, — B
sont ses composantes connexes par arcs. Par la proposition 5.24, Hy(S, — B;Z),
qui est le groupe abélien libre engendré par les composantes connexes par arcs de
S, — B, est isomorphe & Z x Z. Donc B sépare S, en deux composantes connexes,
que 'on note Cy, Cs.

Soit i € {1,2}. Puisque C; U B est fermé, la frontiére dC; = C; — C; de C; est
contenue dans B. Il suffit donc de montrer que B C 90C;. Soient x € B, et U un
voisinage quelconque de = dans S,,. Par symétrie, il suffit de montrer que U contient
un point de Cf.

Puisque B est homéomorphe a S,,_1, il existe une partie A de U N B telle que
x € Aet B—A est homéomorphe aB,,_;. Par le lemme 5.23, Hy(S,,—(B—A);Z) ~ Z,
donc S,, — (B — A) est connexe par arcs. Soient z € C, y € Cy, et v un chemin de
z a y contenu dans S, — (B — A). Comme C},C, sont des composantes connexes
distinctes de S,, — B, le chemin ~ doit rencontrer A. Le premier point d’intersection
de v avec A appartient a la frontiére de C;. Donc U contient un point de C1, ce qui
montre le résultat. O

Remarque. Les deux composantes connexes du complémentaire d’un cercle dans le
plan sont homéomorphes a des disques ouverts. Mais ceci n’est pas vrai en dimension
supérieure.
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En effet, 'adhérence de la composante connexe bornée du complémentaire dans
R3 de la sphére a cornes d’Alezander ci-dessus est homéomorphe a Bs. En particulier,
la spheére & cornes d’Alexander est homéomorphe a S,. Mais son complémentaire dans
S3 n’est pas simplement connexe (en fait, son groupe fondamental n’est pas de type
fini), voir par exemple [Rol, page 80|.

Le théoréme d’invariance du domaine de Brouwer

Nous avons déja énoncé et démontré en introduction (corollaire 1.1) une pre-
miére version du théoréme d’invariance du domaine de Brouwer, a savoir que si
n # m, alors R™ et R™ ne sont pas homéomorphes. Les seuls outils utilisés étaient
la valeur des groupes d’homologie des sphéres (théoréme 5.21), et la fonctorialité de
I’homologie singuliére. Nous donnons ci-dessous une version plus générale.

Théoréme 5.27 (Théoréme d’invariance du domaine de Brouwer II) Si U
et V sont des parties de R™ homéomorphes, et st U est ouvert dans R™, alors V' est
ouvert dans R™.

Démonstration. L’espace R™ est homéomorphe a 'ouvert de S,,, complémentaire
de n’importe quel point de S,,. Ce théoréme est donc équivalent au théoréme obtenu
en remplagant R™ par S,,. Soient y un point de V', et f : U — V un homéomorphisme.
Soit x dans U tel que f(x) = y, et A un voisinage de x homéomorphe a B,,, et de
frontiére B homéomorphe a S, ;. Soient A" = f(A) et B’ = f(B). Par le lemme
5.23, l'espace S,, — A’ est connexe. Par le théoréme 5.26, I'espace S,, — B’ posséde
deux composantes connexes. Comme S,, — B’ = (S,, — A )U(A' — B’) et que S,, — A’
et A" — B’ sont connexes et disjoints, ce sont les composantes connexes de S,, — B’.
Donc A’ — B’ est ouvert dans S,,, car dans un espace localement connexe par arcs,
comme l'est 'ouvert S,, — B’ de S,,, les composantes connexes sont ouvertes (voir
I'appendice, avant la sous-partie A.2). Comme y' € A’ — B’ C V, ceci montre que V'
est ouvert. (]
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Rappelons qu’une variété topologique est un espace topologique (en général sup-
posé métrisable, séparable), dans lequel tout point x admet un voisinage homéo-
morphe a un ouvert de R™. Si X est connexe, I'entier n ci-dessus est bien défini, et
est indépendant du point z. Cet entier est appelé la dimension de X.

5.4 Groupe fondamental et homologie : le théoréme d’Hure-
wicz

Dans toute cette partie, 'anneau des coefficients A est I'anneau des entiers Z.

Soit X un espace topologique. Rappelons que, via U'identification de [0, 1] avec
Ay par t +— (1 —t)eg + teq, nous identifierons un chemin dans X avec un 1-simplexe
singulier de X.

Lemme 5.28 Si « et 8 sont deux chemins composables dans X, alors il existe une
2-chaine singuliére a coefficients entiers ¢ € Cy(X,Z) telle que a- B = o+ 5 — Oc.

A ‘ a(1) = B(0)
P \
8 e al0) 501)
a-f

Démonstration. Notons ¢ : Ay — X 'unique application telle que ¢((1 — s)e; +
sex) = B(s), c((1 — s)eg + sez) = (a- B)(s), c((1 — s)eg + se1) = a(s), et qui soit
constante sur les segments paralléles & [eq, 2(eg+€2)]. Il est immédiat de vérifier que
¢ est continue, et que dc = 8 — - 5+ a. O

Lemme 5.29 Si « et § sont deux chemins homotopes dans X, alors il existe une
2-chaine singuliére a coefficients entiers ¢ € Cy(X,7Z) telle que o = 5 + Oc.

0,1 B
€1 €9 Co ( ) > (]'7 1)
» Y
€2 x| h
60 Cl : { /\
e el 0,00 a (1,0) .

Démonstration. Soit & : [0, 1] x [0,1] — X une homotopie (relativement extrémi-
tés) entre o et 3. Notons ¢; et ¢q les 2-simplexes singuliers de [0, 1] x [0, 1], qui sont les
uniques applications affines telles que ¢1(eg) = (0,0),c1(er) = (1,0),¢1(ea) = (1,1)
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et co(eg) = (0,0),ca(e1) = (0,1),ca(ez) = (1,1). Pour z € X, notons ¢, : Ay — X le
2-simplexe singulier de X constant en z, dont le bord dc, est (1 — 1+ 1)e, = ¢,, on
€, est le chemin constant en z. Posons alors ¢ = hoc¢; —hocy — ¢y + ¢g, qui est une

2-chaine singuliére a coefficients entiers. Il est immédiat de vérifier que dc = a — 3.
O

Proposition 5.30 Soit X un espace topologique pointé en x € X. L’application
¢ de l’ensemble des lacets en x dans Hy(X;Z), qui a un lacet « associe la classe
d’homologie du 1-simplexe singulier o, passe au quotient en un morphisme de groupes
¢ m(X,x) = Hi(X;Z), appelé morphisme de Hurewicz de X.

Ce morphisme est naturel : si X et Y sont deux espaces topologiques pointés en x
et y respectivement, et si f : X — Y une application continue préservant les points
bases, alors le diagramme suivant, ot les fléches horizontales sont les morphismes de
Hurewicz de X et de Y, est commutatif :

mn(X,2) -2 H(X;Z)

£ g
n(Y,z) -2 H(Y:Z).

Démonstration. D’abord, tout lacet a est un 1-simplexe singulier qui est un 1-
cycle, car Do = (1) — «(0) = 0, donc ¢ est bien définie.

L’application 25 passe au quotient par le lemme 5.29. Elle est compatible avec
les lois de compositions ¢(a - B) = ¢(a) + ¢(B) par le lemme 5.28. Enfin, si @ est
le chemin inverse de «, alors, comme « - @ est homotope au lacet constant en x, et
comme un 1-simplexe singulier constant est le bord du 2-simplexe singulier constant,
il découle des lemmes 5.28 et 5.29 que ¢(@) = —¢(a). Le résultat s’en déduit. [

Avant d’énoncer le théoréme de Hurewicz, faisons quelques rappels de théorie
des groupes.

Soit G un groupe. Le sous-groupe des commutateurs [G, G| (aussi appelé le sous-
groupe dérivé) de G est le sous-groupe de G engendré par les commutateurs [z, y| =
xyxr~ty~! ol x et y appartiennent a G. Par exemple, un groupe est abélien si et
seulement si son sous-groupe des commutateurs est trivial.

Rappelons que [G, G] est distingué, car a[z,y]a™ = [ara™!, aya™]. Le quotient
G/|G, G| s’appelle Iabélianisé de G. Clest le “plus grand quotient abélien” de G,
au sens suivant : si H est un groupe abélien, et si f : G — H est un morphisme
de groupes, alors il existe un morphisme de groupes f : G/[G,G] — H tel que le
diagramme suivant commute :

¢ Lo H
1 5
G/G,G]

Par exemple, 'abélianisé du groupe libre engendré par S est le groupe abélien libre
engendré par S :

L(x1, ..., 20) /[ L(x1, .y ), L(2y, oy )] = 27
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Théoréme 5.31 (Théoréme de Hurewicz) Si X est un espace topologique, conneze
par arcs, pointé en x, alors le morphisme de Hurewicz ¢ : (X, x) — H1(X;Z) est
surjectif, et de noyau le sous-groupe des commutateurs de m (X, x).

Le premier groupe d’homologie de X a coefficients entiers est donc naturellement
isomorphe a I’abélianisé du groupe fondamental de X. En particulier, si m (X, z) est
abélien, alors Hy(X;Z) est isomorphe a 7 (X, z). Si X est simplement connexe, alors

Hi(X;Z) =0.

Démonstration. Pour montrer que ¢ est surjective, montrons que tout 1-cycle
singulier Zle n;o; de X est homologue & un lacet. Quitte a dupliquer les o; en
changeant les noms, nous pouvons supposer que n; = +1. Comme —o est homologue
a @, nous pouvons supposer que n; = 1. Si g; n’est pas un lacet, comme 8(2?21 gi) =
0, il existe j tel que les chemins o; et o; soient composables. Comme o; + 0; est
homologue a ;- 0, et par récurrence, nous pouvons donc supposer que chaque o; est
un lacet. Comme X est connexe par arcs, soit ; un chemin d’origine x et d’extrémité
l'origine de ;. Comme «; - 0; - @; est homologue & o;, nous pouvons supposer que
chaque o; est un lacet en x. Alors Zle o; est homologue a 1 - 09 - --- - O

Le sous-groupe des commutateurs de w1 (X, z) est contenu dans ker ¢, car H, (X, Z)
est abélien. Réciproquement, montrons que, pour tout lacet a homologue a zéro,
I'image de la classe d’homotopie de av dans ’abélianisé de (X, x) est triviale. Soit
S nio; un 2-cycle singulier tel que A(Y5, nioy) = a.

Chaque o; est homotope, donc homologue, a un 2-simplexe singulier dont les trois
sommets sont égaux a x. En effet, notons \; 'homothétie euclidienne de rapport t et
de centre le barycentre de Ay. Considérons les chemins ¢y, ¢1, ¢ joignant x a chaque
sommet o;(eg), oi(e1), oi(ez) de o;.

Pour s dans [0, 1], considérons alors I’application continue hg de Ay dans X, qui

vaut o;0 A1}, sur )\%(Ag), qui vaut ¢;(t) en (1 —t)e; +t)\12£(ej) pour j =0,1,2, et,
2

qui sur chaque composante connexe C' de Ay — ()\%(Ag) UUj—0.1.2[€;, )\%(ej)], est

constant sur les segments perpendiculaires au cdté de A, contenu dans ’adhérence
de C.
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Nous pouvons donc supposer que les sommets de o; sont égaux a x. Comme
ci-dessus, nous pouvons supposer que n; = +1. Pour j = 0,1,2, soit o;; la j-
éme face de oy, de sorte que do; = ;0 — 041 + 042. Comme o = Zi,j(—l)jniaij,
il est possible de regrouper les o;;, sauf un, par paires pour lesquelles les deux
coefficients (—1)7n; valent +1 et —1. Le 0;; restant vaut o.. Remarqueons que chaque
0;; est un lacet en x. Notons entre crochets les images des classes d’homotopie de
lacets dans le groupe abélien 71 (X, x)/[m1 (X, ), 71 (X, )], et utilisons la notation
additive. Alors, comme les termes s’annulent par paires sauf un, nous avons [a] =
> i (=1)ni[o5]. Or le lacet 0y - @71 - 042 est homotope & zéro (car il borde o;). Donc
[a] = > ni([oi] — [on] + [oi2]) = 0. O

Exemples. (1) Comme le groupe fondamental du cercle est isomorphe a Z, nous
retrouvons le fait que Hi(S;;Z) ~ Z. Comme le groupe fondamental du tore T" =
R™/Z™ est isomorphe & Z™, nous avons Hy(T";Z) ~ Z.".

(2) Comme le groupe fondamental de I'espace projectif réel P, (R) est isomorphe
a Z/27Z pour n > 2, nous avons H;(P,(R),Z) ~ 7Z/27Z. Comme le groupe fonda-
mental de lespace projectif complexe P, (C) est trivial pour n > 1, nous avons
H,(P,(C),Z) = 0.

(3) Comme le groupe fondamental de I'espace lenticulaire L, , = U,\Sa,11 est
isomorphe a Z/pZ pour n,p > 1, nous avons Hy(L,, ,;Z) ~ Z/pZ.

n,py

(4) Si X est le bouquet de n cercles, alors son groupe fondamental est isomorphe
au groupe libre de rang n, donc H;(X;Z) est isomorphe a Z". Si X est un graphe,
alors par la proposition 4.13, le groupe H;(X;Z) est un groupe abélien libre, de type
fini si X est fini.

Rappelons la classification des surfaces compactes (voir par exemple [Gra]). Une
surface est une variété topologique de dimension 2. On montre que toute surface
admet une unique structure, & homéomorphisme prés, de variété lisse (c’est-a-dire
de variété différentielle C*), voir [Moi].
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spheére S, tore Ty

[
&

| —~
plan projectif bouteille de Klein surface non orientable de genre g = 8
P»(R) Ky = P2 (R)#P2(R)

surface non orientable de genre g =5

Si S et S" sont des surfaces connexes, et D, D’ deux disques fermés dans S, S’
respectivement, nous appellerons somme connexe de S, S’ toute surface obtenue par
recollement S” = (S — D) Uy (5" — D’) ot f : 0D — 0D’ est un homéomorphisme.
Il est possible de montrer qu’a homéomorphisme preés, ceci ne dépend pas des choix
de D, D', f, et nous noterons S” = S#S5’.

Théoréme 5.32 (Théoréme de classification des surfaces compactes connexes)
Toute surface compacte connexe est homéomorphe a la somme connezxe d’un nombre
fini g > 0 de tores ou d’un nombre fini non nul g > 1 de plan projectifs. OJ

Par convention, la somme connexe d’'un ensemble vide de surfaces est la sphére
Sy (car si S est une surface, alors S#S, est homéomorphe a 5).

L’entier g s’appelle le genre de la surface compacte connexe considérée. L’exer-
cice suivant montre que le genre d’'une surface est un invariant d’homologie (et en
particulier est bien défini).

Exercice E.55 Montrer que le groupe fondamental d une surface 3, compacte connexe,
qui est somme connexe de g > 0 tores, admet une présentation

<a1,b1,a2,b2, ,ag,bg . [al,bl][@,bg]... [ag,bg] = 1>

et que H1(3,;7Z) est isomorphe a 7.
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Montrer que le groupe fondamental d’une surface X, compacte conneze, qui est
somme connexe de g > 1 plans projectifs, admet une présentation

L2022
(a1, ag,...,a4 : ajay...a; = 1)

et que Hy(X;Z) est isomorphe a 297" x 7./21L.

En déduire que deux sommes connexes d’un nombre fini de tores sont homéo-
morphes si et seulement si elles ont méme nombre de tores, et que deux sommes
connexes d’un nombre fini non nul de plan projectifs sont homéomorphes si et seule-
ment si elles ont le méme nombre de plans projectifs.

Rappelons que les lacets d’un espaces topologiques sont des 1-cycles. La résolu-
tion de 'exercice précédent permet de montrer que I’ensemble des classes d’homolo-
gies des lacets ay, 31, ..., oy, B, ci-dessous sur une somme connexe de g tores est une
base du groupe abélien libre Hy(3y; Z).

B B B2 B3
&)

O OO
a1 (%) Qs
5.5 Autres exercices

Exercice E.56 (1) Soient (C.,d,) et (C.,d.) deux complexes de chaines. Notons
(fn: Cl,— Ch_1)nen une suite de morphismes d’anneaux. Quand est-ce que la suite

(o (T )

est un complexe de chaines? Que peut-on alors dire de ses espaces d’homologie ?

(2) Soit {(aCy, a0x)}aca une famille de complexes de chaines. Définissons leur
somme directe de maniére évidente

P(aCer o) = (P oCo D aan>neN .

acA acA acA
Montrer que H, ( D calals, a&k)) =B, ca Hi(oCk, 000).

Exercice E.57 Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X — Y une appli-
cation continue.

(1) Si X et Y sont non vides et connexes par arcs, montrer que f, : Ho(X,Z) —
Hy(Y,7Z) est un isomorphisme.

(2) Plus généralement, en identifiant Hy(W,Z) avec le groupe abélien libre en-
gendré par I'ensemble des composantes connexes par arcs d'un espace topologique
W, montrer que f, : Hyo(X,Z) — Hy(Y,Z) est 'unique morphisme de groupes en-
voyant une composante connexe par arcs C' de X sur I'unique composante connexe
par arcs de Y contenant f(C).
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Exercice E.58 Soit (X, A) une paire d’espaces topologiques. Montrer que l'inclu-
sion A < X induit un isomorphisme sur tous les groupes d’homologie si et seulement
si H,(X,A) =0 pour tout n dans N.

Exercice E.59 Soient d, k,n € N. Si X est une variété topologique de dimension
d, et si xy,..., 2, sont des points deux a deux distincts de X, calculer H, (X, X —

{z1,...,21}).

Exercice E.60 Soit S une surface compacte connexe, somme connexe de g > 0
tores, et privée d’un ensemble fini de points. Calculer H,,(S;Z) pour tout n dans N.

Exercice E.61 Pour p,n,m dans N, calculer H,(S, x S,,;Z).

Exercice E.62 Soit X l'espace topologique Sy x S; privé d’un ensemble fini de
points. Calculer H,,(X;Z) pour tout n dans N.

Exercice E.63 Soient X un espace topologique et x un point de X. Notons SX
la suspension de X (voir I'appendice A.2). Montrer que H,(X) est isomorphe a
H,11(SX)pourn > 1, et que H;(SX) est isomorphe au quotient Hy(X)/i.(Ho({z}))
(o i:{x} — X est I'inclusion).

Exercice E.64 Soient X et Y deux espaces topologiques pointés, tels que le point
base admette un voisinage ouvert qui se rétracte par déformation forte sur ce point.
Notons X VY la somme connexe pointée de X et Y. Calculer H,, (X V Y;Z) pour
tout n dans N en fonction des Hy(X;Z) et Hi(Y;Z).

Exercice E.65 Pour tout k£ € N, notons z; un point fixé quelconque de la spheére

Si. Notons
X = (IIs)/-

keN

I’espace topologique quotient de l’espace topologique somme disjointe des spheéres
Sk, par la relation d’équivalence engendrée par x; ~ x; pour tous ¢, 7 € N. Calculer
H,(X;Z) pour tout n dans N.

Exercice E.66 Soient p, q,r, s des entiers tels que ps — rq = 1. L’anneau des coef-
ficients est Z.

a) Sig:S; — Sy xS est I'application définie par e — (e#?, %), calculer
gx  Hip(S1) = Hi(S; x S;) pour tout k dans N.

b) Soit f : S;xS; — S; xS, I'application définie par (e, ') s (!P0+70) ilad+s0)),
Montrer que f est un homéomorphisme, et calculer f. : Hp(S1 X S;) — Hi(S1 X Sy)
pour tout k£ dans N.

c) Soient My = My =By xSy et M = M; Uy M, I'espace topologique recollement
de M et My le long de f. Calculer Hy(M) pour tout k dans N.

d) Calculer le groupe fondamental de M.
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Exercice E.67 Notons S; ={z € C : |z] =1} le cercle, et T'=S; x S; le tore.
Calculer Hy(T—{x1, ..., x}; Z), o0 1, ..., T sont des points deux & deux distincts

de T.

Exercice E.68 Notons 7 : R? — T? = R?/Z? la projection canonique, et A I'ho-
méomorphisme du tore T? défini par

Aom(u,v) = m(au + bv, cu + dv)

ol ( CCL Z ) est une matrice 2-2 a coeflicients entiers de déterminant 1.

Considérons 'espace topologique quotient
My = (T* x [0,1])/ ~

de 'espace topologique produit T? x [0, 1], par la relation d’équivalence engendrée
par (z,1) ~ (Ax,0) pour tout x dans T=.

(1) Montrer que M 4 est une variété topologique compacte connexe de dimension

(2) Calculer H,(My;Z) pour tout n dans N.

S - 4 _ (1P o 1
Application numérique : A = < 0 1),,(9 2).

5.6 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.52 Utiliser l'exercice E.56 (2).
Exercice E.58 Utiliser la suite exacte longue relative de la paire (X, A).

Exercice E.59 Utiliser le théoréme d’excision, ainsi qu'un voisinage U de {x1, ..., 2y}
dans X qui est homéomorphe a la réunion disjointe de k copies de la boule B,,.

Exercice E.60 Montrer que la surface trouée S a le méme type d’homotopie qu'un
bouquet de cercles, lorsqu’il y a au moins un point enlevé.

Exercice E.61 Utiliser la suite exacte de Mayer-Vietoris, en enlevant un point
dans chacun des facteurs.

Exercice E.63 Utiliser la suite exacte de Mayer-Vietoris, en enlevant les poles
nord et sud de la suspension.

Exercice E.64 Utiliser la suite exacte de Mayer-Vietoris, en enlevant le complé-

mentaire dans X VY d’un tel voisinage du point de recollement respectivement dans
X et dans Y.

Exercice E.65 Méthode 1. Comme X a deux composantes connexes par arcs,
nous avons Hy(X;Z) ~ Z?. Notons y; un point de Sy, différent de x;, pour tout k € N,
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et notons toujours y;, son image dans X par la projection canonique 7 : [[ Sy — X.
Remarquons que la restriction de m a S; est un homéomorphisme sur son image,
pour tout k € N. Pour calculer H,(X,Z) pour n > 1, posons U = X —{y, : k #n}
et V' la réunion des images par m de Sy, —{xy} dans X pour k # n. Alors U et V sont
ouverts (car leurs images réciproques par 7 le sont) et recouvrent X. De plus, V' est
une somme disjointe d’espaces contractiles, U se rétracte par déformation forte sur
7(S,), et UNV ale type d’homotopie de la somme disjointe des Si_; pour k # n.
La suite exacte de Mayer-Vietoris

H,(UNV) = Hy(U) x Hy(V) = Hy(X) = Ho o (UNV) = Hy_(U) x Hy1(V)

a sa fleche de gauche nulle, car la composante connexe par arcs de U NV ayant le
type d’homotopie de S,, est homotope a zéro dans U et dans V. Donc, pour n = 1,
puisque U est connexe par arcs, nous avons une suite exacte

0— Hy(7m(Sy)) = Hi(X) — @Ho(gkfﬁ — 7@ @Ho(gk —{xr})
k#n k#n

de fleche de droite injective. Pour n > 1, puisque H,_1(U NV) = 0, nous avons une
suite exacte

0— H,(n(S,)) = Hy(X)—0.

Donc, dans les deux cas, 'inclusion induit un isomorphisme H,(7(S,)) ~ H,(X).
D’ou )
Zc sin=0
Hn(X;2) = { Z  sinon .

Meéthode 2. Dans ce qui suit, anneau des coefficients est Z. Notons X® le
sous-espace de X image de [[}_, Si. Il est facile de vérifier que la topologie faible sur
X définie par la famille des X®) coincide avec la topologie quotient de la topologie
somme disjointe. Tout compact de X est donc contenu dans un X® pour p assez
grand. Donc pour tout n dans N, nous avons

lim H,(X"W) = H,(X) .
p

7Z? sin=0
Montrons alors par récurrence sur p que H,(X®)~<{ Z sil1<n<p
0 sinon .

Puisque X® a deux composantes connexes (dont une réduite a un point), nous
avons Ho(X®) ~ 72, et nous supposons que n > 1. Si p = 0, alors X est discret
7% sin=0
0 sinon

Supposons le résultat vrai pour p — 1 > 0. Soient y, un point de S, différent de
,, et y son image dans X®). Soient U = X — {y} et V l'image de S, — {z,} dans
X® . Alors U et V recouvrent X® et sont ouverts, V est contractile, U se rétracte

a deux éléments, donc H,,(X©) =
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par déformation forte sur X®=1 et U NV a le type d’homotopie de Sp—1. La suite
exacte de Mayer-Vietoris

H,(UNV) = H,(U)x Hy(V) = Hy(XP) - H, (UNV) = H, 1(U) x H,_1(V)
donne, si n # p,p — 1, une suite exacte
0— H,(XP V) -5 H,(XP) 0.
Pour n = p > 1, nous avons, par récurrence, une suite exacte
0— H(XP) -7 > 7Z

dont la fleche de droite est nulle, car U NV est homotope & un point dans U. Pour
n=p =1, puisque X1 est la somme disjointe d'un point et d'un cercle, nous avons
H{(XW) ~ Z. Pour n = p— 1 > 1, nous avons, par récurrence (et en utilisant
I'injectivité de I'application Hy(UNV) — Ho(U) x Hy(V) si p = 2), une suite exacte

7 —17 — H, (X®) =0
ou la fleche de gauche est nulle, car U NV est homotope a un point dans U. D’ou

72 sin=0
Hu(X3Z) = { 7, sinon .

Exercice E.66 a) L’application g, : Hy(S1) — Ho(S; X Sy) est I'identité de Z dans
Z, par connexité par arcs. L’application g, : H1(S;) — H1(S; X $1) est z — (pz, qx)
de Z dans Z x 7Z. L’application g, : Hi(S;) — Hg(S; x S;) est I'application nulle
pour k > 2.

b) L’application fi. : Ho(S1 X S1) — Ho(S1 X S1) est lidentité de Z dans Z.
L’application f, : Hi(S; x S1) — Hi(S; x S;) est application linéaire de matrice

Z Z ) de Z x Z dans Z x Z. L’application f, : Ha(S1 X S1) — Hy(S; X Sp) est

l'identité de Z dans Z, et 'application g. : Hi(S;) — Hi(Sy x S;) est 'application
nulle pour £ > 3.

c) Utiliser Mayer-Vietoris.

d) Utiliser van Kampen (et vérifiez que le calcul du H; fait en c) est le bon, par
le théoréme de Hurewicz).

Exercice E.67 Sik = 0, nous avons vu en cours que (7)) ~ Z? et H,(T,Z) ~ 7.
Supposons donc que k£ > 1. Nous renvoyons a la solution de 'exercice E.32 pour le
calcul de m (T — {1, ..., 1 }).

Par le théoréeme de Hurewicz, Hy (T —{x1, ...,z }; Z) étant I'abélianisé de %1 Z,
est un groupe abélien libre de rang k£ + 1 :

H(T — {x1,...,21}; Z) ~ ZFt
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Exercice E.68 (1) Tout d’abord, A est bien défini, car a, b, c,d sont entiers, est
continu par passage au quotient d’application continue, et est un homéomorphisme
car son inverse est I'application obtenue en prenant la matrice inverse, qui est aussi
a coeflicients entiers.

L’espace topologique produit X = T? x R est une variété topologique (séparée)
de dimension 2 4+ 1 = 3. Le groupe G = Z agit librement et proprement sur X par
(n, (z,t)) — (A™(z),t+n). Donc le quotient G\ X est un espace topologique séparé,
qui est une variété topologique de méme dimension que X, car cette propriété est
invariante par homéomorphisme local surjectif, connexe car image d’un connexe par
une application continue, et compacte car séparée et image du compact T? x [0, 1]
par une application continue.

(2) Nous ne donnerons une solution que lorsque ( i Z ) = ( ? 1 )

Pour tout ¢ € R, notons 7; (qui est homéomorphe au tore) l'image (compacte)
de T? x {t} par la projection canonique dans G\ X. Nous avons T} = T, pour tout
k € 7Z. Soit U,V I'ouvert complémentaire de T% , Ty dans G\ X respectivement. L’in-
clusion de Ti et T 8 dans U et V respectivement induit une équivalence d’homotopie,
donc un isomorphisme en homologie. L’inclusion de la réunion disjointe Ti uT: s dans
U NV est aussi une équivalence d’homotopie. La réunion de U et V est G\ X.

Par la suite, 'anneau de coefficients est Z. Par la suite exacte de Mayer-Vietoris,
nous avons une suite exacte

donc pour k£ > 4, les termes de droite et de gauche s’annulent, et nous avons
Hi(G\X) = 0. (Ceci découle aussi du fait que G\ X est une variété compacte sans
bord de dimension 3.)

Toujours par le théoréeme de Mayer-Vietoris, nous avons une suite exacte

Hy(U) @ Hy(V) — Hy(UUV) 2 Hy(UNV) -2

Hy(U) ® Hy(V) 25 Hy(UUV) 25 H(UNV) -2

H(U)® H(V) 25 HHUUV) 2 H(UNV) -2 Hy(U) @ Hy(V) .

Comme H3(U) = H3(V) = 0, 'application ¢; est injective. Comme Ho(T?) ~ Z,
I'application ¢g est l'application de Z x Z dans Z x Z définie par (p,q) — (p +

¢, —(p+q)). Donc
Hy(G\X)~ 7.

(Ceci découle aussi de la dualité de Poincaré en montrant que G\ X est orientable,
car X l'est et I'action de G préserve 'orientation.)

Notons f : Ts — Ti I'homéomorphisme (z,3) = (A2, 1) et g : Ts — Tt
3

’homéomorphisme (z, %) — (x, ;). Notons C; et Cy sont les composantes connexes
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de U NV contenant T% et T% respectivement. Alors le diagramme suivant est com-
mutatif, ou les fleches non indiquées sont les applications induites par les inclusions,

H(UNV) P B @ Hy(V)
I 1 1
Hi(Cy) © Hy(Ch) id  f.

1 0 d -b
0 1 —c a .
Nous avons det 10 -1 0 =2—(a+d).Sia+d# 2, alors ¢3 est
0o -1 0 -1
injective, donc ¢4 est 'application nulle et ¢35 est surjective, de noyau égal a 'image
de ¢, qui est un facteur Z direct de Z?; donc

Hy(G\X) ~ 7 .

Remarquons que ¢q est I'application de Z x Z dans Z x Z définie par (p,q) —
(p+q,—(p+q)). Si2—(a+d) = £1, alors ¢3 est surjective, donc ¢, est I'application
nulle, et ¢, est injective, d’image égale au noyau de ¢, qui est isomorphe a Z; donc

Hi(G\X) ~ 7.

Par connexité par arcs, Hy(G\X) ~ Z.
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6 Homologie cellulaire

Le but de ce chapitre est d’introduire, pour la catégorie des CW-complexes, une
théorie de 'homologie, qui soit facile a calculer, tout en donnant le méme résultat
que 'homologie singuliére.

6.1 Le complexe de chaines cellulaires

Notons A un anneau commutatif unitaire, appelé anneau des coefficients.

Homologie relative du p-squelette par rapport au (p — 1)-squelette.
Lemme 6.1 Pour tous les entiers i,p € N,

A sii=p
Hi(By, Sp-1; ) = { 0  sinon.

Démonstration. Notons par convention S_; = (). Le résultat découle du calcul
suivant le corollaire 5.11, et du calcul de ’homologie des spheres 5.21. 0

Rappelons que pour tout p dans N, si X est un CW-complexe (voir la partie
4.3), alors X désigne le p-squelette de X, ol par convention X (1 = (.

Théoréme 6.2 Si X est un CW-complewe, si (€q)aca, est la famille de ses cellules
ouvertes de dimension p, alors
EB A sii=p

Hi(X(p),X(p’l);A) ~ < aen,
0 sinon .
Plus précisément, soit u un générateur de H,(B,,S,-1) (qui est libre de rang
1 par le lemme 6.1). Pour tout a dans A,, soit g, : B, — €, une application

caractéristique pour la cellule ouverte e, de X, qui est un morphisme de paires
d’espaces topologiques g, : (B,,S, 1) — (X®, X®=1). Alors

{(9a)«(u) = ac Ay}
est une base (dite base canonique) du module H,(X®, X®~1: A), qui est donc libre.

Démonstration. Si p = 0, alors X® est un espace discret, et X®~1 est vide, donc
le résultat est immédiat. Supposons p > 1.
Considérons le diagramme commutatif suivant

(I B IT S0 — (IIBw [IB—100) <« (][ B [] B» —{O})

acAp acAy acAp acAy acAy acAp
I 119a 1 1 9a 1 1 9a
(X(p)7X(p71)) — X(p U {ga U €a; U {ga ) .
acA, aEA acA,
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Les fléches horizontales de gauche sont des équivalences d’homotopie de paires, donc
induisent un isomorphisme en homologie relative.

Les fléches horizontales de droite induisent des isomorphismes en homologie re-
lative, par le théoréme d’excision (Théoréme 5.16) : en posant successivement (I’en-
semble des indices étant A,)

X:Upr A=11 (Bp—{O}), U:USpfl

et
X=X® A=x0_ U {ga(0)}, U=X01

il est facile de vérifier que U = U C A = A.
Comme la fleche verticale de droite est un homéomorphisme de paires d’espaces
topologiques, nous en déduisons que

Hy(XP, X" V) = H( ][] By, [] S1) = P HilB,,Sp1)

acAy acAy acAy

et le résultat découle du lemme 6.1. ]

En particulier, si X est un CW-complexe fini, ayant n, cellules ouvertes de
dimension p, alors

O R
0 sinon .

Nous donnons ci-dessous une série de résultats destinés a mieux faire comprendre
le théoréme précédent : le p-squelette d’'un CW-complexe, dans lequel le (p — 1)-
squelette est écrasé en un point, est un bouquet de sphéres de dimension p, dont
les groupes d’homologie se calculent aisément : en dimension non nulle, ce sont les
sommes directes des groupes d’homologie de ces sphéres.

Si X est un espace topologique et si Y est un sous-espace de X, nous noterons
pour simplifier dans tout ce chapitre X /Y l'espace topologique quotient X /(Y") (voir
I'appendice A.2).

Lemme 6.3 Soient X un CW-complexe, p un élément de N et (eq)aca, la famille
des cellules ouvertes de dimension p de X. Alors X® /X®=V est homéomorphe au
bouquet d’une famille de sphéres de dimension p indexée par A,.

Plus précisément, l'espace S, = €,/0e, est homéomorphe a une sphére de di-
mension p, que I'on munit du point base de, /de,. Alors I'inclusion [T, . A, €a = X @
induit par passage au quotient un homéomorphisme

\/ S, 5 x @)/ x-1)

acAp

Démonstration. Ceci découle de la proposition 4.7. (]
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Lemme 6.4 Si X est un bouquet de sphéres de dimension p > 1, indexées par
I’ensemble non vide A, alors

A sit =0
H(x:A) ~] DA sii=p

acA

0 sinon .

(La convention naturelle que le bouquet de sphéres indexées par un ensemble
vide est réduite & un point fait que le résultat reste valable si A est vide.)

Démonstration. Tout compact de X est contenu dans une union finie de sphéres
du bouquet, et @ 4 A est la limite inductive de ses sous-modules de type fini. Donc,
par la proposition 5.22, il suffit de montrer le résultat quand A est fini. Raisonnons
par récurrence sur le cardinal de A. Si celui-ci est 1, alors X est une sphére de
dimension p, et le résultat est déja connu. Si Card(A) > 1, notons Sy l'une des
phéres de ce bouquet, U le complémentaire d’un point différent du point base dans
chaque sphére du bouquet différente de Sy, et V' le complémentaire d’'un point de S
différent du point base. Alors U a le type d’homotopie de la sphére de dimension p,
V' le type d’homotopie d'un bouquet ayant Card(A) — 1 sphéres, et U NV a le type
d’homotopie d’un point. La suite exacte de Mayer-Vietoris, appliquée a l'espace X
muni du recouvrement ouvert {U, V'}, conclut alors. O

Notons par abus z le singleton {x}.

Lemme 6.5 5@ X est un espace topologique et x un point de X, alors ['inclusion
(X,0) = (X, z) induit un isomorphisme

H,(X)~H,(X,x)

sin # 0. De plus, Hy(X, x) est le module libre engendré par les composantes connezxes
par arcs de X me contenant pas x.

Démonstration. La suite exacte longue d’homologie relative de la paire (X, z)
(Théoréme 5.10) donne une suite exacte

Hy(z) — Hy(X) — Ho(X,2) — Hy1(2) — Hpo1(X) .

En utilisant le calcul de ’homologie du point (et l'injectivité de Ho(z) — Ho(X),
le résultat en découle. O

Remarque. Voici une autre preuve du théoréeme 6.2, pour p > 1.

Comme S,_; C B, est un rétracte par déformation forte de B, — {0}, le (p — 1)-
squelette X P~ est un rétracte par déformation forte d'un voisinage de X =1 dans
X®) (obtenu par exemple en enlevant un point exactement par cellule ouverte de
dimension p de X).

Par récurrence et l'exercice E.A.109, le p-squelette d’'un CW-complexe est un
espace normal.
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Par la proposition 5.18, nous avons
Hy(X® xC-Uy ~ g(x®/xe-0 xF-/x ey
Le théoréme 6.2 découle alors des lemmes 6.4 et 6.5.

Le complexe de chaines cellulaires

Soit X un CW-complexe. Pour tout p dans N, notons
DP(X) = Dp(Xa A) = Hp(X(p)aX(p_l)) :

Nous identifierons par la suite D, (X) avec le module libre engendré par les p-cellules
ouvertes de X, par I'unique morphisme de modules libres envoyant (g, ).(u) sur e,,
avec les notations suivant le théoréme 6.2. Comme X~V =), Dy = Hy(X©)) est le
module libre engendré par les sommets de X.

Notons 0 : D,(X) — D,_1(X) le morphisme composé de

Hy(X®) xP-1) BN H,y (X)) Up=1)+ H, (X®D, xr=2)

oil § est le morphisme de bord de la suite exacte longue de la paire (X®, X =1
et jr: X® — (X® XE=D) est Iinclusion.

Lemme 6.6 Nous avons
0o0=0.

Démonstration. Par la suite exacte longue d’homologie relative de la paire (X ®), X ®=1)
la suite ‘
H,y(X®) Unr)y Hy(X® X @) SN H, (X%D)

est exacte. Donc 000 = (jp-1)x 060 (jp)s 06 = 0. O

Donc (D,(X),0) est un complexe de chaines, appelé le complere de chaines
cellulaires de X.

Le n-éme groupe d’homologie de ce complexe de chaines, H,(D,(X)), est appelé
le n-éme groupe d’homologie cellulaire de X. (C’est un module sur 'anneau A.)

Remarque. Si X est un CW-complexe de dimension finie d, alors son n-éme groupe
d’homologie cellulaire est nul pour n > d. Si X est un CW-complexe fini, alors son
n-éme groupe d’homologie cellulaire est de type fini pour tout n.

Rappelons qu'une application f : X — Y entre deux CW-complexes est dite
cellulaire si elle est continue, et si f(X®) c Y® pour tout p € N.

Théoréme 6.7 Soient X etY deux CW-complexes, et A un sous-CW-complexe de
X. Toute application continue de X dans Y, cellulaire sur A, est homotope relati-
vement a A a une application cellulaire.
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Démonstration. Voir par exemple [Hat, Theorem 4.8]. O

Les remarques suivantes découlent en particulier de ce théoréme. Mais leurs
preuves sont plus faciles, et essentiellement contenues dans les preuves des proposi-
tions 4.15 et 4.16.

— Un CW-complexe X est connexe si et seulement si son 1-squelette X T’est.

— Tout chemin dans X entre deux sommets de X est homotope (relativement
extrémités) & un chemin contenu dans X1,

— Toute homotopie dans X (relativement extrémités) entre deux chemins conte-
nus dans X est homotope (relativement au bord de [0,1] x [0,1]) & une
homotopie (relativement extrémités) contenue dans X entre ces deux che-
mins.

Si X et Y sont deux CW-complexes, toute application cellulaire f: X — Y in-
duit par restriction, pour tout p dans N, un morphisme de paires f : (X® X#~D)
(Y®) Y=, Celui-ci induit en homologie un morphisme de modules f, : D,(X) =
H,(X® X1y - g (VP yP-D) = D (V). Par la fonctorialité de 'opérateur
bord dans la suite exacte longue d’homologie relative, f, est un morphisme de com-
plexes de chaines de (D,(X),d) dans (D.(Y), 0).

Ce morphisme de complexes de chaines induit en homologie un morphisme de
modules

fe: Hy(Di(X)) = Hp(D.(Y))
pour tout n dans N.

Pour pouvoir expliciter les morphismes de bord du complexe de chaines cel-
lulaires, nous commencons par définir la notion de degré d’une application d'une
sphére dans elle-méme.

Degré des applications de la sphére

Pour n > 1, soit f : S, — S, une application continue, et f, : H,(S,) —
H,(S,) l'application induite sur le n-éme groupe d’homologie. Comme H,(S,;A)
est isomorphe a A, si £ est un générateur de H,(S,), alors il existe d € A tel que
f«(§) = d¢. Cet élément d ne dépend pas du choix du générateur, car tout autre
générateur est de la forme ug, avec w un élément inversible de A, et f,(ué) = d(uf).
nous appellerons d le degré de f (a coefficient dans A), et nous le noterons deg( f).

Remarque. On utilise en général I'anneau des coefficients A = Z, auquel cas le
degré est un entier. Pour n = 1, l'entier deg(f) s’interpréte alors intuitivement
comme le nombre de fois que le cercle source S; s’enroule par f sur le cercle but Sy,
a homotopie pres.

Remarque. Les propriétés suivantes du degré sont immeédiates, et laissées en exer-
cice.
e Si f s’étend continuement en une application continue de B,,;; dans S,,, alors
nous avons deg(f) = 0. En particulier, le degré d’une application constante
est nulle.
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e Si f est homotope a g, alors deg(f) = deg(g). En particulier, le degré d’une
application non surjective est nul.

e Le degré de l'identité est 1.

e Si f,g:S, — S, sont deux applications continues, alors

deg(f o g) = deg(f) deg(g) .

Proposition 6.8 Pour n > 1, le degré de l’application antipodale —id : S,, — S,
est (—1)"*1L,

Démonstration. Considérons tout d’abord la réflexion r : S, — S, définie par
r(zo, X1, ..., Tn) = (=X, T1, ..., Tp). Pour n = 0, I'application r, : Ho(Sy) — Ho(Sp)
est lapplication (z,y) — (y,z), car r échange les deux points de Sy, qui forment
une base de Hy(Sy).

Par naturalité de 'opérateur bord ¢ de la suite exacte de Mayer-Vietoris associée
au recouvrement de S, par les ouverts U et V complémentaires des poles nord

(0,...,0,1)etsud (0,...,0,—1) (qui sont préservés par r), nous avons un diagramme
commutatif S
Hyi1(Snp1) — Ha(Sy)
i/ T \L T

Hoi1(Sns1) -2 Ha(S,)

Sin = 0 (voir la preuve du théoréme 5.21), alors § est injective, d’image le noyau
de lapplication Ho(Sy) — Ho(U) x Ho(V), qui est (x,y) — (x +y, —(x +y)), donc
im 6 = {(z, —x) : x € A}. Par conséquent r, : H1(S;) — H(S;) vaut —id.

Sin > 0, alors ¢ est un isomorphisme, donc par récurrence, 7, : H,(S,) — H,(S,)
vaut —id. En particulier, le degré de r est —1.

Maintenant, toute rotation de S,, est homotope a I'identité. Deux réflexions sont
conjuguées par une rotation, donc sont homotopes, donc ont le méme degré. L’ap-
plication antipodale est la composée de n + 1 réflexions (sur chacun des hyperplans
de coordonnées). Ceci montre le résultat. O

Calcul des morphismes de bords cellulaires

Soient X un CW-complexe, et (eq)aca, la famille des cellules ouvertes de di-
mension p de X, pour tout p dans N. Notons g, : B, — X (P) Papplication carac-
téristique et f, = Go|oB, : Spm1 = X (r=1) Papplication d’attachement de la cellule
e, Identifions S, avec 'espace quotient B,/(S,_;) par un homéomorphisme quel-
conque fixé. Notons 7 : X® — X®) /X @1 ]a projection canonique. Pour tout
a dans A, l'application g, induit par passage au quotient un homéomorphisme
Jo S, = B,/S,_1 — €,/0e,. Notons S, la sphére €,/0e, pointée en Je,/de,, et
To : V ea, Sz — S, 'application qui écrase sur le point base les sphéres du bouquet
différentes de S,,. Enfin, soit ¢ : \/ S, — X® /X @1 ’homéomorphisme obtenu
par le lemme 6.3.

acA,
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Si p > 2, pour tout ¢ dans A, et j dans A, ;, considérons la composition des
applications

a(p—1)
—

-1 T g !
XD/ xe-2 2\ 5y o5 s,
BeApfl

Sp_1 Jiy x -1

et notons d; ; son degré.
Si p = 1, pour toute aréte e; de X et tout sommet e; de X, alors par convention,
d; ; vaut 1 si e; est 'extrémité de e;, —1 si e; est l'origine de e;, et 0 sinon.

Remarque. (1) En termes imagés, lorsque A = Z, l'entier d; ; mesure le nombre
de fois que le bord de la i-éme cellule de dimension p s’enroule autour de la j-éme
cellule de dimension p — 1 par 'application d’attachement.

(2) Le degré d'une application non surjective est nul. Un compact du (p — 1)-
squelette de X ne contient qu'un nombre fini de centres g3(0) de cellules ouvertes es
de dimension p—1. L’image de I'application d’attachement d’une cellule de dimension
p est compacte, car X est séparé. Donc pour ¢ dans A, fixé, seuls un nombre fini de
d; j sont non nuls lorsque j parcourt A,_;.

Proposition 6.9 Le morphisme de bord 0 : D,(X) = H,(X® XPD) - D, (X) =
Hp,l(X(p_l),X(p_Z)) est le morphisme défini par

0 : @ieAP Ae; — @jeAP,l Ae;
e = D e, diges -
Démonstration. C’est immédiat si p = 0, car 0 : Do(X) — D_1(X) est l'applica-
tion nulle. Si p = 1, alors 9 : H; (XM, X©) — Hy(X©®) est I'opérateur bord de la
suite exacte longue d’homologie relative, et le résultat découle de la définition des

Supposons donc p > 1 et calculons 0 : D,y 1(X) — D,(X). Soient i dans A,.4
et j dans A,. Le diagramme

(X e, X ) BN Hy(X®)

1T (9i)« T (fi)
5
Hp+1<Ep+17 Sp) — Hp<Sp)
est commutatif, par fonctorialité de 'opérateur bord de la suite exacte longue d’ho-

mologie relative. De plus, la fleche horizontale basse est un isomorphisme, car p > 1.
Considérons le diagramme commutatif

H

p

H(xX®) %% g (xw xe-n) & gB,s, )
b (7 ®), = =
H(X®/X0D) 5 H(X® /X0 ) H,(B,/Sy-1, %)
(mjod—1)s N T~

H,(5)) 8 H(B,/S,m)



ot * désigne le singleton Z/Z dans l'espace topologique quotient Y/Z pour Z une
partie de Y. Chaque fleche marquée ~ est le morphisme induit par la projection
canonique (Y, Z) — (Y/Z,*), qui est un isomorphisme par la proposition 5.18.
Chaque fleche marquée ~ est le morphisme induit par Uinclusion U = (U, ) —
(U, *), qui est un isomorphisme car p > 1, par le lemme 6.5.

Enfin, aprés identification de Hp(vﬁe A, Sg) avec le module libre engendré par
les Sp, le morphisme (7). : Hy(Vgca, Sp) — Hp(S;) est application j-éme coor-
donnée. 0J

Calcul des morphismes induits par les applications cellulaires

Il est aussi parfois utile de savoir calculer le morphisme de complexes de chaines
cellulaires induit par une application cellulaire entre deux CW-complexes.

Soient X et Y deux CW-complexes et f : X — Y une application cellulaire.
Pour tout p € N, notons (e;);e 1, la famille des cellules ouvertes de dimension p de
X, et (gj)jeq, celle de Y. Comme ci-dessus, pour tous ¢ € I, et j € J,, notons d;; le
degré de 'application composée

Sy = B,/(Sp-1) = &/ (0es) = \/ &/ (Der) = XP/XPD —

el

YO y®D - \/ 25/(0e;) = 55/(0e;) = B,/(Sp1) = Sy,
Jj'€Jp

ou la premieére fleche est un homéomorphisme fixé ; la seconde est I’homéomorphisme
induit, par passage au quotient, par I’application caractéristique B, — ¢; de la cellule
e; de X ; la troisiéme est 'inclusion canonique de la -éme sphére dans le bouquet
de spheres indexé par I, ; la quatriéme est 'homéomorphisme induit, par passage au
quotient, par les inclusions des cellules fermées de dimension p dans le p-squelette de
X, la cinquiéme est ’application induite par passage au quotient par ’application
cellulaire f; la cinquiéme est 'inverse de 'lhoméomorphisme induit, par passage au
quotient, par les inclusions des cellules fermées de dimension p dans le p-squelette de
Y ; la sixiéme est I’écrasement au point base de toutes les sphéres du bouquet indexé
par J, différentes de la j-éme; la septiéme est I'inverse de ’homéomorphisme induit,
par passage au quotient, par ’application caractéristique B, — g; de la cellule ¢; de
Y ; et la derniére est I'inverse de ’homéomorphisme fixé. L’application de €;/(0e;)
dans Y®) /Y ®~=1) gexprime directement comme I’application induite par passage au
quotient par la restriction de f a la cellule fermée €;.

En termes imagés, lorsque A = Z, 'entier 9, ; mesure le nombre de fois que la
1-eme cellule de dimension p de X s’enroule autour de la j-éme cellule de dimension
p de Y quand on applique la fonction f.

Le résultat suivant du morphisme fonctoriel (f,),eny du complexe de chaines
cellulaires (D, (X),0) de X dans le complexe de chaines cellulaires (D,(Y),0) de Y
se montre de maniére semblable au calcul de 'opérateur bord.
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Proposition 6.10 Le morphisme f, : D,(X) = H,(X®) XPD) - D (V) =
Hp(Y(p), Y ®=1) induit en homologie relative par f est le morphisme défini par

0 : @ieIpAei — EBjerAsj
€; — Zjeréi,jgj .0

6.2 Homologie cellulaire et homologie singuliére

Le but de cette partie est de montrer que les homologies cellulaires et singuliéres
des CW-complexes coincident, de maniére fonctorielle.

Théoréme 6.11 Pour tout CW-complexe X et tout n dans N, il existe un isomor-

phisme de modules
Hy(D(X)) — Hu(X)
de sorte que, pour toute application cellulaire f Y — Z, le diagramme suivant soit
commutatif :
Hu(Du(Y)) = Hy(Y)
b b
Hu(DA(2)) =5 Ho(Z) .
Démonstration. Etape 1. Si & < p, l'inclusion X®*) — X induit un isomor-
phisme de modules Hy,(X ") — H,(X).

Démonstration. Par la suite exacte longue d’homologie relative, il existe une suite
exacte

Hyp (XD X))y (X)) o Hy (X DY o g (X D X (D))

)

dont la fléche centrale est induite par 'inclusion X ?+9) — X®+i+1 Par le théoréme
6.2, le module de gauche est nul si £ < p et i > 1, et le module de droite est
nul si k& < p. Donc Hy(X®)) ~ Hp(X®++1)) Comme tout compact de X est
contenu dans X ®*) pour i suffisamment grand, la proposition 5.22 implique que
lim Hy(X"+9) ~ Hy(X). Le résultat en découle. O

Etape 2. Le morphisme de modules j, : H,(X®+Y) — H,(X®+D XP=2) induit
par l'inclusion est un isomorphisme.

Démonstration. Comme X1 = (), il suffit (par composition) de montrer que le
morphisme
Hp(X(erl),X(i_l)) — Hp(X(pH),X(i)) ’

induit par linclusion de (X®*D X0~} dans (X®+Y) X®) est un isomorphisme
pour ¢ =0,...,p — 2.

Appliquons la suite exacte longue d’homologie relative des triplets (voir la pro-
position 5.13) au triplet X = X®*) B = X@ A = X1 Nous avons donc une
suite exacte

Hy(X® X 6-D) BN Hy (X @) x (-1 AN Hy(X @D, x0) BN H,_(X® X6
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dont les modules aux extrémités sont nuls si p — 1 > i. Ceci démontre I'étape 2. [

Etape 3. Considérons le quadruplet (X®+D, X ®) X #-1 X =2) et le morphisme
de bord m, : H,(X®+Y) X®)) — [ (XP®) XP=2) de la suite exacte longue d’ho-
mologie du triplet (X®+Y X® X #=2)) Alors le diagramme, dont les fléches autres
que M., 0,41, 0, sont induites par les inclusions de paires,

Hp(X(p*I),X(p*Q)) Hp(X(p“),X(p*z)) N Hp(X(p“),X(p))
N “/
Hp()((p)’ X(p—2))

Hy iy (XPHD, X)) s H,(X®), X =1 R H, (XP~1, X e=2)

est commutatif, par construction de d,:1. Les modules en haut & droite et en haut
a gauche sont nuls. La suite exacte du triplet (X®, X®=Y X®=2)) implique que
ker 0, = im k, et que k, est injective.

La suite exacte du triplet (X®*1), X® X®=2)) implique que im m, = ker /, et
que 4, est surjective.

Comme k, : H,(X® X®=2) — im k, est un isomorphisme, le module im k, se
surjecte par £, o k1 sur H,(X®+D X#=2),

Par commutativité, nous avons 0,41 = k. o m, et donc im 0,41 = ker ¢, o k- L
Par conséquent,

H,(D,(X)) = ker 9,/im 0,,1 = im k, /ker £,0k. ' ~im f,ok ! = H,(X®*D X =2
Par les étapes 1 et 2, ce dernier module est isomorphe a H,(X).

La fonctorialité de I'isomorphisme H,(D.(X)) ~ H,(X) est claire. Le théoréme
6.11 en découle. O

Corollaire 6.12 5i X est un CW-complexe de dimension finie n, alors H;(X) =10
pour ¢ >n. Si X est un CW-compleze fini, et si l'anneau des coefficients A est un
corps, alors H;(X) est de dimension finie pour tout i dans N. Si X est un CW-
complezxe fini, et si A =7, alors H;(X) est un groupe abélien de type fini pour tout
1 dans N.

Démonstration. Ceci découle de I'isomorphisme entre homologie cellulaire et ho-
mologie singuliére de X, et des résultats de finitude pour I’homologie cellulaire. [J
Caractéristique d’Euler des CW-complexes.

Soit X un espace topologique, tel que H;(X,R) soit de dimension finie pour tout
1 dans N, et nulle si ¢ est assez grand. Appelons caractéristique d’Euler de X la
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caractéristique d’Euler-Poincaré du complexe des chaines singuliéres de X, c¢’est-a-
dire 'entier
X(X) =D (=1)fdim Hy(X;R).
keN
Remarquons que la caractéristique d’Euler est un invariant topologique et méme
homotopique : si deux espaces topologiques X et Y ont le méme type d’homotopie,
alors y(X) = x(Y).

Corollaire 6.13 Soit X un CW-compleze fini, ayant n; cellules ouvertes de dimen-

sion 1, alors
X(X) = (=1)n; .
ieN
Démonstration. Ceci découle de I'isomorphisme entre homologie cellulaire et ho-
mologie singuliére de X et des rappels d’algébre homologique (proposition 5.3). [

Exemples. (1) Si X est contractile, alors x(X) = 1. En particulier x(B,) = 1.

(2) x(S,) = { 2 sin pair .

0 sinon

(3) x(Ty) = 0.

(4) La caractéristique d’Euler d’une surface compacte connexe 3 qui est somme
connexe de g tores (donc de genre g) est 2 — 2g, car X est homéomorphe & un CW-
complexe obtenu par recollement d’une 2-cellule sur un bouquet de 2¢g cercles (ayant
2¢ arétes et 1 sommet), voir 'exemple (4) de la partie 4.3.

(5) Soit X un graphe connexe fini. Alors la caractéristique d’Euler de X vaut
X(X) = ng —ny avec ng le nombre de sommets de X et n; le nombre d’arétes de X
(voir aussi 'exercice E.43).

6.3 Homologie des espaces projectifs

Rappelons que I'espace projectif réel P, (R) est (& homéomorphisme prés) construit
par récurrence, Py(R) étant un point et P, 1(R) étant obtenu par recollement d'une
seule cellule de dimension n + 1 sur P,(R) avec pour application d’attachement
fni1: S, = Py (R) la projection canonique, qui est un revétement a 2 feuillets.

Donc le complexe de chaines cellulaires de X = P,(R), a coefficients dans ’an-
neau des coefficients A, est :

DO(X):A<8—1A<—... <—A<a—”Dn(X):A<—O<—O<—
En prenant A = R, le calcul de la caractéristique d’Euler de P, (R) est alors

immédiat :
| 1 sin pair
X(Pn(R)) = { 0 sinon .

Effectuons maintenant le calcul des morphismes de bord du complexe de chaines
cellulaires de P, (R).
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Proposition 6.14 Sip < n, alors le morphisme 0, : D,(P,(R)) = A — D, ;(P,(R)) =
A est la multiplication par 1 + (—1)P.

Démonstration. La projection canonique f,11 : S, — P,(R) induit par passage
au quotient une application continue ﬁ,ﬂ 0 Sp/Sp-1 = Py(R)/P,_1(R). L’espace
P,(R)/P,_1(R) s’identifie a la sphére S, et le quotient S, /S, s’identifie au bouquet
de deux spheres S, vV S,. L’application J?;,H :S, VS, = S, est 'application qui vaut
I'identité sur la premiére sphére et 'application antipodale sur la deuxiéme. Par
la proposition 6.8, le degré de Papplication antipodale est (—1)P*1. Le degré de la
composition
S 3 By(R) — By(R)/Pps(R) = S,

est donc 1+ (—1)P*!, car la projection canonique S, = S,/S,-1 = S, V'S, induit
en homologie I'application de H,(S,) = A dans H,(S, V' S,) = A x A définie par
x— (z,x).

Comme le p-squelette de P, (R) est P,(R), le résultat découle alors de la propo-
sition 6.9. O

Le calcul de I'homologie (cellulaire, donc singuliére) de P,,(R) est alors immédiat.
Notons Ay le noyau de la multiplication par 2 de A dans A.

Corollaire 6.15 Pour p,n dans N, nous avons
A si p =0 ou p = n impair

A/2A si p impair avec 1 <p<n-—1

Hy(P,(R); A) ~ Ay si p pair avec 1 <p<mn

0 sinon . [
. )27, sip<n
Par exemple, si A = Z/2Z, alors H,(P,(R); Z/2Z) ~ { O/ sinon .
Z si p =0 ou p = n impair
Si A =7, alors Hy(P,(R);Z) ~ ¢ Z/2Z sip impair avec 1 <p<n —1
0 sinon .

De méme, 'espace projectif complexe IP,,(C) est (2 homéomorphisme prés) construit
par récurrence, Po(C) étant un point et P,,,;(C) étant obtenu par recollement d’une
seule cellule de dimension 2n + 2 sur P,,(C) avec pour application d’attachement
Sont1 — P, (C) la projection canonique.

Donc le complexe de chaines cellulaires de X = P,(C), a coefficients dans ’an-
neau des coefficients A, est :

Dy(X) =A<+ 0+ A0+ ... < Dy 1(X)=04 Do (X) =A< 0«0 ....

En prenant A = R, le calcul de la caractéristique d’Euler de P, (C) est alors
immeédiat :
X(P,(C))=n+1.

Comme les opérateurs bords du complexe de chaines cellulaires de P,,(C) sont
nuls, le calcul de I’homologie des espaces projectifs complexes est alors immédiat :
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Théoréme 6.16 Pour p,n dans N, nous avons

A sippairet 0 <p<2n
H,(Py(C); A) = { 0 sinon. O

6.4 Autres exercices

Exercice E.69 Pour tout £ € N, notons x; un point fixé quelconque de la sphére

Si. Notons
x = (IIs)/-

keN

I’espace topologique quotient de I'espace topologique somme disjointe des sphéres Sy,
par la relation d’équivalence engendrée par z; ~ x; pour tous ¢, j dans N. Calculer
H,(X;Z) pour tout n dans N.

Exercice E.70 Soit n un entier positif non nul.

a) Montrer que si a : S, — S, est Uapplication antipodale v — —x, et si f, g :
S, — S, sont deux applications continues telles que f(z) # g(z) pour tout x dans
S,, alors f et a o g sont homotopes.

b) En déduire le théoréme de Borsuk-Ulam : si f : So, — Sy, est une application
continue, alors il existe un point x de Sy, tel que f(x) = £ux.

c) Montrer qu’il n’existe pas d’application continue f de Sy, dans S,, telle que
x et f(x) solent orthogonaux pour tout x dans S,,.

d) Montrer le théoreme de peignage des spheres : il existe un champ de vecteurs
qui ne s’annule pas sur S,, si et seulement si n est impair.

Exercice E.71 a) Montrer que le cercle S; = {z € C : |z| = 1} admet une
structure de CW-complexe X,, dont le O-squelette est U,, = {62”% ck=0,...,n—
1}.

b) Calculer le complexe de chaines cellulaires de ce CW-complexe.

c¢) En déduire, pour tout n dans N, le degré de 'application de S; dans S; définie
par z — 2".

Exercice E.72 Soient n, k deux éléments de N tel que n > 2.

a) Montrer qu'il existe une application continue f : S, — S, de degré k.

b) Montrer qu’il existe un espace topologique simplement connexe X tel que
H,(X;Z) soit isomorphe a Z/kZ, et H;(X;Z) =0 sii # 0,n.

c) Montrer que pour tout groupe abélien de type fini G, il existe un espace
topologique simplement connexe X tel que H,(X;Z) ~ G, et H;(X;Z) = 0 si
1 # 0,n. Un tel espace X est appelé espace de Moore.

Exercice E.73 a) Si X et Y sont des CW-complexes finis, montrer que

X(X xY) = x(X)x(Y) .
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b) Si X est un CW-complexe fini, union de deux sous-complexes A et B, montrer
que

X(X) = x(A) +x(B) = x(AN B) .

c¢) Si X est un CW-complexe, et p : X — X un revétement, montrer que X
admet une unique structure de CW-complexe telle que p soit cellulaire et telle que
tout relévement par p d’une cellule ouverte de X soit une cellule ouverte de X.

d) Si X est un CW-complexe fini, et p : X — X un revétement a n feuillets,
montrer que

X(X) = nx(X) .

6.5 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.69 Il s’agit bien du méme exercice que l'exercice E.65, mais voici une
autre solution, plus courte, utilisant 1’homologie cellulaire.

Pour k£ > 1, la sphére S;, admet une structure de CW-complexe, ayant un sommet
x) et une cellule de dimension k, avec application d’attachement constante en xy.
Donc X admet une structure de CW-complexe, ayant deux sommets x,y avec z
la classe commune des points x, et pour tout & > 1, une cellule de dimension
k, avec application d’attachement constante en xz. Il est facile de vérifier que la
topologie faible sur X définie par la famille des p-squelettes X®) coincide avec la
topologie quotient de la topologie somme disjointe (soit 7 : [[ Sy — X la projection
canonique ; alors U est un ouvert de X si et seulement si 7=1(U) est un ouvert de
1Sk, si et seulement si 7= 1(U) N [[7_, Sk est un ouvert de [[7_, Sy pour tout p, si
et seulement si U N X®) est un ouvert de X® pour tout p).

Le complexe de chaines cellulaires de X & coefficients entiers est donc

o1 02

o o
— Z = : g

72 7 & 7 &
Comme le degré d'une application constante de S,, dans S,, est 0, les morphismes
de bords 0), sont nuls pour k£ > 1.
2 o —
DoncHn(X;Z):{Z sin =10

Z, sinon .

Exercice E.70 a) Utiliser I'image du segment [f(z),a o g(x)] par la rétraction
radiale de B,, ;1 — {0} sur S,,.

b) Par I'absurde, en considérant les degrés.

c) Utiliser b).

d) Utiliser c).

Exercice E.71 a) Les 1-cellules sont ¢ — i

b) 1l s’agit de

A2/ — AT 0 — 0 ...
(Tiy1 — Ti)iezmz —  (Ti)iez/mz
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c) L’application z +— 2" est cellulaire du cercle X,, dans le cercle Xj.

Exercice E.72 a) Utiliser le cas n = 1 démontré dans exercice ci-dessus, et
utiliser les suspensions : si f : S, — S, est une application continue, alors Sf :
SS, >~ Sy — SS, ~ S,41 est encore continue (voir 'appendice A.2 pour les
notations).

b) Considérer 'espace X obtenu par recollement de B,,,; sur S,, par une appli-
cation f: 0B,,1 =S, — S, continue de degré k.

c) Utiliser le théoréme de structure des groupes abéliens de type fini, et considérer
un espace somme connexe pointée (voir l'exercice E.64).
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7 Cohomologie singuliére et cellulaire

Soit A un anneau commutatif unitaire. Par module, nous entendrons module sur
Ianneau A. Soit M un module fixé, appelé module des coefficients. Les cas A =
M =7 (et plus généralement A = Z et donc M un groupe abélien) et A = M =k
ot k est un corps (commutatif) sont particuliérement importants.

7.1 Le foncteur Hom et les complexes de cochaines

Si N est un module, notons Hom (N, M) (ou Homy (N, M)) le module des mor-
phismes de modules de N dans M. Le module Hom(V, A) est appelé le dual de N. Si
f: N — N’ est un morphisme de modules, notons ‘f : Hom (N’, M) — Hom (N, M)
le morphisme de modules !f : ¢ + ¢ o f. Il est immédiat de vérifier que ‘id = id, et
“(fog) = 'go 'f. Nous avons donc défini un foncteur (contravariant) de la catégorie
des modules dans elle-méme, not¢ Hom (-, M).

Si N, N’ sont des modules, nous avons une bijection de l’ensemble des appli-
cations bilinéaires de N x N’ dans M a valeurs dans l’ensemble des morphismes
de modules de N dans Hom (N’, M), qui a une application bilinéaire ¢ associe le
morphisme de modules (dit induit par ¢) x — {y — ¢(x,y)}.

Remarquons aussi que

Hom(@ Ny, M) ~ HHom(Na, M) .

Proposition 7.1 Si C Ty ¢ Ly ¢ 5 0 est une suite exacte de modules,

t t
alors Hom (C, M) L Hom (C", M) <= Hom (C", M) +— 0 est une suite exacte de
modules.
Si f est injective et si C" est un module libre, alors 'f est surjectif.

Remarque. On résume cette proposition en disant que le foncteur Hom (-, M) est
exact a droite. Remarquer que par exemple, en prenant A = M = Z, la suite

0—272237— 7.]27 — 0 est exacte, mais que le morphisme Hom (Z,Z) —
Hom (Z,Z) définie par f +— {x — f(2x)} n’est pas surjectif.

Démonstration. Si ¢ appartient a ker g, alors ¢’(¢g(z")) = 0 pour tout 2’ dans
C’. Donc si g est surjective, alors g est injective.

Sigof =0, alors fo ! =0, donc im g est contenu dans ker {f. Récipro-
quement, si ¢ appartient a ker 'f, alors ¢/(f(z)) = 0 pour tout z dans C. Donc, si
ker g est contenu dans im f, alors ¢’ est nulle sur ker g. Définissons le morphisme
de modules ¢’ : C" — M par ¢’(z) = (y) si g(y) = = (ce qui est possible car g est
surjective et ne dépend pas des choix car ¢ s’annule sur ker g). Alors Yg(¢”) = ¢,
ce qui montre que ker !f est contenu dans im Y.

Si C” est libre, en considérant une base de C”, il existe un morphisme de modules
h:C" — C" tel que goh = id. Il est facile de montrer par exactitude que C” est la
somme directe de h(C") et de f(C). Si f est injective, pour tout ¢ dans Hom (C, M),
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définissons ¢ : C" — M en demandant que ¢(f(x)) = ¢(x) pour tout x dans C et
que ¢ s'annule sur h(C”). Alors 'f(/) = ¢, donc 'f est surjective. O

Soit C' = (C}, 0p)pen un complexe de chaines. Notons Hom (C, M) (ou encore
Homy (C, M) quand nous voulons préciser 'anneau de base) le complexe de cochaines
(CP,0P)pen, ou le p-éme module de cochaines est C? = Hom (C,, M) et le p-éme
opérateur cobord est 0?7 = 0,,;. En particulier, une cochaine est un cocycle si et
seulement si elle s’annule sur les bords. La vérification que 9?*!1 o 9”7 = 0 pour tout
p dans N est immédiate. Si (f, : C, — D,)en est un morphisme de complexes de
chaines, alors (f? = 'f, : Hom(D,, M) — Hom(C), M)),en est un morphisme de
complexes de cochaines. Nous avons donc défini un foncteur (contravariant) de la
catégorie des complexes de chaines dans la catégorie des complexes de cochaines,
encore noté Hom(-, M).

Pour tout n € N, le module n-éme groupe de cohomologie du complexe de
cochaines Hom (C, M) est noté

H"(C; M) .
Si ¢ est un cocycle, nous noterons [c] sa classe de cohomologie.

Exemples. (1) Si (X,Y) est une paire d’espaces topologiques, et C,(X,Y; A) est le
complexe de chaines singuliéres relatives a coefficients dans A, alors le complexe de
cochaines C*(X,Y) = C*(X,Y; M) = Hom (C.(X,Y;A), M) est appelé le complexe
de cochaines singulieres relatives a coefficients dans A. Lorsque Y est vide, ce com-
plexe de cochaines est noté C*(X) = C*(X; M) = Hom (C,(X; A), M). L’opérateur
cobord 0 : C"(X) — C™(X) est donné par

n+1 n+1

dc(o) = c(90) =Y _(=1)'c(8i0) = Y (=1)'e(0) (orriivecnsa))

=1 i=1

pour toute cochaine singuliére ¢ dans C"(X) et tout (n + 1)-simplexe singulier o :
A, 1 — X (avec les notations de la proposition 5.7).
Le n-éme groupe de cohomologie de C*(X,Y’) (qui est un module) est noté

H"(X,Y) = H"X,Y; M) ,

et appelé le n-éme groupe de cohomologie singuliére relative de (X,Y") a coefficients
dans M. Pour Y = (), ce module est noté H"(X) = H"(X; M), et appelé le n-éme
groupe de cohomologie singuliere de X a coefficients dans M.

(2) Soit X un CW-complexe, et D,(X,A) le complexe de chaines cellulaires de
X a coeflicients dans A (voir la partie 6.1). Nous noterons D*(X) = D*(X; M)
le complexe de cochaines Hom (D, (X; A), M), que nous appelerons le compleze de
cochaines cellulaires de X a coefficients dans M. Le module n-éme groupe de coho-
mologie du complexe de cochaines D*(X) est appelé le n-éme groupe de cohomologie
cellulaire de X a coefficients dans M.
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Proposition 7.2 St C' est un complexe de chaines, alors

H™(C; M) x Hy(C;A) — M
([e], []) = c(2)

est une application bilinéaire (appelée produit de Kronecker).

Démonstration. Pour toutes les cochaines ¢, ¢ et toutes les chaines o,0’, nous
avons, en utilisant le fait que le bord et le cobord sont duaux,

(c+ 9 ) (o + do’") = c(o) + (Do) + dc(a’) + (D 0 Do) .

En particulier, si ¢ est un cocycle, et o un cycle, alors (¢ + 9¢)(o + do’) = ¢(0).
Donc le produit de Kronecker est bien défini. Il est immédiat qu’il est bilinéaire. [

Exercice E.74 Si A = M = 7, montrer que le produit de Kronecker induit une
application

0:H"(C;Z) — Hom (H,(C;Z),Z)

qui est surjective.

Proposition 7.3 Supposons que A = M = k soit un corps. Notons E' = Hom(E, k)
I’espace vectoriel dual d’un espace vectoriel E sur k.

St C' est un complexe de chaines d’espaces vectoriels de dimension finie, alors
Uapplication 6 - H"(C; k) — H,(C; k)" induite par le produit de Kronecker est un
isomorphisme. En particulier, H*(C; k) et H,(C; k) sont isomorphes.

Démonstration. Rappelons que (E/F)" = {f € E' : fjp = 0} si I est un
sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel FE.

Si ¢™ est une n-cochaine et 0,41 une (n+1)-chaine, alors 0"c"(0,41) = " (Ont410n+1)-
Donc 'espace vectoriel des cocycles Z™ est le sous-espace vectoriel de C" = C/,
des formes linéaires s’annulant sur l’espace vectoriel des bords B,,. D’aprés le rap-

pel, Z* = (C,/B.). Comme les espaces sont de dimension finie, nous avons donc
(Z*) = C/Bs. Donc

(H*) = (2*/B*) ={f € (Z*) : fod" =0} ={x € C./B, : d.x =0} =Z,/B, = H. .

Comme un espace vectoriel de dimension finie et son dual sont isomorphes, la der-
niére assertion en découle. O

Corollaire 7.4 Si X est un CW-complexe fini, et k un corps, alors nous avons un
1somorphisme naturel entre le n-éme groupe de cohomologie cellulaire et le dual du
n-eme groupe d’homologie cellulaire de X a coefficients dans k :

H™(D.(X); k) ~ Hy(D,(X); k) ~ Hy(Dy(X); k). O
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7.2 Propriétés de la cohomologie

Les propriétés suivantes de la cohomologie singuliére et cellulaire sont analogues
a celles de I’homologie singuliére et cellulaire. Elles se démontrent en appliquant le
foncteur Hom( ., M) aux divers complexes de chaines singuliéres et cellulaires (qui
sont des modules libres), et en utilisant la proposition 7.1. Le détail des preuves est
laissé en exercice (c’est un excellent exercice de révision!), voir aussi [Hat].

Fonctorialité de la cohomologie

Un morphisme de paires d’espaces topologiques f : (X,Y) — (X', Y’) induit
un morphisme de complexes de chaines f, : C.(X,Y) — C.(X',Y’). Pour tout
n € N, le morphisme de complexes de cochaines 'f, : C*(X',Y’) — C*(X,Y) induit
en cohomologie un morphisme de modules f* : H"(X")Y') — H™(X,Y). Nous
avons clairement id* = id et (f o g)* = ¢g* o f*. Donc H"(., .; M) est un foncteur
contravariant de la catégorie des paires d’espaces topologiques dans la catégorie des
modules. Il est important de bien faire attention au renversement du sens des fléches
par ce foncteur.

De méme, H"(.; M) est un foncteur contravariant de la catégorie des espaces
topologiques dans la catégorie des modules, ainsi que H™(D*(.); M).

Cohomologie du point et en degré 0

La cohomologie de 'espace réduit & un point se calcule facilement :

n M sin=0
H*({}; M) =~ { 0 sinon .

Si (X4 )aca est la famille des composantes connexes par arcs d’un espace topolo-
gique X, alors
H'(X)~ [ H"(Xa) -
acA

Ceci découle d’une propriété du foncteur Hom rappelée au début de cette partie 7.1.

Si X est un espace topologique connexe par arcs, alors

H°(X; M) ~ Hom(Hy(X;A), M) ~ M .

Invariance homotopique

Si f,g: (X,)Y) — (X',Y’) sont deux morphismes de paires d’espaces topolo-
giques, qui sont homotopes, alors f* = ¢* : H"(X",Y') — H"(X,Y) pour tout n.
En particulier, si f,g: X — Y sont deux applications continues entre deux espaces
topologiques, qui sont homotopes, alors f* = ¢* : H*(Y) — H™(X) pour tout n.
Donc deux espaces topologiques ayant méme type d’homotopie ont leurs groupes de
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cohomologie singuliére isomorphes. En particulier, si X est un espace contractile,

alors
M sin=0
0 sinon .

H™(X; M) ~ {

Suite exacte longue de cohomologie relative
Soit (X,Y") une paire d’espaces topologiques. Sii: Y — X et j: (X,0) — (X,Y)
sont les inclusions, alors
0 CH(Y) &= O (X) <& C*(X,Y) +— 0

est, par la proposition 7.1 appliquée a la suite exacte courte analogue en homologie,
une suite exacte courte de complexes de cochaines.

Donc, pour toute paire d’espaces topologiques (X, Y), il existe pour tout n dans
N un morphisme de modules

§:H'(X,Y) — H™\(Y)
tels que
1. pour tout morphisme de paires f: (X,Y) — (X', Y’), nous avons
bof = f o0,

2.8ii:Y = Xetj: X =(X,0)— (X,Y) sont les inclusions, alors la suite de
modules et de morphismes de modules

— XY - HMY) Y HYX) - HYXL,Y) < HNY) —

est exacte.

Cette suite exacte est appelée la suite exacte longue de cohomologie relative de (X,Y)
a coefficents dans M.
Excision

Soient X un espace topologique, A un sous-espace de X, et U C A tel que U C ;1
L’inclusion des paires d’espaces topologiques (X — U, A — U) — (X, A) induit un
isomorphisme (dit d’excision) en cohomologie : pour tout n dans N,

HM(X,A) ~ H'(X —U,A-U).

Suite exacte de Mayer-Vietoris
Soient X un espace topologique, U et V' deux ouverts de X recouvrant X, et
unv L U
iz o
v X
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le diagramme commutatif des inclusions. Il existe une suite exacte longue de modules,
dite suite exacte de Mayer-Vietoris de X,

s X)) g vy OEST gy <oy VR gy

S TN UNY) —

qui est naturel pour les applications continues, au sens que pour tout espace topolo-
gique X', muni d’un recouvrement ouvert {U’, V'}, pour toute application continue
f:X = X telle que f(U) Cc U, f(V) C V', le diagramme suivant est commutatif
((41)",(52)%)

L H WAV WEET gy B v H'(X) <& H\Wwnv)..

T (fuav)* T o) x(fiv)* T T uev)*
(if)*—(ih)* (G)*,35)*) 5

LHYU NV U B U x HY(VY) T (X)) S HN U N V)

Théoréme de Hurewicz

Si X est un espace topologique connexe par arcs et z un point base de X, si
A =7 (et donc si M est un groupe abélien), alors I'application

HYX; M) — Hom(m (X, z), M)
d e {ee@}

ou @& est le 1-cycle singulier identifié au lacet «, on [a] est la classe d’homotopie du
lacet v, et ol [c] est la classe de cohomologie du 1-cocycle ¢, est un isomorphisme.
Par le théoreme de Hurewicz en homologie, nous avons donc

HY(X; M) ~ Hom(m (X, ), M) ~ Hom(H,(X;Z), M) ,

car pour tout groupe G, puisque Z est abélien, la projection canonique p : G —
G/|G,G] de G sur son abélianisé induit un isomorphisme Hom(G/[G, G],Z) =
Hom(G,Z) (défini par f +— fop).

Remarque. Ceci explique une différence importante entre homologie entiére et co-
homologie entiére : alors que les groupes 7 (X, z) et Hi(X;Z) peuvent avoir de
la torsion (par exemple, l'espace lenticulaire L, , = Sy,_1/U, vérifie m(L,,,) =~
Hy(L,,;Z) ~ Z/pZ si n > 2), appliquer le foncteur Hom(-, Z) tue la torsion (par
exemple, espace lenticulaire L, , vérifie H'(L, ,;Z) = 0sin > 2). Si le groupe abé-
lien H;(X;Z) est de type fini, (ce qui est par exemple le cas si X est un CW-complexe
fini), alors H'(X;Z) est un groupe abélien libre de type fini (donc isomorphe a Z™
pour un m € N), isomorphe au quotient de H;(X;Z) par son sous-groupe de torsion
maximal.

Relation entre cohomologie cellulaire et singuliére
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Pour tout CW-complexe X et tout n dans N, il existe un isomorphisme de
modules

H™(D*(X); M) = H™(X; M)

de sorte que, pour toute application cellulaire f : Y — Z, le diagramme suivant soit
commutatif : N
HY(D*(2)) < H"(2)
LI LI
H™(D*(Y)) — H"(Y).

7.3 Le cup produit

On pourrait avoir I'impression, en particulier a cause des isomorphismes entre les
n-émes groupes d’homologie et de cohomologie des CW-complexes finis, a coefficents
dans un corps, que la cohomologie n’a pas d’intérét. Mais une propriété remarquable
est qu’elle admet une structure fonctorielle d’algébre, ce qui n’est pas le cas pour
I’homologie. Pour le lecteur connaissant la cohomologie de de Rham, ceci ne devrait
pas étre une surprise, le produit extérieur des formes différentielles donnant un
produit (bilinéaire, associatif, anticommutatif) sur espace vectoriel réel gradué de
cohomologie de de Rham d’une variété différentielle lisse (voir par exemple |God,
Paul]).

Dans cette partie, pour simplifier, nous supposons que le module des coefficients
est M = A.

Pour tout espace topologique X, nous appellerons cup produit des cochaines
singuliéres de X I'application «: C?(X) x C%(X) — CPT4(X) définie par

(e.d) = {0 (e~ d)(0) = c(o-)d(0+)}

ot p,q € N et pour tout (p+ ¢)-simplexe singulier ¢, nous posons (voir les notations
de la démonstration de la proposition 5.7) o_ = o o ((ep, €1,...,€,)) et 04 = g0
((eps---sepiq)), qui sont respectivement un p-simplexe singulier et un g-simplexe
singulier. (Noter le chevauchement en e,.)

Il n’est pas difficile de vérifier que le cup produit vérifie les propriétés suivantes .
Le cup produit « est bilinéaire, et associatif :

V(a,b,c) € CP(X) x CYX)x C"(X), (a~b~wc=a-(bwc).
La 0-cochaine singuliére 1, constante de valeur 1, est élément neutre :
Vee CP(X), cw1l=1vwc=c.
Proposition 7.5 Le cobord O est une antidérivation du cup produit :

VeeOr(X), YdeCUX), dcwd) =(dc)—d+(—1) c— (0d).
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Démonstration. Pour tout (p + g + 1)-simplexe singulier ¢, nous avons

(8c < d)(0) = Z(—l)ic(a 0 ((€0s- -+ Gis-vrepi1)) )d(0 0 ((€pits -y pigin))) s
(—1)P(@c—d)(o) = > (=1)c(o o ((eo,- - ep) V(o0 ((€ps- -1 Epigrn))) -

i=p
En ajoutant ces deux égalités, le dernier terme de la premiére somme se simplifie
avec le premier terme de la seconde somme, et ce qui reste donne exactement 0(c —
d)(0) = (¢~ d)(do), par la définition du bord du (p+ ¢+ 1)-simplexe singulier . [J

En particulier, il découle de cette proposition que si ¢ € C?(X) et d € CU(X) sont
des cocycles, alors ¢« d est un cocycle, et pour tous ¢ € CP7}(X) et d' € C771(X),
il existe une cochaine a € CP171(X) telle que

(c+9d)~ (d+0d) = (¢~ d)+ da
(il suffit de prendre a = ¢ — d+ (=1)P ¢« d').
Le cup produit induit donc une application bien définie

HY(X) x H(X) — HPH(X)
(. [d]) = e~ d]

que nous appelerons encore cup produit, et noterons encore —. Par passage au quo-
tient, cette application est bilinéaire, et associative :

V(z,y,2) € HP(X) x HI(X)x H'(X), (x~y)vwz=xv(y~2).
La classe [1] de la O-cochaine singuliére 1, constante de valeur 1, est élément neutre :
Vee HV(X), z~[l]=[1]vz=x.

Le cup produit est fonctoriel : si f : X — Y est une application continue, alors
par définition du cup produit, 'application f* induite en cohomologie singuliére
préserve le cup produit :

V(x,y) € HP(Y) x HI(Y), [z ~y)=(["2)~ ([y) .

Si X est connexe par arc, et si ¥ € H°(X) = A, alors le cup produit par z (&
droite comme & gauche) est, par définition, simplement la multiplication par = € A
dans le module H?(X).

Par la définition du cup produit, si deux cocycles ¢ et d s’annulent sur les chaines
singuliéres contenues dans une partie Y de X, alors leur cup produit ¢ « d aussi. Le
cup produit des cochaines induit donc des applications bilinéaires

< HP(X) x HY(X,Y) = H"(X,Y) ,
171



< HP(X,Y)x HY(X) — H"*(X,Y),
< HP(X,)Y)x HY(X,Y) — H™(X,Y) .
La propriété suivante est plus subtile, nous renvoyons par exemple a [Hat| pour

une démonstration.
Proposition 7.6 Le cup produit est anticommutatif :
Vee HV(X)Y), Yye HI(X,)Y), zwy=(—1)Myv—x.
Nous noterons H*(X) le module somme directe

H(X) = B (X M) = @D H7(X)

neN

muni de l'extension par bilinéarité du cup produit, encore appelée cup produit et
notée . Alors les propriétés précédentes disent que (H*(X),—) est une algébre
unitaire graduée anticommutative sur 'anneau A, appelée [’algebre de cohomologie
singuliere de X. Si f : X — Y est une application continue, alors f* : H*(Y) —
H*(X) est un morphisme d’algébres unitaires graduées.

Exemples. Les exemples suivants expriment les algebres de cohomologie singu-
liere de certains espaces topologiques comme des algeébres quotients d’algébres de
polynémes par des idéaux (voir par exemple [Hat] pour des démonstrations).

H*(S1;A) =~ Alt] / (7).
H*(Po(R); Z)2Z) ~ Z/2Z[t] | (") .
H*(P,(C); A) =~ A[?] / ((#*)"*) .

7.4 Autres exercices

Exercice E.75 Soient X une variété topologique (séparée) de dimension d > 1, et
x1, ..., g des points deux a deux distincts de X. Calculer H"(X, X — {1, ..., 21 }; Z)
pour tout n dans N.

7.5 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.75 Dans ce qui suit, le module des coefficients est Z. Comme X est
une variété topologique (séparée) de dimension d, il existe Uy, ..., Uy des voisinages
ouverts deux a deux disjoints de x1, ..., xx, qui sont homéomorphes a la boule ouverte
de dimension d. Notons A = X —{xq,...,zx} et U = X—Uf:1 U;. Alors U est fermé,
A ouvert, et U C A. Pour tout n dans N, par le théoréme d’excision, H"(X, A) ~
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HYX —U,A-U) = BNU_, U, U, Ui — {z:}) =TI, H™(U3, Ui — {x;}). Par

invariance homotopique de la cohomologie relative,

H™U, U; — {z:}) ~ H"(U,,T; — {2;}) ~ H"(By, By — {0}) = { OZ sin=d

sinon ,
par un résultat du cours. Donc

7k sin=d
0 sinon .

HY(X, X = @1, . ap)}) =~ {
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8 Exercices et problémes récapitulatifs

8.1 Enoncés

Exercice E.76 (1) Un H-espace? est un espace topologique pointé (X, e) muni
d’une loi de composition interne continue * telle que e x e = e et telle que les
applications de X dans X définies par x — x * € et x — e x x soient homotopes a
I'application identité relativement a {e}.

a) Soient « et [ deux lacets d’origine e dans X. Montrer que les applications
h:[0,1]> = X et A/ : [0,1)> — X définies respectivement par

~ a((T+9)t) *B((1 — s)t) sit<1/2
s, ) = { a((l—s)t+s)xB(1+s)i—s) sit>1/2

€ * <B(2t) * (e *3(225))) si t<s/2
B (s,t) = ¢ a(t —s/2) * (ﬁ(t+s/2) * (q(t — s/2) *B(t+s/2))) si s/2<t<1-—s/2
a(2t—1)*<e*(a(2t—1)*e)> si t>1—s/2

sont continues.

b) Montrer que dans le groupe fondamental (X, e), le produit d'un couple
([a], [5]) de classes d’homotopies de lacets d’origine e est égal a la classe d’homotopie
du lacet t — a(t) * 5(t).

¢) Montrer que le groupe (X, e) est abélien.

(2) Soient X un espace métrique pointé en x, et Q(X) lespace des lacets de X,
c’est-a-dire I’ensemble des lacets en  dans X, muni de la topologie de la convergence
uniforme, pointé en ¢,, le lacet constant en x.

a) Si f : X — Y est une application continue pointée, ou Y est un espace
métrique pointé, montrer que 'application Qf : Q(X) — Q(Y') définie par v — foa
est aussi une application continue pointée. Montrer que 2 est un foncteur de la
catégorie des espaces métriques pointés, et des applications continues pointées, dans
elle-méme. Montrer que si X et Y ont le méme type d’homotopie, alors Q(X) et
Q(Y) ont le méme type d’homotopie.

b) Montrer que 'espace topologique pointé (X), muni de la concaténation des
lacets, est un H-espace. Pour i > 2, notons par récurrence m;(X) = m;_ (Q(X)).
Montrer que 7;(X) est un groupe abélien pour i > 2, et calculer m;(X) si X est
contractile.

(3) Soit G un groupe topologique, connexe et localement connexe par arcs, d’élé-
ment neutre e.

a) Montrer que son groupe fondamental 71 (G, e) est abélien.

b) Soient G un groupe topologique connexe et 7 : G - G un morphisme de
groupes, qui est un ;\evétement. Montrer que le noyau de 7 est un sous-groupe
distingué, discret de GG, contenu dans le centre de GG. Montrer que 7 est galoisien.

2. H est I'une des deux initiales de Heinz Hopf (1894-1971)
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c) Soient H; et Hy deux groupes topologiques compacts, et ¢ : H; — Hs un
morphisme de groupes topologiques, surjectif, de noyau discret. Montrer que ¢ est
un revétement.

(4) a) En notant 2* = 'T la matrice transconjuguée d’une matrice x, montrer
que le sous-groupe topologique SU(2) = {z € SLy(C) : za* = z*z = id} est
homéomorphe & la sphére Sz = {(z,w) € C* : |2]? + |w|* = 1}.

b) Soit V' T'espace vectoriel réel des matrices v carrées complexes de taille 2,
anti-hermitiennes (v = —v*) et de trace nulle. Montrer que (v,v’) — Trace(v*v’) est
un produit scalaire euclidien sur V', qui est invariant par ’action par conjugaison
(g,v) = guvg~! de SU(2) sur V. En déduire l'existence d'un revétement SU(2) —
SO(3). Quel est le groupe fondamental de SO(3) 7

d) Montrer que SO(3) est homéomorphe a I'espace projectif réel P3(R).

(5) a) En notant (-,-) le produit scalaire usuel sur R3 montrer que SO(3) et
T'Sy = {(z,v) € S, x R® : ||v]| = 1, (z,v) = 0} sont homéomorphes, et calculer le
groupe fondamental de T'S,.

b) En déduire le théoreme de non peignage de la sphére® : il n’existe pas de
champ continu de vecteurs tangents a la sphére S, ne s’annulant en aucun point.

Exercice E.77 Notons S; = {#z € C : |z| = 1} le cercle, bord du disque D = {z €
C : |z| <1} (fermé), Sy = {(2,t) € CxR : |z|*+1? = 1} la sphéere de dimension 2,
P, (R) le plan projectif réel, pointé en I'image x, de (1,0) par la projection canonique
de Sy dans Py(R) = Sy /pnts, €t Pi, Py deux copies de ce plan projectif.

(1) Calculer le groupe fondamental du bouquet de deux plans projectifs ¥ =
PV P,

(2) Notons p; : Sy — P; et py : Sy — P» les projections canoniques sur les deux
copies du plan projectif, et f : S; — Y l'application définie par f(z) = pi(2%,0) si
Im(2%) > 0 et f(2) = p2(28,0) si Im(2¥) <0.

a) Calculer le groupe fondamental de 'espace topologique X = D U ¢ Y, recolle-
ment du disque D sur Y par Iapplication f:S; — Y.

b) Déterminer, a isomorphisme de revétements prés, tous les revétements connexes
de X, et dire ceux qui sont galoisiens et ceux qui ne le sont pas.

Exercice E.78 Notons S une surface compacte connexe orientable de genre 2, et
C un cercle plongé sur S tel que S — C' soit connexe, comme sur le dessin ci-dessous.
Soit X 'espace topologique quotient de S par la relation d’équivalence engendrée
par x ~ y pour tous x,y dans C.

C
S

S5

3. ou pourquoi se peigner le matin sans épi est impossible...
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(1) Calculer le groupe fondamental de X.
(2) Calculer Hy(S,C;Z) pour tout k dans N.

Exercice E.79 (1) Si X et Y sont deux espaces topologiques, appelons joint de X
et Y, et notons X *Y", I'espace topologique quotient de ’espace produit X x Y x [0, 1]
par la relation d’équivalence engendrée par (z,y,1) ~ (z,y/,1) et (z,y,0) ~ (2/,y,0)
pour tous les x, 2’ dans X et y,y" dans Y. Notons tx + (1 — t)y la classe de (z,y,t).

a)Sif: X — X'et g:Y — Y’ sont deux application continues, montrer que
Iapplication fxg : XY — X'«Y" définie par fxg (tx+(1—t)y) = tf(z)+(1—t)g(y)
est continue.

b) Montrer que les espaces (X xY) x Z et X % (Y x Z) sont homéomorphes, par
un homéomorphisme naturel pour les applications continues. De méme pour Y x X
et X %Y.

c¢) Pour tous n, m dans N, montrer que B, x B, et B,,,,,1 sont homéomorphes,
que S, * B,, et B, ,,+1 sont homéomorphes, et que S,, *S,, et S, 1,,,+1 sont homéo-
morphes.

d) Montrer que le joint X Y de deux CW-complexes X, Y admet une structure
de CW-complexe, telle que si f: X — X' et g : Y — Y’ sont deux applications
cellulaires, alors f * g est cellulaire.

(2) Soient n, m deux entiers, avec n > 0 et m > 1. Soient (g, {1, - - , £, des entiers
premiers avec m. Notons U,, le groupe des racines m-émes de 1'unité. Considérons
'action de U, sur la sphére unité Sy, ; de C**!, définie par

(N (20,21, -y ) = (V20 N2, A2,

Notons X ’espace topologique quotient U,,\Sg, 1.
a) Calculer le groupe fondamental de X.

b) Si n = 1, salculer Hy(X,Z) pour tout k& dans N. On pourra montrer que
Iapplication S; * S; — Sz définie par tz + (1 — Hhw — (Viz, /1 —tw) est un
homéomorphisme. Puis, en prenant sur S; la structure de CW-complexe obtenue par
subdivision en m intervalles, on construira sur S; une structure de CW-complexe
invariante par ’action de U,,. On calculera alors le complexe de chaines cellulaires
du CW-complexe quotient X.

Exercice E.80 Soient n un entier positif non nul, et X un espace topologique,
réunion d’ouverts Ay, ..., A, tels que les intersections A;, N---NA;, soient vides ou
contractiles pour tout {iy,...,ix} C {1,...,n}.

(1) Montrer que H;(X;Z) = 0 pour tout i > sup {1,n — 1} .

(2) Montrer que ce résultat est optimal, pour tout n.

176



Exercice E.81 Soient S; = {z € C : |z| =1} et n un entier au moins 2. Notons X

I’espace topologique quotient du tore S; X S; par la relation d’équivalence engendrée
i 2im

par (z,1) ~ (e™» z,1) et (1,2) ~ (1,e™» 2) pour tout z dans S;.

(1) Donner une présentation finie du groupe fondamental de X.

(2) Calculer Hy(X;Z) pour tout k dans N.

Exercice E.82 Soit X un CW-complexe fini. Pour tout entier 7 € N, notons h; =
dimg H;(X;R) son i-éme nombre de Betti réel, et ¢; le nombre de ses cellules de
dimension 1.

(1) Si C(t) = > ,enci th et H(t) = Y ,c hi t', montrer qu'il existe un polynome
B(t) a coefficients positifs ou nuls tel que C(t) — H(t) = (t + 1) B(t).

(2) Montrer que ¢y > hg, ¢1 — ¢g > hy — ho, et que plus généralement, pour tout

k€N,
k

D (Ve = D (1) hi

=0

Exercice E.83 (1) Soient n, k € N—{0} et z un point fixé de la sphére S,,. Pour 1 <
1 < k, soit B; une copie de la boule B, 1 et f; : 0B; — S, une application continue
de degré d;. Si X est I'espace topologique recollement (11<;<;Bi) Uy,.._, s, Sn des
boules B; sur la sphére S,, par les applications f;, calculer m (X, z) et Hp_()_( ; ) pour
tout p € N.

(2) Soit (X;)icr une famille de CW-complexes connexes, ott X; est pointé en un
sommet x;. Soit X = \/,.; X; = (11:e;X:)/(2; ~ x;) leur somme pointée. Montrer
que pour tout n > 1,

H,(X:Z) ~ P H (X Z) .
iel

(3) a) Montrer que pour tout groupe abélien G de type fini et tout n € N — {0},
il existe un espace topologique compact connexe par arcs X (noté M (G, n) et appelé
un espace de Moore) tel que, pour tout p € N — {0},

G sip=n
HP(X;Z):{ 0 sinon .

b) Montrer que pour toute suite (Gp)pen—foy de groupes abéliens de type fini, il
existe un espace topologique connexe par arcs X tel que H,(X;Z) ~ G, pour tout
peN-—{0}.

Exercice E.84 Notons R? 'espace affine euclidien orienté usuel, de coordonnées
(x,y, z) dans le repére usuel. Considérons les vissages v,, v, v, définis respectivement
comme la composition de la translation de longueur +2 et de la rotation d’angle +7
le long de ’axe orienté des x,y, z. Notons I' le sous-groupe du groupe des isométries
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affines de R® engendré par v,,v, et v,, et [V celui engendré par v}, vg et v,. Consi-
dérons les projections canoniques 7 : R?* — X = T\R? et 7' : R? — X’ = I"\R3 sur

les espaces topologiques quotients X et X',

(1) a) Montrer que tout élément de I peut s’écrire v,* v,* v," avec p, q,r € Z.
b) Montrer que 7" est un revétement mais que m n’est pas un revétement.

(2) Montrer que X’ n’a pas le méme type d’homotopie que le tore T? de dimension
3, mais admet un revétement fini qui est homéomorphe a T3. Quel est le plus petit
nombre de feuillets d’un revétement fini de X’ qui est homéomorphe au tore T2 ?

(3) Montrer que X admet une structure de CW-complexe fini telle que si R? est
muni du pavage par les images du cube [—1, +1]® par les translations de vecteurs a
coefficients entiers pairs, alors 7 est une application cellulaire.

(4) Calculer la caractéristique d’Euler x(X) de X.

(5) Calculer le complexe des chaines cellulaires de X. En déduire les groupes
d’homologie singuliére & coefficients dans Z de X.

Exercice E.85 Dans tout cet exercice, I'anneau des coefficients est R. Soit X un
espace topologique tel que pour tout i € N, I'espace vectoriel réel H;(X) soit de
dimension finie, nulle si ¢ est assez grand. Soit f : X — X une application continue.
Pour tout k£ € N, notons t;( f) la trace de 'application linéaire f, : Hi(X) — Hy(X);
appelons indice de Lefschetz de f le nombre réel (on peut montrer qu’il appartient
az)
L(f) =) (=1F t(f)
keN

et considérons la série entieére formelle en ¢ définie par

Xr(t) =exp (f %‘fk) tk> :

k=1

(1) a) Calculer L(id) et x;a(t).
b) Sin e N—{0},si X =S, et si f est de degré d, calculer L(f) et xs(¢).

(2) Montrer que si g : X — X est une application continue homotope a f, alors
L(f) = L(g).

(3) Soit Y le sous-espace topologique du plan euclidien réel usuel C, réunion des
deux cercles de centre 1'origine et de rayons 1 et 3, et de la spirale {(2+ tanh 6)e :
6 € R}.

a) Calculer Hy(Y') pour tout k € N.

b) Montrer que Y est compact connexe, et qu'il existe un homéomorphisme sans
point fixe f : Y — Y tel que L(f) # 0.

(4) Supposons dans cette question que X soit un CW-complexe fini et que f soit
cellulaire. Pour tout k£ € N, notons Dy, I'espace vectoriel des k-chaines cellulaires de
X, et t}.(f) la trace de I'application lin¢aire f, : Dy — Dy.
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a) Soit («v, ,7) un morphisme d’une suite exacte courte d’espaces vectoriels réels
de dimension finie dans elle-méme

i

0—>A—>Bi>C—>0
R
B

0o - A 5 L0 =S 0.

Montrer que trace(3) = trace(a) + trace(y).
b) Montrer que

L(f) =) (=1 t(f) -

keN

¢) Montrer que si f(c¢) N ¢ est vide pour toute cellule ¢ de X, alors L(f) = 0.

(5) On admet que pour toute application continue f d’'un CW-complexe Z dans
lui-méme, il existe une structure de CW-complexe Z’ sur 'espace topologique Z,
telle que l'identité de Z dans Z’ soit cellulaire et telle que f soit homotope a une
application cellulaire g de Z’ dans Z' avec g pouvant étre choisie arbitrairement
proche de f.

a) Pour tout n € N — {0}, montrer que toute application continue f de S, dans
S,, de degré différent du degré de I'antipodie x +— —x, admet un point fixe.

b) Montrer que toute application continue f d’une surface compacte connexe
orientable de genre g > 2 dans elle méme, qui est homotope a I'identité, posséde un
point fixe.

Exercice E.86 Soit n € N, montrer que le tore T" de dimension n admet une
structure de CW-complexe, ayant ( Z ) cellules de dimension k& pour 0 < k£ < n.
Calculer H;(T™;Z) pour tout i € N.

Exercice E.87 (1) En utilisant I'exercice E.54, pour tous k € N—{0} et ny,...,ng €
N, calculer les groupes d’homologies a coefficients entiers de X x §,, x--- x §,, en
fonction de ceux de X.

(2) De méme, pour tous i, k € N, calculer H;(P,,(R);Z/27Z), et montrer que pour
tout espace topologique X, nous avons

Hy(X x Poo(R); Z/2Z) ~ @ H,(X;Z/2Z) .

0<i<k

8.2 Indications de correction

Exercice E.76 (1) a) Les applications hy : [0,1] x [0, 3] — X et ho : [0,1] X [3,1] —
X définies par (s,t) — a((148)t)xB8((1—s)t) et (s,t) — a((1=s)t+s)*B((1+s)t—s)
sont bien définies sur deux fermés du carré [0, 1]%, de réunion [0, 1]?, et continues par
compositions d’applications continues. Elles coincident sur I'intersection [0, 1] x {%}
de ces deux fermés (elles valent toutes deux a(1£2)  B(152) en (s,1)). Donc h est
continue.
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De méme, A’ est bien définie et continue sur trois fermés du carré [0,1]%, de
réunion [0, 1], et les définitions de h coincident sur les intersections deux a deux de
ces fermés. Donc A’ est continue.

b) Soient « et J deux lacets d’origine e. Remarquons que ¢ — «(t) * 5(t) est bien
un lacet d’origine e, par composition d’applications continues et car exe = e. Notons
o it alt)xeet f:t — ex (), qui sont deux lacets en e, homotopes (en tant que
lacets) aux lacets « et 3 respectivement, par la propriété de H-espace. L’application
h définie en a) est une homotopie entre l'application ¢ — h(0,t) = a(t) x S(t) et
lapplication ¢t — h(1,t) = (/- 8')(t), qui est homotope & la concaténation des lacets
a et 8. De plus h(s,0) = exe =eet h(s,1) = exe = e pour tout s € [0,1]. Par
composition des homotopies de lacets, les lacets a- 5 et a3 : ¢t +— «(t) x B(t) sont
donc homotopes. Par définition du produit dans le groupe fondamental, le résultat
en découle.

c) Méthode 1 : Soient « et 3 deux lacets d’origine e. Notons respectivement o’
et ' les lacets ¢ = e x (B(t) = (ex B(1))) et t — a(t) * (e* (@(t) xe)) d’origine e (car
ex(ex(exe)) = e). Par la propriété de H-espace, par le fait que a.- @ est homotope
au lacet constant en e et par composition des homotopies, ces deux lacets sont
homotopes au lacet constant en e. L’application A’ définie en a) est une homotopie
entre d'une part l'application ¢ — h/(0,t) = a(t) = (B(t) * (a(t) = B(t))), qui est
homotope & la concaténation de lacets o+ 3-@- 3 par la question b), et d’autre part
lapplication t — h'(1,t) = (/- 5')(t), qui est homotope a la concaténation de deux
lacets constants en e, donc au lacet constant en e. De plus h/(s,0) = ex(ex(exe)) = e
et h'(s,1) = e* (e x (exe)) = e. Donc a- 3 -@- [ est homotope (en tant que
lacet) au lacet constant. Par définition du produit dans le groupe fondamental, le
commutateur [a, b] = aba~'b~! de deux éléments quelconques du groupe fondamental
de X (de point base e) est donc trivial, et m1 (X, e) est abélien.

Méthode 2 : Soient « et § deux lacets d’origine e. L’application

vio g { al(l=9)) % B((1+ 5)t) sit < 1/2
h'(s,t) = { a((1+8)t—s)xB((1—s)t+s) sit>1/2

est bien définie et continue. L’application ¢t — h”(0,t) vaut le lacet a % 5 : t
a(t) = f(t). L’application t — h”(1,t) vaut le lacet (e x 3) - (a * €), qui est homotope
relativement a e au lacet 5 - . Donc par la question b),

[Blla] = [ - a] = [ax 5] = [][A] .

(2) a) Puisque f(x) est le point base y de Y, nous avons Qf(e,) = ¢,. Montrons
que € f est continue en tout point ag de (X ). Puisque Y est séparé, I'image de oy est
compacte, et un argument de continuité uniforme implique alors que pour tout € > 0,
il existe n > 0 tel que pour tout = € ([0, 1)), si d(y,x) < n, alors d(f(y), f(x)) < e.
Par définition de la topologie de la convergence uniforme, si « est suffisamment
proche de vy, alors sup,¢(o 1 d(a(t), ap(t)) < 1. Done supeoqd(foal(t), foao(t)) <

180



€, ce qui montre le résultat cherché. Si a est un lacet de X, alors idoa = « et
(fog)oa= fo(goa). Donc Qid =id et Q(fog) = (2f) o (Qg), et Q est bien un
foncteur.

Si h: X x[0,1] = Y est une application continue, alors I’application de Q(X) x
[0,1] dans Q(Y") définie par («a,s) — {t — h(«a(t),s)} est encore continue, par le
méme argument que ci-dessus. Donc si deux applications ¢ : X - Y et ¢p: X =Y
sont homotopes, alors Q¢ : Q(X) — Q) et QY : QX) — Q(Y) sont aussi
homotopes. Si X et Y ont le méme type d’homotopie, soient f : X - Yetg: YV — X
deux applications continues telles que fog et go f soient homotopes aux applications
identités de Y et X respectivement. Par ce qui précede, (2f) o (Qg) = Q(f o g) est
donc homotope a Qid = id, et de méme pour (€2g) o (£2f). Donc Q(X) et Q(Y') ont
le méme type d’homotopie.

b) La concaténation des lacets est clairement une loi de composition interne
continue. La concaténation ¢, - €, est encore égale au lacet constant en x, et pour
tout lacet o en x, les concaténations « - €, et a - ¢, sont homotopes a a par une
homotopie qui dépend continuement de «, par une propriété vue en cours (pour
démontrer que la classe d’homotopie du lacet e, est 1’élément neutre du groupe
fondamental) : il suffit de prendre

o) si0o<t<ip
(Oz,s)l—><tb—>{€ si%§t<1 )

Donc (X)) est un H-espace. La commutativité de m;(X) pour ¢ > 2 découle alors,
par récurrence, de la question (1) c¢). Si X est contractile, alors X a le méme type
d’homotopie que le singleton {z}, et donc Q2(X) a le méme type d’homotopie que
Q({z}), qui est réduit & un point (le lacet constant en x!). Donc (X)) est contractile
si X est contractile. Or le groupe fondamental d’un espace contractile est trivial.
Par récurrence, nous avons donc 7;(X) = {1} si X est contractile, pour tout i > 0
(mo(X) est un singleton, car X est connexe par arcs.

(3) a) Un groupe topologique, pointé en son élément neutre, est évidemment un
H-espace. Donc son groupe fondamental est abélien, par la question (1) c).

b) Le noyau d’un morphisme de groupes est toujours distingué, et comme Ker 7
est la fibre d’un revétement, il est discret. Pour tout v € Ker 7, 'application continue
de G dans Ker 7 définie par g — gyg~! est de source connexe et d’image discréte,
donc est constante, et vaut eye™! = v. Donc vy commute avec tout élément de G, et
Ker 7 est central.

Pour montrer que 7 est galoisien, une premiére méthode est de dire que tout re-
vétement connexe d’un espace topologique localement connexe par arcs, de groupe
fondamental abélien, est galoisien. Dans ce cas explicite, nous pouvons aussi raison-
ner comme suit. Pour tout v € Ker 7, I'application A, : g — g de G dans G est
un homéomorphisme et m(vg) = m(g). Donc v + A, est un morphisme de Kerm
dans le groupe Aut(7) des automorphismes de revétements de 7. Comme un groupe
agit transitivement sur lui-méme par translations a gauche, le groupe Aut(7) agit
transitivement sur la fibre au-dessus de e, et 7 est galoisien.
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c¢) Soit N le noyau de ¢, qui est un sous-groupe discret du groupe topologique
séparé H;. La projection canonique H; — H;/N est donc un revétement. L’appli-
cation ¢ induit par passage au quotient une bijection continue, entre les espaces
compacts Hy /N (car séparé par fermeture de N et image du compact H; par la pro-
jection canonique) et Hy. Cette bijection continue est donc un homéomorphisme, et
par conséquent ¢ est un revétement.

(4) a) Le groupe SU(2) agit linéairement sur C? en préservant le produit scalaire
hermitien usuel, donc en préservant la sphére unité Sz = {(z,w) € C* : |z]*+|w|* =
1}. Cette action est transitive par le théoréme de Witt (ou tout simplement parce que
pour tout (z,w) € Sg, la matrice ( Z ; ) appartient & SU(2), et envoie (1,0) sur
(z,w) ). Elle est libre car le stabilisateur de (1,0) est trivial : tout élément de SU(2)
fixant ce vecteur doit préserver 'orthogonal, donc étre diagonal, et la condition de
déterminant 1 conclut. Donc application z — x - (1,0) est une bijection continue
entre deux espaces compacts, donc un homéomorphisme de SU(2) sur S.

b) Notons que V' est un espace vectoriel réel de dimension 3, car

Vz{(ia(—) _l;a) :aER,bGC}.

Pour tous v,v" € V, notons (v | v') = Trace(v*v') = — Trace(vv’) = — Trace(v'v),
de sorte que (v |v) soit la somme des carrés des modules des coefficients de v. C’est
donc un produit scalaire euclidien. Par les propriétés de la trace et le fait que I'inverse
d’un élément de SU(2) est sa transconjuguée, 'action par conjugaison de SU(2) sur
Mo (C) préserve V| et préserve ce produit scalaire euclidien. L’action induit donc un
morphisme ¢ de SU(2) dans O(3), le groupe des isométries euclidiennes vectorielles
de V. Comme SU(2) est connexe, son image est contenu dans la composante connexe
de I’élément neutre de O(3), qui est SO(3). Si g appartient au noyau de ¢, alors g

commute avec tout élément de V. Donc g commute avec ( ! ) eV, et gest

0 —i
0 1
1 0>EV’

diagonale a coefficients diagonaux inverses. Puisque g commute avec <

ces coefficients diagonaux sont £1, et Ker p = {£id}.
Montrons que ¢ est surjective. Soit g un élément de SO(3), et montrons que
. . o ' b
g est dans l'image de ¢. Identifions V' et R?® par l'application ( zc% ia )
(a,Reb,Imb). Comme toute matrice anti-hermitienne est normale, donc diagona-
lisable en base orthogonale, nous pouvons supposer que g est une rotation d’axe

. . : 1 ez 0
I'axe de la premiére coordonnée dans R3. Mais comme 1’élément ( 0 ) de
e '3

SU(2) agit par la rotation d’angle 6 autour de I'axe de la premiére coordonnée, la
surjectivité en découle.

Puisque ¢ est un morphisme surjectif de groupes topologiques compacts, de
noyau fini, ¢ est un revétement, par la question (3) ¢). Comme SU(2) est simplement
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connexe (car homéomorphe a la sphére Sz par la question (4) a)), Papplication ¢ est
méme un revétement universel. Donc le groupe fondamental de SO(3) est isomorphe
au groupe des automorphismes de son revétement universel :

m(SO(3)) ~ Z/2Z .

(5) a) Le groupe des rotations SO(3) agit (par restriction de l'action linéaire
sur R3) sur la sphére Sy, et envoie vecteur unitaire tangent a la sphére sur vecteur
unitaire tangent a la sphére, en préservant la norme. Donc (g, (z,v)) — (gz, gv)
est une action de SO(3) sur T'S,. De plus, cette action est simplement transitive,
car SO(3) agit transitivement sur la sphére, et les rotations d’axe vertical agissent
simplement transitivement sur les vecteurs unitaires du plan horizontal. L’applica-
tion de SO(3) dans TS, définie par g — g(zo,vo), pour n’importe quel (g, vo) fixé
dans T'S,, est donc une bijection continue entre deux fermés bornés d’espaces vec-
toriels euclidiens de dimension finie, donc compacts, donc est un homéomorphisme.
Puisque les groupes fondamentaux de deux espaces topologiques connexes par arcs
sont isomorphes, nous avons

m (T'Ss) ~ Z/27 .

b) Par I'absurde, soit = — wv(z) une application continue qui & tout point de
la sphére v(x) associe un vecteur tangent en z & Sy non nul. Quitte & diviser par
|v(x)||, nous pouvons supposer que v(x) est de norme 1. Notons v(z)* le vecteur
directement orthogonal & v(x), contenu dans le plan tangent a Sy, en = (c’est-a-
dire dans l'orthogonal de Rx). Il dépend continuement de x, comme v(z). Alors, en
considérant le cercle S; = {(s,t) € R* : s*+{?> = 1}, 'application de Sy x S;
dans T'S,, définie par (z,(s,t)) — (z,sv(z) + tv(x)*), est un homéomorphisme
(car une bijection continue entre espaces compacts). Mais ceci est impossible. En
effet, deux espace topologiques connexes par arcs homéomorphes ont des groupes
fondamentaux isomorphes. Or le groupe fondamental de Sy X S; est Z (le revétement
universel de Sy X S1 est la projection évidente de Sy x R (simplement connexe car
ayant méme type d’homotopie que Sp) sur Sy X S;). De plus, le groupe fndamental
de T'S,, isomorphe a celui de SO(3) par fonctorialité et la question (5) a), est Z/27Z,
par la question (4) c).

Exercice E.77 (1) Nous allons utiliser le théoréme de van Kampen. Notons k =
1,2. Dans la copie P du plan projectif, le point x, admet un petit voisinage V
homéomorphe au disque ouvert D = {z € C : |z]| < 1}. Notons Uy 'ouvert connexe
par arcs de Y union de Py et de V3_,. Puisque Vj est contractile, 'ouvert U, se
rétracte par déformation forte sur la copie Py, et donc son groupe fondamental est
isomorphe & Z/27. L’ouvert U; N Uy, homéomorphe au bouquet de deux disques
ouverts pointés en leur centre, est contractile (donc connexe par arcs et de groupe
fondamental trivial). Par le théoréme de van Kampen, le groupe fondamental du
bouquet de deux plans projectif est donc le produit libre de deux copies de Z/27Z.

m(Y)=17/27 x 7.)2Z. .
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(2) a) Tout d’abord, Ime®? > 0 si et seulement s'il existe k € Z tel que 0 €
2z, @], et pi(e*™) = py(e’*™) = x, pour tout k € Z, donc Papplication f est
bien continue.

Nous allons encore utiliser le théoréeme de van Kampen. Notons 7 la projection
canonique de la réunion disjointe D 1Y dans X. Notons U; I'ouvert de X, égal a X
privé de Iimage par 7 du centre du disque D, et U, ouvert de X, image par = du
disque ouvert D =D — S,. Alors U, se rétracte par déformation forte sur 'image de
Y par 7. (Rappelons que 7y est un homéomorphisme de Y sur son image dans 7, les
espaces D et Y étant compacts, et S; fermé dans D). En particulier, U; est connexe
par arc, de groupe fondamental Z/27 x Z/27. L’ouvert U, est contractile (donc
connexe par arcs et de groupe fondamental trivial). L’ouvert U; N Us est un anneau
topologique, qui se rétracte par déformation forte sur 'image par 7 du cercle de rayon
%, donc son groupe fondamental est isomorphe a Z. Pointons Y au point commun
aux deux plans projectifs. Par le théoréme de van Kampen, le groupe fondamental
de X est donc isomorphe au quotient de 71 (Y") par le sous-groupe distingué engendré
par f,m1(S1,1). Pour k = 1,2, I'application «y, : [0,1] — P définie par ¢ — py(e™)
est un lacet en x, dont la clase d’homotopie a; engendre le groupe fondamental de
Py.. Par construction, I'image par f,. de I'un des deux générateurs de m;(S1) ~ Z est
(aras)®, car le lacet f(S;) parcourt la concaténation de lacets aj - am, exactement 8
fois. Une présentation du groupe 1 (X) est donc (a1, asla? = a? = (ayaz)® = 1). En
envoyant a; sur la réflexion par rapport a I’axe horizontal du plan euclidien, et ay sur
la réflexion par rapport a la droite faisant un angle %, on obtient un isomorphisme
avec le groupe diédral Dg d’ordre 16 :

b) Par le théoréme de classification des revétements, I'espace X étant connexe
et localement contractile, les revétements connexes de X sont en bijection avec les
classes de conjugaison de sous-groupes de m1(X), les revétements galoisiens cor-
respondant aux sous-groupes distingués. De plus, le nombre de feuillets est égal a
I'indice du sous-groupe.

Rappelons que le groupe diédral d’ordre 16 est composée des 8 rotations d’angles

%TW pour k =0,1...,8 et des 8 réflexions par rapport aux droites d’angles %r avec
I’horizontale pour £ = 0,1 ..., 8. Les ordres possibles des sous-groupes de Dg sont 1,

2,4,8et 16. Siby,...,b, sont des éléments de Dg, notons (b, ..., b,) le sous-groupe
qu’ils engendrent.

Il y a un sous-groupe d’ordre 1, le sous-groupe trivial, correspondant au revéte-
ment universel de X. Il y a trois classes de conjugaison de sous-groupes d’ordre 2 :
{a1), {as) (ces deux sous-groupes ne sont pas distingués) et ((a;az)*) (o (ayas)? est la
rotation d’angle 7) qui est central, donc distingué. Il y a trois classes de conjugaison
de sous-groupes d’ordre 4 : le cyclique {(ajaz)?) (distingué) et ceux (non distingués)
engendrés par deux réflexions commutantes (ai, ajasajasar) et (as, asaiasayas). 11
y a trois sous-groupes (distingués, car tout sous-groupe d’indice 2 l'est) d’ordre 8,
correspondant au sous-groupe de toutes les rotations (ajas), et ceux, isomorphes
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au groupe diédral D4 d’ordre 8, engendrés par deux réflexions sur des droites fai-
sant un angle w/4, qui sont (ay, asajas) et (as, ajasar). Enfin, il y a un sous-groupe
(distingué) d’ordre 16, correspondant au revétement trivial de X.

Exercice E.78 L’espace X admet une structure de CW-complexe ayant un sommet,
trois arétes a,b, ¢, une 2-cellule, telle que son l-squelette est le bouquet de trois
cercles, et le lacet d’attachement de la 2-cellule est a-b-c-¢-a-b.

(1) Le groupe fondamental admet donc comme présentation (z,y, z | zyz~ly~! =
1). C’est donc
mX ~7>«7 .

(2) Comme S et C' sont connexes par arcs, on a Hy(S,C) = 0.

Méthode 1 : Le complexe de chaines cellulaires de X (pour la structure ci-dessus)
est
27— 00

ou f est 'application nulle, car les arétes sont des lacets, et g est 'application nulle,
car les lacets a, b, ¢ sont parcourus par 'application d’attachement chacun deux fois,
mais dans des sens différents. Donc Hy(X) = Z (ce que 'on savait déja par connexité
par arcs de X), H (X) = Z3 (ce que l'on savait déja par le théoréeme de Hurewicz
et la question (1)), Hy(X) =Z, et H;(X) = 0 pour i > 3.

Par le théoréme d’excision, en notant x le point de X image de C', nous aonvs
Hi(S,C) ~ Hy(X,z) pour tout k dans N. Or Hy(X,z) ~ Hy(X) pour k > 1 par
la suite exacte longue d’homologie relative de la paire (X, z). Donc le résultat s’en
déduit.

Méthode 2 : La suite exacte longue d’homologie relative de la paire (S, C') donne,
pour ¢ > 1 une suite exacte

Sii > 3, alors H;(S) =0 et H;_1(C) =0, donc H;(S,C) = 0. Si i = 2, alors nous
avons une suite exacte 0 — Z — H;(S,C) — H,(C) — Hy(S), et la derniére fleche
est injective, car par le calcul bien connu de I’homologie des surfaces, son image est
un facteur direct de H,(S) =~ Z*. Donc Hy(S,C) = Z. Enfin, si i = 1, alors nous
avons une suite exacte 0 — Z — Z* — H,(S,C) — Hy(C) — Hy(S) et la derniére
fleche est injective, car S et C' sont connexes par arcs. Donc Hy(S,C) = Z3.

Exercice E.79 Nous pouvons supposer X et Y non vides, sinon X * Y est vide.
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(1) Si z € X, nontons encore x le point 1z 4+ Oy de X * Y pour n’importe quel
y dans Y, et de méme y = 0z + 1y. Nous identifions ainsi X et Y a des parties de
XxY.

a) L’application X xY x[0, 1] — X'xY’x[0, 1] définie par (z,y,t) — (f(x), f(y),t)
est continue, et induit par passage au quotient 'application f * g, donc celle-ci est
continue.

b) L’application qui a s(tx + (1 — t)y) + (1 — s)z associe x si s =t = 1 et
str+(1 —st)(sfl_—;?y—l— 1=2 ) sinon, est clairement un homéomorphisme de (X *Y)*Z
sur X * (Y % Z), naturel pour les applications continues. L’application tx+ (1 —t)y —

ty + (1 — t)z est clairement un homéomorphisme de X * Y sur Y * X.

c¢) Il découle de a) que si X est homéomorphe & X' et YV a Y’  alors X Y est
homéomorphe a X’*Y”. Il suffit de montrer que B,, B et B,, 1 sont homéomorphes,
car alors, en raisonnant par récurrence, pour m > 1,

B, *xB,, ~B,* (B,_1%xBg) ~ (B, *B,,_1) *Bo ~ B * Bo ~ Byt -

Or B,, * By est le cone sur B,,, qui est homéomorphe a B,, ;.
De méme, S, x By est le cone sur S,,, qui est homéomorphe a B, 1. Et S, %Sy est
la suspension de S,,, qui est homéomorphe a S, .

d) Les k-cellules de X * Y sont les k-cellules de X et Y (identifiés comme ci-
dessus a des parties de X *Y), et, pour k > 1 les joints d'une p-cellules de X et
d’une g-cellule de Y avec p + g = k — 1. Un tel joint est bien une k-cellule par c). Il
est alors facile de vérifier que X %Y est un CW-complexe.

(2) a) L’action de U, est clairement libre, et U,, est fini. Donc la projection
canonique 7 : Sy,11 — X est un revétement. Il est bien connu que So,,; est sim-
plement connexe si n > 1. Donc mX ~ U, ~ Z/mZ si n > 1. Si n = 0, alors
X est homéomorphe au cercle (et 7 est un revétement a n branches du cercle par
lui-méme). Donc m X ~ Z.

b) Il est clair que I'application proposée est un homéomorphisme. Par la question
(1) d), l'espace S3 ~ S1*S; admet une structure de CW-complexe, ayant 2m sommets
(m sur chaque copie de S; dans S3), 2m +m? arétes (m sur chaque copie de S; dans
Ss, et une aréte entre un sommet dans chaque copie de Sy), 2m? cellules de dimension
2 (une pour chaque couple formé d’une aréte d'une des deux copies et d’un sommet
de I'autre copie), et m? 3-cellules (une pour chaque couple d’une aréte de la premiére
copie et d’'une aréte de la seconde). Par la forme de ’homéomorphisme S3 ~ §; xSy,
I’action de U,, préserve chacune des deux copies, donc la structure de CW-complexe
de S3. En calculant le complexe de chaines cellulaires du quotient, nous obtenons

pour ¢ > 4.

Exercice E.80 (1) Montrons par récurrence sur n > 1 que si un espace topologique
X est réunion de n ouverts Uy, ..., U, dont toute intersection U;, N---NU;, non vide
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est connexe et a son i-éme groupe d’homologie trivial pour i > 1, alors H;(X) =0
pour tout @ > sup{l,n — 1}. Ceci entrainera bien le résultat, car si un espace
topologique non vide Y est contractile, alors il est connexe et H;(Y) = 0 pour i > 1.

Le résultat est clairement vrai pour n = 1. Soit n > 2. Supposons le résultat
vrai au rang n — 1. Soit X un espace topologique, réunion de n ouverts Uy, ..., U,
vérifiant la condition ci-dessus. Posons A = Uy U---UU,_1 et B = U,. Alors, par
récurrence, H;(A) = 0 pour tout ¢ > sup{l,n — 2} et H;(AN B) = 0 pour tout
i >sup{l,n— 2}.

Soit i > sup {1,n— 1}. La suite exacte longue de Mayer-Vietoris donne une suite
exacte

Hi(A) x Hy(B) — Hi(X) — Hi_i(ANB) — Hi_,(A) x H,_(B) .

Nous avons H;(B) = 0. Comme i > sup {1,n — 2}, nous avons H;(A) = 0. Si
i>2,alorsi—1>sup{l,n—2}, donc H;_1(AN B) = 0. Par exactitude, on a donc
H;(X) =0.8Sii =1, alors par connexité, 'application Hy(ANB) — Hy(A)x Hy(B)
est injective. Par exactitude, nous avons donc H;(X) = 0.

(2) Montrons par récurrence sur n que S, est réunion de n + 2 ouverts a in-
tersections vides ou contractiles. Comme H,(S,) = Z # 0, ceci donne le résultat.
C’est vrai pour n = 0, car Sy ne posséde que deux composantes connexes, qui sont
réduites a un point. Supposons le résultat vrai au rang n — 1, et notons Uy, ..., U,
des ouverts a intersections vides ou contractiles, dont la réunion est S,,_;. Consi-
dérons S, _; comme 'équateur de S,,, identifié avec la suspension de S,,_;. Notons
Ui, ..., U], les ouverts de S,, obtenus en prenant la suspension de Uy, ..., U, 41, et
en enlevant les points dans une calotte polaire fermée C' autour du pole sud, et en
rajoutant un calotte polaire ouverte autour du péle nord. Notons U;, , une calotte
polaire ouverte autour du pole sud, contenant C'. Il est facile de vérifier que les

ouverts U7, ..., U], de S, conviennent.

Exercice E.81 Notons ¢ : §; xS; — X la projection canonique. Munissons le tore
S; x S; de la structure de CW-complexe de sommets les points (e %, 1) et (1,e"n" )
pour k = 0,. — 1, de sorte que le 1-squelette soit (S; x {1})U ({1} x S;). Cette
structure passe au quotlent sur X en une structure de CW-complexe ayant un seul
sommet $(1,1), deux arétes, les lacets ¢; : ¢t — @(en ,1) et o : t — B(1,en),
et une seule 2-cellule. Si 7(” désigne la concaténation de n CO%)IGS d'un lacet v,
alors I’application d’attachement de la 2-cellule est le lacet c1 a™ .M Le

1-squelette est un bouquet de deux cercles.

(1) Par un résultat du cours, le groupe fondamental de X admet donc pour
présentation

(r,y | 2"y e "y " =1) .

(2) Le complexe de chaines cellulaires de X est

72 00 ..
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avec f et g des applications nulles par ce qui précéde. Done Hy(X) = Z, Hi(X) =
72, Hy(X) = Z, Hy(X) = 0 sin > 3.

Exercice E.82 (1) Pour tout i € N, notons C; le i-éme espace de chaines cellulaires
a coefficients réels de X, Z; son sous-espace vectoriel des i-cycles, et B; son sous-
espace vectoriel des i-bords. Notons z; et b; la dimension de Z; et de B;. Posons
b_1 = 0 et rappelons les conventions C_; = {0} et 9y = 0. Par le théoréme du rang
appliqué a l'opérateur bord 0; : C; — C;_1, nous avons ¢; = z;+b;_1 (y compris pour
i = 0). Puisque H,;(X;R) = Z;/B;, nous avons h; = z; —b;. Posons B(t) = >, bit",
qui est un polynome, car b; = 0 si ¢ est strictement supérieur a la dimension de X,
et dont les coefficients sont dans N, donc sont positifs ou nuls. Comme b_; = 0, il
est immédiat de vérifier que

Ct)— H(t) = (bioy +b)t' = (t+ 1)B(1) .
ieEN
(2) Comme ¢; — h; = b;_1 + b; pour tout i € N, le résultat s’en déduit par
sommation alternée entre 1 = 0 et ¢+ = k, car
k k

Z(—l)ick,i — Z(—l)lhk,Z = bk — b,1 = bk > 0.

=0 i=0

Exercice E.83 L’anneau des coefficients est Z dans cet exercice.

(1) Par construction, X admet une structure de CW-complexe fini ayant une
cellule de dimension 0 égale au point z, une cellule de dimension n attachée par
I’application constante sur x, et k cellules de dimension n + 1, attachées sur le n-
squelette, qui est la sphére S,,, par des applications d’attachement de degré dy, . . ., d.

Sin > 2, le I-squelette de X est donc réduit a un point, et puisque le groupe
fondamental du 1-squelette se surjecte sur le groupe fondamental de X, nous avons
m(X,z) = 0. Si n = 1, alors le 1-squelette est un cercle, de groupe fondamental
isomorphe a Z, et le groupe fondamental de X est le quotient du sous-groupe fon-
damental du 1-squelette par le sous-groupe (distingué car abélien) engendré par les
images des applications induites sur le groupe fondamental par les applications d’at-
tachement des deux cellules. Donc si (dy,...,dx) = (0,...,0), alors m (X, z) ~ Z.
Sinon, (X, z) ~ Z/dZ ot d = pged(dy, . . ., dy).

Le complexe de chaines cellulaires (D, 0,) de X est, en utilisant les bases cano-
niques des D,

02 Dy=Z¢0 - «0& D, =7 % D, =7 0.
L’application ,, est nulle (y compris si n = 1, car 'application d’attachement de la
n-cellule est constante (en ), et I'application 9,4 est (z1,...,2x) = Sor_, dix;.

Si (dy,...,d;) =(0,...,0), alors 0,1 est I'application nulle, donc
Z sip=0
Ho(X) ~ Z sip=n
P ) ZF sip=n+1
0  sinon.
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Si(dy,...,d;) # (0,...,0), alors 'image de 0,41 est le sous-groupe infini cyclique
engendré par d = pgced(d; . . ., dy), donc

Y/ sip=10
7.)dZ, sip=n

HP<X> = Zlél Sip: TL+ 1
0 sinon .

(2) Quitte & écraser en un point un arbre maximal dans le 1-squelette de X;
(qui est un graphe connexe, par connexité de X;), ce qui ne change pas le type
d’homotopie de X;, donc pas le type d’homologie, nous pouvons supposer que X;
n’a qu'un seul sommet. Par définition de la topologie des sommes pointées, 1’es-
pace X admet une structure évidente de CW-complexe, dont le k-squelette est la
somme pointée des k-squelettes des X;. En notant (Dg(Y), 0x(Y))ken le complexe
des chaines cellulaires d'un CW-complexe Y, nous avons donc Dy(X) ~ Z et pour
k>1, Di(X) ~ B, Di(Xi) et On(Y) = D,c; Ok(Xi). Notons que 0; est 'applica-
tion nulle, car les applications d’attachement des 1-cellules sont constantes (en x).
En raisonnant par blocs, le résultat est alors immédiat.

(3) a) Par le théoréme de classification des groupes abéliens de type fini, il existe
des entiers m,r € Net dy,...,d, € N={0,1} telsque G ~ Z" X Z/d Zx - - - x L/ d, .
Pour tout d € Z et n € N — {0}, il existe une application continue de degré d de S,,
dans S,,, il suffit par exemple de prendre la supension d—2-fois itérée de I’application
du cercle dans lui-méme de multiplication par d de I'angle.

Par la question (1) en prenant k = 1, il existe des CW-complexes finis connexes

Z sip=mn :
: i) . <1<
a un seul sommet X, ... X, 1, tels que H,(X;) 0 sinon | Powr 1<i<m
(en fait X; = S,, convient alors : la sphére S, est un espace de Moore M(Z,n)) et

Z)d;Z7 sip= : .
H,(Xpti) = { /(C]ll zfon " pour 1 < i < r, pour tout p > 1. En pointant X;
en son sommet, et en notant X la somme pointé des X; pour 1 < i < m+r, X
est un CW-complexe fini connexe donc compact et connexe par arcs, et le résultat
découle alors de la question (2).
b) Lespace / cy_ oy M(Gp, p) convient, par la question (2).

Exercice E.84 Pour ceux que les formules rassurent, les vissages considérés sont

z
vt (a,b,¢) — (a+2,—c,b),
vy : (a,b,¢) — (¢,b+2,—a), y
v, : (a,b,¢) = (=b,a,c+2).
T
(1) a) Notons que w, = v et w, = v, sont des translations, donc commutent,
et que v,w,v;t = wy, et v,wyu;t = w, ' Donc tout élément de IV, qui est un mot
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en wf, w;t, vf, peut s’écrire v, 4, = whwiv? avec p,q,r € Z., en permutant les wf et
w;t, et en regroupant les termes vE & droite en utilisant les fomules ci-dessus pour
les faire passer vers la droite au-dessus des termes en w; et w; .

b) Remarquons que 'application v, o v, o v,, qui appartient a I', est la rotation
d’angle & autour de la droite orientée de (1,—1,1) a (1,—1,—1). La projection
canonique 7 n’est donc pas un homéomorphisme local au voisinage d'un point de
cette droite (car non localement injective), donc n’est pas un revétement.

Montrons que I'action de IV sur R? est propre et libre, ce qui implique que 7’ est
un revétement.

La troisiéme coordonnée de I'image de (a, b, ¢) par 7,4, est ¢+ 2r, donc si (a, b, ¢)
est un point fixe de 7, 4., alors r = 0. et comme whw{ est la translation de vecteur
(8p, 8¢, 0), le point (a,b, c) n'est fixe par v,,, que si p = ¢ = 0, c’est-a-dire si v, ,,
vaut I'identité. Donc I'action de I est libre.

Une analyse semblable montre que pour tout N € N, il n’y a qu'un nombre fini
d’éléments y € T” tels que v[—N, N]* N [—=N, N]? soit non vide. Mais nous donnons
ci-dessous un argument moins analytique, dont une partie reservira plus loin.

Remarquons que le pavage & de R? par les images du cube C' = [—1,+1]? par
les translations de vecteurs a coefficients entiers pairs est préservé par v,, vy, v, car
il est invariant par les translations & coefficients entiers pairs et par les rotations
d’angle 7/2 autour des axes de coordonnées. Donc & est invariant par le groupe
d’isométries préservant l'orientation I', donc par I”. De plus, I' agit transitivement

sur les cubes de &2, car en utilisant v, v, v, nous pouvons envoyer C' sur chacun

T ) y Yz
de ses six voisins, et par connexité du éraphe dual des cubes de &. L’orbite de
I'origine O par I est donc le réseau des points & coordonnées entiéres paires.
Ceci implique que Iaction de I est propre. Sinon, il existerait une suite (7, )nen
d’éléments deux & deux distincts de I tels que la suite (7,0),en resterait dans un
borné, donc convergerait quitte a extraire. Donc pour n, m assez grands et distincts,

d(7,0,7m0) < % et 7,0 = 7,0, ce qui contredit le fait que I'action soit libre.

(2) L’espace X’ est connexe par arcs, car quotient d’un espace connexe par arcs.
Si X’ et T? avaient le méme type d’homotopie, leurs groupes fondamentaux seraient
isomorphes. Or comme R? est simplement connexe, le groupe fondamental de X’ est
isomorphe a I, et le groupe fondamental de T? = R3/Z? est isomorphe & Z3, qui est
abélien. Or nous avons vu que v,v} # viv,, par exemple, donc I n’est pas abélien,
et ne peut étre isomorphe a Z3.

Le sous-groupe H de IV engendré par v’ v‘yl, v} est le groupe des translations par
les vecteurs a coordonnées entiéres multiples de 8. Donc H\R? est homéomorphe
au tore T3, et en particulier est compact. Par la théorie des revétements, 1'appli-
cation canonique H\R?® — X’ = I"\R? est un revétement, nécessairement fini par
compacité de H\R3, ce qui répond & la seconde question.

L’application v qui a une transformation affine associe sa partie vectorielle définit
une suite exacte de groupes

0 — R?* — Isom, (R*) % SO(3) = 1,
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ou Isom, (R?) est le groupe des isométries affines eucidiennes de R? préservant
lorientation. Par v, le groupe I"” se surjecte sur le groupe engendré par la rota-
tion vectorielle d’angles 7 autour de I'axe des z. Ce groupe-ci est fini, d’ordre 4,
et le noyau de v est le groupe H ci-dessus. En particulier, I'indice de H dans I
est 4. Le nombre de feuillets cherché est donc 4. En effet, nous avons construit un
revétement a 4 feuillets isomorphe au tore ci-dessus. De plus, par le théoréme de
classification des revétements, puisque 7’ est un revétement universel de X', tout re-
vétement fini connexe de X’ est isomorphe au revétement défini par un sous-groupe
d’indice fini H' de I", et si 'indice de H' est strictement plus petit que 4, alors la
restriction de v a H' ne peut pas étre triviale, et H', qui est sans torsion car IV I'est,

n’est pas abélien.

(3) Par transitivité de 'action de I' sur les cubes de 22, la restriction de 7 au
cube C induit un homéomorphisme de X avec le quotient de C' par la relation
d’équivalence engendrée par u ~ v (u) si u € {1} x [-1,1]%, u ~ v,(u) si u €
[—1, 1] x{=1}x[-1,1] et u ~ v, (u) siu € [—1,1]* x {—1}. On vérifie facilement que
cette relation d’équivalence a deux classes sur les sommets de C', quatre classes sur les
arétes, et trois classes sur les faces (celles &, #, O dont les centres sont respectivement
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) ). Donc la restriction de m a chaque représentant de ces
classes définit une structure de CW-complexe sur X, ayant 2 sommets, 4 arétes,
3 cellules de dimension 2, et 1 cellule de dimension 3. Voir les dessins ci-dessous.
Par construction, 7 envoie le k-squelette de &2 dans le k-squelette de X, donc est
cellulaire.

N\ i

(4) Par la formule d’Euler, la caractéristique d’Euler x(X) de X est donc x(X) =
2—4+3—1=0. Mais on peut aussi utiliser le fait que la caractéristique d’Euler
d’un revétement a n feuillets de X est nx(X) (car un revétement a n feuillets d'un
CW-complexe fini Y hérite d'une structure de CW-complexe fini, par le théoréme
du reléevement, ayant n x nj cellules de dimension k& si Y posseéde ny cellules de
dimension k). Comme X admet un revétement fini de caractéristique d’Euler nulle
(le tore T3, encore faut-il savoir ceci), le résultat en découle.

(5) Notons Dy, le groupe des k-chaines cellulaires de X. Comme base de Dy ~ Z?,
choisissons les sommets (1,1,1) et (1, —1,1). Comme base de D; ~ Z*, choisissons les
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arétes de la face {1} x [—1,1]? orientées dans le sens trigonométrique, la premieére
étant celle entre (1,1,—1) et (1,1,1). Comme base de Dy ~ Z3, choisissons les
faces &, @, O orientées par la normale sortante du cube. Le complexe des chaines
cellulaires de X est

O 1o} 1o, 0! 0.
0 72 &g o g3 B g Py

ou 0y et 0; pour 7 > 4 sont les applications nulles. Nous avons 03 = 0 car les faces sont
recollées (deux a deux) par translations, donc avec des orientations par la normale
sortante opposées. En regardant le dessin ci-dessus (et en faisant bien attention a
I'orientation des arétes et au sens de parcours des bords des faces), nous avons

81 . (l’l,$2,$3,1’4) —> (.Tl — To + T3 — Ty, —Tq + To — X3 —|—SL’4)

et

Dot (Y1, Y2, y3) = (Y1 — Y2 — Y3, y1 + Y2 — Us, Y1 + Y2 + Y3, y1 — Y2 + y3) -

Donc H;(X) =0si i >4 (car X est un CW-complexe de dimension 3), H3(X) =
ker 03/ im0y ~ Z, Hy(X) ~ Z car X est connexe par arcs, Hy(X) = ker 0,/ im 03 = 0
car Oy est injective, et enfin Hq(X) = ker 0/ im 03 = 0 car le noyau de 0y, qui est le
sous-groupe d’équation zy — xy + 23 — x4, est égal a 'image de 0Os.

Exercice E.85 (1) a) Par fonctorialité, id, = id et la trace de I'identité d'un espace
vectoriel de dimension finie est égale a la dimension de cet espace. Donc l'indice de
Lefschetz de f est égal a la caractéristique d’Euler de X :

L{d) = y(X) .

Comme id* = id, nous avons donc

alt) = exp (X(N) 31 ) = exp(x(3) log(1 +1) = (141

k=1

b) Comme les seuls groupes d’homologie non nuls de la sphére S,, sont en degré
0 et n, et sont égaux a R, et puisque f induit en homologie I'identité en degré 0 et la
multiplication par d en degré n (c’est la définition lorsque 'anneau des coefficients
est Z; le résultat est encore valable lorsqu’il est R, en tensorisant par R le complexe
des chaines singuliéres a coefficients Z, dont les groupes sont abéliens libres), nous
avons donc

L(f) =1+ (-1)"d .
Puisque deg(f o g) = (deg f)(degg), nous avons

+oo n

Xia(t) = exp (Z Lkl)kd tF ) = exp (log(l +1)+ (—1)”d%)
k=1

(=1)"dt

o)
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(2) Par la propriété d’invariance homotopique de I’homologie, les applications
f« et g. de Hi(X) dans Hy(X) sont égales pour tout k& € N, et en particulier
ti(f) = tx(g). Donc par définition L(f) = L(g).

(3) a) L’espace Y posséde trois composantes connexes par arcs, l'une homéo-
morphe & R (donc contractile) par le plongement 6§ + (2 + tanhf)e?, les deux
autres homéomorphes a un cercle.

Comme les groupes d’homologie du cercle sont bien connus, et comme les groupes
d’homologie d’un espace sont les sommes directes des groupes d’homologie de ses
composantes connexes par arcs, nous avons donc

R3 sik=0
Hip(Y) ~ R? sik=1
0  sinon .

b) L’espace Y est un fermé (car la spirale s’accumule sur les deux cercles de rayons 1
et 3), borné donc compact. Il est connexe, car c’est 'adhérence de la spirale, qui est
connexe car homéomorphe a R (théoréme de I'arbre et de 1’écorce ...) Considérons
Papplication f :Y — Y qui vaut la rotation d’angle 1 radian sur les deux cercles,
et qui vaut la translation 6 +— 6 + 1 du parameétre de la spirale sur celle-ci. C’est
clairement un homéomorphisme sans point fixe, qui induit l'identité sur tous les
groupes d’homologie. Donc L(f) =+3 —-2=1#0.

(4) a) Soit C' un supplémentaire de i(A) dans B, de sorte que j induit un iso-
morphisme de C dans C. Par commutativité du diagramme, 3 envoie i(A) dans
lui-méme. Le résultat est immeédiat en considérant la matrice par blocs de 8 dans la
décomposition B = i(A) & C, car trace(ghg ') = trace(h) si g est un isomorphisme
linéaire, Bjiay =10 aoi ;(a, et jigoBo (j‘é)*1 = 7.

b) Notons D;, B;, Z;, H; les espaces vectoriels réels de dimension finie des i-chaines
cellulaires, des i-cycles cellulaires, des i-bords cellulaires, et le i-éme espace d’homo-
logie cellulaire de X . L’application f induit des morphismes de suites exactes courtes

0O - B, —- 4 - H — 0
} } +
0O - B, —- 4 - Hy — 0
et
0O - 4, - D, - B;.1y — 0
1 1 +

0—>ZZ—>DZ—>BZ,1—>O
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Puisque I'homologie cellulaire est naturellement isomorphe a 'homologie singuliére,
puisque trace(ghg~!) = trace(h) si g est un isomorphisme linéaire, en appliquant la
question a) et par sommation alternée, le résultat s’en déduit.

c¢) L’hypothése implique que la matrice de f, : Dy — Dy dans la base canonique
de Dy définie par les k-cellules de X est a coefficients diagonaux nuls, donc de trace
t.(f) nulle. Par la question b), ceci implique que L(f) = 0.

(5) a) La preuve la plus classique est de dire que si f n’a pas de point fixe, alors
I'application de S,, x [0,1] — S, définie par (z,t) — %
(le dénominateur ne s’annulant pas, sa continuité est claire) entre f est I'antipodie,
et d’appliquer la question (2). Mais nous donnons une preuve utilisant les questions
précédentes, qui peut servir plus généralement.

Par la question (1) b), l'indice de Lefschetz d’'une application continue de S,
dans S,, de degré d, qui vaut 1 + (—1)"d, est nul si et seulement si d = (—1)"",
qui est le degré de I'antipodie. Par compacité de S, si f est sans point fixe, alors il
existe une cellulation finie suffisamment fine telle que pour toute cellule ¢, son image
f(c) soit a distance au moins 2¢ de c. Par le résultat d’approximation admis, si f est
sans point fixe, il existe donc une cellulation de S,, et une application g homotope a
f telle que g(c) N ¢ soit vide pour toute cellule c. Par la question (2), ceci implique
donc que f, qui vérifie L(f) = L(g) = 0, est de méme degré que I'antipodie, ce qui
montre la contraposée du résultat voulu.

b) Le résultat se montre de méme, en remarquant que si f est homotope a
l'identité, alors L(f) = L(id) par la question (2), que L(id) = x(X) par la question
(1) a), et que la caractéristique d’Euler d’une surface compacte connexe orientable
de genre g > 2 est 2 — 2¢, qui est strictement négative, donc non nulle.

est une homotopie

Exercice E.86 Le résultat est clair si n = 0 par connexité par arcs. Sin > 1, le tore
T™ est 1'espace topologique quotient du cube [—1,1]" par la relation d’équivalence
engendrée par 'identification des faces de codimension 1 opposées par translations.
Tous les sommets du cubes sont identifiés. Plus généralement, si vy est un sommet
fixé du cube, toute face de dimension k du cube est identifiée & une et une seule face

de dimension k£ contenant le sommet vy. Il y a exactement ( " ) faces de dimension

k
k du cube contenant le sommet vy, car il y a exactement n arétes du cube contenant
Vg, et les faces de dimension k£ contenant v, correspondent au choix de k telles
arétes. Le tore T" admet donc une structure de CW-complexe, dont le k-squelette
est I'image dans T" de la réunion des faces de dimension au plus k du cube. Le
groupe Dy des k-chaines cellulaires de T™ a coefficients entiers est donc isomorphe a

Z(Z). Pour chaque face F' de dimension k du cube, les faces de codimension 1 de F'
sont identifiées par translations, donc interviennent avec des signes opposés dans le
bord de F'; de sorte que 'application bord 0y : D, — Dy est 'application nulle.
Comme '’homologie du complexe des chaines cellulaires de T" calcule 'homologie
singuliére de T™, nous avons donc, pour tout k& € N (et avec les conventions usuelles
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n

d’annulation du ceeflicient binémial < I

>sik:>n),

Hy(T"Z) ~ 7(5) .
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A Annexe : rappels de topologie générale

Les références pour cet appendice sont [Bou, Dug, Dix, Pau2|. On suppose
connues, essentiellement pour des exemples, les notions d’espaces vectoriels nor-
més et d’espaces métriques. Les preuves qui ne sont pas données ci-dessous sont les
mémes que dans le cas particulier des espaces métriques, ou sont laissées en exercice.

A.1 Généralités

Un espace topologique est un ensemble X muni d’un ensemble &' de parties de
X tel que

1. toute intersection finie d’éléments de & appartient a &,
2. toute union d’éléments de & appartient a &'.

Par abus, on note souvent X le couple (X, &'). Par convention, une intersection
vide de parties d'un ensemble F est égal & E, et une union vide de parties de F
est égale a la partie vide. Donc () et X appartiennent & &. Les ¢léments de & sont
appelés les ouverts de X, et € une topologie sur 'ensemble X. Les complémentaires
des ouverts s’appellent les fermés. Toute union finie de fermés est fermée, toute
intersection de fermeés est fermée, () et X sont fermés. Etant donné un ensemble de
parties d'un ensemble F, stable par intersections et par unions finies, I’ensemble des
complémentaires de ces parties est une topologie sur E.

Une bijection f : X — Y entre deux espaces topologiques est un homéomor-
phisme si I'image réciproque par f de la topologie de Y est la topologie de X. Deux
espaces topologiques X, Y sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme de X
dans Y. « Etre homéomorphe a » est une relation d’équivalence sur tout ensemble
d’espaces topologiques. Une propriété P sur les espaces topologiques est dite inva-
riante par homéomorphismes si tout espace topologique homéomorphe & un espace
topologique ayant la propriété P admet aussi la propriété P.

Exemple 1 : Si X est un ensemble, alors & = {0, X} est une topologie sur X,
dite topologie grossiere. L’espace (X, 0) est alors dit grossier. L’ensemble (X)) de
toutes les parties de X est une topologie sur X, appelée topologie discrete. L’espace
topologique (X, (X)) est alors dit discret. « Etre grossier » et « étre discret » sont
des propriétés invariantes par homéomorphismes.

Exemple 2 : Si (X, d) est un espace métrique, en notant B(z,r) la boule ouverte
de centre z € X et de rayon r > 0, alors I’ensemble des parties U de X telles que

VeeU, dr>0, B(x,r)CU
est une topologie sur X, appelée topologie induite par la distance. Sauf mention
contraire, tout espace métrique sera muni de la topologie induite par sa distance.

Exemple 3 : Soit k£ un corps commutatif, et A, (k) = k™. Un fermé de Zariski de
A, (k) est une partie de la forme

F={xek" : Viel, P(x) =0},
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ot (P;);esr est une famille de polynémes sur £". L’ensemble des fermés de Zariski
est 'ensemble des fermés d’'une unique topologie sur A, (k), appelée la topologie de
Zariski.

Démonstration. L’ensemble vide est un fermé de Zariski, car c’est 'ensemble des
zéros du polyndme constant 1. Si F), F” sont des fermés de Zariski, ensembles des zéros
communs des familles de polynomes (P;);er, ((;);jes respectivement, alors F'UF” est
I'ensemble des zéros communs de la famille de polynomes (P;Q;) j)erxs, donc est
un fermé de Zariski. Si Fj, pour j € J, est un fermé de Zariski, ensemble des zéros
communs de la famille de polynomes (P ;)er;, alors [, ; I est I'ensemble des zéros
communs de la famille des polynéomes P, ; pour j € J et i € I;, donc est un fermé
de Zariski. OJ

Remarque. En fait, par le théoréme du Nullstellensatz de Hilbert (voir par exemple
[Per]), tout fermé de Zariski de A,, (k) est 'ensemble des zéros communs d’une famille
finie de polynomes.

Topologie engendrée, prébase et base d’ouverts

Soit X un ensemble. Pour toute partie > de &2(X), il existe une unique topologie
la plus petite (pour I'inclusion) contenant 3. C’est I’ensemble & des unions d’inter-
sections finies d’éléments de Y. C’est l'intersection de toutes les topologies contenant
Y. On dit que & est la topologie engendrée par X, et que X est une prébase de 0.

Démonstration. Il est clair que toute topologie contenant > contient &. Il suffit
donc de montrer que @ est une topologie. Ceci découle de la distributivité

(UAZ) N (U Bj> = |J nB).O

il jeJ icljeJ

Une base d’ouverts d'un espace topologique (X, &) est une partie Z de O telle
que tout ouvert de X est union d’éléments de Z. Par exemple, ’ensemble des in-
tersections finies d’éléments d’une prébase est une base d’ouverts. Si (X, d) est un
espace métrique, alors { B(«x, n+r1) : x € X,n € N} est une base d’ouverts.
Proposition A.1 (Critére pour qu’une prébase soit une base) Soit X un
ensemble. Soit BB une partie de Z(X) telle que | J B = X et

(x) YUVeERB YeeUNV, IWeRB, xzecWcCcUnNW

Alors l’ensemble O des unions d’éléments de P est la topologie engendrée par A.
En particulier, A est une base d’ouverts de sa topologie engendrée.

Démonstration. Il suffit de montrer que & W
est une topologie. Comme X € & et par la <7
formule de distributivité ci-dessus, il suffit de

montrer que l'intersection de deux éléments @

de £ est union d’éléments de ZA. Ceci découle
de la condition (x). O
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Si f: X — Y est un homéomorphisme, si & est une prébase, respectivement
une base d’ouverts dans X, alors f() est une prébase, respectivement une base
d’ouverts dans Y.

Exemple. Soient +00, —oo deux ensembles distincts n’appartenant pas & R. L’en-
semble des parties de RU{+400, —oo} de la forme Jz—=, z+1[ ou {—o0} U] —00, —n|
ou |n,+oo] U{+oo} avec z € R et n € N — {0} est une base d’ouverts pour une
topologie sur R U {400, —0o}. Cet ensemble muni de cette topologie est noté R.
L’inclusion R — R est un homéomorphisme sur son image (celle-ci étant munie de
la topologie induite, voir section A.2), et R est dense dans R (voir ci-dessous la
définition de partie dense).

Voisinages, systémes fondamentaux de voisinages

Soit X un espace topologique. Un woisinage d’une partie A de X est une partie
de X contenant un ouvert contenant A. On appelle voisinage d’un point x de X un
voisinage de {z}.

Une partie A de X est ouverte si et seulement si elle est voisinage de chacun de
ses points, car elle est alors égale a la réunion des ouverts qu’elle contient.

Si ¥ (x) est 'ensemble des voisinages de x, alors

— toute partie de X contenant un élément de ¥ (x) appartient a ¥ (z);

— toute intersection finie d’éléments de #'(x) appartient a ¥ (z).

Un systeme fondamental de voisinages d’'un point x d’un espace topologique X
est une partie & de ¥(z) telle que tout voisinage de x contienne un élément de
2. Pour toute suite de réels strictement positifs (r,),en tendant vers 0, si (X, d)
est un espace métrique, alors {B(z,r,) : n € N} est un systéme fondamental de
voisinages de = € X.

Si f: X — Y est un homéomorphisme et z € X, alors f(¥(x)) = ¥V (f(z)), et
I'image par f d’un systéme fondamental de voisinages de x est un systéme fonda-
mental de voisinages de f(x).

Intérieur, adhérence, frontiére

Soit X un espace topologique et A une partie de X. L’intérieur de A est 1'en-

semble, noté ;1, des points de A dont A est un voisinage. L’adhérence de A est
'ensemble, noté A, des points de X dont tout voisinage rencontre A. La frontiére de
A est 'ensemble, noté 0A, des points de X adhérents a A et & son complémentaire.
Une partie de X est dense dans X si son adhérence est X, et nulle part dense si
I'intérieur de son adhérence est vide.

Si A, B sont des parties de X, alors

— A est ouvert si et seulement si A = A.
— A est fermé si et seulement si A = A.

—

AmB:;mf?, AUB = AUB.
~ AUB C AUB, 4AnB c ANB.
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o
—

 X-A=X-4 X-4 =X-A

— L’intérieur de A est la réunion des ouverts contenus dans A, c’est le plus
grand ouvert contenu dans A.

— L’adhérence de A est I'intersection des fermés contenant A, c’est le plus petit
fermé contenant A.

o
— -

— si f: X = Y est un homéomorphisme, alors f(;l) =f(4), f(A) = f(4),
f(04) = 0(f(A)).

Séparation

Un espace topologique est séparé si deux points distincts de X admettent des voi-
sinages disjoints. “Etre séparé” est invariant par homéomorphisme. Dans un espace
séparé, les singletons sont fermés. Un espace discret est séparé. Un espace grossier
est séparé si et seulement s’il ne contient qu’au plus un point.

Un espace topologique est métrisable si sa topologie est induite par une distance.
“Etre métrisable” est invariant par homéomorphisme. Tout espace topologique mé-
trisable est séparé.

Démonstration. Soit d une distance sur un en-

semble X, et x,y deux points de X. Si z # y,

alors r = Zd(z,y) > 0. Si B(z,r) N B(y,r) est

non vide, soit z un de ses points. Alors d(x,y) <

d(x,z) +d(z,y) < d(z,y), impossible. O

Exercice E.A.88 Soient 0_,0, deux ensembles dis-

tincts, n’appartenant pas a [0,1]. On note X [’ensemble

{0,} U {0_}U]J0,1]. On note B(x) = {Ja — o + 0+ X

21 n 0,1 : n e N—{0}} pour x # 04 et | —
#A05) = {{0:}U]0, [ - n € N—{0}}. Montrer que |, O 1
B = Uyex B(u) est une base d’ouverts d’une topologie

non séparée sur X.

Exercice E.A.89 Montrer que la topologie de Zariski sur A"(R) n’est pas séparée
pour n. > 0. Montrer que tout ouvert de Zariski non vide de A"(R) est un ouvert
dense de R™ pour la topologie usuelle de R™.

Continuité

Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application. Si xg € X,
on dit que f est continue en xq si, pour tout voisinage V' de f(zg) dans Y, il existe
un voisinage U de xy dans X tel que f(U) C V.

Soit % un systéme fondamental de voisinages de g, et ¥ un systéme fondamen-
tal de voisinages de f(xg). Alors f est continue en zg si et seulement si pour tout
VeV, ilexiste U € % tel que f(U)C V.

199



En particulier, si la topologie de X est induite par une distance d et si celle de
Y est induite par une distance d’, alors f est continue en zy € X si et seulement si

Ve>0, 3n>0, d(z,z)<n = d(f(z),f(x)) <e.

Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. pour tout ouvert O de Y, f~1(O) est un ouvert de X ;
2. pour tout fermé F de Y, f~1(F) est un fermé de X ;

3. pour tout x € X, f est continue en x;

4. pour tout A C X, f(A) C f(A).

On dit que f est continue si elle vérifie I'une de ses conditions. Si X est discret, alors
f est continue. Si Y est grossier, alors f est continue. Si f: X - Y etg:Y — Z
sont deux applications continues, alors go f : X — Z est continue. Une bijection
f: X — Y est un homéomorphisme si et seulement si f et f~! sont continues.

Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application. On dit
que f est ouverte si I'image par f de tout ouvert de X est un ouvert de Y. On dit
que f est fermée si I'image par f de tout fermé de X est un fermé de Y.

Connexité

Un espace topologique X est conneze si 'une des propriétés équivalentes sui-
vantes est vérifiée :

1. Les seules parties ouvertes et fermées de X sont (), X.

2. Il n’existe pas de partition de X en deux ouverts non vides.

3. Il n’existe pas de partition de X en deux fermés non vides.

4. Toute application continue de X a valeurs dans un espace discret est constante.
D

. Toute application continue de X & valeurs dans l'espace discret {0,1} est
constante.

Par exemple, les convexes de R™ sont connexes. Une composante connexre d’un
espace topologique X est un sous-espace connexe maximal (pour l'inclusion) de X.
Un espace topologique X est localement connexe si tout point de X a un systéme
fondamental de voisinages connexes.

L’image d’un espace connexe par une application continue est connexe. Pour
toute partie connexe C' d'un espace topologique X, si C € D C C, alors D est
connexe. Si A est une partie connexe non vide de X, la réunion de tous les sous-
espaces de X connexes contenant A est la composante connexe de X contenant A.
Une composante connexe est fermée, et deux composantes connexes sont disjointes.
Dans un espace localement connexe, les composantes connexes sont ouvertes et fer-
mées.

Un espace topologique X est connexe par arcs si pour tous x,y dans X, il existe
une application continue f : [0,1] — X telle que f(0) = x, f(1) = y. Par exemple,
les convexes de R™ sont connexes par arcs. Une composante connexe par arcs d’un
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espace topologique X est un sous-espace connexe par arcs maximal de X. Un espace
topologique X est localement connexe par arcs si tout point de X a un systéme
fondamental de voisinages connexes par arcs.

Un espace connexe par arcs est connexe. L'image d’un espace connexe par arcs
par une application continue est connexe par arcs. Si un espace topologique X
est réunion d’une famille (A;);c; de sous-espaces connexes par arcs dont l'intersec-
tion (7),c; A; est non vide, alors X est connexe par arcs. Dans un espace locale-
ment connexe par arcs, les composantes connexes par arcs sont ouvertes. Un espace
connexe et localement connexe par arcs est connexe par arcs. Dans un espace loca-
lement connexe par arcs, les composantes connexes et les composantes connexes par
arcs coincident.

Par exemple, 'adhérence dans R? du graphe de la fonction x +— sin %, définie sur
] 0, 400], est connexe, mais ni connexe par arcs, ni localement connexe (voir dessin
juste avant la section A.4).

A.2 Constructions de topologies

Comparaison de topologies

Soit X un ensemble. Une topologie & sur X est moins fine quune topologie 05
sur X si 07 est contenue dans Os, et plus fine si &) contient 0.

La topologie grossiére est la topologie la moins fine sur X, et la topologie discréte
est la topologie la plus fine sur X. La topologie usuelle sur R™ (i.e. celle induite par
la distance euclidienne) est plus fine que la topologie de Zariski sur A, (R) = R™.
En effet, un fermé de Zariski de R™ est l'intersection des ensembles des zéros d’une
famille d’applications polynomiales, donc continues.

Exercice E.A.90 Soit X un ensemble, et 71, 5 deux topologies sur X. Montrer
que les assertions suivantes sont équivalentes :

— A est plus fine que T ;

— tout fermé pour F5 est fermé pour 7 ;

— Uapplication identique (X, 71) — (X, Z) est continue ;

— pour tout x de X, tout voisinage de x pour J5 est voisinage de x pour 7.

Topologie initiale

Soient X un ensemble et (Y;);c; une famille d’espaces topologiques. Pour tout
i € 1, soit f; : X — Y; une application. La topologie initiale sur X définie par (f;);cr
est la topologie engendrée par {f; 1(U;) : i € I, U; ouvert de Y;}. C'est la topologie
sur X la moins fine rendant continue les applications f; pour ¢ € I. Si Z est un espa-
ce topologique et g : Z — X est une application, alors g est continue si et seulement
si chacune des f; o g est continue. Si %; est une base d’ouverts de Y; pour tout 7 € I,
alors I’ensemble des intersections finies d’éléments de {f; *(U;) : i € I, U; € %;}
est une base d’ouverts de X. Si z € X et 7; est un systéme fondamental de voisinages
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de f;(x) dans Y; pour tout ¢ € I, alors 'ensemble des intersections finies d’éléments
de {f;'(V;) : i €I, V; € ¥} est un systéme fondamental de voisinages de x dans
X.

Exemple : Topologie faible. Soit (F,|| ||) un espace vectoriel réel normé. La
topologie sur E induite par la distance induite par la norme est appelée la topologie
forte, et une application continue de F, muni de la topologie forte, dans un espace
topologique est dite fortement continue. Le dual topologique E* de E est I'espace
vectoriel des formes linéaires fortement continues sur E. La topologie initiale sur £
définie par la famille (¢)ycp+ est appelée la topologie faible sur E.

Exercice E.A.91 a) Pour (E,|| ||) comme ci-dessus, montrer les assertions sui-
vantes :
— Sixg € E, alors l’ensemble des parties de la forme

Vetr,.on(xo) ={x € £ : Vi=1l.n, [{i(x)—{;(x)] <€}

lorsque ¢ > 0, n € N et ly,....0, € E*, est un systeme fondamental de
voisinages de xo dans E pour la topologie faible ;

— les ouverts pour la topologie faible sont les unions d’intersections finies de
parties de la forme (~1(0) avec O intervalle ouvert de R et { € E*;

— la topologie faible sur E est la topologie la moins fine rendant continue les
formes linéaires fortement continues;

— la topologie forte sur E est plus fine que la topologie faible ;

— st E est de dimension finie, alors la topologie forte et la topologie faible coin-
cident.

b) On considere ’espace de Hilbert

PR = [ = (r)uen € B : [lally = (Ya2)" < o0}

n

muni du produit scalaire (x,y) = Y,y TnlYn- Montrer que la topologie forte est
strictement plus fine que la topologie faible.

Sous-espace topologique

Soient X un espace topologique, A une partie de X et i : A — X l'inclusion. La
topologie initiale sur A définie par i est appelée la topologie induite sur A. L’ensemble
A muni de cette topologie est appelé un sous-espace topologique de X (ou sous-espace
par abus). Sauf mention contraire, toute partie d'un espace topologique sera munie
de la topologie induite.

Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies initiales, ou sont lais-
sées en exercice.

— Une partie U de A est ouverte dans A si et seulement s'il existe un ouvert U’

de X tel que U = U’ N A.
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— Une partie F' de A est fermée dans A si et seulement s'il existe un fermé F’
de X tel que F'= F'N A.

— L’inclusion 7 est continue, et la topologie induite sur A est la moins fine
rendant continue 1.

— Les voisinages d’un point x de A sont les traces dans A des voisinages de x
dans X.

— Tout ouvert de A est un ouvert de X si et seulement si A est ouvert dans X.

— Tout fermé de A est un fermé de X si et seulement si A est fermé dans X.

— Si A C B C X, alors I'adhérence de A dans B est la trace dans B de
I’adhérence de A dans X.

Tout sous-espace d’un espace topologique séparé est séparé.

Exercice E.A.92 Soient X un espace topologique et A C X. On dit que x € A est
un point isolé de A s’il existe un voisinage V' de x dans X tel que VN A = {zx}.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

— le sous-espace A est discret;

— tout point de A est isolé.

Exercice E.A.93 Soient X un espace topologique et (A;)icr une famille de parties
de X. On suppose vérifiée au moins l'une des deux conditions suivantes :

— (Ay)ier est un recouvrement (voir définition en section A.J) de X ;
— (A})ier est un recouvrement fermé de X localement fini (i.e. pour tout x dans
X, il existe un voisinage V' de x tel que {i € I : VN A; # 0} est fini).
Montrer qu’une partie B de X est fermée (resp. ouverte) si et seulement si A; N B
est fermé (resp. ouvert) dans A;.

Topologie produit

Soient (X;);e; une famille d’espaces topologiques et

X=X ={()iesr € (JX))" : Viel, 2z €X;}
iel i€l
’ensemble produit, muni de ses projections canoniques pr; : X — X; avec pr;(z) =
x; st x = (2)ier. La topologie initiale sur X définie par (pr;);c; est appelée la
topologie produit sur X. Sauf mention contraire, I’ensemble produit d’une famille
d’espaces topologiques sera muni de la topologie produit.
Un ouvert élémentaire de X est une partie de X de la forme

VJ,(Uj)jeJ = {(xi)iel eX :Vje T; € Uj} = mprjl(Uj)
jeJ
pour J une partie finie de I et U; un ouvert de X; pour tout j dans J. Par exemple,
sin € N—{0} et X = X; x Xy X ... x X,,, alors un ouvert élémentaire de X est une
partie de la forme U; x Uy X ... x U,, avec U; un ouvert de X;.
Les propriétés suivantes découlent des propriétés des topologies initiales, ou sont
laissées en exercice :
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e Les projections pr; sont continues, et la topologie produit est la topologie la
moins fine rendant continue les projections pr;.

e [’ensemble des ouverts élémentaires de X est une base de la topologie produit
de X.

e Sia=(a;)ier € X, si ¥ est un systéme fondamental de voisinages de a; dans
X; pour tout ¢ dans I, alors I’ensemble des parties de X de la forme

{(xi)iere X :Vjed z;€V;}= npr;I(Vj)

jeJ

lorsque J est une partie finie de I et V; € ¥, pour j € J, est un systeme
fondamental de voisinages de a dans X pour la topologie produit.

e Soit Y un espace topologique et f : Y — X une application. On note f; =
prio f lai-éme composante de f, de sorte que f(x) = (fi(z))ier. Alors f est
continue en x si et seulement si f; : Y — X, est continue en z pour tout ¢
dans I. De méme, f est continue si et seulement si f; : Y — X; est continue
pour tout ¢ dans I.

e (Associativité de la topologie produit) Si I =
et siY, =1]]

aca 1o est une partition de I,

ic1, Xi» alors I'application canonique

définie par (Yo)aca — (%i)ier Si Yo = (2;)icr,, est un homéomorphisme.

e (Commutativité de la topologie produit) Si o : I — [ est une bijection, alors
Papplication [[,c; Xi — [[;c; Xoq), définie par (z;)icr — (Z44))ier, est un
homéomorphisme.

e Si A; est une partie de X;, alors

[T+ =11~

icl icl

el

e Si A; est une partie de X, alors Hie 1 A; est fermé dans X si et seulement si
A; est fermé dans X; pour tout ¢ dans I.

Remarque. En particulier, si X, Y, Z sont des espaces topologiques, alors les appli-
cations (X xY)x Z — X x (Y x Z) avec ((x,y),2) — (z,(y,2)),et X XY =Y x X
avec (z,y) — (y,x), sont des homéomorphismes. Attention il existe des ouverts dans
R x R qui ne sont pas des ouverts élémentaires (i.e. pas produits de deux ouverts).
La derniére propriété est fausse pour les ouverts : [0, 1[N n’est pas ouvert dans [0, 1]

Proposition A.2 Un produit d’espaces topologiques séparés est séparé. Si un pro-
duit d’espaces topologiques non vides est séparé, alors chacun des facteurs est séparé.

Démonstration. Soit X = [],., X; un espace topologique produit. Si z = (x;)ier #
y = (¥i)ier, alors il existe au moins un j dans I tel que x; # y;. Si les X; sont
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séparés, il existe deux ouverts disjoints U, V' dans X; avec z; € U et y; € V. Alors
prj_l(U ),prj_l(V) sont deux ouverts (élémentaires) de X, disjoints, et contenant
respectivement x,y. Donc X est séparé.

Réciproquement, si X est séparé et si les X; sont non vides, on choisit a; dans
X; pour tout i dans /. Soit j dans /. L’application ¢ : X; — X avec z — (z;);er oU
xj = x et x; = a; pour tout 7 # j, est un homéomorphisme sur son image. En effet,
elle est injective, et continue car pr; o ¢ est continue pour tout 7. Sa réciproque est
la restriction a I'image de ¢ de la j-éme projection, donc est continue. O]

Exercice E.A.94 On définit par récurrence une suite de fermés C,, de [0,1], en

posant Cy = [0, 1], en supposant que C,, est la réunion disjointe de 2" intervalles

de longueur 3%, et en construisant C, 1 en divisant chaque composante de C,, en

trois intervalles de longueurs égales, et en enlevant lintérieur de celui du milieu.
L’ensemble triadique de Cantor C' est défini par C' = (), oy Cn. On munit l'en-
semble {0,1} de la topologie discrete et {0, 1} de la topologie produit. Montrer que
l’application

¢:{0,1}N — C

(Ti)ien Z3i+1
i=0

est un homéomorphisme. Montrer que CY et C' sont homéomorphes.

Exercice E.A.95 Montrer que le produit d’une famille d’espaces topologiques connexes
(resp. connezxes et localement connexes, connexes par arcs, connezes et localement
connezes par arcs) est connexe (resp. localement connexe, connexe par arcs, loca-
lement connexe par arcs). Montrer que le produit d’une famille finie d’espaces to-
pologiques localement connexes (resp. localement connexes par arcs) est localement
connexe (resp. localement connexe par arcs).

Topologie finale

Soit X un ensemble, (Y;);c; une famille d’espaces topologiques et pour tout i € I,
soit f; : Y; — X une application. La topologie finale sur X définie par (f;);cs est
la topologie dont les ouverts sont les parties O de X telles que pour tout ¢ dans
I, le sous-ensemble f;*(O) soit un ouvert de Y;. C’est la topologie sur X la plus
fine rendant continue toutes les applications f;. Si Z est un espace topologique et
g X — Z est une application, alors g est continue si et seulement si chacune des
g o f; est continue.

Exemple : Topologie somme disjointe. Soit (X;);c; une famille d’espaces topo-
logiques. On rappelle qu'un ensemble X muni d’applications f; : X; — X est une
somme disjointe des X; si pour tout ensemble Y muni d’applications g; : X; — Y, il
existe une unique application ¢ : X — Y telle que le diagramme suivant commute

pour tout ¢ :

X, 5 ox
g N 10

Y.
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L'ensemble {(z,7) € (U;e; Xi) x I : z € X;}, muni de f; : X; — X avec fi(z) =
(x,1), convient. Il est unique modulo bijection faisant commuter les diagrammes ci-
dessus. On identifie x € X; avec son image par f;. On note X = [[._; X;, muni des
inclusions X; — X.

La topologie finale sur X définie par (f;);cs est appelée la topologie somme dis-
jointe. Sauf mention contraire, un ensemble somme disjointe sera muni de la topo-
logie somme disjointe.

el

Exemple : Topologie faible. Soit X un ensemble et (X;);c; une famille de parties
de X. On suppose chaque X; munie d'une topologie, et on note f; : X; — X
I'inclusion. La topologie finale sur X définie par (f;);cs est appelée la topologie faible
définie par (X;);es. Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies finales :
une partie F' de X est fermée si et seulement si F'N X, est fermée dans X; pour tout
1 dans [ ; une partie O de X est ouverte si et seulement si O N X; est ouverte dans
X, pour tout ¢ dans I ; pour tout espace topologique Y, une application f: X — Y
est continue si et seulement si sa restriction f|x, : X; — Y a X est continue pour
tout ¢ dans I.

Par exemple, si X = R?, et (X;);cs est la famille des droites vectorielles de R?,
munies de leur topologie usuelle, alors la topologie faible définie par (X;);c; est plus
fine que la topologie usuelle sur R2.

Exercice E.A.96 Soit X un espace topologique. Montrer que les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
o X est discret;
e la topologie de X est la topologie faible définie par la famille des singletons
(un singleton posséde une et une seule topologie) ;
e la bijection canonique [, {z} — X est un homéomorphisme.

Exercice E.A.97 Soit X un ensemble, muni de la topologie faible définie par une
famille (X;)ier de parties de X munies chacune d’une topologie. Montrer que si,
pour tous t,j dans I, les topologies induites sur X; N X, par celles de X; et de X;
coincident, et si X; N X est fermé dans X; et dans X;, alors

e la topologie de X; coincide avec la topologie induite sur X; par la topologie de

X .

)

o X, est fermé dans X .

Topologie quotient

Soit X un ensemble et #Z C X x X une relation d’équivalence sur X. On note
Y = X/% Tensemble des classes d’équivalences de Z et

T X > X/Z=Y

la projection canonique, qui & z € X associe sa classe d’équivalence Z(x), que l'on
notera souvent [z] 8’il n’y a pas d’ambiguité. On rappelle la propriété universelle des
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quotients : pour tout ensemble Z et pour toute application f : X — Z constante sur
chaque classe d’équivalence de Z, il existe une et une seule application ' : X/%Z — Z
telle que le diagramme

x Lz
7r\l/ /‘f/
X/ %

commute.

Si X est un espace topologique, la topologie finale sur Y définie par m est appelée
la topologie quotient. Sauf mention contraire, tout ensemble quotient sera muni de
la topologie quotient.

Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies finales :

e une partie U de Y est ouverte si et seulement si 77 1(U) est ouvert dans X ;

e une partie /' de Y est fermée si et seulement si 77 !(F') est fermé dans X ;

e la projection canonique 7 est continue, et la topologie quotient est la topologie
la plus fine sur Y rendant continue 7 ;
pour tout espace topologique Z, une application f : Y — Z est continue si
et seulement si fo7w: X — Z est continue.

Si A est une partie de X, le saturé¢ de A par Z est #A = J,cq#(a) =
71 (m(A)); la partie A est saturée si A = ZA.

Remarque. (1) Si A est ouvert (resp. fermé) et saturé dans X, alors m(A) l'est dans
Y. En général, I’hypothése “saturée” ne peut étre omise.

(2) L’image réciproque par la projection canonique est une bijection entre les
parties de X/Z et les parties saturées de X, qui préserve les opérations booléennes
usuelles.

Proposition A.3 L’espace topologique quotient’Y est séparé si et seulement si pour
tous x,y dans X n’appartenant pas a la méme classe d’équivalence, il existe deux
ouverts U,V saturés disjoints contenant x,y respectivement.

Démonstration. On suppose la condition vérifiée. Soient x’, 1y’ dans Y avec ' # /.
Soient x,y dans X avec 7(z) = ', 7(y) = y'. Soient U,V comme ci-dessus. Alors
m(U), m(V') sont des ouverts (car leurs préimages par 7 sont U, V| qui sont ouverts),
disjoints et contenant z’,y" respectivement. Donc Y est séparé.

Réciproquement, si Y est séparé, si x,y € X ne sont pas équivalents, alors
¥ = m(x) # w(y) = y'. Soient U', V' deux ouverts disjoints de Y contenant z’,y’
respectivement. Alors U = 7~ 1(U’) et V = 7 1(V’) conviennent. O

Le quotient d'un espace séparé n’est pas toujours séparé. Regarder si un quotient
est séparé ou non doit devenir un réflexe.

Exemple. Soient n € N — {0} et Z la relation d’équivalence sur R" définie par
T RYy<—=xr—yel".
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On note T™ ou R /Z™ I'espace quotient R™/Z, que I'on appelle tore de dimension n.
Soit 7 : R — T" la projection canonique. On identifie R? avec C par (x,y) — z+iy.
L’application
o : R™ — (Sy)”
(t1, o ty) (XML e2miin)

est continue, surjective, et induit par passage au quotient une bijection

¢ T — Y
[(try s ta)] (€270, €2t

Cette bijection est continue, car ¢ o = ¢ l'est. L’espace quotient T" est séparé par
Iexercice E.A.98. Il découle de la remarque suivant le théoréme A.21 que ¢ est un
homéomorphisme.

Exercice E.A.98 Soient X un espace topologique et % une relation d’équivalence
sur X.
e Montrer que si X/Z est séparé, alors # C X x X est fermé.
e Montrer que si X' est un espace topologique séparé, si f : X — X' est une
application continue et si v Z vy < f(x) = f(y), alors X/Z est sépareé.

Exercice E.A.99 Soient X un espace topologique et % une relation d’équivalence
sur X. Montrer que si l'une des classes d’équivalence de Z est dense, et si Card(X /%) >
2, alors la topologie quotient sur X/% n’est pas séparée. Montrer que si toutes les
classes d’équivalence sont denses, alors la topologie quotient sur X /% est la topologie
grossiere.

Exercice E.A.100 Soient X un espace topologique et Z une relation d’équivalence
sur X. On note m : X — X/Z la projection canonique. Soit A une partie de X
et Za = %N (A x A) la relation d’équivalence induite sur A. On a une inclusion
continue évidente AJHx — X /. Montrer que sous l'une des conditions suivantes,
la topologie quotient de A/ coincide avec la topologie induite par celle de X /% :

e tout ouvert saturé de A est la trace sur A d’un ouvert saturé de X ;

e A est ouvert et w est ouverte ;

o A est fermé et m est fermée;

o ma:A— X/X est fermée.
Que se passe-t-il si X =R, e Ry < x—y €Z, et A=10,1] ou [0,1] ?

Soient X un ensemble, et ~ C X X X une relation sur X (on note souvent
x ~ y au lieu de (x,y) € ~). On appelle relation d’équivalence engendrée par ~
I'intersection de toutes les relations d’équivalence contenant ~. C’est la plus petite
(pour l'inclusion) relation d’équivalence contenant ~. On montre facilement que
c’est la relation d’équivalence & définie par x Z y si et seulement s’il existe n € N
et xg,x1,...,x, dans X tels que ro = x,x, =y et pour tout 1 =1,....n

Ti—1~x; ou x;~Ti—1 OU Xy =X;-1.
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Exemple. Soient I, I deux copies de 'intervalle [0, 1]. 0 [11% 1

Soit Z la relation d’équivalence sur la somme disjointe 0 [[2—] 1
I, 1115 engendrée par la relation ¢t € I} ~ t € [y pour -
t > 0. Alors (I;1115)/% (muni de la topologie quotient

de la topologie somme disjointe) n’est pas séparé (et est
homéomorphe a l'espace de 'exercice E.A.88). 0 x 0 1

Exercice E.A.101 Soient 7 : R? — T? = R?/Z? la projection canonique, et o €
R U {oo}.
1. Soit D une droite de pente o dans R%. Montrer que
si v € QU {00}, alors m(D) est homéomorphe a un
cercle. Montrer que si o ¢ QU {0}, alors m(D) est A
dense dans T* et mp : D — (D) est une bijec-
tion continue. Est-ce que mp est un homéomorphis-
me sur son image ¢

2. Soit ~ la relation sur T? définie par ' ~ 1 si et
seulement s’il existe une droite D de pente o dans i
R? et z,y dans D tels que w(z) = 2/ ,7(y) = y. ¥
Montrer que ~ est une relation d’équivalence, et que
Uespace quotient T?/ ~ est séparé si et seulement si
a € Q. Sia € Q, montrer que l’espace quotient
T2/ ~ est homéomorphe & un cercle. Si a ¢ Q,
montrer que la topologie de T?/ ~ est la topologie
grossiere.

Exemple (1). Soit X un espace topologique. Le cone sur X est I’espace topologique

quotient
CX =(X x|[0,1])/%

ot Z est la relation d’équivalence engendrée par (z,1) ~ (2/, 1) pour tous x, 2’ dans

i
Tox

On vérifie que = +— [(z,0)] est un homéomorphisme sur son image, permettant
d’identifier X avec une partie de C'X, et que si f : X — Y est une application
continue, alors I'application C'f : CX — CY avec [(z,t)] — [(f(x),t)] est continue.
L’image de X x {1} dans C'X est réduite a un point, appelé sommet du cone. Si
f: X —=Yetg:Y — Zsont des applications continues, alors C'(go f) = (Cg)o(C'f)
et C(idx) = idex.

X
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Exemple (2). Soit X un espace topologique. La suspension de X est l'espace
topologique quotient

SX = (X x [-1,1])/%

avec Z la relation d’équivalence engendrée par (z,1) ~ (2/,1) et (z, —1) ~ (2, —1)
pour tous z, " dans X.

1__

COx

1+
X x [-1,1] SX

On vérifie que = +— [(z,0)] est un homéomorphisme sur son image, permettant
d’identifier X avec une partie de SX, et que si f : X — Y est une application
continue, alors I'application Sf : SX — SY avec [(x,t)] — [(f(z),t)] est continue. Si
f: X —=>Yetg:Y — Zsont des applications continues, alors S(go f) = (Sg)o(Sf)
et S(idy) = idgx.

Exemple (3). Soient X un espace topologique et A une partie de X. L’écrasement
de A dans X, noté X/(A), est 'espace topologique quotient X /% avec Z la relation
d’équivalence engendrée par x ~ 2’ pour tous z, " dans A.

""""\“‘h!)(
P X/(4)

On vérifie que si A est ouvert ou fermé, alors la restriction & X — A de la projection
canonique 7 : X — X/(A) est un homéomorphisme sur son image. Par exemple,
CX/(X) et SX sont homéomorphes.

Exemple (4). Si (X, 2;)er est une famille d’espaces topologiques pointés, la
somme pointée de cette famille est ’espace topologique quotient

\V(Xiw) = ([1%:)/%

el el

o Z est la relation d’équivalence engendrée par x; ~ x; pour tous 7,j dans I.
L'inclusion X; — [[,.; X; induit un homéomorphisme sur son image, de X; dans
Ve (Xi, z;). On identifie X; avec son image par cet homéomorphisme. On appelle
bouquet de sphéres de dimension n (ou bouquet de cercles si n = 1) une somme
pointée de copies de la sphére de dimension n (pointée en (1,0, ...,0)).
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u‘w %%

bouquet de 4 sphéres bouquet de 5 cercles

Exemple (5). Soient X, Y deux espaces topologiques, A une partie de X et f :
A — Y une application continue. Le recollement de X sur'Y par f est 'espace
topologique quotient

XUsY =(X1nY)/#

avec Z la relation d’équivalence engendrée par z ~ f(x) pour tout z dans A.

e AN

On vérifie que si A est fermé (resp. ouvert), et m: X 1Y — X U Y est la projection
canonique, alors my : Y — X U ;Y est un homéomorphisme sur son image, qui est
fermée (resp. ouverte). On vérifie que si A est non vide, et si X,Y sont connexes
(resp. connexes par arcs), alors X U ;Y aussi. Siu: X — Z et v:Y — Z sont deux
application continues, telles que u(z) = v(f(x)) pour tout x dans A, il existe une
unique application continue w : X U ;Y — Z telle que womx = u et womy = v.
Si Y est réduit & un point *, alors f est 'application constante de A dans Y, et
I'inclusion de X dans X []{*} induit un homéomorphisme

X/(A) ~ X Up {x} .
Exercice E.A.102 Vérifier les affirmations des exemples ci-dessus.

Exercice E.A.103 Pour tout i € Sy, soit R; une copie de [0,+00[. Sur la somme
disjointe X = Hz‘esl R;, on note Z la relation d’équivalence engendrée par 0 € R; ~
0 € R; pour tous 1,7 dans Sy. Montrer que lespace topologique quotient X/% est
homéomorphe & 'ensemble R? muni de la topologie faible définie par la famille des
rayons vectoriels de R2.
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A.3 Limites et valeurs d’adhérence

Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X, a € Aet f: B —=Y
une application avec A C B C X.

Limites

On dit que f(z) admet une limite quand x tend vers a dans A s’il existe £ € Y
tel que pour tout voisinage V' de £, il existe un voisinage U de a tel que

fUNA)CV.

On note alors f(x) — Cou lim f(z) = (. Lorsque A est sous-entendu,

r—a,x€A r—a,rtEA
par exemple quand A vaut X ou le domaine de définition de f, on dit aussi que f
admet pour limite ¢ en a, et on note lim f = /.
a

Exemple.
/ .
xﬁa!(l){rﬂgzxo f(ZL‘)
][ioa io i Z{ lim_f(z) (limite & droite)
SiX=R,et A= 0> 0 ,onnote alors ¢ = { “0
(20 — v, o lim_ f(z)
]x Cax [ T—x0, X0
0 » L0 lim f(z) (limite & gauche)
=Ty

\

Exemple. Si X =R, si A est une partie non majorée de R, et si a = +00, on note
(sielle existe)  lim B f(z) ou lim f la limite de f(z) quand x tend vers +o0 dans
s [e.9]

)

A. De méme pour —oo. Bien sfir,

Ezlimf — VVe7?7{), 3ReER, Yz >R (zr€ A= f(zx)eV).

Si X =R, si A= Net sia=+oo, une application f : A — Y est une suite (2,)nen

a valeurs dans Y, et on note ¢ = limx,, ou z,, — ¢ si f admet ¢ pour limite en
+oo n—-—+o0o

+o00. Bien str,

Ezlimxn — VVevy{l), INeN Vn>N, z,€V.

La proposition suivante dit que l'on ne change pas la définition d’une limite
en demandant a U et V de rester dans des systéemes fondamentaux de voisinages
prescrits de a, /.

Proposition A.4 Soit %, % un systeme fondamental de voisinages de a,l dans
X, Y respectivement. Alors

flx) — ( <= VV'ew, 3U €% fUNACV.

r—a,r€EA
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Démonstration. Si I'assertion de gauche est vérifiée, pour tout V'’ dans #/, il
existe U dans ¥ (a) tel que f(UNA) C V'. Soit U’ dans % tel que U’ C U. Alors
f(U'NA) C V' ce qui montre I'assertion de droite.

Réciproquement, si I'assertion de droite est vérifiée, pour tout V' dans ¥ ({), soit
V' dans # tel que V' C V et soit U’ dans % tel que f(U' N A) C V'. Alors
U €V (a)et f(U'NA)CV, ce qui montre I'assertion de gauche. O

Exemple. Si X,Y sont des espaces métriques, alors

flx) — ( <= Ve>0, 36>0, Ve e A dx(r,a)<d = dy(f(z),l) <e.

r—a, r€EA

On peut caractériser la continuité par les limites. Soient X, Y deux espaces to-
pologiques, f : X — Y une application et xqg € X. Alors f est continue en z; si et
seulement si lim f existe et vaut f(x).

o

Propriétés des limites

Une limite n’est pas toujours unique. Si Y est ’espace topologique construit dans
I'exercice E.A.88, alors la suite z,, = % converge a la fois vers 0y et 0_. Pour les

espaces séparés (par exemple métrisables), ce probléme n’arrive pas :

Proposition A.5 Si Y est séparé, si f(x) admet une limite quand x tend vers a
dans A, alors cette limite est unique.

Démonstration. Si ¢, ¢ sont deux limites distinctes, alors soient V, V'’ deux voi-
sinages disjoints de £, ¢’ respectivement. Par définition d’une limite, il existe U, U’
voisinages de a tels que f(UNA) C Vet f(U'NA) C V. Comme UNU' est un
voisinage de a et puisque a est adhérent & A, 'ensemble U N U’ N A est non vide.
Donc f(UNU'NA) est non vide. Comme f(UNU'NA) C VNV’ 'ensemble VNV’

est non vide, contradiction. O

Proposition A.6 Si f(x) admet pour limite { quand x tend vers a dans A, alors

te f(A).

Démonstration. Pour tout voisinage V' de {, soit U un voisinage de a tel que
f(UNA) CV.Comme a € A, 'ensemble U N A est non vide, donc f(A) NV, qui
contient f(U N A), est aussi non vide. O

Proposition A.7 (Composition des limites) Soient X,Y, Z trois espaces topo-

logiques, A une partie de X, B une partie de Y, f : A =Y etg: B — Z deux

applications avec f(A) C B, eta € A. Si f(xr) — b et sig(y) e ¢, alors
y—b,ye

r—a,r€EA

gof(x) — L.

r—a,rEA
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Démonstration. On remarque d’abord que, par la proposition précédente, b €
f(A) C B. Soit W un voisinage de ¢. Il existe un voisinage V' de b tel que g(VNB) C
W . 1l existe un voisinage U de a tel que f(U N A) C V. Donc

gof(UNA)CglVnf(A)cCcg(VNB)CW.

O
Corollaire A.8 Soient X, Y, Z trois espaces topologiques, xo € X, yo €Y, f: X —

Y etg:Y — Z deuz applications. Si f(x) — yo et si g est continue en yo, alors
T—T0

go f(x) — L. 0
T—T0

Exercice E.A.104 Soient (X;)ics une_famille d’espaces topologiques, Y un espace

topologique, A une partie de Y et a € A.

(1) Soit X un ensemble muni de la topologie initiale définie par une famille d’ap-
plications (f; © X — X)ier. Soit f: B — X une application avec A C B C
X. Montrer que f(x) — ( si et seulement si f;o f(x) — fi(€) pour

r—a,r€A T—a, r€
tout © dans I.
(2) Soient X = [],c; Xi, muni de ses projections canoniques pr; : (z;)icr + T,
et f Y — X une application, de i-éme composante f;. En déduire que

flx) —  (li)ier st et seulement si fi(x) —> {; pour tout i dans I.
r—a,r€EA z—a, t€EA

Valeurs d’adhérence

On dit que ¢ € Y est valeur d’adhérence de f(x) quand x tend vers a dans A (ou
de f en a si A est sous-entendu) si pour tout voisinage V' de ¢, pour tout voisinage

U de a, I'ensemble f(U N A)NV est non vide.

Remarque. Si %, % sont deux systémes fondamentaux de voisinages de a, ¢ dans
X, Y respectivement, alors il est immédiat que ¢ € Y est valeur d’adhérence de f en
a si et seulement si pour tout V' € #, pour tout U € %, 'ensemble f(UNA)NV est
non vide. Par exemple, si X, Y sont deux espaces métriques, alors £ € Y est valeur
d’adhérence de f en a si et seulement si

Ve>0, V>0, 3z €A dyx(a,z) <detdy(f(x),l)<e.

Exemple. Si (z,),en est une suite dans X, si x € X, alors x est valeur d’adhérence
de (x,)nen si et seulement si

VVe¥(x), YNeN, 3n>N z,eV.

En particulier, toute limite d'une sous-suite est valeur d’adhérence de (x;,)nen. S1 X
est un espace métrique (il suffit que tout point de X admette un systéme fondamental
dénombrable de voisinages), alors x est valeur d’adhérence de la suite si et seulement
si x est limite d’une sous-suite.
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Proposition A.9 1. L’ensemble des valeurs d’adhérence de f en a est
(| f(znA).
Ue? (a)

2. Si f admet pour limite { en a, alors { est une valeur d’adhérence de f en a.
Si de plus Y est séparé, cette valeur d’adhérence est unique.

Démonstration. (1) Soit ¢ € Y. Alors

te (| f(NA)«<=VUeV(a), cflUNA)
Ue? (a)

VU €Y (a), YV e¥) f(UNA)NV # () <= ( est valeur d'adhérence de f en a.

(2) On suppose que f(x) — £. Soient V' un voisinage de £ et U un voisinage
r—a, TE

de a. Alors il existe U’ voisinage de a tel que f(U'NA) C V. Comme UNU’ est un
voisinage de a € A, 'ensemble U N U’ N A est non vide. Donc

fUNANVFUNUNANV =fUNUNA)#D.

Si ¢ est une valeur d’adhérence de f en a, distincte de ¢, soient V, V' deux voisinages
disjoints de /¢, ¢’ respectivement. Soit U un voisinage de a tel que f(UNA) C V.
Alors f(UNA)NV’ est vide, ce qui contredit le fait que ¢’ est une valeur d’adhérence
de f en a. O

Exemple. Si (x,,),en est une suite dans X, alors ’ensemble des valeurs d’adhérence
de (z,,)nen est

Si X est séparé et si limx,, = z, alors x est 'unique valeur d’adhérence de (x,),en-

B I\
Exemple. Si X = R, A =1]0,4+¢],a =0€ A 1 -
et f: A — R est I'application z sin%, alors
I’ensemble des valeurs d’adhérence de f en 0 est
[—1,1].

A.4 Compacité

Espace compact

Si X est un ensemble, une famille (4;);c; de parties de X est un recouvrement
de X (ou recouvre X) si |J,c; Ai = X. Un sous-recouvrement est une sous-famille
(Aj)jes (avec J C I) qui recouvre encore X. Si X est un espace topologique, un
recouvrement (A;);er est dit ouvert ou fermé si les A; le sont.
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Définition A.10 Un espace topologique X est dit compact sl est séparé et si tout
recouvrement ouvert de X admet un sous-recouvrement fini.

Voir par exemple [Pau2| pour des conditions équivalentes dans le cas des es-
paces métrisables, dont la plus importante est : “toute suite admet une sous-suite
convergente”.

Exemple. Un espace discret est compact si et seulement s’il est fini, car la famille
de ses singletons est un recouvrement ouvert.

Par passage au complémentaire, il est immédiat quun espace topologique séparé
X est compact si et seulement si toute famille de fermés de X d’intersection vide
admet une sous-famille finie d’intersection vide.

Soient X un espace topologique et A une partie de X. Comme les ouverts du
sous-espace topologique A sont les traces sur A des ouverts de X, les assertions
suivantes sont équivalentes :

e le sous-espace topologique A est compact.
e le sous-espace topologique A est séparé, et tout recouvrement de A par des
ouverts de X admet un sous-recouvrement fini.
On dit alors que A est une partie compacte de X.

Proposition A.11 (1) Si X est un espace topologique séparé, si A est une partie
compacte de X, alors A est fermée dans X .

(2) Un sous-espace fermé d’un espace compact est compact.

Démonstration. (1) On montre que X — A est ouvert. Soit z € X — A. Comme
X est séparé, pour tout y dans A, il existe U, V,, deux ouverts disjoints avec x € U,
et y € V. En particulier, (V) ca est un recouvrement de A par des ouverts de X.
Par compacité de A, il existe yi, ..., y, dans A tels que A C V,, U...UV, . Alors
U =, Uy est un ouvert de X, tel que UN A =0 et z € U. Donc X — A est
ouvert.

(2) On a déja démontré qu’un sous-espace d’un espace séparé est séparé. Soit A un
fermé d’un espace compact X. Soit (F});c; une famille de fermés de A, d’intersection
vide. Puisque A est fermé, F; est aussi fermé dans X, donc par compacité de X, il
existe une sous-famille finie d’intersection vide. O

Exercice E.A.105 Soit X un espace topologique séparé. Montrer que deur com-
pacts disjoints de X ont des voisinages disjoints.

Compacité et valeurs d’adhérence

Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X, a € Aet f: B =Y
une application avec A C B C X.

Proposition A.12 Si Y est compact, alors f admet au moins une valeur d’adhé-
rence en a. De plus, si f admet une unique valeur d’adhérence ¢ en a, alors f admet
¢ pour limite en a.
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Démonstration. Par la proposition A.9, I'ensemble des valeurs d’adhérence est
Nvey @ f(U N A).Sicet ensemble est vide, par compacité de X, comme les f(U N A)

sont fermes, il existe des voisinages Uy, ..., U, de a tels que f(U; N A)N...nf (U, N A) =
(). Comme

flOin..nU,NA) C flUNnAN.NfUNA CfUNA)N...NFU,NA),

on adonc UyN..NU,NA = (. Comme Uy N...N U, est un voisinage de a, ceci
contredit le fait que a € A.

Si ¢ est 'unique valeur d’adhérence, soit V' un voisinage ouvert de £. Alors (Y —
V)N ey f(UNA) est vide, et les Y =V, f(U N A) sont fermés. Par compacite,

il existe donc des voisinages Uy, ...,U, de a tels que (Y — V)N f(UNA)N...N
fU,NA)=0.SU =U;N..NU,, qui est un voisinage de A, alors f(U N A) C
fUNA)N..N f(U,NA)CV.Donc f admet ¢ pour limite en a. O

Corollaire A.13 Dans un espace topologique compact, toute suite admet au moins
une valeur d’adhérence. Si elle est unique, alors la suite converge vers elle. O

Compacité et produits

Soit £ un ensemble muni d’une relation d’ordre (partielle) <. Un élément z de
E est dit mazimal si
VyeE <y = y=ux.

Si F' C E, un élément = de E est un majorant de F' si
Vye F' y=<ux.
Une partie F' de E est totalement ordonnée si
Ve,ye FF <y ou y-<ux.

L’ensemble F muni de < est dit inductif si toute partie totalement ordonnée admet
un majorant.

Théoréme A.14 (Théoréme de Zorn) Tout ensemble ordonné inductif non vide
possede un élément maximal. (]

Ce théoréme est admis (voir par exemple [Kri]), il est équivalent a I’axiome du
choix.

Lemme A.15 Soit X un espace topologique. Un mauvais recouvrement de X est
un recovvrement n’admettant pas de sous-recouvrement fini. Soit </ une prébase
d’ouverts de X. St X admet un mauvais recouvrement ouvert, alors il admet un
mauvais recouvvrement par des éléments de .7 .
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Démonstration. Soit .# 1’ensemble supposé non vide des mauvais recouvrements
ouverts de X, partiellement ordonné par I'inclusion. Montrons qu’il est inductif. Soit
(Za)aea une famille totalement ordonnée d’éléments de .. Soit % = |J,cq o
Alors % est un majorant des U,. C’est un mauvais recouvrement ouvert de X,
sinon il contiendrait un sous-recouvrement fini {Vi,...,V,};siV; € %,, et si f € A
vérifie %,, C s pour tout i, alors %3 aurait un sous-recouvrement ouvert fini,
contradiction.

Par le théoréme de Zorn, soit %Z* un élément maximal de .#. En particulier,
pour tout ouvert V' ¢ %*, le recouvrement %* U {V'} n’est pas mauvais, donc il

existe Uy, ..., U, dans Z* tels que {V, Uy, ..., U,} recouvre X.

Lemme A.16 Pour tous ouverts V.V' de X, siV & U* et V' ¢ U*, alors VNV’ &
U*.

Démonstration. Soient Uy, ...,U,, U7, ...,U], dans Z* tels que {V,Uy,...,U,} et
{v",uy, ..., U} recouvrent X. Alors {V N V" Uy,..,U,, Uj,...,U.,} recouvre X, et
comme % * est mauvais, VNV’ & % *. O

Lemme A.17 Pour tous ouverts V,V' de X, siV & U* et V C V', alors V' & U*.

Démonstration. Si {V,Uy,...,U,} recouvre X, alors {V' Uy,...,U,} recouvre X
aussi. [

Montrons maintenant que &/ N % * recouvre X. Soit 7y dans X. Comme % *
recouvre X, il existe U € Z* tel que zo € U. Comme o7 est une prébase, il existe
Vi, ..., V, dans o7 tels que g € ViN...NV, C U. Par les lemmes précédents, il existe
i tel que V; € *. Donc xg € V; € o/ N%/*. Enfin, comme % * est mauvais, o N % *
I’est aussi. OJ

Théoréme A.18 (Théoréme de Tychonov) Tout produit d’espaces compacts est
compact.

Démonstration. On a déja vu qu'un produit d’espaces séparés est séparé (propo-
sition A.2). Soit X = [],.; X; un produit d’espaces compacts. Par les propriétés
de la topologie produit, &/ = {prj’l(V) : j € I,V ouvert de X;} est une pré-
base d’ouverts de X. Si X n’est pas compact, par le lemme technique A.15, il
existe un mauvais recouvrement % de X par des éléments de 7. Pour j € I,
soit 7; I'ensemble des ouverts V' de X; tels que prj_l(V) € %. Si & recouvre
X, par compacité de Xj, il existe Vi,...,V,, dans &/; recouvrant X;. Mais alors
pri (Vi) U Upr; 1(V,) = pry ' (X;) = X, ce qui contredit le fait que % est mau-
vais. Soit donc x; dans X tel que z; ¢ |J 2. On pose x = (x;);e;. Comme %
recouvre X, il existe 7 € I et V ouvert de X; tel que x € prj_l(V) € % . Ceci
contredit le fait que z; ¢ |J 7. O

Espaces localement compacts

Un espace topologique est localement compact s’il est séparé et si tout point
admet un voisinage compact.

Exemples.
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1. Tout espace discret est localement compact.
2. Tout espace compact est localement compact.

3. (Théoréme de Riesz) Un espace vectoriel normé est localement compact si et
seulement §’il est de dimension finie. En particulier, R est localement compact
(mais pas compact).

4. Un sous-espace fermé d’un espace localement compact est localement com-
pact.

5. Un produit fini d’espaces localement compacts est localement compact.

6. L’espace RN n’est pas localement compact, car si V est un voisinage compact
de © = (;)ieny € RY, alors V' contient un voisinage élémentaire |z — €, 2o +
e[ x..xx, —€, 2, + e[ xR xR xR x ... Alors pr,.1(V) = R qui est non
compact, ce qui contredit la continuité de pry, 1.

Proposition A.19 Dans un espace localement compact X, tout point admet un
systeme fondamental de voisinages compacts.

Démonstration. Soient x € X et F' un voisinage compact de z. Pour tout ouvert
U avec x € U C F, il suffit de montrer qu’il existe un voisinage W de z fermé,
contenu dans U, donc compact.

Comme X est séparé, si y # x, soient V et V' des voisinages de z et y respecti-
vement tels que VNV’ = 0. Alors y ¢ V, donc Mver V = {z}. Par conséquent,
(X =U)NNyer@ V = (). Par compacité de F, il existe des voisinages Vi, ..., V,, de
x tels que (X —U)NVIN...NV,NF = 0. Alors W = V,N...NV, N F est un voisinage
fermé de x contenu dans U. U

Corollaire A.20 Tout ouvert d’un espace localement compact est localement com-
pact. En particulier, si X est localement compact et x € X, alors X — {z} est un
espace localement compact. O]

Exercice E.A.106 (Compactifié d’Alexandrov) Soit X un espace localement
compact, oo un ensemble n’appartenant pas a X et X = X U {oo}.

1. Montrer que l’ensemble des parties de X de la Jorme U, avec U ouvert de X,
ou (X — K)U{oo}, avec K compact de X, est une topologie sur X . (L’espace
)?, muni de cette topologie, est appelé le compactifié d’Alexandrov de X et
oo son point a l'infini. )

2. Montrer que la topologie induite sur X par celle de X est la topologie usuelle

de X.
3. Montrer que X est compact.

4. (Unicité) Si Y est un espace topologique compact et si ¢ - X — Y est un
homéomorphisme sur son image, tel que ¢(X) =Y — {y}, montrer que ¢ :
X =Y définie par x — ¢(z) si x € X el 00—y, est un homéomorphisme.
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5. (Fonctorialité) Montrer que si Y est un espace localement compact et si

[ X =Y est un homéomorphisme, alors lapplication f XY définie
par f‘X = fet f( ) = oo est un homéomorphisme.

6. (Extension) Montrer que siY est un espace localement compact, et si f : X —
Y est une application continue propre (voir ci-dessous), alors U'application
f XY définie par f‘X =fet f( ) = oo est continue.

7. Montrer que si X est compact, alors X est homéomorphe a X 11{o0}, muni
de la topologie somme disjointe.

8. Montrer que le compactifié d’Alexan-
drov de R™ est homéomorphe a S,,. (On
reqgarde R™ contenu dans R™' comme
Uhyperplan des n premieres coordon-
nées. St N est le pole nord de S,, on
utilisera la propriété 4 d’unicité, en
montrant que la projection stéréogra-
phique © : S, — {N} — R", qui ¢ = /R"
associe le point d’intersection avec R™
de la droite passant par N et x, est un
homéomorphisme.)

Compacité et continuité

Théoréme A.21 Soient X un espace compact, Y un espace séparé et f : X — Y
une application continue. Alors

(1) Uespace f(X) est compact;

(2) si f est bijective, alors [ est un homéomorphisme.

Démonstration. (1) D’abord, f(X) est séparé car Y 'est. Pour tout recouvrement
ouvert (Uy)ier de f(X), la famille (f~1(U;))ier est un recouvrement ouvert de X,
donc admet un sous-recouvrement fini (f~'(U;))jes. D'ott f(X) C U, U;. Par
conséquent, f(X) est compact.

(2) 11 suffit de montrer que f~! est continue, c’est-a-dire que f est fermée. Si '
est un fermé de X, alors F' est compact dans X, donc f(F') est compact dans Y par
(1), donc fermé dans Y car Y est séparé. O

Du résultat précédent, il découle que I'application ¢ : T" = R"/Z" — (S;)",
avec [(ty,...,1,)] = (2™ .. e*™n) qui est continue, bijective, de but séparé, de
source compacte (car séparée par I'exercice E.A.98 et image du compact [0, 1]™ par
la projection canonique 7 : R™ — R"™/Z™ qui est continue), est un homéomorphisme.

Soient X,Y deux espaces topologiques séparés, et f : X — Y une application.
On dit que f est propre si f est fermée et si I'image réciproque par f de tout
point de Y est un compact de X. La condition que f est fermé est, dans la pratique,
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difficile & vérifier. Lorsque les espaces sont localement compacts, on utilisera presque
exclusivement la caractérisation suivante : une application continue entre espaces to-
pologiques localement compacts est propre si et seulement si I'image réciproque de
tout compact est compact.

Proposition A.22 Si f est propre, alors l'image réciproque par f de tout compact
de Y est un compact de X. Si'Y est localement compact, et si ["image réciproque par
f de tout compact de 'Y est un compact de X, alors f est propre.

Démonstration. Si f est propre, soit K un compact de Y et (F});e; une famille de
fermés de f~1(K), d’intersection vide. On suppose par I'absurde que C; = Njes I #
() pour toute partie finie J de I. Alors f(C}) est un fermé de Y, donc de K. Pour
toute famille finie (.J,) de parties finies de I, on a

NFCo) 2 f( N F)#0.

jeU Ja

Comme K est compact, il existe au moins un point y dans 'intersection des en-
sembles f(C;) pour toutes les parties finies J dans I. Pour toute partie finie J dans
I, on a donc
o F=1"wnc, #0.
jeJ
Puisque f~'(y) est compact, on a donc f~'(y) N(,c; Fi # 0, ce qui contredit le fait
que la famille (F});e; est d’intersection vide.

Réciproquement, on suppose que Y est localement compact, et que I'image réci-
proque par f de tout compact de Y est un compact de X. Alors le singleton {y} est
compact dans Y, donc f~!(y) est compact. Soit F' un fermé de X et y € f(F). Soit
W un voisinage compact de y. Soit (V;);c;r un systéme fondamental de voisinages
compacts de y contenus dans W. Le fermé F; = f~1(V;) N F de X est contenu dans
le compact f~'(W) N F. Lintersection (), , Fj est non vide pour toute partie finie
J de I, car ()¢, V; est un voisinage de y. Par compacité de YWY N F, il existe
donc un point z dans (., £5. Donc f(x) € (,c; Vi = {y}. Dot f(z) =y et f est
fermée. 0

Exemple. Soient F, F' deux espaces vectoriels normés de dimension finie, et f :
E — F une application continue. Alors f est propre si et seulement si pour toute

suite (z;);eny dans E telle que ||x;|| — + 0o, on a ||f(z;)|| — + oo. Ceci découle
11— 00 1— 00
du fait que les compacts de E, F' sont leurs fermés bornés.

Proposition A.23 Soient X,Y deux espaces séparés, et f : X — Y une application
continue. Sv f est bijective et propre, alors f est un homéomorphisme.

Démonstration. Si f est propre, elle est fermée, donc f~' est continue. (Voici
aussi, lorsque X,Y sont localement compacts, ce qui est le cas dans la plupart des
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applications, une preuve utilisant la caractérisation des applications propres entre
espaces topologiques localement compacts. Il suffit de montrer que f=! est continue
en tout point y de Y. Soit V un voisinage compact de y. Alors U = f~}(V) est
un voisinage de f~!(y) car f est continue, qui est compact car f est propre. Donc
fiv : U — V est une bijection continue entre espaces compacts, donc un homéomor-
phisme. Comme U,V sont des voisinages de z,y respectivement, ceci implique que
1 est continue en y.) O

Topologie compacte-ouverte

Soient X, Y deux espaces topologiques, avec X localement compact. On note
% (X,Y) 'ensemble des applications continues de X dans Y. On appelle topologie
compacte-ouverte sur € (X,Y) la topologie engendrée par les parties de la forme

OK,U)={fe?(X,)Y) : f(K)CU}

pour K compact de X et U ouvert de Y. Sauf mention contraire, 'ensemble €' (X,Y)
sera muni de cette topologie. (Il n’y a pas besoin que X soit localement compact pour
définir cette topologie, mais 'hypothése de locale compacité sur X implique qu’il y
a suffisamment de compacts dans X pour que cette topologie soit intéressante.)

Exercice E.A.107 Soient X,Y deux espaces topologiques, avec X localement com-
pact.

1. Montrer que 'application d’évaluation € (X,Y)x X — Y avec (f,x) — f(x)
est continue.

2. Si Z est un espace topologique, montrer que [’application

C(ZxX)Y) — C(Z,¢(X,Y))
f = {z=f.ixe f(z,2)}

est une bijection.

3. Montrer que la topologie compacte-ouverte sur € (X,Y) est la seule topologie
sur cet ensemble telle que pour tout espace topologique Z, l'application € (Z x
X,Y) =€ (Z,¢(X,Y)) ci-dessus soit une bijection.

4. Montrer que si'Y est séparé, alors €(X,Y) l'est aussi.

A.5 Exercices récapitulatifs

Exercice E.A.108 o Montrer qu’un espace topologique X est séparé si et seule-
ment si la diagonale A = {(z,y) € X x X : x =y} de X x X est fermée.
o Montrer que si f,g : X — Y sont deuz applications continues et si Y est
séparé, alors {x € X : f(x) = g(x)} est fermé dans X.
o Montrer que si f,g : X — Y sont deuz applications continues et si Y est
séparé, et si f et g coincident sur une partie dense de X, alors f = g.
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Exercice E.A.109 Un espace topologique X est dit normal s’il est séparé et si
pour tous les fermés disjoints F' et F” de X, il existe des ouverts disjoints U et U’
de X tels que FCUet F'CU".
e Montrer qu'un espace topologique compact est normal.
e Montrer que si F' est un fermé de X et U un ouvert de X contenant F', alors
il existe un ouvert V de X tel que

FcVcVcU.

e Soit X un espace topologique normal, ~ une relation d’équivalence telle que
la projection canonique m : X — X/~ soit fermée. Montrer que X/~ est
normal (donc séparé).

e Soit X un espace topologique compact, ~ une relation d’équivalence telle
que la projection canonique 7 : X — X/~ soit fermée. Montrer que X/~ est
compact.

e Montrer que l'espace topologique somme disjointe d’une famille d’espaces
topologiques normaux est normal.

e Soit X un espace topologique compact, ~ une relation d’équivalence fermée
(en tant que partie de X x X). Montrer que X/~ est compact.

e Soient X, Y deux espaces topologiques normaux, A un fermé de X et f: A —
Y une application continue. Montrer que X U;Y" est normal (donc séparé). En
déduire que X/(A) est normal. Si X,Y sont compacts, montrer que X Uy Y
est compact.

e Montrer que si X est un espace topologique séparé (respectivement normal),
alors son cone C'X et sa suspension SX sont aussi séparés (respectivement
normal).

Exercice E.A.110 Pour n dans N, on note || || la norme euclidienne standard sur
R™ (telle que ||[(21,...,%,)|| = Vai+ ...+ 22 ). Soit B, = {z € R" : |[z]| < 1} la
boule unité (fermée) de R™ et S,, = {x € R™™ : ||z|| = 1} la sphére de dimension
n. On identifie C* avec R?" par (21, ..., z,) = (Re z1,...,Re z,,Im 21, ...,Im z,). On
identifie R™ avec un sous-espace de R"* par (zy,...,2z,) = (21,...,2,,0).
e Sur R"™ — {0}, on considére la relation d’équivalence x ~; Az pour tout
x dans R™™ — {0} et A\ dans R — {0}. Sur S,, on considére la relation d’é-
quivalence x ~y +x pour tout z dans S,,. Sur B,,, on considére la relation

d’équivalence ~3 engendrée par x ~ —zx pour tout x dans S, ; = IB,.
Montrer que linclusion S, < R"™ — {0} et Papplication B, — S, défi-
nie par (z1,...,%,) — (@1,...,%Tn, /1 — Y i, 27) induisent des homéomor-

phismes S, /~y— (R"™ — {0})/~; et B, /~3— S, /~5. Montrer que ces es-
paces sont compacts. L’espace quotient (R"™ — {0})/ ~1 est appelé 'espace
projectif réel de dimension n et noté P,(R) (ou RF,). On note [1, ..., 1]
la classe d’équivalence de (x1, ..., z,11).

e Sur C""!' — {0}, on considére la relation d’équivalence = ~; Az pour tout x
dans C"*' — {0} et A dans C — {0}. Sur Sy, 1, on considére la relation d’é-
quivalence x ~9 Az pour tout x dans Sy, 11 et A € S;. Montrer que I'inclusion
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Sons1 = C*"1—{0} induit un homéomorphisme Sy, 41 /~o— (C"™1—{0})/~;.
Montrer que ces espaces sont compacts. L’espace quotient (C"*1 — {0})/ ~
est appelé 'espace projectif compleze de dimension n et noté P,,(C) (ou CP,).
On note [21, ..., z,41] la classe d’équivalence de (21, ..., 2,11).

e Montrer que P; (R) est homéomorphe au compactifié d’Alexandrov de R (donc
a Sy), par Papplication [z,y] — z/y si y # 0, et [z,0] — oco. Montrer que
P, (C) est homéomorphe au compactifié d’Alexandrov de C (donc a S,), par
I'application [w, z] — w/z si z # 0, et [w, 0] — oo.

e Sif:S,.1— P, 1(R) (ces deux espaces sont vides si n = 0) est la projection
canonique (x1, ..., &,) — [21, ..., Z,], montrer que I'application

¢:B, 1P, 1(R) — P,(R)

(21, 2n) €EBy = (@1, Ty /1= D0 22 ] € Po(R)

(21, .oy xn] € Pt (R) = [, ..., 2, 0] € Py (R)
induit un homéomorphisme
B, Us P,_1(R) = P, (R).

e De méme, montrer que si f : Sy, 1 — P,_1(C) désigne la projection cano-
nique (21, ..., 2,) = |21, ..., 24, alors I'application

¢: By 11P,1(C) — P,(C)

(Zl, ey Zn) c ]BQn — [21, ceey Zns A/ 1— Z?:l |Zi|2 ] € Pn<(C)

21,y 2n] € P q(C) = [21,...,2,,0] € P,(C)
induit un homéomorphisme

Exercice E.A.111 Soit G un sous-groupe (additif) de R. On considére la relation
d’équivalence ~ sur R définie par x ~ y si z—y € G. Quelle est la topologie quotient
sur R/~ 7

Exercice E.A.112 On munit {0,1} de la topologie discréte et X = {0, 1} de
la topologie produit. On appelle sous-suite finie consécutive de (x;);eny € X toute
suite finie de la forme (zy, Txi1, Trio, .., Tere) avec k, ¢ € N. Soit M un ensemble
de suites finies de 0 et de 1. Montrer que le sous-espace des éléments de X, dont
aucune sous-suite finie consécutive n’est dans M, est compact.

Exercice E.A.113 Un espace topologique est séparable s’il admet une partie dé-
nombrable dense.
e Montrer qu'un espace métrisable compact est séparable.
e Si X est un espace séparable, montrer que tout ouvert de X est union
dénombrable d’ouverts élémentaires.
e Si X est un espace topologique, est-ce que tout ouvert de XV est union
dénombrable d’ouverts élémentaires ?
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Exercice E.A.114 Un espace topologique est dit totalement discontinu si tout
point admet un systéme fondamental de voisinages a la fois ouverts et fermés. Mon-
trer que tout espace topologique métrisable, compact, totalement discontinu, sans
point isolé, non vide est homéomorphe a 'espace triadique de Cantor (voir exercice
E.A.94). Montrer que tout espace topologique métrisable, compact, sans point isolé,
non vide contient un sous-espace homéomorphe a l’espace triadique de Cantor.

Exercice E.A.115 Soit £ un ensemble, si {0, 1} est muni de la topologie discréte,
montrer que {0, 1}¥ est un espace compact totalement discontinu sans point isolé.
Montrer que {0, 1} est séparable si et seulement si £ est fini ou dénombrable.
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canonique, 68
composé, 103, 105
de revétements, 27, 43
composé, 27, 43
identité, 27, 43
de bord, 103, 111
de cobord, 107
de complexes
de chaines, 103
de cochaines, 107
de groupes topologiques, 30
de Hurewicz, 138
de paires, 117
de suites exactes
de complexes de chaines, 104
identité, 103, 105
mot, 68
réduit, 69, 73

neeud, 134

nombre de Betti, 106
normal, 223
normalisateur, 47
nulle part dense, 198

objet, 108
opérateur
de subdivision, 120
orbite, 32
ordre de connexion, 9
ordre inductif, 130
ouvert, 196
élémentaire, 203
ouverte, 200

paire
d’espaces topologiques, 117
paracompact, 26
partie compacte, 216
partie génératrice, 67
peigne, 23
mpX, 40
T (X, x), 18
plus fine, 201
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P,(C), 224
P,(R), 223
point a l'infini, 219
point base, 18
prébase, 197
présentation de groupe, 69
produit
amalgamé, 72
de Kronecker, 166
libre, 72
projection stéréographique, 220
propre, 220
propriété universelle, 67, 70
p-simplexe
singulier, 110
standard, 110

R, 198
rang
d’un fibré vectoriel, 25
d’un groupe libre, 68
recollement, 211
de cellules, 77
recouvrement, 215
fermé, 215
localement fini, 203
mauvais, 217
ouvert, 215
relation d’équivalence engendrée, 208
relevé, 36
relévement, 36
rétracte, 15
fort par déformation, 15
par déformation, 15
rétraction, 15
forte par déformation, 15
par déformation, 15
revétement, 27
a n feuillets, 29
associé, bd
connexe, 59
fini, 29
galoisien, 50
image réciproque, 43
trivial, 28
universel, 51
Riesz, 219

RP,, 223
ruban de Mobius, 23

séparable, 224

saturé, 207

section, 36

semilocalement simplement connexe, 51
séparé, 199

simplement connexe, 13, 15

Sp, 223

somme

amalgamée, 71, 72
disjointe, 205
pointée, 210
presque nulle, 130

sommet, 79, 209
sous-espace topologique, 202
sous-groupe

dérivé, 138
des commutateurs, 138
distingué

engendré par, 67

engendré par, 67

sous-recouvrement, 215
sous-CW-complexe, 79
sous-variété topologique, 9
sphére, 223

a cornes d’Alexander, 136

squelette, 79
stabilisateur, 34
submersion, 29
suite exacte, 102

de complexes de chaines, 104
longue

d’homologie, 105

d’homologie singuliére relative, 118
de cohomologie singuliére relative, 168
de Mayer-Vietoris, 127, 169

du triplet, 119

relative de Mayer-Vietoris, 128

suite exhaustive

de compacts, 130

suspension, 210
systéme fondamental de voisinages, 198

théoréme
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d’invariance du domaine, 7



de Riesz, 219 Y (x), 198

de Schreier, 87 valeur d’adhérence, 214
de Borsuk-Ulam, 161 variété topologique, 9
de Brouwer a bord, 10

d’invariance du domaine II, 136 voisinage

d’invariance du domaine I, 7 d’un point, 198

du point fixe, 7 d’une partie, 198
de Hurewicz, 139 distingué, 25, 27

de Jordan-Brouwer, 135

de peignage des sphéres, 161 Zn(X;A), 112
de Tychonov, 218 Zorn, 217

de van Kampen, 75

de Zorn, 217

des petites chaines, 120
d’excision, 124
du point fixe, 7
théorie
de I'homologie, 11
T, 208
topologie, 196
compacte-ouverte, 222
de Zariski, 197
discréte, 196
engendrée, 197
faible (d'un espace vectoriel topologique),
202
faible (définie par une famille de sous-
espaces), 206
finale, 205
forte, 202
grossiere, 196
induite, 202
induite par une distance, 196
initiale, 201
moins fine, 201
plus fine, 201
produit, 203
quotient, 207
somme disjointe, 206
tore, 208
totalement discontinu, 225
totalement ordonnée, 217
trivial, 26
trivialisation locale, 27
Tychonov, 218
type d’homotopie, 15
de paires, 117
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