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1 Variétés différentielles

Pour des explications historiques sur I'invention de la notion de variété et ses motivations,
nous renvoyons aux textes originaux de Riemann [Rie, Spi|, H. Poincaré [Poi], E. Cartan |[Car|,
ainsi qu’aux ouvrages d’histoire des mathématiques comme 'excellent [Died].

1.1 Variétés topologiques

Avant de définir les variétés topologiques, donnons deux résultats de topologie générale.
Pour tout n dans N, I'ensemble R™ est muni de sa topologie usuelle.

Théoréme 1.1 (Théoréme d’invariance du domaine de Brouwer) Soient U un ouvert de
R"™ et f: U — R™ une application continue et injective. Alors f(U) est ouvert, et f: U — f(U)
est un homéomorphisme. O

En particulier, un ouvert non vide de R" n’est pas homéomorphe a un ouvert non vide de R™
si n et m sont distincts. Notons que si 'on remplace « homéomorphe » par « C'-difféomorphe »,
alors cette derniére assertion est évidente. Dans le cadre différentiel de ce cours, le théoréme
d’inversion locale (voir appendice A.3) est en général un outil suffisant pour remplacer le
théoréme d’invariance du domaine de Brouwer.

Nous admettrons le théoréme 1.1. Les démonstrations les plus naturelles utilisent des outils
élémentaires de topologie algébrique, ce qui constituerait une diversion un peu longue (voir
[God, Spa, Hat, Paul]). Il existe aussi des démonstrations plus directes, mais moins éclairantes
(voir avec précautions la démonstration originelle [Broul).

La proposition suivante servira a comprendre les propriétés topologiques globales (qui sont
minimes) que nous demanderons aux variétés topologiques. Nous renvoyons a 'appendice A.1
pour les définitions des notions topologiques utilisées.

Proposition 1.2 Soit X un espace topologique, dont tout point admet un voisinage ouvert
homéomorphe a un ouvert d’un espace R™. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) X est séparé et a base dénombrable,

(2) X est o-compact,

(3) X est dénombrable a Uinfini,

(4) X est métrisable séparable,

(5) il existe un plongement topologique de X dans (*(R).

Démonstration. Un espace topologique séparé dans lequel tout point admet un voisinage ou-
vert homéomorphe a un ouvert d’'un R" est localement compact. En particulier, tout point d’un
tel espace admet un systéme fondamental de voisinages fermés métrisables (pour la topologie
induite).

Il est immédiat qu’un espace localement compact & base dénombrable admet une base dé-
nombrable d’ouverts d’adhérences compactes, donc est o-compact, et qu’un espace o-compact,
dans lequel tout point admet un voisinage ouvert qui est a base dénombrable (pour la topologie
induite), est a base dénombrable. Donc (1) et (2) sont équivalents.

Il est immédiat qu’un espace dénombrable a l'infini est o-compact, et qu’un espace locale-
ment compact et o-compact est dénombrable a l'infini. Donc (2) et (3) sont équivalents.

L'espace de Hilbert (2(R) est métrisable et & base dénombrable (I'ensemble des boules
ouvertes de rayons rationnels centrées aux suites presque nulles de rationnels est une base
dénombrable d’ouverts). Tout sous-espace d’un espace métrisable et a base dénombrable 1est
encore. Un espace topologique a base dénombrable est séparable, car si (U;);en est une base
d’ouverts non vides, et z; un point de U;, alors (x;);en est dense. Donc (5) implique (4).

Un espace métrique séparable est séparé et a base dénombrable (en prenant les boules
ouvertes de rayons rationnels centrées aux points d'une partie dénombrable dense). Donc (4)
implique (1).

Un espace topologique X, séparé, a base dénombrable, et dont tout point admet un systéme
fondamental de voisinages fermés métrisables, se plonge dans (2(R). En effet, soit (U;);ey une

base dénombrable d’ouverts de X. Nous pouvons supposer que U; est métrisable (pour la
topologie induite), car si J est 'ensemble des i tels que U, est métrisable, alors (U;) e est
encore une base d’ouverts. Notons d; une distance sur I’espace U; compatible avec sa topologie.
Considérons la fonction ¢; : X — [0, 1] définie par ¢;(z) = min{1, d;(x, OU;)} si z est dans U; et
©i(x) = 0 sinon. Il est facile de vérifier que ¢; est continue et non nulle exactement sur U;. Alors
Papplication f : x +— (H%%(I))ieN est un homéomorphisme de X sur son image dans ¢*(R).
En effet, 'injectivité découle du fait que X soit séparé et que (U;);en soit une base d’ouverts.
La continuité vient du fait que les p; soient continues et bornées en valeur absolue par 1. Enfin,
Papplication f : X — f(X) est fermée, car si F' est un fermé de X et si z n’est pas dans F,
alors il existe ¢ tel que x C U; € X — F, et donc d(f(x), f(F)) > ¢i(z)/(i + 1) > 0. Donc (1)
implique (5). d

Une variété topologique (ou par abus variété) est un espace topologique M tel que
e 'espace M soit séparé et a base dénombrable,
e tout point de M admette un voisinage ouvert homéomorphe & un ouvert d’un espace R™.
En particulier, par la proposition 1.2, une variété topologique est un espace localement
compact, métrisable, séparable, dénombrable a 'infini. Au lieu de demander que M soit séparé
a base dénombrable, nous pourrions demander, de maniére équivalente par la proposition 1.2,
que M soit métrisable séparable. Il est souvent plus facile de vérifier les conditions séparé a base
dénombrable que les conditions métrisable séparable (lorsque 1'on veut montrer qu'un objet est
une variété), et ¢’est pour cela que nous mettons en avant les premiéres. Par contre, les secondes
sont souvent plus utiles lorsque 1'on travaille sur une variété donnée.
Mais ces propriétés globales des variétés topologiques sont minimes, et en pratique faciles
a vérifier (cette vérification étant parfois omise). Ce qui est important est qu’une variété topo-
logique admette les mémes propriétés topologiques locales qu'un espace R™. Par exemple, elle
est, entre autres, (voir les appendices A.1 et A.4 pour des définitions)
— localement compacte (ce qui n’est pas uniquement une condition locale a cause de I'hy-
pothese de séparation),
— localement connexe par arcs (donc elle est connexe par arcs si elle est connexe),
— localement contractile.

Soit M une variété topologique. Pour tout & dans M, Uentier n tel qu’il existe un voisinage
ouvert de z homéomorphe a un ouvert de R est uniquement défini, par le théoréeme d’invariance
du domaine de Brouwer 1.1, et il est localement constant (donc constant sur toute composante
connexe de M). Pour tout n dans N, une variété topologique est dite de dimension n si tout
point admet un voisinage ouvert homéomorphe & un ouvert de R". Toute composante connexe
de M posséde donc une dimension bien définie. Dans la littérature comme dans ce cours, on
ne considére en général que des variétés topologiques dont les dimensions des composantes



connexes sont égales. On appelle souvent courbe une variété topologique de dimension 1, et
surface une variété topologique de dimension 2.
Par exemple, les variétés topologiques de dimension 0 sont les espaces discrets dénombrables.

Exercice E.1 Montrer qu’une variété topologique compacte conneze de dimension 1 est homéo-
morphe au cercle Sy. Montrer qu’une variété topologique connexe non compacte de dimension
1 est homéomorphe a R. En déduire qu’une variété topologique de dimension 1 est somme
disjointe d’un ensemble dénombrable d’espaces homéomorphes a R ou a S;.

La collection des variétés topologiques forme une sous-catégorie de la catégorie des espaces
topologiques, notée TOP, et de méme pour les variétés topologiques de dimension n, dont la
collection est notée TOP,,. Voir I'appendice A.6 pour la définition d’une catégorie.

L’outil principal qui permet le passage du local au global dans les variétés topologiques est
celui de partition de 'unité, que nous introduisons maintenant. Nous renvoyons a I’appendice
A1 pour les définitions de topologie générale utilisées, en particulier celle de famille localement
finie de parties.

Soit X un espace topologique. Si f: X — R est une fonction continue, on appelle support
de f Tadhérence de {x € X : f(z) # 0}, et on le note Supp(f). C’est le plus petit fermé en
dehors duquel f est nulle.

Une partition de l'unité de X est une famille (¢, )aca de fonctions continues de X dans
[0,1], dont la famille des supports est localement finie, et qui vérifie ,¢; = 1 (remarquer
qu'alors (¢5'(]0,1]))aca est un recouvrement ouvert, et que la somme Y, ;(z) ne posséde
qu’'un nombre fini de termes non nuls pour tout z dans X). Soit & = (U;);e; un recouvrement
ouvert de X. Une partition de l'unité subordonnée a U est une partition de I'unité (p;)er de
X, telle que, pour tout 7 € I, le support de ¢; soit contenu dans Uj.

Remarque. Supposons que I'on ait une partition de 'unité (¢))aeca de X, telle que, pour tout
a € A, il existe un élément de U contenant le support de ¢/,. Il est alors facile de modifier cette
partition de 'unité pour la rendre subordonnée a Y. En effet, si f : A — I est n’importe quelle
application telle que le support de !, soit contenu dans Uy, pour tout c, posons

aef=1(i)
avec la convention usuelle >~ = 0. Alors (;)icr est une partition de I'unité subordonnée a U.
En effet,
(1) Papplication ¢; est bien définie et continue, car sur un voisinage de tout point, ¢; est
somme d’un nombre fini de ¢/, ;

(2) 2w =2 0¥u=1;
(3) la famille de fermés (Supp ¢;)ies est localement finie, car pour tout ouvert U de X,
{iel : (Suppp)NU#0}C f({acA: (Supp g,)NU #0}),

et 'image d'un ensemble fini par une application est finie;
(4) nous avons

Supp ) |J Suwppgl,= |J Swpe, U,
acf~1(i) acf~1(i)

car une union localement finie de fermés est fermée.

Proposition 1.3 Une variété topologique M est paracompacte, et tout recouvrement ouvert de
M admet une partition de ['unité qui lui est subordonnée. Si de plus M est compacte, alors tout
recouvrement ouvert admet un sous-recowvrement fini et une partition de l'unité finie qui est
subordonnée a ce sous-recouvrement.

En fait, tout recouvrement ouvert d’un espace topologique paracompact admet une partition
de I'unité subordonnée (voir [Dug, page 170]), mais nous ne montrerons ce résultat que dans les
cas des variétés, et nous aurons besoin de sa version différentiable (c’est-a-dire de la proposition
1.9) au chapitre 4.

Lemme 1.4 Pour tout zq dans R™ et tout voisinage U de xq, il existe une fonction C> de R™
dans R, de support contenu dans U, constante égale a 1 sur un voisinage de xy, el a valeurs
dans [0,1].

Démonstration. Rappelons que lim, o+ the’% =

0 pour tout n dans R. Il est alors facile de vérifier

que, pour tous a < b, 'application de R dans R 1

2t—(a+b) \ —1 .
(1 + e(bfﬂ(t*a)) sia<t<b

fap:t= {4 sit<a 0
0 sit>b 1
a b
est C*. Alors, pour € > 0 suffisamment petit, 'ap-
plication & — f./o(||z — o||) convient, pour || - ||
la norme usuelle. |

Démonstration de la proposition 1.3. Comme M est dénombrable a I'infini, il existe par
définition une suite exhaustive de compacts (K;);ey (voir 'appendice A.1). Posons K_; = 0, et

o
K| = K, 11— K,, qui est un sous-espace compact de M.
Soit U = (U, )aea un recouvrement ouvert. Posons

Vn,u = Uu N (KTL+2 _Kn—1> .

Alors (Va)aca est un recouvrement ouvert de K/, donc admet un sous-recouvrement fini
(Vio)aea, - Alors (V;, o) nen.aca, est un recouvrement ouvert de M, plus fin que U, et localement
fini. Donc M est paracompacte.

Pour tout z dans KJ,, soit W, un voisinage ouvert de z, contenu dans V,, , pour un « dans
A, et homéomorphe & un ouvert d'un espace R¥. Par le lemme précédent, il existe donc (en
prolongeant par 0 en dehors de W) une application continue ¢, de M dans [0, 1], de support
contenu dans W, constante égale a 1 sur un voisinage W, de . Comme (W]),cx:, recouvre

K, il existe une partie finie B,, de K, telle que (W)).ep, recouvre K. Posons

ery= Y ely),

neN, z€B,

qui est une somme n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls (car pour x dans B, 'appli-
cation ¢, est nulle sur K,,_;, donc sur y si n est assez grand), et qui est strictement positive (en
fait supérieure ou égale a 1) pour tout y dans M. Posons ¢, = ¢, /¢. Alors (¢} )nen, v, €st une
partition de I'unité que I'on peut rendre subordonnée a U en utilisant la remarque précédant
la proposition 1.3.

La derniére assertion découle immédiatement de la premiére. O



Exercice E.2 Soit M un espace topologique paracompact, dont tout point admet un voisinage
homéomorphe a un ouvert de R™. Alors M est métrisable.

Il découle de la proposition 1.3 et de Iexercice ci-dessus que 1'on peut rajouter la condition
« X est paracompact séparable » dans la liste des conditions équivalentes de la proposition 1.2.

Il existe des espaces topologiques localement homéomorphes a R™, mais non séparés, que
nous appellerons variétés topologiques non séparées (de dimension n). De tels exemples appa-
raissent assez naturellement quand on considére des quotients de variétés topologiques (il est
donc important de ne pas oublier d’étudier la propriété de séparation des quotients, lorsque l'on
veut construire des variétés topologiques comme espaces quotients d’espaces topologiques!), voir
les exemples en exercice ci-dessous. Il existe des espaces topologiques localement homéomorphes
a R™, mais non paracompacts, que nous appellerons variétés topologiques non paracompactes (de
dimension n). Mais de tels exemples sont la plupart du temps trés artificiels, voir les exemples
en exercice ci-dessous.

Exercice E.3 (1) Soit X l'ensemble (R — {0})11{0_,0,}. Montrer qu’il existe une unique
structure d’espace topologique sur X telle que les deux applications p+ : R — X définies par
wi(t) =t sit#0, et pL(0) = 01 soient des homéomorphismes sur leurs images. Montrer que
X est une variété topologique non séparée (voir ci-dessous).

X Q=R2- {0} Q= R?

(2) On consideére un champ de vecteurs de classe C' ne s’annulant pas sur un ouvert ) de
R2, dont toute courbe intégrale est fermée dans ). Soit ~ la relation d’équivalence sur ) définie
par x ~ y si et seulement s’il existe une courbe intégrale de X passant par x et y. Montrer
que espace topologique quotient 2/ ~ est localement homéomorphe a R. Plus généralement
(voir le paragraphe 3.8 pour les définitions), si F est un feuilletage C* de codimension k a
feuilles fermées dans une variété différentielle Q0 de classe C', alors Uespace des feuilles de
(Q, F) (c’est-a-dire lespace topologique quotient de Q2 par la relation d’équivalence « étre dans
la méme feuille ») est localement homéomorphe a R*. Dans les deux exemples de la figure
ci-dessus, montrer que Q) ~ est une variété topologique non séparée de dimension 1 (mais
séparable).

Exercice E.4 (Voir Uappendice A.1 pour des rappels sur les ordres.) Soit B un ordinal, et
B_ Uensemble ordonné des ordinaux strictement inférieurs a 3. On considére 'ensemble X =
(B-x10,1])={(0,0)} muni de la topologie de I’ordre induite par l'ordre lexicographique. Montrer
que si B est Uordinal de lordre usuel sur N, alors X est homéomorphe a |0, 400 [. Montrer
que si [ est le plus petit ordinal non dénombrable, alors X est une variété topologique non
paracompacte (mais séparée), appelée la longue (demi-)droite.

1.2 Sous-variétés de R"

Nous renvoyons par exemple a [Ave, Cartl, Dicl] pour des rappels de calcul différentiel,
ainsi qu’a l'appendice A.3. Sauf mention explicite du contraire, on identifie R” et RP x R"~?
de maniére usuelle par (x1,...,2,) — ((z1,...,2p), (Tps1,...,2,)) pour 0 < p < n (avec
convention immédiate pour p = 0 ou p = n).

Le premier exemple, et celui qu’il faut garder en téte, de sous-variété d’un espace vectoriel
de dimension finie est un sous-espace vectoriel, par exemple R? x {0} contenu dans R". Nous
allons définir une sous-variété générale comme obtenue par difféeomorphismes locaux ambiants
a partir un tel exemple, et donner des caractérisations équivalentes. Rappelons que le graphe
d’une application [ : A — B est la partie de A x B formée des couples (z, f(z)) pour x dans
A.

Théoréme 1.5 Soit n > p dans N et k dans (N — {0}) U {oo,w}. Les propriétés suivantes
d’une partie M de R™ sont équivalentes :

e (Définition locale par redressement) ...

Pour tout x dans M, il existe un voisinage o
U de x dans R™, un voisinage V' de 0 dans
R™ et un CE-difféomorphisme f : U — V
tels que fF(UNM) =V N (R? x {0}).

e (Définition locale par fonction impli- ) M
cite)
Pour tout x dans M, il eziste un voisinage T

U de x dans R" et une application f : U — R S 5
R"? de classe CF qui est une submersion en Iy

 aole _ -1 0 R"7P
x, tels que UNM = f71(0). N,

e (Définition locale par graphe)

Pour tout x dans M, il existe un voisinage

U de x dans R™, une identification par un R
automorphisme linéaire R" = RP x R"7P,

un ouvert V de RP et une application f :

V — R*P de classe C* tels que UN M =

graphe( f).

e (Définition locale par paramétrage)
Pour tout x dans M, il eziste un voisinage

unM

U de x dans R", un voisinage V de 0 dans

RP et une application f:V — R™ de classe Ol L

CF tels que f(0) =z, f soit une immersion

en 0, et f soit un homéomorphisme de V' sur % R
UnM.

Démonstration. Numérotons de (1) a (4) ces assertions dans cet ordre.

Montrons que (1) implique (2). Si z, U, f sont comme dans (1), alors on peut supposer que
f(z) = 0, et en notant fi,..., f, les composantes de f, et g : U — R" P 'application de
composantes fyi1,..., fa, alors g est une submersion de classe C* telle que g~'(0) = U N M.



Montrons que (1) implique (4). Si «, U, V, f sont comme dans (1), alors on peut supposer que
f(x) =0, et la restriction de f~! a louvert W = VN (RP x {0}) de RP x {0} est une application
de classe C* envoyant 0 sur z, qui est une immersion en 0, et qui est un homéomorphisme de
W sur U N M.

Montrons que (4) implique (1) (cette implication est parfois utilisée sous le nom de théoréme
des immersions dans les exercices). Si x,U,V, f sont comme dans (4), alors par le théoréme
A.5 de forme normale locale des immersions, quitte & restreindre U et V, il existe un C*-
difféeomorphisme 1 de U sur un voisinage ouvert W de 0 dans R" tel que, sur V', on ait ’égalité
o f (x,...,2p) = (@1,...,25,0...,0), et donc en particulier (U N M) = o f(V) =
W N (RF x {0}).

Le fait que (2) implique (1) (cette implication est parfois utilisée sous le nom de théoreme
des submersions dans les exercices) se montre de méme, en utilisant le théoréme A.6 de forme
normale locale des submersions.

Le fait que (3) implique (4) est immédiat, car si x,U,V, f sont comme dans (3), alors on
peut supposer que z = 0 et que f(0) = 0, et Iapplication F' : y — (y, f(y)) est alors un
homéomorphisme de V sur U N M, qui est une immersion C* en 0 avec F(0) = 0.

Montrons pour terminer que (2) implique (3). Soient x, U, f comme dans (2), et notons
fi,- .., fa—p les composantes de f. On peut supposer que x = 0. Quitte a permuter les coordon-

L . . of;
nées, comme f est une submersion en z, on peut supposer que la matrice ( aff; (x))
e 1<i,j<n—p

(extraite de la matrice jacobienne de f en z) soit inversible. Notons pry la projection sur le pre-
mier facteur de RP x R"~?. La différentielle en = de 'application F : y — (pri(y), f(y)) est inver-
sible. Donc par le théoréme A.2 d’inversion locale, F' est un difféomorphisme local en 0. L'inverse
de F est de la forme y — (pri(y), G(y)) avec G une application d’un voisinage W de 0 dans R"
a valeurs dans R""P. Donc, quitte & restreindre U, la partie UN M = f~1(0) = F~*(RF x {0})

est le graphe de la fonction G restreinte a W N (R? x {0}). O

On dit qu'une partie M de R™ est une sous-variété de R" de dimension p et de classe C*
(et tout simplement sous-variété par abus, par exemple quand k est sous-entendu) si elle vérifie
I'une des propriétés du théoréme 1.5. On dit alors que la codimension de M dans R™ est n — p.
Sip=1,2,n—1, on dit que M est une courbe, surface, hypersurface (différentielle) de R™
respectivement.

Si o € M, un paramétrage local de classe C¥ de M en @ est une application f : V — M, ot
V est un voisinage de 0 dans R?, telle que f(0) = z, f soit une immersion C* sur V, et f soit
un homéomorphisme de V' sur un voisinage ouvert de = dans M (voir la définition locale par
paramétrage (4)).

Exercice E.5 Soient U un owvert de R™ et f : U — R? une application de classe C* et de
rang constant r. Montrer que pour tout yo dans f(U), lensemble des solutions de l'équation
f(z) = yo est une sous-variété de R" de classe C* de dimension n —r.

Remarques. (i) La définition locale par redressement (1) fait encore sens lorsque k = 0. On
parle alors de sous-variété topologique (ou de classe C°). La définition (3) fait encore sens aussi,
mais elle est strictement plus forte que la premiére, car ’exemple ci-dessous est une sous-variété
topologique de R? (c’est-a-dire elle vérifie la définition (1)), mais ne peut pas s’écrire localement
comme le graphe d’une fonction continue (c’est-a-dire elle ne vérifie pas la définition (3)).
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(ii) En remplacant R par C, et « de classe C* » par « analytique complexe », ces définitions
sont encore équivalentes, on parle alors de sous-variété complexe de dimension (complexe) p et
de codimension (complexe) n —p dans C™.

Nous donnerons des exemples de sous-variétés dans le paragraphe 1.4, car ce seront aussi
des exemples de variétés différentielles, que nous définissons maintenant.

1.3 La catégorie des variétés différentielles

Soient k dans l'ensemble N U {oo,w} (muni de l'ordre p < oo < w pour tout p dans N), et
n dans N.

e Objets.

Un atlas de cartes C* & valeurs dans R™ sur un espace topologique M est un ensemble A
de couples (U,p) ou ¢ : U = V = p(U) est un homéomorphisme d’un ouvert U de M sur
un ouvert V' de R", tel que les ouverts U recouvrent M, et que pour tous les couples (U, ¢) et
(U, ¢") dans A, Papplication

o lipUNU) = (UNT)

soit un C*-difféeomorphisme d'un ouvert de ¢(U) sur un ouvert de ¢'(U").

Nous ferons souvent I’abus de noter de la méme maniére une application et sa restriction a
une partie de son domaine de définition. Nous utiliserons souvent par abus des familles indexées
{(Ui, ;) : i €I}, quitte a indexer les atlas par eux-meémes.

Un tel couple (U;, ¢;) (et Tapplication ;) est appelé une carte (ou carte locale) de A (ou
de M par abus), et une carte (locale) en x si x € U;; Pouvert U; est appelé le domaine de
cette carte. L’application ¢; o cpj’l 2@ (U;NU;) = ¢i(U; NU;) est appelée une application de
transition, ou un changement de carte, de A (ou de M par abus).

Remarque 1.6 Si dans la définition ci-dessus, nous demandons seulement que les U; soient
des sous-ensembles de M et que les ¢; soient des bijections, alors 'existence d'un tel atlas
de cartes permet de munir M d’une unique topologie, pour laquelle les U; sont des ouverts,
et les ¢; : U; — V; des homéomorphismes. Cette topologie est la topologie la moins fine (voir
Pappendice A.1) rendant continues les cartes, ¢’est-a-dire une partie V- de M est décrétée ouverte
si et seulement si pour toute carte (U, ) de M, la partie o(UNV') est un ouvert de p(U). Pour
tout espace topologique X, une application f : X — M est alors continue si et seulement si
pour toute carte (U, ¢) de M, l'application ¢ o f est continue. Nous laissons au lecteur le soin
de vérifier que les U; sont ouverts, que les ¢; : U; — V; sont des homéomorphismes, et que cette
topologie est la seule qui convienne. Voir I'exercice E.50 de I'appendice A.1.



Lemme 1.7 Soit M un espace topologique. Tout atlas de cartes C* de M est contenu dans un
unique atlas de cartes C* mazimal (pour Uinclusion,).

Démonstration. Deux atlas de cartes C* sont dit CF-compatibles si leur réunion est encore un
atlas de cartes C* (ou de maniére équivalente si I'application de transition entre toute carte de
I'un et toute carte de 'autre est un C*-difféeomorphisme). La relation « étre C*-compatible »
est une relation d’équivalence sur I'ensemble des atlas de cartes C*. La réunion de tous les atlas
de cartes C* qui sont CF-compatibles a un atlas de cartes C* donné est alors I'unique atlas
maximal cherché contenant ce dernier. O

On appelle variété différentielle de classe C* et de dimension n tout espace topologique
e séparé a base dénombrable,
e muni d’un atlas maximal de cartes C* (ou de maniére équivalente, d’une classe d’équi-
valence d’atlas de cartes C*), a valeurs dans R".

Lorsque k et n sont sous-entendus, on parlera de variété différentielle, voire méme par abus
de wvariété. On dit une wvariété lisse lorsque k = oo, et une variété analytique réelle lorsque
k = w. Lorsque n = 1 (respectivement n = 2), on parle de courbe (respectivement surface),
différentielle (lisse si k& = oo, analytique réelle si k = w), et par abus lorsque le contexte est
clair, de courbe (respectivement surface) tout court, mais il vaut mieux préciser.

Une variété topologique M de dimension n admet un unique atlas de cartes C° maximal,
Iensemble de tous les homéomorphismes entre un ouvert de M et un ouvert de R"™. Munie
de cet atlas, M est alors une variété différentielle de classe C°. Réciproquement, une variété
différentielle de classe C°, privée de son atlas maximal, est une variété topologique. Nous iden-
tifierons ainsi dans la suite de ce texte les variétés différentielles de classe C° et les variétés
topologiques.

La définition fait sens lorsque I'on remplace R™ par un espace de Banach H, et I'on parle
de variété modelée sur H, ou variété banachique lorsque H est sous-entendu. Par exemple, si
H est un espace vectoriel réel de dimension n muni d’une norme quelconque (elles sont toutes
équivalentes), alors en composant un atlas de cartes (maximal) & valeurs dans H par n'importe
quel isomorphisme linéaire de H sur R™, on obtient un atlas de cartes (maximal) a valeurs
dans R™. Le choix de I'isomorphisme linéaire est indifférent, car tout automorphisme linéaire
de R™ est analytique réel. Donc une variété de classe CF modelée sur un espace vectoriel réel
de dimension n est naturellement muni d’une structure de variété de classe C* de dimension n,
et nous nous autoriserons parfois a définir des atlas de cartes a valeurs dans d’autres espaces
vectoriels réels de dimension n que R™.

Lorsque k = w, on peut remplacer R" par C" (ou par n’importe quel espace vectoriel
complexe de dimension n, car tout automorphisme linéaire de C™ est analytique complexe), et
demander que les changements de cartes soient analytiques complexes. On parle alors de variété
analytique compleze (ou variété holomorphe) de dimension complexe n. Une variété analytique
complexe M de dimension complexe n admet, aprés oubli de son atlas de cartes holomorphes
maximal A, une structure de variété analytique réelle (dite obtenue par appauvrisement de
structure et encore notée M) de dimension réelle 2n, en la munissant de Patlas de cartes C¥
maximal contenant A.

Soit K un corps local (c’est-a-dire une extension finie du corps Q, des nombres p-adiques,
ou le corps F,((X)) des séries formelles de Laurent en une indéterminée sur le corps fini F, a ¢
éléments, munis de leur valeur absolue, voir [Serl]). Lorsque k = w, on peut remplacer R™ par
K™ dans la définition ci-dessus, en demandant que les changements de cartes soient analytiques
sur K. On parle alors de variété analytique rigide, voir [Sch, Rob, FP] pour plus d’informations.

Une variété différentielle, si 'on oublie qu’elle est munie d’un atlas maximal, est en particu-
lier une variété topologique. On peut remplacer « séparé a base dénombrable » par « métrisable
séparable », ou « dénombrable a I'infini », ou « paracompact séparable » dans la définition de
variété différentielle, par la proposition 1.2 et I’alinéa suivant l'exercice E.2.

Tout atlas de cartes C¥ d’un espace topologique est aussi un atlas de cartes C¥ pour &' < k.
Si M est une variété différentielle C*, d’atlas maximal A, alors 'espace topologique M peut
étre, et sera, muni d’une structure de variété différentielle C* (dite obtenue par appauvrissement
de structure, et notée par abus de la méme maniére), en munissant M de l'atlas maximal de
cartes C* contenant A.



e Fléches.

Soient k& € N et M, M’ deux variétés C* (par exemple obtenues par appauvrissement des
structures de deux variétés M, M’ de classe C¥'| C¥" avec k', k" > k) et f : M — M’ une
application.

Soient (U, ¢) et (U’, ') des cartes de M et M’ respectivement ; application

PofoplipUNfTHU)) = ¢ (U)

s’appelle Uapplication f lue dans les cartes (U, @) et (U, ¢').

L’application f est dite de classe C* en un point 2 de M sl existe des cartes (U, ¢) et
(U',¢") de M et M'" en z et f(z) respectivement, telles que f(U) C U’ et que I'application f
lue dans les cartes (U, ) et (U, ') soit de classe C* en o().

Par le théoréme de composition des applications différentiables, ’application f est de classe
C* en un point  de M si et seulement si elle est continue en @ et si pour toutes les cartes (U, ¢)
et (U, ¢') de M et M’ en x et f(zx) respectivement, Papplication f lue dans ces cartes est de
classe C* en ().

Notons que si k& > 0, le rang (voir Pappendice A.3) de lapplication lue dans des cartes en
I'image de x ne dépend pas de ces cartes, et sera donc appelé le rang de f en x.

On dit qu'une application f : M — M’ est de classe C¥ si elle est de classe C* en tout point
de M. Une application de classe C* est en particulier continue. On note C¥(A1, M’) I’ensemble
des applications de classe C* de M dans M’. Si 0 < k" < k, alors C*(M, M") ¢ C¥' (M, M)

Le théoréme de composition des applications différentiables s’étend aux variétés différen-
tielles : si M, M’, M" sont trois variétés C*, et si f : M — M’ et g : M' — M" sont des
applications de classe CF en et en f(x) respectivement, alors g o f : M — M" est de classe
Cken x;doncsi f: M — M, g: M — M" sont des applications de classe C*, alors
gof: M — M" est de classe C*. Ceci découle immédiatement du cas des ouverts des espaces
R™ en considérant des applications lues dans des cartes.

Pour K = R ou K = C (munis de leur structure de variété C* évidente, voir paragraphe
1.4.1), I'ensemble C*(M, K) est une sous-algébre de la K-algébre de toutes les applications de
M dans K (munie des opérations d’addition et de multiplications points par points).

La collection des variétés C*| la collection des ensembles d’applications CF entre deux varié-
tés CF, les applications identités des variétés CF et la composition des applications C* forment
donc une catégorie (voir 'appendice A.6).

Soit f : M — M’ une application de classe C*. Nous renvoyons a I’appendice A.3 pour des
rappels de terminologie du calcul différentiel.

On dit que f est un C*-difféomorphisme (ou difféomorphisme tout court lorsque k est sous-
entendu — dans les exercices et en pratique, k = oo est souvent sous-entendu-) si f est bijective
et si son inverse est aussi de classe C*. Remarquons que f est de classe C° si et seulement si elle
est continue, et que f est un C°-difféomorphisme si et seulement si f est un homéomorphisme.
Deux variétés différentielles de classe C* sont dites C*-difféomorphes (ou isomorphes lorsque k
est sous-entendu) s'il existe un C*-difféomorphisme de I'une dans 'autre.

Six € M, on dit que f est une immersion en x si k > 0 et §'il existe des cartes locales en
x et en f(x) telles que lapplication f lue dans ces cartes soit une immersion en l'image de .
Ceci ne dépend pas des cartes locales choisies en et f(x). On dit que f est une immersion si
f est une immersion en tout point de M. On définit de méme une submersion en un point, une
submersion, une application de rang constant au voisinage d’un point, et une application de rang
constant (aussi appelée subimmersion). Remarquons que la composée de deux immersions est
une immersion, que la composée de deux submersions est une submersion, mais que la composée
de deux applications de rang constant n’est pas forcément de rang constant.

Les définitions précédentes s’étendent aussi au cas ou M et M’ sont des variétés analytiques
complexes. En particulier, une application continue f : M — M’ est dite analytique compleze
ou holomorphe si les applications lues dans les cartes le sont.

Les corollaires A.5, A.6 et A.7 de Pappendice, donnant des formes normales locales des
immersions, submersions et applications de rang constant, sont des résultats locaux, donc on
obtient immédiatement leur extension pour les variétés :

Théoréme 1.8 Soient M, N deux variétés de classe CF de dimensions p, q, soit x un point de
M et f: M — N une application de classe CF.

(Forme normale locale des immersions) Si f est une immersion en x, alors pour toute
carte locale ¢ en x telle que p(x) = 0, il existe une carte locale b en f(z) avec Y(f(x)) =0
telle que, au voisinage de 0, on ait

pofop ™ (x1,...,1) = (x1,...,2,0,...,0).

(Forme normale locale des submersions) Si f est une submersion en x, alors pour toute
carte locale ¥ en f(z) telle que (f(x)) = 0, il existe une carte locale ¢ en x avec p(x) =0,
telle que, au voisinage de 0, on ait

Yo fop ™ (z1,...,x) = (T1,...,2,) .
(Forme normale locale des applications de rang constant) Si f est une application

de rang constant r < min{p, ¢} sur un voisinage de x, alors il existe une carte locale ¢ en f(x)
avec Y(f(x)) = 0 et une carte locale p en x avec p(x) = 0, telles que, au voisinage de 0, on ait

Yo fop ™ (x1,...,2,) = (v1,...,2,,0,...,0). O

Comme tout recouvrement ouvert d’une variété différentielle admet un recouvrement plus fin
formé de domaines de cartes, et par une démonstration analogue, la proposition 1.3 d’existence
de partition de I'unité s’étend pour donner des partitions de I'unités de classe C* (c’est-a-dire
dont chaque application est de classe C*), pour k dans N U {co}. Attention ce résultat n’est
pas valable en analytique réel (ni complexe), le lemme clef 1.4 n’étant plus verifié.



Proposition 1.9 Soient k dans NU {co}, et M une variété de classe Ck. Tout recouvrement
ouvert de M admet une partition de l'unité de classe C* qui lui est subordonnée. Si de plus M
est compacte, alors tout recouvrement ouvert admet un sous-recouvrement fini et une partition
de l'unité finie de classe C* qui est subordonnée a ce sous-recouvrement. O

e Le point de vue des faisceaux

Le point de vue des faisceaux, ou point de vue fonctionnel, défend I'idée que bien comprendre
un objet, c’est bien comprendre les fonctions qui sont définies sur cet objet. Ainsi Platon dans
sa caverne aurait-il pu penser a faire varier les sources d’éclairages pour étudier un objet par
ses ombres projetées.

Soit X un espace topologique. Un faisceau d’espaces vectoriels de fonctions réelles sur X
(ou par abus faisceau dans ce qui suit) est la donnée, notée F, pour tout ouvert U de X d’'un
sous-espace vectoriel F(U) de l'espace vectoriel RU des fonctions réelles sur U, telle que

(1) pour tous les ouverts U C V/, I'application de restriction ¢ — ¢ de RY dans RY envoie
F(V) dans F(U),

(2) pour toute famille d’ouverts (U;)ier de X de réunion U = (J;c; Us, si (fi)ier € [1ie; F(Us)
vérifie la condition de compatibilité

Vijel, fiveu, = fijvoo, »

alors I'unique f dans RY tel que fiv, = fi appartient a F(U).

La premiére condition s’appelle la stabilité par restriction. La seconde condition s’appelle la
condition de localité. Elle est présente pour donner du sens au fait que les fonctions qui vont
nous intéresser sont celles dont la définition est « locale ». Par exemple, si, pour tout ouvert
U, on note C& (U) = C°(U, R) I'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur U, alors C%
est un faisceau. Si X est une variété différentielle de classe CF, si C% (U) est D'espace vectoriel
des applications réelles de classe C*, de U (muni de sa structure de variété C* évidente, voir
le paragraphe 1.4.2) dans R, pour tout ouvert U de X, alors C% est un faisceau. Si X est une
variété holomorphe, si Cx (U) est espace vectoriel des applications holomorphes de U dans C,
alors Cy est un faisceau d’espaces vectoriels de fonctions complexes (pour la définition évidente
analogue au cas réel).

C’est parce que le fait d’étre continu ou d’étre de classe C* est une propriété locale que ces
exemples sont bien des faisceaux. Par contre, si X = R et si A est la mesure de Lebesgue sur
R, alors U — LY(U, Ajr) West pas un faisceau d’espaces vectoriels de fonctions réelles sur X,
car l'intégrabilité n’est pas une notion locale. Nous renvoyons par exemple a [Godel| pour une
étude plus approfondie des faisceaux.

Soient F, F’" deux faisceaux sur des espaces topologiques X, X'. Un isomorphisme de F
sur F' est un homéomorphisme % : X — X’ tel que, pour tout ouvert U de X', 'application
f + f o1 soit un isomorphisme d’espaces vectoriels de F'(U) sur F(y»~1(U)). Si ¢ est un
isomorphisme de F sur F’, alors ¢! est un isomorphisme de F’ sur F. Les faiscecaux F et F’
sont dits zsomorphes s’il existe un isomorphisme de I'un dans I'autre.

Si Q est un ouvert de X, et si F est un faisceau, alors en posant Fio(U) = F(U) pour tout
ouvert U de €, on obtient un faisceau F|o d’espaces vectoriels de fonctions réelles sur €2.

Par exemple, si M est une variété différentielle de classe C* et de dimension n, et (U, @) une
carte de M, alors ¢ est un isomorphisme de CIIC\'I‘U dans C]]f@"l o) Adnsi, (M, Ck,) est localement
isomorphe (en un sens évident que nous n’expliciterons pas ici) a (R", Ck,.).

Remarque 1.10 Soient M, N deux variétés différentielles de classe CF, et f : M — N une
application continue. Alors f est de classe C* si et seulement si, pour tout ouvert U de N et
pour tout o dans CX,(U), application f*oc = o o f appartient a Ck,(f~1(U)).

En effet, le sens direct découle de la composition des applications C*. Le sens réciproque
découle, en prenant des cartes locales, du fait qu'une application d’un ouvert de R? dans R?
est CF si ses composantes le sont.

Ainsi, les C*-difféomorphismes de M vers N sont exactement les isomorphismes de (M, C%,)
sur (N, Ck), et deux variétés CF sont CF-difféomorphes si et seulement si leurs faisceaux de
fonctions C* sont isomorphes. En particulier, si M est de dimension n, alors les cartes C* de
M sont exactement les isomorphismes entre des couples (U, C’X/I‘U) et (V,CE) pour U un ouvert
de M et V un ouvert de R™.

Remarque 1.11 Si X est un espace topologique séparé a base dénombrable et si F est un
faisceau sur X tel que (X, F) soit localement isomorphe a (R™, CK..), alors il existe une unique
structure de variété C* sur X telle que F = C%.

En effet, Pensemble des couples (U, ¢), avec U un ouvert de X et ¢ un isomorphisme de
(U, Fly) sur (V, Cﬁn‘v) pour V un certain ouvert de R”, forme un atlas de cartes C* sur X, et

la structure de variété C* sur X définie par cet atlas convient.

On peut donc définir une variété CF de dimension n comme un espace topologique X séparé
a base dénombrable muni d’un faisceau JF tel que (X, F) soit localement isomorphe & (R™, CE,).

Par exemple, si N est une partie localement fermée d'une variété M de classe C*, alors on
peut définir un faisceau Fy sur l'espace topologique N, oil, pour tout ouvert 2 de N, I'espace
vectoriel F(§2) est I'espace des applications de 2 dans R, qui sont localement sur N restriction
d’une application C* réelle sur un ouvert de M.

Exercice E.6 Avec les notations ci-dessus, et la définition de sous-variété du paragraphe 1.4.2
suivant, montrer que le couple (N, Fy) est une variété C* si et seulement si N est une sous-
variété C* de M. De plus, si ces conditions sont réalisées, montrer que Fy = Ck.

1.4 Exemples de variétés différentielles
1.4.1 Exemples triviaux, contre-exemples et culture

Commengons par donner des exemples d’espaces topologiques qui ne sont pas des (sous)-
variétés différentielles.

La démonstration du fait que chacun des exemples ci-dessous n’est pas une sous-variété
différentielle C! est laissée au lecteur. (Par contre, le dessin de droite est une sous-variété
topologique du plan.)

22 —y2=0 24y —22=0 a=ty=0t



Alors que la préimage d’un point par une submersion est une sous-variété (voir le corol-
laire 1.22), il n’est pas vrai que I'image d’une immersion (méme injective) est une sous-variété.
Chaque dessin ci-dessous représente une sous-variété immergée, c¢’est-a-dire 'image d’une va-
riété par une immersion injective dans une variété (attention a la terminologie, une sous-variété
immergée n’est pas toujours une sous-variété). La démonstration du fait qu’aucune d’entre elles
n’est une sous-variété différentielle C! est laissée au lecteur. Mais notons que la raison pour
laquelle 'exemple de gauche ci-dessous n’est pas une variété est la méme que celle pour laquelle
I’exemple de gauche ci-dessus ne l’est pas, et qu’'une sous-variété différentielle est en particulier

localement fermée (voir la remarque 1.15).
(.
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Passons aux exemples triviaux. Tout espace topologique discret dénombrable M admet une
unique structure de variété C* (qui est de dimension 0) : I'atlas maximal (indépendant de k)
est Uensemble des (uniques) applications des singletons de M a valeurs dans R? = {0}. Dans
ce texte, tout espace topologique discret dénombrable sera muni de cette structure de variété
différentielle.

Tout ouvert U de R™ admet une structure de variété différentielle de classe C*¥, pour 'atlas
C* maximal contenant l'application identité de 'espace topologique U dans l'ouvert U de R™.
Bien siir cet exemple est trivial, mais on peut remplacer R" par n'importe quel espace vectoriel
réel E de dimension n, celui-ci étant (sauf mention contraire) muni dans ce texte de la topologie
définie par n’importe laquelle de ses normes. Ainsi, tout ouvert V' de E admet une structure
naturelle de variété C¥ modelée sur E. La structure de variété C* obtenue sur V' est celle dont
l’atlas est I’atlas maximal contenant la restriction a V' de n’importe quel isomorphisme linéaire
de E dans R"™. De méme, tout ouvert de C", ou de n’importe quel espace vectoriel complexe
de dimension finie, admet une structure de variété analytique complexe. Sauf mention explicite
du contraire, un ouvert dans un tel espace vectoriel sera muni de cette structure de variété
différentielle, dite standard.

Par exemple, les ouverts GL,(R) et GL,,(C) des espaces vectoriels réels de matrices M,,(R)
et M,,(C) respectivement sont des variétés différentielles de classe C¥ (et GL,(C) est aussi une
variété analytique complexe en tant qu’ouvert de I'espace vectoriel complexe M,,(C)).

Soit M un espace topologique séparé et a base dénombrable. Le groupe noté Homeo(M)
des homéomorphismes f de M agit sur I'ensemble des structures de variétés différentielles de
classe C* sur M, en associant & l'atlas de cartes (Ui, ¢;)icr Vatlas (f~1(U;), @5 o flies (qui
vérifie clairement les conditions voulues). Par définition d'un isomorphisme de variété C*, deux
structures de variétés CF sur M sont isomorphes si et seulement si elles sont dans la méme
orbite de Homeo(M) pour cette action. En terme de faisceaux, c’est un cas particulier du fait
que le groupe des homéomorphismes d’un espace topologique, qui agit de maniére évidente sur
la collection des faisceaux d’espaces vectoriels de fonctions réelles sur X, préserve les faisceaux
localement isomorphes au faisceau (R™, CE..).

Une orbite de cette action de Homeo(M) est souvent non dénombrable. Par exemple, consi-
dérons la variété différentielle C* standard R. L’homéomorphisme ¢ — 3 de R envoie la struc-
ture usuelle sur une structure différentielle C! différente sur R. Une variation sur cet exemple
montre qu’il existe un ensemble non dénombrable de structures (deux a deux distinctes) de
variété analytique réelle sur R. Par contre pour tout k € NU {co, w}, le groupe Homeo(R) agit
transitivement sur l'ensemble des structures de variété différentielle C* sur R (voir I'exercice
E.7 et le théoréme 1.12 suivants).

Exercice E.7 Montrer qu’il n’existe, a difféomorphisme analytique réel prés, qu’une et une
seule structure analytique réelle sur une variété topologique de dimension 1.

Enfin, concluons ce paragraphe en donnant quelques résultats de culture générale, dont nous
n’aurons pas besoin dans ce cours, mais qu’il est utile de connaitre pour éviter les piéges.

Le premier résultat, pour lequel nous renvoyons a [Iir, Chap. 2|, dit que le probléme de
classification des variétés C! ou analytiques réelles est le méme.

Théoréme 1.12 (Voir par exemple [HHir]) Soient k < k' dans (N—{0})U{oo,w}. Toute variété
de classe C* est Ck-difféomorphe & une variété de classe C¥'. Si deux variétés de classe C¥ sont
Ck-difféomorphes, alors elles sont C’“'—dijj’éomorphes. O

Ceci justifie a priori que nous nous intéressions dans ce cours surtout aux variétés lisses.
Mais cela ne veut pas dire que la notion d’application C* avec k < co n’a pas d’intérét ! Certains
problémes de systémes dynamiques, par exemple concernant l'itération d’applications C*, ou
de feuilletages C* (au sens du paragraphe 3.8), ont des comportements trés différents suivant
leur degré k de différentiabilité (voir par exemple [Arn, page 105] [KXH]). La démonstration
du théoréme 1.12 est trés différente suivant que l'on regarde le cas analytique réel ou pas. En
particulier elle est beaucoup plus difficile si &' = w, par I'absence de partitions de I'unité en
analytique réel.

Comme le montre le résultat ci-dessous, en petite dimension (voir par exemple [Moi]), il n’y
a pas de différence entre la classification des variétés topologiques et celle des variétés lisses.

Mais le tore (c’est-a-dire I'espace topologique produit Sy x S; de deux copies du cercle), qui
n’admet a isomorphisme prés qu'une seule structure de variété analytique réelle de dimension
(réelle) 2, posséde une infinité non dénombrable de structures de variété analytique complexe
de dimension (complexe) 1 deux a deux non isomorphes, voir par exemple [Rey] : par exemple
les variétés analytiques complexes quotients (au sens de la partie 1.4.2) C/Z[r] et C/Z[7'] pour
Im 7,Im 7" > 0 sont isomorphes si et seulement si 7 = 7" pour v € SLy(Z), ou SLy(Z) agit par

homographies
( a b ) az+0b
V2 —_—
c d)’ cz+d

Théoréme 1.13 (Voir par exemple [Moif) Toute variété topologique de dimension 2 ou 3 admet
une structure de variété analytique réelle. Deux variétés analytiques réelles de dimension 2 ou
3, qui sont homéomorphes, sont C¥-difféomorphes. O

sur le demi-plan supérieur de C.

Par contre, il existe des variétés topologiques qui n’admettent pas de structure de variété
C! (voir par exemple [Kerv]). Il existe aussi de nombreuses variétés topologiques qui admettent
des structures C* (donc des structures analytiques réelles) non isomorphes.



Par exemple, voici pour n < 18 le nombre k(n) de classes d’isomorphisme de structures
différentiables C! (donc de classes d’isomorphisme de structures analytiques réelles) sur I'espace
topologique S, (la sphére unité de R™™1), voir [KeM] :

n |<6]7[8|9[10] 11 [12]13][14] 15 |16[17]18
k(n) | 1 [28]2]9]6 [992] 1 ]3] 2[16256] 2 [16]16

Deés la dimension 4, la classification des variétés topologiques et celle des variétés lisses
different. Voir par exemple [Fre] et [Gomn|, cette derniére référence construisant des structures
différentielles sur R* non isomorphes a la structure différentielle standard de R?.

En dimension 1, une classification des variétés topologiques (4 homéomorphisme pres) est
un exercice (voir exercice E.1).

En dimension 2, une classification des surfaces topologiques (& homéomorphisme prés) est
bien connue (voir par exemple |Gra| [Hir, Chap. 9] [Moi] et surtout [Rey] pour le cas compact,
et [[Kere, Ric| pour le cas général). Nous donnons ci-dessous la classification (topologique, donc
différentiable d’aprés le théoréme 1.13) des surfaces compactes connexes, aprés une définition.

Soient M, M’ deux variétés topologiques connexes de dimension n > 1. Notons B la boule
unité ouverte de R", et B% la boule ouverte concentrique de rayon moitié, de bord S L Soient
p:B— M,¢ : B— M deux homéomorphismes sur leur image, et f : @(S%) — <p’(S%) la
restriction de ¢’ 0 !, On appelle somme connexe de M et M’ I’espace topologique obtenu par
recollement de M — ¢(B1) et de M’ — p(B%) par f (voir I'appendice A.1 pour une définition) :

2

) 1ty (M= g(B))

11 est facile de voir que M# M’ est une variété topologique de dimension n. On montre qu’a
homéomorphisme prés, elle ne dépend pas du choix de ¢, ¢’, et que la somme connexe de M
avec la sphére S, est homéomorphe a M. Donc sur I'ensemble des classes d’homéomorphisme
de variétés topologiques de dimension n, la somme connexe induit une opération associative et
commutative, admettant la classe de la sphére S, comme élément neutre. Par convention, la
somme connexe de k copies de M est M si k =1, et S, si k = 0. Nous renvoyons au paragraphe
1.4.3 pour la définition du tore T? et du plan projectif réel Py(R), et leurs représentations
graphiques.

M#M' = (M — (B

1
2

Théoréme 1.14 (Voir par exemple [Rey]) Toute surface topologique compacte connexe est ho-
méomorphe o la somme connexe de g > 0 copies du tore T? ou a la somme connexe de g > 1
copies du plan projectif réel Po(R), et deux telles surfaces ne sont pas homéomorphes. O

T? T2#T? T2H#T24 ... #T?
sphere tore surface orientable de genre g

Py (R) Ky = Py(R)#P,(R) Po(R)#Pa(R)# . . . #P5(R)

plan projectif bouteille de Klein surface non orientable de genre g

En dimension 3, une classification des variétés topologiques (& homéomorphisme prés) est
toujours ouverte. Nous renvoyons a Pexcellent article de survol de J. Milnor [Mil2] pour un état
de P'art concernant cette classification, des travaux de Poincaré a ceux de Perelman, en passant
par les résultats de Thurston. Nous renvoyons par exemple a [[XIL, BBBMP 10, MorTial4] pour
des démonstrations de la conjecture de géométrisation de Thurston permettant de décrire les
variétés topologiques compactes de dimension 3.

1.4.2 Exemples familiaux

Nous donnons dans ce paragraphe quelques grandes méthodes pour construire des variétés
différentielles, qui produisent souvent des familles intéressantes de tels objets. Nous étudierons
les grandes classes ensemblistes des sous-ensembles, images directes, images réciproques, somme,
produit, quotient.

e Sous-variétés. Soient k < k' dans N U {co,w}, p dans N et M une vari¢té C*'. Une
partie N de M est une sous-variété C* de dimension p de M si pour tout x dans N et pour
toute carte locale (U, ¢) de classe C* de M en z, le sous-espace ¢(U N N) est une sous-variété
(au sens du paragraphe 1.2) de classe C* et de dimension p de p(U) au voisinage de ¢(x). 11
suffit en fait de demander 'existence d’au moins une telle carte locale. Si M est de dimension
n, on dit alors que la sous-variété N est de codimension n — p.

Par exemple, les ouverts d’une variété sont des sous-variétés, et les sous-variétés de R™ (au
sens du paragraphe 1.2) sont des sous-variétés de la variete R™.

Exercice E.8 Quelles sont les sous-variétés de dimension n de R™ ¢

Remarque 1.15 Une sous-variété N d’une variété M est localement fermée dans M (c’est-
a-dire tout point de N admet un voisinage U dans M tel que N N U soit fermé dans U, voir
Uappendice A.1 et Uexercice E.49).

En effet, R? x {0} est (localement) fermé dans R", et la propriété est invariante par homéo-
morphismes (locaux), donc cette remarque est immédiate avec la définition par redressement
des sous-variétés (si k > 0, c’est encore plus évident en utilisant la définition par fonctions im-
plicites.) Par contre, une sous-variété n’est en général pas fermée (penser a un intervalle ouvert
borné non vide dans R).

Les couples (U NN, ¢uny), avec U un ouvert de M et ¢ une carte de classe CF de M telle
que p(UNN) soit contenu dans R? x {0}, forment alors (par le théoréme 1.5) un atlas de cartes
C* de N a valeurs dans R? (aprés identification évidente de R? et de R? x {0}). Notons qu’un
sous-espace topologique d’un espace topologique séparé et a base dénombrable I'est encore. Si
k> 0,51 M =R" et si {(Uy,Pa)}aca est ensemble des paramétrages locaux C* de N, alors
((0a(Ua), 31))aca est un atlas de cartes sur N, qui est CF-compatible au précédent, donc
définit la méme structure de variété CF sur N.

Nous munirons toujours une sous-variété C* de cette structure de variété différentielle de
classe C*, dite standard. Cette structure de variété différentielle de classe C* est uniquement
caractérisée par la propriété universelle suivante (voir aussi I'exercice E.0).

Proposition 1.16 Soient k dans N U {co,w}, M une variété Ck, N une sous-variété C* de
M eti: N — M Uinclusion. Alors i est une immersion injective de classe C*, et la structure
de variété différentielle C* sur N ci-dessus est l'unique structure de variété différentielle sur N
vérifiant la propriélé suivante :



pour toute variété P de classe CF, une application f : P — N est de classe C* si et seulement
siiof: P — M lest.

Démonstration. Pour toute telle structure de variété différentielle sur N, cette propriété
universelle, appliquée & I'application identité de N dans N, implique que i est C*. L unicité se
montre, comme souvent pour les propriétés universelles, en considérant I’application identité de
N dans N, et en munissant la source d’une telle structure et le but d’une autre telle structure,
la propriété universelle disant qu’elle est de classe C¥ car i : N — M Dest, et donc par symétrie,
un Ck-diffeomorphisme, donc les structures coincident.

Le fait que la structure construite vérifie cette propriété universelle, ainsi que le fait que ¢
soit une immersion, est évident, en prenant des cartes locales. O

Exercice E.9 Montrer que si N est une sous-variété C* de M, si P est une variété C*, et si
f: N — P est la restriction d’une application C* d’un voisinage ouvert de N dans M, alors f
est CF.

Il est immédiat que toute sous-variété d’'une sous-variété de M est une sous-variété de M.
Comme cas particulier du fait que toute sous-variété C* d’une variété C* est une variété C*,
toute sous-variété CF d'un espace R" est une variété différentielle de classe C*. En fait, la
réciproque de ce résultat est vraie, voir ci-dessous aprés quelques définitions.

e Plongements. Soient k dans NU{oo,w} et M, N deux variétés C*. Une application f de
M dans N est un C*-plongement (ou plongement tout court quand le degré de différentiabilité
est sous-entendu) si
e f: M — f(M) est un homéomorphisme (ou f(M) est muni de la topologie induite) et,
e lorsque k > 0, Papplication f est une immersion CF.

Attention, il y a bien deux conditions dans cette définition, et les exemples 1.4.1 montrent
qu’'une immersion injective n’est en général pas un plongement, la demande que f soit un
homéomorphisme sur son image est cruciale. Attention, I'image d’un plongement n’est pas
toujours fermée. Par exemple, 'application d’inclusion d’un intervalle ouvert borné non vide
dans R est un plongement d’image non fermée.

Nous renvoyons a appendice A.1 pour la définition d’une application propre et ses proprié-
tés, dont le résultat suivant découle immédiatement.

Proposition 1.17 Soient M et N deux variétés de classe C*. Toute immersion C* (application
continue si k = 0) injective et propre de M dans N est un homéomorphisme sur son image,
donc un C*-plongement, d’image fermée. En particulier, si M est compacte, toute immersion
CF (application continue si k = 0) injective de M dans N est un C*-plongement. O

La proposition suivante dit en particulier que I'image d'une variété par un plongement C*
avec k > 0 est une sous-variété, donc une variété.

Proposition 1.18 Soient M, N deux variétés C*, avec k > 1. Une application f de M dans
N est un CF-plongement si et seulement si

(1) f(M) est une sous-variété C* de N, et
(2) f: M — f(M) est un C*-difféomorphisme.

Démonstration. Comme I'injection dune sous-variété C* de N dans N est une immersion
CF, il est immédiat que si ces deux conditions sont vérifiées, alors f est un C*-plongement.
Réciproquement, soit f : M — N un CF-plongement.

Comme f est un homéomorphisme sur son image, il suffit de vérifier que f(M) est une sous-
variété C* de N, et que, pour tout point x de M, I'application f est un CF-difféomorphisme
d’un voisinage ouvert de = dans M sur un voisinage ouvert de f(z) dans f(M). Mais ces deux
propriétés sont des propriétés locales, et il suffit donc de les vérifier au voisinage de tout point
f(z) et z respectivement. Soient U un voisinage ouvert de x dans M, et V un voisinage ouvert
de f(z) dans N, qui sont des domaines de cartes. Comme f est un homéomorphisme sur son
image, on peut supposer que f(U) C f(M)NV. En remplagant f par une application lue dans
les cartes, on se rameéne au cas ou M, N sont des ouverts de R™, R" respectivement. Le résultat
découle alors du théoréme 1.5 (qui nécessite k > 1). O

Comme le montre le neud sauvage suivant, image d’'un plongement topologique du cercle Sy
dans R?, I'image d’une variété topologique par un plongement topologique n’est pas toujours
une sous-variété.

®\_/®m_m ,,,,, .L@J@L/C//)

Comme énoncé dans la remarque (1) ci-dessous, toute variété différentielle est difféomorphe a
une sous-variété d’un espace R"™. Mais ce résultat ne justifie pas de n’étudier que les sous-variétés
de R™. En effet, de nombreux objets mathématiques ont une structure différentielle « naturelle »
qui n’est pas une structure de sous-variété « naturelle », voir par exemple ci-dessous les espaces
projectifs et les variétés grassmanniennes, ainsi que les objets construits par quotients comme
dans le paragraphe ci-dessous intitulé Revétements. En pratique en mathématiques, il y a
plus d’objets qui sont construits par quotients d’objets que par sous-objets.

Dans ces notes, nous ne démontrerons que le résultat suivant.

Théoréme 1.19 Pour tout k dans NU{oco} et toute variété compacte M de classe C*, il existe
m dans N et un C*-plongement de M dans R™.

Démonstration. Soit n la dimension de M. Par compacité, M admet un atlas de cartes
fini (U;, ¢i)1<i<p- Par la proposition 1.9 et sa démonstration, il existe une partition de I'unité
(fi)1<j<q de classe C*, avec f; constante non nulle sur un ouvert Vj, et de support contenu
dans U;;, de sorte que (Vj)1<j<q recouvre M. L’application fji;, prolongée par 0 en dehors
de U;,, est de classe C*. L’application v = (fi1:,, ..., fo@i, f1,- -+, [) de M dans RM+D egt
une immersion C* (car tout point z appartient a 'un des ouvert Vj sur lequel f; est constant
et ¢;; est une immersion). Elle est injective (car si i(x) = ¥(y), et si © € V; C U, alors
fiy) = fi(z) >0, donc y € Uy, et ;; étant injective sur U;;, on a donc = y). Donc ¢ est un
Ck-plongement par la proposition 1.17. O

Encore une fois, I'utilisation de partitions de I'unité empéche la démonstration de marcher

pour le cas analytique réel. Voici quelques remarques de nature culturelle, pour laquelle nous
renvoyons aux livres de [Hir, Adal.



Remarque. (1) Pour tout & dans NU{oo,w}, un résultat de Whitney [Whi| montre que toute
variété C* de dimension n > 0 admet un C*-plongement dans R>", et que toute variété C* de
dimension n > 1 admet une immersion C* dans R**~!. Comme tout sous-espace d'un espace
séparé et a base dénombrable I'est aussi, la condition imposée aux variétés différentielles d’étre
séparées et a base dénombrable est donc nécessaire pour la validité du théoréme de Whitney.

(2) Ce résultat de Whitney est optimal, car le plan projectif réel Po(R) (qui est de dimension
2, voir ci-dessous) ne se plonge pas dans R? (et Uespace projectif Py,(R) ne se plonge pas dans
R21 pour n > 1), voir par exemple [ITir, page 108]. De plus, comme il est facile & montrer, la
sphére S, n’admet pas d’immersion C! dans R?.

e Images réciproques. Fixons un élément &k dans (N — {0}) U {oo,w}, deux variétés M
et N de classe C* et de dimension m et n respectivement, et une application f : M — N de
classe CF.

Proposition 1.20 Soit y € f(M). Si f est de rang constant r sur un voisinage de f~'(y),
alors f~(y) est une sous-variété C* de M, de dimension m —r, qui est fermée.

Démonstration. Comme le fait d’étre une sous-variété est un probléme local, par le théoréme
1.8 de forme normale des applications de rang constant, en prenant des cartes locales, on se
rameéne au cas ou M et N sont des ouverts de R™, R" respectivement contenant 0, ou f(0) =0
et y = 0 et ol f est une restriction de application linéaire (21, ..., 2m,) = (21,...,2,,0,...,0).
Le résultat en découle. O

Un point & de M est un point critique de f si f n’est pas une submersion en x. Un point y
de N est une valeur critique s'il existe un point critique z tel que f(z) = y. Un point de N qui
n’est pas une valeur critique est une valeur réguliere. (Attention, une valeur réguliére n’est pas
forcément une valeur, en fait tout point de N n’appartenant pas a I'image de [ est une valeur
réguliere!)

Soit M une variété de classe C' et de dimension n. Une partiec A de M est dite de mesure
nulle si pour toute carte locale (U, ) de M, la partie ¢(ANU) de R™ est de mesure nulle pour la
mesure de Lebesgue de R™. Tout C!-difféomorphisme entre ouverts de R™ préserve les ensembles
de mesure nulle, par le théoreme de changement de variable pour la mesure de Lebesgue. Donc
une partie A de M est de mesure nulle si et seulement si pour tout x dans A, il existe une carte
locale (U, ¢) de M en x telle que la partie p(ANU) de R™ soit de mesure nulle pour la mesure
de Lebesgue de R™.

Notons qu’une sous-variété de classe au moins C' et de codimension au moins 1 d’une variété
M est de mesure nulle dans M, par redressement.

L’abondance des valeurs réguliéres vient du résultat suivant, dont nous n’aurons pas besoin
dans ces notes sous cette forme générale, mais que nous énongons pour la culture générale (voir
par exemple [Hir, page 69|, ainsi que le trés joli petit livre [Mil]).

Théoréme 1.21 (Théoréme de Sard) Soient M et N deux variétés de dimensions m et n,
et f+ M — N une application de classe C*. Si k > max{0,m—n}, alors U'ensemble des valeurs
critiques de f est de mesure nulle, et en particulier [’ensemble des valeurs réguliéres est dense.

d

Les valeurs régulieres permettent de construire des sous-variétés par image réciproque,
comme indiqué dans le résultat suivant.

Porisme 1.22 iy est une valeur régulicre de f et siy € f(M), alors f~'(y) est une sous-
variété C* de M, de dimension m — n. En particulier, si f : M — N est une submersion C*,
alors f~(y) est une sous-variété C¥ de M pour tout y dans N.

Démonstration. Comme 'ensemble des points de M en lesquels f est une submersion est
un ouvert, et qu'une submersion a valeurs dans N est une application de rang constant n, le
résultat découle de la proposition 1.20. O

Une telle sous-variété f~!(y) est appelée une surface de niveau régulicre (ou ligne de niveau
réguliere si m —n = 1). Plus généralement, on a le résultat suivant.

Proposition 1.23 Si f : M — N est une sub-
mersion C¥, si S est une sous-variété C* de N de
dimension p, alors f~X(S) est une sous-variété C*
de M, de dimension m — n + p.

M
Démonstration. Soit z dans f~1(5) et y = f(z). ; .

Soit U un voisinage ouvert de y et g : U — R*P $ f
une submersion C* telle que SNU = g~ (g(y))

Alors g o f est une submersion en z, et siz = N E
go f(z), alors f~H(S) N fH(U) = (go f)'(2), ce
qui montre le résultat. O

e Sommes disjointes. Soient (M,)aeca une famille au plus dénombrable de variétés dif-
férentielles de classe C* et de dimension n, et (Uais Pai)icr, un atlas de cartes de M, pour
tout a. Notons X l'espace topologique somme disjointe des M, (voir 'appendice A.1), qui est
séparé et a4 base dénombrable. Identifions M, avec son image dans X. Alors il est facile de
vérifier que (Uni, Pa,i)aca,icl, est un atlas de cartes C* sur X, donc définit une structure de
variété différentielle de classe C* et de dimension n sur X. Sauf mention explicite du contraire,
une somme disjointe de variétés sera toujours munie de cette structure, dite de variété somme
disjointe.

Il est immédiat de voir que cette structure sur X est I'unique structure de variété C* telle
que pour toute variété P de classe CF, une application de X dans P est de classe C* si et
seulement si sa restriction a chaque M, est C*. En particulier, les inclusions canoniques des
M, dans X sont des C*-plongements.

e Produits. Si M, N sont deux variétés différentielles de classe C*, et si (U, ©;)icr,
(V},1;)jes sont deux choix d’atlas définissant leur structure différentielle, posons ¢;; : U; x V; —
©:(U;) x;(V;) lapplication définie par (z,y) — (¢;(x), ¥;(y)). Alors il est immeédiat de vérifier
que (U; x Vi, ¢3)j)erxs est un atlas de cartes CF sur I'espace topologique produit M x N,
dont la classe d’équivalence ne dépend pas des choix. Un produit de deux espaces topologiques
séparés et a base dénombrable I'est encore. Sauf mention explicite du contraire, le produit de
deux variétés sera toujours muni de cette structure de variété, dite de variété produit.

Remarquons que si M et N sont de dimension m et n respectivement, alors la dimension de
la variété produit M x N est m + n. Il est immédiat que les projections pr; : M x N — M et
pro: M x N — N sont des submersions surjectives de classe C*. Notons que par I'identification
usuelle d'une fonction & valeurs dans un produit avec le couple de ses deux composantes, on a

CH(M, Ny x Ny) = CH(M, Ny) x C¥(M, Ny)

pour toutes les variétés M, Ny, Ny de classe CF : une application d'une variété a valeurs dans
une variété produit est CF si et seulement si ses composantes le sont.



Exercice E.10 Montrer que la structure de variété produit est l'unique structure de variété C*
sur l’espace topologique produit telle que ceci soit vérifié.

Dans la fin de ce paragraphe, nous montrons comment utiliser les revétements (voir 'appen-
dice A.4) pour construire des variétés différentielles, soit en « tirant en arriére » des structures
de variété différentielle, soit en « passant au quotient » des structures de variété différentielle.

Le bon outil pour transférer des propriétés locales dans les deux sens est celui des morphismes
étales, au sens suivant. Soient M, N deux variétés de classe C*. Une application f: M — N
est un morphisme étale de classe C* (ou un C*-difféomorphisme local) si pour tout = dans M,
il existe un voisinage ouvert U de x dans M et un voisinage ouvert V de f(z) dans N tel que
f: U — V soit un C*-difféomorphisme. Par le théoréme d’inversion locale A.2, si M, N sont de
dimension m, n respectivement, alors une application f : M — N est un C*-difféomorphisme
local si et seulement si f est une immersion CF et m = n. On définit de méme une application
étale holomorphe entre deux variétés holomorphes.

e Homéomorphismes locaux. Les homéomorphismes locaux permettent de « tirer en
arriére » des structures de variété différentielle. Plus précisément, soient X et B deux espaces
topologiques séparés a base dénombrable, et p : X — B un homéomorphisme local. Si B est
muni d’une structure de variété C*, alors X admet une unique structure de variété C* telle que
p soit un C*-difféomorphisme local.

En effet, 'ensemble des couples (V, ¢) tels que V soit un ouvert de X, la partie p(V') soit
un ouvert de B, application pjy : V' — p(V') soit un homéomorphisme et le couple (p(V), ¢)
soit une carte locale de B, forme un atlas de cartes C* sur X. La structure de variété C* définie
par cet atlas sur X convient.

Localement, 'application p induit un isomorphisme entre les faisceaux C% et Ck (cest-a-
dire pour tout point x de X, il existe des ouverts U dans X et V dans B, tels que x € U et p
soit un isomorphisme de C’j}‘ y sur C’g‘v).

e Revétements. Nous renvoyons a lappendice A.2 pour le vocabulaire des actions de
groupes, et a 'appendice A.4 pour les notions de base sur les revétements.

Soient X, B deux variétés C* et f: X — B une application C*. On dit que f est un revéte-
ment C* si pour tout y € B, il existe un voisinage ouvert V de y, un espace discret dénombrable
D non vide et h : V x D — f~4V) un C*-difféomorphisme (pour la structure produit a la
source) tel que le diagramme suivant commute :

VxD L )
R VI
1%

Si X, B sont des variétés analytiques complexes, on définit de méme la notion de revétement
holomorphe en demandant que h soit un difféomorphisme analytique complexe.

Deux revétements C*, f © X — Bet f/ : X’ — B, sont isomorphes s'il existe un C*-
difféeomorphisme ¢ : X — X’ tel que le diagramme suivant commute

X % x

N Ve
B

Une propriété fondamentale des revétements CF est celle de relévement unique d’applica-
tions C*, que nous énongons ci-dessous. Comme un revétement C* est en particulier un CF-
difféeomorphisme local, la proposition suivante est une conséquence immédiate de la proposition
A.10 de I'appendice A.4.

Proposition 1.24 (Théoréme du relévement) Sip : X — B est un revétement CF et Y
est une variété Ck simplement connexe, pour tous x dans X ety dans Y tels que p(x) = f(y),

pour toute application f :Y — B de classe CF, il existe un et un seul relevement f Y — X
de classe C* de f tel que f(y) = x. O

Sip: X — B est un revétement holomorphe, et si f : Y — B est analytique complexe, alors
un théoréme du relévement analogue fournit un relévement f:Y — X analytique complexe.

La construction principale de revétements C* est la suivante. Soit G un groupe discret
agissant, par CF-difféomorphismes, librement et proprement sur une variété différentielle X de
classe CF.

Proposition 1.25 L’espace topologique quotient G\X admet une unique structure de variété
différentielle de classe C*, telle que la projection canonique @ : X — G\X soit un CF-
difféomorphisme local.

Sauf mention explicite du contraire, tout tel quotient G\ X sera muni de cette structure de
variéte CF, dite de wvariété quotient. La projection canonique 7 est alors un revétement CF.

Démonstration. On sait (voir le théoréme A.8 de I'appendice A.4) que 'espace topologique
G\ X est séparé. 11 est immeédiat que G\ X est a base dénombrable, car X lest et la projection
canonique 7 est continue, ouverte (voir la proposition A.1 de 'appendice A.2) et surjective.
Considérons I'ensemble A des couples (7(V), ¢ o (m)~") avec (V,¢) une carte locale de X,
telle que 'application @y : V' — w(V) soit un homéomorphisme, et que gV NV = @, pour tout
g dans G — {e}. Montrons que A est un atlas de cartes C* sur G\ X.

v

b
v ¥ ’

v W\U{

)P ()
¢(U) Q@]Dw/'@) e(V)

En effet, d’'une part, les domaines de cartes recouvrent bien G\ X, par le théoreme A.8 de
l'appendice A.4. D’autre part, si (w(U), 1 o (my)") est un autre tel couple, alors pour tout z
dans V N~ Y(m(U)), il existe un (unique) élément g dans G tel que, pour tout y suffisamment
proche de z, on ait gy = (my) ™" o my (y). L’application de transition entre (7(V), ¢ o (7))
et (w(U),¢ o (my)~") est donc, au voisinage de ¢(z),

W ogoe™ pwrmi@wy) »

qui est de classe CF.
La structure de variété C* définie par cet atlas sur G\ X convient. O

De méme, si un groupe discret G agit proprement et librement par difféomorphismes analy-
tiques complexes sur une variété holomorphe M, alors 'espace topologique quotient G\ M admet



une unique structure de variété holomorphe, telle que la projection canonique m : X — G\M
soit une application étale holomorphe.

Du point de vue des faisceaux, pour tout ouvert U de G\ X, l'espace C’&\ +(U) s’identifie &
lespace des fonctions f dans Ck (771(U)) qui sont invariantes par le groupe G (c’est-a-dire telles
que f(yz) = f(x) pour tout v dans G et = dans X), par I'isomorphisme d’espaces vectoriels
qui, & une application G-invariante de 7~ (U) dans R, associe I’application de U dans R induite
par passage au quotient.

Exemples. (1) En particulier, si G est un groupe fini (discret) agissant librement par CF-
difféomorphismes sur une variété M compacte de classe C*, alors G\ M est une variété quotient
C* compacte.

(2) Le groupe topologique SLy(R) agit continiiment sur le demi-plan supérieur H = {z €
C : Im z > 0}, par homographies
a b az+b
y=7
c d cz+d

Soit SLy(Z) le sous-groupe de SLo(R) des ¢léments & coefficients entiers. Pour tout n € N—{0},

soit F[n]:{(i Z)GSLZ(Z) : (? Z)E<(l) ?)[Hlodn]}

Exercice E.11 Montrer que pour n > 2, le groupe T'[n] agit proprement et librement sur H,
et donc que T[n]\H est une variété quotient analytique réelle. Montrer que ’espace topologique
quotient T\H est homéomorphe a un disque ouvert, mais n’admet pas de structure de variété
C! telle que la projection canonique H — T\H soit un C'-difféomorphisme local.

INE [, ITN\H

Montrer que la variété quotient T[2]\H est C*-difféomorphe a la spheére Sy privée de trois
points. Si [T, T est le sous-groupe dérivé de T (i.e. le sous-groupe engendré par les commutateurs
[a,b] = aba=*b~t d’éléments de T'), montrer que [U',T] agit proprement et librement sur H et
que la variété quotient [U,T)\H est C*-difféomorphe au tore T? privé d’un point.

1.4.3 Exemples cruciaux

e Les sphéres. Soit n dans N. La sphére de dimension n est le sous-espace topologique
compact S, de R"! défini par

Sy ={x=(z0,x1,...,2,) ER"™ 22 ... 422 —1=0}.

Certains ouvrages, voire la plupart, notent S la sphére de dimension n, mais nous préférons la
notation en indice plutot qu’en exposant, pour ne pas confondre avec les produits (que penser
de (SH)™ # S"?). Comme lapplication (xg,...,z,) = a3 + - + 22 — 1 est une submersion
analytique réelle en tout point de S,,, la sphére est une sous-variété analytique réelle de R™1,
de codimension 1 et de dimension n.

Soient N = (1,0,...,0) et S = (—1,0,...,0), appelés respectivement le pole Nord et le pole
Sud de S,,. Notons py : S, —{N} — R" et pg : S, —{S} — R" les applications, appelées projec-
tion stéréographique de pole Nord et Sud respectivement, qui & un point x de la sphere, différent
du péle concerné, associent le point d’intersection, avec U'hyperplan d’équation o = 0 (identifié¢
avec R™), de la droite passant par le pole concerné et z. Il est immédiat géométriquement que
ces applications sont continues, bijectives, et d’inverses continus.

Les projections stéréographiques sont donc des homéomorphismes d’un ouvert de S,, sur
R”. 11 est facile de voir géométriquement (avec les notations de la figure, ||py(z)|| = tana
et [|ps(z)]] = tan(§ — a), donc |[pn(x)|| = 1/||lps(x)]| et 0,ps(x), pn(x) sont alignés) que
I’application de transition est

psopy : R"—{0} — R"—{0}
B

]

2

(qui est l'inversion par rapport a la sphére S,_1), donc est un diffcomorphisme (involutif)
analytique réel. Les ouverts S, — {N} et S, — {S} recouvrent S,,. Donc {(S, — {1}, pi) }icgs.ny
est un atlas de cartes analytique réel sur S,.

Exercice E.12 Vérifier que la structure de variété analytique réelle définie par cet atlas et
celle définie par la structure de sous-variété ci-dessus sont égales.

Soient n € N et p € N— {0}. Le groupe
Uy={reC:»¥=1)}

des racines p-émes de l'unité agit par difféomorphismes analytiques réels sur la sphére de di-
mension impaire So,11 = {(20,..,20) € C" ¢ |22 + ... + 2,2 = 1} par X (20, .., 2) =
(Azo, ..., Az,). Donc Iespace lenticulaire Ly, , = U,\Son+1 (voir 'appendice A.4) est une variété
quotient analytique réelle, et la projection canonique So, 1 — Ly, , est un revétement analytique
réel a p feuillets.

Considérons C = C U {00} le compactifi¢ d’Alexandrov de C (qui est C U {oo} muni de
I'unique topologie dont une base d’ouverts est 'ensemble formé des U pour U ouvert de C et
des °K U {oo} pour K compact de C, voir lexercice E.48 de I'appendice A.1). Considérons



les homéomorphismes ¢; = id : Uy = C — Cet ¢ : Uy = (C — {0}) U {oo} — C défini
par pa(z) = 1 si z # 00 et pa(oc0) = 0. Alors pa0 97! : C— {0} — C — {0} vaut z — 1,
qui est holomorphe. Donc (U;, ¢;)i—12 est un atlas de cartes holomorphe sur C. L’espace (67
muni de l'atlas de cartes holomorphe maximal contenant (U;, ¢;)i—12, est donc une variété
analytique complexe de dimension 1, que 'on appelle la sphére de Riemann. Elle est clairement

C¥-difféeomorphe a la variété S,.

e Les tores. Le tore de dimension n est le sous-espace topologique compact de C" défini
par
T ={z2=(21,...,2,) €C" : |z| =-- = |z,]=1}.
Comme lapplication (zy,...,2,) = (|z1] = 1,...,]z.] — 1) de C* dans R™ est une submersion
analytique réelle en tout point de T", celui-ci est une sous-variété analytique réelle de C", de
codimension n et de dimension n.

A |

! i

z = (24 cost)coss 5 o
y = (2+4cost)sins (R x81)/(Z x {0}) R*/Z

= sgint

Exercice E.13 Montrer que T" est C¥-difféomorphe a la variété produit de n copies du cercle
S] .

Montrer que le sous-groupe 7" agit librement et proprement sur R™ par translations, et que
la variété différentielle quotient R™/Z" est C¥-difféomorphe a T™. (En particulier les fonctions
C*k sur T s’identifient auz fonctions C* périodiques sur R™.)

Montrer que Uapplication R" — R?*™ définie par

(t1,...,tn) > (cos2mty, sin 27ty . . ., cos 2wt,, sin 27t,,)

induit par passage au quotient un difféomorphisme analytique réel de R™/Z™ sur une sous-variété
de R?".

On considére R® muni de ses coordonnées usuelles x,y, z. On appelle tore de révolution le
sous-espace de R3 obtenu en faisant tourner autour de Uaze des z le cercle d’équations y =
0,(z —2)%+ 22 = 1. Montrer que le tore de révolution est une sous-variété analytique réelle de
R3, qui est C¥-difféomorphe a T?.

Soit A un réseau de C, c’est-a-dire un sous-groupe discret tel que l'espace topologique
quotient C/A soit compact. Alors A agit librement et proprement (par translations) sur C, et la
variété holomorphe quotient C/A, de dimension (complexe) 1, est appelée une courbe elliptique.
Elle est bien stir C¥-difféomorphe a T2. La sphére de Riemann et les courbes elliptiques sont des
exemples de surfaces de Riemann, ¢’est-a~dire de variétés holomorphes de dimension (complexe)
1, nous renvoyons par exemple & [Rey, FI| pour références.

Exercice E.14 Soient 7,7 deuz nombres complexes de partie imaginaire strictement positive.
Montrer que les courbes elliptiques C/(Z + 7Z) et C/(Z + 7'Z) sont isomorphes (en tant que

. ) . ) b
variétés analytiques complexes) si et seulement st 7' = ZIZ ot (i a)€ SLy(Z).

e Les espaces projectifs. Rappelons que si K est un corps (commutatif), et V un
K-espace vectoriel, on appelle espace projectif de V', et on note P(V), ensemble quotient
K*\(V —{0}) de V' — {0} par Paction par homothéties du groupe multiplicatif des scalaires
non nuls, c’est-a-dire 'ensemble quotient (V' —{0})/~ de 'ensemble V' —{0} des vecteurs non
nuls par la relation d’équivalence « étre colinéaire »

r~y = JNeEK,x=)\y.

L’ensemble P(V) s'identifie avec I'ensemble des droites vectorielles de V. Toute application
linéaire injective f : V' — V' entre deux espaces vectoriels sur K induit par passage au quotient
une application P(f) : P(V) — P(V”’), appelée application projective.

Si K = Rou K = C, et si V est de dimension finie (muni de la topologie définie par
n’importe quelle norme), nous munirons P(V) de la topologie quotient, qui est séparée (car
deux droites distinctes (privées de l'origine) sont contenues dans des cones ouverts disjoints
(privés de Porigine)), donc compacte (car P(V) est 'image d’un compact, par exemple la boule
unité fermée d’une norme). Plus généralement, si V' est un espace vectoriel topologique sur un
corps topologique K (par exemple V' = K™), nous munirons P(V') de la topologie quotient.

SiA:V — K est une forme linéaire non nulle, de noyau un hyperplan noté¢ H = H,, alors
A7L({1}) est un hyperplan affine de V, et application iy : A=5({1}) — P(V), restriction de la
projection canonique 7 : V —{0} — P(V), est injective, d'image P(V) —P(H), d’'inverse 'appli-
cation qui a une droite vectorielle non contenue dans H associe son unique point d’intersection
avec A~ ({1}). Une application de la forme

it P(V)=P(H) — A({1})

est appelée une carte affine de P(V'), d’hyperplan a Uinfini P(H). Si A, i sont deux formes
linéaires, alors I'application

itody s N'{1Y) - H, — p'({1}) - Ha

"

est donnée par v ﬁv. Done si K = R ou K = C et si V est de dimension finie, cette
application (aprés identification linéaire, donc K-analytique, des hyperplans affines avec un
espace K) est K-analytique. Ainsi (P(V) — P(H,), ixl)xe\'/_{o} (pour V le dual de V) est un
atlas de cartes, analytique réel si K = R et analytique complexe si K = C, sur P(V). Sauf
mention explicite du contraire, nous munirons alors P(V') de la structure K-analytique définie
par cet atlas. Les fonctions C* sur un ouvert U de P(V) s’identifient aux fonctions C* sur
7~ HU) qui sont invariantes par homothéties (c’est-a-dire f(tx) = f(z) pour tout ¢ dans K* et
x dans 7~ 1(U)).

Supposons maintenant que V = K"l Alors on note P,(K) (ou parfois KIP,) I'espace
P(V), et on lappelle I'espace projectif de dimension n, réel si K = R, complexe si K = C. Si

= (zg,21,...,2,) € K™ — {0}, on note [zg : x1 : ... : x,] 'image de x dans P,(K), et on
appelle xg, x1, ..., x, les coordonnées homogénes de x. En particulier, pour tout ¢ dans K*, on a
[twg ctwy o ... itwy] = [@wo: 21 1 ... 1 2,). S1 K =Rou K = C, il suffit de n + 1 formes linéaires



pour définir un atlas de cartes de la variété P, (K), celles qui sont les applications coordonnées.
En effet, posons

Up={lwo: @1 :... 2, €PQ(K) : x; #0}.
Les ouverts U; sont bien définis, et recouvrent P,(K). L’application ¢; : U; — K™ définie par
T Tisq T x
[wo @y twy] = (—O,...,l—l, Az ,—n)
est un homéomorphisme, d’inverse (to, ..., ... Jn) = [to oot tict ity ot ty), ol la

notation #; signifie que lon omet ;. Pour 4 # j, Papplication de transition
<p_7-04p;1 : {(t07...,12,...,t,L) e K" : t; #0} = {(uo, ..., @, ..., up) € K" 1 u; #0}

est définie par uy, = i—i sik#i,j, et u; = % 1l s’agit d’une application rationnelle, de dénomi-
nateur ne s’annulant pas, donc d'une application K-analytique. Par conséquent, (U;, ©i)o<i<n
est un atlas de cartes K-analytique sur P, (K), en fait contenu dans le précédent atlas de cartes.

Nous renvoyons au trés beau livre [Apc| pour de trés beaux dessins du plan projectif réel.
Le dessin de droite ci-dessous ne représente pas U'image d’une immersion de Po(R) dans R? (qui
existe pourtant, d’aprés la remarque (2) de la fin du paragraphe Plongements, voir la surface
de Boy dans [Ap¢] pour un exemple explicite), mais il y a un seul point en lequel application
n’est pas une immersion. Ce dessin donne une image de ce qui se passe quand on identifie les
points opposés de I'équateur bord de I’hémisphére nord.

Sn

Sp-1 IP’Q(IR{)

Exercice E.15 (1) On rappelle que le groupe {£1} agit sur S, par x — +x. Montrer que la
restriction a S, de la projection canonique sur P,(R) induit un difféomorphisme analytique réel
de la variété quotient {£1}\S,, sur P,(R), et que Uapplication canonique S, — P, (R) est un
revétement analytique réel o deux feuillets.

(2) Montrer que P1(R) est C-difféomorphe a Sy, et que P(C) est C¥-difféomorphe a S,.

e Les variétés grassmanniennes. Soient k,n € N, K le corps R ou C, et V un K-espace
vectoriel de dimension finie n. On note G (V') I'ensemble des sous-espaces vectoriels de V' de
dimension k. Remarquons que Go(V) et G,(V) sont réduits a un point, que G¢(V') est vide si
k> mn, et que G1(V), I'ensemble des droites vectorielles de V, s’identifie a P(V).

On munit G,(V) de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts : si B est la
boule unité fermée d’une norme fixée sur V, pour tout € > 0, deux éléments A, A de Gi.(V') sont
dits e-proches si BN A est contenu dans le e-voisinage de BN A" et réciproquement ; si V,(A) est
I'ensemble des A’ dans Gj,(V') tels que A et A’ soient e-proches, alors {V.(A) : € > 0,4 € G,(V)}
est une base d’ouvert d’une topologie sur G, (V) (voir le critére (*) en tout début de 'appendice
A.1); cette topologie ne dépend pas du choix de la norme. Cette topologie est clairement
métrisable (pour la distance entre A, A" qui est la borne inférieure des € ci-dessus), et compacte

(munir V' d’un produit scalaire, prendre une suite de sous-espaces vectoriels 4; de dimension
k, prendre une base orthonormée de A;, et extraire une sous-suite convergente de ces bases, le
sous-espace engendré par la limite est une valeur d’adhérence des A; dans Gi.(V)).

Soient A et B deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de V', avec A de dimension k.
On note L£(A, B) l'espace vectoriel de dimension k(n — k) des applications linéaires de A dans
B. Soit Up V'ouvert de Gi(V') des sous-espaces vectoriels supplémentaires a B. Tout élément C'
de Ug est le graphe, dans la décomposition V' = A @ B, d’une unique application linéaire f de
A dans B. Notons ¢4 5 : Ug — L(A, B) Papplication définie par C' — f. Il est immédiat de
voir que @4 p est un homéomorphisme, d'inverse 'application qui & f dans £(A, B) associe le
sous-espace vectoriel (Id + f)(A) dans Ug, ou Id est 'application identité de V.

Soient A’ et B’ deux sous-espaces vectoriels supplémentaires, avec A’ de dimension k. L’ap-
plication de transition ¢4/ gro(pa 5)~", définie sur 'ouvert de L(A, B) des [ tels que (Id+f)(A)
soit supplémentaire a B’, est 'application f +— f" avec f’ dans L(A’, B') telle que, pour tout
2’ dans A’, le point f’(z') soit la projection sur B’ parallelement a A’ de I'unique point y de
V', intersection des sous-espaces affines 2’ + B’ et (Id 4 f)(A). Par le fait que les formules de
Cramer d'un systéme linéaire donnent une solution qui dépend de maniére analytique réelle
des coefficients (tant que le déterminant principal ne s’annule pas), et le fait qu’une appli-
cation linéaire est analytique réelle, cette application de transition est analytique réelle. Donc
(U, 94,B) AcGr(V), BEG,_x(V), AnB={0} est un atlas de cartes analytique réel. Nous munirons G (V')
de la structure de variété analytique réelle correspondante. Cette variété s’appelle la variété
grassmannienne de V' de rang k. Elle est de dimension k(n — k) si k < n.

Exercice E.16 Montrer que Gi(V') et P(V') sont C¥-difféomorphes.

Soient V, V’ deux espaces vectoriels de dimension finie sur K, et f : V' — V'’ un isomorphisme
linéaire. Alors I'application Gy f : Gi(V) — G (V') définie par G; f(A) = f(A) (qui est bien un
sous-espace vectoriel de dimension k de V) est évidemment un C*-difféomorphisme.

e Les groupes classiques. Nous renvoyons a [MT] pour tout complément sur ce para-
graphe.

Soit n € N — {0}. On note GL,(C) le groupe linéaire compleze des matrices complexes
n x n inversibles et GL,(R) le sous-groupe des matrices a coefficients réels, appelé le groupe
linéaire réel, muni de leur structure de variété différentielle analytique réelle en tant qu’ouverts
de M,,(C) et M, (R). Une matrice A de M,,(C) est dite hermitienne si A* = A ot A* ="A
est la matrice adjointe de A
Soit
SL,(C) = {z € GL,(C) : det z =1}



le groupe spécial linéaire complexe,
U(n) = {z € GL,(C) : 27 ' =27}
le groupe unitaire, et SU(n) = U(n) NSL,(C) le groupe spécial unitaire. Soit
SL,(R) = {z € GL,(R) : det z =1}
le groupe spécial linéaire réel,
O(n) = {r € GL,(R) : 27! = 'z}
le groupe orthogonal, et SO(n) = O(n) N SL,(R) le groupe spécial orthogonal.

Exercice E.17 (1) Montrer que SL,(C), U(n), SU(n), GL,(R), SL,(R), O(n) ainsi que
SO(n) sont des sous-groupes fermés de GL,(C), et des sous-variétés analytiques réelles
de GL,(C).

(1) Montrer que les variétés analytiques réelles SO(2) et U(1) sont C¥-difféomorphes & S;.
(2) Montrer que U(n),SU(n), O(n),SO(n) sont compacts.

1. Montrer que U(n),SU(n),SO(n) sont connezes par arcs, et que O(n) posséde deuz com-
posantes connexes.

(3) Soit H (respectivement HT ) le sous-espace topologique de l’espace vectoriel de dimension
finie M,,(C) formé des matrices hermitiennes (respectivement hermitiennes définies po-
sitives). Montrer que H et H' sont des sous-variétés analytiques réelles de M,,(C), et
que application exponentielle

o0 XT"
exp: X — E -
n!

n=0

est un C¥-difféomorphisme de H sur H*. Montrer qu’il existe un C¥-difféomorphis-
me x + /x et un seul de H' dans lui-méme tel que (\/x)? = x pour tout x dans
H*. Montrer que Uapplication H™ x U(n) — GL,(C) définie par (x,y) + xy est un C*-

difféomorphisme (appelé décomposition polaire de GL,(C)), d'inverse x +— (Va*z, Va*x 71x).
En déduire que GL,,(C) est C-difféomorphe o U(n)xR™, que SL,(C) est C¥-difféomorphe

a SU(n) x R™1, que GL,(R) est C¥-difféomorphe & O(n) x R™5™, que SL,(R) est
(i)

C@-difféomorphe o SO(n) x R™ 2

On fera attention que U(n) et SU(n) ne sont pas des sous-variétés analytiques complexes

de GL,(C).

2 Fibrés vectoriels

2.1 Sous-espaces tangents d’une sous-variété de R”

La notion de vecteur tangent (et, si ce vecteur tangent est non nul, de droite tangente) en
un point d’une courbe de classe C' dans R” est bien connue. Elle permet de définir, de maniére
élémentaire, la notion de vecteur tangent, et partant de sous-espace tangent, en un point d’une
sous-variété de R™.

Soient p < n dans N, M une sous-variété de R" de classe C! et de dimension p, et x un
point de M.

Un vecteur v de R™ est dit tangent a M en x §'il existe un intervalle ouvert I contenant 0
et une courbe ¢ : I — R” de classe C', & valeurs dans M, telle que

c(0)=z et ¢0)=v.

On note 7, M l'ensemble des vecteurs tangents a M en x.
Le résultat suivant donne le calcul de T, M, en fonction des différentes caractérisations
locales des sous-variétés de R™ (voir théoréme 1.5).

Proposition 2.1

o (Définition par redressement)

Si U est un voisinage ouvert de x dans R™,
si V' est un voisinage ouvert de 0 dans R™ et
f U =V un Cl-difféomorphisme tels que
fle) =0et f(UNM)=Vn(Rx{0}),

alors

T,M = df,” (R x {0}) .

o (Définition par fonction implicite) R RRTEEEREE 1

Si U est un voisinage ouwvert de x dans R™, ‘ M
et si f: U — R"7P est une application de Lo :
classe C! qui est une submersion en x avec U TZM
f(x) =0, tels que UN M = f~1(0), alors
f*o R—P
T.M = Ker df, . -

e (Définition par graphe)

Si U est un voisinage ouvert de x dans R" =
RP x R"P  si V' est un voisinage ouvert de
0 dans R? et f:V — R™ P une application
de classe C, tels que UN M = graphe(f) et
x = (0, f(0)), alors

ToM =Im {v — (v, dfo(v))} .



e (Définition par paramétrage)

SiU est un voisinage ouvert de x dans R", si
V' est un voisinage ouvert de O dans R? et f :

V — R", avec f(0) =z, est un paramélrage Ule L
local C* de UN M en x, alors

T, M =TIm dfy . v R
Démonstration. (1) Puisque f est un difféomorphisme C! tel que f(z) = 0, une courbe c est
tracée sur U N M avec ¢(0) = = et ¢(0) = v si et seulement si la courbe f o c est tracée sur
FUNM)=Vn(Rx{0})avec foc(0)=0cet (foc)(0) = df.(v). Puisque 'ensemble des
vecteurs tangents en 0 & V' N (R? x {0}) est R x {0}, le résultat en découle. En particulier,
T, M est un sous-espace vectoriel de dimension p de R™.

(2) Si ¢ est une courbe tracée sur M telle que ¢(0) = x, alors f o ¢(t) = 0 pour tout ¢ assez
petit, donc en dérivant df,(¢(0)) = 0 et le sous-espace vectoriel T, M est contenu dans Ker df,.
Comme df, est surjective, les dimensions de T, M et de Ker df, sont toutes les deux égales a p,
et le résultat en découle.

(4) Pour tout v dans RP?, soit ¢ une courbe dans V telle que ¢(0) = 0 et ¢(0) = v. Alors foc
est une courbe C! tracée sur f(V) = U N M telle que foc(0) =z et (f oc)'(0) = dfy(v), donc
le sous-espace vectoriel T, M contient Im df,. Par injectivité de df,, les dimensions de T, M
et de Im df, sont toutes les deux égales a p, et le résultat en découle. Lassertion (3) découle
immédiatement de (4). O

Comme montré dans la démonstration, I’ensemble T, M est un sous-espace vectoriel de R"
de dimension p, appelé le sous-espace vectoriel tangent & M en x. On appelle z + T, M le sous-
espace affine tangent & M en x. Lorsque 'on remplace R™ par C" et la régularité C! par la
régularité analytique complexe, alors T, M est un sous-espace vectoriel complexe de C".

Exemples. (1) La sphére S, est définie comme la préimage de 1 par la submersion z + ||z|[?
de R"—{0} dans R (ot || || est la norme euclidienne usuelle de R™). Donc le sous-espace tangent
a'S, en x est le noyau de I’application linéaire v — (v, z), c’est-a-dire TS, est 'orthogonal de
x (pour le produit scalaire usuel de R™).

Tz SQ = xl

Sy

(2) Plus généralement, si f : U — R? est une submersion C!, avec U un ouvert de R?, pour
tout y € f(U) et x € f(y), avec (%(m))l ) la matrice jacobienne de f en z, il découle
1 q
du deuxiéme point de la proposition 2.1 que le sous-espace vectoriel T}, ( f ’l(y)) tangent en x a

la sous-variété f~'(y) admet le systéme d’équations suivant :

\AV\
o
V\\/\

Vi 1<j<gq, ZafJ X, =0.

(3) Par 'assertion (3) ci-dessus, si M est localement défini comme le graphe d’une application
f:RP — R P dans une décomposition R" = R? x R""? de coordonnées (z,y), alors 'équation
du sous-espace affine tangent en (zg, yo = f(x0)) est

Y — Yo = dfey (v — 20) -
Donc si (,f7 (:I;o)> cie, ost la matrice jacobienne de f en zy, un systéme d’équations du
j<n—

1
1<
sous-espace affine tangent est

Vi 1<ji<n—p Yi—(w)j=)

L’exercice suivant montre que toute variété différentielle s’écrit, au voisinage de chacun de
ses points, comme le graphe d’une application au-dessus de son espace tangent en ce point.

Exercice E.18 Soient k € (N — {0}) U {oo,w} et M une sous-variété de R" de classe C*
passant par 0. Montrer que pour tout sous-espace vectoriel E supplémentaire de ToM, il existe
un voisinage U de 0 dans R™ et un voisinage V' de 0 dans ToM tels que U N M soit le graphe,
dans la décomposition R = ToM & E, d’une application f :V — E de classe C*.

La réunion disjointe des sous-espaces affines tangents aux points d’une sous-variété de R"
est naturellement munie d’une structure de (sous-)variété.

Proposition 2.2 Soit M une sous-variété de classe C™1 de R"™. Soit F' = Fyy le sous-ensemble
de R™ x R"™ formé des couples (x,v) de M x R™ tels que v € T, M. Alors F est une sous-variété
de classe C" de R™ x R".

Démonstration. Soient (1, v) dans F et (W, ) un paramétrage local C"+! de M au voisinage
de xg, d'image U N M, ot U est un voisinage de zo dans R". Montrons que (W x RP, (x,v) —
(p(x), dp,(v)) est un paramétrage local C" de F' au voisinage de (xg,vp). Comme T, M =
Im dp,, cette application parameétre un voisinage de (zg, vo) dans F. Elle est de classe C"; ¢’est
une immersion en tout point de son domaine, car ¢ l'est et dy, est linéaire et chctlve7 et la
matrice jacobienne est triangulaire supérieure par blocs n X p dans les décompositions R” x R
de 'espace de départ et R” x R™ de I'espace d’arrivée; c’est une application propre et bijective
de W x R? sur (U x R") N F, donc un homéomorphisme entre ces espaces. O

Considérons la projection p : F' — M définie par p(x,v) = x, qui est de classe C". Chaque
fibre F, = p~'(x) est égale & {z} x T,M, donc est munie d’'une structure d’espace vectoriel.
On a envie de dire que cette structure d’espace vectoriel « dépend de maniére C" » de =,
car les applications ¢ : (z,v) — (p(x),dp,(v)) de la démonstration précédente sont des C'-
difféomorphismes sur leur image, et chaque fibre {z} x R? de la premiére projection U x R? — U
est naturellement munie d’une structure d’espace vectoriel, et ¢ : {z} x R? — F, est un
isomorphisme linéaire.

Nous formalisons cette intuition dans le paragraphe suivant.



2.2 Fibrés vectoriels

Ce paragraphe est essentiellement constitué de définitions, les principaux exemples et résul-
tats viendront dans les paragraphes suivants.

Soit r € NU {oo,w}. Un fibré vectoriel réel (resp. complexe) & de classe C" est la donnée
d’une application p : E — B de classe C" entre deux variétés de classe C” et, pour tout b dans
B, d’une structure d’espace vectoriel réel (resp. complexe) sur By, = p~1(b), de sorte que, pour
tout b dans B, il existe un voisinage ouvert U de b, un espace vectoriel réel (resp. complexe) F'
de dimension finie, et un C’-difféomorphisme ¢ : p~*(U) — U x F, tels que pry o ¢ = py-11),
c’est-a-dire tels que le diagramme suivant commute

pyU) L UxF
p \‘ \/Prl
U )

et tels que pry o ¢, : B, — F soit un isomorphisme R-linéaire (resp. C-linéaire) pour tout y
dans U.

On dit que B est la base, E 1'espace total, E, = p~1(b) la fibre au-dessus de b, U un ouvert
distingué ou voisinage distingué de b, ¢ une trivialisation locale de p au-dessus de U. Si toutes
les fibres Ej sont de dimension n sur R (resp. C), on dit que le fibré vectoriel est de rang réel
(resp. complexe) n. Si n = 1, on dit aussi fibré en droites vectorielles. Notons que si B est de
dimension p, alors E est de dimension p + n (resp. p + 2n). Par abus, on désignera souvent le
fibré vectoriel & par son espace total F, I'application p et la structure d’espace vectoriel des
fibres étant sous-entendus, ou par son application p.

Soient & et & des fibrés vectoriels réels (resp. complexes) de classe C”, d’applications p :
E — Betp' : E' — B’ respectivement. Un morphisme C" (de fibrés vectoriels) de & dans &' est

un couple d’applications (f, f) de classe C" tel que le diagramme suivant commute :

E Lo

v 1 '
B L p
et tel que, pour tout x dans B, I'application f induise un morphisme d’espaces vectoriels réels
(resp. complexes) de E, = p~!(z) dans EI?(;) = (p)" Y f(x). Sip: E — B est un fibré
vectoriel, alors le couple (id,id) est un morphisme du fibré vectoriel p dans lui-méme, appelé le
morphisme identité. Si (f, f) et (g,g) sont deux morphismes dep : E — Bsurp' : E' — B’ et de
P B — B surp” . E" — B" respectivement, alors le couple (go f,go f) est un morphisme de
fibrés vectoriels, appelé composition de (f, f) et (g,g). Ainsi (voir l'appendice A.6) la collection
des fibrés vectoriels C" et des morphismes de fibrés vectoriels C" est une catégorie.

Un isomorphisme C" (de fibrés vectoriels) de & dans &' est (comme dans toute catégorie,
donc) un morphisme (f, f) de & dans ¢ tel qu'il existe un morphisme (g,7) de ¢ dans ¢ qui
vérifie go f =id, fog=1id, fog =1id, go f = id. Deux fibrés vectoriels sont isomorphes s’il
existe un isomorphisme entre eux.

Lorsque B = B, un morphisme sur la base B est un morphisme tel que f = id, et de méme
pour les isomorphismes. Le contexte indique en général clairement si 'on parle de morphisme
ou de morphisme sur la base.

Sauf mention explicite du contraire, tous les fibrés vectoriels seront réels dans ce texte.

Pour 7/ < r, une section (resp. section de classe C™) d'un fibré vectoriel p : E — B de classe
C" est une application s (resp. application s de classe C”) de B dans E telle que p o s = idp.
Par exemple, 'application qui & un point b de B associe le vecteur nul de la fibre Ej est une
section de classe C", appelée section nulle. La section nulle est un plongement de B dans E.
Par contre, méme si ¢’est localement vrai, il n’existe pas toujours (et ¢’est méme peu fréquent)
de section continue globale d'un fibré vectoriel qui ne s’annule en aucun point de la base (voir
par exemple la partie 4.6.2).

Par exemple, si M est une variété C”, la premiére projection pry : M xR" — M de la variété
produit M x R™ dans M (avec la structure évidente d’espace vectoriel sur les fibres {z} x R™)
est un fibré vectoriel (réel), de base M, de rang n, appelé fibré vectoriel (réel) trivial sur M. La
premiére projection pry : M x C" — M de la variété produit M x C™ dans M (avec la structure
évidente d’espace vectoriel complexe sur les fibres {z} x C™) est un fibré vectoriel complexe, de
base M, de rang complexe n, appelé fibré vectoriel complexe trivial sur M.

Tout fibré vectoriel isomorphe & un fibré vectoriel trivial est dit trivialisable. Par exemple,
sip: E — B est un fibré vectoriel, et si U est un ouvert distingué de B, alors la restriction de
p ap 1(U) est un fibré vectoriel trivialisable.

Si M est une variété analytique complexe, on définit un fibré vectoriel holomorphe sur M
comme la donnée d’une application p : E — M analytique complexe, ot E est une variété
analytique complexe, et, pour tout b dans B, d’une structure d’espace vectoriel complexe sur
E, = p7'(b), de sorte que, pour tout b dans B, il existe un voisinage ouvert U de b, un
espace vectoriel complexe I’ de dimension finie, et un difféomorphisme analytique complexe
¢:p Y (U) = Ux F, tels que pryo¢ = Ppp-1()- On définit de maniére analogue un morphisme
de fibrés vectoriels holomorphes, un fibré vectoriel holomorphe trivial et un fibré vectoriel
holomorphe trivialisable.

Exercice E.19 (1) Montrer qu’un fibré vectoriel de rang n est trivialisable si et seulement s’il
admet n sections linéairement indépendantes en tout point.

(2) En déduire qu’un fibré vectoriel de rang 1 est trivialisable si et seulement s’il admet une
section ne s’annulant pas.

Exercice E.20 Soient V' un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K =R ou K = C,
et Ge(V) la variété grassmanienne de rang k de V. Montrer que

7G:(V) = {(z,v) € G(V) x V : v e}

est une sous-variété K-analytique de la variété produit Gy (V) x V', et que Uapplication (x,v) — x
de 7Gr(V) dans Gp(V') est un fibré vectoriel K -analytique sur Gp(V') de rang k, en munissant
la fibre {z} x x au-dessus de x de la structure évidente d’espace vectoriel sur K.

Le fibré vectoriel 7G, (V) — G,(V) de cet exercice est appelé le fibré tautologique sur Gi.(V).
En particulier,
TP(V) ={(z,v) e P(V)x V : veua}

est une sous-variété K-analytique de la variété produit P(V') x V, et Papplication (z,v) — z
de 7P(V') dans P(V) est, en munissant la fibre {z} x  au-dessus de z de la structure évidente



de droite vectorielle sur K, un fibré K-analytique en droites vectorielles sur P(V'), appelé fibré
tautologique sur P(V).

L’exemple crucial de fibré vectoriel au-dessus d'une variété M est le fibré tangent 7'M de M,
construit dans le paragraphe ci-dessous. L’exemple crucial correspondant de section est celui
des champs de vecteurs, dont nous traiterons dans le chapitre 3.

2.3 Fibré tangent

Soit M une variété C"*! de dimension n, avec 0 < r < w, 0o+ 1 = 00, w +1 = w, et n dans
N.

De la méme maniére que nous avons utilisé les courbes tracées sur une sous-variété pour
définir les vecteurs tangents a une sous-variété, nous pouvons utiliser les courbes pour définir
les vecteurs tangents & une variété générale.

Un 1-jet de courbe sur M est une classe d’équivalence de courbes ¢ : I — M, avec I un
intervalle ouvert contenant 0, de classe C* en 0, pour la relation d’équivalence « coincider au
premier ordre », définie par ¢; ~ ¢y si ¢1(0) = ¢2(0) et pour toute (ou de maniére équivalente,
pour une) carte locale (U, ) de M en ¢;(0), les vecteurs tangents en 0 des courbes ¢ o ¢; et
0 co sont égaux : ) )

goci (0)=poc (0).
Nous notons TM 1'ensemble des 1-jets de courbes sur M, et p : TM — M Papplication (bien
définie) qui au 1-jet de la courbe ¢ associe le point ¢(0).

Nous allons montrer, de maniére analogue au cas du sous-ensemble F' de la proposition 2.2,
que T'M posséde une structure naturelle de variété, et en plus que p : TM — M posséde une
structure naturelle de fibré vectoriel.

Pour cela, nous serons guidés par le fait que la notion de vecteur tangent en un point z
d’un ouvert U d’un espace R" est claire : ’espace tangent en x est naturellement R™ lui-méme.
Comme une variété est localement diffécomorphe a R™ par ses cartes, il est naturel d’utiliser les
cartes pour définir les vecteurs tangents. Le meilleur moyen pour rendre les vecteurs ainsi définis
indépendants de cartes est d’utiliser une relation d’équivalence pour faire des identifications.

o(U)
U
Y .
v
@lopt
d(¢' 0 9™ () (v)
U’ T
@

¢'(U")

Un vecteur tangent & M est une classe d’équivalence de quadruplets (U, ¢, x,v), ou x est un
point de M, (U, ¢) une carte locale en = et v un point de R", pour la relation d’équivalence
(U, p,m,0) ~ (U, ¢, 2/,0') si et seulement si 2/ = z et d(¢’ 0 o™ ")y (v) =V

On note encore T'M D'ensemble des vecteurs tangents a M, p : TM — M Dapplication
induite par passage au quotient de

(U'ﬁ <p7 I7 /U) '—> z 7

et T, M Pensemble p~!(z). On note souvent v un élément de 7'M, ou (, v) avec p(v) = 2 quand
on veut préciser le point base de v, et on 'identifie souvent avec I'un de ses représentants.

11 est immeédiat que Papplication qui a la classe d’un quadruplet (U, ¢, z,v) associe le 1-jet
de la courbe t = ¢1(¢(x) + tv) est une bijection de ensemble des vecteurs tangents & M sur
Iensemble des 1-jets de courbe sur M, par laquelle nous identifions ces ensembles. Les deux
projections p : TM — M coincident alors bien. La bijection réciproque est ’application qui au
1-jet d’une courbe ¢ associe la classe d’équivalence du quadruplet (U, p,z,v) ou (U, ¢) est une
carte locale en ¢(0), et x = ¢(0),v = poc (0).

Si (U, ) est une carte locale de M, I'application de ¢(U) x R® dans p~}(U), qui a (z,v)
associe la classe d’¢équivalence de (U, ¢, ¢~ (x),v) est une bijection. On note Ty : p~1(U) —
©(U) x R™ son inverse, dont I'image est un ouvert de R™ x R™.

Si (U’,¢') est une autre carte locale de M, 'application T o (T)™' : (U NU') x R™ —
H(UNU") x R" est le diffcomorphisme de classe C”

(z,0) = (¢ o (), d(¢" 0 o™ )u(v)) .

Donc si (U;, ¢i)ier est Patlas maximal de cartes de M, la famille (p~'(U;), T;)ier est un
atlas de cartes C" de TM. Ceci permet (voir la remarque 1.6) de munir 7'M d’une topologie
(Punique topologie faisant de chaque T'¢; un homéomorphisme). Il est immédiat de vérifier que
cette topologie est, comme celle de M, séparée et a base dénombrable. Nous munirons 7'M de
la structure de variété différentielle C” si r > 0, et de variété topologique si r = 0, définie par
cet atlas. Il est important de remarquer cette perte de différentiabilité, lors du passage d’une
variété a son fibré tangent, sauf bien siir quand r = co ou r = w.

Si z est un point de M, et (U, ¢) est une carte locale de M en z avec p(x) = 0, 'application
T induit une bijection de la partie T, M de p~!(U) sur la partie {0} x R™ de p(U) x R", ce
qui permet de munir 7, M d’une structure d’espace vectoriel réel. Cette structure ne dépend
pas de la carte en z choisie, car si (U', ¢') est une autre telle carte en z, alors T'¢' o (T'p) ™" :
{0} x R™ — {0} x R" s’identifie avec d(¢' 0@ ™1)p, qui est un automorphisme linéaire de R™. On
appelle espace tangent de M en x I'ensemble T, M muni de cette structure d’espace vectoriel
réel. On appelle p : TM — M, et par abus TM, ot T, M = p~!(x) est muni de cette structure
d’espace vectoriel réel pour tout = dans M, le fibré tangent de M. Par construction, le fibré
tangent de M est un fibré vectoriel réel de classe C" sur M, de rang égal a la dimension de M :
pour toute carte locale (U, ¢) de M, I'application (¢~ x id) o Ty : p~1(U) — U x R™ définie
par

U, ¢, z,0] = (z,v)

est une trivialisation locale C" du fibré vectoriel p au-dessus de U.

Si I'on remplace le corps R par le corps C et la régularité C* par la régularité analytique
complexe dans ce qui précede, comme la dérivée d’'une application analytique complexe est un
automorphisme linéaire complexe, l'espace tangent de M en z est cette fois muni d’une structure
d’espace vectoriel complexe, et le fibré tangent de M est un fibré vectoriel holomorphe.

Exemple. Si U est un ouvert de R™, muni de sa structure standard de variété, si ¢ est
linclusion, alors 'application de U x R™ dans TU, qui a un couple (z,v) associe la classe



d’équivalence de (U, p,z,v), est un isomorphisme du fibré vectoriel trivial pr; : U x R" — U
sur le fibré vecoriel p : TU — U. Nous identifierons dans la suite ces deux fibrés vectoriels par
cette application. En particulier, pour tout = dans U, ceci identifie T, U avec {z} x R", que I'on
identifie encore avec R™ par (z,v) + v.

La variété M est dite parallélisable si son fibré tangent est trivialisable. Une variété ana-
lytique complexe est dite parallélisable si son fibré tangent est trivialisable (au sens des fibrés
vectoriels holomorphes).

Exemples. (1) Les ouverts de R™, munis de leur structure standard de variété, sont paralléli-
sables, par ce qui précéde.
(2) Le cercle S; est parallélisable (voir Uexercice E.21).

2.4 Application tangente

Soient M, N deux variétés C!, et f: M — N une application.
Si f est C! en un point zy de M, on note

Lo f : TogM — T(wo)N

P’application qui au 1-jet d’une courbe ¢ associe le 1-jet de la courbe foc. Cette application est
bien définie, le 1-jet de f o ¢ ne dépendant que du 1-jet de ¢ (regarder dans des cartes locales).
Elle est appelée lapplication tangente (ou la différentielle ou la dérivée) de f en xq (et est aussi
notée df,, (voir le paragraphe 4.1 pour la définition de la 1-forme différentielle df lorsque f est
a valeurs réelles, et 'on ne confondra pas df avec Papplication tangente) ou f’(zg) ou Dy, f). Si
f est C! sur M, nous appelons application tangente de f Papplication Tf : TM — T'N, définie
par T'f(v) = T, f(v) pour tout v dans T, M.

Proposition 2.3 (1) Si f est C! en un point g de M, alors Ty, f est linéaire.
(2) Si M et N sont C+1 et si f est C™L, alors Tf : TM — TN est de classe C".

Démonstration. (1) L’application
Toof + TugM = Tym)N

définie par
[U, @, x0,0] = [V, 9, f(0), d(0 0 f 0 907" )g(a) ()]

ne dépend pas du choix des cartes locales (U, p) et (V,1) de M et N en xq et f(xo) respecti-
vement, telles que f(U) C V, par le théoréme de dérivation des applications composées. Elle
est linéaire par définition des structures d’espaces vectoriels sur les espaces tangents, et la li-
néarité des différentielles d’applications entre ouverts d’espaces euclidiens. Elle coincide avec
I’application définie en début de partie, par 'identification entre vecteurs tangents et 1-jets de
courbes.

(2) Nous allons montrer que l'application tangente a f est 'application de TM dans TN,
qui, lue dans les cartes locales de T'M et T'N correspondant & des cartes locales de M et N,
est donnée par la différentielle de 'application f lue dans ces derniéres cartes.

En effet, si (U, ¢) et (V,¢) sont des cartes locales de M et N en xq et f(xg) respectivement
telles que f(U) C V, alors application T'f lue dans les cartes (TU, T¢) et (TV,Tv) de TM et
TN est lapplication de To(TU) = p(U) x R™ dans ¢(V) x R" = Ty(T'V) définie par

(z,v) = (Yo fop™(a), d(wo fop )u(v))

dont la premiére composante est application f lue dans les cartes, et la seconde composante
sa différentielle. L’assertion (2) en découle. O

Il est immeédiat que le couple (T'f, f) est alors un morphisme de fibrés vectoriels de TM — M

sur TN — N, et en particulier que le diagramme suivant est commutatif :

™ 1N

1 4
M LN

Propriétés. (1) Si M et N sont des ouverts de R™ et R? respectivement, si f : M — N est
une application C!, alors avec Iidentification TM = M x R" et TN = N x R", I'application
tangente T'f : TM — T'N est

(@,0) = (f(2), dfz(v)) .
(2) Tl est immeédiat que le théoréme de dérivation des applications composées s'étend : si
L, M, N sont trois variétés C, et si f: L — M, g: M — N sont deux applications C*, alors

T(go f)=(Tg)o(Tf),

c’est-a-dire, pour tout x dans L,

Ti(go f) = (Trwg) o (Tuf) -

Comme il est aussi immédiat que T'(id) = id, ceci signifie (voir 'appendice A.6) que la cor-
respondance M + TM et f — Tf est un foncteur de la catégorie des variétés C"+! dans la
catégorie des variétés CT. De plus, la correspondance qui & une variété M de classe C™+! associe
son fibré tangent TM — M et & une application f : M — N de classe C"! associe le couple
(Tf, f), est un foncteur de la catégorie des variétés C™+* dans la catégorie des fibrés vectoriels
cr.

(3) En particulier, si f : M — N est un C"*!-diffeomorphisme, alors T'f : TM — TN est
un C"-difféomorphisme, et (T'f, f) est un isomorphisme de fibrés vectoriels.

(4) Soient N un espace vectoriel réel (resp. complexe) de dimension finie, et f,g: M — N
deux applications C* en 2. Si o, B € R (resp. a, 8 € C) alors

Tyo(af + Bg) = Ty f + BTogg -

Si B est une forme bilinéaire sur N, alors

TlO(B(f7 g)) = B(T10f7g(x0)) + B(f(IO)szag) :

En particulier, si f,g: M — R sont C!, alors
ng(fg) = g(mo)Tzof + f(:I;O)Tzog 5

et T(fg) = g(Tf) + f(Tg).

(5) Soit f : M — N une application C* avec k > 1. Alors f est une immersion (resp. sub-
mersion) en un point « de M si et seulement si son application tangente en z, c’est-a-dire
I'application linéaire T, f : T, M — Ty N, est injective (resp. surjective). De méme, f est
une application de rang constant au voisinage d'un point z de M si et seulement si le rang



de I'application linéaire T}, f : T,M — Ty N est constant pour y dans un voisinage de x. Par
définition (voir paragraphe 1.3), ceci découle, en prenant des cartes locales, du cas ou M et N
sont des ouverts de R"™.

(6) Si M et N sont des variétés analytiques complexes et si f : M — N est holomorphe, alors
pour tout  dans M, 'application T, f : T, M — Ty, N est linéaire sur C, par construction. La
correspondance, qui & une variété analytique complexe M associe son fibré tangent T'M — M
et & une application holomorphe f : M — N associe le couple (Tf, f), est un foncteur de la
catégorie des variétés analytiques complexes dans la catégorie des fibrés vectoriels holomorphes.

Si M est un intervalle ouvert de R, alors f est appelée une courbe dans M (attention, le mot
courbe posséde plusieurs sens possibles en mathématiques, le contexte indiquant en général celui
utilisé). En utilisant I'identification de TM avec M x R (voir le paragraphe suivant), et donc
de T}, M avec R, pour tout ¢y dans R, I'application linéaire Tj, f : R — TN est déterminée
par l'image de 1, et on pose

df

10 =

On note aussi f = % la courbe M — T'N définie par

aft  df
% e dt\t:z ’

Remarques. (1) Un moyen bien pratique pour calculer les espaces tangents est d’utiliser que ce
sont les ensembles de vecteurs tangents de courbes, et d’écrire avec les notations précédentes :
T,M ={c¢0)]|c: I —MC ¢0) =z, Oe;}etT]W:{c'(())|c:[—>]WCl, OG}}

(2) Un moyen bien pratique pour calculer les applications tangentes est parfois d’utiliser la
définition de I'application tangente par les 1-jets de courbes : si f : M — N est une application
C' et z € M, alors T, f est I'unique application (linéaire) T, f : T, M — Ty, N telle que, pour
toute courbe ¢ :] — €, +€[ — M de classe C! sur M telle que ¢(0) = z, on ait

T.f((0)) = Foc(0) .

(3) Il n’y a que trés rarement besoin de revenir a la construction méme de I'espace tangent,
qui sert surtout a mettre une structure de variété différentielle sur la réunion disjointe des
espaces tangents & chaque point. La construction et sa naturalité permettent dans la plupart
des cas de problémes locaux, de « se ramener » au cas des ouverts des espaces euclidiens aussi
en ce qui concerne l'espace tangent et les applications tangentes. Nous allons illustrer ceci dans
les exemples suivant.

2.5 Exemples

Pour chacun des exemples familiaux du paragraphe 2.5, nous explicitons son espace tangent.
Une bonne connaissance de ces exemples permet aussi de ne pas revenir a la construction
générale.

e Sous-variétés. Explicitons le fibré tangent des sous-variétés d’'un espace R™.
Soit M une sous-variété C™+! de dimension p de R™. Considérons le sous-ensemble F = Fy,
des couples (z,v) de M x R™ tels qu'il existe une courbe ¢ : | — ¢, +¢[ — R de classe C?,

d’image contenue dans M, et telle que ¢(0) = x et ¢(0) = v. Nous avons vu (dans la proposition
2.2) que cet ensemble est une sous-variété de R™ x R™.

Considérons la projection p : FF — M définie par p(x,v) = x, qui est de classe C". Chaque
fibre I, = p~(x) est égale & {x} x T,M ou T, M est le sous-espace vectoriel tangent & la sous-
variété M de R™ (voir le paragraphe 2.1), donc est munie d’une structure d’espace vectoriel.

Proposition 2.4 Avec ces notations, p : F — M est un fibré vectoriel isomorphe au fibré
tangent m: TM — M.

Démonstration. Soit {(U;, ¢;))}ier Vensemble des paramétrages locaux de la sous-variété M.
Alors {(p:(U), ;') }ier est un atlas de cartes de la variété M. Pour x dans M, pour tout 4 tel
que z € ¢;(U;), Papplication d(p;) () €St un isomorphisme linéaire de R? sur le sous-espace
vectoriel F, = {v € R" : (x,v) € F}, comme vu au paragraphe 2.1. Considérons P'application
O de TM dans F définie par

lpi(U:), 7, 0] = (I7d(¢i)¢:1(z)(v)) :

Par définition des structures différentielles de F' et de T'M, I'application © est un C"-difféomorphisme,

qui rend le diagramme suivant commutatif

™ N F

7r\ \/P
M

En restriction aux fibres, © est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En précomposant par
©~! une trivialisation locale de 7'M au dessus d’un ouvert U, on obtient donc une trivialisation
locale de p : F' — M au-dessus de U. Donc p : F' — M est un fibré vectoriel isomorphe au fibré
tangent T'M au-dessus de la base M. O

Nous identifierons dans la suite le fibré tangent M d’une sous-variété M de R™ avec ce
fibré F' = F);, par I'isomorphisme © donné par la démonstration ci-dessus. On retrouve ainsi
I'identification du fibré tangent d’un ouvert U de R™ avec U x R™.

L’espace tangent T, M en un point de la variété M (au sens du paragraphe 2.3) s’identifie
alors au sous-espace tangent T, M en x de la sous-variété M (au sens du paragraphe 2.1), par
l'application ©p,p : T,M — F, composée avec l'identification (z,v) — v de F, avec le sous-
espace tangent en z a la sous-variété M, ce qui explique que nous les ayons notés de la méme
maniére.

Si M et N sont deux sous-variétés Ct de R™ et R", si f : M — N est une application C!
en un point = de M, alors avec l'identification de T'M et Fy;, et de TN et Fy, 'application
Tof : ToeM — Ty N entre les sous-espaces tangents T, M et Tj(,) N aux sous-variétés M et N
est 'application )

v f/o\ ¢ (0),
ol ¢ : I — M est une courbe C' tracée sur M telle que ¢(0) = z et ¢(0) = v (ce qui
ne dépend pas des choix). Si f : M — N est C!, alors Tf : TM — TN est I'application
(x,v) = (f(x),T.f(v)). Si f est la restriction d'une application C', encore notée f, d'un
voisinage de M dans R™ & valeurs dans un voisinage de N dans R", alors T'f est I'application
(z,y) = (f(2), dfe(y)).

Par exemple, pour n € N — {0}, si la sous-variété M est la sphére de dimension n dans
R, notée

Sp={z=(20,...,2,) ER"™ : 22 4. +22 =1},



alors T'S,, est isomorphe au fibré vectoriel
{(z,v) €S, x R*™ . v czt}

muni de la projection évidente sur S,, ot z+ désigne 'orthogonal de z pour le produit scalaire
usuel sur R™.

Exercice E.21 Montrer que le cercle Sy est parallélisable, c’est-a-dire que son fibré tangent
TS, est isomorphe au fibré trivial Sy x R (voir la figure ci-dessus).

e Plongements.

Exercice E.22 Soient M, N deux variétés C™', ou 0 <r <w et f: M — N une application
Cr+l. Si f est un plongement C'*', alors I’application tangente Tf : TM — TN est un
plongement C.

Si M’ est une sous-variété C"*! de M, alors on identifie TM’ avec son image dans T'M par
Papplication tangente de l'inclusion de M’ dans M. En particulier, si U est un ouvert de M,
alors on identifie le fibré tangent a U avec la restriction a p~'(U) de la projection p : TM — M.
Si M est une sous-variété de R", alors TM se plonge dans R?".

e Images réciproques. Fixons un élément k dans (N — {0}) U {oco, w}, deux variétés M
et N de classe C*! et de dimension m et n respectivement, et une application f : M — N de
classe CF+L,

Exercice E.23 (1) Si f : M — N est une application de classe C, de rang constant v, si
x € M ety = f(z) alors Uespace tangent en x a la sous-variété f~'(y) est

To(f 7 (y) = Ker (T2f) -
(2) Si f: M — N est une submersion C', si S est une sous-variété C' de N, alors, pour
tout x dans f~1(S), on a
T.(f71(S)) = (T f) " (Tw)S) -
En particulier, si y est une valeur réguliere de f alors pour tout x dans f~'(y), on a

T.(f'(y) = Ker(T:.f).

e Sommes disjointes. Soit (M, )aca une famille au plus dénombrable de variétés différen-
tielles de classe C* et de dimension n. Si M est la variété somme disjointe des M, alors T M
est le fibré vectoriel somme disjointe des fibrés vectoriels T'M,,.

e Produits. Soit k& un élément de NU {oo, w}.

Exercice E.24 Montrer que si N est une variété produit Ny x Ny de classe CF1, alors il existe
un Ck-difféomorphisme
TN ~TN; x TN,

(par lequel on identifie TN et TNy x TNy), tel que, pour toute variété M de classe C*1, pour
toute application f : M — N de classe C**, si f = (f1, f2), alors avec lidentification ci-dessus,
Uapplication tangente T f coincide avec (T f1, T fs).

En déduire que les tores sont parallélisables.

¢ Revétements.

Exercice E.25 Soit m: E — B un revétement C't1, et pg : TB — B la projection canonique.
Montrer que l'ensemble ™ TB = {(x,y) € E x TB : w(x) = pg(y)}, muni de la projection
pr1: (z,y) = = sur E admet une unique structure de fibré vectoriel C" de base E tel que (pra, m)
soit un morphisme de fibrés vectoriels C.

Montrer que les fibrés m*T'B et TE sur E/ sont isomorphes par un isomorphisme rendant le
diagramme suivant commutatif :

TE Tr

\ pra

™TB—TB

PE o
PB

E—=B

Soit G un groupe discret agissant librement et proprement par C™+'-difféomorphismes sur
une variété X de classe C™1. Montrer que lapplication (g,v) — Tg(v) de G x TX dans
TX est une action libre et propre de G par C"-difféomorphismes, que la projection canonique
px : TX — X est G-équivariante, et que Uapplication p : G\(TX) — G\X, induite de px par
passage au quotient, est un fibré vectoriel de classe C.

Montrer que les fibrés T(G\X) et G\(TX) sur G\X sont isomorphes par un isomorphisme
rendant le diagramme suivant commutatif :

G\(TX)
ﬁ

TX—"% T(G\X)

p Xl lp(;\x

X —=G\X

En particulier, en notant { - | - ) le produit scalaire usuel sur R™, montrer que TP, (R) est
C¥-difféomorphe a la variété quotient

{(z,0) e R™ xR™™ + laf| =1, (zlv) = 0} / ((z,v) ~ (=, —v)) -



2.6 Fibrations

Soit r € NU{oo, w}. Une fibration (ou fibré localement trivial) de classe C” est une application
p: E — B de classe C" entre deux variétés de classe C", de sorte que pour tout b dans B,
il existe une variété F de classe C", un voisinage ouvert U de b, et un C"-difféomorphisme
¢ :p H(U) = U X F, tels que pry o ¢ = Pp-1(v), ¢est-a-dire tels que le diagramme suivant
commute

i U) 5 UxF
» N o pr
U

On dit que B est la base, E 1espace total, p~*(b) la fibre au-dessus de b, U un ouvert distingué
ou voisinage ouvert distingué de b, ¢ une trivialisation locale de p au-dessus de U. Lorsque F
est fixé, et ne dépend pas de b, on parle de fibration de fibre F'. Par abus, on désignera souvent
par son espace total £ la fibration p, 'application p étant sous-entendue.

Soient p: B — B et p' : B — B’ des fibrations de classe C". Un morphisme C" de p dans p’
est un couple d’applications (g, f) de classe C" tel que le diagramme suivant commute :

E 4L F
Pl ip’
B L B

Un isomorphisme C" (de fibrations) de p dans p’ est un morphisme (g, f) de p dans p’ tel qu’il
existe un morphisme (¢, f’) de p’ dans p qui vérifie gog’ =id,g’og =id, fo f' =id, f'o f = id.
Deux fibrations sont isomorphes s’il existe un isomorphisme entre eux.

Lorsque B = B’, un morphisme sur la base B est un morphisme tel que f = id, et de méme
pour les isomorphismes. Le contexte indique en général clairement si I'on parle de morphisme
ou de morphisme sur la base.

Pour 7/ < r, une section C” d’une fibration p : E — B de classe C" est une application s
de classe C”" de B dans E telle que po s = idg. Une telle section continue globale (c'est-a-dire
définie sur tout B) n’existe en général pas.

Exemples et remarques. (1) Si M et F sont deux variétés C”, la premiére projection
pry : M x F— M de la variété produit M x F' dans M est une fibration de fibre F', de base
M, dite triviale. Toute fibration isomorphe a une fibration triviale est dite trivialisable. Une
fibration trivialisable admet beaucoup de sections globales C" : pour tout y dans F', 'application
x +— (x,y) est une section globale C" de pry : M x ' — M. Par exemple, si p : E — B est une
fibration, et U un ouvert distingué de B, alors la restriction de p & p~!(U) est une fibration
trivialisable. Donc une fibration (localement triviale) admet de nombreuses sections locales
(c’est-a-dire définies sur un voisinage suffisamment petit de tout point).
Par exemple, application R™*! — {0} —]0, 400 [ définie par
(To, .-y ) > TE 4+ 22

est une fibration analytique réelle, de fibre S,,, qui est trivialisable.

(2) Les revétements sont les fibrations de fibres discrétes.

(3) Les fibrés vectoriels C™ de rang n sont des fibrations C™ (de fibre la variété R™). Mais
une fibration de fibre la variété R™ n’admet peut-étre pas de maniére évidente une structure
de fibré vectoriel (compatible avec celle de fibration). Par exemple, le groupe Z agit librement
et proprement par difféomorphismes analytiques réels sur R?, I'action de 1 étant (x,y)

(x + 1,sinhy). Soit M la variété quotient analytique réelle Z\R?. L’application analytique
réelle (x,y) — = de R? dans R induit par passage au quotient une fibration analytique réelle
M — R/Z ~ S,, de fibre R. Mais cette fibration n’admet pas de structure de fibré vectoriel,
compatible avec sa structure de fibration, telle que la projection canonique R? — M soit un
isomorphisme linéaire en restriction a chaque droite verticale.

(4) Soit p : E — B un fibré vectoriel C" de rang n, et k un élément de {1,...,n}. On
note GrE l'ensemble somme disjointe [[,.5 Gr(£;) des variétés grassmanniennes de rang k
des fibres de p, et Gyp : GL.E — B Tapplication qui a un élément de Gi(FE}) associe b. Cette
application admet alors une unique structure de fibration C” telle que, pour toute (inverse
de) trivialisation locale h : U x R™ — p~'(U) au dessus d'un ouvert U de B, l'application
U x Ge(R™) — (Ggp)~'(U) définie par (z, A) — h(z, A) soit (I'inverse d’)une trivialisation
locale de Ggp : Gy E — B au dessus de U. Cette fibration (ou par abus la variété G, E) s’appelle
la fibration grassmannienne de rang k de E ou fibré des k-plans de E. En particulier, si k = 1,
alors la fibration grassmanienne de rang 1 de E est notée P(p) : P(E) — B, et appelée la
fibration projective de E.

Si le couple (f, f) est un morphisme de fibrés vectoriels de p : E — B sur p/ : E' — B/,
avec f injective en restriction a chaque fibre de E, alors le couple (Grf : A — f(A), f) est un
morphisme de fibrations de Gyp : G E — B sur Grp' : G E' — B. Ainsi, avec des vérifications
immeédiates, nous venons de définir un foncteur (voir I'appendice A.6) de la catégorie des fibrés
vectoriels et des morphismes de fibrés vectoriels injectifs sur les fibres dans celle des fibrations.

Si M est une variété C™*', alors on appelle fibration grassmannienne de rang k de M ou
fibré des k-plans de M, la fibration grassmannienne de rang k du fibré tangent 7 : TM — M
de M.

Par exemple, si E est le fibré vectoriel trivial B x R™ alors la fibration grassmannienne de
rang k de E est isomorphe a la fibration triviale pry : B x G,(R™) — B. En particulier, si M est
un ouvert de R™, comme le fibré tangent 7'M de M s’identifie avec M x R™, alors la fibration
grassmannienne de rang k de TM est isomorphe a la fibration triviale pry : M x Gp(R™) — M.

(5) Il est immédiat qu’une fibration est une submersion surjective. En particulier, toute fibre
est une sous-variété C” de 'espace total. Toute submersion est localement une fibration, par
le théoréme 1.8 de forme normale locale. Mais il existe des submersions qui ne sont pas des
fibrations. Par exemple, I'application  +— z* — 3z de R — {1} dans R est une submersion
surjective, qui n’est pas une fibration (car le cardinal des fibres est fini et non localement
constant). Mais nous avons le résultat suivant que nous admettons dans ces notes.

Théoréme 2.5 (Théoréme de fibration d’Ehresmann) Soit r € (N —{0}) U {oo}. Une
submersion surjective propre de classe C" est une fibration de classe C". 0O

En particulier, une submersion surjective de classe C" d’une variété compacte M de classe
C" sur une variété N de classe C" est une fibration de classe C".

2.7 Le fibré des formes alternées

Soit M une variété C"+! de dimension n, avec 0 < r < w et n dans N. Dans cette partie,
p désigne un élément de N. Nous renvoyons a I’appendice A.5 pour des rappels sur les formes
multilinéaires alternées sur un espace vectoriel de dimension finie.

Notons 7 : TM — M le fibré tangent de M. Notons

A*T*M = H A (T, M)*

rzeM



I’ensemble réunion disjointe des espaces vectoriels de dimension finie des formes multilinéaires
alternées sur les espaces tangents aux points « de M, ainsi que

ATM = ] AT M)
zeM
et
"M = A'TM = [[(T.M)" .
xeM

Soit Ay : A*T*M — M (resp. A, : APT*M — M) l'application qui & un élément de A*(T,M)*
(resp. AP(T,,M)*) associe z (les notations A, et A, ne sont pas standard). Notons que AT*M
s’identifie avec M x R, et Ag avec la premiére projection. Les inclusions de AP(T,M)* dans
A*(T,M)* pour tout = dans M induisent une inclusion de APT*M dans A*T*M, et A, est la
restriction de A\, a APT*M.

Nous allons munir l'application A, : A*T*M — M d’une structure de fibré vectoriel, de
maniére complétement analogue a la construction du fibré tangent (voir la partie 2.3). Si (U, )
est une carte locale de M a valeurs dans R", notons

A ATHU) = U x A*(R™)*
la bijection telle que, pour tout = dans U et w, dans A*(T,M)*,
Ap(ws) = (2, (Top) ™) ws) -

Proposition 2.6 I existe une et une seule structure de fibré vectoriel de classe C" sur A, :
AT*M — M telle que, pour toute carte locale (U, ) de classe C™t de M, la partie A\, (U)
soit un ouwvert de N*T*M et Uapplication A\ soit une trivialisation locale C" du fibré vectoriel
. au-dessus de U.

On construit de méme une unique structure de fibré vectoriel C" sur
At NPT*M — M
telle que, pour toute carte locale (U, ¢) de classe C"1 de M, la partie A, 1(U) soit un ouvert de
APT*M et Papplication A, qui associe a w, € AP(T,M)* le couple (z, ((T,¢)')*w,), soit une
trivialisation locale C" du fibré vectoriel A, au-dessus de U. Le fibré vectoriel A, : APT*M — M
est un sous-fibré vectoriel du fibré vectoriel A\, : A*T*M — M.

Démonstration. Si (U, ¢) et (U', ¢') sont deux cartes locales de M & valeurs dans R™, notons
A = (pxid)ode: ATHU) = o(U) x A*(R")"

I'application définie par w, + (p(z), (Tep ') w,. L'application M@’ o (Ap)~' : (U NU’) x
A (R")* = ' (UNU’') x A*(R")* est le C"-diffeomorphisme

(#,w) = (¢ 07! (), ((d(¢ 0 0™)a) ™) (W) -

Donc I'ensemble des couples (A, 1(U), M), lorsque (U, o) parcourt I'ensemble des cartes locales
Cr*+1 de M, est un atlas de cartes C" sur A*T* M. Ceci permet (voir la remarque 1.6) de munir
A*T*M d’une topologie, et d'une structure de variété C". Il est immédiat de vérifier que cette
topologie est, comme celle de M, séparée et a base dénombrable, que application A, est C",
et que A, est une trivialisation locale C™ au-dessus de U pour une structure de fibré vectoriel
C" sur \,. L’unicité est claire. O

Exercice E.26 Montrer que la structure de fibré vectoriel C" sur A, : APT*M — M construite
ci-dessus est U'unique structure de fibré vectoriel C” telle que, pour tout ouwvert U de M, pour
toute section s : U — APT*M de X\, sur U de classe C", pour tous les champs de vecteurs (voir
la partie 3) X1, ..., X, de classe C" sur U, Uapplication de U dans R définie par

= 5u(Xa(x), ..., Xp(x))

est de classe C".

Le fibré vectoriel A, : APT*M — M s’appelle le fibré des p-formes alternées sur M. Le fibré
vectoriel A, : A*T*M — M s’appelle le fibré des formes alternées sur M. Le fibré vectoriel
A T*M — M, dont la fibre au-dessus de chaque point x de M est 'espace dual & I'espace
tangent a M en x, s’appelle le fibré cotangent de M.

Une section du fibré \, s’appelle une forme différentielle. Nous reviendrons longuement sur
cette notion au chapitre 4.

2.8 Opérations sur les fibrés vectoriels
Soit r € NU {oo,w}.

e Image réciproque.

Soit & un fibré vectoriel de classe C", d’application p : E — B. Soit f : M — B une
application C". Le fibré vectoriel image réciproque de £ par f est le fibré vectoriel, noté f*¢,
défini de la maniére suivante. Posons

F'E={(z,y) e M x E : f(z) =p(y)},

notons p: f*E — M la premiére projection (z,y) — x, et f: f*E — E la seconde projection
(z,y) v y, de sorte que le diagramme suivant commute

!

e LoE
P Ip
M L B

Il existe alors une unique structure de fibré vectoriel C" sur p : f*E — M telle que le couple
(f, f) soit un morphisme de fibrés vectoriels C" de p: f*E — M sur p: E — B.

fxid

fHU)x F = UXF
(fop) M U) —=—p (V)
pry pry
P \p
1) B



En effet, Papplication f induit la bijection évidente de p~'(z) = {x} x Ef) sur Ep, qui
permet donc de munir les fibres p~!(x) d'une structure d’espace vectoriel. Munissons f*E de
I'atlas maximal de cartes contenant les couples (p~(f~H(U)), @) ot ¢ : p"H(U) — U x F est
une trivialisation locale du fibré vectoriel £ au-dessus de I'ouvert U de B, et

PP (fTHU)) = (FIU) % F)

est lapplication définie par (z,y) +— (z,pry o ¢(y)). Il est immeédiat de vérifier que les applica-
tions de transition de ces cartes sont C", que p: f*E — M est un fibré vectoriel, et que (ﬁ h
est un morphisme de fibrés vectoriels. L'unicité est immeédiate.

Le fibré image réciproque vérifie la propriété universelle suivante, laissée en exercice.

Exercice E.27 Pour tout fibré vectoriel n de classe C", d’application w : E' — M, et pour tout
morphisme (F, f) de fibrés vectoriels C™ den sur &, il existe une unique application : E' — f*E
de classe C", qui rende le diagramme suivant commutatif

M—— B

et qui soit un morphisme de fibrés vectoriels de n sur f*¢ au-dessus de M.

e Produit.

Soient & et & deux fibrés vectoriels de classe C", d’applications p: E — Bet p' : E' — B’
respectivement.

Le fibré vectoriel produit de & et de & est le fibré vectoriel, noté & x &, de base la variété
produit B x B’, d’espace total la variété produit E x E’, de projection Iapplication produit
pXxp : Ex E — Bx B définie par (z,2') — (p(x), p(z')), de structure vectorielle sur la fibre
au-dessus de (b, V') la structure d’espace vectoriel produit sur E, x Ej,.

Pour vérifier qu’il s’agit bien d’un fibré vectoriel, il suffit de remarquer que si ¢ : p~1(U) —
U x F est une trivialisation locale du fibré vectoriel £ au-dessus de louvert U de B, et si
¢ TN U') = U’ x F’ est une trivialisation locale du fibré vectoriel £ au-dessus de Pouvert U’
de B, alors application de (p x p') " H(U x U') = p~*(U) x p/ (U’) dans (U x U') x (F x F')
définie par

(z,2") = (pr1 o p(x), pri 0 ¢ (2), pra 0 (), pra 0 ¢'(2'))
est une trivialisation locale du fibré vectoriel £ x & au-dessus de ouvert U x U’ de B x B'.

e Somme directe.
Soient € et ¢ deux fibrés vectoriels de classe C", d’applications p: F — Bet p' : B/ — B
respectivement, ayant les mémes bases.

Si 0 : B — B x B est lapplication diagonale « +— (z,z), alors on appelle fibré vectoriel
somme directe de € et de &', et on note £ ® &' le fibré vectoriel image réciproque par § du fibré
vectoriel produit de € et £'. En particulier, son espace total est

{(byz,2)) e BXxEx E : b=p(z)=p(2)},
qui s’identifie avec la sous-variété
{(z.a") e ExE : p(x) =p'(2)}

de la variété produit E x E'. La projection est alors 'application (z,2’) + p(x), et la fibre
au-dessus de b est I}, x Ej.

Exercice E.28 Soit M une variété C'™! avec 0 < r < w. Montrer que le fibré vectoriel A*T* M
est canoniquement isomorphe a la somme directe des sous-fibrés vectoriels APT*M : les inclu-
sions APT*M — N*T*M induisent un isomorphisme

NT'M ~ P NTM

peN

par lequel on identifie N*T*M et cette somme directe.



3 Champs de vecteurs et feuilletages

On introduit un nouveau symbole we pour Pexposant de la classe de régularité analytique
complexe des applications et des variétés. On notera parfois w = wg. On munit NU{co, wg, wc}
de l'ordre étendant l'ordre de N tel que n < 0o < wr < we pour tout n dans N. Par convention,
r+1=2xsl2=o00,wp,wc.

Soient & € NU {oo,wr,we} et soit M une variété différentielle de classe CF+! (par exemple
obtenue par appauvrissement de structure a partir d'une variété de classe C™*1 avec r > k).

3.1 Champs de vecteurs

Un champ de vecteurs (respectivement champ de vecteurs de classe C*) sur M est une
section (respectivement section de classe C¥) du fibré tangent de M. Intuitivement, c’est donc
une application X qui a tout point = de M associe un vecteur X (x) dans l'espace tangent T, M,
qui « dépend de maniére C* de x ». On note I'y,(T'M) 'ensemble des champs de vecteurs C* (ou
par abus I'(T'M) quand la différentiabilité est sous-entendue, par exemple quand k& = o). En
particulier, si M est une variété analytique complexe, on note I',,.(T'M) I’ensemble des champs
de vecteurs holomorphes sur M, c’est-a-dire des sections analytiques complexes du fibré tangent
de M.

Exemples. (1) Si k # wc et si U est un ouvert d'un espace R™, comme TU s’identifie avec
U x R™, un champ de vecteurs C* sur U, qui est une application x + (z, X(z)) de classe
CF, s’identifie donc & I'application 2 + X () de classe C* de U dans R™. De méme, si U est
un ouvert de C", un champ de vecteurs holomorphes sur U est une application z — X (x)
analytique complexe de U dans C".

(2) (Champ de vecteurs sur une sous-variété de R") Si M est une sous-variété de classe
CF1 de R™ avec k # we, alors le fibré tangent a M s’identifie au fibré vectoriel pry : F — M
ou F est la sous-variété C" de R" x R"™ formée des couples (x,v) ot x est un point de M et v un
vecteur de R” tangent a M en x (voir la proposition 2.4). Un champ de vecteurs sur M, qui est
une application z — (z, X(x)) de M dans F, s'identifie donc a I'application z + X (z) de M
dans R" telle que X (z) appartienne au sous-espace vectoriel 7, M de R™. Par la caractérisation
des applications C* a valeurs dans une sous-variété (voir la proposition 1.16), il est de classe
CF si et seulement si application z — X (z) de M dans R" est de classe C* (ou, de maniére
équivalente, si toutes ses coordonnées le sont). Donc

IW(TM)={X:M—=R* C*": YoM, X(z) € T,M}.

De meéme, si M est une sous-variété analytique complexe de C", alors I',.(T'M) est I'ensemble
des applications @ — X (z) analytiques complexes de M dans C" telles que X (x) € T,,M pour
tout = dans M.

(3) En identifiant T'S,,,_; au fibré vectoriel
{(27 U) S SZH*I xC" :ve Zl}

muni de la projection évidente sur Sy,_;, ott 2+ désigne I'orthogonal de z pour le produit scalaire
usuel sur C", alors l'application z +— (z,42) est un champ de vecteurs analytique réel sur Sy, ;.
Ce champ de vecteurs ne s’annule en aucun point. Au contraire, sur une sphére de dimension
paire non nulle, il n’existe pas de champ de vecteurs continu qui ne s’annule en aucun point.

&

(4) Plus généralement, si M admet une action de classe C**1 du cercle S, (par exemple si
M est une surface de révolution), alors 'application
d .
X:ix— — .
dt|t=0
est un champ de vecteurs C* sur M. Le cas précédent correspond au cas de I'action du cercle
Sy sur Sy, définie par e - (z1,...,2,) = (¢2,...,€e'z,). L’action du cercle S; sur

Son = {(x0,21,- -, 20) ERXC" ¢ 22+ |21+ +|2.]> = 1}

définie par € - (zg,21,...,2,) = (@0, €"z1,...,€"%,) fournit un champ de vecteurs sur Sy,
n’ayant que deux zéros, aux poles Nord et Sud de Ss,,.

3.2 Opérations sur les champs de vecteurs
3.2.1 Addition.

La structure d’espace vectoriel réel de I'espace tangent en tout point permet de munir
Tw(TM) de la structure d’espace vectoriel réel pour 'addition point par point (X + Y)(z) =
X(z) + Y(x) et la multiplication externe point par point (AX)(z) = AX(z). En particulier,
on note 0 le champ de vecteurs nul sur M. Si M est une variété analytique complexe, alors
T (TM) est aussi muni d’une structure d’espace vectoriel complexe.

3.2.2 Multiplication par une fonction.

L’ensemble I'y,(T'M) est aussi muni d’une structure de module sur 'anneau C*(M, R) si k #
we et sur C¥¢(M,C) si k = wg, pour addition point par point précédente et la multiplication
point par point par une fonction (fX)(z) = f(z)X (x).

Par exemple, si k # we et M = U est un ouvert de R” et si (ey, ..., €,) est la base canonique
de R”, alors les champs de vecteurs constants X, ,---, X, avec X, : ¢ — ¢; forment une base
du C*(U,R)-module T',(TU). (Cette notation est provisoire, nous noterons trés vite % le

champ de vecteurs X,, quand nous montrerons la correspondance entre champs de vecteurs et
dérivations.) Tout champ de vecteurs sur U s’écrit alors, de maniére unique,

X = zn:fiX& 5
i=1



ot f; € C*(U,R). De plus, soit x; I'application j-¢me coordonnée, définie sur U par (z, ..., x,) —
xj, qui est linéaire, donc de classe C¥. Alors, en appliquant 'application linéaire T, x; = x; aux
deux membres de I'équation précédente évaluée en z, on obtient

fi(@) = Tox;(X () ,
car x;(e;) vaut 1 si j =i, et 0 sinon.

Exercice E.29 Si k € NU {co} et si M est une variété de classe C*™! et de dimension n,
montrer que M est trivialisable si et seulement si T'y(TM) est un C*(M,R)-module libre de
rang n.

3.2.3 Restriction.

Rappelons que si U est un ouvert de M, avec i : U — M linclusion, alors on identifie 77U
avec son image dans T'M par T'i. Les champs de vecteurs se restreignent aux ouverts : si U est
un ouvert de M, et X un champ de vecteurs sur M, alors la restriction X de I'application
X :M —TM a U est un champ de vecteurs sur U, qui est de classe C* si X l'est (et que I'on
note quelquefois encore X par abus). De plus, les champs de vecteurs vérifient la propriété de
localité des faisceaux : si U est un ouvert, réunion d’ouverts U;, si X; est un champ de vecteurs
CF sur U, tels que X; = X sur U; N Uj, alors I'unique application X : U — TU telle que
Xy, = X; est un champ de vecteurs C* sur U.

3.2.4 Image réciproque.

Les champs de vecteurs se tirent en arriére par les morphismes étales, par la formule suivante.
Soient N une variété C*+! et f: M — N un CF'-diffeomorphisme local. Pour tout champ de
vecteurs Y sur N, on définit un champ de vecteurs f*Y sur M, de classe C* si Y l'est, appelé
image réciproque de Y par f, par

FY e (L) (Y ()
en utilisant le fait que T, f : T,M — Ty)N est un isomorphisme linéaire.
Par exemple, si k # we, si U,V sont des ouverts de R”, si f : U — V est un C*'-difféomor-

phisme local, et si Y : V' — R” est un champ de vecteurs C* sur V, alors f*Y est le champs de
vecteurs @ — (df,) (Y (f(x))) sur U.

Cette opération d’'image réciproque sur les vecteurs vérifie les propriétés suivantes.

(1) L’application de I'y(T'N) dans I'y(T'M) définie par Y — f*Y est R-lincaire (et C-linéaire
si M est une variété analytique complexe), et pour toute fonction g de classe C* sur N,
on a

[ gY)=(go Y.
Autrement dit, Papplication f* : g — go f de C¥(N,R) dans C¥(M, R) est un morphisme
d’anneaux, et I'application Y + f*Y est un morphisme du C*(N,R)-module I'y(TN)
dans le C*(M, R)-module T'y (T M) au-dessus de ce morphisme d’anneaux (en remplagant
R par C si k = wc).

(2) Les images réciproques se comportent de maniére contravariante pour la composition.
Plus précisément, si g : N — P est un Ck*1-difféomorphisme local, et si Z est un champ
de vecteurs C* sur P, alors

(9o f)Z=Ffg"2).
Il est immédiat que id*X = X pour tout X dans I'y(T'M).

(3) SiU est un ouvert de M et i : U — M est 'inclusion, alors

VX eTW(TM), X =Xy.

Il découle donc de la propriété précédente que les images réciproques et les restrictions
de champs de vecteurs sont compatibles. Plus précisément, si U est un ouvert de NV, et
si Y est un champ de vecteurs sur N, alors on a clairement

(fir—@) Yie) = (YY) -

(4) Lorsque f est un diffecomorphisme global, alors on peut aussi pousser en avant les champs
de vecteurs. Mais c¢’est vraiment 'opération de tirer en arriére qui est conceptuellement
la plus importante. Soient N une variété C**1, f : M — N un CF+!-diffeomorphisme,
et X un champ de vecteurs C* sur M. On note f,X = (f7!)*X, qui est le champ de
vecteurs C* sur N, défini par

[ Xty Tragy f (X(f_l(y))) :

Bien str, f*(f.X) = f.(f*X) = X. Autrement dit, si f : M — N est un CFL
difféeomorphisme, alors f* : Ty (TN) — T'x(TM) est un isomorphisme d’espaces vec-
toriels, d’inverse f,.

Soient U et V deux ouverts de R”, f : U — V un CF+'-difféomorphisme, et X : U — R®
un champ de vecteurs C* sur U, de composantes X;. Alors Y = f.X : V — R" est le
champs de vecteurs y — df-1(, (X (f7'(y))) sur V. Par calcul matriciel, Y a donc pour

i-éme composante
n
af,
vi= > (2 x) o
=1 al’k

3.2.5 Expression d’un champ de vecteurs dans une carte.

Soit (U, ) une carte locale de M a valeurs dans R™ muni de sa base canonique (eq, ..., €,),
et X un champ de vecteurs sur M. Alors ¢, (X)) est un champ de vecteurs sur Uouvert o(U)
de R", donc s’écrit, de maniére unique, Y i f/X,, ot f/ € Ck(p(U),R). Si f; = f/ o p, alors

Xp=Y fiv'X, .
i=1

Cette écriture s’appelle Iezpression de X dans la carte locale (U, o). Notons qu'il est immédiat
que le champ de vecteurs X est C* sur U si et seulement si les applications f; le sont : la suite
(¢* X, )1<i<n est une base du C*(U, R)-module libre T'y(TU).

De méme, si M est une variété analytique complexe, si (U, ) est une carte locale analytique
complexe de M a valeurs dans C" muni de sa base canonique (eq, ..., e,), alors (¢* X, )1<i<n est
une base du module libre des champs de vecteurs holomorphes sur U, sur 'anneau des fonctions
analytiques complexes de U dans R.

Soit (V, %) une autre carte locale, avec X), = Z;"Zl g5 V"X, Vexpression de X dans cette
carte locale.

Proposition 3.1 Soit

Y= ym) = oot y) = 1y, Un)s s Tayrs )



Uapplication de changement de cartes de (U NV) dans (U NV). Alors sur UNV, on a

- ow;
fi=2_ 0 grov-

j=1
Démonstration. Sur U NV,
P Xe, = (oo op) X =" (o )Xo, = ¢ (o)X,

= (dlpou™) o lpov™) (X)) =9 (X G ovow X.)

n
i=1

Cette formule de changement de bases donne, de maniére usuelle, I'expression des coordonnées
de Xjyny dans la base (p*Xe,)i1<i<n en fonction de celles dans la base (¢* X, )1<j<n : puisque
sur UNV

X=3) guvX, = Zgjz% ov ¢ Xy =Y (
J=1 j=1 =1 Yi

i=1

8Ii
o) X, .
dy;

- or; '\ .
Zgj a,—yjow> 0 Xe; s

j=1

on a donc, sur U NV, la formule f; = Z?:l gj g—z; o 1) cherchée. ]

3.3 Flot local d’un champ de vecteurs

Soit X un champ de vecteurs C* sur M, avec k > 1.

Théoréme 3.2 Pour tout xo dans M, il existe un triplet (U, I, ¢) formé d’un voisinage ouvert
U de xy, d’un intervalle ouvert I contenant 0, et d’une application ¢ : I x U — M de classe
Ck, notée (t,x) — ¢(x), vérifiant, pour tous s dans I et x dans U,

° dﬁil)‘t:s = X(¢s(2)),

o ¢o(v) ==,
Si (U, I',¢") est un autre tel triplet, alors ¢ et ¢’ coincident sur (I x U) N (I' x U’). De plus,
pour tous t,s dans I et x dans U,

o sigs(x)eU ett+sel, alors ¢p o ps(x) = drys(x),

o ¢, est un Ck-difféomorphisme local,

o ce Ch-diffécomorphisme local préserve le champ de vecteurs X, au sens que pour tout t

dans I et x dans U,

Ty (X (2)) = X(d(2)) -

X(u(2)) = Topp(X ()

Démonstration. Cet énoncé est un énoncé local. En prenant des cartes locales, on se raméne
donc au cas ot M est un ouvert d’un espace R", pour lequel le résultat est bien connu (voir
cours de calcul différentiel [Ave, Dicl, Carl]). a

L’application (ou par abus son image) t — ¢;(:) de I dans M est appelée la courbe intégrale
(locale) de X passant par x définie sur I. L’application (¢, z) — ¢,(z) de I x U dans M (ou la
famille (¢¢)er) est appelée le flot local de X en zy défini sur I x U. Plus exactement, c’est le
germe en (0, zg) de cette application qui mérite le nom de flot local, au sens suivant.

Si X est un espace topologique, x un point de X et Y un ensemble, un germe en z d’ap-
plications de X dans Y est une classe d’équivalence d’applications, définies sur des voisinages
ouverts de x dans X, a valeurs dans Y, pour la relation d’équivalence « coincider sur un voi-
sinage ouvert de x ». On note souvent par abus de la méme maniére un germe et un de ses
représentants.

Proposition 3.3 (1) Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout x dans M, il existe un
voisinage owvert U, de x tel que le flot local de X soit défini sur|—2¢,2¢ | xU,. Alors le champ
de vecteurs X est complet ¢’est-a-dire le flot local de X est défini sur R x M, et (¢)icr est un
groupe & un parameétre C* de CE-difféomorphismes de M préservant X, i.e. :
e ¢ est lidentité de M et pour tous t,s dans R, on a ¢y 0 ¢s = ¢pys,
o lapplication (t,z) — ¢i(x) de R x M dans M est C*, et donc ¢; : M — M est un
Ck-difféomorphisme,
o pour tout t dans R, le C*-difféomorphisme ¢, préserve le champ de vecteurs X, ¢’est-a-
dire (¢)*X = X.

(2) Si M est compacte, alors tout champ de vecteurs X sur M est complet.

Démonstration. (1) Posons vy = c‘)ﬁ’“ o ¢y ou k est la partie entiére de t/e et gb?k est la
composée k-éme de ¢.. Comme le flot local de X préserve X il est immeédiat que dﬂ;‘l—t(z)‘ s =
X (¢s(x)), et ¢g(xz) = 2z pour tout s dans R et z dans M. Par unicité, ¢ est le flot local
de X défini sur R x M. 11 est immédiat que (¥)er est un groupe & un paramétre C* de
Ck-difféomorphismes de M préservant X.

(2) Pour tout z dans M, il existe un voisinage ouvert U, de = et ¢, > 0 tel que le flot
local de X soit défini sur | — 2¢,, 2¢, [ xU,. Par compacité, il existe 1,. ..,z dans M tels que

M =U, U---UU,,. Soit € = minj <<y €,,. Alors 'hypothése de (1) est vérifiée. O

Exercice E.30 Soient X un champ de vecteurs C* sur une variété N de classe C*, de flot
local (¢;) en un point y de N, et f : M — N un CFl-difféomorphisme local. Montrer que,
pour tout point x de M tel que f(x) =y, si g est Uinverse du C*L-difféomorphisme qui est la
restriction de f d’un voisinage ouvert de x dans un voisinage ouvert de y, alors le flot local de
f*X enxestgogsof.

Nous terminons ce paragraphe en donnant un théoréme de forme normale locale pour un
champ de vecteurs ne s’annulant pas en un point. Dans R", le champ de vecteurs constant
Xe, © @ — eq, oll e; est le premier vecteur de la base canonique de R™, est un exemple de tel
champ. Le théoréme suivant dit que, localement et & difféomorphisme prés, c’est le seul.
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Théoréme 3.4 (Théoréme de redressement des champs de vecteurs)

Soit X un champ de vecteurs C* sur une variété M de classe C™, avec 1 < k <7 < w.
Pour tout point o de M tel que X (o) # 0, il existe une carte locale (U, @) de classe C* en xq,
telle que

Pu(Xp) = (Xe) o) -

Démonstration. Comme le probléme est local, et par les propriétés des champs de vecteurs vis
a vis des restrictions et des images réciproques, nous pouvons supposer que M est un ouvert de
R™, que o = 0 et que X (z¢) = e;. Notons (¢) le flot local de X en 0. Considérons I'application

6:(t:IQwuaxn)'_)¢t(0~,x27~~s$n)7

qui est de classe C* et définie sur un voisinage de 0. Comme ¢y = id et d¢é£0) =0 = X(0) = ey,
la différentielle de @ en 0 est Iidentité. Donc par le théoréme d’inversion locale, # est un C*-
difféomorphisme local en 0. Pour tout = = (z1,. .., z,) suffisamment proche de 0, on a
d
db.(e;) = @ O(t,z9,. .., 2n) = X (¢ (0,29,...,2,)) = X (0(2)) .
_—
Donc 60, (X.,) = X sur un voisinage de 0, ce qui montre le résultat. O

Ce résultat est un résultat de forme normale locale des champs de vecteurs au voisinage
d’un point non singulier (c'est-a-dire ou le champ de vecteurs ne s’annule pas). L'unicité est
remarquable : il découle du théoréme précédent que deux champs de vecteurs non nuls en un
point sont l'image I'un de lautre par un difféomorphisme local au voisinage de ce point. Ce
résultat n’est plus vrai au voisinage de points singuliers, par exemple, les champs de vecteurs
singuliers suivants ne sont pas localement diffecomorphes (on peut les distinguer par leur indice,
voir par exemple [Iir]) et le paragraphe 4.6.2.
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3.4 Dérivations

Dans ce paragraphe, nous supposons que k # wg, wc.

Une dérivation (il faudrait dire k-dérivation) de M est une application linéaire § : C*1(M,R) —

CF(M,R) telle que, pour tous f, g dans C**'(M,R),
5(fg) = filg) +go(f) -

L’ensemble Dy (M) (aussi noté par abus D(M) lorsque k est sous-entendu, par exemple pour k =

00) des dérivations de M est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel £(C¥1(M,R), C*(M, R)).

C’est aussi un C*(M, R)-module, pour la multiplication externe par f € CF(M,R) de § €
Dy, (M) deéfinie par

(fO)(g) : x— f(z)dé(g)(x) .
Notons que toute dérivation est nulle sur les fonctions constantes, par linéarité et le fait que
0(1)=0(1-1)=4(1)+4(1).

Par exemple, si U est un ouvert de R", alors l'application 6%1 : CHYUR) — CHU,R)
définie par (%f B da—zfl(x) est une dérivation sur U. Plus généralement, si (U, ¢) est une
carte locale CF*1 de M, a valeurs dans R"™ muni de sa base canonique, alors 'application
% : CHL(U,R) — C*(U,R) définie par

—1
oo 2 g
est une dérivation sur U. Cette notation est abusive, car elle ne fait pas apparaitre clairement
la dépendance en la carte locale. Elle est par contre bien pratique pour les calculs.

Bien que cela ne soit pas immédiat & premiére vue, les dérivations sont des objets de nature
locale (voir le point (1) de la proposition ci-dessous). Elles auront en fait les mémes propriétés
que les champs de vecteurs par le théoréme 3.6, mais nous aurons besoin de connaitre les
propriétés suivantes auparavant.

Les dérivations se tirent en arriére par les morphismes étales, de la maniére suivante. Soient
@ : M — N un CFl-diffésomorphisme local, ott N est une variété C™+1, et § une dérivation sur
N. Pour tout & dans M, soient V, et U, des voisinages ouverts de x et p(z) respectivement
tels que ¢ : V, — U, soit un CF+-diffésomorphisme, et soit x, une fonction C**! a support
contenu dans U,, et valant 1 sur un voisinage de ¢(z), qui existe (par partition de I'unité) parce
que k # wg,we. Pour tout f dans C*¥1(M,R), notons (*§ I'application de C**1(M,R) dans
Ck(M,R) définie par

@) (f)@) =d(xa fog™) (p(x))

en prolongeant par 0 sur N — U, Papplication x, f o ¢~ 1.

Proposition 3.5 Soit 6 une dérivation de M et U un ouvert de M.
(1) Soient f et g deur éléments de C**1(M,R) qui coincident sur U. Alors §f et dg coin-
cident sur U.
(2) Pour tout Ck+1-difféomorphisme local o : M — N, ot N est une variété C™+1, la formule
définissant ©*d ne dépend pas du choix de x,. L’application § — ©*§ est un morphisme
d’espaces vectoriels réels de Dy(N) dans Dy(M), tel que

@"(fd) = (fop)p'd.
De plus,
0 =0 et (¥o)d =" (U').



(3) Sii:U — M est linclusion, notons éjy = i*5. Alors djy est unique dérivation de U
telle que, pour tout f dans C*1(M,R),

S (fiv) = (0f)w

De plus, si V' est un ouvert contenu dans U, alors
Ol =4 -

(4) Si M est réunion d’ouverts Uy, si &' est une dérivation de M telle que o, = 5|’UQ pour
tout o, alors 6 =¢'.

Démonstration. (1) Pour tout z dans U, soit ¢, une fonction C*! sur M, & support compact
contenu dans U, valant 1 sur un voisinage ouvert V,, de z, qui existe parce que k # wg, wc.

Par linéarité, il suffit de montrer que si un élément f de C**'(M,R) s’annule sur U, alors
il en est de méme pour &f. Or, pour tout f dans C¥+1(M,R) qui s’annule sur U, pour tout =
dans U, on a f = (1 — ¢,)f, donc

0f(z) = (1 = ¢u(2))0f (x) + f(2)5(1 = pa) () = 0.
(2) La premiére affirmation de (2) découle de (1). L’application
©* - CFH(M,R) — C¥(M,R)

est clairement linéaire, et, pour tous f, g dans Ck+1(M, R), puisque x2 a méme support que y,
et vaut 1 sur un voisinage de p(x),

(¢"0)(fg)(x)

LIP% (fq)w ") (#(2))

S((xe foe ™ Xagoe™) (v(x)

= (X f )(@(l‘))(S(xm gov ™) () + (xag 0 ¥~ ) (@(@)d(xa f o071 (p(2))
f )( )( )(@) + 9(2) (¢"0)(f)(@) -

La linéarité de § — ¢*J est immeédiate. Nous avons

¢ (f0)(9)(@) = (fO)(xagov™")(0(2)) = f op(x) ¢ (6)(g)(x) -

Pour tout CF*'-difféomorphisme local 1) : N — P, ot P est une variété C"', pour tout f dans
CH1(M,R) et pour tout = dans M,

(W) (f) (@) = ¢ 6(xa fo o) (0(x))
= 0(Xpt) (Xa Fo9™") 0¥™") (¥(0(2)))
=6 ((Xp@) Xxodf Yfo(op)™) (o)
= op)s (f)(x),

Car Xy(x) X ©¥~! vaut 1 au voisinage de v o ¢(z).
(3) Soit ¢ une autre dérivation de U vérifiant la méme propriété. Alors pour tous g dans

CHL(U,R) et z dans U, en utilisant I’assertion (1) et ses notations,

g (2) = 0'((¢29) i) (x) = 6(¢2g)(x) = Og(x) -

Donc ¢’ = |y. Les autres propriétés découle de (2) (car foi = f, et si V est un ouvert contenu
dans U, si j : V — U est l'inclusion, alors inclusion de V' dans M est i o j).

(4) Pour tout f dans C*'(M,R), et tout a, on a (6f) v, = du.(fiv.) = & v.(flu.) =
(0'f)|v.., donc les fonctions d f et ¢’ f, qui coincident sur U, pour tout «, coincident sur M. O

Si ¢ : M — N est un C*'-diffeomorphisme, on note aussi
pe=(¢)".

3.5 Dérivations et champs de vecteurs

Dans ce paragraphe, nous supposons encore que k # wg, wc.

Si X est un champ de vecteurs C* sur M, alors I'application Ly : CF1(M,R) — C*(M,R)
définie par

Lx(f):xw— T, f(X(x))

est une dérivation. En particulier, si M est un ouvert de R™, et si (eq,...,e,) est la base
canonique de R™, alors, comme g (z) = dfz(e,) onaLly, = i Plus généralement, si (U, )
est une carte locale de M, alors Ly x,,
du paragraphe 3.4.

Il est immeédiat de vérifier que si U est un ouvert de M, alors

ar ol ce dernier terme est défini dans la formule (%)

(Lx)w =Lxp) »

et que si (¢) est le flot local de X, alors

d
Lx(f)= En:ofoét .

Sip: M — N est un C*'-diffsomorphisme local, avec N une variété CF+!, alors pour tout
champ de vecteurs X sur N de classe C*, on a

@*(Ex) = ,wa .

En effet, pour tous les # € M et f € CH1(M,R), soient V, et U, des voisinages ouverts de
x et ¢(x) respectivement tels que ¢ : V, — U, soit un C**l-difféSomorphisme, et soit y, une
fonction CF+! sur N a support contenu dans U,, et valant 1 sur un voisinage de ¢(z), alors

Loxf@) =T f(¢" X( )) = Tof(Top) " (X (g(2))))
= Tow)(fo ™)X ( (2))) = Tp) (Xaf 0 97 ) (X (0(2)))
_‘CX(Xzfo99 o p() = (¢ (Lx)f(2) .

Théoréme 3.6 L’application X — Lx de T'y(TM) dans Dy(M) est un morphisme injectif
d’espaces vectoriels réels, ainsi que de C*(M,R)-modules, et un isomorphisme si k = 0o

Démonstration. Cette application est clairement linéaire sur R. Pour tous g € C*(M,R),
X eTW(TM), f € CHHY(M,R) et x € M, on a

Lox f(x) = T2 f((9X)(2)) = Tof(9(2) X (2)) = g(2) Lx f(x) = (9Lx f)(z) ,



donc l'application X + Ly est un morphisme de C*(M, R)-modules.

Pour montrer qu’elle est injective, montrons que si X est un champ de vecteurs C* ne
s’annulant pas en x, alors il existe un élément f dans C*1(M,R) tel que T, f(X(x)) soit non
nul. Ceci montrera que Lx(f)(x) = T, f(X (x)) est non nul, donc que Lx n’est pas la dérivation
nulle. Or il s’agit d’un probléme local, et en prenant des cartes locales, on se rameéne au cas ol
M est un ouvert de R". Auquel cas une forme linéaire non nulle sur X (z) convient pour f.

Pour montrer la surjectivité lorsque & = oo, nous commengons par le lemme suivant, ot
nous notons B la boule ouverte unité de R™.

Lemme 3.7 Soient £ € NU {oo,w}, et f : B — R une application C**'. Alors pour tout
y=(y1,.-.,Yn) dans B, il existe des applications hy, ..., h,, : B— R de classe C! telles que,
pour tout x = (xy,...,x,) dans B,

De plus, hi,y(y) = g’f{ (¥)-

Démonstration. On a

n

f@) = )= [ G =+ ndt=Y(w—w [ w0

i=1

Supposons maintenant que k = oo (sinon, la perte de régularité dans le lemme ci-dessus
entre f et les h;,, ferait que la démonstration ci-dessous serait incorrecte). Si d est une dérivation
sur B, il découle du lemme que pour tout f dans C*(B,R), et tout y dans B, on a, en notant
x; application i-éme coordonnée,

5f(y) =o(f = f() ()

E?:l (Piy ()0 — y)(Y) + (¥ — ¥i)d(hiy) ()

= YL o0k W atw) .

Donc, en notant g; = d(x:), on a 0 = Ly ,.x, , ce qui montre la surjectivité si M = B.

Maintenant, soient ¢ une dérivation sur M et (U,, @a)aca un atlas de cartes de M avec
©Ya(Ua) = B. Par ce qui précede, on a (¢a)«(djv,) = Ly, pour Y, un champ de vecteurs C* sur
B. Donc 6y, = (¢a)*(Ly.) = Lipa)*(va)- Notons Xo = (¢4)*(Ya), qui est un champ de vecteurs
C* sur U,. Par la proposition 3.5 (3), on a

(Lx)vanvs = (Lx)|Uanvs = Ovanus -

Par 'injectivité, on en déduit que les champs de vecteurs X, et Xz de classe C*° coincident
sur I'ouvert U, NUg, donc que les X, se recollent en un champ de vecteurs X de classe C* sur
M. Pour tout a, on a

Ove = Lxo = (£x)a -
Par la proposition 3.5 (4), on a donc 6 = Lx. |
Remarque. On identifie souvent, par l'application X + Ly, un champ de vecteurs et sa

dérivation associée. En particulier, cela explique la notation X (f) (au lieu de Lx(f)), pour X
dans T(TM) et f dans CK+1(M, R).

Ainsi, si (U, @) est une carte locale de M, a valeurs dans R™ muni de sa base canonique, alors
I'identification ci-dessus fait correspondre la dérivation % définie en (£) et le champ de vecteurs
:

5

p*X,, sur U. En particulier, si M est un ouvert de R"”, muni de la carte ¢ = Id : M — M,
alors on notera % le champ de vecteurs constant X,,. Donc (voir paragraphe 3.2), tout champ
de vecteurs X de classe C* sur M, en restriction & un domaine d'une carte (U, ), s’écrit, de

maniére unique,
n
.0
Xy = E .fifa
=1 L
=

otl f; € C*(U,R). Cette écriture dépend bien siir de la carte (U, o) choisie. Soit (V) une autre
carte locale & valeurs dans R™ muni de sa base canonique, avec X = E;Ll gj % Pexpression
¢

de X dans cette carte locale, avec (xq,...,x,) les coordonnées dans p(U) et (yi,...,y,) les
coordonnées dans (V). Notons

Y= ) 2 0o () = @1y, ) Ty )

Papplication de changement de cartes de (U N'V) dans o(U NV). Alors (voir paragraphe
3.2.5), on a les formules de changement de bases

et de changement de coordonnées
n
ox;
fi= Z 9 7 ° v
= 9y

De méme, le théoréme de redressement 3.4 dit que pour X dans I'y(T'M) tel que si X () #
0, alors il existe une carte locale au voisinage de z( telle que 'on ait, au voisinage de zy, et
dans cette carte locale,

_ 2
- 811 ’
Exemple. Soient (z,y) les coordonnées cartésiennes et (r,0) les coordonnées polaires au
voisinage d’un point de R? — {0}. Alors
0 0 0 0

0 0
— =cosf) — +sinf — et — = —rsinf — +rcosf — .

or ox dy 00 Ox dy

3.6 Crochets de champs de vecteurs

Lemme 3.8 Supposons k = co. Si 6,0" sont deuzx dérivations sur M, alors I’endomorphisme
linéaire
[6,0]=060d —d 006

de C*(M,R) est une dérivation. De plus, pour toutes les dérivations §,0', 6" sur M, pour tout
ouvert U de M, pour toutes les applications f, g dans C(M,R) et pour tout C*-difféomorphisme
local o : N = M ou N est une variété C*°, on a

o [0,0]+10,0]=0,

o [6,[67,0"]] + [0, [6",0]] + [6”,16,8"] = O,

o [f3,90'] = fg[0,0'| + fo(g)d" — g&'(f)d.



o ©'[5,0'] = [p*0, ¢*d], et donc en particulier |8,y =[O, &' |u],
Démonstration. Pour tous f, g dans C*°(M,R), on a

500'(fg) = f 08 (g)+0(f)"(g) +'(f)o(g) +gdod'(f),

d’ont le premier résultat par soustraction. Les autres vérifications sont immédiates. O

L’application [4,0'] s’appelle le crochet (de Lie) des dérivations § et ¢'. Le premier point
ci-dessus s’appelle la propriété d’anticommutativité et le second 1'identité de Jacobi du crochet
de Lie des dérivations.

Si X et Y sont des champs de vecteurs C* sur M, on note [X, Y] le champ de vecteurs C*
sur M tel que
Lixy) = [Lx,Ly].

Ce champ de vecteurs s’appelle le crochet (de Lie) des champs de vecteurs X et Y.

La proposition ci-dessous résume les différentes propriétés du crochet de Lie des champs de
vecteurs. La premiére propriété ci-dessous s’appelle 1’anticommutativité et la seconde 'identité
de Jacobi du crochet de Lie des champs de vecteurs.

Proposition 3.9 Supposons k = co. Soient X,Y, 7 des champs de vecteurs C>* sur M, f, g

dans C(M,R) et p : N — M un C>-difféomorphisme local, ot N est une variété C. Notons

(¢r) le flot local de X sur M. Alors [-,-] : T(TM) x T(TM) — T'(TM) est une application

bilinéaire telle que

(X Y]+ [V, X] =0,

[X7 [Yv ZH + [Y [Z7 XH + [Z7 [Xv Y“ =0,

[FX,gY] = Fg[X. Y]+ FLx(9)Y — gLy (f)X,

O*[X,Y] = [¢* X, ¢*Y], et donc en particulier, pour tout ouwvert U de M, nous avons

X, Yy = X, Y,

%‘t:() (¢)Y = [X, Y],

o si (U, ) est une carte locale de M a valeurs dans R™ muni de sa base canonique, et si,
en restriction a U, on a X =377, fj% ety =30, g,;%, alors le champ de vecteurs
[X,Y], en restriction o U, est

o~ (99 Ofi\ @
[X7 Y] n Z (f] (‘31_,- 9i 8IJ> 810, ’

ij=1

Démonstration. Les quatre premiéres assertions découlent du lemme 3.8. La derniére assertion
découle du fait que, par définition,

(X Y](f) = XY (f) = Y(X(S)) -

Montrons la cinquiéme assertion. Soit z un point de M, et f un élément de C>*(M,R).

Par une variante a parameétre du lemme 3.7, il existe une application (t,z) + g:(z) de
classe C™ et définie sur un voisinage de (0, zp), telle que fo ¢_,(x) = f(x) — tg(x) et go(x) =
_%\t:o fod y(x) = X(f)(x). Comme ¢, = ¢; ' pour ¢ petit et au voisinage de x, on a, pour
z voisin de x,

(@)Y (f)(@) =Y (fodt) o (x) =Y (f —tge) o ¢e(w) = Y(f) 0 u(x) — Y (ge) © du(2) .

En dérivant par rapport a t en ¢ = 0, le premier terme du membre de droite devient 7,.(Y (f))(X (z))
X(Y(f))(x). Le second terme devient Y (go)(x) = Y (X (f))(z), d’ou le résultat. d

Remarques. (1) La cinquiéme assertion dit que le crochet de Lie de deux champs de vecteurs
X et Y mesure la maniére dont Y « tourne » le long des courbes intégrales de X.

(2) La derniére assertion permet de définir le crochet de champs de vecteurs de classe C*
pour k > 1 sur un ouvert U de R”, qui est un champ de vecteurs de classe C*~! (attention a la
perte de différentiabilité) sur U : si X = Z?Zl [iXe, et Y =377 g;X,,, alors on pose

N~ (199 Of
[X7 Y} - Z (f]&rj g]axj) Xc,, .

ij=1

C’est un exercice de montrer que les cinq premiéres assertions restent valables, en demandant
des hypothéses de régularité suffisantes (champs de vecteurs au moins C? pour l'identité de
Jacobi, diffeomorphisme au moins C? pour la quatriéme assertion)

(3) 1 découle de 'exercice E.30 et de la proposition 3.9 ci-dessus que si X et ¥ sont deux
champs de vecteurs C! sur M, et si (¢) est le flot local de X en un point x de M, alors
e sif: M — N est un Cl-difféomorphisme, alors le flot local de f..X en f(z) est fogof 1,
e si X et Y sont C®etsif: M — N estun C®-diffcomorphisme, alors f.[X,Y] =
[£.X, £.Y].

3.7 Champs de plans

Soient & un élément de N U {00, wr,wc} et p < n dans N. Soit M une variété de dimension
n et de classe CFH1,

De maniére intuitive, un champ de plans C* sur M est la donnée, pour tout point x de
M, d’un sous-espace vectoriel A, de T, M, qui « dépend de maniére C* de z. » De maniére
précise, un champ de p-plans (ou encore une distribution de p-plans) (de classe CF) sur M est
une section (de classe C*) de la fibration grassmannienne de rang p (voir paragraphe 2.6) (du
fibré tangent) de M. Par exemple, si k # we et si M = U est un ouvert de R”, alors la fibration
G,(TU) s’identifie avec pr; : U x G,(R") — U, et donc un champ de p-plans C* sur U s’identifie
a une application C* de U dans la variété grassmannienne G,(R™).

Un champ de vecteurs X sur M est dit tangent & un champ de p-plans A si pour tout z
dans X, le vecteur X (z) appartient au sous-espace A, de T, M.

Si A est un champ de p-plans C*F sur M, et si U est un ouvert de M, alors, en identifiant

TU avec son image canonique dans 7'M, la rectriction Ay de A a U est un champ de p-plans
Ck sur U.



Les champs de plans se tirent en arriére par les morphismes étales. Plus précisément, soient
N une variété de dimension n et de classe C**!, f : M — N un CF*'-diffésomorphisme local et
A un champ de p-plans C* sur N. Posons, pour tout z dans M,

FA@) = (Tf) (D) -

Alors z + f*A(z) est un champ de p-plans C* sur M, appelé image réciproque de A par f. 11
est immédiat que id*A = A et que

(gofyA=[(gA).
De plus, si U est un ouvert de N et i : U — N l'inclusion, alors i*A = Ay et

([ A) )y = (firrw) Q) -

Si f est un CFldifféomorphisme et si A est un champ de p-plans C* sur M, alors on note
fA = (f7YH*A, cest-a-dire pour tout y € N,

FAWY) = Tra) f(Ap1y) -

Bien sir, on a alors f*(f.A) = f.(f*A) = A.

En particulier, si (U, ) est une carte locale C**1 de M a valeurs dans R (C" si k = wc),
alors ¢, (Ay) est un champ de plans sur Uouvert p(U) de R (C" si k = we), appelé le champ
de plans A lu dans la carte (U, ).

La proposition suivante peut aussi servir a définir un champ de p-plans de classe C*.

Proposition 3.10 Un champ de p-plans A : z — A, de M est de classe C* si et seulement
si, pour toul point xo de M, il existe un voisinage ouvert U de xo et p champs de vecteurs
Xi,.... X, sur U, de classe C*, tels que, en tout point x de U, le p-uplet (X(z),..., X,(z))
soit une base de A,.

Démonstration. Si k = wc, alors on remplacera R par C dans ce qui suit, et on considérera
les espaces vectoriels et les applications linéaires sur C.

Comme cet énoncé est local, on se raméne en prenant des cartes locales au cas ot M = U
est un ouvert de R", 2y = 0, A une application de U dans G,(R") et Ay = R? x {0}. On identifie
de maniére usuelle R™ et le produit R? x R"?. Notons que pour tout x suffisamment proche de
0, le sous-espace vectoriel A, est transverse, donc supplémentaire, a {0} x R"7P| et ceci que A
soit C*, ou qu'il soit engendré par p champs de vecteurs C* linéairement indépendants. Fixons
(é1,...,¢,) une base de Ag. Rappelons que £(Ag, R"?) est I'espace vectoriel réel de dimension
finie des applications linéaires de Ay dans R"77.

Si A est C*, alors par définition de la structure de variété sur G,(R™), il existe, quitte &
retrécir U, une application C* de U dans £(Ag, R"7P), que nous noterons x — h,, telle que
A, soit le graphe de l'application linéaire h,. Posons X;(z) = e; + h.(e;), qui appartient a A,
pour 1 < < p. Alors les champs de vecteurs X; sont C¥. Comme ey, ..., e, sont linéairement
indépendants et h, est d'image dans {0} x R"7P, ils sont linéairement indépendants en tout
point z, donc forment une base de A,.

Réciproquement, supposons que le champs de p-plans A soit engendré par p champs de vec-
teurs X, ..., X, de classe C*, lindairement indépendants en tout point. Notons Y;(z),. .., Y,(z)
les projections de respectivement Xi(z),...,X,(z) sur Ay parallelement a {0} x R™77, et

Zy(2), ..., Zy(x) celles sur {0} x R™? parallelement a A,. Remarquons que, quitte & retré-
cir U, le p-uplet (Yi(z),...,Y,(z)) est une base de Aj. Notons A, : Ag — A, Papplication
linéaire telle que A, (e;) = Y;(x). L’application x ++ A7 de U dans £(Ay, Ag) est de classe C*
par les formules donnant l'inverse d’une matrice. Notons B, : Ay — {0} x R""? Papplication
linéaire telle que B,(e;) = Z;(x), qui dépend de maniére C* de x. Alors A, est le graphe de
I'application linéaire B, o A7 de Ay dans {0} x R"™P, qui dépend de maniére C* de x, d’ott le
résultat. O

Exemples. (1) Si X est un champ de vecteurs C* ne s’annulant pas sur une variété M, alors
Papplication z +— RX (), qui & 2 associe la droite dirigée par le vecteur tangent X (x), est un
champ de droites C* sur M, dit dirigé par X.

(2) Attention, la proposition précédente est
uniquement locale, il existe des champs de droites
sur des variétés M tels qu’il n’existe pas de champ
de vecteurs ne s’annulant pas sur M et dirigeant
ce champ de droites. Par exemple, le ruban de
Mibius est la variété quotient (R x R)/((z,y) ~
(x+1,—y)). Soit (e1,e2) la base canonique de R2.
Le champ de droites R?* — R? x Py(R) sur R?
défini par = — (z,Rey), passe au quotient en un
champ de droites C* sur le ruban de Mobius qui
n’est pas dirigé par un champ de vecteurs C° ne
s’annulant pas.

(3) Considérons le champ de plans A de classe C* sur la variété R* munie des coordonnées
u = (z,y,2), qui est engendré par les champs de vecteurs C™ linéairement indépendants en
tout point

17 0 0
X = %7 Y = 8_y +x E s
c’est-a-dire qui est défini par u — A, = Vect{X (u), Y (u)}. Ce champ de plans est invariant par
les translations dans les directions y et z. Le long de I'axe de coordonnée des z, il est horizontal
en lorigine, et devient de plus en plus vertical quand on va vers U'infini (voir figure ci-dessous).
Notons que [X,Y] = £ ¢ Vect{X,Y}.

z /y

Y

°
—

[
I
]
Y

3.8 Feuilletages

Soient & un élément de N U {00, wg, wc} et p < n dans N. Soit M une variété de dimension
n et de classe C* (par exemple obtenue par appauvrissement de structure & partir d’une variété
de classe C™*! avec r > k).



Un champ de p-plans est une notion infinitésimale.
L’objet global lui correspondant (au moins partiel-
lement) est celui de feuilletage. Le modéle standard
(a garder en téte) de ce que nous allons appeler
un feuilletage de dimension p d’une variété de di-
mension n est le feuilletage linéaire standard de di-
mension p de R" = RP x R"? par les sous-espaces
affines horizontaux R? x {y} de dimension p, muni

ﬂp de I'ensemble des CF-difféomorphismes locaux de
R"™ préservant la famille de ces sous-espaces affines
horizontaux.

Si k = wc, alors on remplace R par C dans cette définition.

R

Un atlas de cartes feuilletées CF de dimension p sur M est un (sous)-atlas de cartes A de
classe CF de M, tel que
e pour chaque carte (U, ¢) de A, on a p(U) =V x T avec V un ouvert de R? et T un
ouvert de R"77,
e pour toutes les cartes p : U =V x T et ¢ : U — V' x T’ dans A, le changement de
cartes est localement de la forme

(z,y) = (f(2,9),9(y)) -

Un feuilletage F de classe C*, de dimension p, et de codimension n — p, dans M est un atlas
de cartes feuilletées C¥ de M, qui est maximal (pour l'inclusion). Une variété feuilletée (M, F)
de classe C* est une variété M de classe C* munie d'un feuilletage CF.
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Sip:U — V xT est une carte locale dans A, alors les sous-variétés =1 (V x {y}) de
classe C* de U sont appelées les feuilles locales de F dans cette carte, et les ¢~ '({z} x T)
les transversales locales. Puisque les applications de changement de cartes de I'atlas de cartes
feuilletées A préservent I'ensemble des sous-espaces horizontaux RP x {*}, les feuilles locales sont
indépendantes des cartes, au sens que si (U, ), (U’, ¢') sont deux cartes locales du feuilletage,
si x et y appartiennent & U N U, alors x et y sont dans une méme feuille locale pour la carte
(U, p) si et seulement s'ils sont dans une méme feuille locale pour la carte (U', ¢').

L’espace topologique R™ est identifié de maniére usuelle & 1'espace topologique produit
RP x R™P. Munissons ’ensemble R™ d’une nouvelle topologie, produit de la topologie usuelle
sur R? et de la topologie discréte sur R" 7P, qui est plus fine que la topologie usuelle. Comme
les homéomorphismes locaux de R™ de la forme

(z,y) = (f(2,9),9(y))

sont aussi des homéomorphismes locaux pour cette nouvelle topologie sur R™, on peut munir
(voir Pexercice E.50 de 'appendice A.1) la variété M d’une unique topologie, appelée topologie
des feuilles de F, plus fine que la topologie originelle de M, telle que les cartes locales de F
soient des homéomorphismes sur des ouverts de R” muni de cette nouvelle topologie. Si A est
une partie de M, on appelle encore topologie des feuilles de A la topologie induite sur A par la
topologie des feuilles de M. Comme la topologie originelle de M est séparée, la topologie des
feuilles l'est aussi. Notons que si p < n, alors la topologie des feuilles est strictement plus fine
que la topologie usuelle.

On appelle feuille du feuilletage F passant par un point x de M, et on note F,, la composante
connexe de x dans M pour la topologie des feuilles sur M. En particulier, les feuilles de F
forment une partition de M. En général, 'ensemble des feuilles est non dénombrable.

Montrons que chaque feuille F,., munie de sa topologie des feuilles (c¢’est-a~dire celle induite
par la topologie des feuilles de M), est un espace topologique séparé et a base dénombrable. La
séparation a déja été mentionnée.

Comme M est dénombrable a I'infini, on peut recouvrir M par un ensemble dénombrable
de cartes feuilletées (U;, ¢;)ien telles que U; soit relativement compact, et telle que, pour tout 4
dans N, 'ensemble {j € I : U; NU; # 0} soit fini. Soit z un élément de M. Alors la feuille F,
est réunion d’un ensemble dénombrable de feuilles locales : si « € U;,, prendre la feuille locale
de z dans Uj,, puis pour tout i tel que U, NU; # @ (il n’y en a qu’un nombre fini), prendre la
feuille locale dans U; d'un point fixé quelconque de U;, NU;, ete. Ceci montre que F,, est a base
dénombrable.

Notons qu’une feuille rencontre un domaine de carte feuilletée en une réunion (disjointe) au
plus dénombrable de feuilles locales (qui peut étre dense dans ce domaine, voir I'exemple (4)
ci-dessous).



Comme les feuilles locales de F sont des sous-variétés CF. chaque feuille, munie de sa topo-
logie des feuilles et de son atlas des feuilles locales, est une variété C*, et, munie de la topologie
induite par la topologie originelle de M, est une sous-variété immergée dans M (car chaque
feuille locale est un ouvert de la feuille la contenant pour la topologie des feuilles). Mais at-
tention, une feuille n’est en général pas une sous-variété de la variétée M (voir 'exemple (4)
ci-dessous).

Par abus, on note souvent de la méme maniére le feuilletage F et la partition de M en
feuilles de F.

Exemples. (1) Soit X un champ de vecteurs C* ne s’annulant pas sur une variété M de classe
C**1. Alors le théoréme du redressement 3.4 montre que M admet un feuilletage de classe C*,
dont les feuilles sont les courbes intégrales de X.

(2) Soit 7 : E — B une fibration C*, de fibre une variété F' de classe C* et de dimension p, sur
une variété B de dimension n. Pour toute carte locale (U, ¢) de B ot U est un ouvert distingué
pour 7, pour toute carte locale (V,v) de F, et pour toute trivialisation locale 6 : 7= *(U) — UxF
de 7 au-dessus de U, considérons I'application de l'ouvert W = 03U x V) de E dans l'ouvert
O(U) x (V) de R* x RP, définie par

x> (¢ x ) ob(z) .

Alors I’ensemble de ces applications est un atlas de cartes feuilletées C* sur E. Donc la fibration
7 définit un feuilletage C* de dimension p et de codimension n dans E. Si F' est connexe, les
feuilles de ce feuilletage sont les fibres m=1(b) pour b dans B. Il se trouve que, dans ce cas
particulier, les feuilles sont donc toutes des sous-variétés (et pas seulement des sous-variétés
immergées).

En particulier, une variété produit M x N admet deux feuilletages, dont les feuilles sont
difféeomorphes a M pour 'un, a N pour 'autre.

Mais il existe « beaucoup plus » de feuilletages que de fibrations!

(3) Les feuilletages se tirent en arriére par les morphismes étales. Plus précisément, soient
f: M — N un CF-diffésomorphisme local entre deux variétés C*, et F un feuilletage C* de
N, défini par un atlas de cartes feuilletées (U, ;)ier. Pour tout point = de M, notons V, un
voisinage ouvert de z tel que f(V;) soit un ouvert de N et fjy, soit un C*-difféomorphisme sur
son image. Alors l'atlas de cartes (f~1(U;) N Vi, ¢; 0 fif1 v, Jierwenm est un atlas de cartes
feuilletées CF sur M, donc définit un feuilletage C* de M, noté f*F, et appelé feuilletage image
réciproque de F par f. En particulier, I'image par f de la feuille (f*F), est la feuille Fy(,), mais
en général I'image réciproque par f d’une feuille de F n’est pas réduite a une seule feuille de
f*F.

Un isomorphisme (de feuilletages C*) d'une variété feuilletée (M, F) de classe C* dans une
autre (M', F') est un CF-difféomorphisme f : M — M’, tel que f*(F') = F (ou de maniére
équivalente, telle que les applications f et f~!, lues dans des cartes locales feuilletées, préservent
les familles de sous-espaces horizontaux).

(4) Soit G un groupe discret agisant librement et proprement par C*-difféomorphismes sur
une variété M de classe CF. Soit F un feuilletage de M, qui est invariant par G (c’est-a-dire
tout élément de G envoie carte feuilletée sur carte feuilletée : g*F = F pour tout g dans G).
Alors la variété quotient G\M admet un unique feuilletage F', appelé feuilletage quotient tel
que, si m : M — G\M est la projection canonique, alors 7*F = F. La démonstration est
la méme, en travaillant avec des atlas de cartes feuilletés, que celle qui a permis de définir la
structure de variété quotient sur G\ M, voir le paragraphe 1.4.2.

Par exemple, si F' est un sous-espace
vectoriel de dimension p de R", alors R™ ad-
met un feuilletage dont les feuilles sont les
translatés de F'. En particulier, ce feuilletage
est invariant par l'action par translations de
Z"™. Donc il induit par passage au quotient
dans le revétement R" — R"/Z"™ un feuille-
tage analytique réel de dimension p du tore
T™, appelé un feuilletage linéaire du tore.

Par exemple, si n = 2, et si I’ est une
droite de pente irrationnelle, alors les feuilles
du feuilletage correspondant de T? sont dif-
feomorphes a R, mais ce ne sont pas des sous-
variétés de T2, car elles sont denses dans T?.

Plus généralement, toute feuille d’un
feuilletage linéaire de dimension p d’un tore
est diffeomorphe & un produit RP~# x T*.

R‘Z

3.9 Théoréme de Frobénius

Soient k dans N — {0} U {oo,w}, et p < n dans N. Soit M une variété de dimension n et de
classe C*.

Tout feuilletage F de classe C* et de dimension p sur M définit un champ de p-plans de
classe CF~1, qui est I'application
x> T F,

qui & un point « de M associe l'espace tangent en x a la feuille F, passant par x. (Ceci est
bien défini, car F, est une sous-variété immergée de classe C¥ de M.) On fera attention a la
perte de différentiabilité si k& # oo, w. Pour simplifier les énoncés, nous supposons k& = oo dans
la suite.

Un champ de p-plans A de classe C™ est dit intégrable 'l existe un feuilletage F de classe
C* et de dimension p sur M tel que A, = T,.F, pour tout x dans M.

Notons qu'un tel feuilletage est unique. En effet, soient 7’ un autre tel feuilletage, et (U, ¢)
et (U, ¢") des cartes feuilletées de JF et F’ respectivement. Considérons Uapplication ¢’ o p~! :
(z,y) = (fi(z,y), f2(z,y)) d'un ouvert de R” x R"™7 sur un autre. La dérivée d—f;Q de sa seconde
composante par rapport a la premiére variable est nulle puisque T,,.F, = T, F.. Donc sa seconde
composante fs ne dépend localement que de y, et les deux cartes feuilletées sont compatibles.
Par conséquent, F = F'.

Voici un critére trés utile pour savoir si un champ de p-plans est intégrable.

Théoréme 3.11 (Théoréme de Frobénius) Un champ de p-plans A de classe C* sur M
est intégrable si et seulement si, pour tous les champs de vecteurs X et'Y sur M de classe C®
et tangents a A, le crochet de Lie [X,Y] sur M est tangent a A.

Démonstration. Supposons d’abord que A soit intégrable, défini par un feuilletage F de
dimension p. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M tangents a A, et x dans M.
Montrons que [X,Y](z) € A,. Quitte a prendre une carte locale (U, ¢) en x et a remplacer X
par ¢,(X|y) et de méme pour Y, on peut supposer que M = R" et que le feuilletage est le
feuilletage par sous-espaces paralléles a R? x {0} dans RP x R"?. Mais alors, dire qu'un champ



de vecteurs est tangent a A équivaut a dire qu’il est combinaison linéaire de 0%1 .. . Comme

. o
le crochet de deux champs de vecteurs qui sont une telle combinaison linéaire en est une autre,

le résultat en découle.

Réciproquement, supposons que la seconde propriété soit vérifiée, et montrons qu’alors A
est intégrable. Comme ce probléme est local, on peut supposer que M est un voisinage ouvert
de 0 dans R". Par la proposition 3.10, quitte & réduire M, il existe (X7,...,X,) un p-uplet de
champs de vecteurs de classe C*, qui, en tout point de M, est une base de I'espace tangent en
ce point.

Montrons tout d’abord que 'on peut se ramener au cas ou [X;, X;] = O pouri,j € {1,...,p}.
Quitte a faire un changement linéaire de coordonnées, on peut supposer que X;(0) = %(0) pour
ie{l,....p}.SI X, = Z] 1 G ]dr , alors, quitte a réduire M, on peut supposer que la matrice
(a;;())1<i,j<p, qui vaut la matrice identité en x = 0, est inversible, d’inverse (b; j())1<;, j<p. Par

les formules donnant I'inverse d'une matrice, les fonctions b; ; sont C°° Posons X/ = p 1 61X

s " i /
Alors les X/(z) engendrent encore A,. Par construction, X! = 87:1 + 37 i=pt1 Cirj 81 Donc un

petit calcul, utilisant le fait que [%, ﬁ] = 0, montre que
i Cj

/ ! = 8
[XHX]'} = Z di’j’ka—xk

k=p+1

Or par 'hypothese, il existe des fonctions e; ;5 pour 7, j, k € {1,...,p} de classe C* telles que

X]fze”kafze”k (870 + Z C’”a > .
Jj=p+1
Donc par différence, Y 7_, ei,j,ki = 0, ce qui, par indépendance des %7 montre que e;;; = 0
pour i, j, k € {1,...,p}, ce qu’il fallait démontrer.

Montrons maintenant par récurrence sur p que si (X,...,X,) est un p-uplet de champs de
vecteurs C* linéairement indépendants, et commutants (c’est-a-dire [X;, X;] = 0 pour tous 4, 7),
alors il existe un C*-difféomorphisme local ¢ en 0 tel que, au voisinage de 0, on ait p*(X;) = T
pour i € {1,...,p}. Ceci montrera que le champ de p-plans engendré par ¢*(X,),...,¢*(X,)
est tangent au feuilletage F par les sous-espaces affines paralléles & R? x {0}. Donc le champ
de plans engendré par X, ..., X, est intégrable au voisinage de 0 (tangent au feuilletage image
réciproque par ¢! de F).

Le cas p = 1 découle du théoréme de redressement 3.4. Supposons le résultat vrai pour p—1.

Alors nous pouvons supposer, quitte a utiliser un C*-difféeomorphime local en 0, que X; = %
pour i € {1,...,p — 1}. Ecrivons

n

0
Xp = Z afa?] .

j=1
Comme [X,,X;] = 0 pour s € {1,...,p— 1}, on a gﬁ 0 pour tout j, c’est-a-dire que
a; est une fonction des coordonnées w,,...,, seulement. Par le théoréme du redressement

3.4 apphque au champ de vecteurs Y = Z sur {0} x R"P*! on peut supposer que

w2
J =p "I dx;
Y = dr , de sorte que X, Z] b a]dTJ + ar .Pourie{1,....,p—1}, posons f;(zp,...,z,) =
- fo a;(t, Tps1, - .., x,)dt, qui est de classe C*. Posons aussi
o + filxp,...,xn) pour 1 €{1,...,p—1}
Yi T pour ze{p...‘,n}.

11 est immédiat que Papplication (z1,...,2,) — (Y1,...,Yn) est un C®-diffcomorphisme local
en 0. Rappelons (voir la remarque suivant la démonstration du théoréme 3.6) que, pour tout

je{l,....,n},ona
dyi 0
('):1: ZaxJ y;

J

D= 0

Done, pour j € {1,.. —1},ona Be; = By
J

af, o =
Z Oz, Ay; 6yp B ; — Ox; * W/,, ’

Donc, pour j € {1,...,p}, on a X; = 5, ce qu'il fallait démontrer. O

Par exemple, le champs de plans sur R? de Pexemple (3) du paragraphe 3.7, défini par
Ay = Vect(%, % + x%), est non intégrable.

Remarque. Si A est un champ de p-plans C* sur M, alors (par la proposition 3.10) pour
tout o dans M, il existe un voisinage ouvert Uy, de zy dans M et Xy,..., X, des champs de
vecteurs C* sur U tels que pour tout = dans U, les vecteurs Xi(z),..., X,(z) engendrent A,.
Pour montrer que A est intégrable, il suffit alors de vérifier que

Vagoe M, VeelU,, Yije{l,....p}, [Xi,Xjl(x)eA,

Démonstration. Soient X et Y des champs de vecteurs C* tangents & A. Pour tout zg
dans M, il existe des fonctions fi,..., fp,91,...,9, de classe C* de U,, dans R telles que
X, = 20y fiXiet Yy, = >V, ¢:X;. Alors pour tout = dans Uy, le vecteur [X,Y](z)
appartient a lespace vectoriel engendré par les [X;, X;](x), par la bilinéarité et le troisiéme
point de la proposition 3.9, donc il appartient & A,. On applique alors le théoréme 3.11 de
Frobénius. |



4 Formes différentielles

Nous renvoyons au paragraphe 2.7 pour la construction des fibrés vectoriels des p-formes
alternées A\, : APT*M — M et celui des formes alternées A, : A*T*M — M sur une variété
donnée M.

4.1 Formes différentielles

Soient n et p deux éléments de N, et M une variété C™™ de dimension n, avec r € NU{oo, w}.

Une p-forme différentielle (vesp. p-forme différentielle de classe C") sur M est une section
(resp. une section de classe C") du fibré vectoriel X\, : APT*M — M. Ainsi, une p-forme
différentielle w associe, a tout = dans M, une forme p-linéaire alternée w, sur l'espace tangent
T.M a M en z. De méme, une forme différentielle (vesp. forme différentielle de classe C")
sur M est une section (resp. une section de classe C") du fibré vectoriel A, : A*T*M — M.
Ainsi, une forme différentielle w associe, a tout x dans M, une somme de formes multilinéaires
alternées w, sur l'espace tangent T, M & M en x.

On note QP(M) (et QP(M) quand 7 est sous-entendue) I'ensemble des p-formes diffé-
rentielles C" sur M, et QU (M) (et Q(M) quand r est sous-entendue) I'ensemble des formes
différentielles C” sur M. On a une inclusion évidente QP (M) — QO (M).

Comme A°T*M s’identific avec M x R, remarquons que Q%) (M) sidentifie avec C" (M, R).
Par convention, on pose QP (M) = {0} si p < 0.

e Structure d’algébre.

Rappelons que I'ensemble des sections d’un fibré vectoriel, muni des opérations d’addition
et de multiplication externe point par point, est un espace vectoriel. Soient w,w’ dans Q) (M),
et a dans R. On appelle addition de w et W' la forme différentielle

WwHw T w W
On appelle multiplication externe de w par a la forme différentielle
aw : T = Qwy .
On appelle produit extérieur de w et w’ la forme différentielle

wAW T w Awl

Proposition 4.1 L’ensemble Q") (M), muni des opérations ci-dessus et de la famille (P (M) pen,

est une algebre réelle (associative, unitaire) graduée, anticommutative, i.ec.
o (QU(M),+,-,A) est une algébre (associative, unitaire) sur R, et QP)(M) est un sous-
espace vectoriel ;
e Q(M) = @peNQP’(T)(J\J), et si a € QUM et f € QUON(M), alors a« A B €
Qptas(r) (M) ;
o sia € OP(M) et B€QUO(M), alors a A B = (—1)P1B A a.

Remarque. En posant, pour toute fonction réelle f de classe C" sur M et toute forme diffé-
rentielle w de classe C" sur M,

frwize f@)ws,
'ensemble Q) (M) est muni d'une structure d’algébre (associative, unitaire) graduée anticom-
mutative sur 'anneau C"(M,R).

Démonstration. Il est immédiat que les opérations préservent la régularité C™ des formes
différentielles. Le résultat découle alors du théoréme A.16 de 'appendice A.5. O

Par exemple, si f : M — R est une application C"*!, alors Iapplication df : M — T*M,
qui au point x de M vaut la forme linéaire

dfy : X — T, f(X)

sur l'espace tangent T, M, est une 1-forme différentielle C", appelée la différentielle de f. Il ne
faut pas confondre df : M — T*M et Tf : TM — TR, méme si 'un détermine I'autre.

Si U est un ouvert de M, alors I'application
W = UJ‘U

est un morphisme d’algébres (unitaires), gradué de degré 0, de Q) (M) dans Q) (U). De méme
que pour les champs de vecteurs, les formes différentielles vérifient la propriété de localité des
faisceaux : si U est un ouvert, réunion d’ouverts Uj, si w; est une forme différentielle C" sur U,
tels que w; = w; sur U; N Uy, alors 'unique application w : U — A*T*U telle que wyy, = w; est
une forme différentielle C" sur U.

Remarque. Si U est un ouvert de R, alors comme T'U s’identifie avec U x R™, la carte (U, id)
de la variété U fournit une identification

NT*U =U x A*(R")* .

Une forme différentielle « +— (z,w,) sur U s’identifie donc & une application z — w, de U dans
A*(R™)*. Cette forme différentielle sur U est de classe C” si et seulement si application z — w,
est C”. Nous ferons cette identification dans toute la suite de ces notes.

Soient (eq,...,e,) la base canonique de R", et (e})/ez,, ot Z,, est I'ensemble des suites
strictement croissantes dans {1,...,n}, la base correspondante de A*(R™)*. Toute forme diffé-
rentielle w sur U s’écrit alors, de maniére unique,

w:Zf1€f=

1€,

ou f; : U — R est une application, de classe C" si w l'est.

Si U est un ouvert de R™, et si f : U — R est une application C"*!, alors la 1-forme
différentielle df est Papplication qui a 2z dans U associe la différentielle (ou application dérivée)
df,, au sens du calcul différentiel. Par exemple, si z; (avec notation abusive, mais parlante) est
Papplication i-éme coordonnée (xy,...,x,) — 2, qui est linéaire, alors la différentielle dz; est
constante sur U, et vaut encore l'application i-éme coordonnée. C’est-a-dire, en tout point x
de U, la suite (dxy, ..., dx,) est la base duale de la base canonique de R™. Donc

n af
dfzzaxi dz; .
i=1

De plus, en posant dx; = dx;, A---Adw;, pour tout [ = {t1,...,ip} avec iy < --- < i, et p dans
N (par convention dzg = 1), alors toute forme différentielle w sur U s’écrit, de maniére unique,

w:ZwIdII

1€,




ou wy € C"(U,R). De méme,

w = Z wil,,_,l-p dIil JARERWAN dﬁ,‘p

i< <ip

si w est une p-forme différentielle. La famille (dx;)jez, est donc une base du module Q) (U)
sur Panneau C7(U,R). Attention, pour une variété générale M, le C"(M,R)-module Q) (M)
n’est pas forcément libre.

Proposition 4.2 Si Xy,..., X, sont des champs de vecteurs sur M, et siwi,...,w, sont des
1-formes différentielles sur M, alors, pour tout x dans M, on a

(@1 A= Awa(X (@), .., Xi(2)) = det (@)X (@)1cp o -
Démonstration. Ceci découle de la proposition A.17 de 'appendice A.5. O

e Image réciproque.
Soient N une variété C"! avec r € NU {oo,w}, et f: M — N une application C"*1.

Pour tout w € SZP*“)(N), on note f*w, et on appelle image réciproque de w par f, la forme
differentielle © +— (T, f)*(wy()), donc définie, pour tout x dans M et tous Xi,..., X, dans
T,M, par

(f*w)ac(le ceey Xp) = wf(z)(TIf(Xl)v s ~Tarf(XP)) .

1l est immédiat que f*w est de classe C”. On étend par linéarité f* a QU)(N). Si g appartient
a Q) (M) = C" (M, R), alors

ffg=gof.
Si w est une 1-forme différentielle, et si (7, f) est I'application linéaire de T} )N dans T;M,
duale de T, f : T, M — Ty, N, alors

(f'w)e = "(Tof)(Wr@) = Wi © Tof -
Remarquons que si U est un ouvert de N, et si¢: U — N est 'inclusion, alors
VweQN), fw=uwy,
donc 'opération de restriction aux ouverts est un cas particulier d’image réciproque.

Exercice E.31 Montrer que si g : N — R est une application C™*1, alors f*(dg) = d(go f) =
a(f*9).

Proposition 4.3 L’application f* : QUV(N) — QU)(M) est un morphisme d’algebres (uni-
taires) graduées, qui commute auz restrictions, c¢’est-a-dire f* est linéaire, f*1 =1,

VwneQ(N), fwAn) =(fw)Af),
FA(OPO(NY)) € QM) et, pour tout owvert U de N et tout w € QU (N),
(fr@)ig1w) = (i) (wp)) -
De plus, si g: N — P est une application C"™', alors

(gof) =feg".

Démonstration. La commutation avec les restrictions est immédiate, et découle de la derniére
assertion, en remarquant que si i : U — N et j : f~Y(U) — M sont les inclusions, alors
foj=io(fiy-ru)

La premiére partie découle du théoréme A.16 de 'appendice A.5. La derniére assertion
découle, par le théoréme de dérivation des fonctions composées, de la nature contravariante des
algebres extérieures :

((go fYw)a = (Tu(g o ) (Wgor) = (Tef)* (Tr@)9) (Wo(sap)) = (f* 0 g"(@))a -
O

Voici quelques calculs pratiques d’images réciproques. Soient U un ouvert de R™, V un
ouvert de R™ et f : U — V une application C' avec f(z) = (fi(z),..., fi(x)) pour tout
x € U. Notons 1, ..., x, les coordonnées dans U et yy,...,y,, celles dans V.

Pour tout j € {1,...,m}, comme T,f = (T, f1,...,Tyfm) et comme y; est I'application
j-éme coordonnée, on a

— N
frdy; = d(f;) = ; oy, dai -

Soit w une forme différentielle sur V, d’écriture w = 37 ;. w;dy;s dans la base (dy,) ez,
du module Q) (V) sur I'anneau C"(V,R). Si J = {ji,...,j,} avec ji < -+ < j,, notons

dfy =d(f) N---Nd(f5,) -

Comme f* est linéaire et commute au produit extérieur, on a, d’aprés la formule précédente,

fro=">"(wsofdfs.

JEL,

(Du point de vue des calculs, on remplace donc y par f(z) et dy; par d(f;).) En particulier, si
w € Q1) alors

! afy,  0f,,
fro= > Wirewi O f Gt 8 dasy A Ada,

J1< iy 1<ty ip<n
De plus, si n = m, si

Ji(x) = det T,.f = det (gf]

L

(x)) 1<i,j<n

est le jacobien de f en z, et siw : y — ¢(y) dy; A - -+ A dy,, alors
(ff'w)s = co f(x)Jp(x)day A - Ad, .

Cette formule est appelée la formule de changement de variable des formes différentielles de
degré maximal.

Exemples : (1) Si f: R — ] 0, 400[ est I'application exponentielle  — e”, alors

fr (@) =dz .
Y



(2) Si f: R* — R? est application (r,0) — (rcos 6,rsin ), alors
fH(de Ndy) =rdr Ndb .

(3) Si f:]0,4+00] xR — R? — {0} est 'application (r,0) — (rcos 6,7sin 6), alors

L rdy —ydr\
f( o )419.

Lorsque le changement de variable est clair, on note parfois encore w la forme différentielle
f*w (par exemple, on écrit de A dy = r dr A df avec le changement de variable (2) ci-dessus).

Remarque. Si (U, ) est une carte locale C"*' de M a valeurs dans R", et si w € QU (M),
alors

(™) (W) € QV(p(U)) -
En particulier, on peut utiliser la base de Q) (p(U)) pour exprimer la forme différentielle
(™ (ww), appelée la forme différentielle w lue dans la carte (U, p). Clest ce point de vue

qu’il est souvent le plus utile d’utiliser dans les calculs. En particulier, on déduit le résultat
suivant de l'écriture canonique d’une forme différentielle dans un ouvert de R".

Proposition 4.4 Avec les notations ci-dessus, on note @i, ...,, les composantes de ¢ et,
pour tout I = {iy,... i} avec iy < --- <i, et p € N, on pose dp; = dp;; A--- Ndp;,. Alors
pour tout w dans Q) (M), il existe une unique famille (wy)ez, d’applications de classe C" sur
U telle que, dans Q)(U), légalité

W = Z w;dgo;

1€Z,

soit satisfaite. O

e Différentielle extérieure.
On suppose, pour simplifier, que r = oo dans ce paragraphe. On note QP (M) = QP(<) (M)
et Q(M) = Q) (M).

L’application d : Q°(M) — QY(M), qui & une application f : M — R de classe C> associe
sa différentielle
df cx—={df,: X =» T.f(X)},

est une application linéaire, telle que

d(fg)=gdf + fdg .

Le résultat suivant dit que cette application s’étend, de maniére unique, a toutes les formes
différentielles. Le passage (de linfinitésimal au global) des propriétés de linéarité et de fonc-
torialité des algeébres extérieures d’espaces vectoriels de dimension finie, a celles des formes
différentielles, peut étre traitée (et a été traitée dans les paragraphes précédents) de maniére
directe. En ce qui concerne la définition de la différentielle extérieure qui suit, pour éviter de
trop longues discussions sur la structure de l'espace tangent du fibré des formes alternées sur
une variété, nous ferons une étape de plus, en passant de 'infinitésimal au local, puis du local
au global. La situation locale consistera a étudier le cas des formes différentielles sur les ouverts
de R™, en suivant en cela de nombreux autres ouvrages sur le sujet (voir [CarH, Laf, Die2]).

Théoréme 4.5 [l existe une et une seule application linéaire d : Q(M) — Q(M) graduée de
degré +1, c’est-a-dire d(QP(M)) C QPHH(M), telle que
(1) pour tout f dans Q°(M), la forme différenticlle df est égale a la différentielle de f définie
ci-dessus ;
(2) d est une antidérivation de Ualgébre graduée Q(M), c’est-a-dire pour tous o € QP(M) et
B e QIM), ona
da N B) = (da) NS+ (=1)Pa A (dB);

(3) dod =0.

De plus, les applications d commutent avec les restrictions aux ouverts : pour toute forme
différentielle w € Q(M), pour tout ouvert U de M,

(dw) iy = d(w) -

Enfin, les applications d commutent avec les images réciproques : pour toutes les variétés M
et N de classe C>, pour toute application f : M — N de classe C>, et pour toute forme
différentielle w € Q(N), on a

JH(dw) = d(f*w) .

Cette application d est appelée la différentielle extérieure (ou différentielle tout court) des
formes différentielles. Par convention, on note d : Q71 (M) — Q°(M) I'application nulle.

Remarque. Nous verrons dans la démonstration qu’il suffit dans (3) de demander la condition
dod=0 sur les applications.

Démonstration. Pour prouver 'unicité, montrons que, pour tout w dans (M), les propriétés
de la différentielle déterminent uniquement dw sur un voisinage suffisament petit de tout point.
Cela concluera, par les propriétés de localité ci-dessus des formes différentielles. Commengons
par démontrer le lemme suivant, qui dit qu'un opérateur linéaire d : Q(M) — Q(M) qui vérifie
les propriétés (1) et (2) est un opérateur « local ».

Lemme 4.6 Si V' est un ouvert de M, et si v, 5 sont des formes différentielles sur M telles
que oy = By, alors (do)y = (df)v.

Démonstration. Pour tout x dans V| soit f : M — R une fonction C*, de support contenu
dans V, valant 1 sur un voisinage de x. Alors f(a — ) = 0 et, par linéarité d(f(a — 3)) = 0.
Comme d coincide avec la différentielle des fonctions sur Q°(M), on a df, =0 et f(z) = 1. De
plus,

d(f(o=B)) = df A(a=B)+ fAd(a—p)

par (2). Donc par linéarité, da, = df3,. Comme z est arbitraire, ceci montre le résultat. O

Pour tout = dans M, soit (U, ) une carte locale de M en z a valeurs dans R", avec
@1, -, pn les composantes de ¢, et f : M — R une fonction C*°, de support contenu dans
U, valant 1 sur un voisinage ouvert V' de x. Pour I = {iy,...,i,} ol 43 < --- < iy, posons
d(fe)r =d(fei) A--- ANd(fes,). Par la proposition 4.4, on écrit

wy =Y wrder .
I



Les formes différentielles w et >, (fw;)d(f¢); coincident sur V', donc, par le lemme ci-dessus,
leurs différentielles coincident sur V. Par linéarité et par les propriétés de la différentielle, on
a, en restriction a V',

do =d (Z(fwf)d(fm) = 3 d(fwr) Ad(fo): -

I

Le terme de droite ne faisant plus intervenir que des différentielles de fonctions, par la propriété
(1), le résultat d’unicité en découle.

Pour montrer I'existence, supposons tout d’abord que M = U soit un ouvert d@ E =TR"
Pour tout w dans QF(U) = C=(U, APE), pour tout x dans U, comme T,w € L(FE, APE), posons,
pour tous X,..., X, dans F,

P+l
dwg (X1, .., Xpy) = Z (—1)™ P Tow(X) (X1, Xay o X i)

i=1

Cette application d : QP(U) — QPFL(U) est linéaire, et coincide bien avec la différentielle des
applications pour p = 0. On I'étend par linéarité a Q(U) en une application linéaire graduée de
degré +1.

Lemme 4.7 L’application linéaire d : QU) — QU) ainsi définie vérifie les propriétés sui-
vantes.

(1) SiI={ir,...,ip} aveciy < --- <1y, et si f € C°U) et w= fdxy, alors
dw = df Ndxy .
(2) Pour tous o € QP(U) et € QUU), on a
dla A B) = (da) A B+ (=1)Pa A (dB) .

(3) L’application dod: QP(U) — QPY2(U) est nulle.

(4) SiV est un ouvert contenu dans U, alors, pour tout w dans QU),
(dw)y = d(wy) -

(5) Si 'V est un ouvert de R™ et si ¢ : U — V est une application C*>, alors, pour tout w
dans QP(V),
d(p*w) = " (dw) .

Démonstration. (1) Comme dz; est constante sur U, on a, pour tout z dans U et X dans
E, T,w(X) = df,(X)dz;. Donc, pour tous Xy,...,X,41 dans E, par définition de d puis par
définition du produit extérieur,

pt+1

dwz(X17~~~~,Xp+1) = Z(—1)i+1dfz(Xi)d$I(X17~~~,5(\z‘7-~~7Xp+1)

i=1

= (dfo Adzp)(X, .. Xpir) -

(2) Par linéarité, il suffit de montrer le résultat pour o = fdx; (on I est de cardinal p) et
B =gdx;. Comme a A= fgdx; Adzy, on a, en utilisant (1),

dlaAB)=d(fg) Nder Ndxy = (gdf) Ndep ANdey + (fdg) Ndep ANdxy =
(df Adar) A(gday) + (=1)7(f dxp) A(dg A day) = (da) A S+ (=1)Pa A (dB) .
(3) Par linéarité, il suffit de montrer que pour f € C*(U) et w = fdxy, on a (dod)(w) = 0. Or
- n af B n 8f B n 82f
d(df) =d (“ % d:pz> = ; (d ami) Adz; = ;1 oro, da; A da; .
e

Ozj0x; —  Ozidx;
dx; = —dx; A\ dz;, on obtient que d(df) = 0. Notons que (par exemple par I'assertion (1))

En utilisant le lemme de Schwarz

et 'antisymétrie du produit extérieur dz; A

Donc

d(dw) = d(df A dzr) = (d(df)) A dxy — df Ad(da;) =0 .

(4) C'est immédiat (et cela découle de (5) en considérant I'inclusion ¢ de U dans V).

(5) Tout d’abord, dans le cas particulier ot p = 0, le résultat découle de 'exercice E.31.
En général, et par linéarité, il suffit de montrer le résultat pour w = fdx;; A --- Adx;, ol
f € C®(U). Par les propriétés de I'image réciproque (voir la proposition 4.3) et le cas p = 0,
on a
Prw = fd( ) A Ad(eTa,)

Donc

d(p*w) = d(" f) Nd(@zs ) Ao Nd(@ ;) = " (df Adxy, Ao Ndag) = 9" (dw) . O

Pour montrer l'existence en général, pour tout w dans Q(M), pour toute carte locale (U, ¢)
de classe C* de M et tout x dans U, comme la différentielle a ét¢ définie sur (¢ 1)*w € Q(p(U)),
posons

(dw)r = @*d((¢™") (W) -

Par les propriétés de commutation des images réciproques et des différentielles sur les ouverts
de R™, cette formule ne dépend pas de la carte choisie, et définit, par les propriétés de localité des
formes différentielles, une forme différentielle sur M. Les propriétés du théoréme 4.5 découlent
facilement de celles du lemme 4.7. O

Remarque. Si M est une variété de classe C"*! avec r € N — {0}, la démonstration ci-dessus
montre quil existe une application d : Q) (M) — QU1 (M), vérifiant (1) et (2) et commutant
avec les images réciproques par des applications de classe C™1 et qui, si 7 > 2, vérifie (3) et
est unique.

Voici quelques calculs pratiques de la différentielle extérieure de formes différentielles. Soit U
un ouvert de R". Si I = {iy,...,4,} avec iy < --- < iy, alors par les propriétés de la différentielle
extérieure (ou le lemme 4.7 (1)),

d(dzr) =0



et, si f: U — R est une application C*,
d(fdxr) = df ANdxr .

Donc, par linéarité, si w une forme différentielle sur U, d’écriture w = 3, wydz; dans la base
usuelle de Q(U) sur I'anneau C>(U), alors

dw:Zde/\de.

I

En particulier, si w € QP(U), alors

00.}1' i
dw = Z dw, ..., Ndzgy N Ndg, = Z alm Edxy Adai N Ndg,

1< <ip 1< <ip, §

On peut alors utiliser 'antisymétrie du produit extérieur pour donner I'écriture de dw dans la
base usuelle du module (libre) Q(U) sur 'anneau C=(U).

Exemples. (1) Si M =R? et si
w=AdyNdz+ BdzNdx+CdxNdy
est une 2-forme différentielle de classe C*, alors, en utilisant que
dw=dANdyNdz+dB NdzNdx+dC Nde ANdy ,

on obtient

0A 9B oC
dw = (%+6_y+5) dx Ndy N dz .
(2) Si M = R?, et si
w = Pdx + Qdy + Rdz

est une 1-forme différentielle de classe C*, alors, en utilisant que
dw=dP Ndx+dQ Ndy + dR A dz

on obtient

_(OR 0Q oP OR ) oQ ory
dwf(ay 8z)dy/\dz+(8z 8I)clz/\aljc—&-((% 6y>d£/\dy.

e Produit intérieur et dérivée de Lie.

Ce paragraphe exploite une idée de « dualité » entre champs de vecteurs et 1-formes diffé-
rentielles. On suppose toujours, pour simplifier, que r = oo.

Etant donné un champ de vecteurs X de classe C°° sur M, nous avons défini, dans le
paragraphe 3.5, une dérivation Lx : C*(M,R) — C*(M,R) (aussi notée f — X(f)), qui
vérifiait, outre sa définition Lx(f) : 2 +— T, f(X(z)), les propriétés suivantes :

(1) Lx : C*(M,R) — C*(M,R) est linéaire,

(2) Lx(fg) = gLx(f)+ [Lx(9),

(3) ﬁ[X,Y] =LxoLy—LyoLx,

(4) si (¢) est le flot local de X, alors Lx(f) = %‘tzof o ¢y.

Le résultat 4.9 ci-dessous dit en particulier que cette dérivation s’étend en une dérivation
(de degré 0) de lalgebre graduée Q(M). Avant de I’énoncer, introduisons un nouvel outil.

Soient X un champ de vecteurs de classe C® sur M et w € QP(M). On appelle produit
intérieur de w par X, et on note iyw, la forme différentielle, appartenant a QP~1(M), définie
par ixw = 0 si p = 0, et sinon, pour tout x dans M et tous &,...,&,—1 dans T, M,

(in)m(§17 cee 75]771) = WT(X(m)u 617 ceey 6?*1) .
On étend additivement 'application ix a Q(M).
Proposition 4.8 L’application ix : QM) — Q(M) est une antidérivation de degré —1 de
Ualgebre graduée Q(M), i.e.
(1) ix : QM) — QM) est linéaire et ix(QP(M)) C QP~Y(M) pour tout p dans N.
(2) pour tous o dans QP(M) et 8 dans QI(M), on a
ix(Oé A ﬁ) = (ixa) A B + (—1)p0é VAN (Zxﬁ) .

De plus, Uopérateur ix vérifie la propriété de localité suivante : pour tout ouvert U de M,
on a
(ixw)iv = ix) (W) -
Démonstration. La propriété de localité est immédiate par définition. Le reste de la démons-
tration découle facilement de la proposition A.20. O

Remarque. Il découle de la définition que ix est C* (M, R)-linéaire, c’est-a-dire pour tout f
dans C*°(M, R) et tout w dans Q(M), on a

ix(fw) = f in .

Proposition 4.9 Pour tout champ de vecteurs X de classe C* sur M, il existe une et une seule
application linéaire Lx : Q(M) — Q(M), graduée de degré 0, c’est-a-dire Lx (QP(M)) C QP (M),
telle que
(1) Lx coincide sur Q°(M) = C®(M,R) avec la dérivation Lx ci-dessus ;
(2) Lx est une dérivation de lalgebre Q(M), c¢’est-a-dire pour tous les o,  dans Q(M), on
a

Lx(aNp)=(Lxa)ANB+aNn(Lxp);
(3) Lx et d commutent, ¢’est-a-dire

Lxod=doLly.

De plus, Uopérateur Lx vérifie les propriétés suivantes.

(i) Il est local, ¢’est-a-dire pour tout ouvert U de M, on a
(Lxw)w = Lx, (W) -
(i1) Pour tous les champs de vecteurs X et'Y de classe C sur M, on a

Lixy)=LxoLy —LyoLx.



(iii) Pour tout champ de vecteurs X de classe C* sur M, on a
,Cx :ixod+dOiX .

(iv) Pour toute variété N de classe C*, pour tout C*-difféomorphisme local ¢ : M — N,
pour tout champ de vecteurs X de classe C* sur N, et pour toute forme différentielle w
de classe C* sur N, on a
P (Lxw) = Loox(P'w) .

La dérivation Lx est appelée la dérivée de Lie des formes différentielles par le champ de
vecteurs X.

Remarque. Nous verrons dans la démonstration qu’il suffit dans (3) de demander la condition
Ly od=do Lx sur les fonctions (c’est-a-dire les éléments de Q°(M)).

Démonstration. L’unicité de la dérivée de Lie se montre exactement comme l'unicité de la
différentielle extérieure, en montrant comme précédemment que tout point de x admet un
voisinage sur lequel £Lxw s’exprime sous la forme

Lxw = Z Lx(fwr)(dLx(fe)):

en utilisant la commutation de d et Ly sur les fonctions.
Pour lexistence, posons
['X :iXOd+dOiX B

Comme ix f = 0si f € Q°(M), Iapplication Lx coincide bien avec la dérivation usuelle associée
a X sur les fonctions. Il est immédiat, par les propriétés de d et de iy, que Ly est une dérivation
graduée de degré 0, c’est-a-dire est linéaire, graduée de degré 0, et vérifie (2). Comme dod = 0,
on a bien

doLx =doizod=Lxod,

ce qui montre 'existence.

Veérifions les propriétés supplémentaires, (iii) découlant de la construction. La propriété (i)
découle des propriétés de localité de d et de ix (ou de la propriété (iv) en considérant les
applications d’inclusions). L’application Lx o Ly — Ly o Lx est clairement linéaire, graduée de
degré 0, et une dérivation de lalgebre Q(M). De plus, par définition du crochet de champs de
vecteurs, elle coincide avec Lixy) sur les fonctions. Elle commute clairement avec d, donc la
propriété (ii) en découle par unicité.

Enfin, pour vérifier la propriété (iv), par localité, on se raméne au cas ou ¢ est un C>-
diffeomorphisme. L’application p* o Lx o (¢~1)* de (M) dans lui-méme commute avec d, car
la dérivée de Lie et I'image réciproque le font. C’est une dérivation graduée de degré 0 de Q(M),
car Lx l'est sur Q(N) et ¢* est linéaire, graduée de degré 0, et vérifie p*(aAS) = (¢*a) A(@*f).
Sur une application f de classe C*, pour tout x dans M, on a, par le théoréme de dérivation
des fonctions composées,

¢ o Lx o (e ) f(x) = Tow)(f oo ) (X(p(2)) = T f((Top) (X (p(2))))
= Loxf() .

Donc la propriété (iv) en découle, par unicité. (]

Exercice E.32 Soient M et N deuz variétés C>, soit ¢ : M — N un C*>-difféomorphisme
local, soit X un champ de vecteurs C* sur N, et soit w une forme différentielle C* sur N.
(1) Montrer que
P (ixw) =g x (W) -

(2) Donner une autre démonstration de lassertion (iv) ci-dessus.

Soit U un ouvert de R", soit X un champ de vecteurs C* sur U, de flot local (¢;), et soit
w une forme différentielle C* sur U. Pour tout x, dans U, 'application (¢, z) — (¢;w), définie
sur un voisinage de (0, zo) dans R x U, a valeurs dans 'espace vectoriel réel de dimension finie
A*(R™)*, est C*, car, en supposant par linéarité que w € QP(U), pour tous &1, ..., §, dans R",
on a

(¢§W)1(51 ey gp) = W¢1(z)(Tz¢t(£l)v R Tz¢t(§p)) .

Proposition 4.10 Awvec les notations ci-dessus, pour tout x dans U, on a,

d *
(‘CXW)I - %‘t:0(¢tw)z .
Démonstration. L’application w — {z — %‘ 1o(Btw)s} de Q(U) dans lui-méme est clairement
linéaire graduée de degré 0. Comme ¢;(a A B) = (¢ja) A (i), cette application est une
dérivation de P'algebre Q(U). Comme image réciproque et différentielle extérieure commutent,
et comme la différentielle extérieure est linéaire, cette application commute avec la différentielle
extérieure. Par unicité, le résultat en découle. O

Remarque. Nous aurions pu utiliser cette proposition pour définir Ly sur les ouverts de R",
puis, par un passage du local au global comme dans la démonstration du théoréme 4.5, définir
Lx sur toutes les variétés. Nous laissons au lecteur le soin de rédiger une telle démonstration.

e Gradient, divergence, rotationnel.
Soient n un élément de N, et U un ouvert de £ = R".

Si f est une application C* (mais C! suffirait pour la définition), on note grad f ou Vf, et
on appelle gradient de f, le champ de vecteurs C>

"\ Of 0
iy LD
L’application V : C*(U,R) = QY(U) — C=(U,R") = I['(TU) est linéaire et

V(fg) = fVi(g)+gV(f).

Si X € I(TU) est un champ de vecteurs C* (mais C' suffirait pour la définition) sur U, on
note div X, et on appelle divergence de X, 'application C>

si X = Z;l:lXia%. L’application div : C*(U,R*) = I'(TU) — C=(U,R") = I'(TU) est
linéaire. '



Sin=3etsi X € ['(TU) est un champ de vecteurs C*° (mais C' suffirait pour la définition)
sur U, on note rot X, et on appelle rotationnel de X, le champ de vecteurs C*

L (9R_0Q\ 0 (0P R\ O (00 0P\ 0
v dy 0z ) Ox 0z Jdx ) Oy dr Oy ) 0z

si X = P&+ Q& + RE.. Lapplication rot : C*(U,R") = I(TU) — C*(U,R") = I(TU) est
linéaire.

Soit (-, -) le produit scalaire usuel sur E.

Si X € T(TU) est un champ de vecteurs C* sur U, alors Papplication de U dans le dual E
de E, définie par

z = (v (X(2),0)),
est une 1-forme différentielle C*°, notée X .

Si w est une 1-forme différentielle C*, alors application de U dans E définie par z — X (z),
ot X(z) est I'unique élément de E tel que (X (z),v) = w,(v) est un champ de vecteurs C*> sur
U, notée w™.

Il est immédiat de voir que I'application X + X+ est un isomorphisme linéaire de I'(TU)

dans Q'(U), d’inverse w + w™.

Exercice E.33 Montrer les formules suivantes.
(1) Vf = (df)*,
(2) fror x(da A dy A dz) = d(X ),
(3) Lx(dzy A+ Ndzy,) = (div X)day A -+ Aday,
(4) rot(grad f) =0,
(5) div(rot X) =0,
(6) div(fX) = fdiv X + (grad f, X).

Comme (Lxw), = %‘ 1o(F W)z, on déduit de (3) que le flot local du champ de vecteurs X
préserve la forme volume dzy A - - - Adx, si et seulement si div X = 0 (voir aussi le paragraphe
43).

Il découle de la question (3) de cet exercice, et de la proposition 4.10, que le flot local d'un
champ de vecteurs X sur un ouvert de R" préserve la mesure de Lebesgue sur U si et seulement

si sa divergence est nulle, c’est-a-dire div X = 0.

4.2 Cohomologie de de Rham

Nous renvoyons a l'excellent [God| pour le contenu, avec de nombreux compléments, de
cette partie, ainsi qu’a [deR| pour un livre source sur la cohomologie de de Rham, et a [BoT].

Toutes les formes différentielles de cette partie seront C*. Sauf mention explicite du contraire,

le symbole ~ désignera un isomorphisme d’espaces vectoriels réels dans toute cette partie.

Pour résumer les paragraphes qui précédent, nous avons montré, pour toute variété M de
classe C*, que
QM) =P (M), d)
peEN
est une algebre différentielle graduée, c’est-a-dire QM) = P,y 2P(M) est un espace vec-
toriel gradué, qui, muni de lapplication bilinéaire («, 3) — « A f3, est une algébre (unitaire,

associative) graduée (¢’est-a-dire QP (M)AQI(M) C QPT9(M) ) anticommutative (c’est-a-dire si
a e QP(M)et e Qi(M),alors aNf = (—=1)PBAa ), et d: QM) — Q(M) est une application
linéaire, graduée de degré +1 (c’est-a-dire d(QP(M)) € QPF(M) ), qui est une antidérivation
(c’est-a-dire si a € QF(M), alors d(a A B) = (da) A B+ (=1)Pa A (df) ), vérifiant I'équation
cruciale

dod=0.

e Algébre de cohomologie de de Rham.
Soient n un élément de N et M une variété C* de dimension n.

Une forme différentielle o sur M est dite fermée si da = 0, et ezacte sl existe une forme
différentielle g sur M telle que df5 = «v. Une forme différentielle exacte est fermée, car dod = 0.

Notons Z*(M) = Ker d et ZP(M) = Z*(M) N QP(M). Alors Z*(M) est une sous-algebre
(unitaire) de Q(M), somme directe (en tant qu’espace vectoriel) des ZP(M) pour p dans N.
En effet, la forme différentielle constante 1 est fermée, une forme différentielle est fermée si et
seulement si ses composantes dans les Q7 (M) sont fermées, et si v et § sont fermées, alors a A
aussi, car d(a A f) = (do) A B+ (=1)Pa A (dB) si a € QP(M).

Notons B*(M) =Im d et BP(M) = B*(M) N QP(M). Alors B*(M) est un idéal bilatére de
Z*(M), somme directe (en tant qu’espace vectoriel) des BP(M) pour p dans N. En effet, si « est
exacte et si 3 est fermée, alors aA 3 est exacte (et de méme pour S A« par anticommutativité),
car si a = da’ € P (M), alors d(o/ A B) = (do) A B+ (—1)Pa’ A (dB) = a A B.

Donc

(M) = 2°(M)/B* (M)

est une algebre (associative, unitaire) anticommutative, graduée par

H];R(]\/[) = @ HE (M),
peN
ou
HP, (M) = ZP(M)/B*(M) .

L’algebre H, (M) s’appelle ’algebre (ou parfois I'espace) de cohomologie de de Rham de M,
et Despace vectoriel réel Hb, (M) le p-éme espace (ou parfois le p-éme groupe) de cohomologie
de de Rham de M. Comme la cohomologie de de Rham sera la seule cohomologie que nous
rencontrerons dans ces notes, nous noterons parfois H*(M) l'algeébre et H?(M) les espaces
vectoriels ci-dessus.

Pour tout a dans Z*(M), nous noterons [a] sa classe dans H*(M). Nous dirons que deux
formes différentielles fermées « et 3 sont cohomologues si [a] = [5]. Nous notons les lois de
compositions de 'algebre H*(M) de la méme maniére que les lois de compositions de Q(M) :

ala] +b[B] = [ac+ 053], [1]=1 et [a]A[f]=]aNp].

Comme QP(M) = {0} sip >noup <0, ona HPx(M)=0sip>mnoup< 0. Comme
d:QY(M) — QO(M) est application nulle, on a HO(M) = Z°(M).

Exercice E.34 Si M est la variété somme disjointe M = 11,c;M;, alors on a des isomor-
phismes naturels d’algébres
H;m(]‘/{) = HH;R(]W,') )
icl

et Hbp(M) =~ [1ic; Hbr(M;).

i€l



Voici le premier calcul de la cohomologie de de Rham d’une variété, celle de I'espace réduite
a un point. Il nous faudra attendre le paragraphe sur la suite exacte de Mayer-Vietoris avant
d’obtenir d’autres calculs de la cohomologie de de Rham.

Proposition 4.11 (1) Si mgM est lensemble des composantes connezes de M, alors
HY (M) ~ R™M

et en particulier HS (M) =R si M est connexe.
(2) Si M est un singleton, alors H} (M) = HS (M) = R.

Démonstration. Par l'exercice précédent, il suffit de montrer la premiére assertion lorsque
M est connexe. Si f € Z°(M), alors df = 0, donc f est constante sur M, ce qui montre le
résultat. L’identification d’une fonction constante sur M avec sa valeur donne un isomorphisme
canonique entre HY (M) et R, et nous identifierons ces espaces vectoriels par cette application.

Si M est un singleton, alors QP(M) = {0} si p > 0. La seconde assertion en découle. O

Soient N une variété C> et f: M — N une application C*. Comme f*od=do f* on a
fY(Z*(N)) c Z*(M) et f*(B*(N))C B*(M).

Donc le morphisme d’algébres graduées unitaires f* : Q(N) — Q(M) induit un morphisme
d’algebres graduées unitaires, encore noté f*, entre les algébres de cohomologie de de Rham de
N et de M :
o HT*)R(N) — HT*JR(]W)
o = [l

On a donc

frlax+by) = af*(x) +bf*(y), ["(1) =1, fxny)=F(@)Afy),
[T (HEL(N)) € HE (M) .

Comme pour les images réciproques des formes différentielles, on a id* = id, et si P est une
variété C>® et g : N — P est une application C*, alors

(gof) = fog".
Donc l'association HY ., a une variété M de Palgebre Hf (M), et a une application f : M — N
du morphisme f* : H? (N) — H}, (M), est un foncteur contravariant de la catégorie des
variétés C* dans la catégorie des algebres graduées (associatives unitaires) anticommutatives.
En particulier, si f : M — N est un C*-difféomorphisme, alors f* : H? (N) — H} (M) est
un isomorphisme d’algébres graduées unitaires, et

Porisme 4.12 Si deux variétés C> sont C>-difféomorphes, alors leurs algébres de cohomologie
de de Rham sont isomorphes. O

Proposition 4.13 (1) Si M et N sont connezes, alors f* : HS (N) = R — H} (M) =R
(avec les identifications précédentes) est l'identité.

(2) Si f est une application constante, alors f*: Hb(N) — HE. (M) est Uapplication nulle
pour p # 0.

Démonstration. (1) Si M est connexe, alors H°(M) est l'espace vectoriel des applications
constantes sur M et f* envoie 'application constante valant a sur N sur l'application constante
valant encore a sur M.

(2) Si f : M — N est lapplication constante valant un élément donné a de N, alors
f factorise par I'application constante g : M — {a} et l'injection i : {a} — N. Donc par la
proposition 4.11 (2), sip > 0, alors 'application linéaire f* = (iog)* = g*oi* : HP(N) — HP(M)
factorise par Iapplication nulle i* : H?(N) — H?({a}), donc est nulle. O

Exercice E.35 Soient G un groupe fini discret, agissant librement par C*-difféomorphismes
sur M, et m : M — N = G\M le revétement C™ associé. Montrer que 'application 7 :
H: . (N)— H} (M) est injective.

e Invariance par homotopie.
Soient M et N deux variétés C*, et soient f et g deux applications C* de M dans N.

Nous renvoyons a I'appendice A.4 pour des rappels sur les homotopies (continues) d’appli-
cations continues entre espaces topologiques. Nous commengons ce paragraphe par étendre la
notion d’application homotope au cadre différentiable.

Une homotopie C* de f & g est une application h : M x R — M de classe C* telle que
Mz, t) = f(z) pour t <0 et h(z,t) = g(z) pour t > 1.

Par exemple, (z,t) — f(z) est une homotopie C*> de f a f; si h est une homotopie C* de
fag,alors (x,t) — h(z,1 —t) est une homotopie C> de g & f; si h est une homotopie C*> de
f1a fo, et si I/ est une homotopie C* de f; & f3, alors

(1) > { h(z,3t) sit <

Wl wiN

N(z,3t—2) sit>

est une homotopie C* de f; a f3.
Les applications f et g sont dites différentiablement homotopes s’il existe une homotopie C>
de f a g. La relation « étre différentiablement homotopes » est donc une relation d’équivalence.

Théoréme 4.14 Si f et g sont deux applications C* différentiablement homotopes, alors f* =

%

g .

Démonstration. La démonstration de ce théoréme repose sur la proposition suivante, o, pour
tout ¢ dans R, on note J; : M — M x R Papplication C* définie par = — (x,t).

Proposition 4.15 Pour toute variété M de classe C*, il existe une application K : Q(M x
R) = Q(M) linéaire, graduée de degré —1, c¢’est-a-dire K(QP(M x R)) C QP71(M), telle que

doK+ Kod=J; - J;,
et telle que, pour toute variété N de classe C™ et toute application ¢ de classe C* de M dans
N, le diagramme suivant soit commutatif :

QN xR) X o)
(pxid)* ~L \L p*

QM xR) 5 Q)



Démonstration. Supposons tout d’abord que M = U soit un ouvert de R™. On note x4, ..., z,
les coordonnées dans U et t la coordonnée dans R, de sorte que z1, ..., z,, t soient les coordon-
nées dans U x R. Posons, pour p > 0 dans le premier cas et p > 1 dans le second,

Ka=0 si a=adr, N---Ndw;,
KB = (folbdt) das Ao Adzy, | si B=bdt Adey A Ada,

Alors K définit une application linéaire de QP (M xR) dans QP (M), que l'on étend par linéarité
en une application linéaire, graduée de degré —1, de Q(M x R) dans Q(M). La commutativité
du dernier diagramme si N est aussi un ouvert de R™ est immédiate.

La vérification de la propriété (dite d’homotopie) de K découle des calculs suivants :

dKa =0

laa * *
Kda_<f0 dt> dzy, N --- Ndxy, = (Jf — J§)a
ARG = Ty (Jo ) e day oo
Kdg=-%" 1( 01 gf dt) da; A dxg, N N,
Jl*ﬁ = Joﬁ =

Maintenant, pour montrer la proposition en général, on utilise des cartes locales et un
argument de partition de I'unité.

Plus précisément, choisissons (U;, ;)ier un atlas de cartes C™ et (¢;);er une partition de
P'unité C* subordonnée au recouvrement (U;);e; de M. Alors (U; x R, p; = ¢; x id);er est un
atlas de cartes C>® sur M x R, et (zu = 1); o pry)ier, OU pry : M X R — M est la premicre
projection, est une partition de 'unité C*° subordonnée au recouvrement (U; X R);c; de M x R.
Pour tout a € Q(M xR), posons, avec les abus de notations évidents concernant les restrictions,

= Z‘Pi* (K ((@71)*(%&)) ) :

Cette formule ne dépend pas du choix de (U;, ¢;)ier, (¢:)ier. En effet, soit (U], ¢})icr, (¥))ier un
autre choix. Par la commutativité du diagramme de I’énoncé dans le cas des ouverts numériques,
si le support dune forme différentielle 3 est contenu dans (U;NU}) x R, alors ¢;* K (@ H*(B) =

9K (%; )7 (8). Donc

=Y W K@) @y o) =YY @K@, ) (@da) =

el jeJ jedJ iel
DD WK T W) = X0 K@) W)
jeJ i€l jeJ

Alors K est clairement une application linéaire, graduée de degré —1, de QM xR) dans Q(M),
rendant le dernier diagramme de I'énoncé commutatif. De plus si le support de 3 est contenu
dans U; x R, alors celui de df aussi, et K( ) = 0 K(3;1)*(B), car comme 1,3 est alors a
support dans (U; NUy) x R, on a

=) e K@) @8) = Do K@) (048) = 0" K(3,7)"(8) -

kel kel

Donc, en utilisant les propriétés des images réciproques, et la commutativité du diagramme

U, 2 U xR

@i *L *l’%

eiUi) 5 oi(U;) xR

pour v = 0, 1, on obtient

(K + Kd)a = (dK + Kd)(X,c; $:0)
= ZzeldK(wa)JrKd( @)
= Z crpitdK ((7_1) ( )) + @i Kd ((7_1) (J@a))
= D' (i — )( Pi ) (1/)1'04))
= Zze](‘] - JU)(U a)
= Jia— Jja

ce qui montre le résultat. O

Terminons maintenant la démonstration du théoréme 4.14. Si h : M x R — M est une
homotopie C* de f a g, alors ho Jy = f et hoJ; = g. Donc, par les propriétés des images
réciproques, et par la proprié¢té d’homotopie de K, on a, pour toute forme différentielle fermée

«,

g'a— ffa = Jha— Jih'a
= dK(h*a)+ Kd(h*«)
d(Kh*a)

donc g*a et f*a sont cohomologues, et f* = g*. O

Maintenant, nous allons utiliser un théoréme d’approximation de fonctions continues par
des applications C* pour montrer linvariance topologique et homotopique de 'algébre de
cohomologie de de Rham.

Théoréme 4.16 (1) Toute application continue de M dans N est homotope & une application
C> de M dans N.

(2) Deuz applications C* de M dans N, qui sont homotopes, sont différentiablement ho-
motopes.

Démonstration. Voir par exemple [God]. O

Soit f : M — N une application continue. Choisissons une application f : M — N de classe
C°° homotope a f (voir le théoréme 4.16 (1)). Remarquons que, par le théoreme 4.16 (2), si
f M — N est une autre application C* homotope a f, alors f et f sont différentiablement
homotopes, donc, par le théoréme 4.14, induisent la méme application en cohomologie de de
Rham. Donc Papplication f : H*(N ) = H*(M) ne dépend pas des choix, et sera notée

[T Hyy(N) = Hip (M)

ce qui est compatible avec la notation précédente lorsque f est C>.
Notons que si f : M — N est homotope a une application f : M — N de classe C*, si
g : N — P est une application continue homotope & une application g: N — P de classe C*,



alors go f est homotope a 'application go f : M — N, qui est de classe C* (car si (x,t) = hy(z)
est une homotopie de f & f et (x,t) — hj(x) une homotopie de g 4 g, alors (z,t) + h} o hy(z)
est une homotopie de go f & go f). Donc les applications de H*(P) dans H*(M) suivantes
coincident :

(gof) =f"og".

Rappelons (voir 'appendice A.4) que deux espaces topologiques X et Y ont méme type
d’homotopie s'1l existe une équivalence d’homotopie de X dans Y, c’est-a~dire une application
continue f : X — Y ayant la propriété qu'il existe une application continue g : Y — X telle
que fog et go f soient homotopes a l'identité.

Proposition 4.17 Si f : M — N est une équivalence d’homotopie, alors f* : H: (N) —
H (M) est un isomorphisme d’algébres.

Démonstration. Soit g : M — N une application continue telle que f o g et g o f soient
homotopes a l'identité. Alors f* o ¢* =id et g* o f* = id. Le résultat s’en déduit. ]

Cette proposition montre I'invariance homotopique (et donc topologique) de I'algébre de
cohomologie de de Rham : si deux variétés C>* ont le méme type d’homotopie, alors leurs
algebres de cohomologie de de Rham sont isomorphes.

Porisme 4.18 (1) Si f : M — N est un homéomorphisme, alors f*: H*(N) — H*(M) est
un isomorphisme d’algébres.

(2) Si une variété M de classe C* se rétracte par déformation forte sur une sous-variété
N de classe C>, alors Uinclusion i : N — M induit un isomorphisme d’algébres

i« H*(N) — H*(M) .

(3) L’algébre de cohomologie de de Rham d’une variété M de classe C*, qui est contractile,
est isomorphe a Ualgébre R :
H*(M)=H'(M)=R.

Démonstration. Un homéomorphisme est une équivalence d’homotopie. Comme rappelé dans
Iappendice A.4, un espace topologique X, qui se rétracte par déformation forte sur un sous-
espace Y, a le méme type d’homotopie que Y, et un espace contractile a le méme type d’ho-
motopie que I'espace réduit a un point. Le corollaire découle alors des propositions 4.17 et 4.11
(2). O

Exemples. (1) Un ouvert U de R™ est dit étoilé s’il existe un point x dans U tel que pour
tout y dans U, le segment [z, y] entre x et y soit contenu dans U. Il est immédiat qu’un ouvert
étoilé est contractile, et qu’un ouvert convexe non vide est étoilé. Le lemme de Poincaré dit que
l’algébre de cohomologie de de Rham d’un ouvert étoilé de R™ est isomorphe a I'algébre R. C’est
bien un cas particulier du corollaire précédent, qui a joué un role historique important. Nous
laissons au lecteur I’exercice de montrer ce résultat sans utiliser le théoréme d’approximation
4.16.

(2) Une couronne (ou anneau) C' = {z € C : a < |z| < b}, ot a < b, est un ouvert de R?
qui se rétracte (radialement) par déformation forte sur le cercle {z € C : |z| = (a +1)/2},
donc qui a le méme type d’homotopie que le cercle (dont nous calculerons ci-dessous 1'algebre
de cohomologie de de Rham).

(3) L'ouvert R™ — {0} de R" se rétracte par déformation forte sur la sphere S,_; = {z €
R™ : ||z|| = 1} (radialement, c’est-a-dire par ’homotopie h(x,t) = tin + (1 — t)z). Donc

o HENUNV) =S HE (M)

R™ — {0} a le méme type d’homotopie que la sphére S,—; (dont nous calculerons ci-dessous
lalgebre de cohomologie de de Rham).

(4) Si M et N sont des variétés C, avec N contractile (par exemple N = R), alors M x N
se rétracte par déformation forte sur M x {a} pour tout x dans N, donc M x N et M ont le
méme type d’homotopie, donc leurs algébres de cohomologie de de Rham sont isomorphes.

(5) Sip: E — M est un fibré vectoriel C> (par exemple le fibré tangent d’une variété
C*), alors p est une équivalence d’homotopie, car si o : M — FE est la section nulle de p
(qui est un C*-diffcomorphisme sur son image), alors E se rétracte par déformation forte sur
(M) radialement dans chaque fibre, ¢’est-a~dire par I'homotopie h : E x [0, 1] — E définie par
(z,t) = toop(x) + (1 — t)z (en remarquant que o o p(z) est le vecteur nul de la fibre de p
passant par ). On peut prendre une homotopie C* en considérant h : E x R — E définie par
(z,t) = p(t)oop(x) + (1 — p(t))x ot ¢ : R — R est une application C* valant 0 sur | — oo, 0]
et 1 sur [1,+oo[.

Notons une conséquence négative de I'invariance homotopique de la cohomologie de de
Rham : 'algebre de cohomologie de de Rham ne permet pas de distinguer deux structures C>
différentes sur une méme variété topologique. Des invariants plus fins sont nécessaires (comme
les invariants de Donaldson en dimension 4, voir par exemple [FM, Mor|, mais le probléme reste
encore ouvert en cette dimension).

e Suite exacte de Mayer-Vietoris.
Dans une variété M de classe C*, soient U et V' deux ouverts de M recouvrant M, et

unv & U
i+ L
|7 ¥/

le diagramme commutatif des inclusions. On note (i*, j*) : Q(M) — Q(U) x Q(V') Papplication
we ((w=wy, j'w=uwy),

ainsi que I'application H*(M) — H*(U) x H*(V) induite en cohomologie. On note i* — j* :
QU) x Q(V) — QU N V) lapplication (w,w') = i'w — j'w' = wny — Wyny, ainsi que
Papplication H*(U) x H*(V) — H*(U N'V) induite en cohomologie. (On prendra garde a ne
pas oublier le signe — dans les calculs.) Si M’ est une autre variété C> munie d’un recouvrement
ouvert {U’,V'}, on notera 7', j', 7', j' les inclusions correspondant a i, j, 4, j ci-dessus.

Théoréme 4.19 Pour toute variété M de classe C>, munie d’un recouvrement ouvert {U, V'},
il existe une suite exacte longue d’espaces vectoriels réels, dite suite exacte de Mayer-Vietoris
de M,

(i,37)

DI gk (U) x HE(V) 3 HE(UNV) -2 HEL(M) - ..

telle que, pour toute variété M' de classe C, munie d’un recouvrement ouvert {U’,V'}, pour
toute application continue f: M — M’ telle que f(U) C U', f(V) C V', le diagramme suivant
soit commutatif :

L HEN U V) S omrary TR grany <omhvy SE RO AV
I (foav)* b L (o) x(f)* - I oav)*
SHEYUNY) S omron DR mEU) < HAY) 3 ogrUunv)..



Démonstration. La démonstration repose sur la proposition suivante. Nous renvoyons a I’ap-
pendice A.6 pour la définition d’une suite exacte courte de complexes de cochaines, et d'un
morphisme de suites exactes courtes de complexes de cochaines.

Proposition 4.20 La suite
0 — o R oy xav) TE ounv) — 0

est une suite exacte courte de complexes de cochaines, et si f : M — M’ est une application
C*, alors le triplet

(7 (o)™ x ()™ (foav)™)
est un morphisme de suites exactes courtes de complexes de cochaines :
0— our L) oy xavy —F ouinv) —o
Lr bt L o))
0— oon X owyxov) 3 unv) —o

Démonstration. L’application linéaire (i*, j*) est injective, car une forme différentielle sur M
est déterminée par ses restrictions aux ouverts U et V' qui recouvrent M.

L’égalité entre Im((:*, j*)) et Ker(i* — j*) découle de la propriété de localité des formes
différentielles : les restrictions & 7 NV des restrictions & U et a V d’une forme différentielle sur
M coincident, et si les restrictions & U NV de deux formes différentielles o sur U et § sur V/,
toutes deux de classe C*°, coincident, alors il existe une forme différentielle C* sur M dont les
restrictions a U et a V sont a et (3 respectivement.

Pour la surjectivité de i*—j*, fixons une partition de 'unité {p, ¥} de classe C* subordonnée
au recouvrement {U, V'} (voir la proposition 1.9). Donc les applications ¢, : M — R sont
C*, positives ou nulles, de support contenu dans U, V' respectivement et ¢+ 1 est 'application
constante 1. Soit w € QU N V). Notons « la forme différentielle sur U, nulle en dehors de
UNV, et qui coincide avec ¢w sur U NV, qui est bien C* sur U. De méme, notons /3 la forme
différentielle sur V', nulle en dehors de U NV, et qui coincide avec —pw sur U NV, qui est bien
C>® sur V. Alors, sur UNV,

Fa—j f=pw+w=w.
Donc " — j* est surjective.
Les commutations des diagrammes sont évidentes. O

Démonstration. La proposition A.21 des rappels d’algébre homologique de I'appendice A.6
associe, de maniére fonctorielle, une suite exacte longue en cohomologie & toute suite exacte
courte de complexes de cochaines. On l'applique a la proposition précédente. Le résultat en
découle. 0

Remarque. (1) Dans certaines applications, on n’a pas besoin de connaitre explicitement
les morphismes dans les suites exactes de Mayer-Vietoris, leur existence suffisant. On omettra
donc de les désigner nommément, pour simplifier les notations. Mais par défaut, les morphismes
seront ceux indiqués ci-dessus.

(2) Si U et V sont des ouverts connexes d'une variété M de classe C*, tels que U NV soit
connexe, alors 'application i* — j* : Hy(U) x Ho(V) = Ho(UNV) est surjective. En effet, apres
identification des espaces avec R par les applications qui & une fonction constante associe sa
valeur, cette application s’écrit (z,y) — 2 —y de R x R dans R.

Une présentation pratique des calculs est la suivante :

M U Vv unv

0 | HOQM)4=H U)X H(V) 4=H(UNV)—

1 C*Hl(M) A= HN (U)X HY(V) {=H (U NV)—

2 Qo m2(an) 1o 2y m2(v) EHAUNY)

Porisme 4.21 Soit M une variété C*, munie d’un recouvrement owvert {U,V'}. Si les espaces
vectoriels H*(U), H*(V) et H*(UNV) sont de dimension finie, alors H*(M) est de dimension

finie.
Démonstration. Par exactitude de la suite de Mayer-Vietoris
HYUnV) L 5RO L5 5RO < BYYV)
ona
dim H*(M) = dim Im f; + dim Ker f, = dim Im f, + dim Im f_ .
Le résultat en découle. O

Soit M une variété C™ telle que H*(M) soit de dimension finie. Alors on appelle caracté-
ristique d’Euler le nombre entier (dans Z)

n

X(M) =" (=1)* dim H*(M) .
k=0

Notons que par invariance homotopique de la cohomologie de de Rham, la caractéristique
d’Euler est aussi un invariant homotopique (donc topologique, donc différentiel), ¢’est-a-dire si
M et N sont deux variétés C*° qui ont le méme type d’homotopie, alors x (M) = x(N).

Porisme 4.22 Soit M une variété C*, munie d’un recouvrement owvert {U,V'}. Si les espaces
vectoriels H*(U), H*(V) et H*(U N'V') sont de dimension finie, alors

X(M) = x(U)+x(V) =x(UNV).

Démonstration. Cette formule découle du lemme d’algébre linéaire suivant, appliqué a la
suite exacte de Mayer-Vietoris (qui n’a qu'un nombre fini de termes non nuls).

Lemme 4.23 5i 0 — E° — E' — ... — E" — 0 est une suite evacte d’espaces

vectoriels de dimension finie, alors

n

> (=1)Fdim EF =0,

k=0

Démonstration. Si f7 est Uapplication E* — E! (avec E~' = 0 et E"™ = 0), alors dim E' =
dim Im f? + dim Im f*~!. Le résultat s’en déduit par sommation alternée. oo

e Calcul de la cohomologie des sphéres.



Proposition 4.24 Pour tous p,n dans N,

R®R si 0=p=n

R si 0=p<n

H?.(S,)~< 0 si 0<p<n
R si 0<p=n
0 si p>n.

Démonstration. Sin =0, alors S, = {—1,+1}, et le résultat est déja connu (voir 'exercice
corrigé E.34 et la proposition 4.11). On suppose donc n > 1.

On montre le résultat par récurrence sur p. Si p = 0, alors le résultat est déja connu, car S,
est connexe (proposition 4.11). On suppose donc p > 1.

Soit N le poéle nord de S,, S le poéle sud de
Sw, U =S, —{N}, V =S, — {S}. Alors U,V N
sont des ouverts contractiles, donc ont la méme Sn
cohomologie de de Rham que le point. L’inclusion
Sp_1 <= U NV est une équivalence d’homotopie
(car U NV se rétracte par déformation forte sur v S,
léquateur S, le long des grands cercles passant
par les poles). Elle induit donc un isomorphisme S
en cohomologie de de Rham.

Pour p = 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris appliquée a la variété S,, munie du recouvre-
ment ouvert {U,V'} donne une suite exacte

HO(U) x H'(V) -5 BO(U N V) -5 BHY (M) — H\U) x H\(V) .

L’espace vectoriel réel H'(U) x H'(V) est nul, donc 1 est surjective. L’espace vectoriel réel
HO(U) x H°(V) est isomorphe & R x R. Si n > 1, alors I'application ¢ est surjective (voir
la remarque (2) suivant la proposition 4.20). Donc par exactitude, ¢ est Papplication nulle et
HY(S,) = 0. Comme dim H°(M) = dim H°(U) = dim H°(V) = dim H°(U NV) = 1, on peut
aussi conclure par sommation alternée des dimensions (voir le lemme 4.23).
Sin =1, alors HOU NV) ~ HS,) ~
R x R. L’application ¢ s’écrit (z,y) — (v —y,x —
y), car Papplication constante 1 sur U, qui en-
gendre H°(U), s’envoie, par restriction, sur Iap-
plication constante 1 sur chacune des deux com-
posantes connexes de U NV (et de méme pour
V). En particulier, 'image de ¢ est isomorphe a
R, donc par exactitude, le noyau de ¥ est R, et
HY(S;) = R. Comme dim H°(M) = dim H°(U) =
dim HO(V) = 1 et dim H*(U NV) = 2, on peut
aussi conclure par sommation alternée des dimen-
sions (voir le lemme 4.23).

Pour p > 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris appliquée a la variété S,, munie du recouvre-
ment ouvert {U, V'} donne une suite exacte

HP=Y(U) x HPN(V) — HPNUNV) — HP(S,) — HY(U) x H(V) .

Les espaces vectoriels réels aux extrémités étant nuls, on a un isomorphisme
HP(S,) ~ H"HUNV) ~ HXS, ) .
On conclut par récurrence. O

Porisme 4.25 Pour tout n > 1, lalgébre graduée HY, (S,) est isomorphe & l'algebre (associa-
tive, unitaire, commutative) graduée (en degré 0 et n) ROR munie du produit (z,y) A (2',y') =
(za, xy’ + ya').

Démonstration. Ona H*(S,) = H°(S,)®H"(S,) ~ R®R, et le résultat découle des propriétés
d’algebre graduée de H*(S,,). d

Remarque. Pour n,m > 1, les algébres (unitaires) H*(S,) et H*(S,,) sont isomorphes, mais
les algebres graduées H*(S,,) et H*(S,,) ne le sont pas!

Voici une application du calcul des groupes de cohomologie de de Rham des spheres et des
boules, et de la propriété de fonctorialité de la cohomologie de de Rham. Le résultat suivant
est une version faible du théoréme d’invariance du domaine de Brouwer 1.1. Nous renvoyons a
[Spa, Hat] pour d’autres applications.

Porisme 4.26 (Théoréme d’invariance du domaine de Brouwer I) Sin # m, alors R"
et R™ ne sont pas homéomorphes.

Démonstration. Si n # m, alors les espaces vectoriels H™(S,) et H"(S,,) ne sont pas iso-
morphes. Par 'invariance topologique de la cohomologie de de Rham, les espaces topologiques
Sy et S, ne sont donc pas homéomorphes. Pour tout & dans N, le compactifié d’Alexandrov de
R* est homéomorphe & Sy, (voir I'exercice .48 de I'appendice A.1). Si deux espaces topologiques
localement compacts sont homéomorphes, alors leurs compactifiés d’Alexandrov le sont (voir
lexercice E.48 de l'appendice A.1). Donc R™ et R™ ne sont pas homéomorphes. O

Pour n dans N, on note || - || la norme euclidienne standard sur R™ (on rappelle que

[(z1,- 2] = a2+ +a2 ). Soit B, = {# € R* : |z|]| < 1} la boule unité (fer-

mée) de R™.

Porisme 4.27 (Théoréme du point fixe de Brouwer) Toute application continue de B,
dans B,, admet un point fize.

Démonstration. Si A est une partie d'un espace topologique X et i : A — X est I'inclusion,
une rétraction de X dans A est une application continue r : X — A telle que r 04 = idy.

Lemme 4.28 [ n’existe pas de rétraction r : B, 1 — S,,.

Démonstration. On étend r radialement & I'extérieur de B, ,; en une rétraction r : R**! — §, |
et on note 7 : S, — R"™ l'inclusion. Si le résultat n’est pas vrai, par fonctorialité, on a un
diagramme commutatif

Hn(Rn+1)
™ /1 \‘z*
H'(S,) — — H"(S,)
drn(sn)

Si n > 0, alors H*(R"*!) = 0 et H"(S,) # 0, donc r* n’est pas injective, ce qui contredit
injectivité de idyn(s,). Sin = 0, alors H"(R"!) = R et H"(S,) = R x R donc l'application



linéaire 7* n’est pas surjective, ce qui contredit la surjectivité de idyns,). (si n = 0, on peut aussi
dire que S; est connexe, alors que Sy ne l'est pas, donc Sy n’est pas I'image d’une application
continue de S; dans Sy. O

La démonstration du théoréme du point fixe de Brouwer découle de ce lemme de la maniére
suivante.

Le théoréme est vrai pour n = 0. Supposons qu’il

existe une application continue f : B3 — B4y

sans point fixe. Alors 'application r : B,.; — S,

r(2) définie par {7(%)}: S.N {f(L) +t(1—f(r)) it >

S 1} est une rétraction, ce qui contredit le lemme. OJ

e Autres calculs de cohomologie de de Rham.

Les tores. Nous allons calculer I'algébre graduée de cohomologie de de Rham des tores
par transformation de Fourier. Notons T" = R"/Z" le tore de dimension n, et R™ V'espace
vectoriel dual de R". Remarquons que 'espace vectoriel C®(T", A*R”)7 muni du produit ex-
térieur point par point, est une algébre graduée (associative unitaire) anticommutative diffé-
rentielle (en un sens évident que nous ne précisons pas ici), qui s’identifie au sous-espace de
C>®(R", A*R") = Q(R") constitué des applications périodiques (par Z"). Si p : R* — T" est
Iapplication canonique de revétement, alors le morphisme d’algeébres graduées différentielles
P QT — QR™) = C(R™, A*R") est injectif, et a pour image la sous-algébre des formes
différentielles périodiques. Donc les algebres graduées différentielles C°(T™, A*R") et Q(T")
sont isomorphes, et donc calculent la méme algebre de cohomologie. (Notons qu’une situation
analogue se passe pour toutes les variétés parallélisables.)

Notons (-, ) le produit scalaire usuel de R", qui permet en particulier d’identifier R™ avec
son dual R", par Papplication k — {k : v — (k,v)}. Rappelons que, pour tout w dans
C(Tm, A"]R")7 pour tout k dans Z", le k-éme coefficient de la série de Fourier de w est

wy, = / e~ 2k (1) da
z€[0,1]™

qui est un élément de l'algebre A*(R", C) des formes alternées sur R™ a valeurs complexes, avec
bien str wy, € AP(R",C) si w € QP(T"). La transformation de Fourier inverse exprime w en
fonction de sa série de Fourier (a décroissance rapide) par

W, = Z e2m’(k,z)wk .
kezn
L’application tangente en x de w est donc
Tow: X = 2mi Y k(X))
kezn

Le calcul de la différentielle extérieure de w, par sa définition méme, se fait alors « fréquence par
fréquence », en utilisant la définition de la différentielle extérieure comme 'application tangente
rendue alternée (voir la démonstration du théoréme 4.5) et la définition du produit extérieur
des formes alternées (voir 'appendice A.5) :

(dw), = 21 Z R T

kezm™

Considérons 'algebre graduée
& (Mveo).
peN \kezZn

le produit s’effectuant composante par composante. En notant Q(T", C) lalgebre des formes
différentielles a valeurs complexes sur T", I'application qui & une forme différentielle associe sa
série de Fourier est donc un isomorphisme d’algébres graduées sur son image

0:9(T",C) - P [] AR, C),

peN keZr

qui envoie la différentielle d sur l'opérateur linéaire (préservant 'image de ©) défini par
5 (W) pezn — (210 kA wi)pezn -

Lemme 4.29 Pour tout w dans AP(R",C), et tout élément non nul k de R", on a EAw=0
si et seulement siw =k Aw' avec w' dans AP~ (R™, C).

Démonstration. Rappelons que 'espace AP~1(R",C) est nul par convention si p = 0. En
utilisant le produit intérieur par k& (voir la proposition A.20 de 'appendice A.5), si EAnw=0,
alors
0= ’Lk(iC/\U.)) = ’Lk(if) ANw —EAzk(w) .

Comme iy (k) est la 0-forme différentielle constante de valeur ||k||? # 0, le lemme en découle. [J

En particulier, si §(wg)gez» = 0, alors il existe (w},)gez» tel que (wy)rezn = 0(W),)kezn + Wo,
en identifiant wy avec la suite indexée par k € Z", dont tous les élements son nuls, sauf celui
pour k = 0 qui vaut wg. Par conséquent, application (wg)gezn + wp induit un isomorphisme
d’algebres graduces de 1'algébre graduée quotient (Ker djpmo)/(Im djm o) dans A*(R",C). Le
résultat suivant en découle.

Proposition 4.30 L’application [w] — wy est un isomorphisme d’algebres graduées de H, (T™)
dans A*R™. O
En particulier, la dimension de I'espace vectoriel réel H*(T") est le coefficient binomial

< Z ) et la dimension de I’espace vectoriel réel H*(T") est 2".

Les espaces projectifs complexes.

Proposition 4.31 Soit n un élément de N. Les espaces de cohomologie de de Rham de l’espace
projectif compleze P,(C) sont

R si 0 <k <2netk pair
A = { § G T

En particulier sa caractéristique d’Euler est n+ 1.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Rappelons que Py(C) est réduit a un point,
que la variété P1(C) est C*°-difféomorphe a la sphére Sy (voir I'exercice E.15), et que P, (C) est
connexe et de dimension 2n. Nous pouvons donc supposer n > 2 et 1 < k < 2n. Supposons le
résultat vrai pour n — 1.



On munit 'espace vectoriel C"*1 de ses coordonnées canoniques (2q, . . ., 2,), et on identifie
C" avec I'hyperplan vectoriel d’équation zy = 0 dans C"*!'. Dans l'espace projectif complexe
P,(C), on considére le point = de coordonnées homogenes [1 : 0 : ... : 0], Vouvert U =
P,.(C) — {«} et Pouvert V =P, (C) — P,_1(C). Nous avons vu (voir le paragraphe 1.4.3) que V
est C*-diffeomorphe a C" (c’est le domaine d’une carte affine d’hyperplan a Uinfini P,_;(C)),
donc V' a le méme type d’homotopie que le point. De plus, U se rétracte par déformation forte
sur P,_1(C), par 'homotopie ([zo : 21 : ... : zu),t) = [tz0 : 21 ¢ ... : 2], donc a le méme type
d’homotopie que P,_1(C). L'intersection U NV est C*-difféeomorphe a C* — {0}, donc a le
méme type d’homotopie que la sphére Sy, 1.

La suite exacte de Mayer-Vietoris

o= HYYUNV) = HY®,(C)) — HYU) x H¥Y(V) = HYUNV) — ...
donne donc des suites exactes
HO(U) x H'(V) — H*(UNV) = H'(P,(C)) = H'(P,_,(C)) =0,
0 — H* Y(P,(C)) = H* Y(P,_1(C)) = 0 = H* (Sy,_1) = H*(P,(C)) = 0,

et, pour 1 < k <2n—1,
0 — H*(P,(C)) — H*(P,_,(C)) = 0.

Comme D'application H(U) x H°(V) — H°(U N'V) est surjective (puisque U, V,U NV sont
connexes, voir la remarque (2) suivant la proposition 4.20), le résultat s’en déduit. ]

Les sommes connexes. Soient M; et My deux variétés C* connexes de méme dimension
n. On appelle somme connexe de My et My, et I'on note M;§M,, toute variété construite
de la maniére suivante. Notons B(0,7) et B(0,7) les boules ouvertes et fermées de rayon r
dans Pespace euclidien usuel R™. Pour ¢ = 1,2, notons ¢; : B(0,3) — M, un plongement C>, et
B; = ¢;(B(0,1/2)). Notons ¢ : B(0,2)—5(0,1/2) — B(0,2)—B(0, 1/2) le C>-diffeomorphisme
x> x/([|z||*). On définit M,4M, comme Iespace topologique quotient de la variété C*° somme
disjointe (M — By)11(Ms — Bs) par la relation d’équivalence engendrée par ¢q(z) ~ ¢ 0 ()
pour tout = dans B(0,2) — B(0,1/2). Il n'est pas difficile de montrer que M,#M, admet une
unique structure de variété C*> telle que la projection canonique induise un plongement C*>
de M; — By et de My — By sur des ouverts de M;§M;. Cette construction dépend du choix
des 1, p2, mais on montre (voir par exemple [Hir]) qu'a C*®-diffeomorphisme pres, elle n’en
dépend pas. On montre de méme qu’a C*-difféomorphisme preés, 'opération de somme connexe
est associative. La variété topologique sous-jacente a MM, est la variété topologique somme
connexe au sens du paragraphe 1.4.1 des variétés topologiques sous-jacentes a M; et M.

Lemme 4.32 Soit M une variété C* de dimensionn > 2, et x un point de M. Alors l'inclusion
M — {x} — M induit un isomorphisme en cohomologie de de Rham, pour tout k # n,n —1 :

H*(M) ~ H*(M — {z}) .

Démonstration. Le résultat est vrai pour k = 0, car comme n > 2, le point z ne disconnecte
pas la composante connexe de M qui le contient. On suppose donc k > 1.

On utilise la suite de Mayer-Vietoris pour le recouvrement ouvert {M —{z},V} de M, ou V/
est un voisinage ouvert de x diffeomorphe a la boule ouverte unité de R", en utilisant que V' est
contractile, donc posséde la méme cohomologie que le point, et que (M — {z})NV =V — {z}

posséde le méme type d’homotopie, donc la méme cohomologie, que la sphére S, ;. Comme
H*(V) =0, on a une suite exacte

H"YV —{2}) — HYM) — H*(M — {z}) — H*(V — {2}) .

Le terme H*Y(V — {z}) est nul si k& # 1,n. Si k = 1, alors la fléche précédente dans la suite
exacte de Mayer-Vietoris H*'(M — {z}) x H* (V) — H*Y(V — {2}) est surjective (car
M — {z},V,V — {2} sont connexes, voir la remarque (2) suivant la proposition 4.20), donc

H*Y(V —{z}) — H*(M) est I'application nulle. Le terme H*(V — {z}) est nul si k #n—1.0

Proposition 4.33 Soient My et My deuz variétés C* connexes de méme dimension n > 3.
Alors, pour tout k # 0,n,n — 1, on a un isomorphisme

H*(M$My) ~ H*(M,) x H*(M,) .

Démonstration. Montrons que pour tout k différent de 0,n,n — 1, on a un isomorphisme
H*(MEMy) — H*(My—{z,})x H*(Ma—{z5}). Le résultat découlera alors du lemme précédent.

On reprend les notations de la définition de M;8Ms. Notons Uy, Us les images de M; — By
et de My — By dans M, tM,. L'intersection Uy N Us a le méme type d’homotopie que la sphére
Sn-1. Remarquons que M; — By et My — By ont le méme type d’homotopie que M; — {x1} et
My — {x5} pour zy, x5 des points de By, By respectivement. La suite exacte de Mayer-Vietoris
de M;§M; pour le recouvrement {U;, Us} donne une suite exacte

Hkil(sn_l) — Hk(]\/fﬂi]\/fg) — Hk(ﬂfl — {Il}) X Hk(A/IQ — {IQ}) — Hk(Sn_l) .

Sik#0,1,n,n—1 les termes extrémaux sont nuls. Si £ = 1, un raisonnement déja vu (voir la
remarque (2) suivant la proposition 4.20) montre que la fleche la plus a gauche est nulle. O

Remarque. Pour n > 1 et k = 0,n, le résultat précédent est faux, comme le montre le cas
M, = M, = S,. Comme le montre I'exercice E.36 (2) ci-dessous, le résultat est faux si n = 2
et k = 1, mais il est vrai par la proposition 4.35 ci-dessous si k = 1 et si M et M, sont deux
surfaces compactes connexes orientables. Il découle de la dualité de Poincaré (voir le paragraphe
4.5) que le résultat est vrai si n > 3, k = n — 1 et M; et My sont deux variétés compactes
connexes orientables.

Les surfaces.
Notons D le disque unité ouvert du plan euclidien C = R?, et a1, . .., z,, des points distincts,
avec n > 0.

Proposition 4.34 Les espaces de cohomologie de de Rham du disque privé de n points sont

R s k=0
HE (D —{z),...,2,}) =< R* si k=1
0  sinon .

En particulier sa caractéristique d’Euler est 1 —n.

Démonstration. Par connexité, le résultat est clair pour & = 0. Par dimension, le résultat est
clair si & > 2. Nous pouvons donc supposer que k = 1, 2. A diffecomorphisme prés, nous pouvons
supposer que x; = %eZi”j/’L pour 1 < j < n. Notons M =D —{x1,...,2,}, U le disque D privé
des segments entre x; et 2™ /. V; un voisinage de ce segment dans M comme dans le dessin
ci-dessous, et V = U}_, V.
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Notons que les ouverts U et V; sont contractiles et que U NV}, a le type d’homotopie de la
somme disjointe de deux points. Donc par la suite exacte de Mayer-Vietoris, on a H*(M) =0
si k = 2. De plus, le début de la suite exacte de Mayer-Vietoris

0 — HO(M) — H(U) x H(V) — HO(UNV) — H'(M) — H'(U) x H(V)

s’écrit donc
0 —R-—R"™ - R”™ — ' (M) —0.

Un simple argument de dimension (voir par exemple le lemme 4.23) permet alors de conclure.
d

Proposition 4.35 Les espaces de cohomologie de de Rham de la somme connexe £, T? de
g >0 tores de dimension 2 sont

R s k=0,2
HE (8, T ~<{ R¥ si k=1
0 sinon .

En particulier sa caractéristique d’Euler est 2 — 2g.

Démonstration. Posons M = #, T2. Notons U un ouvert de M obtenu en enlevant g cercles
(4, ..., Cy plongés de maniére disjointe dans M, de sorte que U soit diffeomorphe a la sphere
Sy privée de 2¢ disques fermés, donc ait le méme type d’homotopie quun disque privé de 2g — 1
points. Notons V' la réunion disjointe de voisinages ouverts V; de chacun de ces cercles, ou
chaque V; est difféomorphes a une couronne, donc a le méme type d’homotopie qu’'un cercle, et
tel que V; — C; soit difféomorphe a la somme disjointe de deux anneaux.

C1 C

Comme M est de dimension 2, on a H*(M) = 0 si k > 2. Le dé¢but de la suite exacte de
Mayer-Vietoris est

0— H(M) — H(U) x H*(V) = HYUNV) = H' (M) — H'(U) x H(V)

- H(UNV) = H* (M) — H*U) x H*(V) .

Nous verrons que H?(M) ~ R dans le paragraphe suivant (mais on peut aussi le calculer en
explicitant les fleches). On a donc une suite exacte

0—-R—->RIF 5 RY » (M) 5> R¥ ! 5 RY R —0.

Un argument de dimension (voir par exemple le lemme 4.23) permet alors de conclure que
HY(M) ~ R%. O

Exercice E.36 (1) Montrer que les espaces de cohomologie de de Rham de 4, Po(R), la somme
conneze de g > 1 plans projectifs, sont

R si k=0
HE (8, Po(R)) ~{ RV si k=1
0 sinon .

En déduire que sa caractéristique d’Euler est 2 — g.
(2) Montrer que les espaces de cohomologie de de Rham de #, T? — {x1,...,z,}, la somme
conneze de g > 0 tores de dimension 2 privée de n > 1 points distincts, sont

R si k=0
Hﬁﬂ(ﬁg T2 — {21,...,2,}) ~{ R¥-1 g k=1
0 sinon .

En déduire que sa caractéristique d’Euler est 2 — 2g — n.
(3) Montrer que les espaces de cohomologie de de Rham de la variété ty Po(R)—{z1,..., z,},
la somme conneze de g > 1 plans projectifs privée de n > 1 points distincts, sont

R si k=0
HE (8, Pa(R) — {21,...,2,}) =~ { RO si k=1
0 sinon .

En déduire que sa caractéristique d’FEuler est 2 — g — n.

On montre (voir par exemple [Hir, Gra]) que toute surface C*° compacte connexe est C*°-
difféomorphe a 4, T2, c’est-a-dire & une somme connexe de g > 0 tores de dimension 2, ou &
fy Po(R), c’est-a-dire & une somme connexe de g > 1 plans projectifs. La proposition 4.35 et
Pexercice E.36 (1) montrent que deux telles surfaces ne sont pas C*°-difféomorphes (et méme
n’ont pas le méme type d’homotopie), car leurs cohomologies de de Rham différent.

4.3 Intégration des formes différentielles

Toutes les formes différentielles dans ce paragraphe seront supposées C*, pour simplifier,
mais une régularité C°, C!, voire C? suffit dans la plupart des cas (voir la remarque finale de ce
paragraphe).



Le but de ce paragraphe est de définir une intégration des formes différentielles de degré
maximum sur une varié¢té M de classe C*. Deux problémes vont se poser, la non compacité
(mais ¢’est un probléme classique pour l'intégration usuelle, facilement contournable) et la non
orientabilité (qui est la grosse différence entre U'intégration usuelle et I'intégration des formes
différentielles)

Si w est une forme différentielle C* sur M, appelons support de w 'adhérence des points x
ol w, n’est pas nul. On note Q.(M) la sous-algebre graduée de Q(M) (qui n’est pas unitaire si
M n’est pas compacte) des formes différentielles & support compact sur M.

e Intégration dans les ouverts de R".

Soit n un élément de N — {0}. Rappelons que si U est un ouvert de R", alors toute n-
forme différentielle est de la forme w = fdxy A -+ Adx, o f € C*(U,R). Notons dz ...dz,
la mesure de Lebesgue sur R"™. Pour tout borélien B de U, et toute n-forme différentielle
w= fdxy A ANdz, sur U telle que fip € L'(B,dz; ...dw,), on pose

/w:/fdacl...dacn.
B B

La condition d’intégrabilité est satisfaite par exemple si 'intersection de B et du support de w
est contenue dans un compact, car toute fonction C> sur R™ est localement intégrable pour la
mesure de Lebesgue. Lorsque w est & support compact dans U, 'application

B»—)/w:/fdxl.“dacn
JB B

ou B parcourt les boréliens de U, est une mesure de Radon (borélienne, réelle, réguliére) finie
sur U, qui est positive si f est positive. (C'est juste la mesure de densité f par rapport a la
mesure de Lebesgue).

Lemme 4.36 (Formule du changement de variable local) Soient U et V' deuz ouverts
de R", p : U — V un C®-difféomorphisme, w € Q" (V) et K un compact de V' tel que le signe
e du jacobien J, de ¢ soit constant sur ™' (K). Alors

/ Lp*w:e/o.L
Jo-1(K) JK

Démonstration. On a vu (juste aprés la proposition 4.3) que
(" (fdxy A ANday))y = fop(a) Jy(x) dug A - ANda, .

Comme sur p~H(K), on a J,(z) = | J,(z)]|, le résultat découle alors de la formule de changement
de variable pour la mesure de Lebesgue, car fwl ) P = / [ P«ft pour toute mesure p sur
e UK), ogdry...dv,) = go ! |J,y,—1|dx1 ...dx, pour toute fonction mesurable g sur
oK) et Joop™t e Jp =1 O

Exemples. Soit U un voisinage ouvert de l'intervalle [a, b] dans R, avec a < b.

(1) Siw = fdz, alors
b
/[a'b]w:/a f(z)dx .

(2) Soient V un ouvert de R", w = 7" | w;dz; € Q(V), U un intervalle ouvert de R, et
v : U — V un chemin C* dans V, de composantes 71, . .., ¥,. Alors y*w € QY(U) et, pour tous
a,b dans U,

n
[ ve=3 [ wona.
[a,b] i—1 [a,b]
Si @ = a4, cette intégrale est appelée 1'intégrale de w le long du chemin «, et parfois notée

[, w.

La présence du signe € dans la formule du changement de variable local ci-dessus pose des
problémes si I'on essaie d’étendre la notion d’intégrale de formes différentielles des ouverts de
R™ aux variétés générales.

e Orientation des variétés.
Soit n un élément de N — {0}.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n. Rappelons qu'une orientation de E
est une classe d’équivalence de bases de E pour la relation B ~ B’ si 'application linéaire
envoyant B sur B’ est de déterminant strictement positif, ou, de maniére équivalente, est une
classe d’équivalence de n-formes alternées sur F pour la relation w ~ w’ §'il existe A > 0 tel
que w' = Aw. Il existe exactement deux orientations sur E. On dit que E est orienté s'il est
muni d’une orientation. Une base appartenant a cette orientation est alors dite positive. Une
n-forme alternée appartenant a cette orientation est alors dite positive. La correspondance entre
les deux définitions d’orientation se comprend comme suit : si (eq, . .., e,) est une base de E, de
base duale (e7,...,e}), alors e] A--- A€l est positive si et seulement si (eq,. .., €,) est positive.
Un isomorphisme linéaire de £ dans un espace vectoriel réel orienté F' préserve l'orientation s’il
envoie lorientation de F sur l'orientation de F, ¢’est-a-dire s’il envoie une/toute base positive
de E sur une base positive de F', ou de maniére équivalente, si son déterminant, dans des bases
positives de E et de F, est strictement positif. L'espace R"™ est muni de l'orientation (dite
canonique) telle que sa base canonique soit positive.

Un C*>-difféomorphisme entre des ouverts U et V' de R"™ préserve l'orientation si le signe de
son jacobien est positif en tout point, ou de maniére équivalente, si pour tout point = de U, sa
différentielle en z est un automorphisme linéaire de R™ qui préserve l'orientation.

Un atlas de cartes C* a valeurs dans R" sur un espace topologique M est dit orienté si ses
applications de changement de cartes préservent 'orientation. Une variété orientée C* est un
espace topologique N, sépar¢ et a base dénombrable (ou, de maniére équivalente, métrisable
et séparable, voir la proposition 1.2), muni d'un atlas de cartes C> orienté, maximal parmi les
atlas de cartes C™ orientés. Une carte de cet atlas sera appelée une carte orientée (ou positive)
de N. Si M est une variété orientée C*°, nous noterons encore M par abus la variété C*>, qui
est 'espace topologique sous-jacent de A, muni de l'atlas de cartes C* maximal contenant
latlas de cartes C* orienté de M.

Soit M une variété de classe C™. Une orientation de M est un sous-atlas orienté maximal
de son atlas de cartes maximal. L’espace topologique sous-jacent & M, muni de ce sous-atlas,
est alors une variété orientée C*. On dit que M est orientable si elle admet une orientation.
Orienter M, c’est choisir une orientation sur M, et nous noterons souvent de la méme manicre
la variété orientée C*> obtenue.

Un C*-difféomorphisme local f : M — N entre deux variétés C* orientées préserve [’orien-
tation si f envoie toute carte orientée suffisamment petite de M sur une carte orientée de N,
c’est-a-dire pour toute carte orientée (V, ) de N et tout ouvert U de M tels que fiy : U =V



soit un C*-difféomorphisme, la carte (U, o f) est une carte orientée de M, ou, de maniére
équivalente, si application f, lue dans toute paire de cartes orientées suffisamment petites,
préserve lorientation (en tant que C*™-difféomorphisme entre ouverts de R™). Il est immeédiat
qu’alors f~! préserve aussi l'orientation.

Exemples. (1) La variété R" est orientable, et orientée par I'atlas orienté¢ maximal contenant
Iapplication identité.

(2) Tout ouvert U d’une variété orientable M est orientable, en prenant les cartes orientées
de M de domaine contenu dans U, et sera, sauf mention explicite du contraire, munie de cette
orientation.

(3) Si (M;)ier est une famille dénombrable de variétés orientées C>, alors I'espace topo-
logique somme disjointe des espaces topologiques sous-jacents de (M;);er, muni de atlas C*>
orienté maximal contenant la réunion des atlas C* orientés maximaux des M;, est I'unique
structure de variété orientée C* sur 'ensemble somme disjointe des ensembles M; telle que
I'inclusion canonique M; — M soit un C*°-difféomorphisme sur son image qui préserve 1'orien-
tation. Cette variété orienté C* est notée [1,c; M;, et appelée variété orientée somme disjointe.

(4) Si My, M; sont deux variétés orientées C*, alors espace topologique produit des espaces
topologiques sous-jacents de My, M, muni de I'atlas C* orienté maximal contenant les produits
de cartes locales orientées de My, Mo, est une variété C* orientée, notée M; x My, et appelée
variété orientée produit.

(5) Soient M, M, deux variétés connexes orientées C>, et M;§Ms la variété somme connexe,
construite a partir de plongements préservant l'orientation ¢; : B(0,3) — M; pour i = 0,1,
comme dans la partie précédente. Comme le difféomorphisme de recollement 1 : B(0,2) —
B(0,1/2) — B(0,2) — B(0,1/2) renverse l'orientation (c’est une restriction de I'inversion par
rapport a la sphére unité), la variété M;§M, admet une unique structure de variété orientée,
telle que toute carte locale orientée de M;, de domaine contenue dans M; — ¢;(B(0,1/2)) soit
une carte orientée de MigMs. La variété M;gM,, munie de cette orientation, est appelée la
variété somme connexe orientée de My et M. A diffeomorphisme préservant I'orientation preés,
elle ne dépend pas des choix des ¢; (voir par exemple [[ir]).

(6) Un point important est qu’alors que tout espace vectoriel réel de dimension finie, et tout
ouvert de R", admet une orientation, il existe des variétés C*° qui ne sont pas orientables. C’est
le cas par exemple du ruban de Mobius, qui est la variété quotient de R? par I’action libre et
propre du groupe Z, ou 1 € Z agit par (z,y) — (z + 1, —y), voir Uexercice ci-dessous.

Exercice E.37 (1) Montrer que tout revétement de classe C* d’une variété orientée C* admet
une unique orientation, dite image réciproque, telle que la projection de revétement soit un C*-
difféomorphisme local préservant l’orientation.

(2) Soit M une variété C>°, munie d’une action libre et propre par C*-difféomorphismes
d’un groupe discret G. Montrer que si la variété quotient G\M est orientée, alors G agit par C*-
difféomorphismes préservant l'orientation pour l'orientation image réciproque sur M. Montrer
que si M est orientée et si G agit par C®-difféomorphismes préservant 'orientation, alors la
variété quotient G\M est orientable, et admet une unique orientation telle que l'orientation
image réciproque sur M soit l'orientation originelle de M.

(8) Montrer que le ruban de Mdbius n’est pas orientable.

(4) Montrer que lespace projectif P,,(C) est orientable.

(5) Montrer que Uespace projectif P, (R) est orientable si et seulement sin est impair.

(6) Montrer que toute variété M de classe C> admet un revétement double (c¢’est-a-dire a
deuz feuillets) m : M= M qui est orientable. Si M est connexe, et non orientable, montrer
que ce revétement est connexe el unique a isomorphisme de revétements pres, et qu’il existe une

action libre de G = Z/2Z sur M telle que la variété quotient G\M soit C°-difféomorphe a M.
(On Uappelle un revétement d’orientation de M.)

Exemples. (1) Le cylindre R x Sy, =
identifié au quotient de R? par 'ac- /
tion libre et propre du groupe Z, ou

1 € Z agit par (z,y) — (v + 2,y), P"l

muni de sa projection naturelle sur le

ruban de Mobius, est un revétement

d’orientation du ruban de Mdbius.

(2) Pour tout n dans N — {0}, la projection canonique Sy, — P2,(R) est un revétement
d’orientation de I'espace projectif réel de dimension 2n par la sphére de dimension 2n.

Proposition 4.37 Soit M une variété C> orientée de dimension n. Il existe une forme dif-
férentielle w dans Q"(M), unique & multiplication prés par une application C* strictement
positive sur M, telle que, pour toute carte orientée (U, p) de M,

(o™ Y (ww) = fdzy A+ Adazy,
ou f est a valeurs strictement positives sur ¢(U).

Une telle forme w sera appelée une forme volume de M.

Démonstration. Soit (U, ¢;)ie; un atlas de cartes C* orienté de M a valeurs dans R,
et (fi)ier une partition de I'unité C* subordonnée au recouvrement (U;);cr. Pour tout i, on
prolonge par 0 en dehors de U; la forme différentielle fio;*(dzy A - -+ A dxy,), et on pose

w = Z fipi(dxy A -+ ANdxy,) .

i€l

Cette somme étant localement finie, elle définit une forme différentielle sur M. II n’est pas
difficile de montrer qu’elle convient et vérifie la propriété d’unicité de I’énoncé, par la formule
du changement de variable local (lemme 4.36). L’unicité est facile & démontrer. |

Remarques. Soit M une variété C> de dimension n.

(1) La variété M est orientable si et seulement s’il existe une n-forme différentielle w qui ne
s’annule pas sur M.

En effet, si M est orientable, alors toute forme volume d’une orientation de M vérifie cette
propriété de ne pas s’annuler sur M. Réciproquement, si w est une n-forme différentielle w ne
s’annulant pas sur M, alors Pensemble des cartes locales (U, @) de M telles que (¢ )" (wjy) =
fdxiA---Adzy, ot f € CF(p(U),RY), est un atlas de cartes C* orienté maximal, par la formule
de changement de variable. Le fait que les domaines de ces cartes recouvrent M vient du fait
que, pour toute carte locale (U, ¢) de M, sur 'ouvert ¢(U) de R", toute n-forme différentielle
ne s’annulant pas est de la forme fdxy; A--- Adw, ou f € C°(p(U),R) est de signe constant
(sur chaque composante connexe de ¢(U)), donc quitte a composer la carte ¢ par une réflexion



(sur chaque composante connexe de U ou f o ¢ est négative), on obtient une carte de la bonne
forme.

(2) La formule du changement de variable local (lemme 4.36) montre aussi que si M est
munie d’une orientation et si w est une forme volume sur M pour cette orientation, alors une
carte locale (U, ¢) de la variété C™ est orientée si et seulement si (¢71)*(wjy) = fdziA---Adx,
ou f est & valeurs strictement positives sur ¢(U).

(3) L’application, qui a une orientation de M associe une de ses formes volumes, induit
une bijection de I'ensemble des orientations de M dans 'ensemble des classes d’équivalence
des n-formes différentielles ne s’annulant pas sur M, modulo multiplication par un élément de
C>(M,R?). Simo(M) est ensemble des composantes connexes de M, lorsque M est orientable,
il y a donc une bijection entre I'ensemble des orientations de M et (Z/2Z)™M) | puisqu’une
application continue qui ne s’annule pas sur un connexe est ou bien partout strictement positive,
ou bien partout strictement négative. En particulier, une variété C* connexe admet 0 ou 2
orientations.

(4) Rappelons qu’une orientation d’un espace vectoriel réel £ de dimension finie n > 1 est
défini, de maniére équivalente, comme le choix de I'une des deux classes de bases de E modulo
Paction des automorphismes linéaires de déterminant strictement positif, ou comme le choix
de I'un des deux éléments de (A"E)/R%. Si E et F sont des espaces vectoriels orientés, alors
Iespace vectoriel orienté produit £ x F' est I'espace vectoriel produit, muni de I'orientation
telle qu'une base obtenue en prenant une base positive de E suivie d’une base positive de I’
soit positive. Tout espace vectoriel orienté est naturellement une variété orientée, pour 'atlas
orienté maximal contenant un isomorphisme linéaire de £ dans R™ préservant I'orientation.

Si M est orientée, alors I'espace tangent en chaque point de M est orienté, de sorte qu'une
carte locale (U, ¢) de M soit orientée si et seulement si T : T, M — R™ préserve Uorientation
pour tout x dans U.

Orienter une variété M revient a trouver une orientation (localement) cohérente des espaces
tangents. Plus précisément, M est orientable si et seulement s’il existe une orientation de 'es-
pace tangent en tout point de M, telle que pour toute carte locale (U, ) de M, I'isomorphisme
linéaire T : T, M — R™ préserve l'orientation pour tout « dans U : 'ensemble des telles cartes
locales est un atlas orienté.

Si My, Ms sont deux variétés orientées C*, et si M = M; x M, est la variété orientée produit,
alors, pour tout (z, y) dans M, I'orientation de I'espace vectoriel T(, ) M est I'orientation produit
T, My x T, M, des orientations des espaces vectoriels T, My et T, M.

(5) La variété T'M est toujours orientable, car atlas de cartes C> de T'M associ¢ a un atlas
de cartes C* de M a valeurs dans R™ (par la construction du paragraphe 2.3) est un atlas de
cartes C* orienté a valeurs dans R?").

Exemples. (1) La sphére S, est orientable. En effet, si

J:Z(—1)%1'd:L’O/\~~~/\d/x\i/\~~~/\d:vn,
i=0

alors o est (en restriction a S,) une forme volume sur S,,, car si (vy,...,v,) est une base de
T,S, (identifi¢ & 1), alors

02 (v1,. .. 0,) =det(z, 01, ..., 0,) 0.

En fait, si
)
- i=0 ‘Oz

est le champ de vecteurs normal sortant sur S,, et si w = dxg A - - - A dx,, alors
0 =1ixw.

(2) L'espace projectif complexe P, (C) est orientable (voir I'exercice E.37 (4)).

(3) Toute variété M de classe C* parallélisable est orientable. En effet, (la dimension n de
M a été supposée non nulle) le fibré tangent de M est isomorphe a M x R™, donc son fibré des
formes n-linéaires alternées est isomorphe a M x A"(R™)*, et si w est une n-forme alternée non
nulle sur R", alors  — (z,w) est une n-forme différentielle C* sur M, qui ne s’annule pas,
donc est une forme volume.

En particulier, tout groupe de Lie G est orientable. De plus, en supposant la dimension n
de G non nulle, si w est une forme n-linéaires alternée non nulle sur 1'algébre de Lie de G, alors

g wy = (T.Ly)'w

est une n-forme différentielle C* sur G, qui est une forme volume de G.

(4) La surface compacte connexe, somme connexe de g > 1 tores T?, est orientable. En effet,
le tore T? est orientable, par exemple car parallélisable, ou car quotient de la variété orientée R?
par le groupe Z? agissant librement et proprement en préservant l'orientation (voir 'exercice
E.37 (2)). On applique alors 'exemple (5) précédant l'exercice E.37.

e Intégration de formes différentielles.

Proposition 4.38 Soit M une variété C> orientée, de dimension n > 1. Il existe une unique
Jorme linéaire [, : Q2(M) — R telle que, pour toute carte orientée (U, ) de M a valeurs dans

R", et pour tout w dans QX(U),
/ w :/ (P w.
M w(U)

Démonstration. Soient (U;, ;)ier un atlas de cartes C* orienté de M, et (f;);er une partition
de l'unité C* subordonnée au recouvrement (U;);e;. Comme pour tout w dans Q7 (M), on a
W=7 fiwou fiwe QU;), on doit avoir par lincarite

[e= [O PRCRLEE

il
En particulier, ceci montre I'unicité. Cette formule permet aussi de définir une forme linéaire
f - Le fait qu’elle vérifie la propriété voulue découle de la formule de changement de variables
pour les ouverts de R (voir le lemme 4.36). En effet, si w € Q2(U), alors
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O

Remarques. (1) Cette forme linéaire || 1 dépend de lorientation de M. Si M est connexe, et
si —M est la variété M munie de 'orientation différente, dite opposée, alors

L=

(2) Si U est un ouvert de M, muni de l'orientation induite, alors, pour tout w dans Q7 (M),
si le support de w est contenu dans U, alors

/w:/ww
JM U

(3) Si (M;)ier est une famille dénombrable de variétés orientées C, et M = [[,c; M; la
variété orientée somme disjointe, alors pour tout w dans Q7 (M), le support de w ne rencontre

qu’'un nombre fini de M;, et
w = Win; -
L2/,

il

(4) Si ¢ : M — N est un C*-diffcomorphisme préservant I'orientation entre variétés C>
orientées, alors, par unicité, pour tout w dans Q7 (N), on a la formule de changement de variable
globale pour I'intégration des formes différentielles

/ga*w:/w.
M N

(5) Pour tout borélien B de M, on définit de méme la forme linéaire [, comme 'unique forme
linéaire sur 'espace vectoriel des n-formes différentielles C*> dont I'intersection du support avec
B est contenue dans un compact, telle que, pour toute telle forme différentielle w et toute carte
locale orientée (U, ¢) telle que I'intersection du suppport de w avec B soit contenue dans un
compact de U, on ait [, w = pr(UﬁB) (¢~ ")*w. Lorsque U est un ouvert de M, ona [, w = [, wy
pour tout w a support compact dans U. En particulier, si w € Q*(M), alors B — fB w est une
mesure de Radon (borélienne, réelle, réguliére) finie, positive si w est une forme volume de la
variété orientée M.

(6) Une partie A d’une variété N de classe C! est dite de mesure nulle si pour toute carte
locale (U,¢) de N a valeurs dans R", la partie ¢(A N U) est de mesure nulle. Comme les
difféomorphismes C! entre ouverts de R™ préservent les ensembles de mesure nulle, il suffit de
le vérifier pour une famille de cartes locales de NV dont les domaines recouvrent A.

Si A est une partie de mesure nulle d’une variété C* orientée M, alors pour tout w dans
Qi(M),ona [, w=0.

(7) Si la variété R est munie de Porientation usuelle, alors pour tous a < b et tout w = f dt

dans Q'(R), on a
b
[ o= [ st
Jla,b] a

Remarque. Sin = 0, on définit une orientation de M comme une application € : M — {+1}.
L’intégration sur une variété orientée de dimension 0, et d’orientation e : M — {£1}, est définie
en posant, pour tout w € Q2(M),

e Le théoréme de Stokes.
On note R_ =] — 00,0]. Soit M une variété C* de dimension n > 1.

Une partie N de M est un domaine a bord lisse ou domaine régulier (ou une sous-variété
fermée C= a bord, de codimension 0) si pour tout point 2 de M, il existe une carte locale (U, ¢)
de classe C* de M en x a valeurs dans R™, telle que (U N N) = (R_ x R*~1) N (V).

Un domaine a bord lisse de M est fermé dans M (car on demande la propriété ci-dessus
pour tout point z de M, et pas seulement pour tout point = de N). La frontiére IN = N N¢N
de N dans M est aussi appelée le bord de N. Si z est un point de 9N, alors le dessin & avoir en
téte est le suivant :

Proposition 4.39 Soit M une variété C> de dimensionn > 1, et N un domaine & bord lisse
de M.

(1) Le bord ON de N est une sous-variété C* de codimension 1 de M.

(2) Si M est orientée et sin > 2, alors il existe une unique orientation sur ON telle que
l'une des conditions équivalentes suivantes soit vérifiée :

(i) en posant pr : (1, T2, ..., x,) = (T2, ..., x,), si (U, @) est une carte locale orientée de
M en x € ON a valeurs dans R™, telle que (U N N) = (R_ x R* 1) N (U), alors le
couple (U N AN, pro @) est une carte locale orientée de ON ;

(i1) pour tout x dans ON, si (va, ..., v,) est une base orientée de T,ON, et si vy est un vecteur
tangent en x & M pointant vers lextérieur (¢’est-a-dire vi = ¢(0) owc: ] —e,+e[ = M
de classe C, avec ¢(0) = x, ¢(0) ¢ T,N et c(t) ¢ N sit > 0), alors (vy,vs,...,v,) est
une base orientée de T, M.

L’orientation de ON ci-dessus est appelée | orientation par la direction sortante (ou normale
sortante). Sauf mention explicite du contraire, le bord de tout domaine a bord lisse d’une variété
C® orientée sera muni de cette orientation.

Exemple : Nous le savions déja, mais la sphére S, et la surface compacte connexe, somme
connexe de g > 0 tores T?, sont orientables, car frontiéres de domaines réguliers.

Remarque. Si M est orientée et si n = 1, alors la
définition (ii) a encore un sens : il existe une unique

orientation sur la variété ON de dimension 0 telle que N M
si (U, ¢) est une carte locale orientée de M en v € —F 1
ON a valeurs dans R" (avec U suffisamment petit), =€ 0N x € ON

alors la valeur en z de l'orientation de ON est, par e(z) = -1 e(z) = +1

deéfinition, 41 si au voisinage de (), 'image ¢(U N
N) est contenue dans | — oo, p(x)].



Démonstration de la proposition 4.39. (1) Pour tout point z de ON, soit (U, ¢) une
carte locale de M en x & valeurs dans R™, telle que (U N N) = (R_ x R* 1) N (U). Alors
P(UNAN) = ({0} x R N ¢(U), ce qui montre le résultat (par la définition locale par
redressement d’une sous-variété, voir le théoreme 1.5).

(2) Ceci découle du fait que si un automorphisme linéaire de R™ préservant Porientation,
préserve un demi-espace, alors sa restriction au bord du demi-espace préserve l'orientation de
ce demi-espace définie par le vecteur sortant du demi-espace. O

Pour motiver le résultat suivant, rappelons le théoréme fondamental de l'intégration. Un
intervalle compact N = [a,b] est un domaine & bord lisse de la variété orientée M = R de
dimension n = 1. Une forme différentielle w de degré n—1 = 0 sur R est une fonction w : ¢ — w(t)
de classe C* de R dans R, et sa différentielle extérieure dw s’écrit donc w'(t) dt. Le théoréme
fondamental de l'intégration f: W'(t) dt = w(b) — w(a) s’écrit donc

/dw:/ w .
N N

Théoréme 4.40 (Formule de Stokes) Soit M une variété C> orientée de dimensionn > 1.
Soit N un domaine a bord lisse de M, et i : ON — M Uinclusion. Pour toute (n — 1)-forme
différentielle w de classe C* sur M dont l'intersection du support avec N est compacte, on a

/ i*w:/dw.
ON N

Nous noterons [, w = [, i*w par abus (w est une (n — 1)-forme différentielle). Puisque N
est un borélien de M, le nombre [ dw a été défini dans la remarque (5) précédente.

Démonstration. Supposons tout d’abord que M = R" et N =R_ x R""L. Une (n — 1)-forme
différentielle w s'¢crit w = >0 (—=1)* f; dzy A+ Ada; A -+ Ada,. Donce

i=1

n 8f
dw = Ldxy A Nda,
Z ow; ! "
i=1
En appliquant le théoréme de Fubini a l'intégrale f  dw, on obtient

dw =

N
* oh S 2 Ofi —~
/RM <'/_w871dxl) dzy ... dz, + ;:2 /]RHRH </_Do P, d,ri> doy ... d;. .. dz, . (1)

N .. N +
Comme f}, est & support compact en restriction & N, ona [~ gf

f? U gy = f1(0, 29, ..., 2,). Comme ¢*(dzy A - /\(21\3 A Aday,) =0sii#1 (car ; est

oo Oz
constant sur JN), on a

w= 7" fidx /\-~~/\Cix\i/\~~/\dxn
[3N /{‘O}XR”’I (Z ! )

i=1

:/ f1(07xg,...,zn)dxg...dzn:/dw.
Rn—1 N

dr; =0 pour 2 <i<mn, et

Maintenant, soit w comme dans I’énoncé. Par compacité du support de w dans N, il existe
un atlas de cartes C* orienté (Uj, ¢;)jer de M a valeurs dans R”, tel que

@i(U;NN) = (R_ xR N (U;)

et (f;);jer une partition de 'unité C* subordonnée au recouvrement (U;) ey, tels que la somme
w=) fw
jel
n’ait qu'un nombre fini de termes non identiquement nuls sur N.

Posons a; = (99]71)*(‘f,-w‘uvj), qui, prolongée par 0 en dehors de ¢;(U;), est une (n — 1)-
forme différentielle C>* dans M’ = R", dont I'intersection du support avec N’ = R_ x R*~!
est compact. Notons que ©jjon €st un C°-diffeomorphisme, préservant les orientations par les
directions sortantes, de 'ouvert N NU; de ON sur son ouvert image dans dN'. Notons que o

est nulle au voisinage de tout point de ON’ qui n’est pas dans ¢;(ON NU;) et que i*(f;w) est &
support dans ON N U;. Donc (avec I'abus de notation mentionné ci-dessus), par la formule de

changement de variable globale,
/ (fjw) = / Q.
N N’

Comme ¢; préserve lorientation, et comme ¢j commute avec la différentielle, on a, par la
formule de changement de variable globale,

/Nd(fjw) = //da]-,

Par sommation, le résultat découle donc du cas particulier traité en premier. O

Porisme 4.41 Soit M une variété C® orientée de dimension n > 1. Pour tout w € Q' 1(M),

on a
/dw:(].
M

Démonstration. La partie M de M est un domaine a bord lisse, dont le bord est vide. La
formule de Stokes permet alors de conclure. O

Exemples. (1) Soit D un domaine & bord lisse, compact, de R, U un ouvert de R? contenant
D et a = Pdx + Qdy une 1-forme différentielle C* sur U. Alors la formule de Stokes donne

. _ [ (22_9P) g
/HD(PdJLJery)—/I)(aI ay)d.Ldy.

Cette formule est connue sous le nom de formule de Green-Riemann.

(2) Soit D un domaine & bord lisse, compact, de R?, U un ouvert de R?® contenant D
et w = dr ANdy Ndz. Si X est un champ de vecteurs C* sur U, alors ixw est une 2-forme
différentielle C*> sur U, et

d(ixw) = [,X{/J = (le X) w
par le paragraphe 4.1. Alors la formule de Stokes donne f@D ixw= [ p(div X) w, c’est-a-dire,

si X = P& +Qp + Ry,

oP 0Q OR

/(de/\dz+de/\dz+Rd:Jc/\dy):/ —+ — + — | dzdydz.
oD p\Oz dy Oy



Cette formule est connue sous le nom de formule de Gauss-Ostrogradski.

Notons (-, -) le produit scalaire usuel sur R3. Soit N le champ de vecteurs unitaires normal
sortant sur 9D, étendu de n’importe quelle maniére C* a R?, et j : 9D — R3 I'inclusion. On
appelle forme d’aire de 0D la 2-forme différentielle sur 0D définie par

o= j*(in(dz Ndy Ndz)) .

On définit le flur du champ de vecteurs X a travers 0D par

fluxyp(X) = / (X,N)o .
oD
Comme w est une 3-forme différentielle, elle est nulle en restriction a tout sous-espace vectoriel
de dimension 2 de l'espace tangent en un point. En écrivant le champ de vecteurs X le long
de 0D comme somme d'un champ de vecteurs (X, N)N colinéaire au champ normal N et
d’un champ de vecteurs tangent a 9D, on obtient j*(ix(dx A dy A dz)) = (X, N)o. La formule
d’Ostrogradski pour le champ de vecteurs X s’écrit donc

fluxsp (X) = / (div X) dedydz .
D

(3) Soit S un domaine & bord lisse, compact, d'une surface plongée dans R?, et C' le bord de
S. Soit X un champ de vecteurs C* sur (un voisinage ouvert de S dans) R3, et X+ la 1-forme
différentielle (sur ce voisinage) définie avant I'exercice E.33. Alors d(X1) = iyor x (dz A dy A dz)
par cet exercice. La formule de Stokes donne donc

/XL:/imtX(dx/\dy/\dz).
c s

Cette formule est connue sous le nom de formule d’Ampére-Stokes (le flux du rotationnel du
champ magnétique a travers n’importe quelle surface plongée de bord C' est indépendant de
cette surface).

e Régularité.

Concluons cette partie par une remarque sur la régularité. Dans le lemme 4.36, on peut
prendre w de classe C°) et ¢ un C!-difféomorphisme. Les définitions d’orientation des variétés
sont valables en classe C'. La proposition 4.37 est vraie pour M de classe C', la forme volume
w étant alors C°, et unique & multiplication prés par une fonction continue strictement positive.
Les remarques (1), (2), (3), (4) suivant cette proposition sont valables en C1, et la remarque (5)
en C%. La proposition 4.38 est vérifice avec M de classe C!, et les formes différentielles C°; ainsi
que les remarques (1) & (6) qui suivent (en demandant une régularité C* pour ¢ dans (4)). La
définition de domaine & bord lisse et la proposition 4.39 sont valables en remplagant C* par
C!. La formule de Stokes est vraie au moins lorsque M et N sont C?, et lorsque w est C!. Pour
les formules de Green-Riemann et d’Ostrogradski, des hypothéses de régularité C! sur P, Q, R
et C! par morceaux sur le domaine D suffisent.

4.4 Cohomologie & support compact

Soit M une variété C* de dimension n > 0.

La différentielle extérieure d préserve la sous-algébre (associative, mais pas unitaire si M est
non compact) anticommutative, graduée Q.(M) des formes différentielles a support compact
dans M. Le noyau de

d:Q.(M) = Q.(M)

est noté Z*(M) et son image B¥(M). On pose ZF(M) = ZX(M)N QE(M) et B*(M) = BX(M)N
QP(M). Alors Z* (M) est une sous-algebre de Q.(M ), somme directe (en tant qu’espace vectoriel)
des ZP(M) pour p dans N, et B}(M) est un idéal bilatere de Z*(M), somme directe (en tant
qu’espace vectoriel) des B?(M) pour p dans N.
Donc
H (M) = Z:(M)/B2(M)

est une algeébre (associative, mais pas unitaire si M est non compact) anticommutative, graduée
par
H (M) = @ H(M)
peN
ou
H(M) = Z0(M)/BL(M) .

L’algebre H (M) s’appelle l"algébre (ou parfois I'espace) de cohomologie de de Rham & support
compact de M, et Despace vectoriel réel H?(M) le p-éme espace (ou parfois le p-éme groupe)
de cohomologie de de Rham a support compact de M.

Comme QP(M) = {0} sip >noup <0,ona H'(M)=0sip>noup < 0. Comme
d: Q7Y (M) — QM) est application nulle, on a HO(M) = Z2(M).

Remarques. (1) Si M est compacte, alors Q.(M) = Q(M), donc H}(M) = H*(M).

(2) Si M est la variété somme disjointe M = [];c;M;, comme une forme différentielle a
support compact sur M ne rencontre qu'un nombre fini de composantes connexes de M, alors
on a un isomorphisme naturel d’algebres graduées

H; (M) ~ @D H: (M),

el

et des isomorphismes naturels d’espaces vectoriels H?(M) ~ @, ; H?(M;) (noter le symbole
somme et non plus produit).

(3) Une application constante non nulle est & support compact si et seulement si son domaine
de définition est compact. Donc, si 7 .M est I'ensemble des composantes connexes compactes
de M, alors

HO(M) o RToM)

(Si E est un ensemble, on ne confondra pas I'espace vectoriel produit RE et I'espace vectoriel
somme R des applications f : F — R ne prenant une valeur non nulle qu’en un nombre fini
d’éléments de F : toutefois RF et R%) coincident si E est fini.)

En particulier H2(M) = {0} si M est connexe non compacte.

Rappelons (voir Pappendice A.1) quune application entre deux espaces topologiques loca-
lement compacts est propre si 'image réciproque de tout compact est compacte.

Soient N une variété C> et f: M — N une application C* propre. Comme le support de
f*w est 'image réciproque par f du support de w, on a

FH(Q(N)) C Qu(M) .



Comme f*od=do f* on a
f(Z:(N)) € Z:(M) et f*(BI(N)) C Bi(M).

Donc le morphisme d’algébres graduées f* : Q.(N) — Q.(M) induit un morphisme d’algebres
graduées, encore noté f*, entre les algébres de cohomologie de de Rham a support compact de
N et de M :

FoiOHXN) — Hi(M)

c

o = [fd

Comme pour les images réciproques des formes différentielles, on a id* = id, et si P est une
variété C™ et g : N — P est une application C*> propre, alors

(gof) =f"og".

Donc 'association Hpyg ., & une variété M de I'algebre H(M), et a une application f : M — N
du morphisme f*: H(N) — H}(M) est un foncteur contravariant de la catégorie des varié-
tés C* et des applications C™ propres, dans la catégorie des algébres graduées (associatives,
mais pas forcément unitaires) anticommutatives. En particulier, si f : M — N est un C*-

*

difféomorphisme, alors f*: HX(N) — H?(M) est un isomorphisme d’algébres graduées, et
(=0

Porisme 4.42 Si deux variétés C> sont C>*-difféomorphes, alors leurs algébres graduées de
cohomologie de de Rham a support compact sont isomorphes. O

e Invariance par homotopie.

Soient M et N deux variétés C, et f et g deux applications C* propres de M dans N.

Les applications f et g sont dites proprement différentiablement homotopes s'il existe h :
M xR — N, une homotopie C*> de f a g, qui est propre en restriction a M x [0, 1]. La relation
« étre proprement différentiablement homotopes » est une relation d’équivalence.

Théoréme 4.43 Si f et g sont deux applications C* proprement différentiablement homotopes,
alors f*=g* : HX(N) — H:(M).

Comme dans la démonstration du théoréme 4.14, ce résultat découle de la proposition sui-
vante. Notons 2, (M x R) la sous-algébre des formes différentielles sur M x R dont la projection
du support sur M est compacte.

Proposition 4.44 [l existe une application K : Q. (M x R) — Q.(M) linéaire, graduée de
degré —1, c’est-a-dire K(Q2(M x R)) C Q2~1(M), telle que

doK+Kod=J; —J .

La démonstration de ce résultat est analogue a celle de la proposition 4.15, en prenant U
un ouvert relativement compact de R™ et (U;);c; des ouverts relativement compacts de M.

Le théoreme d’approximation 4.16 de fonctions continues par des applications C* s’étend
aux applications propres.

Théoréme 4.45 (1) Toute application continue propre de M dans N est proprement homotope
(au sens de Uappendice A.J) a une application C* propre de M dans N.

(2) Deuz applications C* propres de M dans N, qui sont proprement homotopes, sont
proprement différentiablement homotopes.

Démonstration. Voir par exemple [God]. a

Soit f : M — N une application continue propre. Si f : M — N est une application C>
propre, proprement homotope a f, alors Uapplication [ : H X(N) — Hr(M) ne dépend pas du
choix de f, et sera notée

[P HI(N)— H(M).

Si f et g sont deux applications continues propres, alors on a encore
(gof) =fog".

Ceci montre I'invariance topologique de 'algébre de cohomologie de de Rham : si deux variétés
C> sont homéomorphes, alors leurs algébres graduées de cohomologie de de Rham a support
compact sont isomorphes.



e Suite exacte de Mayer-Vietoris.

La restriction & un ouvert de son domaine d’une forme différentielle a support compact
n’est pas forcément & support compact. Par contre, les formes différentielles & support compact
peuvent s’étendre par 0 sur un ouvert contenant leur domaine. Ceci explique le changement de
sens dans la suite exacte de Mayer-Vietoris a support compact ci-dessous par rapport a la suite
de Mayer-Vietoris précédente.

Soient M une variété C*, et U,V deux ouverts de M recouvrant M. Notons alors i. :
QUNV) = QU), je: Q2UNV) = QuV), i : Qu(U) = Quo(M) et jo: Qu(V) = Qu(M) les
applications d’extension par 0 des formes différentielles & support compact. Ces applications
d’extension commutent avec les différentielles extérieures, donc envoient formes fermées sur
formes fermeées, et formes exactes sur formes exactes. On note

I1:Q.(UNV)—=Q(U) xQ.(V)

I'application w +— (i, w,j. w), et I* lapplication H}(U NV) — Hi(U) x HZ(V) induite en
cohomologie & support compact. On note

T QuU) x Qu(V) — Qu(M)

Papplication (w,w') — i, w — je W', et J* Papplication H(U) x H*(V) — H}(M) induite en
cohomologie a support compact.

Théoréme 4.46 La suite
0 — QUNV) 5 Q) x (V) L QM) — 0

est une suite exacte courte de complexes de cochaines, qui induit une suite exacte longue d’es-
paces vectoriels réels, dite suite exacte de Mayer-Vietoris a support compact de M,

o HY M) =S HYU N V) LS HYNU) x HYVY LS HE M) -5 B U V) —

Démonstration. L’application linéaire I est injective, car i, 'est. Ona Jol =0, car i,0i. =
Jeoje Si(w,w) € Q(U) x Qu(V) vérifie J(w,w’) = 0, alors w est nulle en dehors du support
de o, w’ est nulle en dehors du support de w, et w = —w’ sur l'intersection des supports de
w et de w', qui est un compact de U N'V. Donc (w,w’) = I(w”) ot w” est la restriction de
w = —w' sur UNV. Enfin, I'application linéaire J est surjective, car si {¢, 1} est une partition
de T'unité C* subordonnée au recouvrement {U,V} (voir la proposition 1.9), si w € Q.(M),
alors (gw) iy € Qe (U), (Yw)y € Q(V) et

J((ew)w, Ww)y) = pw +hw =w .

La derniére assertion du théoréme découle de la premiére, comme dans la démonstration du
théoréme 4.19. O

Le résultat suivant se démontre alors exactement comme le corollaire 4.21.
Porisme 4.47 Soit M une variété C°, munie d’un recouvrement ouvert {U,V'}. Si les espaces

vectoriels HX(U), HX(V) et HX(UNV) sont de dimension finie, alors HX(M) est de dimension
finie. O

4.5 Dualité de Poincaré

Nous commengons cette partie par un cas particulier du théoréme de dualité de Poincaré,
qui sera utile pour sa démonstration.

Lemme 4.48 Pour toutn > 1, Uintégration [5, : Q2 (R™) — R induit un isomorphisme linéaire

H'(R") ~R
défini par
W [ w,
Rn
et on a
R sik=n
k ny __
He(R") = { 0 sinon .

Démonstration. Cette application est bien définie par le corollaire 4.41. La linéarité et la
surjectivité sont immeédiates. Soit w € Q7(R™). Montrons que w est exacte si et seulement si
Jin w = 0. Ceci implique que I'application [w] — [, w est injective.

Toute n-forme différentielle sur R™ s’écrit
w=fdry AN ANdx, .

Toute (n — 1)-forme différentielle sur R™ s’écrit

n= (=) fidwi A Ada A Aday,

i=1

et sa différentielle est

dn = (Za£> dxy A -+ Ndz, .
i=1

Il suffit donc de montrer que pour toute application f € C(R™, R) telle que fR" fdxy.. . dx, =

0, pour tout 4, il existe f; € C°(R™,R) tels que f =", gﬁ’l

Pour cela, on raisonne par récurrence sur n. Si n = 1, il suffit de poser fi(z) = fjoo f(t)de,
qui est bien nulle au voisinage de +o0.
Supposons le résultat vrai pour n — 1. Posons

+00
g(x1, .o p) = flay, ..z, t)dt .
—0C
Alors g € C®(R™ 1, R) et par le théoreme de Fubini, wal g dry...dx,_; = 0. Donc par
I'hypothese de récurrence, il existe g; € C°(R" ! R) tels que g = E;”:_ll gzz Soit p € C*(R,R)
tel que [; p = 1. Posons fi(xy1, ..., &n_1,2n) = gi(21, ..., 2p_1)p(2y) pour 1 <i<n—1et

Tn

(@, o oy, ) = / (f(zr, .o ymp,t) — glxn, .o ) p(t)) dt .

—00

n  af;
i=1 D,

On vérifie que les f; sont C* a support compact sur R™, et que f = >
affirmation du lemme 4.48 en découle.

. La premiére



Maintenant, le calcul de HF(R™) est connu pour k¥ < 0 et & > n. On peut donc supposer
1 < k < n—1. On identifie R" (par la projection stéréographique, par exemple) avec le
complémentaire dans la sphére S, du pole nord N. Alors les formes différentielles a support
compact sur R" s’identifient avec les formes différentielles sur S, nulles au voisinage de N,
ceci de maniére compatible avec les différentielles extérieures. Si a € QF(R™) est fermée, par le
calcul des groupes de cohomologie de de Rham de S, il existe une (k — 1)-forme différentielle
G sur S, telle que df = a. En particulier, d = 0 au voisinage de N. Si k = 1, alors 3 est une
fonction constante égale & ¢ sur un voisinage de N, et o = d(8—c¢), avec 8 —c une (k —1)-forme
différentielle nulle sur un voisiange de N. Si k > 2, il existe donc, sur un voisinage ouvert U
de N homéomorphe a R", une (k — 2)-forme différentielle y sur U telle que §j; = dy. A T'aide
d’une fonction plateau, on construit une forme différentielle 7' sur S,, telle que ' et v coincident
au voisinage de N. Alors 8 — dv est nulle au voisinage de I'infini, donc définit un élément de
QFL(R") tel que o = d(B — dv'). O

Soit M une variété C* de dimension n > 1. Un recouvrement ouvert (U;);e; de M est
dit a intersections cellulaires si pour toute partie J de I, I'intersection (), ;U; est vide ou
homéomorphe a R".

et

Le résultat technique suivant sera bien utile.

Proposition 4.49 Toute variété C™ compacte M admet au moins un recouvvrement ouvert fini
a intersections cellulaires.

Démonstration. Soit x + (-,-), une application qui & un point = de M associe un produit
scalaire sur T, M, telle que, pour tous les champs de vecteurs X, Y de classe C* sur M, I'appli-
cation & — (X (2),Y (y)), soit C. (Une telle application est une section C* du fibré C* des
formes bilinéaires symétriques sur les espaces tangents de M, que I'on construit comme le fibré
des formes alternées sur les espaces tangents de M (voir le paragraphe 2.7), et qui de plus est
deéfinie positive sur chaque espace tangent). L'existence d’une telle application est immeédiate
sur une carte locale, et par partition de 'unité, I'existence globale en découle. Une autre ma-
niére est de plonger M dans R™ pour m assez grand (voir le théoréme 1.19) et de prendre pour
(-, )z la restriction a T, M du produit scalaire de R™. Nous noterons ||v||, = (v,v), la norme
associée sur T, M.
Pour toute courbe v : [0,1] — M de classe C! par morceaux, posons

() = / )1t

Pour tous z,y dans M, notons d(z,y) la borne inférieure des ¢(v) pour 7 : [0,1] — M une
courbe de classe C! par morceaux entre x et y. Alors d vérifie I'inégalité triangulaire, et est
symétrique. De plus, par continuité du produit scalaire, d ne s’annule que sur la diagonale de
M x M. Donc d est une distance.

Pour toute carte locale (U, ) de M a valeurs dans R", et tout dans U, si € > 0 est assez
petit, alors, par convexité stricte des boules d'un produit scalaire sur un espace vectoriel réel
de dimension finie, et par un argument de continuité, 'image ¢(B(z,€)) est un convexe de R™.
Comme l'intersection de convexes est un convexe, un argument de compacité permet alors de
conclure. O

Proposition 4.50 Soit M une variété C, admettant un recouvrement ouvert fini a intersec-
tions cellulaires. Alors l'algébre de cohomologie de de Rham de M est de dimension finie, et
lalgebre de cohomologie de de Rham a support compact de M est de dimension finie.

Démonstration. Notons que 'algébre de cohomologie de de Rham de R™, qui est R, est de
dimension finie. Par récurrence sur le cardinal d’'un tel recouvrement, la premiére assertion
découle du lemme 4.21. La méme démonstration fournit la seconde assertion, en utilisant cette
fois le lemme 4.48 qui implique que 'algebre de cohomologie de de Rham a support compact
de R™ est de dimension finie, ainsi que le corollaire 4.47. O

Par exemple, si M est compacte, alors les deux propositions précédentes impliquent que
Pespace vectoriel réel H*(M) = H}(M) est de dimension finie.

Rappelons que si E est un espace vectoriel réel, alors E* ou E désigne le dual de E.

Théoréme 4.51 (Dualité de Poincaré) Soit M une variété orientée C* de dimension n >
1, admettant un recouvrement ouvert fini a intersections cellulaires. Alors pour 0 < k < n,
lapplication

QF (M) — Qv k()™

aH{BH/ oz/\[ﬁ}7
M

induit un isomorphisme d’espaces vectoriels

définie par

Par - HYN(M) — H *(M)*.

Démonstration. Le fait que application a — {,8 — fM a A 5} induise une telle application
P vient du fait que si o et § sont fermées, alors la valeur de cette intégrale est inchangée si
on remplace « par a + do’ et § par § + df’, par la formule de la différentielle extérieure du
produit extérieur de deux formes différentielles, ainsi que par le corollaire 4.41 (car et 5’ sont
a support compacts) :

/M(a-&-da’)/\(ﬁ—kdﬂ'):/ya/\,@—&-/Md(a’/\(ﬁ—&-dﬂ/)):t/ d((a+da') A B)

M M

:/(1/\[3.
M

Pour montrer que Py, est un isomorphisme, on raisonne par récurrence sur le cardinal p
d’un recouvrement ouvert (U;)i<;<, fini & intersections cellulaires. Si p = 1, le résultat découle
du lemme 4.48 (et de I'invariance par homéomorphismes de la cohomologie de de Rham).

On pose U =U,, V=U,U---UU,_;. Ainsi {U, V'} est un recouvrement ouvert de M, et
uv,unv = f;ll (U;NU,) sont des variétés C* orientées, admettant un recouvrement ouvert
fini & intersections cellulaires, de cardinal inférieur ou égal a p — 1. Considérons le diagramme
suivant.

La linéarité est immédiate.

HYU) x H=Y(V)  —  H"YUNV) -2 HY M) —
b PuxPy \L Punv I Pu
H M U) x HP (V) — HEM U vy =5 HEN M) —
—  HYU)x HYV) —  HYUNYV)

i Py x Py \L Punv
— Hgl_k(U)* X Hf_k(V)* — Hf_k(Uﬁ V)*



Tous les espaces vectoriels sont de dimension finie par la proposition 4.50. La premiére ligne
est la suite exacte de Mayer-Vietoris de M pour le recouvrement ouvert {U,V}. La seconde
ligne est la suite duale de la suite exacte de Mayer-Vietoris & support compact de M pour le
recouvrement ouvert {U, V'}, ou l'on identifie de maniére usuelle E x F au dual de E x F, par
lapplication qui a (f,g) associe (z,y) — f(z) + g(y). En particulier, ‘0 est I'opérateur dual
de § : HM*(M) — HI* (U N V). La seconde ligne est exacte, car prendre le dual préserve
Pexactitude des suites d’espaces vectoriels.

On vérifie facilement que le diagramme est commutatif, sauf peut-étre la relation

PMO(SthSO’PUmV,

qui se montre ainsi. Par définition des opérateurs § (voir la démonstration de la proposition
A.21 de Pappendice A.6), si z € Z¥"Y(UNV), on a §[z] = [z] ot & € ZF(M) et il existe
(y, ) € QHU) x Q=1(V) tels que yjpay — Yoy = # et (v, @v) = (dy, dy’). De plus, si
v € ZMF(M),onadly] = [a] ota € ZVFHHUNV) et il existe (3, 8) € Q= F(U)xQr=F(V) tels
que, on notant @" I'extension par 0 & un ouvert W, on ait B fFM =~vet (@’,a") = (dB,ds).
La relation de commutation cherchée découle alors du calcul suivant, ou les notations sont
les précedentes, et la troisieme égalité découle de la formule de Stokes (plus précisément du
corollaire 4.41) :

/ z/\(x:/y/\EUf/y’/\&vz/y/\dﬁf/y//\d/ﬂ’:
Unv U v U v

/dy/\ﬁ—/dy'/\ﬁ’: x/\BM—/x/\EM:/I/\"y.
U v M M M

Par récurrence, le théoréme découle alors du lemme des cing (voir l'exercice E.66 de I'ap-
pendice A.6). O

Porisme 4.52 Soit M une variété C> de dimension n > 1, compacte et orientée. Alors pour

0 <k <n, Uapplication
H¥(M) — H"*(M)*

ol {1 [ ans}

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

définie par

Démonstration. Ce résultat découle du théoréme 4.51, par la proposition 4.49. O

Porisme 4.53 Soit M une variété C>* compacte orientable de dimension n > 1. Alors les
espaces vectoriels réels HF(M) et H" (M) ont méme dimension.
Sin est impair, alors la caractéristique d’Euler x(M) est nulle.

Démonstration. La premiére assertion découle du fait qu'un espace vectoriel et son dual ont
la méme dimension. Si n = 2k + 1, alors

2k+1 k
D (=) dim H (M) =Y (=1)" (dim H'(M) — dim H**'7/(M)) =0. O

=0 i=0

Porisme 4.54 Si M est une variété C* compacte connexe orientée de dimensionn > 1, alors
lapplication

H'(M) >R
définie par

[w] — Mw

est un isomorphisme linéaire.

Démonstration. En effet, H°(M) =R, et on applique le corollaire précédent pour k = 0. O
Par exemple, si M est une surface compacte connexe, somme connexe de g > 1 tores T2,
alors H*(M) ~R.
Ce résultat 4.54 reste valable, en remplagant H"™(M) par H?(M) lorsque M n’est pas sup-
posée compacte (voir par exemple [God]). Dans le cas non orientable, le résultat change com-
plétement :

Proposition 4.55 Si M est une variété C* connexe non orientable de dimensionn > 1, alors
H2(M) = {0}

Démonstration. Soit 7 : M — M le revétement a deux feuillets d’orientation de M, et
o : M — M Pisomorphisme de revétements non trivial (voir 'exercice E.37). La variété M est
orientable, connexe et o renverse l'orientation. ~

Siw e QM), alors w = 1*'w € QM) vérifie o*w = @. Donc, en munissant A d’une

orientation quelconque,
fo=[oo--5.
M M M

Donc [7w =0 et @ est exacte, par le corollaire précédent. Soit & € QZ’l(M) tel que w = da.
Alors (a+0*@) est une (n—1)-forme différentielle sur M, invariante par o, dont la différentielle
coincide avec w. Elle définit donc une forme différentielle o sur M, telle que 7*a = a. Alors
w = da, car 7 est un diffécomorphisme local, ce qui montre le résultat. O

Par conséquent, si M est une variété C* compacte connexe non orientable de dimension
n > 1, alors
H"(M) = {0} .

e Cohomologie de de Rham des espaces projectifs réels.

Proposition 4.56 Soit n un élément de N. Les espaces de cohomologie de de Rham de l’espace
projectif réel P,,(R) sont

. R si k=0, ousik=navecn impair
Hy (Pa(R)) = { 0 sinon .

En particulier, sa caractéristique d’Euler est 1 sin est pair, et 0 sinon.



Démonstration. Rappelons que Py(R) est réduit & un point, que la variété Py(R) est C*-
difféomorphe au cercle Sy, et que P,(R) est connexe et de dimension n. De plus, si n > 1, alors
P,(R) est orientable si et seulement si n est impair (voir I'exercice E.37 (3)), donc le corollaire
4.54 et la proposition 4.55 donnent la valeur de H"(IP,(R)). Nous pouvons donc supposer n > 2
et 1 <k <n—1. On raisonne par récurrence sur n. Supposons le résultat vrai pour n — 1.

On munit Pespace vectoriel R™™! de ses coordonnées (g, . ..,x,), et on identifie R™ avec
I'hyperplan vectoriel d’équation zp = 0. Dans l'espace projectif réel P,(R), on consideére le
point z de coordonnées homogenes [1 : 0 : ... : 0], Vouvert U = P,(R) — {z} et 'ouvert

V =P,(R) — P,_;(R). Nous avons vu (voir le paragraphe 1.4.3) que V est C*®-diffcomorphe
a R" (c’est le domaine d’une carte affine d’hyperplan a l'infini P,,_;(R)), donc V' a le méme
type d’homotopie que le point. De plus, U se rétracte par déformation forte sur P, (R), par
I'homotopie ([zg : @y @ ... @ @y, t) = [txg : @1 : ... : z,), donc a le méme type d’homotopie
que P,_;(R). L’intersection U NV est C*®-diffeomorphe a R™ — {0}, donc a le méme type
d’homotopie que la sphére S,,_;.

La suite exacte de Mayer-Vietoris

o= HYY UNV) = HYP,(R)) — HYU) x HY(V) = HXUNV) — ...
donne donc des suites exactes

HO(U) x HY(V) — HO(UNV) = H'(P,(R)) = H'(P,_1(R)) — H'(Sp_1) — H*(P,(R)) ,

0= H" '(Po(R)) = H" ' (Byoa(R)) = H" ' (Spt) = H"(BA(R)) =0,

et, pour l <k<n-—1,
0 — H*P,(R)) = H*(P,_,(R)) = 0.

Comme l'application H(U) x HO(V) — H°(U NV) est surjective (voir la remarque (2) suivant
la proposition 4.20), la premiére équation donne H*(P,(R)) = 0 (en distinguant les cas n = 2 et
n > 2). La seconde équation donne H"~}(P,(R)) = 0 pour n > 2 (en distinguant les cas n pair
et n impair). Par récurrence, la derniére équation donne H*(P,(R)) = 0 pour 1 < k <n — 1.
Le résultat s’en déduit. ]

4.6 Théorie du degré
4.6.1 Degré d’une application entre variétés de méme dimension.

Soient M et N deux variétés orientées C*° compactes de dimension n > 1, avec N connexe,
et f: M — N une application continue.
Nous appellerons degré de f, et noterons deg f, le nombre réel r tel que, pour m, : R — R
I’application de multiplication par 7, le diagramme suivant soit commutatif :
HY(N) L5 =M (M)
It L

M
R RN R

Ce nombre existe par linéarité, et le fait que la fleche verticale de gauche soit un isomorphisme
par connexité de N, voir le corollaire 4.54. Donc, par définition de f*, si g est une application
C* homotope a f, alors

Jug'w

Ivw

deg f =

pour tout w € Q"(N) tel que [, w # 0.

Remarques. Le degré des applications vérifie les propriétés suivantes.

(1) Le degré d’une application constante est nulle. Si f est constante, alors deg f = 0, car
f*: H"(N) — H™(M) est Papplication nulle, puisque n > 1.

Plus généralement, le degré d'une application continue non surjective f de M dans N est
nul. En effet, soit w une forme différentielle a support compact contenu dans le complémentaire
de Pimage de f, telle que [, w =1 (qui existe, car ce complémentaire est un ouvert non vide de
N, car M est compacte). Soit g : M — N — Supp w une application C* homotope a f. Alors
deg f = fMg*w =0.

(2) Le degré dépend en général de l'orientation des variétés M et N. Plus précisément, pour
e dans {£1} et P une variété orientée C*°, notons eP la variété orientée P si ¢ = +1, et la
variété P ou chaque composante connexe de P est munie de l'orientation opposée si € = —1.
Soient €, ¢ dans {1} et notons g l'application f de la variété orientée eM dans la variété
orientée € N. Alors par construction

deg g =cé deg f .

Par exemple, si f est un C*-difféomorphisme, alors deg f vaut 1 si f préserve l'orientation,
par la formule de changement de variable globale, et donc —1 sinon (car alors f préserve
Porientation de M dans la variété orientée opposée de N).

En particulier, comme I'antipodie —id de S,, — S,, renverse 'orientation si et seulement si
n est pair, on en déduit que

deg (—id: S, = 'S,) = (-1)"'.
Remarquons aussi que si N = M, alors le degré de f ne dépend pas de 'orientation de M
(a condition de prendre la méme a la source et au but!).

(3) Le degré est additif pour les sommes disjointes a la source. Plus précisément, si My, ..., My
sont des variétés orientées C> compactes de dimension n, en notant M’ = [1,<;<; M; la variété
orientée somme disjointe, alors pour toute application continue f : M’ — N, on a

k
deg f =) deg fiar,

i=1

En effet, si g : M — N est une application C* homotope a f, alors gy, est C* et homotope
a fia,, et pour tout w € Q"(N) tel que wa =1,

k k
deg [ = / gw= Z / (g1m)"w = Zng fina; -
M i=1 /M i=1

(4) Le degré est invariant par homotopie. Plus précisément, si g : M — N est une application
continue, qui est homotope a f, alors

deg g =deg f .

Ceci découle de l'invariance par homotopie de la cohomologie de de Rham.
Par exemple, si M = N, alors 'application id : M — M, de degré 1, n’est pas homotope a
une application continue non surjective (par exemple constante), qui est de degré 0.



Porisme 4.57 (Théoréme de non-peignage des sphéres) Pour tout entier n > 1, tout
champ de vecteurs continu sur la sphére So, posséde au moins un zéro.

Démonstration. Sinon, Sy, posséde un champ de vecteurs X continu de norme 1. L’application
h i Sa, % [0,1] = Sy, définie par

(2, t) = (cosmt) x + (sinmt) X ()
est une homotopie entre les applications id et —id, qui sont de degré 1 et (—1)2"~! respective-
ment, contradiction. O

(5) Le degré est invariant par cobordisme, au sens suivant : si M est la variété orientée
frontiére d’'un domaine & bord lisse D d’une variété C* orientée P, si M est compacte, alors

deg f=0.

(Remarquons que M n’est pas forcément connexe, et qu’elle est orientée par la normale sor-
tante). En effet, grace a une partition de I'unité, on prolonge une application g : M — N
de classe C* et homotope & f en une application ¢’ : P — N de classe C*°. En notant
i: M = 9D — P linclusion, on a donc ¢’ oi = g. D’ou, pour tout w € Q"(N), qui est en
particulier fermée, on a par le théoréme de Stokes,

Par conséquent, si My, M; sont les deux composantes connexes de la frontiére d'un domaine D
a bord lisse compact (orientées par la normale sortante) dans une variété C; si fy : My — N
et fo: My — N sont deux applications continues, alors

deg fi = —deg f .

La remarque (4) est un cas particulier de cette remarque, en prenant le domaine a bord lisse
D =M x[0,1] dans M x R, et en faisant attention que les orientations par la normale sortante
des deux composantes de bord de D donnent des orientations opposées sur M identifié d'une
part & M x {0}, de 'autre & M x {1}.

(6) Le degré est multiplicatif pour la composition. Si P est une variété orientée C* compacte
connexe de dimension n > 1, et g : N — P une application continue, alors

deg (go f) = (deg f)(deg g) .

Ceci découle immédiatement du fait que (go f)* = f* o g*, et que My = My 0om,.
En particulier, si M = N et si g : M — P est un homéomorphisme, alors

deg (go fog™) =deg f .

Donnons maintenant un moyen pratique de calculer le degré d’une application, ce qui mon-
trera aussi que le degré est un nombre entier.

Rappelons que lorientation d’une variété définit une orientation de I'espace tangent en tout
point (voir la partie 4.3). Pour tout point = de M tel que I'application lin¢aire T, f : T,M —
Ty N soit bijective (et il suffit, par égalité des dimensions, que f soit une immersion ou une
submersion en x), appelons indice de [ en x, et notons Ind(f, z), le nombre +1 si T, f préserve
Porientation, et —1 sinon.

Théoréme 4.58 Soient M et N deux variétés orientées C> compactes de dimension n > 1,
avec N connexe, et f: M — N une application de classe C*. Siy € N est une valeur réguliére
de f, alors

deg f = Z Ind(f,z) .

zef~1(y)

Démonstration. Si y est une valeur réguliére, alors F' = f~1(y) est une sous-variété de di-
mension n —n = 0 de M, donc est discréte, et comme M est compacte, la fibre F' est finie.
Pour tout = dans F', 'application f est une submersion en z, donc 7, f est bijective. Donc le
membre de droite est bien défini (et appartient a Z).

Par le théoréme d’inversion locale
et par finitude de F', il existe un voisi-
nage ouvert connexe V' de y, que nous
supposerons contenu dans un domaine
de carte de N, et, pour tout x dans F,
un voisinage ouvert V, de z, avec les
Ve deux a deux disjoints, tels que fly, :
V., — V soit un C*-difféomorphisme v, ‘
pour tout = dans F. Soit w € Q"(N) v/
a support contenu dans V' telle que
Jyw =1, ce qui existe. Alors le sup- @
port de f*w est contenu dans f~1(V),
qui est réunion disjointe des V, pour x \%
dans F'.
Par le théoréme de changement de variable local 4.36, on a

degf= [ o= /f IR / ()=

el

Zlnd(f,z)/ w=S"Id(f,z). D

zeF zeF

Ce théoréme est utilisable a cause du théoréme de Sard, qui dit que I'ensemble des valeurs
régulieres de f est dense dans N (voir le théoréme 1.21). Comme nous n’en avions pas donné
de démonstration, en voici une adaptée a notre cas (voir le théoréme 1.21 pour un énoncé plus
général).

Proposition 4.59 (Théoréme de Sard) Soient M, N deuz variétés C' de méme dimension
n>1,et f: M — N une application C'. L’ensemble des valeurs réguliéres de f est dense.



Démonstration. En utilisant des cartes locales, il suffit de montrer le résultat lorsque M = U
est un ouvert de R™ et N = R™. Nous allons montrer que, pour C' I’ensemble des points critiques,
Pensemble f(C) est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue A, ce qui implique le résultat.
Rappelons que la mesure de Lebesgue d’'une boule de rayon r dans R™ est w,,r" ot w,, > 0 est
une constante.

Lemme 4.60 Pour tout compact K dans U, il existe 6 > 0 et € : [0,0] — [0,+o0[ telle que
lim; 0 €e(t) =0, et, pour tous x,y dans K tels que ||z —y|| <6,

1£(y) = f(2) = Dfuly = )| < el = ylDllz = yl] -

Démonstration. On a f(y) — f(z) = fol D fyis(y—)(y — ), donc

1
1) - f(@) — Dfuly — )| < / (D frssty-ey(y — ) — D fuly — )]
1
< / 1D fasity-e) — Dfallldtlz =yl

D’o le résultat par uniforme continuité de D f sur K. O

11 suffit de montrer que f(C'N B) est de mesure nulle, pour tout cube B de R™. Siz € C,
alors D f, n’est pas surjective, donc son image est contenue dans (au moins) un hyperplan H,
de R™. Soit r > 0 et y € U tel que |ly —z|| < r.

Par le lemme, d(f(y), f(z) + H,) < re(r). Si K = maxgep |||Df:|]], alors || f(y) — f(x)]| <
Kr. Par conséquent, f(B(z,r)) est contenue dans le cylindre dont la base est (f(z) + H,) N
B(f(x), Kr) et la hauteur 2re(r). Ce cylindre est de mesure de Lebesgue 2re(r) X w, 1 (Kr)"~*.
Si a est la longueur d’une aréte du cube B, alors B est réunion de k™ cubes de longueurs d’aréte
a/k. Chacun de ces cubes rencontrant C' est contenu dans une boule B(xz, 2ay/n/k) ou z € C.
Donc

MF(CNB)) < 2K"K" 'w,_1(2ay/n/k)"e(2ay/n/k) .

D’ott le résultat en faisant tendre k vers +oo. O

Porisme 4.61 (1) Le degré de f est un élément de Z.

(2) Le cardinal d’une fibre réguliére est constant modulo 2.

(8) Si le degré de f est non nul, alors f est surjective.

En particulier, si [ est homotope a une application non surjective, alors deg f = 0.

(4) Si f : R™ — R"™ est une application C™ qui vaut lidentité au voisinage de linfini
(c’est-a-dire en dehors d’un compact), alors f est surjective.

(5) Si f est un revétement a n feuillets préservant lorientation, alors

deg f=n.

Démonstration. Par le théoréme de Sard, 'application f admet au moins une valeur réguliére.
L’assertion (1) est alors immédiate a partir du théoréme 4.58. Celui-ci montre aussi que si deg f
est non nul, alors 'image réciproque f~1(y) de toute valeur réguliére de f est non vide. Or tout
élément de N qui n’est pas dans 'image de f est une valeur réguliere de f, donc I'assertion (3)
en découle.

L’assertion (2) est immédiate, car deg f = Card f~1(y) mod 2 pour toute valeur réguliére
y, puisque 1 = —1 mod 2.

En identifiant R™ avec le complémentaire d'un point dans S, (par projection stéréogra-
phique), on prolonge f en une application g : S, — S, de classe C*, valant l'identité au
voisinage d’un point. Donc le théoréme 4.58 appliqué en ce point (qui est régulier) montre que
le degré de g vaut 1, donc est non nul. Par conséquent g est surjective par (3), donc f est
surjective, ce qui montre (4).

La derniére assertion découle du fait que pour tout y dans N, le point y est une valeur régu-
liere de f, d’image réciproque de cardinal n, en tout point de laquelle 'application tangente de
[ préserve l'orientation, par définition d’un C*-difféomorphisme local préservant ’orientation.

O

En particulier, pour tout n dans Z, I'application f : S; — S; définie par z = e — 2" = ¢?
est de degré n.

Exercice E.38 Soit f € C(X) une fraction rationnelle a coefficients complexes, et Z len-
semble (fini) des ses poles. Nous identifions C au domaine d’une carte affine de P1(C) (voir
partie 1.4.3), et nous notons oo le point complémentaire.

(1) Montrer que f : C—Z — C s’étend en une application holomorphe, donc C=, de P1(C)
dans P1(C), encore notée f.

(2) Montrer que si [ est un polynéme non nul de degré d, alors

deg f=d.

(Il n’y a donc pas de conflit notationnel. La condition de non nullité de [ est nécessaire, car le
degré d’une application constante est nul, alors que le degré du polynéme nul est —cc.)
(3) Montrer que si f = P/Q avec P,Q deux polynémes non nuls premiers entre eux, alors

deg f = [C(X) : C(f)] = max{deg P, deg Q} ,

ot [C(X) : C(f)] est le degré de Uextension C(X) du sous-corps C(f) engendré par f.

4.6.2 Indice d’un champ de vecteurs en un zéro isolé.

Soient U un ouvert de R* o n > 2, et X € I'(TU) = C*(U,R™) un champ de vecteurs
C> sur U. Si & € U est un zéro isolé de X, définissons "indice du champ de vecteurs X en
x comme le degré de I'application de S,_; dans S,,_; (orientée par la normale sortante de la
boule) définie par

X(x+ ev)
H S
[|X (2 + ev)|

pour tout € > 0 suffisamment petit (ce qui, par invariance du degré par homotopie, ne dépend
pas d’'un tel ).

Soient M une variété C> de dimension n > 2, et X € I'(TM) un champ de vecteurs C*
sur M. Si x € M est un zéro isolé de X, et si (U, ¢) est une carte locale de M en z, définissons
lindice du champ de vecteurs X en z, que nous noterons Ind(X,z), comme l'indice en p(x)
du champ de vecteurs X lu dans cette carte, c’est-a-dire du champ de vecteurs (¢ 1)*X sur
Pouvert ¢(U). Ceci ne dépend pas de la carte locale, par la remarque (6) précédente.

v



puits selle & 2k branches
Ind=1 Ind=1-%

Nous renvoyons par exemple a [Spi] pour une démonstration du théoréme remarquable
suivant.

Théoréme 4.62 (Théoréme de Poincaré-Hopf) Soient M une variété C* compacte de
dimension n > 2, et X € T(TM) un champ de vecteurs C* sur M, dont ’ensemble des zéros
7 est fini. Alors

X(M) =" nd(X,z). O

r€Z

Par exemple, on retrouve faci-

lement, en considérant le champ / Ind = +1
de vecteurs gradient d’une fonc- Ind = —1
tion hauteur sur une surface com- Ind = —1
pacte connexe orientable de genre

g, que sa caractéristique d’Euler -

est 2 — 2g, car le champ de vec- Ind = —1
teurs ci-contre posséde 2g + 2 zé- Ind = -1
ros, dont un puits et une source, Ind = +1

d’indice +1, et 2g selles a quatre M R x(M)=2-2g
branches, d’indice —1.

Ce résultat montre de nouveau que pour tout entier n > 1, tout champ de vecteurs C* sur
la sphére S,, posséde au moins un zéro, car la caractéristique d’Euler de Sy, vaut 2, qui est
non nul.

Plus généralement, si x(M) est non nul, alors il n’existe pas de champ de vecteurs ne
s’annulant pas sur M. Par exemple, parmi les surfaces compactes connexes orientables C*,
seul le tore est de caractéristique d’Euler non nulle, et il admet un champ de vecteurs ne
s’annulant pas, comme on peut le voir en prenant pour le tore le quotient de R? par son sous-
groupe discret Z2, et pour le champ de vecteurs, le champ de vecteurs quotient du champ de
vecteurs -2

4.6.3 Nombre d’enlacement.

Soient M et N des sous-variétés C* orientées compactes disjointes, de dimension p et ¢
respectivement, dans R"™! avec p,q > 1 et p+¢ = n. On appelle nombre d’enlacement de N et
M dans R”", et on note (k(M, N), le degré de l'application ¢y, y de la variété orientée produit
M x N dans la variété orientée S,, (par la normale sortante de la boule), définie par

y—x

Yan (T y) =
lly — 2]

M &/\j N

(k(M,N) = +4

Remarque. Le nombre d’enlacement vérifie les propriétés suivantes :

(1) T est additif par somme disjointe en M et en N : si M est la somme disjointe orientée
de My,..., M, et N est la somme disjointe orientée de Ni,..., Ny, alors la variété orientée
produit M x N est la somme disjointe orientée des variétés orientées produits M; x N;, donc
par l'additivité par somme connexe du degré, on a

(M, N) = > (k(M;,N;).

1<i<r, 1<j<s

(2) I1 dépend en général de l'orientation de chaque composante connexe de M et de N. Avec
les notations vues ci-dessus,
(k(eM,€'N) = e€'tk(M, N) .

(3) 11 est antisymétrique en M et N :
Ik(N, M) = (—=1)P+D@D k(M N) .

En particulier, si p ou ¢ est impair, alors (k(N, M) = (k(M, N).
En effet, si o : (x,y) — (y, ) est Papplication d’échange de M x N dans N x M, alors son
degré est (—1)P7 et le diagramme suivant commute :

MxN ¥ s,
ot d —ia
NxM “4 g

Comme lantipodie de S, est de degré (—1)"1, le résultat découle alors de la remarque (5)
précédente.

(4) S’il existe un hyperplan affine séparant M de N, alors
(k(M,N)=0.

En effet, I'application 1y, 5 n’est alors pas surjective.

La réciproque est fausse, par
exemple, dans I'entrelac de Whi- a
tehead ci-contre, le nombre d’en-
lacement des deux noeuds M et N
est nul, mais on ne peut pas dis- M N
joindre I'un de lautre.



(5) Le nombre d’enlacement est invariant par isotopie. Plus précisément, s'il existe des
applications continues f : M x [0,1] — R" et g : N x [0,1] — R" telles que, en notant
fi + M — R™ I'application définie par fi(z) = f(z,t) et g, : N — R™ 'application définie par
gi(z) = g(z,t), les applications fo, go, f1, g1 soient des plongements C>, et que pour tout ¢, les
images de f; et de g; soient disjointes, alors

k(fo(M), go(N)) = Lk(f1(M), g1 (N)) -

En effet, application
Je(@) — g:(y)
1fi(z) — g:(y)]

est bien définie, et continue. C’est une homotopie entre les applications

fo(xz) — go(y) filz) = a1(y)
@) = R @ =g Th@ =)l

Ces applications ont donc méme degré.

(z,y,t) =

et (x,y)—

(6) Supposons que p=¢ = 1. Donc n+ 1 =3, et M et N sont deux sous-variétés C* com-
pactes orientées de dimension 1 dans R?. Une telle sous-variété est appelée un entrelac orienté,
ou neud orienté si elle est connexe. Parmi les trés nombreuses références sur les noeuds et en-
trelacs, nous recommendons [Rol] (voir aussi [BZ, IKRT], et pour avoir une idée des nombreux
problémes de recherche actuels, dont certains sont plus profonds que d’autres, voir par exemple
les actes de conférences [[Kaw, GJK]).

(&)@

Neeud de trefle Neeud de huit Entrelac borroméen

Donnons pour finir quelques formules de calcul du nombre d’enlacement de deux entrelacs
orientés M et N.

(i) Pour tout (w,y) € M x
N, notons v, le vecteur tangent uni-
taire orienté de M en z et w, le
vecteur tangent unitaire orienté de
N en y. Alors (z,y) est un point
régulier pour vy si et seulement
st (Yu,n(@,y),vs,wy) est une base
de R3 et ¢y préserve lorienta-
tion d’un voisinage d’un point régulier
(z,y) dans S; x Sy dans un voisinage
de ¥u N (2, y) dans Sy (et donc le dif-
féomorphisme local ¢ v en (z,y) est
d’indice +1) si et seulement si cette
base est directe. Par exemple, dans le
dessin ci-contre, cette base n’est pas
directe, et 1y, v renverse l'orientation
au voisinage de (x,y) (attention au
signe dans y — x'!).

Donc, par le théoréme 4.58, pour toute valeur réguliére u de ¥y y dans So, on a

(M N)= > (),

(z.9) €V n (1)
ou (x,y) est le signe du déterminant de u, vy, w,,.

(i) Soit D une direction de droite orientée de R*, ne contenant pas de droite tangente a
M U N, ni de droite passant par trois points de M U N, ni de droite D passant par un point x
de M UN et un point y de M UN telle que les plans D & T,(M UN) et D@ T, (M UN) soient
confondus. Alors la projection orthogonale 7 : R* — P sur le plan vectoriel P orthogonal &
D est une immersion en restriction en M U N, les points multiples de son image sont doubles,
et les deux tangentes en un point double de 'image sont distinctes. De plus, 'orientation de
D permet de donner un sens aux expressions « passer au-dessous » ou « passer en-dessus » au
voisinage d'un point double. Le plan P est muni de l'orientation qui, suivie de l'orientation de
D, donne orientation de R3.

’ ~ p "
y @B N <TN

+1 -1

Pour tout point double o ott M passe au-dessous de N, posons £, = +1 si orientation de
m(N) en « suivie de l'orientation de 7(M) en « coincide avec lorientation de P en «, et —1
sinon (voir figure précédente). Soit Z I'ensemble des points doubles de w(M U N) ou M passe
en-dessous de N.

Proposition 4.63
(M, N)=>" &q.

agZ



Démonstration. La démonstration découle de la formule du point (i) ci-dessus, en prenant
pour point u de Sy le point défini par la direction orientée D, qui est bien une valeur réguliére
pour ¢y v, dont la préimage par ¢y, n est formée des points (z,y) de M x N tels que a =
7(x) = 7(y) soit un point double de 7(M UN) ou M passe en-dessous de N, et g, = (z,y). O

(iii) Nous terminons par une trés jolie formule intégrale.

Proposition 4.64 (Formule de Gauss) Si M et N sont deuz neeuds orientés disjoints dans
R3, alors pour a : R/aR — M et B:R/OR — N des difféomorphismes préservant lorientation,
qui sont des paramétrages par longueur d’arc,

o L[ [ det(a(s) - (). (). B())
”‘(M’N)Mw/o/o lo(s) - B0 =

Démonstration. Sif, ¢ sont les angles de latitude et de longitude sur S,, alors w = ﬁ sin 0 dfdy
est une forme d’aire normalisée (c’est-a-dire une forme volume de Sy, définissant 'orientation
de Sy, d’intégrale 1 sur Sy, invariante par rotations). Elle est proportionelle par un coefficient
positif a la 2-forme z dy ANdz — ydz Ndx + z dz A dy.

Un petit calcul montre que le membre de droite de I'équation (appelé intégrale de Gauss)
vaut fSlXSl (¥arn)*w, qui, comme w est d’'intégrale 1, coincide avec le nombre d’enlacement

(k(M, N) par la définition de celui-ci comme degré de P'application ¢y, y. D’ou le résultat. O

5 Exercices de dérouillage de neurones et d’incitation a
I’apprentissage

Dans ces petits exercices indépendants destinés a faciliter apprentissage du cours, toutes
les variétés et sous-variétés sont différentielles, réelles, C*. La sphére de dimension n est notée

Sn,:{(x07~.-7In)eRn+l : x3++zi:1}

5.1 Enoncés

Exercice E.39 Pour quels a > 0 le sous-espace
M, ={(x = (a+cosp)cosb,y = (a+cosyp)sinb, z =siny) : 0,0 € R}

est-il une sous-variété de R??

Exercice E.40 Le nombre minimal de cartes dans un atlas de cartes de la variété T? = S; x S,
est-i1 47

Exercice E.41 Existe-t-il une immersion lisse de S; dans R?

Exercice E.42 Soient M, N, P des variétés lisses, g : N — P une application et f: M — N
une submersion surjective C*. Montrer que g est C* si et seulement si g o f lest.

Exercice E.43 Donner un champ de vecteurs sur Sy ne s’annulant qu’en un point.

Exercice E.44 Pour tout a € R?, soit X, le champ de vecteurs sur R? défini par « — a — x.
Calculer [X,, X;] pour tous les a,b € R2.

Exercice E.45 Calculer Hpy (R? — {0}) et Hpyr(R? — {(—1,0),(1,0)}).
Exercice E.46 Pour tout n € N, quelle est la caractéristique d’Euler de S,, ?

Exercice E.47 Soient f : S3 — Sy de classe C™ et w une forme volume sur S, telle que
sz w=1.

a) Montrer qu’il existe 5 € Q(S;) telle que f*w = df.

b) Montrer que H(f) = fs3 B A df est indépendant de 3 et de la classe d’homotopie de f.

¢) Calculer H(f) si f:S3 = {z,w) € C* : |2+ |w|®> = 1} = Sy, ol Sy est identifice
avec C U {oo} par la projection stéréographique, est Papplication (z,w) — z/w si w # 0 et
(2,0) — oo.



5.2 Indications pour la résolution des exercices

Schéme E.39 Sia = 0, alors M, = S,, donc M, est une sous-variété de R®. Si a > 1,
I'application f, de R?/Z? dans R?® définie par

(0,0) = (x = (a+cosp)cosh,y = (a+ cosp)sinb, z = sin p)

est une immersion injective, de source compacte, donc un difféomorphisme sur une sous-variété
de R3, qui est M,. Si a = 1, un voisinage de (0,0) dans M, est homéomorphe & un céne, donc
n'est pas une sous-variété. Si 0 < a < 1, alors f, est une immersion en dehors des (6, ¢) tels
que cos = —a, mais les espaces tangents aux points f,(m — arccosa,0) = f,(7 — arccos a, 7)
sont transverses, donc M, n’est pas une sous-variété.

Schéme E.40 Non. Les restrictions & respectivement

11 11 11 12 12 11 13 13
7777[>< 7777[7 }7777X]777 U}777[X}77777 777[X777[
272 2’2 3'3 373 373 3°3 474 474
sont des difféomorphismes sur des ouverts Uy, Uy, Uz de R%/Z2, dont les inverses sont notés
1,92, p3. Alors {(Uy, ¢1), (U, a), (Us, p3)} est un atlas de cartes de R?/Z? de domaines dont
chaque composante connexe est simplement connexe.

Mais deux cartes suffisent (par exemple de do- ‘
maines les anneaux images de [0,1] x |3, 2] et
0,1 x ([0,4[U]2,1)).

Schéme E.41 Non, par compacité de S;, en un maximum d’une fonction lisse de S; dans R,
son application tangente s’annule.

Schéme E.42  Puisque f : M — N est une submersion surjective C* (en utilisant par
exemple le théoreme de forme normale des submersions), en tout point y de N, il existe un
voisinage ouvert V' de y et une application lisse s : V' — M telle que fos =idy. Si g est C®
alors g o f l'est par composition. Réciproquement, si g o f est C*, alors en tout point de V',
nous avons g = g o f os, donc g est aussi C*.

Schéme E.43 1 suffit de prendre I'image par la projection stéréographique de pole nord d’un
champ de vecteurs constant non nul sur R?

Schéme E.44 Pour tous les x € R? et f : R? — R de classe C*, nous avons X,(f)(z) =
df.(a — z), donc X, (X3(f))(x) = d*f.(b— x,a — x) + df.(x — a) et [X,, X3] est le champ de
vecteurs constant b — a.

Schéme E.45 Puisque R?—{0} se rétracte par déformation forte sur Sy, nous avons HE, (R? —
{0}) =~ zHP(S;), qui vaut R si p=0oup =1, et 0 sinon. Soit M = R? —{(—1,0), (1,0)}. Nous
avons HYp (M) ~ R si p = 0 par connexité, ainsi que Hpp(M) = 0 si p > 2 par dimension.
Soient U = {(z,y) € M : z <3} et V={(z,y) €M : x> —1}. Alors U et V ont le type
d’homotopie du cercle et U NV est contractile, donc par Mayer-Vietoris, nous avons une suite
exacte

HO(U) x H'(V) - HUNV) = H (M) - H(U) x H(V) - H{UNV)=0

0=HYUNV)— HYM)— H*U) x H*(V)=0.
Donc la premiére application est nulle. Donc HY(M) ~ R2 et H2(M) = 0.

Schéme E.46 Sin = 0, alors x(S,) = b(Sp) = 2 et si n > 1, alors x(S,) =
(=1)"b,(Sy,) = 14 (—=1)", qui vaut 0 si n est impair et 2 sinon.

Schéme E.47 Lire tous les exercices de ce cours et trouver celui qui s’applique ici.

bo(Sy) +



A Annexes : rappels divers

A.1 Rappels de topologie

Les références pour cette partie sont [Bou2, Dug, Per] et [Pau2]. Soit X un espace topolo-
gique.

Rappelons qu'un ensemble B de parties de X est une base d’ouverts de la topologie de X si
tout ouvert de X est réunion d’éléments de B. Si E est un ensemble, un critére bien pratique
pour qu'un ensemble B de parties de F soit une base d’ouverts d'une topologie sur F est que

VA BeB Yere ANB, 3CeB, zeCCANDB. ()

Une famille (Uy)aeca de parties de X est localement finie si pour tout = dans X, il existe
un voisinage de z ne rencontrant qu'un nombre fini de U,. Un recouvrement ouvert (U,)aeca
est plus fin qu'un recouvrement ouvert (Vz)sep si pour tout a € A, il existe 8 € B tel que Vj
contienne U,.

On dit que X est

e a base dénombrable §'il admet une base d’ouverts dénombrable,

e séparé (on dit Hausdorff en langue anglaise) si deux points distincts admettent des
voisinages disjoints,

e séparable s’il admet une partie dénombrable dense,

e localement compact s’il est séparé et si tout point admet un voisinage compact (ces deux
conditions impliquent que tout point admet alors un systéme fondamental de voisinages
compacts, donc fermés),

e g-compact s’il est séparé et union dénombrable de compacts,

e dénombrable a Uinfini s'il est séparé et s'il existe une suite (dite ezhaustive) de compacts
(K;)ien de réunion X tels que K; soit contenu dans l'intérieur de K,

e paracompact s'il est séparé et si tout recouvrement ouvert admet un recouvrement ouvert
localement fini plus fin.

Attention a ne pas confondre la séparation (c’est-a-dire le fait d’étre séparé) et la séparabilité
(c’est-a-dire le fait d’étre séparable). La séparation est cruciale pour montrer qu’un sous-espace
compact d'un espace topologique séparé est fermé, ainsi que pour montrer qu’'une application
continue bijective d'un espace compact dans un espace séparé est un homéomorphisme. Cer-
tains ouvrages, surtout de langue anglaise, omettent, a tort, 'hypothése de séparation dans la
définition de la compacité, locale compacité, o-compacité, dénombrabilité a l'infini, paracom-
pacité.

Soient X, Y deux espaces topologiques localement compacts. Une application f : X — Y est
dite propre si 'image réciproque de tout compact est compacte. Par exemple, si X est compact,
toute application continue f : X — Y est propre. Une application continue injective propre
entre espaces localement compacts est un homéomorphisme sur son image.

Exercice E.48 Soient X un espace topologique localement compact, et oo un ensemble. Sur
l’ensemble somme disjointe X = X 11{00}, on considere l'ensemble O de parties de X formé
des parties ouvertes U de X et des complémentaires K U {oo} de parties compactes K de X.

(1) Montrer que ()?7(9) est un espace topologique compact dans lequel X est ouvert, et de
plus dense si X est non compact. Cet espace topologique est appelé le compactifié d’Alexandrov
de X.

(2) Pour tout n dans N, montrer que le compactifié d’Alexandrov de R™ est homéomorphe
a la sphere S,,.

(3) Montrer qu’une application continue propre (resp. un homéomorphisme) f : X — 'Y
entre deux espaces topologiques localement compacts s’étend de manicre umque en une applzca—
tion continue (resp. un homéomorphisme) f X =Y, de sorte que id=id et f og= f qJ.

Si P est une propriété d’espaces topologiques, on dit qu'un espace topologique X est lo-
calement P si tout point de X admet un systéme fondamental de voisinages qui possédent la
propriété P (pour la topologie induite). Attention, cette terminologie n’est pas toujours consis-
tante dans la littérature, voire dans ces notes : par exemple, la condition d’étre localement
compact comporte la clause globale de séparation.

Exercice E.49 Soit A une partie d’un espace topologique X. Montrer que A est localement
fermée (c’est-a-dire tel que tout point de A admet un voisinage U dans X tel que ANU soit
fermé dans U) si et seulement si A est ouverte dans son adhérence, et si et seulement si A est
lintersection d’un ouvert et d’un fermé.

Notons ¢2(R) I'espace de Hilbert réel des suites de réels de carrés sommables

C(R) = {(z:)ien € RN Y 2% < +oo},

€N

muni du produit scalaire ((z;); | (y:):) = Y., %;y;. Notons que ¢*>(R) est métrisable séparable
(Pensemble des suites presques nulles de rationnels est dense) et que tout espace métrisable sé-
parable admet un plongement topologique dans ¢2(R). En effet, si (X, d) est un espace métrique
contenant une suite dénombrable dense (2;);en, alors I'application z — (75 min{1, d(z, z;)})ien
est un homéomorphisme de X sur son image dans (*(R).

Topologies initiales et finales

Si E est un ensemble, et O, O deux topologies sur F, on dit que O’ est plus fine que O si
O' « possede plus d’ouverts que » O, c’est-a-dire si O C O'.

Soient X un ensemble et R C X x X une relation d’équivalence sur X. On note X/R
I’ensemble des classes d’équivalence de R et

m: X = X/R

la projection canonique, qui & # € X associe sa classe d’équivalence R(z), que 'on note souvent
[2] $’il n’y a pas d’ambiguité. On rappelle la propriété universelle des quotients : pour tout
ensemble Z et pour toute application f : X — Z constante sur chaque classe d’équivalence de
R, il existe une et une seule application (dite induite par passage au quotient) ' : X/R — Z
telle que le diagramme
x Lz

T J/ /( !

X/R
commute.

Si X est un espace topologique, U'ensemble Y = X /R admet une unique topologie, appelée
la topologie quotient, telle qu'une partie U de Y est ouverte si et seulement si 7=1(U) est ouvert
dans X. Sauf mention contraire tout ensemble quotient d’'un espace topologique sera muni de
la topologie quotient. Celle-ci vérifie les propriétés suivantes.



— Une partie F' de Y est fermée si et seulement si 71(F) est fermé dans X.
— La projection canonique 7 est continue, et la topologie quotient est la topologie la plus
fine sur Y rendant continue 7.
— Pour tout espace topologique Z, une application g : Y — Z est continue si et seulement
si gom: X — Z est continue.
L’une des principales difficultés de la topologie quotient vient du fait qu'un espace topologique
quotient d'un espace topologique séparé n’est pas toujours séparé (comme par exemple le quo-
tient de R par la relation d’équivalence définie par & ~ ¥ si et seulement si y —z € Z + V27,
voir aussi l'exercice E.3). Vérifier la propriété de séparation (ou de non-séparation) d’un espace
topologique quotient doit étre un réflexe!

Si (Xa)aea est une famille d’espaces topologiques et X = 1,4 Xo est I'ensemble réunion
disjointe de cette famille d’ensembles, alors la topologie somme disjointe sur X est la topologie
la plus fine rendant continue les injections canoniques i, : X, — X (c’est-a-dire une partie
U de X est ouverte si et seulement si iy'(U) est un ouvert de X, pour tout «). On identifie
souvent X, avec son image dans X par i,.

Si X, Y sont des espaces topologiques, A un sous-espace de X et f: A — Y une application
continue, on appelle recollement de X sur'Y par f 1'espace topologique quotient

XY =Xnay)/ ~

ou ~ est la relation d’équivalence engendrée par la relation z ~ysiz € A,y € Y et f(x) =y.
De nombreux espaces topologiques usuels sont construits par recollements (voir par exemple

[Paul]).

Soient X un ensemble et (X;);c; une famille de parties de X. On suppose chaque X; munie
d’une topologie. L’ensemble X admet une unique topologie, appelée la topologie faible définie
par (X;)ics, vérifiant les propriétés suivantes (il suffit bien sir de vérifier la premiére).

— Une partie O de X est ouverte si et seulement si O N X; est ouverte dans X; pour tout

i dans .
— Une partie F' de X est fermée si et seulement si F' N X; est fermée dans X; pour tout ¢
dans 1.
— Pour tout espace topologique Y, une application f : X — Y est continue si et seulement
sl sa restriction f |x,: X; — Y a X; est continue pour tout ¢ dans I.
Par exemple, un espace topologique X est discret si et seulement si la topologie de X est la
topologie faible définie par la famille des singletons (un singleton posséde une et une seule
topologie).

Exercice E.50 Soit X un ensemble, muni de la topologie faible définie par une famille (X;)ier
de parties de X munies chacune d’une topologie. Montrer que si, pour tous les i, dans I, les
topologies induites sur X; N X; par celles de X; et de X; coincident, et si X; N X est ouvert
dans X; et dans X;, alors
— la topologie de X; coincide avec la topologie induite sur X; par la topologie de X ;
X; est ouvert dans X .
Donner un exemple ot chaque X; est séparé, mais ot X ne l’est pas.

Topologie de 'ordre

Soit E' un ensemble. Rappelons qu'un ordre sur E est une relation < qui est réflexive
(V2 € E, z = x), antisymétrique (V 2,y € E, si x <y et y < z, alors & = y) et transitive
(Vz,y,z € E,six 2 yety =z alorsz < z). Onnote z < y si x < y et  # y. Un ensemble
muni d'un ordre est un ensemble ordonné. Un ordre total sur E est un ordre < tel que pour
tous les z,y dans E, on a z = y ou y < x. Un ensemble muni d’un ordre total est un ensemble
totalement ordonné. Un ordre total sur E est un bon ordre si toute partie non vide de E admet
un plus petit élément, c¢’est-a-dire si

VACE, (A#0) = (BuzecA VyecA z=y).

Un ensemble muni d’un bon ordre est un ensemble bien ordonné (par définition, ceci implique
qu’il est totalement ordonné).

Par exemple, I’ensemble N muni de son ordre usuel est bien ordonné. Par exemple, si E, F'
sont deux ensembles totalement ordonnés (resp. bien ordonnés), alors I'ensemble produit E x F
muni de Uordre lexicographique

(z,y) < (2',y) si et seulement si (z < 2" ou (x =2" et y X y'))

est totalement ordonné (resp. bien ordonné).

Une application f : E — F entre deux ensembles ordonnés E, F' préserve [’ordre si pour
tous les z,y dans E, si x < y alors f(z) < f(y). Deux ensembles ordonnés sont dit isomorphes
s’il existe une bijection de I'un dans 'autre préservant l'ordre, ainsi que son inverse. Un ordinal
est une classe d’isomorphisme d’ensembles bien ordonnés. Comme un cardinal est une classe
d’équivalence d’ensembles pour la relation « étre en bijection », le cardinal d'un ordinal est bien
défini. Un ordinal est dit dénombrable si son cardinal l'est (c’est-a-dire si son cardinal est le
cardinal d’une partie de N). Par un théoréme de Zermelo (voir [IX1i]), tout ensemble admet un
bon ordre, et donc il existe un ordinal non dénombrable (voir ci-dessous pour un exemple ne
dépendant pas de axiome du choix).

Soit £ un ensemble bien ordonné. Un segment initial de E est une partie de la forme
{y € E : y < z} pour un = dans E. Muni de lordre induit de celui de E, un segment
initial de F est bien ordonné. Soit «, 8 deux ordinaux, on dit que o« <  si « est isomorphe
a un segment initial de 8 (ce qui ne dépend pas des choix des représentants). On note o < 3
si @ < ou a = . On montre que tout ensemble d’ordinaux, muni de cet ordre <, est bien
ordonné. En particulier, la classe d’isomorphisme de 'ensemble (qui en est bien un) bien ordonné
des ordinaux dénombrables est un ordinal non dénombrable, qui est le plus petit ordinal non
dénombrable.

Soit £ un ensemble totalement ordonné. La topologie de l’ordre sur E est la topologie dont
une base d’ouverts est I'ensemble des

le,y[={z€FE : v <2<y}

pour les z,y dans E (I'ensemble de ces parties vérifie le critére pratique (x)). Cette topologie
est séparée.

Exercice E.51 Montrer que l’ensemble ordonné des ordinaux inférieurs ou égauz & un ordinal
donné, muni de la topologie de l'ordre, est compact.



A.2 Rappels sur les actions de groupes

Soient GG un groupe et X un ensemble. Sauf mention explicite du contraire, toutes les actions
seront des actions a gauche.

On considére une action (a gauche) de G sur X. Soit 2 dans X. On appelle stabilisateur (ou
fizateur) de x, et on note G, le sous-groupe des éléments de G fixant x :

G,={9€G : gx=ua}.

On appelle orbite de z, et on note G - = (ou Gz §'il n'y a pas de risque de confusion) le
sous-ensemble de X défini par

Gr={yeX :3geqG, y=gx}.

La relation « étre dans la méme orbite » est une relation d’équivalence sur X. Donc les orbites
de l'action de G sur X forment une partition de X. L’ensemble des orbites est noté G\ X. La
projection canonique 7 : X — G\ X est application qui & un point de X associe son orbite.
Une action de G sur X est dite libre (et on dit que G agit librement sur X) si le stabilisateur
G, de chaque point  de X est trivial (c’est-a-dire vaut {e} ou e est l'identité de G). Ceci
équivaut a
VzeX, Vg, e€G, (gr=4g2) = (9=¢).

Une action de G sur X est dite transitive si elle n’a qu'une (ou aucune) orbite, ¢’est-a-dire
si pour tous les z,y dans X, il existe g dans G tel que y = gx. Une partie de X est dite saturée
si elle contient l'orbite de chacun de ses points.

Par exemple, si H est un sous-groupe de G, alors H agit sur G par translations a gauche

(h,g) = hg,

ainsi que par translations a droite
(h,g) = gh™",

ou h € H et g € G. Ces actions sont libres. Dans le premier cas, les orbites sont les classes
a gauche Hg pour g € G, et dans le second cas, les orbites sont les classes a droite gH pour
g € G. Lensemble des orbites se note H\G dans le premier cas, et G/H dans le second.

Le groupe G (et donc tout sous-groupe H' de G) agit (a gauche) sur I'espace quotient H\G
des classes a gauche, par (g, Hy) — H~yg™!, et (4 gauche) sur I'espace quotient G/ H des classes
a droite, par (g,vH) — gvH. La premiére action s’appelle 'action par translations a droite de
G sur H\G, et la seconde laction par translations a gauche de G sur G/H. Ces actions sont
transitives.

Pour tout sous-groupe H' de G, 'application (H'g)H +— H'(gH) est une bijection naturelle

H'\(G/H) ~ (H'\G)/H

par laquelle on identifie ces ensembles, que I'on note alors H'\G/H.

Pour tout x dans X, l'application orbitale en x de G dans X est I'application définie par
¢z : g+ gz. Elle induit une bijection ©,, dite canonique, de G/G, dans G - z. Cette bijection
est G-équivariante pour les actions de G sur G/G, et sur G - x : pour tous les g dans G et y
dans G/G.,,

O.(9y) = 90a(y) -

Soient X un espace topologique et G un groupe. Une action de G sur 'ensemble X est dite
par homéomorphismes si pour tout g dans G, I'application de X dans X définie par x — gz
est continue. Cette application est alors un homéomorphisme (car d’inverse z — ¢~'z). En
munissant G' de la topologie discréte, une action de G sur X est par homéomorphismes si et
seulement si l'action (G x X) — X est continue.

Si G agit par homéomorphismes sur X, alors on munit G\X de la topologie quotient. La
projection canonique 7 est alors continue par définition de la topologie quotient, mais elle est
de plus ouverte.

Proposition A.1 Pour toute action par homéomorphismes d’un groupe G sur un espace topo-
logique X, la projection canonique m: X — G\X est ouverte.

Démonstration. Pour tout ouvert U de X, son image 7(U) est un ouvert de G\ X, car
77 (U)) = U,eq 9U, qui est une union d’ouverts, car G agit par homéomorphismes. O

Si G est discret (c’est-a-dire muni de la topologie discréte), et si X est un espace localement
compact, alors une action continue de G sur X est dite proprement discontinue (ou propre, et
on dit que G agit proprement sur X) si, pour tout compact K de X, la partie

{g€G : KNgK # 0}

de G est finie. Notons que si G est fini, alors toute action continue est propre.



A.3 Rappels de calcul différentiel

Nous renvoyons par exemple a [Ave, Carll, Diel, Pau2] pour des démonstrations et commen-
taires des résultats de cette partie, et en particulier [Diel] pour ce qui concerne les applications
analytiques réelles (ou de classe C¥) et analytiques complexes.

Soient F, F' deux espaces de Banach, U, V deux ouverts de E, F' respectivement, f: U — V
une application de classe C! et # un point de U.

On note df, : E — F (ou aussi f'(z) : E — F) la différentielle de f en z. On note rk,f
le rang de df,, c’est-a-dire rk, f = dim Im df,, appelé rang de f en z. C’est aussi le rang de la
matrice de df, dans des bases de E, F' lorsque ceux-ci sont de dimension finie. Si F' = RY, et si
fi,..., fq sont les composantes de f, alors le rang de f en z est le rang du systéme de formes
linéaires (d(f1)s,-...d(fy)s) dans le dual E* de E. Si E = RP, alors le rang de f en x est le

rang du systéme de vecteurs (ﬂ(gv)7 ce %(z)) de F. Si E =RP, F = RY et les bases sont

dxy
les bases canoniques, la matrice de df,,, qui est, avec i 'indice de ligne et j 'indice de colonne,

ofi
Ox;) 1<i<q ’
1<j<p

est appelée la matrice jacobienne de f en z. Le rang de f en x est égal au rang de sa matrice
jacobienne en z. L’application x +— rk,[ est semi-continue inférieurement, c’est-a-dire pour
tout x dans U, il existe un voisinage U’ de x dans U tel que, pour tout y dans U’, on ait
rkyf > rkyf (car N est discret). Mais il ne faut pas croire que I'application z +— rk,f soit
localement constante! On a

rk,f < min{dim E,dim F} .

Si E = F sont de méme dimension finie, on note j,f : £ — R le déterminant de l'application
linéaire df,, (ou, ce qui revient au méme, de la matrice jacobienne de f en x quand E = F = RP?),
que l'on appelle le jacobien de f en x.

On dit que f est une immersion en x si la différentielle df, : ' — F de f en x est injective.
Si E est de dimension finie, ceci équivaut a dire que rk,f = dim E. On dit que f est une
immersion si f est une immersion en tout point de U.

On dit que f est une submersion en x si la différentielle df, : E — F de f en x est
surjective. Si F' est de dimension finie, ceci équivaut a dire que rk,f = dim F. On dit que f
est une submersion si f est une submersion en tout point de U.

On dit que f est une application de rang constant au voisinage de x (on dit aussi une
subimmersion en x) si la différentielle df, : E — F est de rang constant pour tout y dans un
voisinage de x dans U. Par exemple, par semi-continuité du rang, une immersion ou submersion
en x est une application de rang constant au voisinage de x.

Soit & un élément de (N—{0})U{oo,w}. On dit qu'une application f: U — V de classe C*
est un C*-difféomorphisme (ou difféomorphismelorsque k est sous-entendu, par exemple k = oo,
ce qui sera souvent le cas dans les exercices) si f est bijective et si son inverse est de classe C*.
On dit aussi que f est de classe C° si elle est continue, et que f est un C°-difféomorphisme si
f est un homéomorphisme.

Théoréme A.2 (Théoréme d’inversion locale) Soient E et F' deuz espaces de Banach, U
un owvert de E, k un élément de (N—{0})U{oo,w} et f: U — F une application de classe CF.
Si, en un point x de U, la différentielle df, : E — F est bijective, alors il existe un voisinage
ouvert V- de x contenu dans U, et un voisinage owvert W de f(x), tels que f:V — W soit un
Ck-diffeomorphisme.

Notons que si £ = F = R" (muni de n'importe quelle norme), alors on peut bien sir
remplacer « bijective » par «injective » dans ce résultat. Le corollaire suivant est une application
immédiate.

Porisme A.3 Une application bijective entre deuz ouverts de R™, différentiable de classe CF,
dont le jacobien ne s’annule pas, est un CF-difféomorphisme entre ces ouverts. O

Le résultat suivant est essentiellement équivalent au précédent (voir 'exercice E.54).

Théoréme A.4 (Théoréme des fonctions implicites) Soient E, F, G trois espaces de Ba-
nach, U un owvert de Ex F, k un élément de (N—{0})U{oco,w}, et f: U — G une application
de classe C*. Si, en un point (a,b) de U, la différentielle partielle par rapport a la seconde va-
riable Osf (a,b) : F — G est bijective, alors il existe un voisinage owvert V de a dans E, un
voisinage owvert W de b dans F' tels que V- x W C U, et une application g : V — W de classe
C* tels que l’assertion

(z,y) e VxW et fla,y)=0

soit équivalente a ’assertion
zeV et y=g(x).

Comme précédemment, si F' = G = R, alors on peut remplacer « bijective » par « surjec-
tive » dans cet énoncé.

Voici quelques applications classiques des théorémes précédents. On fixe p, g < n dans N
et k un élément de (N — {0}) U {oo,w}. Rappelons qu'un difféomorphisme local de R"™ en
un point xo est un diffécomorphisme d’un voisinage ouvert de xy sur un voisinage ouvert de
xp, qui envoie o sur zo. Les applications (z1,...,x,) — (z1,...,2,,0,...,0) de R dans R",
(1,...,2n) = (@1,...,24) de R dans R?, et (@1,...,2,) = (21,...,2,,0,...,0) de R dans
R? ou r < min{p, ¢}, sont respectivement une immersion, une submersion, une application de
rang constant r. Les résultats suivants disent que ces exemples sont, localement et modulo

difféeomorphismes locaux, les seuls.

Porisme A.5 (Théoréme de forme normale locale des immersions) Soient U un ouvert
de RP contenant 0 et f : U — R™ une application de classe C*, qui est une immersion en 0 telle
que f(0) = 0. Alors il existe un C*-difféomorphisme local 0 de R™ en 0 tel que, au voisinage
de 0, on ait

o f(xy,...,xp) = (x1,...,25,0,...,0). O

Porisme A.6 (Théoréme de forme normale locale des submersions) Soient U un ouvert
de R™ contenant 0 et f : U — R? une application de classe C*, qui est une submersion en 0
telle que f(0) = 0. Alors il existe un C*-difféomorphisme local ¢ de R™ en 0, tel que p(0) = 0
et, au voisinage de 0, on ait

fOW(Ih-..,In):(Ih-..,l‘q). (N

Porisme A.7 (Théoréme de forme normale locale des applications de rang cons-
tant) Soient U un ouvert de RP contenant O et f : U — R? une application de classe C*, qui
est une application de rang constant r < min{p, ¢} sur un voisinage de 0 telle que f(0) = 0.
Alors, il existe un C*-difféomorphisme local v de R? en 0 et un Ck-diffécomorphisme local o de
R? en 0, tels que p(0) = 0 et, au voisinage de 0, on ait

o fop(xy,...,xp) = (21,...,2,,0,...,0). O



e Exercices de révision.

Exercice E.52 Montrer que le sous-ensemble A = {(z,|z|) : 2 € R} de R? n’est pas I'image
de R par une immersion C'.
Donner un exemple d'une application de classe C! de R dans R? dont I'image est A.

Exercice E.53 Soient U, V,W des ouverts d’espaces de Banach E, F,G respectivement, et
f:U = V,g:V — W deux applications. Si f et g sont des immersions, submersions ou
applications de rang constant, que peut-on dire de go f?

Exercice E.54 Montrer, en dimension finie et en classe de différentiabilité C!, I'équivalence
entre le théoréme A.2 d’inversion locale et le théoréme A.4 des fonctions implicites.

Exercice E.55 Soit n € N avec n > 2. On considére application déterminant det définie sur
I'espace vectoriel de dimension finie M,,(R) des matrices réelles de taille n x n ; elle est de classe
C> car polynomiale.

(1) Caractériser les matrices en lesquelles la différentielle de det est non nulle. Montrer que
si A est inversible, alors

ddet)s: H v+ det A trA™'H .

(2) Soit X = SL,(R) = {A € M,(R) : det(A) = 1}. Montrer que, pour tout A € X, il
existe un voisinage ouvert V' de A dans M,,(R), un voisinage ouvert U de 0 dans R~
et une application f: U — V de classe C™ qui est un homéomorphisme sur son image
et posséde une différentielle injective en 0, telle que f(0) = A et f(U) =V NX.

(3) Montrer le méme résultat pour X lensemble des matrices de rang n — 1.

(4) Montrer que ce résultat n’est pas valable pour Pensemble des matrices de rang < n — 1.
On pourra par exemple considérer la matrice nulle.

Exercice E.56 (1) Soit f: R — R% une application de classe C*. Notons
X ={z(z,0) = (f(z)cosh, f(z)sinb,z) : z€R,0 R}

la surface de révolution autour de axe Oz engendrée par f. Pour tout z = x(z, ) dans
X, montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de x dans X et un voisinage ouvert V' de
(0,0, z) dans le plan R(—sin 6, cos6,0) +R(0,0, 1) tels que la projection orthogonale sur
V' soit un homéomorphisme de U dans V, dont la réciproque soit une immersion.

(2) Soit f:R™ — R une fonction de classe C*. Notons

X =A{(f(x)x1,.... f(2)xp,2) : @1,...,3p €ER, Zm?:L z € R"}

(une «surface de révolution en dimension n + p »). Enoncer et démontrer un résultat
analogue & celui de la premiére question.

Exercice E.57 Démontrer les corollaires A.5, A.6, A.7 a partir des théorémes A.2 et A.4.

Exercice E.58 Soient n,m € N — {0} et f une application de classe C! d'un ouvert V non
vide de R™ dans R™, injective. Montrer que n < m et que df, est injective sur un ouvert dense
de V. L’application df, est-elle nécessairement injective partout ?

Exercice E.59 Soient n € N et f: R* — R une fonction de classe C' propre, c¢’est-a-dire telle
que
lim |f(z)] =400 .

[||| =400

On suppose que f posséde (au moins) deux minima stricts (distincts) a et b. Le but de I'exercice
est de montrer que f posséde un troisiéme point critique.
(1) Montrer que le résultat est évident si n = 1, ou si n > 2 et f(z) — —oo quand
||z|| = +oo. Dans la suite, on supposera donc n > 2 et f(x) — +oo0 quand ||z|| — +o0.
On va supposer que [ n’admet pas d’autre point critique et aboutir & une contradiction.
(2) Pour tout m dans R, soit K,, la réunion des compacts connexes contenant a et b sur
lesquels f est majorée par m. Montrer que K, est fermé. Montrer qu'il existe M dans
R tel que Ky # 0 et K, = 0 pour tout m < M.
(3) Montrer en utilisant le théoréme des fonctions implicites que lintérieur de Kp; est
connexe.

1. Conclure.

Exercice E.60 Dans cet exercice, on fixe un élément n de N — {0}.

(1) Montrer que 'application exponentielle des matrices
exp : M,(R) — GL,(R) € M,(R)

est une application C*, et calculer sa différentielle. Vérifier en particulier que d exp, = Id.

(2) On note sl,(R) le sous-espace vectoriel des matrices de trace nulle de M,,(R), et so(n) le
sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques de M,,(R). Montrer que Papplication
exponentielle envoie s, (R) dans SL,(R) et so(n) dans SO(n).

(3) Montrer que exp : so(n) — SO(n) est surjective, mais que exp : sly(R) — SLo(R) ne
I'est pas (on pourra vérifier qu'une matrice dans 'image de I’exponentielle est de trace
au moins —2).

(4) Montrer que exponentielle est un C*-difféomorphisme entre I'espace vectoriel des ma-
trices symétriques réelles et 'ouvert dans cet espace formé des matrices symétriques
réelles définies positives.

(5) Pour M € M,,(R), notons Ly et Ry les opérateurs de multiplication & gauche et a droite

P q
par M, agissa.mt sur M,,(R), et ad M = Ly;— Ry Montrer que dexp,; = Zp,qzo %,
puis en déduire que

o] .
ad M)*
exp(—M) despy = 3 (-1 2L

(6) Montrer que dexp,; : M,(R) = M, (R) est inversible si et seulement si ad M n’a pas

de valeur propre complexe de la forme 2ikT avec k € Z — {0}.



A.4 Rappels sur les revétements

Nous renvoyons par exemple a [God, Hat, Spa, Paul] pour les rappels contenus dans cette
section.

e Revétements.

Soient X et B deux espaces topologiques, et f : X — B une application continue. On dit
que f est un revétement si pour tout y € B, il existe un voisinage V' de y, un espace discret D
non vide et h: V x D — f~1(V) un homéomorphisme tel que le diagramme suivant commute :

VxD 2 4V
pri \( L’f
1%

On dit que B est la base, X 'espace total,
F~Y(y) la fibre au-dessus de y, V un wvoisinage
distingué de y, et h une trivialisation locale de
f au-dessus de V.

>
FU(vycx
© 11 est facile de montrer que I'application
>
Vo
Cve D

f est un revétement si et seulement si tout
point y de B admet un voisinage V' tel que
J7HV) = Uie; Ui, ot les U; sont des ouverts
deux a deux disjoints de X, et f |p,: Uy — V

Vcb est un homéomorphisme. Notons qu'un revéte-
ment est surjectif.

Exercice E.61 Montrer que l’application de la
droite R dans le cercle S, définie part — e est
un revétement.

J-hbdh

Soient f : X — Bet f': X' — B deux revétements ayant méme base. Un isomorphisme
de revétements de f sur f’ est un homéomorphisme ¢ : X — X’ tel que le diagramme suivant
commute

X % x
£ N g
B

Si f = f’, alors un isomorphisme de revétements de f sur f’ est appelé un automorphisme de
revétements.

Un revétement f : X — B est dit trivial 8l est isomorphe au revétement pry : B x D — B,
avec D un espace discret non vide et pry : (x,y) — z la premiére projection.

Soient X, Y deux espaces topologiques. Un homéomorphisme local est une application conti-
nue f: X — Y telle que pour tout x dans X, il existe un voisinage ouvert U de z tel que

f(U) soit ouvert et fiy : U — f(U) soit un homéomorphisme. Un revétement f : X — B est
un revétement fini si pour tout y dans B, le cardinal de f~!(y) est fini. Soit n € N — {0}. Un
revétement f : X — B est un revétement a n feuillets si pour tout y dans B, le cardinal de
I (y) est n.

Exercice E.62 Soient f : X — Y wune application continue et n dans N — {0}. Supposons
que X soit séparé. Montrer que f est un revétement a n feuillets si et seulement si f est un
homéomorphisme local et le cardinal de chaque fibre f~1(y) est fini constant égal a n.

Nous renvoyons a l'appendice A.2 pour des rappels sur les actions de groupes.

Théoréme A.8 Soit G un groupe discret agissant (contindment) librement et proprement sur
un espace topologique localement compact X . Alors

(1) pour tout x dans X, il existe un voisinage V de x tel que gV NV =0 pour tout g dans
G —{e};

(2) chaque orbite de G est discréte ;

(3) lespace topologique quotient G\X est séparé, donc localement compact ;

(4) la projection canonique X — G\X est un revétement.

Démonstration. (1) Pour tout # dans X, soit U un voisinage compact de z. Comme l'action
est propre, il existe gy, ..., g, dans G tels que

Pour tout i € {1,...,k}, comme Paction est libre, on a g;z # x. Comme X est séparé, et Paction
continue, il existe donc un voisinage ouvert U; de z, contenu dans U, tel que ¢;U; N U; = 0.
Alors V' = Ny<i<xU; est un ouvert qui convient.

(2) Ceci découle immeédiatement de (1) par continuité de Paction.

(3) Soient x et y deux points de X qui ne sont pas dans une méme orbite. Soient U et V des
voisinages compacts de x et y respectivement. Comme U UV est compact dans I'espace séparé
X, et puisque l'action est propre, il existe gy, ..., gr dans G tels que

{geG : gUNV#0}y={g1,. .., 9} -

Pour tout ¢ € {1,...,k}, on a g;x # y. Comme X est séparé, et I'action continue, il existe donc
des voisinages ouverts U;, V; de z,y contenus dans U, V respectivement, tels que ¢;U; N V; = 0.
Comme 7 est ouverte (voir la proposition A.1 de 'appendice A.2), on a deux ouverts 7(Ny<;<xU;)
et m(Mi<i<xV;), contenant respectivement m(x) et 7(y), et qui sont disjoints par construction.
Done G\ X est séparé.

Comme 7 est ouverte et G\ X est séparé, 'image d'un voisinage compact d’un point = de
X est un voisinage compact de 7(x), donc G\ X est localement compact.

(4) Pour tout z dans X, soit V un voisinage compact de z, d’intérieur U, tel que gV NV =0
pour tout g dans G — {e}. Remarquons que I'application mg, : gV — 7(V) est une application
continue injective, avec gV compact et (V') séparé¢, donc est un homéomorphisme. Alors m(U)
est un voisinage ouvert de m(z), et 77 (7(U)) = U,eq gU est une union disjointe d’ouverts de
X, et Iapplication 74y : gU — 7(U) est un homéomorphisme. Donc 7 est un revétement. [



Porisme A.9 (1) Soit G un groupe fini (discret) agissant librement (par homéomorphismes)
sur un espace localement compact X. Alors G\X est séparé (donc localement compact), et la
projection canonique X — G\X est un revétement.

(2) Soit H un sous-groupe discret d’un groupe localement compact G, alors H est fermé,
H\G est séparé (donc localement compact) et la projection canonique G — H\G est un reveé-
tement. O

Exemples.

(1) Pour tout n dans N, si le groupe {£1} agit sur la sphére S, par = — +x, alors P,,(R) =
{£1}\S,, est un espace topologique compact, et 'application canonique S, — P,(R) est
un revétement a deux feuillets.

2) Soient n € N et p € N —{0}. Le groupe U, = {\ € C : N = 1} des racines p-émes de

( P groupe U, p
Punité agit (contintment) sur la sphére de dimension impaire

Sons1 = {(ZO: ~~~7Zn) ect! . |ZO|2 +ot |Zn‘2 = 1}

par A (2p, ..., Zn) = (A20, ..., Az,). Cette action est libre, donc L, , = U,\Soy41 est un
espace topologique compact, appelé un espace lenticulaire, et 1'application canonique
Soni1 — Lnyp est un revétement a p feuillets.

(3) Soit n € N. L’application canonique R™ — R™/Z™ est un revétement.

e Homotopie.

Soient X et Y deux espaces topologiques, et f et g deux applications continues de X dans
Y. Une homotopie entre f et g est une application continue h : X x [0,1] — Y telle que
h(x,0) = f(x) et h(z,1) = g(z) pour tout = dans X. Si h est une homotopie entre f et g, et
I/ une homotopie entre ¢ et une application continue ¢’ : X — Y, alors (z,t) — h(xz,1 —t) est
une homotopie entre g et f, et

h(z,2t) st <
(2.) H{ W(z,2t—1) sit>

est une homotopie entre f et ¢’. Les applications [ et ¢ sont dites homotopes s’il existe une
homotopie entre f et g. La relation « étre homotope a » est une relation d’équivalence.

Si X et Y sont localement compacts, les applications f et g sont dites proprement homotopes
s'il existe une homotopie h : X x[0,1] — Y de f a g, qui est propre. La relation « étre proprement
homotopes » est une relation d’équivalence.

SIS

Un espace topologique X est dit simplement connexe s’il est connexe par arcs, et si toute
application continue du cercle S; dans X se prolonge en une application continue du disque
(fermé) Dy dans X. Un espace topologique X est contractile s'il existe o dans X et une
homotopie entre I'application identité de X et 'application constante en xg, c’est-a-dire une
application continue h : X x [0,1] — X telle que h(z,0) = z et h(z,1) = x¢ pour tout x dans
X. Un espace topologique X se rétracte par déformation forte sur une partie A s’il existe une
application continue h : X x [0,1] — X telle que h(z,0) =z, h(z,1) € A, et h(a,t) = a, pour
tous les ¢ dans [0, 1], « dans X et a dans A.

Une équivalence d’homotopie entre X et Y est une application continue f : X — Y ayant

la propriété qu’il existe une application continue g : Y — X telle que f o g et go f soient
homotopes a l'identité. Deux espaces topologiques X et Y ont méme type d’homotopie s'il

existe une équivalence d’homotopie de X dans Y. La relation « avoir méme type d’homotopie »
est une relation d’équivalence. Par exemple, un espace topologique est contractile si et seulement
s’il a le méme type d’homotopie qu'un espace réduit & un point. Plus généralement, si un espace
topologique X se rétracte par déformation forte sur un sous-espace Y, alors X et Y ont le méme
type d’homotopie.

Exercice E.63 (1) Montrer que toute partie conveze non vide de R™ (et en particulier R™ lui
méme) est contractile.

(2) Montrer qu’un espace topologique qui se rétracte par déformation forte sur un sous-espace
conneze par arcs (resp. simplement connexe) l'est encore. En déduire qu’un espace contractile
est simplement conneze.

(3) Soit X un espace topologique. On suppose que X = U UV, ot U,V sont deuz ouverts
simplement connexes de X, tels que U NV soit non vide et connexe par arcs. Montrer que X
est simplement conneze.

(4) Montrer que pour n > 2, la sphére S,, est simplement connexe.

(5) Montrer que pour n > 1, Uespace projectif complexe P, (C) est simplement conneze.

(6) Montrer que le produit de deuz espaces topologiques simplement connezes est simplement
conneze.

Soit X un espace topologique. Appelons chemin dans X une application continue a de [0, 1]
dans X. Appelons lacet en x dans X un chemin « tel que «(0) = (1) = z. Si « est un chemin,
on appelle chemin inverse de «v le chemin @ tel que @(t) = a(1—1t) pour tout ¢ dans [0, 1]. Soient
a et f deux chemins dans X tels que a(1) = £(0). On appelle chemin composé (ou concaténé)
de « et (3, et on note « - 3, le chemin

a(2t) si tel0,i]
tH{B(%—l) sitelll].

Deux lacets «, 8 : [0,1] — X en x sont homotopes s'il existe une application continue h :
[0,1] x [0,1] = X telle que h(0,s) = h(1,s) =z, h(t,0) = a(t) et h(t,1) = B(t), pour tous les
s,t dans [0, 1]. Notons que si « est un chemin, alors le lacet a - @ est homotope & un chemin
constant, que si «, 3,7 sont trois chemins, alors (a - ) - et a- (3 -) sont homotopes (ce qui,
lorsque 1'on considére les chemins a homotopie prés, permet de noter ce chemin «- 3-7), et que
si ' est homotope a 3, alors a- -y et « - 3 - v sont homotopes.

e Revétements universels.

Le résultat suivant est un cas particulier du théoréme du relévement d’applications par un
revétement (voir [God, Hat, Spa, Paul]). Si p: X — B est un revétement, et f: Y — B est
une application continue, on appelle relevement de f toute application continue fN Y - X
telle que po f = f, c’est-a-dire telle que le diagramme suivant soit commutatif

X
f/‘ i
vy 4 B

Proposition A.10 (Théoréme du relévement) Soient p : X — B un revétement et Y un
espace topologique localement connexe par arcs et simplement connexe. Pour tous les x dans X
ety dans'Y tels que p(x) = f(y), pour toute application continue f :Y — B, il existe un et un
seul relévement f: Y = X de [ tel que f(y) =ux. O



Porisme A.11 Deuz revétements p : X — B etp' : X' — B, ou X et X' sont localement
connexes par arcs et simplement connexes, sont isomorphes. Plus précisément, six € X et 1’ €
X' vérifient p(x) = p'(a’), alors il existe un unique isomorphisme de revétements ¢ : X — X'
envoyant x sur .

Démonstration. Soit f : X — X’ le relevement de lapplication p par le revétement p' tel que
f(z) = ', et g le relevement de I'application p’ par le revétement p tel que g(z’) = =. Alors
go f et idy sont deux relévements de Papplication p par le revétement p (car po (go f) =
(pog)o f=p of=p), quicoincident en z, donc coincident. De méme, f o g = idy donc f
est un isomorphisme de revétements cherché. L’unicité se montre de méme. O

Si B est une variété topologique (voir le paragraphe 1.1) connexe, alors un revétement
%: B — B ot B est une variété topologique simplement connexe est appelé un revétement
universel de B (cette définition n’est pas la plus intrinséque, ni la bonne pour les espaces
topologiques plus généraux, voir par exemple [Spa, Hat, Paul]). Par le corollaire ci-dessus, il
est unique & isomorphisme prés (et & unique isomorphisme preés si 'on se fixe des points bases
dans les espaces, en demandant aux applications de préserver ces points bases).

Par exemple, 'application R — S; avec t — €*™ les projections canoniques R" — T" =
R*/Z", S, — P,(R) pour n > 2, et Sy,41 — Ly, pour n > 1 (avec L, , I'espace lenticulaire)
sont des revétements universels, par 'exercice E.63.

Un espace topologique Y est semilocalement simplement connexe si tout point y de Y admet
un voisinage U tel que tout lacet en y contenu dans U est homotope dans Y au lacet constant
en y.

Si Y est localement contractile, par exemple si Y est une variété topologique, alors Y est
semilocalement simplement connexe.

Théoréme A.12 Soit B un espace topologique séparé, conneze et localement connexe par arcs.
Alors B admet un revétement simplement connexe si et seulement si B est semilocalement
simplement conneze. O

__ En particulier, toute variété topologique connexe M admet un revétement universel 7 :
M — M, unique & isomorphisme de revétements prés. De plus, on a une classification des
revétements (connexes) d'une variété topologique (voir [God, Hat, Spa, Paul]), a laide du
groupe des automorphismes de revétements de 7 (aussi appelé groupe fondamental).

Théoréme A.13 Soit M une variété topologique connexe,  : M — M un revétement univer-
sel, et I' le_groupe des automorphismes de revétements de m. Alors T' agit librement et propre-
ment sur M. Pour tout sous-groupe I'" de T', Uapplication 7 induit par passage au quotient un
revétement wr : I'\M — M. Pour tout revétement p : N — M avec N connexe, il existe un
sous-groupe I de T' tel que les revétements p et v soient isomorphes. O

A.5 Rappels d’algébre multilinéaire

Nous renvoyons par exemple a [Boul, AB| pour des compléments sur cette partie.

Soit K un corps (commutatif). Tous les espaces vectoriels et applications lincaires et mul-
tilinéaires de cette partie seront définis sur /. On note E* ou E l'espace vectoriel dual d’un
espace vectoriel E. On identifie dans la suite un espace vectoriel £ de dimension finie avec son
bidual E** = (E*)* par 'application canonique E — E** définie par

v {f = f@)}.

e Produit tensoriel. Soient Fi, ..., F, des espaces vectoriels de dimension finie, ou r >
2. Si F est un espace vectoriel, on note L(E),..., E,; F) l'espace vectoriel des applications
multilinéaires de Fy X --- x E, dans F. On appelle produit tensoriel de Fy, ..., E,, et on note
E; ®---® E,, espace vectoriel L(E}, ..., E*; K) des formes multilinéaires sur Ef X --- x EZ.
Si(eq,...,e) € Ey x---x E,. onnote e; ® - - ® e, I'élément de F} ® --- ® E, défini par

(flvfr)HHﬁ(el)

Le produit tensoriel vérifie les propriétés suivantes, pour F; des espaces vectoriels de dimension
finie.

(1) (Propriété universelle) Pour toute application multilinéaire f de Ey x --- x E, dans
un espace vectoriel F'| il existe une unique application linéaire g : £ ®---®@ E, — F telle
que g(e; ®---®@e,) = f(er,...,e.) pour tous les ¢; dans E;. En particulier, Papplication
f+ g est un isomorphisme linéaire de L(E,...,E,; F) dans L(E; ® ---® E,., F).

(2) (Associativité) Il existe un unique isomorphisme (E; ® Ey) ® E3 dans Fy ® Ey @ Es,
qui envoie (e; ® e3) ® e3 sur e; ® es ® e3 pour tous les e¢; dans E;. On identifie par la
suite ces deux espaces vectoriels par cet isomorphisme.

(3) (Distributivité) Il existe un unique isomorphisme (E; @ E») ® E3 dans (Ey ® E3) &
(Ey ® F3), qui envoie (e; @ ez) @ eg sur (€3 ® e3) ® (€2 @ e3) pour tous les e; dans Ej.

(4) (Bases) Si (e;,j)1<j<n; st une base de E;, alors (€14, ® - -+ ® €. )1<ji<n;, 1<i<r €St une
base de £} ® - - - ® E,. En particulier,

dim(By @ - ® E,) = [ [ dim(E;) .
i=1

(5) (Isomorphismes) Les applications linéaires By — K ® Ey et By — Ey ® K définies par
z— 1®z et x— x® 1 sont des isomorphismes. En particulier, 'application linéaire
K — K ® K induite par 1 — 1 ® 1 est un isomorphisme.

On a un isomorphisme canonique de L(Ey, E3) @ L(E», E,) dans L(E; ® Es, E3® Ey)
qui & un couple (u,v) associe 'unique application linéaire de E; ® Ey dans F3 @ Ey
associée par la propriété universelle a application bilinéaire (z,y) — u(z) ® v(y) de
FEy x Ey dans E3 ® Ey. En particulier, on a un isomorphisme canonique

ET ® E; — (El ® EQ)*7
et un isomorphisme canonique
ET ® Eg — E(El, EZ) s

qui a f®y, pour f € Ef et y € Ey associe 'application linéaire z — f(z)y.



Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On convient d’appeler puissance tensorielle
n-éme, et de noter £®™, le produit tensoriel de n > 2 copies de F, ainsi que F®! = F, E®0 = K.
Un élément de E®P @ (E*)®4, pour p, q dans N, est appelé un tenseur p fois contravariant et q
fois covariant de E.

Rappelons que, pour tout n dans N, le groupe symétrique &,, est le groupe (d’ordre n!) des
bijections de {1,...,n}. Il est engendré par les transpositions (i,j) pour i # j dans {1,...,n},
et méme par les (¢,7+1) pour ¢ dans {1,...,n—1}. La signature est 'unique morphisme o + &,
de G,, dans {£1} valant —1 sur les transpositions, donc vérifiant

S| QU
1<i<j<n 1T

Le groupe symétrique &,, agit sur l'espace vectoriel E®" de la fagon suivante. Pour tout o
dans &, action de o sur E®™ est 'unique automorphisme linéaire tel que

Vi, .., 2, €E, 0 (1@ @ Tp) = To1) @ -+ @ Tp-1(y) -

Un tenseur ¢ de E®™ est dit symétrigue 'il est invariant par &,,, ¢’est-a-dire si o+t = t pour tout
o dans &,,. Un tenseur ¢ de E®™ est dit antisymétrique si o -t = £,¢ pour toute permutation
o dans G,, de signature £,. Dans les deux cas, il suffit évidemment de vérifier ces propriétés
pour les transpositions. On note Sym,,(F) le sous-espace des tenseurs symétriques de E®"; et
Asym, (E) celui des tenseurs antisymétriques.

e Algébre extérieure.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et p un élément de N. Une forme p-linéaire
w: EP — K est dite alternée si, pour tout (z1,...,2,) dans EP, sl existe i, dans {1,...,p}
tels que © # j et ; = x;, alors w(zy,...,z,) = 0. On note APE* ou APE Tespace vectoriel des
formes p-linéaires alternées sur F, et on a AE = K (par convention) et A'E = E. On note

NE = @yen APE .

Soient I’ un espace vectoriel de dimension finie et f : £ — F' une application linéaire. Si
w € APF' | alors application f*w : E? — K définie par

f*w(mlv o '7‘/1"17) = w(f(‘/l"l)v o 7f(Ip))

est p-linéaire alternée. L’application f* : w +— f*w de APF dans APE (aussi notée AP f lorsque
lon veut préciser p) est linéaire. Elle s’étend par linéarité en une application linéaire f* (aussi
notée A*f ) de A*F dans A*E. Si G est un espace vectoriel de dimension finie, et si g : F — G
est une application linéaire, alors

(gof) =f"oyg".

Lemme A.14 Une forme p-linéaire alternée w sur E est antisymétrique, c’est-a-dire pour tout
(21,...,2p) dans E? et tout o dans S, on a

W(To11), -+ To1(p)) = € W(T1, 0, Tp) -

Démonstration. Comme les transpositions engendrent &, et que la signature est un mor-
phisme de groupes, il suffit de vérifier le résultat pour ¢ une transposition. On se raméne donc
au cas p = 2. Dans ce cas, pour tous les 7,y dans E et w dans A>E, comme

w(z+y,z+y)=wz,z) +wlyy) +wy) +wy),
on aw(y,z) = —w(z,y), ce qu'il fallait démontrer. |

Remarque. On a donc une inclusion APE C Asymp(E). Lorsque la caractéristique de K
est différente de 2, une forme p-linéaire antisymétrique est alternée, et cette inclusion est une
égalité.

Exemples. (1) Si la dimension de F est n et si B est une base de E, alors Papplication
detp : E" — K, déterminant d’un n-uplet de vecteurs de F dans la base 5, est un élément non
nul de A"E*. Si B = (ey,...,e,), pour tout w dans A"E*, par multilinéarité et antisymétrie,
on a

w(@, ..., x,) =detg(zy, ..., z,) wler, ... ),

donc A" E* est de dimension 1, engendré par I’élément non nul detj :

A'E* = K detg .
(2) Si la dimension de E est strictement inférieure a p, alors
APE*=0.
En effet, si (eq, ..., e,) est une base de E, alors pour tout w dans APE* et pour tout (1, ..., x,)
dans EP, le scalaire w(zy, ..., ;) est une combinaison linéaire des scalaires w(e;,, ..., e;,) avec
i1,...,%, dans {1,...,n}, qui sont nuls, car, comme p > n, au moins deux des vecteurs

€iys - -+ €, doivent étre égaux.
En particulier, si la dimension de E est n, alors A*E = @0<p<" APE. En particulier, la
dimension de A*E est finie.

Munissons maintenant Iespace vectoriel A*E dune structure d’algébre (unitaire, associa-
tive) naturelle.
Pour p, ¢ deux entiers supérieurs ou égaux a 1, notons S(p, ¢) 'ensemble des o dans &,
tels que
o(l)<---<oalp) et olp+1)<---<oalp+q).

Une telle bijection o est obtenue en prenant un paquet de p + ¢ cartes, en coupant ce paquet
en un premier paquet de p cartes, et un second paquet de ¢ cartes, puis en battant une fois ces
paquets de cartes, intercalant ainsi les cartes du premier paquet dans le second. L’application
o+ o({1,...,p}) est une bijection de &(p,q) dans Pensemble des parties a p éléments de
{1,...,p+ ¢}, donc le cardinal de &(p,q) vaut ((5)4;(1111))!!.

Soient w dans APE et 1 dans AYE. On appelle produit extérieur de w et de 7 la forme
(p + q)-linéaire w A n : EPTM — K définie par

WAN (@1 Tprg) = Y €0 W(Ea1)s s To) MTopi)s - > Tolpia) »
7€6(p,q)

sip,g>1,etsip=0ouq=0,alorswAn=wnouwAn=nw. On étend cette définition par
bilinéarité & A*E : si w;,n; € A'E pour i = 1,...,n, on pose

(34) 2 () =3,



Remarque. Lorsque la caractéristique de K est nulle, on a

w A7 (T2, Tpig) g

0€Gp1q

il est alors immeédiat de voir que w A 1 est antisymétrique, donc alternée.
Proposition A.15 Siw € APE et e AE, alors w An € APHE.

Démonstration. Soient (z1,...,2,4,) dans EP*7 et ¢, j dans {1,...,p + ¢}, tels que z; = ;.
On partitionne &(p, ¢) en quatre parties :
(1) &(p,q)——, V'ensemble des éléments o de &(p, q) tels que 7 et j appartiennent tous les
deux a o({1,...,p}),
(2) &(p,q)++, 'ensemble des éléments o de &(p, q) tels que 7 et j appartiennent tous les
deux a l'ensemble o({p+1,...,p+q}),
(3) &(p,q)—+, V'ensemble des éléments o de S(p, ¢) tels que 7 appartienne a o({1,...,p}),
et j appartienne a c({p+1,...,p+¢}),
(4) &(p,q)+—, U'ensemble des éléments o de S(p, ¢) tels que i appartienne a o({p+1,...,p+
q}) et j appartienne a o({1,...,p}).
Comme w et 1 sont alternées, le terme de la somme définissant w A 9 (@1, ..., 2p4,) qui porte

sur un o dans &(p,q)-— U S(p, q)++ est nul. Soit 7 la transposition échangeant i et j. Alors
la multiplication a gauche par 7 induit une bijection de &(p,q)_+ sur &(p, ¢)+—. Donc w A

N (@1, ..., Tprq) est la somme sur tous les o dans S(p,¢)_4 de
Eo W(xo'(l)a cee >xa(p)) 77(x0(p+1)7 cee >xd(p+q))7
Eo W(Ifa(l)a e ¢I7-0<p)) n(lrv(erl)a cee 7Ira(p+q))
Ce terme est nul, car comme ; = x;, 00 & (Zo(1); - - -, To(prq)) = (Tra(1); - - - Lro(prq))- O

Théoréme A.16 Muni du produit extérieur A, Uespace vectoriel N*E = Dpen APE est une
algebre (associative, unitaire) graduée anticommutative, c’est-a-dire

(1) (Associativité) (w; Aws) Awz = wi A (w2 Aws) pour tous les wy, wa, w3 dans ANE;
(2) Sile K =A"E, alors pour tout w dans A*E, ona 1 Aw=wAl=w;
(3) (Graduation) (APE) A (AE) ¢ APHE ;
(4) (Anticommutativité) siw € APE et n € AE, alors w An = (—1)Pn A w.
De plus, si I est un espace vectoriel de dimension finie, et f : E — F une application linéaire,

alors Uapplication linéaire w — f*w de A*F dans N*E est un morpﬁisme dialgébres graduées
de degré 0, c’est-a-dire f*1 =1, f*(wAn) = (f*w) A (f*n) et f*(APF) C APE.

Démonstration. (1) Notons &(p, ¢,r) Uensemble des o dans &, 44, tels que
o(l)<---<o(p) et op+1)<---<oalp+q) et ocp+qg+1)<---<olp+qg+r).

Notons &(p, ¢, ) Uensemble des o dans &(p, g, r) tels que o vaille l'identité sur {1,...,p}, et
de méme pour &(p,q,7). Il est facile de vérifier que la composition (o, 0") + ¢ o ¢’ induit des
bijections &(p,q+ 1) x &(p,q,7) = &(p,q,7) et &(p+q,7) x &(p,¢,7) = &(p,q, 7).

Soient wy € APE,wy € AME,wy € ATE. Alors
(w1 A (w2 Aws)) (@15 -0, Tpigir) =

Z Eo W1 (xo(l)a ) xa(p)) (WZ A w3)(xa(p+1)7 cees xa(p+q+T)) =

o€6(p,gtr)
3 €0 Wi(Toor(1)s-- s Toor(p)) € W2(Toor(pt1)s-- -+ Loor(pta)) W3(Toor(prgti) - Toor(pratr)) =
o €6(p,g+r)
TEB(P,q )
E : Eo W1 ($0(1)7 s ’IU(P)) wZ(IG(P+1)7 e 7$<7(p+f1)) “J3(I0(p+q+1)7 B 7x0(?+(1+r)) =
o€6(p,q,r)

(w1 Aws) Aws)(@1, -, Tprger) -
(4) Soit 7 I'élément de &(p+q) tel que 7(i) = i+p mod (p+¢q) pour tout i dans {1,...,p+q}.

Alors e, = (—1)7, et la composition ¢ — ¢ o 7 est une bijection de &(p, ¢) sur &(g,p). Donc
pour w € APE.np € AE, on a

(MAW) (@1, Tprg) = Z Eo N(To(1)s - - s To(q)) W(To(gr1)s - - > Tolprq)) =
7€6(q,p)

Z Egor 7](%07(1)7 cee *,‘rdOT(q)) w(IUOT(q+])7 ceey xoor(erq)) =

€6 (p,q)
Er (w /\77) (:El, o ‘7IP+Q) .
Les autres affirmations sont immédiates. O
Proposition A.17 Pour tous les wy, ..., w, dans E et tous les x1, . .. @, dans I, on a

(Wi A Awp) (21, ..., 1) = det ((w,-(:r;j))lgi’jgp) .

Démonstration. On raisonne par récurrence sur p. La formule est immédiate pour p = 1. On
a

P
(Wi A (wa A Awp)) (@, ..o xp) = Z (=1 wi(a) (w2 A Awp) (@1, Ty 1) -
j=1
En utilisant ’hypothése de récurrence au rang p— 1, on trouve le développement du déterminant
de la matrice (wl(x])) 1<ij<p PAT rapport & sa premiére ligne, ce qui montre le résultat. O
Porisme A.18 Des formes linéaires fi,..., fi dans E* sont linéairement indépendantes si et
seulement si leur produit extérieur fi A--- A fi est non nul.

Démonstration. Si fi,..., fr sont linéairement indépendantes, alors il existe des vecteurs
x1,...,2, dans E tels que fi(xz;) = 1si¢ = jet fi(x;) = 0 sinon. Donc, par la proposition
précédente, (f1 A+ A fe)(z1,...,2x) =1et fy A--- A fr # 0. La réciproque est évidente. O
Remarque. Il découle de la propriété d’anticommutativité que si w est une forme p-linéaire
alternée avec p impair, alors w A w = 0. Mais pour E = R, si (€}, €3, €3, €4) est la base duale de
la base canonique, et si w = €; A€ + €3 A€y, alors w Aw =2€; A ey Aeg A ey # 0.



Proposition A.19 Si (fi,..., f.) est une base de B, alors (fi, A--- A Jip)i<ii<ociy<n €St une
base de APE.

Démonstration. Soit (e, ...,e,) la base de E, dont la base duale est (fi,..., f,). Pour w
dans APE et xq,...,x, dans I, par p-linéarité de w, on a
w(@1,...,xp) = Z fir(wa) .o fi,(xp) weiy, ..., e,) -
1<i1,0ip<n
Comme w est alternée, les termes w(e;, , . . ., €;,) sont nuls sauf peut-étre si les indices 4, ..., 1,
sont deux a deux distincts. En utilisant une permutation pour mettre ces indices dans l'ordre
croissant, en utilisant la formule d’un déterminant et en utilisant que (fi, A---Afi,) (21, ..., 2,) =

det (fi(mj))]<i.j<k par la proposition A.17, on obtient que

w= Z Wiy, e fiu N A fi,

1<iy <-<ip<n

Cette écriture est unique, car pour tous les iy < --- < iy et j; < --- < j,, I'expression

(fi1 A A fip)(ejn ERRN ] ejp) = (1et(f7:a(ejﬁ))1§a,§§p

est non nulle si et seulement si i, = ji, ..., 4, = j,. Ceci montre le résultat. O

Remarque. Soit (fi, ..., f,) une base de E. Pour toute partie I de cardinal p de {1,...,n},
notons

fi=fu NNy,

ou I ={iy,...,4,} avec iy < --- < i,. Le résultat ci-dessus dit que (fr)r, pour I de cardinal p,
est une base de APE. La table de multiplication de cette base est la suivante :

o :thUJ SIIOJ:@
finfs _{ 0 sinon

ot & = (—1)* pour k le nombre de couples (i, ) dans I x J tels que i > j.

On en déduit que la dimension de APE est CPr = Z , pour n la dimension de E. Donc la
dimension de I'espace vectoriel A*E est ZZZO C? = 2". En particulier, pour n la dimension de
E, Vespace vectoriel A"F est de dimension 1, engendré par fy A --- A f,, qui est Papplication

déterminant de n vecteurs dans la base (eq, ..., e,).
Tout élément w de A*E s’écrit de maniére unique

w=>Y wrfr,
I

avec wy dans K. De plus, w appartient a APE si et seulement si w; = 0 pour tout I de
cardinal différent de p. Plus précisément, si (eq,...,e,) est la base de E, dont la base duale
est (f1,..., fa), notons de méme e le p-uplet (e;,,...,¢;,). Alors la démonstration ci-dessus
montre que pour tout w dans APE, on a

w= Zw(el)fl .

1

Exercice E.64 Soient f : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels B et I’
de dimension finie n et m respectivement, (eq, ..., e,) une base de E, de base duale (é1,...,¢,),
et (fi,..., fm) une base de F, de base duale (fi,..., fm). Si A est la matrice de f dans ces
bases, calculer la matrice de Uapplication linéaire w — f*w de A*F dans A*E, dans les bases

(fr)r et (€)1

Soient X un élément de E et w € APE. On appelle produit intérieur de w par X, et on note
ixw, la forme (p — 1)-linéaire alternée (par convention, A~'E = {0}), définie par iyw = 0 si
p = 0, et sinon, pour tous les &;,...,&§,—; dans E,

(ZXW)(&M e 76]!7—1) = W(Xv 617 ey gp—l) .
On étend additivement Papplication iy a A*E.
Proposition A.20 L’application ix : A*E — A*E est une antidérivation de degré —1 de
lalgebre graduée N*E, i.e.
(1) ix : N"E — A*F est linéaire et ix(APE) C AP'E pour tout p dans N.
(2) pour tout a dans APE et tout 8 dans A*E, on a

ix(Oé/\ﬁ) = (Zx()t)/\ﬁ+ (*l)p()é/\(l)(ﬁ) .

Démonstration. L’assertion (1) est immeédiate par définition. Pour montrer la seconde asser-
tion, on raisonne par récurrence sur p. Le cas p = 0 est immeédiat par linéarité. Si p = 1, alors,
en posant Xy = X, pour tous les Xi,..., X, dans F, on a

ix(Oé/\B)(Xl, .. .7Xq)
= (O( /\ﬁ)(X[}/Xh .. .7Xq)

= Z(_l)i+1a(xi)ﬂ(X07 s vj(\iv cee 7Xq)

= a(Xo)B(Xi,..., Xy) *2(71)@()(1-)(1')(,6)1()(17---75(\2‘7---7)(‘1)
= (ix()l/\/)))(xly-”vXq) -

ce qui montre le cas p = 1. Supposons maintenant p > 2, et supposons le résultat vrai au rang
p — 1. Par linéarité, on se raméne au cas ou a@ = o A @”, avec o’ de degré 1. Par 'associativité
et la distributivité du produit extérieur, on conclut alors par les cas p=1et p—1:

Ot/\ixﬁ)(Xlw .- 7Xq) )

ix(aANB) = ix(@ A" AB)) = (ixd) AN (" ANB) = Nix(a" A P)
= (ixd)A (" AB)—a A((ixa”) AB+ (=Pt a” A (ixf))
= ((ixd)ANa" = A(ixd") NS+ (=1)P &/ A (a” A (ixB))
= (ixa) A+ (=P aA (ixf) .
g

Remarque. Le groupe GL(F) des automorphismes linéaires de E agit (& gauche) naturellement
sur 'ensemble A*E. En effet, posons

g w:(zy,...,2py) = ((g’l)*w) (1,...,2p) = w(g’l(xl), . ,g’l(xp))



si g € GL(E) et w € APE. Cette action de GL(E) sur APE est lincaire, et s’étend par lincarité — Montrer que 'application A" f : A"E — A"E est la multiplication par det f.

en une action de GL(FE) sur A*E, qui préserve la structure d’algebre graduée de A*E, c’est-a- ~— Montrer que
dire pour tout g dans GL(E), 'application w — g - w est linéaire, envoie APE dans lui-méme, . - i i By v
et g- (wAnN) = (g-w)A(g-n) pour tous les w,n dans A\*E. det(f — Aidy) = z; (=) (A" ) A%
i—
Remarque. On note A"E = A*E, que l'on appelle l'algébre des multi-vecteurs de E. Par — En déduire que ) 3 B B
I'identification de E et de E, tout élément de APE (appelé p-vecteur) est combinaison linéaire det(idy + f) = tr(A"f : AE — AE) .
de vy A~ -Av, pour des vy, . .., v, dans E. Si (e, ..., e,) est une base de E, alors (€;) jcqt1,...ny €st
une base de A*F, avec comme ci-dessus e; = e;, A---Ae;, ot [ = {1, .. ip}y avec iy < -+ < ip.
Si(fi,..., fa) estlabase duale de (ey, ..., e,), alors pour tout p-vecteur v, on a comme ci-dessus
v = Zv(fl)e[ ,
1
ou la sommation porte sur toutes les parties de cardinal p de {1,...,n}. L'espace APE vérifie

la propriété universelle suivante : pour toute application p-linéaire alternée u de EP dans un
espace vectoriel F, il existe une et une seule application linéaire f de APE dans F' telle que
pour tous les 1, ...z, dans F,

W@, ..., xp) = flar A Aay) .

En effet, comme (e); est une base de APE, il suffit de définir f en demandant que f(e;) = u(el).
En particulier, le corollaire A.18 implique que des vecteurs vy, ..., v, dans E sont linéaire-
ment indépendants si et seulement si leur produit extérieur v; A --- A v, est un p-vecteur non
nul.
On vérifie aistment qu’il existe une et une seule application bilinéaire (-, -) de APE x APE —
K, telle que, pour x1,...,z, dans E et fi,..., f, dans E, on ait

(Ul A fpai Ao Aay) = det(fil))) o, ooy -

Cet accouplement induit un isomorphisme canonique de A*E sur le dual de A*E. De plus, si
(e1,...,€e,) est une base de E, et si (é1,...,¢,) cst sa base duale, alors les bases (er); de A*E
et (ér); de A*E sont duales.

Si A est un espace vectoriel sur K muni d’une application bilinéaire ® : A x A — A, par
exemple si A est une algébre sur K avec sa multiplication, et en particulier si A est I’algébre des
matrices M, (K), alors on définit de la méme maniére I'espace, noté A?(E, A) (respectivement
A*(E, A)) des applications p-linéaires (respectivement multilinéaires) alternées a valeurs dans
A. On définit de méme le produit extérieur de deux éléments de A*(E, A) (en remplacant le
produit de deux éléments de K par I’évaluation de ® sur deux éléments de A). Si A est une
algebre associative unitaire, alors A*(E, A) est encore une algébre graduée associative unitaire.
Mais elle n’est plus forcément anticommutative (par exemple si A est Palgebre M,,(K) avec
n > 2). Si A est de plus commutative (par exemple si K = R et A = C), Palgebre graduce
associative unitaire A*(F, A) est par contre anticommutative.

e Exercice de révision.

Exercice E.65 Soit F un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K, et f € L(E)
une application linéaire de F dans F. Pour préciser, on note APf : APE — APE Dapplication
définie par w — f*w.



A.6 Rappels d’algébre homologique

e Catégories, foncteurs.
Une catégorie C est la donnée
e d’une collection Obj = Obj., dont les éléments sont appelés les objets de C,
e d’un ensemble Mor(X,Y) = More(X,Y') pour tous les X, Y dans Obj, dont les éléments
sont appelés les morphismes (ou fleches) de X dans Y dans la catégorie C,
o d'un élément Id = Idyor(x,x) (appelé (morphisme) identité de X dans X) dans l'en-
semble More(X, X) pour tout X dans Obj, et
e d’une application o (appelée composition) de Mor(X,Y") x Mor(Y, Z) dans Mor(X, Z)
pour tous les X, Y, Z dans Obj,
telle que
fold=Ido f=f

et
(fog)oh=fo(goh).

Soient C et C' deux catégories. Un foncteur (covariant) F de C dans C’ est la donnée
e pour tout objet X de C, d’un objet F(X) de (',
e pour tout morphisme f dans I'ensemble More(X,Y"), d'un morphisme F(f) dans I'en-
semble More/ (F(X), F(Y)),
telle que
F(Id) =1d

et
F(fog)=F(f)oFlg).

Un foncteur contravariant de C dans C' est une telle donnée, sauf que maintenant F(f) €
More (F(Y), F(X)), et qui au licu de la derniére condition vérifie la condition

F(fog)=F(g) o F(f).

Une sous-catégorie C' d'une catégorie C est la donnée d’une sous-collection Obj. de Obje,
et d’un sous-ensemble More/(X,Y) de More(X,Y") pour tous les X, Y dans Obj., telle que
More/ (X, X) contienne Idyor.(x,x) €t que la composition préserve les More/(X,Y). Une sous-
catégorie de C, munie des identités et des compositions de C, est une catégorie.

Par exemple, la catégorie des ensembles a pour objets les ensembles, pour morphismes les
applications entre ensembles, pour identités les applications identités, et pour compositions les
compositions d’applications.

Beaucoup des catégories que nous rencontrerons sont des catégories, dites d’ensembles dé-
corés, dont les objets sont des ensembles munis de structures additionnelles, et dont les mor-
phismes sont certaines applications entre ces ensembles, et ot les identités sont les applications
identités, et la composition est la composition des applications. Une telle catégorie est muni
d’un foncteur évident, dit foncteur oubli, & valeurs dans la catégorie des ensembles, qui associe
a un ensemble muni de structures additionnelles cet ensemble lui-méme.

Par exemple, la catégorie des espaces topologiques est une catégorie d’ensembles décorés, dont
les objets sont les espaces topologiques et les morphismes sont les applications continues, et
dont le foncteur oubli est 'association a un espace topologique de son ensemble sous-jacent. On
définit de méme la catégorie TOP des variétés topologiques, celle TOP,, des variétés topologiques
de dimension n, qui sont des sous-catégories de la catégorie des espaces topologiques.

La catégorie DIFF}, des variétés différentielles de classe CF est aussi une catégorie d’en-
sembles décorés, dont les objets sont les variétés différentielles de classe C* et les morphismes
sont les applications de classe C*, et dont le foncteur oubli est 1’association & une variété dif-
férentielle de son ensemble sous-jacent (on oublie a la fois la topologie et 'atlas maximal de
cartes).

De nombreuses catégories seront définies dans ce cours.
e La catégorie DIFF,, des variétés différentielles de classe C* (paragraphe 1.3).
o La catégorie DIFFy(n) des variétés différentielles de classe C* et de dimension n (para-
graphe 1.3).
o La catégorie des fibrations de classe C* (paragraphe 2.6).
o La catégorie des fibrés vectoriels de classe C* (paragraphe 2.2).
e La catégorie des fibrés vectoriels de classe C* et de rang n (paragraphe 2.2).
e La catégorie des revétements (paragraphe A.4).

De nombreux foncteurs seront définis dans ce cours.

e Le foncteur P de la catégorie dont les objets sont les espaces vectoriels de dimension finie
sur K =R ou K = C et les fleches les applications linéaires injectives, dans la catégorie
des variétés différentielles K-analytiques, qui & un espace vectoriel V' associe 'espace
projectif P(V) (paragraphe 1.4.3).

e Le foncteur Gi de la catégorie dont les objets sont les espaces vectoriels de dimension
finie sur K = R ou K = C et les fleches les applications linéaires injectives, dans la
catégorie des variétés différentielles K-analytiques, qui & un espace vectoriel V' associe
la variété grassmannienne Gy, (V) (paragraphe 1.4.3).

e Le foncteur Gy de la catégorie des fibrés vectoriels de classe CF et des morphismes de
fibrés vectoriels injectifs sur les fibres dans la catégorie des fibrations de classe C*, qui &
un fibré vectoriel associe sa fibration grassmannienne (paragraphe 2.6).

e Le foncteur 7T, de la catégorie DIFF;,(n) des variétés différentielles de classe CF! et
de dimension n, dans la catégorie des fibrés vectoriels de classe C* et de rang n, qui a
une variété associe son fibré tangent (paragraphes 2.3 et 2.4).

e Le foncteur contravariant de la sous-catégorie de la catégorie DIFFq, formée des va-
riétés différentielles de classe CF+! et des morphismes étales entre ces variétés, a valeur
dans la catégorie des espaces vectoriels réels, qui & une variété M de classe C*+! associe
'espace vectoriel réel T'y(TM) des champs de vecteurs CF sur M, et & un morphisme
étale f associe application linéaire X +— f*X (paragraphes 3.1 et 3.2).

e Le foncteur contravariant de la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur
un corps donné K, dans la catégorie des algébres (associatives unitaires) graduées anti-
commutatives sur K, qui a un tel espace vectoriel E associc A*E, et & une application
linéaire f associe le morphisme f* (gradué¢ de degré 0) (paragraphe A.5).

e Le foncteur contravariant de la catégorie DIFF (n) des variétés différentielles de classe
C> et de dimension n, dans la catégorie des fibrés vectoriels de classe C* et de rang
2" qui & une variété associe son fibré des formes alternées (voir paragraphe 2.7). On
peut définir aussi le foncteur contravariant de la catégorie des fibrés vectoriels C* dans
elle-méme, qui & un fibré vectoriel E associe le fibré vectoriel A*E.

e Le foncteur contravariant de la catégorie des variétés C> et des applications C*, dans
la catégorie des algeébres graduées (associatives unitaires) anticommutatives, et des mor-
phismes d’algébres graduées unitaires, qui & une variété M associe son algébre des formes
différentielles Q(M) et a une application f : M — N associe f*: Q(N) — Q(M) (para-
graphe 4.1).



e Le foncteur contravariant cohomologie de de Rham H} ., de la catégorie des variétés C™
et des applications continues entre ces variétés, dans la catégorie des algébres graduées
(associatives unitaires) anticommutatives, et des morphismes d’algébres graduées uni-
taires, qui & une variété M associe lalgebre H} . (M) et a une application f: M — N
associe le morphisme f*: H: (N) — H (M) (paragraphe 4.2).

o Le foncteur contravariant cohomologie de de Rham a support compact Hf,, ., de la ca-
tégorie des variétés C™ et des applications continues propres entre ces variétés, dans la
catégorie des algebres graduées (associatives pas forcément unitaires) anticommutatives,
et des morphismes d’algebres graduées, qui a une variété M associe l'algebre Hyp, (M)
et a une application f : M — N associe le morphisme f* : Hj (N) — Hy, (M)
(paragraphe 4.4). '

e Le foncteur compactification d’Alezandrov de la catégorie des espaces topologiques loca-
lement compacts et des applications continues propres, a valeurs dans la catégorie des
espaces topologiques compacts et des applications continues, qui & un espace topolo-
gique localement compact X associe son compactifié d’Alexandrov X, et & une applica-
tion continue propre f entre deux espaces topologiques localement compacts associe son
unique extension f aux compactifiés d’Alexandrov de ces espaces (voir l'exercice E.48
dans I'appendice A.1).

e Complexes de cochaines.
On renvoie par exemple a [Spa, S, CE] pour des compléments d’algébre homologique.

Soit A un anneau commutatif unitaire. Par module, on entend module sur A. On rappelle
que les modules sur 'anneau Z sont les groupes abéliens, et les modules sur un corps sont les
espaces vectoriels. On rappelle qu'une suite finie ou infinie de morphismes de modules

s My I M T M

est exacte si ker f,,1 = im f, pour tout n tel que f,,1 et f, soient définis.

Un compleze de cochaines C' = (C*,0*) est une suite de modules (C"),en et de morphismes
de modules (9" : C™ — C"H1), oy

2] 9 2] 2] 2] 2]
Lot Lt Lo Lo L

tels que
an+1 0" =0

pour tout entier n. Les 9" sont appelés les morphismes de cobord (ou différentielles), et notés
0 quand n est sous-entendu. On pose par convention C~' =0 et 9~ = 0.
On définit les objets suivants.
e Un morphisme de complezes de cochaines f : C'— D est une suite de morphismes de
modules (f: C™ — D"),en tels que f*1 o 9" = 9" o f™ pour tout entier n.

oY o

¢ = o - . - = ot -
ol o .l b
po L opr 5 . 5 pr 2 pet

o L’espace des n-cocycles est Z"(C) = ker(d : C™ — C™). L’espace des n-cobords est
BY(C) =im(d : C"t — C"), qui est un sous-module de Z"(C). Le n-éme groupe de

cohomologie de C' (qui est un module) est le module quotient H*(C) = Z"(C)/B"(C),
et le module (gradu¢) de cohomologie de C' est

H'(C)=EPH"(C).

neN

e [’application induite en cohomologie par un morphisme de complexes de cochaines f :
C — D est le morphisme de modules f* : H"(C') — H™(D) deéfini par f*([z]) = [f™(2)]
si z est un n-cocycle de D.

e Si A est un corps, la caractéristique d’Fuler-Poincaré d'un complexes de cochaines C' tel
que l'espace vectoriel C™ sur A soit de dimension finie pour tout n, et nulle pour tout n
assez grand, est définie par

X(C)=>" (~1)'dim C" .

ieN
e Une suite exacte (courte) de complexes de chaines est la donnée notée

0—Cc-pD 2 E 0

de complexes de cochaines C, D, E et de morphismes de complexes de cochaines f : C' —
D, g: D — FE tels que, pour tout n, la suite de morphismes de modules

0o LD Sy

soit exacte.

e Un morphisme de suites exactes (courtes) de complexes de cochaines est un triplet
(cv, B,7) de morphismes de complexes de cochaines tel que le diagramme suivant soit
commutatif en tout degré n :

o— ¢ L p 4L E —o0
J/L! Jrﬂ \L"/

0— o Lop Lm0

Remarques (1) Le module H"(C') mesure obstruction d'un cocycle a étre un cobord
(un nm-cocycle étant un cobord si et seulement si son image dans H,(C) est nulle), ainsi que
I'obstruction de la suite

Lot et t L Lo Lo 2
a étre exacte (c’est-a-dire & vérifier ker 9" = im 0"~ pour tout n.)

(2) Un morphisme de complexes de cochaines ¢ : C' — D envoie cocycles sur cocycles et
cobords sur cobords en chaque degré, ce qui montre que l'application induite en cohomologie
par un morphisme de complexes de cochaines est bien définie.

(3) On définit une catégorie des complexes de cochaines sur I'anneau A, dont les objets
sont les complexes de cochaines et les morphismes les morphismes de cochaines. Le morphisme
identité, noté id, d'un complexe de cochaines C' est la suite (id : C" = C™),en. Si f : C — D
et g : D — &€ sont des morphismes de cochaines, alors le morphisme de cochaines go f : C — &
deéfini par (go f), = gn o fa est la composition de f et de g.



Pour les applications induites en cohomologie, on a (g o f)* = g* o f* et id* = id. Ainsi
C'+ H*(C) et f+ f* est un foncteur (covariant) de la catégorie des complexes de cochaines
sur A dans la catégorie des A-modules gradués.

De méme, les suites exactes (courtes) de complexes de cochaines et les morphismes de suites
exactes (courtes) de complexes de cochaines forment une catégorie, pour la composition et les
morphismes identité évidents.

Proposition A.21 Si0 — C i> D -2 E — 0 est une suite exacte courte de complexes
de cochaines, il existe une suite exacte longue de modules

o — HY(E) =5 1) LS BMD) S HY(E) -5 HM(C) —

telle que si (v, B,7) est un morphisme de suites exactes de complexes de cochaines, alors le
diagramme suivant est commutatif :

. — HYC) L HY (D) L HYE) L HYY(C) — .
\La* i«@* \L"/* J/a*

C— ome) 5oy SoEE) S HE) —

Démonstration. (1) Construisons tout d’abord le morphisme
§: H™(E) — H"H(C) .

Le diagramme suivant est commutatif :

lo lo Jo

0 — ¢ I pr L o
la la la

0 — ot I pet S5 pen
lo Jo lo

Soit z un n-cocycle de E. Il s’agit de lui associer un (n+1)-cocycle 2 de C' (bien défini modulo un
cobord). Comme g" est surjective, il existe y € D™ tel que ¢g"(y) = z. On considére dy € D"+,
Comme ¢""(dy) = 9¢g"(y) = 0z = 0, par exactitude, il existe z € C™! tel que f"*!(x) = dy.
On pose donc

3[2] = [a].

Vérifions que § est bien défini. Tout d’abord, x est bien un cocycle, car
fr2(0) = of"H(x) = 90y =0,

et comme f"*2 est injective, on en déduit que dx = 0.

De plus, [z] ne dépend pas des choix du représentant z de [z] et des éléments y,x comme
ci-dessus. En effet, si (2/,y/,2) est un autre choix, alors comme [2'] = [z], on a 2/ — z = 92"
avec 2" € E"L. Soit i € D" tel que 2" = g™ (y"), qui existe par surjectivité de g" 1. Alors

9"y —y-0y) =2 -2-09"=0,
donc par exactitude, il existe 2” € C™ tel que v/ — y — 9y” = f"(2”). Comme

[ — 2 — 02") = 0y — Ay — Of"(2") = 9y = 0,

par injectivité de f™*1, on a 2’ = x + dz”, donc [2'] = [x].

(2) Vérifions I'exactitude au niveau de H"(D).

Comme g* o f* = (go f)* =0, 0n aim f* C ker g*.

Réciproquement, soit [y] € ker g*. Comme 0 = ¢g*([y]) = [¢"(y)], il existe z € E"! tel
que ¢g"(y) = dz. Par surjectivité de ¢g" %, il existe y' € D" ! tel que z = g™ '(y'). Comme
g"(y — 9y') = 0, par exactitude, il existe x € C™ tel que y — dy’ = f™(x). De plus, = est un
cocycle, car f"*1 est injective et

[T (0x) = 0" (x) = Dy — 00y =0
car y est un cocycle. Enfin, f*([z]) = [f"(z)] = [y], donc [y] € im f*.

(3) Veérifions l'exactitude au niveau de H"(E).

Montrons que im g* C  ker ¢. Si y est un n-cocycle de D, par construction de §, on a
3([g"(y)]) = [z] ot frHi(z) = Jy. Comme y est un cocycle et f"*! est injective, on a donc
60 g* =0, ce qui prouve le résultat.

Réciproquement, montrons que ker § C im ¢*. Soit z un n-cocycle de E tel que 6([z]) = 0.
Par construction, il existe y € D" et & € O™ tels que z = ¢"(y), [T} (x) = Jy et [2] =
0([z]) = 0. Soit 2/ € C™ tel que x = dz’. On pose y' =y — f™(a’), qui est un n-cocycle de D.
Alors ¢"(y') = z, donc ¢*([y']) = [z], ce qui montre le résultat.

Les autres vérifications sont laissées en exercice. O

La seule classe d’exemples de complexes de cochaines qui apparait dans ce cours est la sui-
vante. Soient M et N deux variétés C, et f : M — N une application C* (respectivement C>
et propre). Soient QP (M) (respectivement QP(M)) Pespace vectoriel réel des p-formes différen-
tielles C* (respectivement C* et  support compact) sur M et d = djge(ary : QP(M) — QPF(M)
la différentielle extérieure des formes différentielles (respectivement sa restriction d = djgpyy) :
QOP(M) — QPH(M)). Alors

(Qp(]\4),d‘QP(M))p€N et (QZ(]W)’d\Qg(M))peN
sont des complexes de cochaines. De plus, si f* : QP(N) — QP(M) (respectivement f* :
QP(N) — QP(M)) est application image réciproque par f des formes différentielles, qui com-
mute avec la différentielle extérieure, alors

Fr (PN) digrvy) oy — (M), digoary) g
et

F QN digr ) o = (M), diwany)

sont des morphismes de complexes de cochaines.

peEN

On termine cet appendice par un exercice d’algébre linéaire.

Exercice E.66 (Lemme des cinq) On considére le diagramme commutatif suivant de mo-
dules, dont les fleches sont des morphismes de modules, et dont les lignes sont ezactes :

A — B — C — D — FE

1 | 1 | 1

A — B — ¢ — D — F

Si les premiére, seconde, quatriéme et cinquieme fleches verticales sont des isomorphismes,
alors la troisieéme aussi.



A.7 Indications pour la résolution des exercices

Exercice E.49 Si A est U'intersection d'un ouvert U et d'un fermé F', alors U est un voisinage
de tout point de A, tel que UN A = FNU, qui est fermé dans U. Si tout point admet un
voisinage ouvert U dans X tel que AN U soit fermé dans U, alors ANU = FNU pour F un
fermé de X, et ANU CANU CFNU =ANU, donc ANU = ANU et A est ouvert dans A.
Enfin, si A est ouvert dans A, alors il existe un ouvert U de X tel que A =ANU, donc A est
I'intersection d’un ouvert et d’un fermé.

Exercice E.50 Soit U un ouvert de X, alors U N X, est un ouvert de X;. Donc tout ouvert de
X; pour la topologie induite est un ouvert de X; pour la topologie originelle. Réciproquement,
si U est un ouvert de X; pour la topologie originelle (par exemple U = Xj), alors pour tout j,
la partie UNX; = UN(X;NX;) est un ouvert de X;, donc de X;, donc U est un ouvert de X.
Ceci montre le résultat.

Exercice E.52 Supposons que f : R — R? posséde une différentielle partout non nulle, et que
son image soit {(z,|z|) : = € R} C R?% Notons f(z) = (a(z),b(z)). On peut supposer sans
perte de généralité que f(0) = 0.

La fonction b atteint un minimum en 0, donc '(0) = 0. Ainsi, |b(x)| = o(z) au voisinage de
0. Comme |a(z)| = |b(x)|, on en déduit a(z) = o(x), puis ¢’(0) = 0. Ainsi, f'(0) = 0, ce qui est
absurde.

Si on retire la condition de non-nullité de f’, on peut par exemple prendre f(z) = (2%, [2°])
(et on peut méme prendre un exemple C™ avec (ze~/%” |z|e1/+%)).

Exercice E.54 On peut supposer sans perte de généralité que £ = F' = R", pour un n dans
N, dans ’énoncé du théoréme d’inversion locale, que £ = R" et F' = G = R™, pour des n,m
dans N, dans celui des fonctions implicites, et que tous les points particuliers (x et f(x) dans
I'énoncé du théoréme d’inversion locale, a et b dans celui des fonctions implicites) sont égaux a
0.

Montrons que le théoréme d’inversion locale implique celui des fonctions implicites. Soit
h(z,y) = (z, f(z,y)). Alors h est définie sur un voisinage de 0 dans R™ x R™, de classe C* et sa
différentielle est inversible. On peut donc trouver un voisinage ouvert V' x W de 0 sur lequel i
et b1 sont définies, de classe C! et injectives. Notons g : &+ pry o h=1(z,0), qui est de classe
C? et définie sur V. On prend V' C V tel que g(V’') C W. On a alors

{(@,y) e V!X W« f(z,y) =0} = {(z,9(x)) : x €V}

Montrons l'inclusion du membre de droite dans celui de gauche : nous avons (z,0) = h(z, g(z))
= (z, f(z,g(x))) donc f(z,g(x)) = 0. Montrons I'inclusion opposée : si f(z,y) = 0, alors

Mz, g(x)) = (2,0) = (z, f(z,y)) = h(z,y) ,

donc y = g(z), par injectivité de h sur V' x W.

Montrons que le théoréme des fonctions implicites implique celui d’inversion locale. Soit
h Papplication définie sur un voisinage de (0,0) dans R™ x R™ par h(z,y) = f(y) — x. Alors
0yh(0,0) = dfy est inversible, donc le théoréme des fonctions implicites donne P'existence d’un
voisinage V' x W de (0,0) et d'une fonction g : V — W de classe C! tels que

{(z,y) e VX W 2 fly) =2} = {(z,9(x)) : € V}.

Pour y assez proche de 0, on a f(y) € V et y € W, si bien que, en posant = f(y), on a
y = g(x), puis y = go f(y). Ainsi, go f = id au voisinage de 0, et on montre de méme que
f og=id au voisinage de 0.

Exercice E.55 (1) Notons ay,...,a, les colonnes de la matrice A et hy,...,h, celles de H.
En utilisant la multilinéarité du déterminant, on vérifie que

det(A+ H) = det(ay, ..., an) + Y _det(ar, ..., ar 1, hx, a1, -, an) + O(|[H| ).
k=1

Ainsi, la différentielle du déterminant est donnée par

n

d(det)4(H) = Zdet(al, e Q1 gy Qs e ).
k=1

En particulier, si A est inversible, alors on vérifie que

d(det)y: H + detA trA7'H |

en montrant, en utilisant la formule de l'inverse d’une matrice, que les applications linéaires
d(det) s et H + det A tr A=*H coincident sur la base de M,,(R) formée des matrices élémen-
taires Ej, pour 1 < k, ¢ < n, ou les coefficients de Ej, sont nuls sauf celui en position (k, (),
qui vaut 1.

Supposons que d(det)s = 0. Pour 1 < k,¢ < n, I'équation d(det)(Ey,) = 0 montre que
le mineur de taille n — 1 de A obtenu en supprimant la k-éme ligne et la [-éme colonne de A
est nul. Ainsi, d(det)4 = 0 si et seulement si tous les mineurs de taille n — 1 de A sont nuls,
c’est-a-dire si et seulement si le rang de A est strictement inférieur a n — 1.

(2) Soient A un élément de X, E une droite vectorielle dans M, (R) telle que d(det) 4 ne soit
pas nul sur E, et F' un supplémentaire de E, si bien que M,,(R) est canoniquement identifié a
E x F. On va appliquer le théoréme des fonctions implicites a la fonction ¢ donnée sur £ x F
par ¢(M) = det(M)—1. Comme d¢4 est non nul sur E, il existe un ouvert U de F' et un ouvert
V de FE tels que A € U x V, et une application ¢ : U — V de classe C™ telle que

(BeUxV : ¢(B)=0} = {(C,(C)) : CeU}.

Pour conclure, on prend f(C) = (C,¥(C)), qui est manifestement un homéomorphisme sur son
image dont l'inverse est donné par la premiére projection, et dont la différentielle est partout
injective.

(3) Les arguments sont les mémes que dans la question précédente, a ceci prés que, si on
part de A € X, il faudra se restreindre a un voisinage W de A sur lequel {B € W : det(B) =
0} € X. Cela ne pose pas de probléme puisque le rang est semi-continu inférieurement.

(4) Soit X D'ensemble des matrices de rang au plus n — 1. Supposons qu'’il existe une ap-
plication f définie sur un voisinage U de 0 dans R ~! vérifiant les propriétés indiquées, avec
f£(0) = 0. Comme n > 2, la matrice Ey; appartient & X. Pour ¢ assez petit, il existe donc un
élément ey, () de U tel que f(eg,(t)) = tEj;. Comme f est un homéomorphisme sur son image,



er1(1/p)

er,(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. La suite appartient a la sphére unité compacte

[lex,:(1/p)]]
de R"Ll, on peut donc supposer qu’elle converge vers un vecteur v;; de norme 1. Alors
. . flewa(1/p))
leo(’l)k-,l) = lim -———-=.
llexo(1/p)I

Comme f(eg,;(1/p)) est proportionnel a la matrice Ej;, on obtient en passant a la limite que
dfo(vgy) = AEjg,; avec A € R. Comme dfy est injective, A # 0. Ainsi, I'image de I'application
linéaire df; contient toutes les matrices Ej ;. C’est absurde puisque dfy est définie sur un espace
de dimension n? — 1.

Exercice E.57

(Démonstration du corollaire A.5) Quitte a appliquer un isomorphisme linéaire de R”", on
peut supposer que I'image de dfy soit engendrée par les p premiers vecteurs de base de R™. Soit
alors

g(zr, . ) = fler, o xp) +(0,0.0,0, 2pg1, -, @)
La différentielle de g en 0 est inversible, donc 1) = g~ est bien définie au voisinage de 0. Ainsi,
au voisinage de 0,

(@1 0,0y, 0) = G0 (@, 2,0, 0) = Yo flan,. .., ).

(Démonstration du corollaire A.6) Quitte a appliquer un isomorphisme linéaire de R”, on
peut supposer que les images par dfy des ¢ premiers vecteurs de la base canonique de R"™ forment
une base de R?. Soit alors

g:('Ilv"'v'zﬂr)’_)(f($17'"7ITL)7IQ+17"'7ITL) .

L’application g est de classe C* au voisinage de 0, envoie 0 sur 0, et sa différentielle en 0 est
inversible. Par le théoréme A.2 d’inversion locale, ¢ = g~! est un C*-difféomorphisme local de
R™ en 0, et, en considérant les ¢ premiéres coordonnées de g o ¢ = id, on a, au voisinage de 0,

(Démonstration du corollaire A.7) Notons (e1, . .., e,) la base canonique de R et (fy, ..., f,)
celle de RY. Nous pouvons supposer, quitte & appliquer un isomorphisme linéaire & la source et
au but, que dfy(e;) = fi pouri=1,...,r, et dfp(e;) =0 pouri=r+1,...,p.

Soit 7 la projection sur les r premiéres composantes dans R?, et

Fo(zy,.omp) = (m(f(@r, oo 2p)s Trgty ooy Tp) -

Comme F est est de classe C* et dFy = id, 'application F' admet un inverse local G, qui vérifie
mo foG(xy,...,x,) = (x1,...,2,). Autrement dit, en faisant un changement de coordonnées
a la source, on s’est ramené au cas ou

f(xlv"'vxp) :(l‘lv"'v‘rﬁg(‘rlw'wl‘p))'

Soient i,j > r. Pour x proche de 0, considérons le mineur de Jf,, obtenu en ne gardant
que les r premiéres lignes et colonnes, la i-éme ligne et la j-éme colonne. Ce mineur est nul,
puisque df, est de rang r.

SZ; () = 0. Ainsi, g;(@1,...,2p) = gi(z1,...,2,,0,...,0). Donc

flay, .. xp) = f(ze,...,2,,0,...,0) .

Considérons maintenant f restreinte & R" x {0} : elle est immersive en 0, si bien qu’on peut la
transformer au voisinage de 0 en (1, ..., 7,) = (z1,...,2,,0,...,0) par un C*-difféomorphisme
local au but. Ceci conclut.

Donc

Remarque. Ce résultat est moins anodin qu’il n’y parait. Essayez par exemple de montrer le
résultat suivant : soit f : R? — R? dont la différentielle est partout de rang 1, égale a l'identité
sur R x {0}. Alors 'image de f est incluse dans R x {0}. Directement, ce n’est pas évident que
f ne va pas s’écarter de la droite des abscisses, et que la condition de rang de la différentielle
est une contrainte suffisante.

Exercice E.58 On montre que ouvert de V sur lequel f est immersive est dense dans V/,
par 'absurde. Sinon, soit U un ouvert non vide de V' sur lequel f n’est immersive en aucun
point , et r < m le rang maximum de df,, atteint en un point zy € U. Par semi-continuité
du rang, le rang de df, pour x proche de xy est > 7, et < r par maximalité. Le théoréme du
rang constant s’applique et montre que f s’écrit, quitte & composer a droite et a gauche par un
difféomorphisme local, sous la forme f(zq+ h) = f(xo) + (ho,- .., hr,0,...,0), ce qui contredit
Uinjectivité de f puisque r < n. Puisque f est immersive en au moins un point, on a n < m.
L’application df, n’est pas nécessairement injective partout, comme le montre I’exemple de

x — 23 sur R.

Exercice E.59

(1) Sin =1, alors f atteint son maximum sur l'intervalle ]a, b[ en un certain point ¢ qui est
un autre point critique de f. Si n > 2, alors la connexité de R” — B(0, R) pour tout R
implique que soit f tend vers +o0o en oo, soit f tend vers —oo en co. Dans le deuxiéme
cas, le maximum de f fournit encore un autre point critique de f.

(2) Comme f tend vers +oo en l'infini, I'ensemble K, est borné. Ainsi, son adhérence est
encore un compact connexe contenant a et b, ce qui montre que K,, C K,,. Ainsi,
K, est fermé. Soit M = inf{m € R : K, # 0}. Alors (Kps41/n)nen—jo} forme une
suite décroissante de compacts connexes non vides, donc son intersection est encore un
compact connexe non vide, qui contient a et b. Sur ce compact, f est majorée par M.
AiHSi7 K]\,j 7é @

(3) Puisque M > sup{f(a), f(b)}, sous 'hypotheése d’absence de point critique différent de
a, b, on vérifie aisément que 'intérieur de K, est constitué des points x de K, tels que
f(z) < M, tandis que sa fronticre est constituée des points = de Ky tels que f(z) = M
(en utilisant le théoréme des fonctions implicites). On en déduit que Ky est adhérence
de son intérieur.

Supposons que lintérieur de K, ne soit pas connexe, et qu'il s’écrive donc comme
réunion de deux ouverts A et B. Alors K); = AU B. Par connexité de K, les deux



ensembles A et B ne sont pas disjoints, et ils se rencontrent donc en un point z. Il
n’appartient ni & A ni a B car A et B sont ouverts et disjoints. Ainsi, f(z) = M.
Le théoreme des fonctions implicites appliqué au voisinage du point régulier x assure
qu’il existe un voisinage U de x tel que V = U N Ko m soit connexe. Comme V' =
(VNA)U(VNB), 'un des ouverts VN A ou VN B est donc vide par connexité, ce qui
contredit le fait que x soit dans I'adhérence de A et de B.

(4) L’intérieur de K est un ouvert connexe donc connexe par arcs. Il existe donc un chemin
reliant a a b et restant dans 'intérieur de K;. Ce chemin donne donc un compact connexe
contenant a et b et sur lequel f < M, ce qui est absurde car cela contredit la minimalité
de M.

Exercice E.60 (1) La fonction exponentielle est une série enticére de domaine de convergence
M, (R). Elle est donc analytique réelle, et en particulier C*>, comme fonction de M,,(R) dans
M, (R). Comme GL,(R) est un ouvert de M,,(R), elle est donc C* comme fonction de M,,(R)
dans GL, (R).

Comme exp(M) = >2° M ona

n=0 n!

> n—1 k n—k—1
—o MFXM
dexpy (X) = E 2izo

|
n=0 n

(attention & la non commutativité du produit!). En particulier, d exp, = Id.

(2) La premiére assertion vient du fait que detexp(M) = e") Si M est une matrice
antisymétrique, alors M commute avec sa transposée, et si A et B sont deux matrices qui
commutent, alors exp(A + B) = exp(A) exp(B). Donc si M est antisymétrique, alors

Lexp(M) exp(M) = exp(*M) exp(M) = exp(*M + M) = exp(0) = Id .

(3) Soit & € SO(n). Il existe une matrice orthogonale M telle que Mxz M~ soit diagonale par
cosf —sinf

blocs égaux a 1 ou de la forme ( sinf  cosd

. Ces blocs sont respectivement 1’exponentielle
0 —6

. cosf —sind e? 0
de 0 et ( 0 0 ) (dans SLy(C), la matrice ( sinf  cosf 0 e )

qu’il est facile d’écrire comme une exponentielle de matrice, et on revient ensuite dans SLa(R)).
Il existe donc une matrice antisymétrique X telle que MaM~! = exp(X). Finalement, v =
exp(M~'XM).

Montrons que, pour X € sly(R), ¢’est-a-dire tr(X) = 0, alors tr(exp(X)) > —2. Si X a deux
valeurs propres réelles, elles sont de la forme a et —a, et on a tr(exp(X)) = e*+e~* > 0. Sinon,
les valeurs propres a et —a de X sont complexes conjuguées, et elles sont donc imaginaires
pures, c’est-a-dire a = ib avec b € R. En particulier, tr(exp(X)) = ¢ + ¢ = 2cos(b) > —2.

_&O 71(}10 ) de SLy(R) n’appartient pas a exp(sly(R)).

(4) En diagonalisant une matrice symétrique dans une base orthonormeée, on vérifie que
son exponentielle est symétrique définie positive. Réciproquement, soit M symétrique définie
positive. En la diagonalisant dans une base orthonormée, puis en prenant le logarithme des
valeurs propres, on construit une matrice symétrique X telle que exp(X) = M. De plus, si P
est le polynome d’interpolation de Lagrange qui vaut log();) aux valeurs propres \; de M, on
a X = P(M).

) est conjuguée a

Ainsi, la matrice

Montrons que X est 'unique antécédent de M par 'exponentielle. Si M = exp(X’), alors X’
commute avec M, donc avec tous les polynomes en M, donc avec X. En particulier, exp(X' —
X) = exp(X) exp(X) ™! = I,,. En diagonalisant X’ — X, on en déduit que X' — X = 0.

Ainsi, exp réalise une bijection entre 'espace Sym,, (R) des matrices symétriques et 'espace
Sym; (R) des matrices symétriques définies positives. Elle est C*, car restriction d’une appli-
cation C* au sous-espace vectoriel Sym,,(R), dont Sym}(R) est un ouvert. Il reste a vérifier
que c’est un C*-difféomorphisme.

Soit M une matrice symétrique, montrons que exp est une immersion en M. Quitte a
diagonaliser M, on peut supposer que M est diagonale de coefficients Ay, ..., \,. La formule de
la différentielle de I’exponentielle montre alors que

X Sy AN
dexpy(A)y = Z k=0"0"T5

n=0

n! A

s Zz—l )\k)\n—lc—l

1l suffit donc de vérifier que les coefficients )~ ;== o sont non nuls. Si A\; = A;, ce

coefficient est égal a €', et il n'y a rien a faire. Sinon, le coefficient est égal a

. )
1A =AY ehi—eN
Z 7# = #0.
ne0 n: )\1—)\] )\z_)\]
Ainsi, dexp est partout inversible sur l'espace des matrices symétriques. En particulier, exp est
un difféeomorphisme local, et une bijection, donc un difféomorphisme.
(5) La formule de la différentielle de I’exponentielle peut se réécrire

P R
dexpy = 3 ot
|
P.g=0 (p+q+1)!

Notons de plus que les opérateurs Ly, et Ry, commutent.
Supposons tout d’abord L,; — Ry, inversible. Alors

Lh RS, o0 L7, —RY,
dexpy =30, 50 Gt = Dnco W Lomre = Tyemy (SXP(Lar) — exp(Rar))
o0 al k
= —adlM exp(Lay) (Id — exp(—adM)) = exp(Las) Zk:o(_l)k—((:ﬁig s

ce qui est le résultat recherché.

Notons que cette démonstration n’utilise que le fait que Ly, et Ry, commutent. Lorsque
Ly — Ry n’est pas inversible, le méme argument s’applique donc a Ly, + Ald et Ry, avec A > 0
assez petit, de telle sorte que Ly, — Ry + Ald soit inversible. On conclut ensuite en faisant
tendre A vers 0.

(6) Si Ap,...,\,2 sont les valeurs propres complexes de adM, la formule de la question
précédente montre que les valeurs propres complexes de exp(—M)d exp,, sont ]’ik Mg e # 0,
et 1si Ay, = 0. Ainsi, cet opérateur est inversible si et seulement si les valeurs propres non nulles
satisfont e™* # 1, c’est-a-dire \; ¢ 2inZ.

Exercice E.63 (3) Comme U NV est non vide, X est connexe par arcs. Soit a un lacet en .

Par compacité, il existe n € N non nul tel que a([%, % ) soit contenu dans U ou dans V' pour
tout i € {0,...,n}. Pour tout i € {0,...,n}, soit ¢; un chemin entre et a(*), contenu dans

U, V,UNV si a(t) appartient a U, V, U NV respectivement (ce qui est possible car U, V,UNV

Z
n



sont connexes par arcs), avec cq et ¢, constants. On note a; le chemin ¢ — a(&%). Il n’est pas
difficile de voir que le lacet o en x est homotope a

(Co-ap-c1)- (Grar-c) oo (G- Qnez - Coo1) - (Goot - Q1) -

Pour i € {0,...,n — 1}, le chemin @ - ; - ¢;41, est un lacet en x contenu dans U ou dans V.
Comme U et V sont simplement connexes, chaque - a;-¢; 41 est homotope au lacet constant
en z. Donc a est homotope au lacet constant en x. Par conséquent, X est simplement connexe.

(4) La sphére S,, est réunion de l'ouvert U complémentaire du pole nord, et de 'ouvert V'
complémentaire du pole sud. Les ouverts U, V sont contractiles, donc simplement connexes par
(2). L’intersection U NV se rétracte par déformation forte sur 'équateur S,,_1, qui est connexe
par arcs si n > 2.

(5) On raisonne par récurrence sur n. D’aprés lexercice E.15, la droite projective Py(C)
est homéomorphe a la sphére Sy, donc est simplement connexe par (4). On suppose main-
tenant P, (C) simplement connexe. Soit U (le domaine d’)une carte affine de P,1(C), et V
le complémentaire d'un point de U dans P,.1(C). Alors U est contractile, et V' se rétracte
par déformation forte sur P,(C), donc est simplement connexe. Par (3), 'espace P,1(C) est
simplement connexe.

Exercice E.64 Soit [ une partie de {1,...,m} et J une partie de {1,...,n}. Le coefficient
I, J de la matrice de I'application A*f : w — f*w est égal au mineur My ; de la matrice de f
correspondant aux lignes d’indice dans / et aux colonnes d’indice dans J :

A*f(éJ) = Z ]\/[I,Jfl .
I
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