Dégererescences de structures projectives complexes sur l&cesy
d’apres D. Dumas

par Fiederic RULIN

Le but de ces notes est d’exposer les jalisultats de David Dumas [Dum2]
sur les @gerérescences de structures projectives complexes sur lExeasir
avec un brin de topologie de Grom@gquivariante, au sens de [Pau}].

Nous noteronst, une surface gelle, lisse) compacte connexe orientable
de genreg > 2 et ig — X, un reetement universel d&,, de groupe des
automorphismes de rétementI’, (muni de la topologie diséte).

Le résultat principal de [Dum2gnon& au corollaire 16 (3), est le suivant
(nous dfinirons toutes les notions qui y apparaissent dans legepdra 4).

THEOREME 1. Soit ([D,pi])ien Une suite de structures projectives
complexes surX,, dapplications eveloppantes [ de repésentations
d’holonomie p;, et soit ¢; la difféerentielle quadratique holomorphe s,
obtenue en passant au quotient pBy la dérivee schwarzienne de;DSup-
posons que la structure de surface de Riemann X 3Syrsous-jacent& ¢;
soit constante. Soit T un arbré@el muni d’une action isoétrique del’',, dont
la classe d’homotétie équivariante est une valeur d’adlence pour la com-
pactification de Morgan-Shalen de la suite des catees$ des ref@sentations
pi. Alors il existe une valeur d’'aditence ¢ de la suite (ﬁ)iem dans
'espace de Banach des difentielles quadratiques holomorphes sur X et
un morphisme d’arbreséels I',-équivariant de I'arbre dual au feuilletage
horizontal du releé de ¢ sur 3, a valeurs dans Ta homotletie prs. Ce
morphisme est iso@trique si les @ros de¢ sont simples.

1) Lauteur remercie fortement le rapporteur pour l'incitatia écrire 'appendice A, donnant
une nouvelle dmonstration (qui doittre attribie au rapporteur) de la proposition 12.
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1. STRUCTURES PROJECTIVES COMPLEXES SUR LES SURFACES

1.1 DEFINITIONS

Rappelons que le groupe de Lie complexe RS) = SL,(C)/{£Id}
agit fidelement et holomorphiquement sur la droite projective derg
P1(C) = CU {0} par les homographies+— ‘gig et que le stabilisateur de
louvert H={ze C : Im z> 0} est PSL(R) = SL»(R)/{£Id}.

Une structure projective complexsur une surfaceS est une G, X)-
structure surS ou X = P1(C) et G = PSL,(C), c’esta-dire un atlas maximal
de cartes lisses d& a valeurs dansX dont les applications de changement
de cartes sont localement des restrictiorslathents deG. Un isomorphisme
de (G, X)-structures est un hosomorphisme qui envoie atlas sur atlas par
précomposition. Le groupe des difimorphismes deS agit sur I'ensemble
des structures projectives complexes Supar pecomposition des cartes.

Pour toute structure projective complexe iy, il existe (voir par exemple
[Thu, §3.4]) un couple @, p) ou p : I'y — PSLy(C) est un morphisme de
groupes, appélsareprésentation d’holonomjeet D : ig — P1(C) est une im-
mersion lisseequivarianté), qui est localement un isomorphisme de structures
projectives complexes, ap@el sonapplication developpante Par analyc,
I'application ceveloppanteD détermine la reg@sentation d’holonomig, mais
mettre en avant le coupld®(p) est utile. Ce couple est uniquemesgfidi mod-
ulo l'action de PSk(C) ol a € PSLy(C) agit par D, p) — (a oD, apa™l).

Nous noteronCP1(3,) le quotient de I'ensemble des structures projectives
complexes surX, par le groupe Dif§(X,) des isotopies) de X,. Ainsi
CPi(X,) est identife & I'ensemble des classe®.[p] de couples D, p)
ou p: I'y— PSLy(C) est un morphisme de groupes Bt : ig—>P1(C)
est une immersiorequivariante, modulo I'action de PZIC) ci-dessus et
la préecomposition deD par un diffomorphismel’,-équivariant deig.
Nous munironsCPy(¥,) de la topologie quotient de la topologie produit
des topologies compactes-ouvertes surDegt sur lesp.

Notons T(X,) I'espace de Teichiiller de X, c'esta-dire le quotient de
I'ensemble des structures de surface de RiemanrEgupar Diffo(X,), muni
de la topologie quotient de la topologie®Csur les sections du fibrdes
endomorphismes du firtangent &el deX, (donrées par les multiplications

2) Si E et F sont deux ensembles munis d’une action d'un grotpe une application
f : E—F est dite(H-)équivariantesi pour tous lesx € E et h € H, nous avond (hx) = hf(x).
Si l'action de G sur F est triviale, nous dirons aussi qdeest (H -)invariante

3) Une isotopiede ¥, est un diftomorphisme de, isotopea lidentite (ou, de marire
équivalente, homotopa l'identite).
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par i). Puisque les homographies sont holomorphes, toute steuptojective
complexe sur une surfac® définit une structure de surface de Riemann Sur
dite sous-jacenteD’ou une application continue d’affaiblissement de structure

chl/T . CPl(Zg) —>T(Eg) .

Si X est une structure de surface de Riemannsyr nous noteronsX]
la classe deX dansT(X,) et CPy(X) la fibre defcp, /7 au-dessus deX].

Le groupe modulaire Mod(X,) = Diff (3,)/Diffo(X,) de X, agit
naturellementd droite) surCP,(X,) et sur7(X,) par passage au quotient des
précompositions de structures. L'applicatiégy, /- est Modg,)-équivariante,
et admet une section continégguivariante, ditduchsienngpar le tleoeme
d’uniformisation des structures complexes réley surX,. L'image de cette
section est forree des D, p] ou D est un diffomorphisme sur le disque
ouvert unié de C et p(I'y) est contenu dans PZ(R).

Aprés avoir introduit les objets utiles, nous donnerons un meat@age
de I'espaceCPi(X,), qui montrera en particulier qu'il est h@amorphea
R'2-12 Nous renvoyons [Dum1] pour tout com@ment sur la partie 1.

1.2 FEUILLETAGES MESURES

Soit S une surface. Urfieuilletage mesu (voir par exemple [FLP, Exp. 5])
de S est un feuilletageF de dimension 1 deS privee d'une partie diséte
A, muni d’'unemesure transversg@, c'esta-dire pour tout arc transverdede
F d'une mesurey, surl, de support total et sans atome, qui sont invariantes
par les restrictions (sU C I, alors (u); = uy) et par le pseudo-groupe
d’holonomie transverse (di: | —J est une application d’holonomie le long
de feuilles entre deux arcs transverses, alorg, = py, voir le dessin de
gauche ci-dessous), singulariés de type sellé@ au moins 3 branches en tout
point de A (voir les dessins de droite ci-dessous).

i h(y)
ﬁ\

Nous noteronsMF, I'ensemble des classesédjuivalence de feuilletages
mesués de X, pour la relation céquivalence engengle par I'action des
isotopies et desnouvements de Whitehealtecrasements de connexions de
selle ou leurs inverses (biergfihiesa isotopie pés, voir le dessin ci-dessous).

h(X)
J

x

b
X
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Nous le munissons de la topologie quotient de la topologte des feuilletages
et la topologie vague (faiblétoile) des mesures transverses.

W _ \v
%ﬁ\ %@

1.3 DIFFERENTIELLES QUADRATIQUES HOLOMORPHES

Soit Y une surface de Riemann. Udéférentielle quadratique holomorphe
(voir par exemple [Gar, §1]) surY est une section holomorphe du
fibré vectoriel holomorpheK? des 2-formes holomorphes su¥, cest-
a-dire la donie pour toute carte localeU(z) de Y d'une application
holomorphe ¢y, : U—C telle que si ¥,w) est une autre carte locale,
alors ¢y (w) dw? = ¢y ,(2) dZ sur U N V. Nous noterons par abus encore
¢ l'application ¢y , pour toute carte localel,z) de Y. Si Z est une
surface de Riemann dt: Z— Y est holomorphe, notong*¢ la différentielle
quadratique holomorphe s telle que si U,2) et (V,w) sont des cartes
locales deY et Z telles quef(V) C U, alors €*¢)v,w = ¢u,zofy (f)2.

Si Y est compacte connexe de genge le theoeme de Riemann-
Roch implique que la dimension de I'espace vectoriel corgl@(Y) des
différentielles quadratiques holomorphes ¥uest 3;—3. Cet espace vectoriel
est alors muni d’une norme naturell®||, qui est la masse totale de la mesure
qui dans une carte localdJ(2) s'écrit |¢u,-(2)| |d2?.

Une différentielle quadratique holomorphsur la surface lisse&, est la
donrée d’une structure de surface de Riemaqisur 3, et d’'une diferentielle
quadratique holomorphe sur X. Le groupe des difomorphismes de&Z,
agit naturellement sur I'ensemble des éitintielles quadratiques holomorphes
sur X,. Nous noteronsQ(X,) le quotient de cet ensemble par le groupe
Diff o(¥,) des isotopies d&:,, muni de la topologie quotient de la topologie
produit des topologies compactes-ouvertes. La pgesrprojection X, ¢) — X
induit une application d’oubli continue MoB()-équivariante

Og/7 1 QEg) = T(Xy) -

Les espacex(X,) et T(X,) admettent (voir [Gar, §5]) des structures de
varietes holomorphes, rendant les actions de NIhgl(par biholomorphismes,
qui font de 6g,7 un fibré vectoriel holomorphe, la fibre au-dessus de
[X] € T(2,) étant Q(X). L'espace de Teichiiller est hondomorphea R®—6
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(voir par exemple [FLP, Exp. 7]), don@(%,) est hongomorphea R%9-12,

Etudions les propéites geonétriques des diffrentielles quadratiques holo-
morphes (voir [Gar, §2]). Fixons uglementy € Q(Y) non nul. En particulier,
I'ensemble p—1(0) de ses &ros est discret (donc fini &f est compacte).

Si xg € Y n'est pas un &ro deg, alors il existe une carte localé)(2) de
la surface de Riemani¥ au voisinage dexy telle que z(xp) = 0 et ¢ = dZ
sur U. Une telle carte locale est uniquemesfidie modulo I'action du groupe
des z— +2z+ 7. Puisque ce groupe @serve la ratrique euclidienne d&,
ceci munitY — ¢~1(0) d'une structure plate(d’une nétrique riemannienne
a courbure sectionnelle constante nulle). La norfigd| est égalea l'aire
riemannienne totale de cette structure plate.

Si xg € Y est un &ro d’'ordrek > 1 de ¢, alors il existe une carte locale
(U, 2 de la surface de Riemanyi au voisinage dex, telle quez(xp) =0 et
#(2) = 2dZ. La surface plateY — ¢~(0) a une singularé conique d’angle
(k-++2)m en xp. Notonsd, la distance sulY définie par cette structure plaie
singularigés coniques (borne iafieure des longueurs euclidiennes des chemins
entre deux points qui sor€! par morceaux et ne passent qu’un nombre fini
de fois par les singulaés). Pour toutt > 0, nous avong, = v/t d.

Les transformationsz — 42z + 7, préservent les droites horizontales.
Les cartes locales\,2) ci-dessus dfinissent donc, en prenant les images
réciproques des droites horizontales, un feuilletefge de dimension 1 de
Y—¢~1(0), dont les feuilles locales sont les composantes comsma® courbes
d’équation Imz = c pour c € R, qui en tout &ro d’'ordrek > 1 de ¢ admet
une singulariés de type sellé k + 2 branches.

Les transformationg — + z+ 7, préservent les mesures de Lebesgue sur
les droites verticales. Tout arc transverse au feuillefmgedroites horizontales
de R? peutétre pouss par holonomie le long des feuilles sur un arc vertical.
Les cartes localesl, 2) ci-dessus éfinissent donc une mesure transverse
pour ce feuilletage: st: [0,1] — Y est un chemin transverse par morceaux,
d’'image contenue dand, sa mesure transverse est

/1|Im (zoc(t))| dt.
0

Nous noterons Xy, 1) Ou Fy par abus ce feuilletage megurque nous
appellerons lefeuilletage horizontalde ¢. Pour toutt > 0, nous avons

Nous renvoyons par exempée [Gar, §11.1] pour leésultat suivant, qui

dit qu'a structure complexe sous-jacentegix une difeérentielle quadratique
holomorphe non nulle est caracisce par son feuilletage horizontal.
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THEOREME 2 (Hubbard-Mazur). Soit X une structure de surface de
Riemann sutz, . L'application de Q(X)—{0} dans MF, définie par¢ — Fy
est un horaomorphisme. []

1.4 DERIVEE SCHWARZIENNE ET PARAMETRAGE DE CP3(2,) PAR Q(3,)

La dérivee schwarzienne d’'une immersion holomorphe entre surfdees
Riemann est son obstructianétre localement projective (voir par exemple
[OT2, OT1 §1.3]). Elle est fondamentale en analyse comp(prer cfinir la
structure holomorphe d& (X,), voir [Gar, p. 99], pour I'uniformisation, voir
[Sai, p. 149], et pour d’autres aspects des fonctions uetas, voir [Leh])
et en systmes dynamiques (en versiogetle), voir [dMvS, §II1.3].

Soient  un ouvert deC et f : Q — P;(C) une application holomorphe
localement injective. Ladérivee schwarziennede f est la diferentielle
guadratique holomorphe s définie par

(M@ 1/17(2\2
St = ((f'(z)) B Z(f’(z)) )d22
Nous avons Sf = 0 si et seulement sif est localement restriction
d’homographies. Elle &rifie la propréte de cocycle

S(fog)=g"(Sf)+ Sg .

Soit X une structure de surface de Riemann Eyr. NotonsX la structure
de surface de Riemann refs sur ig, identifiee par uniformisation au
demi-plan ouvert sugrieur H de C. Si D : X — P;(C) est une application
developpante d’une structure projective complexe 3yrde repésentation
d’holonomie p, alors SD est une diférentielle quadratique holomorphe sur
X, invariante par I'action dd’, : puisquev € I'; agit par homographies sur
X et p(y) par homographies suPi(C), nous avons

7*(SD) = S(Doy) = S(p(y)oD) = SD .

Donc %z SD passe au quotient en une @iféntielle quadratique holomorphe
¢ =8D modT, sur X. La classe d'isotopie de celle-ci négend que de la
classe D, p], d'ou une application deCP1(X) dans Q(X). Le theoeme de
dépendance continue de solutionggliations diferentielles montre que cette
application est un hogomorphisme.

Le choix d'une section continue Mad()-équivariante deficp, /7 per-
met de recoller ces hamemorphismes lorsque la structure complexe sous-
jacente varie, pour obtenir un h&wmorphisme Mod{,)-équivariantfcp, o :
CP1(24) — Q(X,) qui rend commutatif le diagramme suivant:
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Hcpl/Q

CP1(%,) (%)
Ocp, /T e 1/‘9Q/T
T() -

2. AUPRES DE MON ARBRE

Découverts par Bruhat-Tits (voir par exemple [Tit]) et papiges par
Morgan-Shalen [MS1, MS2] (voir les survols [Shal, Sha2, MB@s2, Pau3]),
les arbres reelssont les espaceséatriques uniquement connexes par arc, dans
lesquel tout arc est isosiriqguea un intervalle deR.

Nous renvoyons par exempie[BH, 81.1, §lll.H.1, 811.1, 8§11.8, 8l11.H.3,
§11.6] pour tout compgment (dont les @monstrations &cessaires) aux rappels
ci-dessous sur les espacemgesiques, hyperboliques, CATE), leur borda
I'infini, leurs isométries. Un espace @trique X estgéodesiquesi pour tous les
X,y € X, il existe un (pas forement uniquesegment gocesiqued’extremites
X et y, c’esta-dire un chemin iso#trique c : [a,b] — X tel que c(a) = x
et c¢(b) = y; par abus, son image sera @et,y]. Pour touts > 0, un
espace ratrique godesiqueX est ¢ -hyperboliquesi pour tous lesx,y,z € X
et tous les segmentsegeesiques X, vyl,[y,2,[z X], chacun de ces segments
est contenu dans lé-voisinage ferrd de la union des deux autres. Pour
tout n > 2, I'espace hyperboliqueeel HE (& courbure sectionnelle constante
—1) est In(1+ v/2)-hyperbolique (constante optimale). Les arbresls sont
les espaces @atriques @ocesiques 0-hyperboliques.

z z
)\ i Y i \JY i \
T X X T R2

Rappelons gu’'urespaceCAT(—1) (respectivement CAT(0)) est un espace
métrique @ocksique tel que pour tous legy,z € X et tous les segments
geocksiques X, y1, [y, 2, [z K], si X, ¥,z dansH3 (respectivemenRk?) sont
tels qued(X,y) = d(x,y), d(y,2 = d(y,2) et d(X,2) = d(x,2), alors pour tout
p €[xyVy], si pe[xy] verifie dX,p) = d(x, p), alors d(p,2 < d(p,2). Tout
espace CAT{1) est In(1++/2)-hyperbolique. Tout arbreéel est CAT(1). Si
¢ est une diferentielle quadratique holomorphe sur une surface de Riema
Y, alors I'espace ®@trique {,d,) est localement CAT(0), et globalement

CAT(0) si Y est simplement connexe.
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Soit X un espace CAT(0). Umayon (resp. unedroite) géocesiquedans X
est une application isoetrique de [0+oo[ (resp. R) dans X. Notons 9.,X
le bord a l'infini de X: c’est I'ensemble des classes de rayoesd@siques
pour la relation @tre a distance de Hausdorff finie», muni de la topologie
guotient de la topologie compacte-ouverte. Nous muniskorginion disjointe
XU0Os X de I'unique topologie ratrisable, induisant les topologiespedentes
sur X et surd.. X, telle qu'une suite X)icn dans X converge vers la classe
d’'un rayon geocksiquep si et seulement si la suite de segmendéedsiques
entre p(0) et x; qui stationne enx; converge versp pour la convergence
uniforme sur les compacts des applications continues de-d€f dans X.

Si X est propre (c'esta-dire si ses boules fe@es sont compactes), alors
XU dX est compact, et appella compactification §odesiquede X.
Soit v une isongtrie de X. Nous noterons encore l'unique extension
continue dey a XU 0, X. La distance de translationle v est
() = inf d(x,7) -
Lisomeétrie v est (voir [BH, §11.6])
- elliptique si elle admet un point fixe, auquel cdéy) =0;
 hyperboliquesi la borne inérieure @finissant ¢(y) est atteinte et si
() > 0; il existe alors au moins une (image de) droiteodesique
sur laquelley agit par translation de distanc&y), appeée un axe de
translationde ~; si X est CAT(-1), il est unique, c’est 'ensemble des
points x de X tels qued(x,v?X) = 2d(X, ¥X) ;
 paraboliquesinon. Les arbreséels n’en ont pas. SK est CAT(-1) et
propre, alorsé(y) = 0 et v admet un unique point fixe dan®,X.
Soit p une action isoratrique d'un groupd” sur X. Nous appelleronfonction
distance de translationet noterons/, (ou ¢x par abus quang est sous-
entendue) l'applicationy — £(p(v)) de I' dans [Q+oc[. Notons que pour
toute isonétrie v de X, nous avonsl.,,, -1 = /.

Nous renvoyons par exempée [Shal, Sha2, Mor, Bes2, Pau3] pour tout
compEment (dont les @monstrations &cessaires) aux rappels ci-dessous sur
les arbres &els. SiT est un arbreéel, une actionp d’'un groupe surT est
dite minimale (au sens des arbres) si elle n'admet pas de sous-arbre nen vid
propre invariant. Si¢, n’est pas identiquement nulle (quadd est de type
fini, ceci estéquivalenta demander quep n’ait pas de point fixe global),
alors T admet un unique sous-arbre invariant minimal, qui esélanion des
axes de translation d€. Le compété d’un arbre &el est encore un arbréel
(et les actions isoftriques de groupesétendent), mais un arbr@&el muni
d’une action minimale d’'un groupe n’est e@rgral pas complet.



DEGENERESCENCES DE STRUCTURES PROJECTIVES COMPLEXES 9

SoientT et T’ deux arbreséels. Une application continue: T — T’ est
un morphisme d’arbres &els (voir [MO]) si tout segment gocesique deT
peutétre subdivié en un nombre fini de segmentsogksiquesl;,...,lx en
restriction auxqueld est isonétrique. La composition de deux morphismes
d’'arbres eels est un morphisme d’arbresets.

EXEMPLE. Soient F un feuilletage mesérde 3, et F le feuilletage
mesué de ig releve. Pour tout chemitc transverse par morcea@x? , notons
Ic| = sa mesure transverse totale (somme des mesures transiersescun de
ses morceaux transverses). Nous appellepsesido-distance transversatre
deux pointsx et y de ig pour Fla guantié

57(xy) = inf{|clr } .

ou la borne inérieure porte sur les courbestransverses par morceaax’
allant dex a y. C’est unepseudo-distanceelle érifie tous les axiomes des
distances sauf celui deeparation. lLarbre duala F est I'espace m@trique
quotient canonique N

Tz= g/~
ou ~ est la relation déquivalencex ~ y si et seulement sbz(x,y) = 0O,
muni de la distance quotiert=([x], [y]) = 0z(x,y) ou x et y sont n'importe
quels repesentants des classeq pt [y]. C'est le plus gros quotientepagé
de f]g muni de la structure uniformeéfinie par la pseudo-distande: (voir
[Bourb]). Nous noteronsr = : f]g%T/; la projection canonique. L'action de
Iy sur ig, qui est isorétrique pour la pseudo-distanée, passe au quotient
en une action isogtrique del’; sur Tx.

Nous rassemblons dans la proposition suivante les @éprides arbres
duaux, dusa Morgan-Shalen [MS1, MS2], Gillet-Shalen [GS] et MorgataiO
[MQ], voir aussi [LP] pour une @réralisation. Nous appellerons par abus
feuille singulere d’'un feuilletage mesé d’'une surface toute union connexe
par arcs maximale de feuilles et de singuksit

ProPOSITION3. (1) Toute feuille et feuille singwdie de F est propre, et
pour tous les x ety dan§g, nous avonsr =(x) = 7=(y) si et seulement si
X et y appartiennena la meme feuille oua la méme feuille singudire.

(2) L'espace ratrique Tz est un arbre éel, et I'action isoratrique del’,
sur Tz est minimale (au sens des arbres).

(3) Tout arc transvers@ F s'injecte par 7z dans Tx.
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(4) Pour tout arbre el T muni d’'une action isoatrique deT',, toute
application Fg-équivariante?: f]g%T qui est constante sur les feuilles et
isonetrique sur tout arc transverse (muni de la pseudo-distainarsverse)
induit par passage au quotient un morphisme d'arbrésls I';-équivariant
f: Tj'_— —T. O

Cette derrére assertion dit que les “pliages” dene peuvent avoir lieu
gu'aux images dang = des singularits deF. En particulier, siF na que
des singularigssa 3 branches, alor§ est isongtrique.

Notons A,c(T'y) I'ensemble des classes d'isétrieséquivariantes d’actions
isométriques minimales d&, sans point fixe global sur des arbréels, dont
les stabilisateurs de segmentsogesiques non triviaux sont cycliques. Nous
le munirons plus tard d'une topologie. Lésultat suivant (voir [Sko]) dit
gu'un feuilletage mesérde X, est caradrise, & isotopie et mouvement de
Whitehead pés, par son arbre dual.

THEOREME 4 (Skora). L'application de MF, dans A.(I'y), qui a la
classe d'un feuilletage mesurF associe la classe de son arbre dual,T
est un horaomorphisme. []

3. BN ROUTE VERS LINFINI

Les ultrafiltres (introduits par H. Cartan) st sont un moyen magique
de €lectionner des valeurs d’'aglfences de suites. Sait un ultrafiltre 4) sur
N, non principal(c’esta-dire contenant les congghentaires de parties finies),
qui existe par le lemme de Zorn. Une suitg)icn dans un espace topologique
E converge vers x E suivant le filtrew si pour tout voisinagey de X, il
existe| € w tel quex; € V pour touti € |, et on notex = lim, X;.

PROPOSITIONS.  Soit (X)icny Une suite d’'un espace topologique E.

(1) Pour toute valeur d'adérence ¢/ de (X)ien dans E, il existe un
ultrafiltre non principal w sur N tel que lim,, x = ¢ (voir [Bourb, Chap. I,
87, Prop. 8]).

(2) Si E est compaéj, pour tout ultrafiltre non principalw sur N, il
existe un et un seul € E tel quelim,, x = ¢, et £ est une valeur d’adérence
de (%)ien (voir [Bourb, Chap. I, 89, A1]). O

4) Un filtre est un ensemble non vide de parties non vides, stable pasdnt®ns finies et
passage la surpartie. Unltrafiltre est un filtre maximal (pour l'inclusion), voir [Bourb, Ch. | ]

5) Un espace topologique (localement) compact égag, par @finition.



DEGENERESCENCES DE STRUCTURES PROJECTIVES COMPLEXES 11

Rappelons que I'espace-po, +oc] est compact, donc toute suitédlle
admet une limite suivant dans cet espace.

Suite a l'interprétation logique par van der Dries et Wilkie [DW] de son
article [Grol], Gromov a introduit dans [Gro2, §2] une natide limite
d’'actions isongtriques sur des espacegtnques variables.

SoientT" un groupe fie et (X, d;, *i, pi)ien UNe suite d’espacesétriques
(Xi,d)) pointes enx; munis d’une action isogtrique p; de I' (ne péservant
pas forément le point base), telle que pour toue T,

lim di(xi, pi(7)#i) < +oo.
Consicerons I'ensemble
Xoo = {()ien € [] X : lim dii,%) < 400}
ieN ¢
pointe en x., = (xj)ien, Muni de la pseudo-distance (qui en est bien une),
ou X = (X)ien €t y= (Yi)ien, €t de I'action diagonalev.,, de I" définie par

Ao (M08)ien = (AN 1y -

qui est isongtrique pour la pseudo-distandeg, . L ultralimite (X,,, d., *w, pw)
de la suite X, di, *i, pi)ien Suivantw est I'espace r@trique quotient canonique

Xeo = Xoo/ ~
ou x ~ Yy si et seulement st (x,y) = 0, muni de la distance quotient

dw([X]a [y]) = dOO(X7 y) ;

ou [x],[y] sont les classes @fuivalence dex,y € X,, poin€ en la classe
d’équivalencex,, de *.,, muni de 'action isordtrique quotient dd” définie
par

PN = [Poc(MA -

Nous noteronsX] la classe ddquivalence d’'urelement &)ien € Xoo -

Cette ultralimite est en fait une limite suivant le filtre de la suite
consicerée, pour la topologie suivante (voir [Paul]). Rappelonsuge’cor-
respondanceR entre deux ensemblelS et F est une relationR C E x F
dont les deux projections sUE et sur F sont surjectives.

Soit £ un ensemble d’espaceséiriques munis d’'une action isd@trique
de I" (ou un ensemble de classes d'isetnie équivariante de tels objets).
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Pour tout X dans &, pour toutes les parties finidls de X et P de I, et
pour tout e > 0, notonsVk p(X) I'ensemble desX’ € £ tels gu'il existe
une partie finieK’ dans X’ et une correspondanc® entre K et K’ telle
que, pour tous lex,y € X, X,y € X et vy € P, si xXRX et yRY, alors
| d(x,vy) —d(X, 1Y) | < €. Lensemble des’k p (X), pour les parties finie&
de X et P de T, et lese > 0, est un sysgime fondamental de voisinages de
X pour une topologie su€, appeée latopologie de Gromoequivariante

Cette topologie n'est enégéral pas 8pake: par exemple, si une suite
(Xien converge versX, alors elle converge aussi vers tout sous-esgace
invariant de X (nous utiliserons ceci plus tard). Il est ingdiat de erifier
que K.,d,,po) est une limite de la suiteX(, d;, pi)ien Suivant le filtre w
pour cette topologie. Ainsi, toute suite d’actions qui neudgpent pas trop des
points bases a une limite! L'essentiel du travail de coreecg est raména
trouver des points bases qui, quitierenormaliser les distances, ne sont pas
trop bougs par lelements del. Etudier les propétes des limites obtenues
est souvent la partie la plus importante du travail.

Voici des proprétes imnediates des ultralimites (voir [KalL, Prop. 3.6,
3.12)).

PrOPOSITIONG6. (1) L'espace ratrique X, est complet.

(2) Si f: Xi—Y; est une application();, ¢)-quasi-isongtrique (respec-
tivement \; -lipschitziennej), si A = lim A\ < o0, ¢ = lim, ¢ < oo et
lim,, d(fi(*i), xi) < oo, alors l'application f, = lim,fi : X, —Y, définie
par [x] — [fi(x)] est (), ¢)-quasi-isongtriqgue, et donc isostrique si
(A, €) = (1,0), (respectivemeni-lipschitzienne).

(3) Si X est ggocksique pour tout i, alors X aussi.

(4) Si X est ggocEsiqued;-hyperbolique pour tout i, sb = lim, § < oo
alors X, est geocksiqued-hyperbolique, et donc un arbreeel sid = 0. [

Par exemple, si X,d) est un espace @ftrique, si f)icy €St une suite
dans ]0+oco[ tendant verstoo (dite suite des scalairgset (x)ien €St une
suite dansX (dite suite des points d’observatipnalors 'ultralimite

1
(Xo, Ay, %) = lim (X = X, di = Td’*i)
w i
(T" est ici le groupe trivial) est appst un ddne asymptotiquele X.

6) Pour tous lesh > 1 et ¢ > 0, une applicationf : X —Y entre deux espaceséatniques
est \-lipschitziennesi d(f(x), f(y)) < Ad(x,y) pour tous lesx,y € X, et elle est X, €)-quasi-

isometrique si % dix,y) — e < d(f(x), f(y)) < Ad(x,y) + € pour tous lesx,y € X.
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Dyubina-Polterovich [DP] ont moréirque tous les@nes asymptotiques de
toutes les vaétes riemanniennes congiés simplement connexes de dimension
au moins 2 eta courbure sectionnelle au plusl (donc ceux deH3) sont
isometriquesa un néme arbre&el. Une description de celui-ci est 'ensemble
des applicationsf : [0,a] —[0,1] ou 0 < & < +oco, f(0) = 0, f est
localement constanta droite (c’esta-dire pour toutt € [0, a[, il existe
e >0 tel quefy , est constant), muni de la distance

df,g) =& +a, —2sudt>0 : Vse[0,t], f(9)=g(9}.

4. LA COMPACTIFICATION DE MORGAN-SHALEN REVISITEE

Soit I un groupe de type fini.

Nous allons dcrire une compactification d'un espace de classes de
repesentations dé' dans un groupe topologiqud, duea Thurston [FLP] si
I' =T,, G=PSLy(R) et X estI'espace de Teichiiler, dued Morgan-Shalen
[MS1] si G = SL,(C) et X est la varete des caraéres de reg@sentations
de I" dans G, en suivant I'approche &irique de Bestvina [Besl] et [Paul]
(voir aussi [Pau4)), et la psentation optimale de Parreau [Par2].

Nous dirons qu’une action isagtrique deI' sur un espace @trique
CAT(—1) estcompktement eéductiblesi pour touté € 9, X fixé par T, |l
existe n € 0,.X — {&} fixé parI'. Cette @finition est duea Serre [Ser] et
Parreau [Parl], et nous renvoyoascette derriire eference pour la bonne
notion dans les espacesttriques CAT(0).

Soient X un espace #&trique CAT(1) propre (par exemple le mébk du
demi-espace s@pieur de I'espace hyperboliqueal X = H3) et G un groupe
topologique localement compact agissaatgauche) surX par isonetries,
proprement, avec quotiei®\X compact (par exempl& = PSL,(C) agissant
sur X = H3 par I'extension de Poincardes homographies dB;(C) =
CU{oo} = d,HE, voir le debut de la partie 5). Tout morphisme de groupes
p de I" dansG définit une action isotrique del’ dansX, et nous noterons
¢, sa fonction distance de translation sxir Notons

« PP I'ensemble quotient de I'ensemble,[Poc[''—{0} des fonctions
non nulles del’ dans [Q+oo[, par I'action deR’ définie par @, f) — Af,
muni de la topologie quotient de la topologie produit (qui etrisable car
I’ est &enombrable mais pas localement compact sest infini);

- A() rensemble des classes d'iséinie équivariante des actions
isométriques, sans point fixe global, coafgment eductibles, minimales de
I' sur les arbreséels T, muni de la topologie de Gromagquivariante;
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« X(I',G) I'ensemble quotient de 'ensemble des morphismes de goup
p . I' =G compktement eductibles, modulo I'action par conjugaisgnde
G, muni de la topologie quotient de la topologie de la convecgesimple.
L'ensemble X(T',Isom(X)) des classes d’iso@trie équivariante des actions
isometriques del” sur X peut aussietre muni de la topologie de Gromov
équivariante, et nous le noterons alot3(T", Isom(X)).

+ Ous: X([,G)— P et Oys : X'(I',IsomX)) —P" les applications
définies par p] — [¢, + 1], et Ocm : A(T) — P" I'application T — [¢7].

Consicerons le diagramme suivant.

[¢, +1] € P' > [¢1]

P

[p] € X(I',G) —» X'(I',Isom(X)) A()>T

Notons Out(") = Aut(T")/ Int(T") le groupe des automorphismes é&nieturs
deT (c'esta-dire le groupe quotient du groupe des automorphismesaigpgs
de T par son sous-groupe distingdes automorphismes @mteursh — vyhy—!
pour v € T'). Il agit par hongomorphismes sur les espac®s, A(I),
X([T,G) et X'(I',Isom(X)), par passage au quotient de laé@smposition
par un automorphisme d’une fonction dedans un ensemble.

PrROPOSITION7. Les applications du diagramme guédent sont continues
et Out(l")-eéquivariantes.

Démonstration. Il est immédiat par les propeies de la topologie quo-
tient que I'application deX(I', G) dans X(I",Isom(X)) définie par I'action
isométrique deG sur X est continue. Il est im@diat que I'application iden-
tite de X(I", Isom(X)) dans X’(T", Isom(X)) est continue (il suffit de prendre
K’'=K et R le graphe de id dans la @finition de la topologie de Gro-
mov équivariante). Par commutatigitdu diagramme ci-dessus, il suffit donc
de montrer que la fonction distance de translati@pehd continuement de
I'action pour la topologie de Gromogquivariante sur les arbreéels ou les
espaces CAF{1) propres.

Soit v € T' et soit X’ assez proche d& pour la topologie de Gromov
equivariante. Notong(y) et ¢'(y) les distances de translation de dans X
et X' respectivement. Paréfinition de la topologie produit sur [G-oo[",

) Tout groupeH agit sur 'ensemble Horiiy, H) des morphismes de groupes HedansH
par (1, p) — {I — hp(h")h~1}.
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il suffit de montrer que/(y) et ¢(y) sont proches. S'il existex € X
tel que d(x,7x) est petite, alors il existeX € X' tel que d(X,vx) est
petite, donc nous pouvons supposer digg) > 0. CommeX est CAT(1)
propre ou un arbreéel, ceci implique quey est hyperboligue dans.
Soit ¢ > 0 petit devant/(y). Soit x un point de l'axe de translation de
v dans X. Il vérifie d(x,yx) + d(yx,7?X) — d(x,v>X) = 0. Si X’ est assez
proche deX, il existe X' dans X' tel que |[d(X,7X) — d(x,vX)| < € et
d(X', vX) + d(yX, v?x) — d(X', v?X') < €. CommeX' est CAT(-1) propre ou
un arbre eel, ceci montre que est aussi hyperbolique dang€, et quex’ est
a distance au plug’ (qui tend vers 0 quand — 0) de I'axe de translation
de v dansX’. D'ou, si y est la projection orthogonale dé sur cet axe,

1'(7) = £()| = [d(Y', 7y) — d(x, y%)| < [d(X',9X) — d(x,7%)| +2¢" < e+ 2¢,
ce qui montre le ésultat. [

Cet argument montre que les axes de translation sont detedirdiaxes
de translation: si X, d., *., pw) €st I'ultralimite d’une suite X;, di, =i, pi)ien
avec X; un arbre eel ou un espace CAF() propre, sif, : R— X, est un
parangétrage isoratrique de I'axe de translation de € I' dans X,,, alors |l
existe | € w tel que pour pour tout € |, I'élement~ est hyperbolique dans
X et il existe un paragtrage isoratrique f : R — X; de I'axe de translation
de v dansX; tel quef, = lim, f;.

Faisons quelques remarques sur les objets du diagram@oedpent.

REMARQUE 8. NotonsP A(I") I'espace topologique quotient d4(I") par
I'action de R*. par multiplication de la distance par un scalaire, c@slire
I'espace des classes d’hometie®) équivariante des actions is@miques, sans
point fixe global, commitement eductibles, minimales d&" sur les arbres
réelsT, muni de la topologie quotient de la topologie de Groraquivariante.

Il résulte de @sultats de Culler-Morgan [CM] et [Pau2] (dont la prét#ide
continuié ci-dessus) que I'applicatiofcy induit par passage au quotient un
homéomorphisme deP A(I') sur son image danB' .

REMARQUE 9. Parreau [Parl] a moigtique siX est un espace syatrique
alors X(I", G) est le plus gros quotienépag de I'espace topologique quotient
Hom(", G)/G (toujours pour I'action par conjugaison d& sur I'ensemble
Hom(I", G) muni de la topologie de la convergence simple), au senssuiv

8) Une homotletie entre deux espacesétniques X et Y est une bijectionf : X — Y telle
qu'il existe A > 0 tel qued(f(x), f(y)) = Ad(x,y) pour tous lesx,y dans X.
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« Pour toutp € Hom(, G), il existe unélement pss dans I'adlérence
G- p de l'orbite dep par G qui est compttement eductible.

« Pour tous lesp, p’ € Hom(", G) compktement éductibles, nous avons
G- pNG-p # @ sietseulement sG-p=G-p'. Ainsi nous avons une
application bien dfinie et surjectiver : Hom(I',G)/G— X (I',G) qui a [p]
associe psd.

- Lapplication = est continue et la topologie induite sur'(I", G) par
l'inclusion de X(I", G) dans Hom[', G)/G coincide avec la topologie la plus
fine rendant continuer.

«  Lespace X(I',G) est £paé (donc localement compact) et toute
application continueG-invariante de Honi(, G) dans un espace topologique
sepagé factorise parr.

Ces énonés font sens sous les seules hygs#s que nous demandons
sur (X,G), et il est donc naturel de se demander pour quelles condisor
(X, G) ils sont \erifies, en particulier lorsquX est un immeuble hyperbolique
(voir par exemple [GP]) ou un arbr@gulier, qui ont souvent de jolis sous-
groupes ferras G d’automorphismes. Comme remaggpar Parreau [Par2],
le probEme est beaucoup plugletat pour les espaces CAT(0) propres: par
exemple, I'espace topologiqu&(Z,IsomR?)) n'est pas 8pagé.

REMARQUE 10. Un lien entre I'espace topologiqu&I’, G) et les quotients
algébro-geonetriques a la Mumford (dont les vatés des caraetes de Culler-
Shalen et Morgan-Shalen), est le suivant, voir [Lun, RS, Beg2]. Pavariéte
algébrique affine V éfinie sur un sous-corps k d&, nous entendrons dans
ces notes un sous-ensemble d’'@Y ol N € N, lieu des Bros communs
d’'une famille de polydmesa N variables complexea coefficients dank
(voir par exemple [Per, §1]). Lensemble de degpointsest I'ensembleV(k)
des 2ros communs dang" de ces polydmes. Son anneau des fonctions
est le quotient de I'anneau des palynes par l'ideal des polyimes qui
s’annulent surV. Un fermé de Zariskide V est le lieu dansV des Zros
communs d'une famille de polymes complexes d€N.

Soit G un groupe algbrique affine connexetductif cfini sur K = R
ou K = C (voir par exemple [Bor]). SoientG = G(K)o et X un espace
symétriqgue de G (par exempleK = C, G = PGL,, G = PSL(C) et
X = H3). Si G est un sous-groupe a@grique @fini surK de Sly(C) c CV
et si S est une partie @ératrice finie del’, par restrictiona S, le sous-
ensemble Honi{,G) s'identifie a une va@t algebrique affine dfinie sur
K contenue dansQ\’)S. La théorie geonétrique des invariants (voir par
exemple [PV]) montre qu'il existe une vate alggbrique affine complexe
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Hom(,G)//G définie sur K, dont I'anneau des fonctions est I'anneau des
fonctions de Honl(, G) invariantes parG. De plus, I'application

{G—orbites fernee B { G-orbites Zariski—ferréeS}
dans Hom[’, G) o dans Hom[’, G)

définie parG:-p+— G- p, est
« un honeomorphisme, siKk = C (car sur C, les orbites d’actions
algébriques de groupes &priques sur des vates algbriques affines sont
Zariski-fermees si et seulement si elles sont féam, voir [Bre, Prop. 5.3]);
» une application continug fibres finies, d'image contenue (eérgral
strictement) dans I'ensemble des poirégls de Honi(,G)//G, si K =R.

Précisons ce que nous entendrons par compactification damoteEs Soit
X un espace topologique localement compact. dompactificationde X est
un couple X, ) ol

« X est un espace topologique compact;

« XX estun hordomorphisme sur son image, ouverte et dense.
Nous identifieronsX avec son image dan¥X par .. Si X est muni
d’'une action continue d'un groupe topologiq et si cette action &tend
continuementX, nous dirons que cette compactification &tequivariante
Deux compactificationséuivariantes)X et X' sontisomorphess'il existe un
homeomorphismeé&quivariant) deX dansX’ valant l'identi© sur X.

Par exemple, toute application continde: X —Y a valeurs dans un
espace topologiquey, dont I'image est d’adérence compacte,éfinit une
compactificationX? de X, dite assocée & #, en lui rajoutant la fronére
de limage de#, de la margre suivante. NotonsxA® = X U {0} la
compactification d’Alexandrov dX. Alors I'application. de X dansXA'exY,
qui envoiex € X sur , 6(x)) € XA x Y, est un hordomorphisme sur son
image, dont l'image est d’adnenceX? compacte. SiX et Y sont munis
d’'une action continue d'un groupe topologig@ et si § est G-équivariante,
alors cette compactification e€-équivariante.

Le résultat suivant est une variant@égregere des &sultats susmentioas
de Thurston, Morgan-Shalen, Bestvina, I'auteur de ce $wt/dParreau. Par
exemple, un cas nouveau auquel il s’applique est lors{uest un immeuble
hyperbolique localement fini dont le groupes des automerpés isoratriques
G est transitif sur les chambres (voir par exemple [Bourd, I&M).
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THEOREME 11. SoientI’ un groupe de type fini, X un espa@AT(—1)
propre et G un groupe localement compact agissant sur X pamégies,
proprement, avec quotient\& compact. Alors I'adérence de I'image déus
est compacte et sa froete est contenue dans l&union defcv(AI)) et

de {[|x|+1] : x € HomT,R) — {0}}.

Démonstration. Soit S une partie grératrice finie fiee del". Pour tout
p € Hom(', G), appelonsfacteur de dilatationde p I'é€lément de [0-+oo]
defini par
Ap = Inf max d(x, p(s)x) ,

et borne inkrieure 1-approcteede A\, tout point x, de X tel que
r’geasx d(x,, p(9)*p) < A, + 1.

Notons que pour touh € G, nous avons\,,,-1 = A, ; de plus,hx, est une
borne inkrieure 1-approde de -1

Pour montrer le thoeme 11, puisqu®" est netrisable, il suffit de montrer
que toute suite f])ien dans X (I, G) admet une sous-suite dont I'image par
Oms converge vers/, + 1] pour un p] dans X(I", G) ou vers [x|+ 1] pour
un x dans Hom[',R) ou vers Pt] pour un T dans A(I).

Supposons tout d’abord que la suite,ficn est bore. Alors puisque
I'action de G est cocompacte, quitta conjuguerp; dansG, nous pouvons
supposer que la suitexficn reste dans un compact d¢. Puisque I'action
de G sur X est propre et par extraction diagonale, pour teut I', la suite
(pi(’y))ieN dans G converge vers urglement p(y) de G. Par continuié de
fus, nous avons donc

ETOO [0y + 1] =[€, + 1] € Ous(X (T, G)) ,

si p(I') ne fixe pas de poing linfini de X (donc p est compdtement

réductible) ou si¢, = 0 (la repésentation triviale est congtement éductible,

de fonction distance de translation nulle). Sinon, goit 0., X fixé par p(T).
Rappelons (voir [BH, p. 268]) que lBnction de Busemanen ¢ est

B (xy) = lim_d(x, () - d(y, c(b)

ou c: [0,4+o0[ — X est n'importe quel rayoné&pcesique de poing I'infini
£. Elle est bien dfinie et \erifie les prop@tes de cocycle et d'invariance

ﬁﬁ(xa y) + ﬁﬁ(yv Z) = BE(Xa 2)7 Baf(ax7 Oéy) = Bﬁ(yv X)
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pour tous lesx,y,z € X et pour toute isortrie « de X. L' horosplere centée
en ¢ passant pax € X est {y € X : B¢(x,y) = 0}.

Pour toutxy € X, I'application x : v — Be¢(Xo, p(7)X0) est donc urelement
non nul de Homl(, R) tel que ¢, = |x|. D’ou

im [, +1] = (6 + 1] = []x] + 1.

Supposons maintenant, quitieextraire, que la suite\f, )ien est strictement
positive et converge versoco. Pour touty € T', si ||v|| = ||v||s est la longueur
minimale d’'un mot enSU S~! repsentanty, nous avons, par l'iegalié
triangulaire,

@ a0 < 9 maxdCe, &%) < 1 (s + 1)

Fixons un ultrafiltre non principaly sur N. Consicrons l'ultralimite
. 1
(Xwadwv *wapw) = lim (Xi = X;di = Xd7 *iapi)
w i

pour la suite de scalaires\(= A, )ien tendant verst-oo et la suite de points
d’observation £ = ,)icn (Qui sont envogsa distance unifor@ment borée
par toutélement fie deT", pour la distance renormadis, d’apes l'inégalie
(1)). Remarquons que la distance de translationpdeur I'espace ratrique
renormali& (X;,d;) est A—il ly .

Par la proposition 6 (4), 'espaceétnique ., d,) est un arbre&el, et
l'action p, n'a pas de point fixe global, parce que la renormalisationade |
meétrique fait que tout point d&; est cepla@ d'une distance au moins 1 par
au moins un deglements de la partieégératrice S.

Nous pouvons donc conger I'unique sous-arbre invariant minimal de
X, et sa fonction distance de translatién= (x, .

Par le fait que les ultralimites sont des limites pour la tog® de Gromov
équivariante, par la contin@tde la fonction distance de translation pour cette
topologie (voir la @monstration de la proposition 7), nous avons

lim Gus(lpD) = lim [4,, +1] = lim [Ai(epi + 1] =[6x.] =[] -
Pi

Ainsi si T n'a pas de point fixe globak I'infini, alors I'action deT" sur T
est compdtement eductible, et lim, Ous([pi]) € cm(A(T)), ce qui montre
le résultat par la proposition 5 (2) (car toute valeur dadimce d'une suite
dans un espace @trisable est limite d’une sous-suite). $i admet un point
fixe global a l'infini, 'argument ci-dessus sur les fonctions de Busema
montre que/t est égalea la fonction distance de translation d’'une action
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isometrique (par translations) sans point fixe global Hesur I'arbre éel
R (donc compdtement eductible et minimale). Par coeguent, la limite
lim, Ous([pi]) appartient aussa dcm(A(T)), ce qui conclut. [

REMARQUES (1) Lorsque X (I',G) est localement compact, la compact-
ification de l'espaceX(I',G) assocge a I'application Outl")-équivariante
continuefys d’'image relativement compacte, est une compactificatiot{IQu
équivariante deX(I", G), que nous noterons?(F, G) dans la suite.

(2) Nous dirons que l'action d& sur X est I'-semi-simplifiablesi pour
tout p € Hom([", G) dont l'action surX fixe un pointa l'infini ¢ € 9., X, il
existe n € 0o X — {¢} et p’ e Hom(', G) fixant ¢ et n tel que ¢, =¢,.

C’est par exemple le cas

« si X est un espace syatrique etG = Isom(X) ou G = Isom(X)y est
la composante neutre de son groupe des &08es,

« ou si G na pas d'isorgtrie parabolique, comme pour le groupe des
automorphismes isoetriques d'un immeuble hyperbolique localement fini.

Si I'action de G sur X estI'-semi-simplifiable, la @monstration ci-dessus
montre que la fronéire defus(X (I, G)) est contenue dangew(A(I)), et que
le bord X(F G)—X({,G) de la compactlflcatlomf(l“ G) est hongomorphe
(de manére Out(")-eéquivariante)a un sous-espace compact @eA(T), par
la remarque 8.

(3) Lorsque G = SL,(C) (respectivementG = PSLy(C)) agissant non
fidelement (respectivement &kment) surH3, la compactification OUK)-
équivarianteX (', G) est isomorphe la compactification OUl)-équivariante
de Morgan-Shalen de la vate des caraéres (Hom(, SLy)// SL;)(C)
(respectivement Hom(", PGLy)// PGL; )(C) ), par ckfinition de celle-ci, que
nous ne rappelons pas ici (voir [MS1]) et par la remarque 10.

5. LES SURFACES LEPSTEINSCHWARZ-DUMAS

Décrivons maintenant I'outil principal de I'article [Dum2jui developpe
un travail d’'Epstein [Eps]. Notons

3= ({@becx]o,+l}, w)

le mockle du demi-espace seipeur de I'espace hyperboliqueal de dimension
3, dont le borda rinfini est O, HZ = C U {c} = Py(C). Le groupe
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PSLy(C) agit continuement et filement sur la compactificatioregcesique

a b
: d) de PSL(C)

agit par I’homographiez — ‘g‘ijg sur P;(C) et par son extension de Poingar

H3 U 0. H3 (transitivement suf. H3): I ’eI’ementi(

(az+ b)(cz+ d) + t?ac t )
|cz+d|2 +t2[c]2 " |cz+ d|? + t2|c|?

) @t (

sur H3. Les horosphres deH3 centées enco sont les plans horizontaux
C x {t} ou t> 0, et celles centes enz € C sont les spéres euclidiennes
contenues dansi?, tangentesa C en z et privees dez.

o

horosplére centee enco

TIHS

: horosplere
x extension o 2RRC

We Poincag ®
de \c
OIS

v ya!

Pour tout pointx de H3, notonsT:H3 la sptere unié de I'espace tangent
aH3 enx, ox: THHE — 0,,HE le diffeomorphisme qua un vecteur tangent
unitaire v en x associe le poing& l'infini du rayon geocesique de vecteur
vitessev en son originex (voir le dessin ci-dessusdroite), etds la métrique
riemannienne suBooHﬁ qui fait de px une isongtrie riemannienne.

Rappelons qu’une &trique riemannienne sur une surface de Riemann
X est dite conformesi dans toute carte localeU(¢) de X, elle sécrit
ou, ¢(¢) |d¢f? ou oy ¢ : U— ]0,+oc[ est lisse. Comme nous le verrons
dans la @monstration et dans la remarque 13,ésultat suivant construit des
enveloppes lisses de familles d’horospes deH? de hauteurs &finies par
des structures conformes sur des ouverts iméeansd..H3 = P1(C).

ox(v)

PrROPOSITION 12 (Epstein). Soient 2 une surface de Riemanm; une
métrique riemannienne conforme sur, f : Q—P;(C) une application
holomorphe localement injective. Alors il existe une upigyplication lisse
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O = ©¢,, de Q dansH3 telle que pour tout{ € 2, nous avons
F(d0)(C) = a(Q) [d¢? .

Démonstration. En tout point{p € 2, nous pouvons supposer, quite
faire agir une isoratrie de H3, que 7z = f(¢o) appartienta la carte affine
C de Py(C). Sur un voisinage assez petit de (p, I'application f est un
difféomorphisme sur I'ouverf(U), et I''mage par {~)* de la netrique
conforme o)y s'écrit €@|dZ? ol n: z+ 3 Ln hf,’giif((zz))))lz est lisse surf(U).
Notons 1S3 I'espace des horospres deH32, identifié avecd,,HZ x R par
le parangétrage de Hopf enxy € H3 (voir I'appendice A). Soith: f(U) - R
I'application lisse telle quedz? = €#"@ds} en tout pointz € f(U). Notons
F* : f(U)—HS;s lapplication z — (z,7(2 + h(?), et F : f(U)—»H3
I'application asso@ea F* par le lemme 17. Alor® : ¢ — F(f(¢)) convient
sur U par la formule (5). L'unicié decoule de l'unicié dans ce lemme.

\oici une formule pour calculs wtieurs. En notant, = 22 et 1, = 22,
on peut montrer que pour toute U, si z=f((), alors

41(2) 2 )
1@ + 4n,(n(2)° &@ + 4e=1@Dn,(2)n,(2)

convient (voir [Dum2, §3.2] et la formule (2)). [

@  e©-=(z+

Par unicig, si I' est un groupe d’automorphismes dg&, qui agit par
isometries de la ratrique conformer, si p : I'— PSLy(C) est un morphisme
de groupes tel qué oy = p(y) of pour touty € I, alors I'application©
est p-équivariante.

REMARQUE 13. Si €2 est une surface et siH{)ccq est une famille
d’horospteres deH3 paranétrée par(2, une enveloppede cette famille est
une application continued® : Q@ —H3 telle que pour tout( € €, nous
avons O(¢) € Hc. On peut demander aussi qu@ soit de classe Eet
TeO(TeQ) C To)He (sans demander qu® soit une immersion), mais nous
ne le ferons pas ici. Par I'appendice A, I'applicatiéh est une enveloppe de
la famille des horospres {x € HE : f*(ds}) (¢) = o(¢)|d¢|?} paranétree
par ¢ € Q. Il est fort utile pour les calculs que cette applicationt disise
(méme si ce n'est pas toujours une immersion), ce qui n'est padeguent
pour des enveloppes.

EXeEMPLE. Si Q est un domaine de Jordan d&, si o est sa natrique
de Poinceg et sif : 2 — P1(C) est l'inclusion, alors I'applicatior® = ©x .
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donne une jolie surface dans I'espace hyperboliqu&l Sist le disque ouvert
unitt D de C, en regardant la valeur d® en 0 et en utilisant I'invariance
par le groupe des automorphismes®gC) préservantD, I'image de © est
le plan hyperbolique de bord I'infini le cercle unié.

REMARQUE. Si ) est un domaine de Jordan @x il existait céja plusieurs
mangres de faire bordei 9 une surface contenue damts, par exemple
par des surfaces minimales, des applications harmonigesyrtout par la
composante connex8,CoS) du bord de I'enveloppe convex@df) de 02
dans H3, sur laquelle se é&tracte Q, par la projection le long du rayon
géodesique partant perpendiculairementun hyperplan d’appui en un point
du bordCof et arrivant en un point d&, voir par exemple [MT, §3.1]. Cette
surfaced;Cof? est une enveloppe de la famille de ses hyperplans d’'apguis, e
aussi une enveloppe d’'une famille d’horospés : pour tout € €2, notonsH,
la plus petite horospre centeée en( rencontrant I'enveloppe convex&x2.
Alors 0,CON2 est une enveloppe (au sens restreint ci-dessus) de la damill
d’horospleres Hc)cen. Mais cette projection de) sur 9.COQ2 n'est pas
lisse, son image est une surface m@issfort utile par ailleurs pour 8tude
des groupes kleiniens, comme nous I'a enseighurston, voir [MT, §6]. La
lissite des application®: , est son gros avantage, avec le fait que des calculs
de ses invariants riemanniens sont raisonnables par laufer(B).

Soient X une structure de surface de Riemann yr et X celle relege
sur ig. Soient ¢ € Q(X) et ¢7 — 1*¢ € Q(X). Soit D, une application
développante, de repsentation d’holonomiep,, de la structure projective
complexe @finie par¢ ('immersion holomorpheD,, : X — P1(C) est solution
de I'équation diferentielle schwarzienn&f = ¢). Remarquons qu¢¢>| est
une neétrique conforme sur la surface de Riemdn- X — gb Y0y, puisqu’elle
s'écrit en carte Iocal¢¢)(z)| |dZ2 avec|¢(2)| > O en dehors desezos deg. Si
f= D¢|Q eto = 2|¢>|‘Q, l'application ©4 = ©f , sera appée I'application
de Epstein-Schwarz-Dumae ¢ .
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6. DEGENERESCENCES DE STRUCTURES PROJECTIVES COMPLEXESAPRES
D. DuMAS

Fixons une structure de surface de Riemafirsur ¥, et notonsX la
structure de surface de Riemann Qﬁg relevee. NotonsG = PSL,(C). Le
résultat suivant est une compilation desultats de Poincay Hejhal [Hej] et
Gallo-Kapovich-Marden [GKM].

THEOREME 14. L'application 0cp,/x : CP1(X,) — X(T'y, G) qui envoie
[D, p] sur [p] est un horaomorphisme local tel que

(1) son image est I'ensemble des G-orbites des Hom(';,G) non
élementaire8) qui se rebvent en une repsentation dd’, dans SL,(C) par
la projection canoniqueSL,(C) — PSLy(C);

(2) sa restrictiona toute fibre defcp, /7 : CP1(¥,) — T(X,) est une
application injective continue propre. []

Consicerons le diagramme suivant.
[D,p)] +——— [SD modT,]

[D,p] € CPl(Eg) 72—> Q(Eg) é Q(X)

1 l@cp/jm/ ¢
0
0] € X(T,G) o

[pe]
|

X(T,G)

Le but de cette partie est &udier la compactification Mo#l,)-équi-
variante de I'espaceCPi(X,) assocke a l'application Modg,)-équivarian-
te continue fcp, /v : CPi(X,) = X(I'y,G) qui envoie D,p] sur [p]
X'y, G). Elle induit une compactification d@(X), qui est la compactification
Qhl(X) de O(X) assodke a I'application continuefg, » : Q(X) — X(I'y, G),
qui envoie ¢ € Q(X) sur la classe danst(I'y;,G) d'une repésentation
d’holonomie p,, d’une structure projective complexe &grant .

Notons Q'ay(X) la compactification deQ(X) par ses rayons vectoriels,
dont le bord s’identifiea la splere unie Q'(X) de I'espace vectoriel norin

9) Une repésentation del’; dans le groupe des isd@fmies d'un espace CAF(1) X est
élementaire si elle peserve un point ou une paire de points HeJ 9-X. Notons qu’une
repesentation norélementaire est en particulier corggment eductible.
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Q(X), qui n'est autre que la compactification asgéea I'application continue
0 : Q(X) — Q(X) définie par¢ — arctan|¢|| ﬁ (quivaut 0 en O et dimage
la boule unié ouverte deQ(X), qui est relativement compacte). Un preivle

de Gallo-Kapovich-Marden, dont nous allons donnerdponse appcge par

Dumas, est de comparer ces deux compactificati@fd(X) et O(X).

Ce probéme esta mettre en paralle avec le fait de comparer le bord de
Teichnilller (qui s'identifie avecQ!(X)) de I'espace de Teichifier 7(%,)
pointt en [X] (paranetrable aussi par@(X)), avec son bord de Thurston
PMF,, qui est I'espace quotient da1F, par I'action de R’ définie par
AMF, 1) = (F,\u), et sidentifie avec le bord de la compactification de
Morgan-Shalen &finie par I'applicationd : T(Eg)%f(Fg,G) qui a [Y]
associe la classe dan&'(I';,G) de la repésentation d’holonomie d'une
structure hyperbolique su®, conforme surY (voir [Pau5]). Ces deux
compactifications docident sur une partieégérique (lesélements dePAMF,
repesenés par les feuilletages me&gr uniquement ergodiques), mais ne
coincident pas partout. Il est naturel de penser qu'il potresi étre de
méme dans le cas que noétudions.

Rappelons qui toute diferentielle quadratique holomorphiece 9(X) non
nulle, dont nous noterons le rele\e au reétement universek,, est assoé

+ la distanced; sur %, qui fait de €,,d;) un espace trique CAT(0)
dont la courbure strictemenigative est concerite aux ros deg (voir la
partie 1.3);

« le feuilletage horizontal?—‘(; = ]A-‘; de 5 sur ig (voir la partie 1.3),
sa pseudo-distance transverse , et l'arbre dual T;Tvd> obtenu en rendant
sepagke cette pseudo-distance (bvoir la partie 2);

- la norme||¢| de ¢, c'esta-dire l'aire totale de la surface plate
singulariés coniques ass@g a ¢ (voir la partie 1.3);

« la classe jps] d'une repésentation d’holonomigy : I'y — PSLy(C)
d’'une structure projective complexe égrant ¢ (voir la partie 1.4), dont le
facteur de dilatation esk,, = i”ferg maxesd(X, ps(s)X), 0U S est une partie
gérératrice finie fibee del', (voir la partie 4).

.« O, : X—¢1(0)— H3 Iapplication d’Epstein-Schwarz-Dumas dg qui
estI',-équivariante pour les actions dg sur >~(—$—1(0) par automorphismes
de reetement et suH3 par p, (voir la partie 5).

Le cceur de larticle de Dumas [Dum2] est l&sultat suivant. Sa
demonstration repose sur un calcul de la pksmiet la seconde forme
fondamentale de l'application de Epstein-Schwarz-Dunpasir lequel nous
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renvoyonsa [Dumz2], a l'aide de la formule 3 (mais l'interptation par
dualitt décrite dans I'appendice A, et l'article [Sch], pourraiemnder une
nouvelle approche& ces calculs). Pour tout tout € Q(X), notons >~<¢,,5 le
compkmentaire du 5-voisinage dé—l(O) dansX pour la distancajq—g. Une
geocesique pourd; estnon singulére si elle ne passe pas par ugra de

¢. Remarquons que si uneegcesiquec pour d(; est horizontale, alors sa
mesure transverse totale|r, pour le feuilletage horizontal est nulle.

THEOREME 15 (Dumas). Soit X une structure complexe sl .

(i) Pour tout ¢ € Q(X), I'application ©, de (>~(¢75,d$) dans (H3, dy3)
est 2-lipschitzienne (voir [Dum2, Theo.3.6]).

(ii) Pour tout € > 0, il existe A> 0 tel que pour tout¢ € Q(X), pour
tout segment gocesique ¢ entre deux points x et y e pour d(g, Si

d5(c, 610 = A1+, /d;(xY) )

(en particulier ¢ est non singulier), alors (voir [Dum2, The3.6 (iii) et 3.9])

(1-9lclr, — e <dys(0p(X), O4(y) < (L+€)[c|r, +e. O

Le résultat suivant s’obtient alors assez facilement, et letp8) est la
clef de vdite de Il'article [Dum2], comme anno@dalans l'introduction.

COROLLAIRE 16 (Dumas). Soit (¢i)ien une suite dansQ(X) telle que
l|pi|| — +oo et % — ¢ € Q(X). Soit % € X un point d'un axe de translation
non singulier non horizontal d’'uglémenty, € I', pour la distance d.

(2) Il existe x > O tel que pour tout i€ N assez grand, nous avons

a) % >\p¢i < ||¢||| <K )‘%i !

b) il existe (au moins) un point; € H3 tel que dxi, ©4 (X)) < x /| 4l
qui est une borne igfieure 1-approctee de ), .

(2) Pour tout segmentapesique non singulier ¢ pour.d pour toute > 0,
pour tout i assez grand, I'applicatio®,, : (c, 6ﬁ)—>(H§,\/ﬁng) est
une (1+ ¢, €)-quasi-geocesique.

(3) Soit T e A(T'y) tel que Ocm(T) soit une valeur d’adérence dans
P's de la suite (Gws([ps])); - Alors & homotlétie de T pes, il existe un
morphisme d’arbresé&els I';-équivariant de I'arbre dual }; dans T.

Si les £ros de ¢ sont simples (ce qui est le cagrgrique), alors ce
morphisme d’arbreséels est une isoétrie, car il est injectif sur les images
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des gocesiques non singwres non horizontales par (2), et ne peut pas plier
aux singularigs, car deux points ps d’'un £ro simple peuveritre pousas le
long de feuilles pougtre joints par une @pdesique non singudire verticale.
Ainsi, la suite (GMS([p¢i]))ieN converge vers la classe d’hométle de la
fonction distance de translation de I'arbre dual du fetalye horizontal dep.

Démonstration. Les assertions (1) et (2) s@duisent assez facilement du
théoeme 15, voir [Dum2, Theo. 4.7, 4.4, 4.5]. Par exemple, @}adile de
(ii) appliquée a ¢; en multipliant les iggalies par ||l¢>>|| . Montrons (3).

Soit w un ultrafiltre non principal sulN tel que lim, Ous([ps]) = dcm(T),
qui existe par la proposition 5 (1). Consins l'ultralimite

. 1
(vadwa*wapw) = “Ln (XI = H%adi = m dH3R7®¢i(X0)ap¢i)
I

pour la suite de scalaires /||i|| )ien tendant verstoo et la suite de points
d’'observation ©4 (Xo0))ien (qui sont envogsa distance unifor@ment borée
par toutélement fie deT', pour la distance renormaéie, d’apés l'inégalié
(1) et l'assertion (1)). Par la proposition 6 (4), I'espacetnigue .,d,,) est
un arbre éel, et I'action p,, n'a pas de point fixe global, comme dans la
demonstration du #oreme 11, car la suitex{)icy défini un point x,, dans
X., par l'assertion (1) b).

Par le tteoreme 15 (i), la suite d’application9y, : X — ¢ *(0) = Xi),
converge vers une application continlig-équivariante®,, : f(,g}l(o) — Xy
Celle-ci est constante sur les feuilles d@ et isoneétrique sur tout arc
transverse (muni de la pseudo-distance transverse) parofzogition 6 (2)
et le treoreme 15 (ii). Par la proposition 3 (4), elle induit donc par qzae
au quotient un morphisme d’arbregets I', -équivariantf : Tﬁ — X, . Par
minimalité (au sens des arbres) d’e;d), image def est contenue dans le
sous-arbre minimaX{'"" de X,,.

Nous avons 4] = [¢x_] par les arguments de contin@itle la proposition
7. Si X, n'a pas de point fixe globa I'infini, alors, par la remarque &
homotletie pes, T = X", Sinon,a homottétie pes, nous avon§ = R par
compkte eductibilie, et il existe un morphisme d'arbreseis T, -équivariant
de X™" dans T = R (rétraction de 'immeuble qu'esK™ sur un de ses
appartements passant par un panfinfini fixe). Le résultat s’en dduit par
composition de morphismes. [
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A. DUALITE ENTRE L'ESPACE HYPERBOLIQUE REL ET LU ESPACE DE SES
HOROSPHERES D’ APRES SCHLENKER

Si X est un espace @trique godesique propre CAF1), notons HS
I'ensemble des horosghes deX, muni de la topologie de Chabauty sur les
fermés deX (induite par la distance de Hausdorff sur les compacts, pair
exemple [Pau6, §1.2]). Pour toup € X, I'application HS — 0-.X x R, qui
a une horospére H associe le couple£(t) ou ¢ est le pointa I'infini de H
et t = B¢ (%o, H) = Be(%o0, h) pour touth € H, est un horBomorphisme, par
lequel nous identifieron®(S et 9..X x R. Appek le parangtrage de Hopfen
Xo), il ne dépend dexy qu’a translation pes dans le facteuR. Il conjugue
l'action de IsomK) sur HS a l'action v - (£,1) = (v&,t + Be(y %0, %0)) -
Voir par exemple [Rob, Chap. 2 et 6] et [PPS, §10.2] pour depnites
dynamiques deHS.

mockle cylindrique
/ de 'espace des
horospleres HSy

| sptere plate deHS, des
horospléres passant pat

(&9

mockle de
I'hn émisplere
Nord de Hj
| mockle de

la boule de
Poincaé de H}

SI"I—l = aOOHE

S Sh

Soit n > 2, notonsHS, I'espace des horosphes de I'espace hyperbolique
réel HE de dimensionn. Un mockle de HS,, dit mockle cyclindrique est le
suivant (voir [Sch, §2,3] pour d’autres melds et une jolie description de la
geonttrie de’HS,). Considrons lemockle de I'lemisplére Nord (ouvert) de
HE, obtenu comme image par la projectioBrébgraphique dedle Sud, dans
la sprere unié S, de R, du moatle de la boule de PoindéadansR" x {0} .
Alors HS, s'identifie au demi-cylindre vertica{(¢,s) € S,-1 xR : s> 0}
de base BquateurS,_1 x {0} = OHR de S,, par I'application quia
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une horosplre H dans I'iemisplere Nord associe le point,(s) de ce demi-
cyclindre tel queH soit 'ensemble des points de tangences aveenfiisplere

Nord des droites affines dBR"t! passant paré(s). Un petit calcul montre
gue le pararatrage de Hopf €crit ,s) — (£,t = —Lns), si Xy est le Ple

Nord de S,.

Pour toutx € H}, notons gy : THHR — d.HR le diffeomorphisme qua
un vecteur tangent unitaire en x associe le poin& l'infini v, du rayon
geodesique de vecteur vitesse en son originex. Pour toute isor@trie v de

R, NOUS avonsp.y o v = v o px. L'application ¢x est conformé®) pour la
structure conforme sufiHR définie par sa ratrique riemannienne sptique,
et celle suro Hp identifié avecS,_1 dans le modle de la boule de Poindar
(ou si n= 3 avecP1(C) muni de sa structure de surface de Riemann).

Notons d$ la métrique riemannienne sub..H% qui fait de oy une
isometrie riemannienne. La familled@)erg est injective, I"-équivariante
et conforme: pour tous lex,y € H}, £ € O .HR et v € IsomHR), si
ds; = dgj, alors x =y, et nous avons

(4) vHds; = ds s, et dsi(€) = e 20 Ndg(¢) .

Elle définit la structure conforme naturelle d& H} .
Pour tout point{ de 0 Hp et tout produit scalairdB dans la structure
conforme surT¢(0-HR), 'ensemble

H(¢, B) = {x € HR : d (§) = B}

des pointsx de H} ol I'mage de la nétrique riemannienne d&:H} par

le diffeomorphismeyy coincide au pointé avec B, est une horospgire
de pointa linfini £: on le voit geonmetriquement en se ramenant par
isometrie au cas © £ = oo dans le modle du demi-espace sepeur de
HR, ou en utilisant la formule (4): sB = bdg (§) ol b > 0, alors
H(¢ B) = {x € HY : Be(X,X) = —3Lnb}. Linverse du parardtrage de
Hopf est €,t) — H(¢, e*ds (€)).

10) Une structure conformesur un espace vectoriekel est une classe d’hometie de produits
scalaires. Unsomorphisme ligaire conformeest un isomorphisme légaire qui peserve les classes
d’homotteties fixees de produits scalaires. Usgructure conformesur une vaiéte reelle lisseM
est une section lisse du fioprojectif du fibe des formes biligaires syratriques surM, qui a
tout point x de M associe une structure conforme sur I'espace vectdsi. Un isomorphisme
conformeest un diftomorphisme dont les applications tangentes en tout ponttc®nformes. Par
exemple, une @trique riemannienne sur une \&# cefinit une structure conforme, en prenant en
chaque point la classe d’homeétie du produit scalaire riemannien. Une surface de Riemnn
porte une structure conforme canonique, qui é&dedmine avec I'orientation induite, en prenant
en chaque poink € M la classe d’homottie d’'un produit scalaire rendant orthogongélet iX
pour tout X € TxM.
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La variétte HS,, identifiee avecd.HR x R par le pararatrage de Hopf
en Xp, est munie d’'une ®@rique &geréreée de signature (@ — 1), qui sur
I'espace tangerit (,t) vaut 0dt?+e*ds; . Cette nétrique est indpendante de
Xp et invariante par I'action de Isoidf). Les sous-espaces des horasgls
passant par un point doame H} sont lesspleres platesie Sy, c'esta-dire
les hypersurfaces de{S,, en restriction auxquelles laétrique deHS, est
non cegereree, totalement @pcesique et isomtriqguea S,. Dans le modle
cyclindrique de’HS,, ce sont les intersections avé¢S, des hyperplans de
R™1 tangents au point doém I'némisplere Nord. Tout hyperplan tangeat
HSn non vertical(ne contenant pas de vecteur non nul tangent au fad®eur
dans le paragtrage de Hopf, ou ne contenant pas de droite verticale @ans |
mockle cylindrique) est tangerit une et une seule spie plate deHS,.

LEMME 17. Soit F* : Q — #S, une immersiorC! de codimensiorl dont
aucun plan tangent n’est vertical. Il existe une unique aion continue
F : Q—H} telle que 'une des deux conditior&juivalentes suivantes soit
verifiee, et F est lisse si Fest lisse:

(1) pour tout ¢ € €, le point H() est le point commun des horogwls
de l'unique sphre plate deHS, dont un espace tangent estF(T.Q);

(2) le point H() appartienta I'horosprere F*(¢) pour tout ¢ € Q.

Démonstration. L'existence, I'unici€ et la egularie de F vérifiant (1)
est imnediate par ce qui gaede. L'assertion (1) implique (2). Supposons (2)
vérifiee. Dans les mades de I''emisptere Nord deHR et cyclindrique de
HSn, pour toute suite )ien qui tend vers¢ dans (2, I'hyperplan affine de
R™! tangenta I'némisplere Nord enF(¢), qui contient le pointF*(¢) du
demi-cyclindre vertical, converge vers celui &it¢), qui contientF*(¢), par
continui&. Donc la limite contienTF*(T,(2) et I'assertion (1) estéarifiee. [

Avec la terminologie de la remarque 13, l'assertion (2) iignque
l'application F : Q@ —H} est une enveloppe de la famille d’horospés
(F*({))cen. Notons queF n’est pas forement une immersion (par exemple,
F est constante si 'image dé* est une spbre plate de}{S,). Si F* s’écrit
¢ — (£(0),t(¢)) dans le parakirage de Hopf erxg, alors, pour tout¢ € €2,
les trois conditions

(5) F(QEF Q. Beobo.FQ)=1() et dgf)((Q) = s

sont équivalentes. Si de plu§ est une immersion, alor§&*(¢) est une
horosplgre tangenté I'image deF en F(¢). Nous renvoyons [Sch, §2,3]
pour d'autres informations sur lesgmetries relatives dé= et F*.
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