
Déǵeńerescences de structures projectives complexes sur les surfaces,

d’après D. Dumas

par Fŕed́eric PAULIN

Le but de ces notes est d’exposer les jolis résultats de David Dumas [Dum2]
sur les d́eǵeńerescences de structures projectives complexes sur les surfaces,
avec un brin de topologie de Gromovéquivariante, au sens de [Pau1].1)

Nous noteronsΣg une surface (ŕeelle, lisse) compacte connexe orientable
de genreg ≥ 2 et Σ̃g →Σg un rev̂etement universel deΣg , de groupe des
automorphismes de revêtementΓg (muni de la topologie discrète).

Le résultat principal de [Dum2],́enonće au corollaire 16 (3), est le suivant
(nous d́efinirons toutes les notions qui y apparaissent dans les parties 1 à 4).

THÉORÈME 1. Soit ([Di , ρi ]) i∈N une suite de structures projectives
complexes surΣg , d’applications d́eveloppantes Di , de repŕesentations
d’holonomie ρi , et soit φi la différentielle quadratique holomorphe surΣg

obtenue en passant au quotient parΓg la dérivée schwarzienne de Di . Sup-
posons que la structure de surface de Riemann X surΣg sous-jacentèa φi

soit constante. Soit T un arbre réel muni d’une action isoḿetrique deΓg , dont
la classe d’homoth́etie équivariante est une valeur d’adhérence pour la com-
pactification de Morgan-Shalen de la suite des caractères des repŕesentations
ρi . Alors il existe une valeur d’adh́erence φ de la suite ( φi

‖φi‖
)i∈N dans

l’espace de Banach des différentielles quadratiques holomorphes sur X et
un morphisme d’arbres réels Γg -équivariant de l’arbre dual au feuilletage
horizontal du relev́e de φ sur Σ̃g , à valeurs dans T ,̀a homoth́etie pr̀es. Ce
morphisme est isoḿetrique si les źeros deφ sont simples.

1) L’auteur remercie fortement le rapporteur pour l’incitation à écrire l’appendice A, donnant
une nouvelle d́emonstration (qui doit̂etre attribúee au rapporteur) de la proposition 12.
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1. STRUCTURES PROJECTIVES COMPLEXES SUR LES SURFACES

1.1 DÉFINITIONS

Rappelons que le groupe de Lie complexe PSL2(C) = SL2(C)/{± Id}
agit fidèlement et holomorphiquement sur la droite projective complexe
P1(C) = C ∪ {∞} par les homographiesz 7→ az+b

cz+d , et que le stabilisateur de
l’ouvert H = {z∈ C : Im z> 0} est PSL2(R) = SL2(R)/{± Id} .

Une structure projective complexesur une surfaceS est une (G,X) -
structure surS où X = P1(C) et G = PSL2(C) , c’est-̀a-dire un atlas maximal
de cartes lisses deS à valeurs dansX dont les applications de changement
de cartes sont localement des restrictions d’éléments deG. Un isomorphisme
de (G,X) -structures est un hoḿeomorphisme qui envoie atlas sur atlas par
précomposition. Le groupe des difféomorphismes deS agit sur l’ensemble
des structures projectives complexes surS par pŕecomposition des cartes.

Pour toute structure projective complexe surΣg , il existe (voir par exemple
[Thu, §3.4]) un couple (D, ρ) où ρ : Γg → PSL2(C) est un morphisme de
groupes, appelé sareprésentation d’holonomie, et D : Σ̃g →P1(C) est une im-
mersion lisséequivariante2), qui est localement un isomorphisme de structures
projectives complexes, appelée sonapplication d́eveloppante. Par analycit́e,
l’application d́eveloppanteD détermine la repŕesentation d’holonomieρ , mais
mettre en avant le couple (D, ρ) est utile. Ce couple est uniquement défini mod-
ulo l’action de PSL2(C) où α ∈ PSL2(C) agit par (D, ρ) 7→ (α ◦ D, αρα−1) .

Nous noteronsCP1(Σg) le quotient de l’ensemble des structures projectives
complexes surΣg par le groupe Diff0(Σg) des isotopies3) de Σg . Ainsi
CP1(Σg) est identifíe à l’ensemble des classes [D, ρ] de couples (D, ρ)
où ρ : Γg → PSL2(C) est un morphisme de groupes etD : Σ̃g →P1(C)
est une immersiońequivariante, modulo l’action de PSL2(C) ci-dessus et
la précomposition deD par un diff́eomorphismeΓg -équivariant de Σ̃g .
Nous munironsCP1(Σg) de la topologie quotient de la topologie produit
des topologies compactes-ouvertes sur lesD et sur lesρ .

Notons T (Σg) l’espace de Teichm̈uller de Σg , c’est-̀a-dire le quotient de
l’ensemble des structures de surface de Riemann surΣg par Diff0(Σg) , muni
de la topologie quotient de la topologie C∞ sur les sections du fibré des
endomorphismes du fibré tangent ŕeel deΣg (donńees par les multiplications

2) Si E et F sont deux ensembles munis d’une action d’un groupeH , une application
f : E→F est dite(H -)équivariantesi pour tous lesx ∈ E et h ∈ H , nous avonsf (hx) = h f(x) .
Si l’action de G sur F est triviale, nous dirons aussi quef est (H -)invariante.

3) Une isotopie de Σg est un diff́eomorphisme deΣg isotopeà l’identité (ou, de manière
équivalente, homotopèa l’identité).
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par i ). Puisque les homographies sont holomorphes, toute structure projective
complexe sur une surfaceS définit une structure de surface de Riemann surS,
dite sous-jacente. D’où une application continue d’affaiblissement de structure

θCP1/T : CP1(Σg)→T (Σg) .

Si X est une structure de surface de Riemann surΣg , nous noterons [X]
la classe deX dansT (Σg) et CP1(X) la fibre de θCP1/T au-dessus de [X] .

Le groupe modulaire Mod(Σg) = Diff +(Σg)/Diff 0(Σg) de Σg agit
naturellement (̀a droite) surCP1(Σg) et surT (Σg) par passage au quotient des
précompositions de structures. L’applicationθCP1/T est Mod(Σg) -équivariante,
et admet une section continueéquivariante, ditefuchsienne, par le th́eor̀eme
d’uniformisation des structures complexes relevées surΣg . L’image de cette
section est forḿee des [D, ρ] où D est un diff́eomorphisme sur le disque
ouvert unit́e de C et ρ(Γg) est contenu dans PSL2(R) .

Après avoir introduit les objets utiles, nous donnerons un paramétrage
de l’espaceCP1(Σg) , qui montrera en particulier qu’il est homéomorpheà
R12g−12. Nous renvoyons̀a [Dum1] pour tout complément sur la partie 1.

1.2 FEUILLETAGES MESUŔES

Soit S une surface. Unfeuilletage mesuŕe (voir par exemple [FLP, Exp. 5])
de S est un feuilletageF de dimension 1 deS privée d’une partie discrète
A, muni d’unemesure transverseµ , c’est-̀a-dire pour tout arc transverseI de
F d’une mesureµI sur I , de support total et sans atome, qui sont invariantes
par les restrictions (siJ ⊂ I , alors (µI )|J = µJ ) et par le pseudo-groupe
d’holonomie transverse (sih : I → J est une application d’holonomie le long
de feuilles entre deux arcs transverses, alorsh∗µI = µJ , voir le dessin de
gauche ci-dessous),à singularit́es de type sellèa au moins 3 branches en tout
point de A (voir les dessins de droite ci-dessous).

h(y)

h(x)
x

I

y

J

F

Nous noteronsMFg l’ensemble des classes d’équivalence de feuilletages
mesuŕes de Σg pour la relation d’́equivalence engendrée par l’action des
isotopies et desmouvements de Whiteheadd’écrasements de connexions de
selle ou leurs inverses (bien définiesà isotopie pr̀es, voir le dessin ci-dessous).
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Nous le munissons de la topologie quotient de la topologie C∞ des feuilletages
et la topologie vague (faible-étoile) des mesures transverses.

s− ss+

1.3 DIFFÉRENTIELLES QUADRATIQUES HOLOMORPHES

Soit Y une surface de Riemann. Unedifférentielle quadratique holomorphe
(voir par exemple [Gar, §1]) surY est une section holomorpheφ du
fibré vectoriel holomorpheK2

Y des 2-formes holomorphes surY, c’est-
à-dire la donńee pour toute carte locale (U, z) de Y d’une application
holomorpheφU, z : U →C telle que si (V, w) est une autre carte locale,
alors φV, w(w) dw2 = φU, z(z) dz2 sur U ∩ V . Nous noterons par abus encore
φ l’application φU, z pour toute carte locale (U, z) de Y. Si Z est une
surface de Riemann etf : Z→Y est holomorphe, notonsf ∗φ la différentielle
quadratique holomorphe surZ telle que si (U, z) et (V, w) sont des cartes
locales deY et Z telles quef (V) ⊂ U , alors (f ∗φ)V, w = φU, z ◦ f|V (f ′)2 .

Si Y est compacte connexe de genreg , le théor̀eme de Riemann-
Roch implique que la dimension de l’espace vectoriel complexe Q(Y) des
diff érentielles quadratiques holomorphes surY est 3g−3. Cet espace vectoriel
est alors muni d’une norme naturelle‖φ‖ , qui est la masse totale de la mesure
qui dans une carte locale (U, z) s’écrit |φU, z(z)| |dz|2 .

Une différentielle quadratique holomorphesur la surface lisseΣg est la
donńee d’une structure de surface de RiemannX sur Σg et d’une diff́erentielle
quadratique holomorpheφ sur X . Le groupe des diff́eomorphismes deΣg

agit naturellement sur l’ensemble des différentielles quadratiques holomorphes
sur Σg . Nous noteronsQ(Σg) le quotient de cet ensemble par le groupe
Diff 0(Σg) des isotopies deΣg , muni de la topologie quotient de la topologie
produit des topologies compactes-ouvertes. La première projection (X, φ) 7→ X
induit une application d’oubli continue Mod(Σg) -équivariante

θQ/T : Q(Σg)→T (Σg) .

Les espacesQ(Σg) et T (Σg) admettent (voir [Gar, §5]) des structures de
variét́es holomorphes, rendant les actions de Mod(Σg) par biholomorphismes,
qui font de θQ/T un fibré vectoriel holomorphe, la fibre au-dessus de
[X] ∈ T (Σg) étantQ(X) . L’espace de Teichm̈uller est hoḿeomorphèa R6g−6
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(voir par exemple [FLP, Exp. 7]), doncQ(Σg) est hoḿeomorphèa R12g−12.

Étudions les propriét́es ǵeoḿetriques des diff́erentielles quadratiques holo-
morphes (voir [Gar, §2]). Fixons uńelémentφ ∈ Q(Y) non nul. En particulier,
l’ensembleφ−1(0) de ses źeros est discret (donc fini siY est compacte).

Si x0 ∈ Y n’est pas un źero deφ , alors il existe une carte locale (U, z) de
la surface de RiemannY au voisinage dex0 telle que z(x0) = 0 et φ = dz2

sur U . Une telle carte locale est uniquement définie modulo l’action du groupe
des z 7→ ± z+ z0 . Puisque ce groupe préserve la ḿetrique euclidienne deC ,
ceci munit Y − φ−1(0) d’une structure plate(d’une ḿetrique riemannienne
à courbure sectionnelle constante nulle). La norme‖φ‖ est égale à l’aire
riemannienne totale de cette structure plate.

Si x0 ∈ Y est un źero d’ordrek ≥ 1 de φ , alors il existe une carte locale
(U, z) de la surface de RiemannY au voisinage dex0 telle quez(x0) = 0 et
φ(z) = zkdz2 . La surface plateY − φ−1(0) a une singularit́e conique d’angle
(k+2)π en x0 . Notonsdφ la distance surY définie par cette structure plateà
singularit́es coniques (borne inférieure des longueurs euclidiennes des chemins
entre deux points qui sontC1 par morceaux et ne passent qu’un nombre fini
de fois par les singularités). Pour toutt > 0, nous avonsdtφ =

√
t dφ .

Les transformationsz 7→ ± z + z0 préservent les droites horizontales.
Les cartes locales (U, z) ci-dessus d́efinissent donc, en prenant les images
réciproques des droites horizontales, un feuilletageFφ de dimension 1 de
Y−φ−1(0) , dont les feuilles locales sont les composantes connexes des courbes
d’équation Imz= c pour c ∈ R , qui en tout źero d’ordrek ≥ 1 de φ admet
une singularit́es de type sellèa k+ 2 branches.

Les transformationsz 7→ ± z+ z0 préservent les mesures de Lebesgue sur
les droites verticales. Tout arc transverse au feuilletagepar droites horizontales
de R2 peut être pousśe par holonomie le long des feuilles sur un arc vertical.
Les cartes locales (U, z) ci-dessus d́efinissent donc une mesure transverseµφ

pour ce feuilletage : sic : [0, 1]→Y est un chemin transverse par morceaux,
d’image contenue dansU , sa mesure transverse est

∫ 1

0

∣∣ Im
(
z◦ c(t)

)∣∣ dt .

Nous noterons (Fφ, µφ) ou Fφ par abus ce feuilletage mesuré, que nous
appellerons lefeuilletage horizontalde φ . Pour tout t > 0, nous avons
(Ftφ, µtφ) = (Fφ,

√
t µφ) .

Nous renvoyons par exemplèa [Gar, §11.1] pour le ŕesultat suivant, qui
dit qu’à structure complexe sous-jacente fixée, une diff́erentielle quadratique
holomorphe non nulle est caractériśee par son feuilletage horizontal.
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THÉORÈME 2 (Hubbard-Mazur). Soit X une structure de surface de
Riemann surΣg . L’application deQ(X)−{0} dansMFg définie parφ 7→ Fφ

est un hoḿeomorphisme.

1.4 DÉRIVÉE SCHWARZIENNE ET PARAḾETRAGE DE CP1(Σg) PAR Q(Σg)

La dérivée schwarzienne d’une immersion holomorphe entre surfacesde
Riemann est son obstructioǹa être localement projective (voir par exemple
[OT2, OT1 §1.3]). Elle est fondamentale en analyse complexe(pour d́efinir la
structure holomorphe deT (Σg) , voir [Gar, p. 99], pour l’uniformisation, voir
[Sai, p. 149], et pour d’autres aspects des fonctions univalentes, voir [Leh])
et en syst̀emes dynamiques (en version réelle), voir [dMvS, §III.3].

Soient Ω un ouvert deC et f : Ω→P1(C) une application holomorphe
localement injective. Ladérivée schwarziennede f est la diff́erentielle
quadratique holomorphe surΩ définie par

Sf =

(( f ′′(z)
f ′(z)

)′

− 1
2

( f ′′(z)
f ′(z)

)2 )
dz2 .

Nous avons Sf = 0 si et seulement sif est localement restriction
d’homographies. Elle v́erifie la propríet́e de cocycle

S(f ◦ g) = g∗(Sf ) + Sg .

Soit X une structure de surface de Riemann surΣg . NotonsX̃ la structure
de surface de Riemann relevée sur Σ̃g , identifiée par uniformisation au
demi-plan ouvert suṕerieur H de C . Si D : X̃→P1(C) est une application
développante d’une structure projective complexe surX , de repŕesentation
d’holonomie ρ , alors SD est une diff́erentielle quadratique holomorphe sur
X̃ , invariante par l’action deΓg : puisqueγ ∈ Γg agit par homographies sur
X̃ et ρ(γ) par homographies surP1(C) , nous avons

γ∗(SD) = S(D ◦ γ) = S(ρ(γ) ◦ D) = SD .

Donc φ̃ = SD passe au quotient en une différentielle quadratique holomorphe
φ = SD modΓg sur X . La classe d’isotopie de celle-ci ne dépend que de la
classe [D, ρ] , d’où une application deCP1(X) dansQ(X) . Le théor̀eme de
dépendance continue de solutions d’équations diff́erentielles montre que cette
application est un hoḿeomorphisme.

Le choix d’une section continue Mod(Σg) -équivariante deθCP1/T per-
met de recoller ces hoḿeomorphismes lorsque la structure complexe sous-
jacente varie, pour obtenir un homéomorphisme Mod(Σg) -équivariantθCP1/Q :
CP1(Σg)→Q(Σg) qui rend commutatif le diagramme suivant :
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CP1(Σg)
θCP1/Q−→ Q(Σg)

θCP1/T
ց ւθQ/T

T (Σg) .

2. AUPRÈS DE MON ARBRE

Découverts par Bruhat-Tits (voir par exemple [Tit]) et populariśes par
Morgan-Shalen [MS1, MS2] (voir les survols [Sha1, Sha2, Mor, Bes2, Pau3]),
les arbres ŕeelssont les espaces métriques uniquement connexes par arc, dans
lesquel tout arc est isoḿetriqueà un intervalle deR .

Nous renvoyons par exempleà [BH, §I.1, §III.H.1, §II.1, §II.8, §III.H.3,
§II.6] pour tout compĺement (dont les d́emonstrations ńecessaires) aux rappels
ci-dessous sur les espaces géod́esiques, hyperboliques, CAT(−κ) , leur bordà
l’infini, leurs isoḿetries. Un espace ḿetriqueX estgéod́esiquesi pour tous les
x, y ∈ X , il existe un (pas forćement unique)segment ǵeod́esiqued’extrémit́es
x et y, c’est-̀a-dire un chemin isoḿetrique c : [a, b] →X tel que c(a) = x
et c(b) = y ; par abus, son image sera notée [x, y] . Pour tout δ ≥ 0, un
espace ḿetrique ǵeod́esiqueX est δ -hyperboliquesi pour tous lesx, y, z∈ X
et tous les segments géod́esiques [x, y], [y, z], [z, x] , chacun de ces segments
est contenu dans leδ -voisinage ferḿe de la ŕeunion des deux autres. Pour
tout n ≥ 2, l’espace hyperbolique réel Hn

R (à courbure sectionnelle constante
−1) est ln(1+

√
2)-hyperbolique (constante optimale). Les arbres réels sont

les espaces ḿetriques ǵeod́esiques 0-hyperboliques.

R2X
x

z

T

yy

z

x
H2

R

Rappelons qu’unespaceCAT(−1) (respectivement CAT(0)) est un espace
métrique ǵeod́esique tel que pour tous lesx, y, z ∈ X et tous les segments
géod́esiques [x, y] , [y, z] , [z, x] , si x, y, z dans H2

R (respectivementR2 ) sont
tels qued(x, y) = d(x, y) , d(y, z) = d(y, z) et d(x, z) = d(x, z) , alors pour tout
p ∈ [x, y] , si p ∈ [x, y] vérifie d(x, p) = d(x, p) , alors d(p, z) ≤ d(p, z) . Tout
espace CAT(−1) est ln(1+

√
2)-hyperbolique. Tout arbre réel est CAT(−1). Si

φ est une diff́erentielle quadratique holomorphe sur une surface de Riemann
Y, alors l’espace ḿetrique (Y, dφ) est localement CAT(0), et globalement
CAT(0) si Y est simplement connexe.
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Soit X un espace CAT(0). Unrayon (resp. unedroite) géod́esiquedansX
est une application isoḿetrique de [0,+∞[ (resp. R) dans X . Notons ∂∞X
le bord à l’infini de X : c’est l’ensemble des classes de rayons géod́esiques
pour la relation «̂etre à distance de Hausdorff finie », muni de la topologie
quotient de la topologie compacte-ouverte. Nous munissonsla réunion disjointe
X∪∂∞X de l’unique topologie ḿetrisable, induisant les topologies préćedentes
sur X et sur ∂∞X , telle qu’une suite (xi)i∈N dansX converge vers la classe
d’un rayon ǵeod́esiqueρ si et seulement si la suite de segments géod́esiques
entre ρ(0) et xi qui stationne enxi converge versρ pour la convergence
uniforme sur les compacts des applications continues de [0,+∞[ dans X .
Si X est propre (c’est-̀a-dire si ses boules ferḿees sont compactes), alors
X ∪ ∂∞X est compact, et appelé la compactification ǵeod́esiquede X .

Soit γ une isoḿetrie de X . Nous noterons encoreγ l’unique extension
continue deγ à X ∪ ∂∞X . La distance de translationde γ est

ℓ(γ) = inf
x∈X

d(x, γx) .

L’isométrie γ est (voir [BH, §II.6])

• elliptique si elle admet un point fixe, auquel casℓ(γ) = 0 ;
• hyperbolique si la borne inf́erieure d́efinissant ℓ(γ) est atteinte et si

ℓ(γ) > 0 ; il existe alors au moins une (image de) droite géod́esique
sur laquelleγ agit par translation de distanceℓ(γ) , appeĺee un axe de
translation de γ ; si X est CAT(−1), il est unique, c’est l’ensemble des
points x de X tels qued(x, γ2x) = 2d(x, γx) ;

• paraboliquesinon. Les arbres réels n’en ont pas. SiX est CAT(−1) et
propre, alorsℓ(γ) = 0 et γ admet un unique point fixe dans∂∞X .

Soit ρ une action isoḿetrique d’un groupeΓ sur X . Nous appelleronsfonction
distance de translation, et noteronsℓρ (ou ℓX par abus quandρ est sous-
entendue) l’applicationγ 7→ ℓ(ρ(γ)) de Γ dans [0,+∞[ . Notons que pour
toute isoḿetrie γ de X , nous avonsℓγργ−1 = ℓρ .

Nous renvoyons par exemplèa [Sha1, Sha2, Mor, Bes2, Pau3] pour tout
compĺement (dont les d́emonstrations ńecessaires) aux rappels ci-dessous sur
les arbres ŕeels. Si T est un arbre ŕeel, une actionρ d’un groupe surT est
dite minimale(au sens des arbres) si elle n’admet pas de sous-arbre non vide
propre invariant. Siℓρ n’est pas identiquement nulle (quandΓ est de type
fini, ceci est équivalentà demander queρ n’ait pas de point fixe global),
alors T admet un unique sous-arbre invariant minimal, qui est la réunion des
axes de translation deT . Le compĺet́e d’un arbre ŕeel est encore un arbre réel
(et les actions isoḿetriques de groupes s’étendent), mais un arbre réel muni
d’une action minimale d’un groupe n’est en géńeral pas complet.
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Soient T et T′ deux arbres ŕeels. Une application continuef : T→T′ est
un morphisme d’arbres ŕeels (voir [MO]) si tout segment ǵeod́esique deT
peut être subdiviśe en un nombre fini de segments géod́esiquesI1, . . . , Ik en
restriction auxquelsf est isoḿetrique. La composition de deux morphismes
d’arbres ŕeels est un morphisme d’arbres réels.

EXEMPLE. Soient F un feuilletage mesuré de Σg , et F̃ le feuilletage
mesuŕe deΣ̃g relev́e. Pour tout cheminc transverse par morceauxà F̃ , notons
|c|F̃ sa mesure transverse totale (somme des mesures transversesde chacun de
ses morceaux transverses). Nous appelleronspseudo-distance transverseentre
deux pointsx et y de Σ̃g pour F̃ la quantit́e

δF̃ (x, y) = inf
c
{ |c|F } ,

où la borne inf́erieure porte sur les courbesc transverses par morceauxà F̃
allant de x à y. C’est unepseudo-distance: elle vérifie tous les axiomes des
distances sauf celui de séparation. L’arbre dual à F est l’espace ḿetrique
quotient canonique

TF̃ = Σ̃g/∼ ,

où ∼ est la relation d’́equivalencex ∼ y si et seulement siδF̃ (x, y) = 0,
muni de la distance quotientδF̃ ([x], [y]) = δF̃ (x, y) où x et y sont n’importe
quels repŕesentants des classes [x] et [y] . C’est le plus gros quotient sépaŕe
de Σ̃g muni de la structure uniforme définie par la pseudo-distanceδF̃ (voir

[Bourb]). Nous noteronsπF̃ : Σ̃g →TF̃ la projection canonique. L’action de

Γg sur Σ̃g , qui est isoḿetrique pour la pseudo-distanceδF̃ , passe au quotient
en une action isoḿetrique deΓg sur TF̃ .

Nous rassemblons dans la proposition suivante les propriét́es des arbres
duaux, dus̀a Morgan-Shalen [MS1, MS2], Gillet-Shalen [GS] et Morgan-Otal
[MO], voir aussi [LP] pour une ǵeńeralisation. Nous appellerons par abus
feuille singulìere d’un feuilletage mesuré d’une surface toute union connexe
par arcs maximale de feuilles et de singularités.

PROPOSITION3. (1) Toute feuille et feuille singulière de F̃ est propre, et
pour tous les x et y dans̃Σg , nous avonsπF̃ (x) = πF̃ (y) si et seulement si
x et y appartiennent̀a la même feuille oùa la même feuille singulìere.

(2) L’espace ḿetrique TF̃ est un arbre ŕeel, et l’action isoḿetrique deΓg

sur TF̃ est minimale (au sens des arbres).

(3) Tout arc transversèa F̃ s’injecte par πF̃ dans T̃F .
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(4) Pour tout arbre ŕeel T muni d’une action isoḿetrique deΓg , toute
application Γg -équivariante f̃ : Σ̃g →T qui est constante sur les feuilles et
isoḿetrique sur tout arc transverse (muni de la pseudo-distancetransverse)
induit par passage au quotient un morphisme d’arbres réels Γg -équivariant
f : TF̃ →T .

Cette dernìere assertion dit que les “pliages” def ne peuvent avoir lieu
qu’aux images dansTF̃ des singularit́es deF̃ . En particulier, siF̃ n’a que
des singularit́es à 3 branches, alorsf est isoḿetrique.

NotonsAcyc(Γg) l’ensemble des classes d’isométrieséquivariantes d’actions
isométriques minimales deΓg sans point fixe global sur des arbres réels, dont
les stabilisateurs de segments géod́esiques non triviaux sont cycliques. Nous
le munirons plus tard d’une topologie. Le résultat suivant (voir [Sko]) dit
qu’un feuilletage mesuré de Σg est caract́eriśe, à isotopie et mouvement de
Whitehead pr̀es, par son arbre dual.

THÉORÈME 4 (Skora). L’application de MFg dans Acyc(Γg) , qui à la
classe d’un feuilletage mesuré F associe la classe de son arbre dual TF̃ ,
est un hoḿeomorphisme.

3. EN ROUTE VERS L’ INFINI

Les ultrafiltres (introduits par H. Cartan) surN sont un moyen magique
de śelectionner des valeurs d’adhérences de suites. Soitω un ultrafiltre 4) sur
N , non principal(c’est-̀a-dire contenant les complémentaires de parties finies),
qui existe par le lemme de Zorn. Une suite (xi)i∈N dans un espace topologique
E converge vers x∈ E suivant le filtreω si pour tout voisinageV de x, il
existe I ∈ ω tel que xi ∈ V pour tout i ∈ I , et on notex = limω xi .

PROPOSITION 5. Soit (xi)i∈N une suite d’un espace topologique E.
(1) Pour toute valeur d’adh́erence ℓ de (xi)i∈N dans E, il existe un

ultrafiltre non principal ω sur N tel que limω xi = ℓ (voir [Bourb, Chap. I,
§7, Prop. 8]).

(2) Si E est compact5), pour tout ultrafiltre non principalω sur N , il
existe un et un seulℓ ∈ E tel quelimω xi = ℓ , et ℓ est une valeur d’adh́erence
de (xi)i∈N (voir [Bourb, Chap. I, §9, n◦1]).

4) Un filtre est un ensemble non vide de parties non vides, stable par intersections finies et
passagèa la surpartie. Unultrafiltre est un filtre maximal (pour l’inclusion), voir [Bourb, Ch. I ].

5) Un espace topologique (localement) compact est sépaŕe, par d́efinition.
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Rappelons que l’espace [−∞,+∞] est compact, donc toute suite réelle
admet une limite suivantω dans cet espace.

Suite à l’interprétation logique par van der Dries et Wilkie [DW] de son
article [Gro1], Gromov a introduit dans [Gro2, §2] une notion de limite
d’actions isoḿetriques sur des espaces métriques variables.

SoientΓ un groupe fix́e et (Xi , di , ∗i, ρi)i∈N une suite d’espaces métriques
(Xi , di) point́es en∗i munis d’une action isoḿetrique ρi de Γ (ne pŕeservant
pas forćement le point base), telle que pour toutγ ∈ Γ ,

lim
ω

di(∗i, ρi(γ)∗i) < +∞ .

Consid́erons l’ensemble

X∞ = {(xi)i∈N ∈
∏

i∈N

Xi : lim
ω

di(∗i , xi) < +∞}

point́e en ∗∞ = (∗i)i∈N , muni de la pseudo-distance (qui en est bien une),

d∞(x, y) = lim
ω

di(xi , yi)

où x = (xi)i∈N et y = (yi)i∈N , et de l’action diagonaleα∞ de Γ définie par

α∞(γ)(xi)i∈N =
(
ρi(γ)xi

)
i∈N ,

qui est isoḿetrique pour la pseudo-distanced∞ . L’ ultralimite (Xω, dω, ∗ω, ρω)
de la suite (Xi , di, ∗i , ρi)i∈N suivantω est l’espace ḿetrique quotient canonique

Xω = X∞/∼

où x ∼ y si et seulement sid∞(x, y) = 0, muni de la distance quotient

dω([x], [y]) = d∞(x, y) ,

où [x], [y] sont les classes d’équivalence dex, y ∈ X∞ , point́e en la classe
d’équivalence∗ω de ∗∞ , muni de l’action isoḿetrique quotient deΓ définie
par

ρω(γ)[x] = [ρ∞(γ)x] .

Nous noterons [xi ] la classe d’́equivalence d’uńelément (xi)i∈N ∈ X∞ .
Cette ultralimite est en fait une limite suivant le filtreω de la suite

consid́erée, pour la topologie suivante (voir [Pau1]). Rappelons qu’une cor-
respondanceR entre deux ensemblesE et F est une relationR ⊂ E × F
dont les deux projections surE et sur F sont surjectives.

Soit E un ensemble d’espaces métriques munis d’une action isométrique
de Γ (ou un ensemble de classes d’isométrie équivariante de tels objets).
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Pour tout X dans E , pour toutes les parties finiesK de X et P de Γ , et
pour tout ǫ > 0, notonsVK,P,ǫ(X) l’ensemble desX′ ∈ E tels qu’il existe
une partie finieK′ dans X′ et une correspondanceR entre K et K′ telle
que, pour tous lesx, y ∈ X , x′, y′ ∈ X et γ ∈ P, si xR x′ et yR y′ , alors
| d(x, γy)−d(x′, γy′) | < ǫ . L’ensemble desVK,P,ǫ(X) , pour les parties finiesK
de X et P de Γ , et les ǫ > 0, est un système fondamental de voisinages de
X pour une topologie surE , appeĺee la topologie de Gromov́equivariante.

Cette topologie n’est en géńeral pas śepaŕee : par exemple, si une suite
(Xi)i∈N converge versX , alors elle converge aussi vers tout sous-espaceΓ-
invariant de X (nous utiliserons ceci plus tard). Il est immédiat de v́erifier
que (Xω, dω, ρω) est une limite de la suite (Xi, di , ρi)i∈N suivant le filtre ω

pour cette topologie. Ainsi, toute suite d’actions qui ne bougent pas trop des
points bases a une limite ! L’essentiel du travail de convergence est ramené à
trouver des points bases qui, quitteà renormaliser les distances, ne sont pas
trop bouǵes par leśeléments deΓ . Étudier les propríet́es des limites obtenues
est souvent la partie la plus importante du travail.

Voici des propríet́es imḿediates des ultralimites (voir [KaL, Prop. 3.6,
3.12]).

PROPOSITION 6. (1) L’espace ḿetrique Xω est complet.
(2) Si fi : Xi →Yi est une application(λi , ǫi) -quasi-isoḿetrique (respec-

tivement λi -lipschitzienne)6), si λ = limω λi < ∞ , ǫ = limω ǫi < ∞ et
limω d(fi(∗i), ∗i) < ∞ , alors l’application fω = limω fi : Xω →Yω définie
par [xi ] 7→ [fi(xi)] est (λ, ǫ) -quasi-isoḿetrique, et donc isoḿetrique si
(λ, ǫ) = (1, 0), (respectivementλ-lipschitzienne).

(3) Si Xi est ǵeod́esique pour tout i , alors Xω aussi.
(4) Si Xi est ǵeod́esiqueδi -hyperbolique pour tout i , siδ = limω δi < ∞

alors Xω est ǵeod́esiqueδ -hyperbolique, et donc un arbre réel si δ = 0.

Par exemple, si (X, d) est un espace ḿetrique, si (λi)i∈N est une suite
dans ]0,+∞[ tendant vers+∞ (dite suite des scalaires) et (∗i)i∈N est une
suite dansX (dite suite des points d’observation), alors l’ultralimite

(Xω, dω, ∗ω) = lim
ω

(Xi = X, di =
1
λi

d, ∗i)

(Γ est ici le groupe trivial) est appelée un ĉone asymptotiquede X .

6) Pour tous lesλ ≥ 1 et ǫ ≥ 0, une applicationf : X→Y entre deux espaces métriques
est λ -lipschitziennesi d(f (x), f (y)) ≤ λ d(x, y) pour tous lesx, y ∈ X , et elle est (λ, ǫ) -quasi-
isoḿetrique si 1

λ
d(x, y) − ǫ ≤ d(f (x), f (y)) ≤ λ d(x, y) + ǫ pour tous lesx, y ∈ X .
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Dyubina-Polterovich [DP] ont montré que tous les ĉones asymptotiques de
toutes les varíet́es riemanniennes complètes simplement connexes de dimension
au moins 2 et̀a courbure sectionnelle au plus−1 (donc ceux deH3

R ) sont
isométriquesà un m̂eme arbre ŕeel. Une description de celui-ci est l’ensemble
des applicationsf : [0, af [ → [0, 1] où 0 < af < +∞ , f (0) = 0, f est
localement constantèa droite (c’est-̀a-dire pour tout t ∈ [0, af [ , il existe
ǫ > 0 tel que f|[t, t+ǫ[ est constant), muni de la distance

d(f , g) = af + ag − 2 sup{t ≥ 0 : ∀ s∈ [0, t], f (s) = g(s)} .

4. LA COMPACTIFICATION DE MORGAN-SHALEN REVISITÉE

Soit Γ un groupe de type fini.
Nous allons d́ecrire une compactification d’un espaceX de classes de

repŕesentations deΓ dans un groupe topologiqueG, dueà Thurston [FLP] si
Γ = Γg , G = PSL2(R) et X est l’espace de Teichm̈uller, dueà Morgan-Shalen
[MS1] si G = SL2(C) et X est la varíet́e des caractères de repŕesentations
de Γ dans G, en suivant l’approche ḿetrique de Bestvina [Bes1] et [Pau1]
(voir aussi [Pau4]), et la présentation optimale de Parreau [Par2].

Nous dirons qu’une action isoḿetrique de Γ sur un espace ḿetrique
CAT(−1) est compl̀etement ŕeductiblesi pour tout ξ ∈ ∂∞X fixé par Γ , il
existe η ∈ ∂∞X − {ξ} fixé par Γ . Cette d́efinition est dueà Serre [Ser] et
Parreau [Par1], et nous renvoyonsà cette dernìere ŕeférence pour la bonne
notion dans les espaces métriques CAT(0).

Soient X un espace ḿetrique CAT(−1) propre (par exemple le modèle du
demi-espace supérieur de l’espace hyperbolique réel X = H3

R ) et G un groupe
topologique localement compact agissant (à gauche) surX par isoḿetries,
proprement, avec quotientG\X compact (par exempleG = PSL2(C) agissant
sur X = H3

R par l’extension de Poincaré des homographies deP1(C) =

C∪ {∞} = ∂∞H3
R , voir le début de la partie 5). Tout morphisme de groupes

ρ de Γ dansG définit une action isoḿetrique deΓ dansX , et nous noterons
ℓρ sa fonction distance de translation surX . Notons

• PΓ l’ensemble quotient de l’ensemble [0,+∞[Γ−{0} des fonctions
non nulles deΓ dans [0,+∞[ , par l’action deR∗

+ définie par (λ, f ) 7→ λf ,
muni de la topologie quotient de la topologie produit (qui est métrisable car
Γ est d́enombrable mais pas localement compact siΓ est infini) ;

• A(Γ) l’ensemble des classes d’isométrie équivariante des actions
isométriques, sans point fixe global, complètement ŕeductibles, minimales de
Γ sur les arbres réels T , muni de la topologie de Gromov́equivariante;
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• X (Γ,G) l’ensemble quotient de l’ensemble des morphismes de groupes
ρ : Γ→G compl̀etement ŕeductibles, modulo l’action par conjugaison7) de
G, muni de la topologie quotient de la topologie de la convergence simple.
L’ensemble X (Γ, Isom(X)) des classes d’isoḿetrie équivariante des actions
isométriques deΓ sur X peut aussiêtre muni de la topologie de Gromov
équivariante, et nous le noterons alorsX ′(Γ, Isom(X)) .

• θMS : X (Γ,G)→PΓ et θ′MS : X ′(Γ, Isom(X))→PΓ les applications
définies par [ρ] 7→ [ℓρ + 1], et θCM : A(Γ)→PΓ l’application T 7→ [ℓT] .

Consid́erons le diagramme suivant.

[ρ] ∈ X (Γ,G)

[ℓρ + 1] ∈ PΓ ∋ [ℓT]

X ′(Γ, Isom(X)) A(Γ) ∋ T
θCMθMS

θ′MS

Notons Out(Γ) = Aut(Γ)/ Int(Γ) le groupe des automorphismes extérieurs
de Γ (c’est-̀a-dire le groupe quotient du groupe des automorphismes de groupes
de Γ par son sous-groupe distingué des automorphismes intérieursh 7→ γhγ−1

pour γ ∈ Γ). Il agit par hoḿeomorphismes sur les espacesPΓ , A(Γ) ,
X (Γ,G) et X ′(Γ, Isom(X)) , par passage au quotient de la précomposition
par un automorphisme d’une fonction deΓ dans un ensemble.

PROPOSITION7. Les applications du diagramme préćedent sont continues
et Out(Γ) -équivariantes.

Démonstration. Il est immédiat par les propriét́es de la topologie quo-
tient que l’application deX (Γ,G) dans X (Γ, Isom(X)) définie par l’action
isométrique deG sur X est continue. Il est imḿediat que l’application iden-
tité de X (Γ, Isom(X)) dansX ′(Γ, Isom(X)) est continue (il suffit de prendre
K′ = K et R le graphe de idK dans la d́efinition de la topologie de Gro-
mov équivariante). Par commutativité du diagramme ci-dessus, il suffit donc
de montrer que la fonction distance de translation dépend continuement de
l’action pour la topologie de Gromov́equivariante sur les arbres réels ou les
espaces CAT(−1) propres.

Soit γ ∈ Γ et soit X′ assez proche deX pour la topologie de Gromov
équivariante. Notonsℓ(γ) et ℓ′(γ) les distances de translation deγ dans X
et X′ respectivement. Par définition de la topologie produit sur [0,+∞[Γ ,

7) Tout groupeH agit sur l’ensemble Hom(Γ,H) des morphismes de groupes deΓ dans H
par (h, ρ) 7→ {h′ 7→ hρ(h′)h−1} .
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il suffit de montrer queℓ(γ) et ℓ′(γ) sont proches. S’il existex ∈ X
tel que d(x, γx) est petite, alors il existex′ ∈ X′ tel que d(x′, γx′) est
petite, donc nous pouvons supposer queℓ(γ) > 0. CommeX est CAT(−1)
propre ou un arbre réel, ceci implique queγ est hyperbolique dansX .
Soit ǫ > 0 petit devantℓ(γ) . Soit x un point de l’axe de translation de
γ dans X . Il vérifie d(x, γx) + d(γx, γ2x) − d(x, γ2x) = 0. Si X′ est assez
proche de X , il existe x′ dans X′ tel que |d(x′, γx′) − d(x, γx)| < ǫ et
d(x′, γx′) + d(γx′, γ2x′) − d(x′, γ2x′) < ǫ . CommeX′ est CAT(−1) propre ou
un arbre ŕeel, ceci montre queγ est aussi hyperbolique dansX′ , et quex′ est
à distance au plusǫ′ (qui tend vers 0 quandǫ→0) de l’axe de translation
de γ dans X′ . D’où, si y′ est la projection orthogonale dex′ sur cet axe,

|ℓ′(γ) − ℓ(γ)| = |d(y′, γy′) − d(x, γx)| ≤ |d(x′, γx′) − d(x, γx)|+ 2ǫ′ ≤ ǫ+ 2ǫ′ ,

ce qui montre le ŕesultat.

Cet argument montre que les axes de translation sont des limites d’axes
de translation : si (Xω, dω, ∗ω, ρω) est l’ultralimite d’une suite (Xi, di , ∗i , ρi)i∈N

avec Xi un arbre ŕeel ou un espace CAT(−1) propre, si fω : R→Xω est un
paraḿetrage isoḿetrique de l’axe de translation deγ ∈ Γ dans Xω , alors il
existe I ∈ ω tel que pour pour touti ∈ I , l’ élémentγ est hyperbolique dans
Xi et il existe un paraḿetrage isoḿetrique fi : R→Xi de l’axe de translation
de γ dans Xi tel que fω = limω fi .

Faisons quelques remarques sur les objets du diagramme préćedent.

REMARQUE 8. NotonsPA(Γ) l’espace topologique quotient deA(Γ) par
l’action de R∗

+ par multiplication de la distance par un scalaire, c’est-à-dire
l’espace des classes d’homothétie8) équivariante des actions isométriques, sans
point fixe global, compl̀etement ŕeductibles, minimales deΓ sur les arbres
réelsT , muni de la topologie quotient de la topologie de Gromovéquivariante.
Il r ésulte de ŕesultats de Culler-Morgan [CM] et [Pau2] (dont la propriét́e de
continuit́e ci-dessus) que l’applicationθCM induit par passage au quotient un
homéomorphisme dePA(Γ) sur son image dansPΓ .

REMARQUE 9. Parreau [Par1] a montré que siX est un espace syḿetrique
alorsX (Γ,G) est le plus gros quotient sépaŕe de l’espace topologique quotient
Hom(Γ,G)/G (toujours pour l’action par conjugaison deG sur l’ensemble
Hom(Γ,G) muni de la topologie de la convergence simple), au sens suivant.

8) Une homoth́etie entre deux espaces métriques X et Y est une bijectionf : X→Y telle
qu’il existe λ > 0 tel que d(f (x), f (y)) = λ d(x, y) pour tous lesx, y dans X .
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• Pour tout ρ ∈ Hom(Γ,G) , il existe un élément ρss dans l’adh́erence
G · ρ de l’orbite de ρ par G qui est compl̀etement ŕeductible.

• Pour tous lesρ, ρ′ ∈ Hom(Γ,G) compl̀etement ŕeductibles, nous avons
G · ρ ∩ G · ρ′ 6= ∅ si et seulement siG · ρ = G · ρ′ . Ainsi nous avons une
application bien d́efinie et surjectiveπ : Hom(Γ,G)/G→X (Γ,G) qui à [ρ]
associe [ρss] .

• L’application π est continue et la topologie induite surX (Γ,G) par
l’inclusion de X (Γ,G) dans Hom(Γ,G)/G cöıncide avec la topologie la plus
fine rendant continueπ .

• L’espace X (Γ,G) est śepaŕe (donc localement compact) et toute
application continueG-invariante de Hom(Γ,G) dans un espace topologique
sépaŕe factorise parπ .

Ces énonćes font sens sous les seules hypothèses que nous demandons
sur (X,G) , et il est donc naturel de se demander pour quelles conditions sur
(X,G) ils sont v́erifiés, en particulier lorsqueX est un immeuble hyperbolique
(voir par exemple [GP]) ou un arbre régulier, qui ont souvent de jolis sous-
groupes ferḿes G d’automorphismes. Comme remarqué par Parreau [Par2],
le probl̀eme est beaucoup plus délicat pour les espaces CAT(0) propres : par
exemple, l’espace topologiqueX (Z, Isom(R2)) n’est pas śepaŕe.

REMARQUE 10. Un lien entre l’espace topologiqueX (Γ,G) et les quotients
algébro-ǵeoḿetriques a la Mumford (dont les variét́es des caractères de Culler-
Shalen et Morgan-Shalen), est le suivant, voir [Lun, RS, Bre, Par2]. Parvariét́e
algébrique affine V d́efinie sur un sous-corps k deC , nous entendrons dans
ces notes un sous-ensemble d’unCN où N ∈ N , lieu des źeros communs
d’une famille de polyn̂omesà N variables complexes̀a coefficients dansk
(voir par exemple [Per, §1]). L’ensemble de sesk-pointsest l’ensembleV(k)
des źeros communs danskN de ces polyn̂omes. Son anneau des fonctions
est le quotient de l’anneau des polynômes par l’ideal des polynômes qui
s’annulent surV . Un fermé de Zariskide V est le lieu dansV des źeros
communs d’une famille de polynômes complexes deCN .

Soit G un groupe alǵebrique affine connexe réductif d́efini sur K = R
ou K = C (voir par exemple [Bor]). SoientG = G(K)0 et X un espace
symétrique de G (par exempleK = C , G = PGL2 , G = PSL2(C) et
X = H3

R ). Si G est un sous-groupe algébrique d́efini sur K de SLN(C) ⊂ CN2

et si S est une partie ǵeńeratrice finie deΓ , par restrictionà S, le sous-
ensemble Hom(Γ,G) s’identifie à une varíet́e alǵebrique affine d́efinie sur
K contenue dans (CN2

)S. La théorie ǵeoḿetrique des invariants (voir par
exemple [PV]) montre qu’il existe une variét́e alǵebrique affine complexe
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Hom(Γ,G)//G définie sur K , dont l’anneau des fonctions est l’anneau des
fonctions de Hom(Γ,G) invariantes parG. De plus, l’application

X (Γ,G) −→ Hom(Γ,G)//G

=

{G-orbites ferḿees
dans Hom(Γ,G)

}
=

{G-orbites Zariski-ferḿees
dans Hom(Γ,G)

}

définie par G · ρ 7→ G · ρ , est

• un hoḿeomorphisme, siK = C (car sur C , les orbites d’actions
algébriques de groupes algébriques sur des variét́es alǵebriques affines sont
Zariski-ferḿees si et seulement si elles sont fermées, voir [Bre, Prop. 5.3]) ;

• une application continue,̀a fibres finies, d’image contenue (en géńeral
strictement) dans l’ensemble des points réels de Hom(Γ,G)//G, si K = R .

Précisons ce que nous entendrons par compactification dans cesnotes. Soit
X un espace topologique localement compact. Unecompactificationde X est
un couple (̂X, ι) où

• X̂ est un espace topologique compact;

• ι : X→ X̂ est un hoḿeomorphisme sur son image, ouverte et dense.

Nous identifierons X avec son image danŝX par ι . Si X est muni
d’une action continue d’un groupe topologiqueG et si cette action s’étend
continuementX̂ , nous dirons que cette compactification estG-équivariante.
Deux compactifications (équivariantes)̂X et X̂′ sont isomorphess’il existe un
homéomorphisme (́equivariant) deX̂ dans X̂′ valant l’identit́e sur X .

Par exemple, toute application continueθ : X→Y à valeurs dans un
espace topologiqueY, dont l’image est d’adh́erence compacte, définit une
compactificationX̂θ de X , dite assocíee à θ , en lui rajoutant la frontìere
de l’image de θ , de la manìere suivante. NotonŝXAle = X ∪ {∞} la
compactification d’Alexandrov deX . Alors l’applicationι de X dansX̂Ale×Y,
qui envoie x ∈ X sur (x, θ(x)) ∈ X̂Ale × Y, est un hoḿeomorphisme sur son
image, dont l’image est d’adhérence X̂θ compacte. SiX et Y sont munis
d’une action continue d’un groupe topologiqueG, et si θ est G-équivariante,
alors cette compactification estG-équivariante.

Le résultat suivant est une variante très ĺeg̀ere des ŕesultats susmentionnés
de Thurston, Morgan-Shalen, Bestvina, l’auteur de ce survol et Parreau. Par
exemple, un cas nouveau auquel il s’applique est lorsqueX est un immeuble
hyperbolique localement fini dont le groupes des automorphismes isoḿetriques
G est transitif sur les chambres (voir par exemple [Bourd, GP,HP]).
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THÉORÈME 11. SoientΓ un groupe de type fini, X un espaceCAT(−1)
propre et G un groupe localement compact agissant sur X par isométries,
proprement, avec quotient G\X compact. Alors l’adh́erence de l’image deθMS

est compacte et sa frontière est contenue dans la réunion deθCM(A(Γ)) et
de {[ |χ|+ 1] : χ ∈ Hom(Γ,R) − {0}} .

Démonstration. Soit S une partie ǵeńeratrice finie fix́ee deΓ . Pour tout
ρ ∈ Hom(Γ,G) , appelonsfacteur de dilatationde ρ l’ élément de [0,+∞[
défini par

λρ = inf
x∈X

max
s∈S

d(x, ρ(s)x) ,

et borne inf́erieure 1-approch́eede λρ tout point ∗ρ de X tel que

max
s∈S

d(∗ρ, ρ(s)∗ρ) ≤ λρ + 1 .

Notons que pour touth ∈ G, nous avonsλhρh−1 = λρ ; de plus,h∗ρ est une
borne inf́erieure 1-approch́ee deλhρh−1 .

Pour montrer le th́eor̀eme 11, puisquePΓ est ḿetrisable, il suffit de montrer
que toute suite ([ρi ]) i∈N dansX (Γ,G) admet une sous-suite dont l’image par
θMS converge vers [ℓρ+1] pour un [ρ] dansX (Γ,G) ou vers [|χ|+1] pour
un χ dans Hom(Γ,R) ou vers [ℓT] pour un T dansA(Γ) .

Supposons tout d’abord que la suite (λρi )i∈N est borńee. Alors puisque
l’action de G est cocompacte, quittèa conjuguerρi dans G, nous pouvons
supposer que la suite (∗i)i∈N reste dans un compact deX . Puisque l’action
de G sur X est propre et par extraction diagonale, pour toutγ ∈ Γ , la suite(
ρi(γ)

)
i∈N dans G converge vers uńelément ρ(γ) de G. Par continuit́e de

θMS, nous avons donc

lim
i →+∞

[ℓρi + 1] = [ℓρ + 1] ∈ θMS(X (Γ,G)) ,

si ρ(Γ) ne fixe pas de point̀a l’infini de X (donc ρ est compl̀etement
réductible) ou siℓρ = 0 (la repŕesentation triviale est complètement ŕeductible,
de fonction distance de translation nulle). Sinon, soitξ ∈ ∂∞X fixé par ρ(Γ) .

Rappelons (voir [BH, p. 268]) que lafonction de Busemannen ξ est

βξ : (x, y) 7→ lim
t →+∞

d(x, c(t)) − d(y, c(t))

où c : [0,+∞[ →X est n’importe quel rayon ǵeod́esique de point̀a l’infini
ξ . Elle est bien d́efinie et v́erifie les propríet́es de cocycle et d’invariance

βξ(x, y) + βξ(y, z) = βξ(x, z), βαξ(αx, αy) = βξ(y, x)
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pour tous lesx, y, z∈ X et pour toute isoḿetrie α de X . L’ horosph̀erecentŕee
en ξ passant parx ∈ X est {y ∈ X : βξ(x, y) = 0} .

Pour toutx0 ∈ X , l’application χ : γ 7→ βξ(x0, ρ(γ)x0) est donc uńelément
non nul de Hom(Γ,R) tel que ℓρ = |χ| . D’où

lim
i →+∞

[ℓρi + 1] = [ℓρ + 1] = [ |χ|+ 1] .

Supposons maintenant, quitteà extraire, que la suite (λρi )i∈N est strictement
positive et converge vers+∞ . Pour toutγ ∈ Γ , si ‖γ‖ = ‖γ‖S est la longueur
minimale d’un mot enS∪ S−1 repŕesentantγ , nous avons, par l’ińegalit́e
triangulaire,

(1) d(∗ρi , ρi(γ)∗ρi ) ≤ ‖γ‖ max
s∈S

d(∗ρi , ρi(s)∗ρi ) ≤ ‖γ‖ (λρi + 1) .

Fixons un ultrafiltre non principalω sur N . Consid́erons l’ultralimite

(Xω, dω, ∗ω, ρω) = lim
ω

(Xi = X, di =
1
λi

d, ∗i , ρi)

pour la suite de scalaires (λi = λρi )i∈N tendant vers+∞ et la suite de points
d’observation (∗i = ∗ρi )i∈N (qui sont envoýesà distance uniforḿement borńee
par tout élément fix́e de Γ , pour la distance renormalisée, d’apr̀es l’inégalit́e
(1)). Remarquons que la distance de translation deρi sur l’espace ḿetrique
renormaliśe (Xi, di) est 1

λρi
ℓρi .

Par la proposition 6 (4), l’espace métrique (Xω, dω) est un arbre ŕeel, et
l’action ρω n’a pas de point fixe global, parce que la renormalisation de la
métrique fait que tout point deXi est d́eplaće d’une distance au moins 1 par
au moins un deśeléments de la partie géńeratriceS.

Nous pouvons donc considérer l’unique sous-arbre invariant minimalT de
Xω , et sa fonction distance de translationℓT = ℓXω .

Par le fait que les ultralimites sont des limites pour la topologie de Gromov
équivariante, par la continuité de la fonction distance de translation pour cette
topologie (voir la d́emonstration de la proposition 7), nous avons

lim
ω

θMS([ρi]) = lim
ω

[ℓρi + 1] = lim
ω

[
1
λρi

(ℓρi + 1)] = [ℓXω ] = [ℓT] .

Ainsi si T n’a pas de point fixe global̀a l’infini, alors l’action deΓ sur T
est compl̀etement ŕeductible, et limω θMS([ρi]) ∈ θCM(A(Γ)) , ce qui montre
le résultat par la proposition 5 (2) (car toute valeur d’adhérence d’une suite
dans un espace ḿetrisable est limite d’une sous-suite). SiT admet un point
fixe global à l’infini, l’argument ci-dessus sur les fonctions de Busemann
montre queℓT est égale à la fonction distance de translation d’une action
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isométrique (par translations) sans point fixe global deΓ sur l’arbre ŕeel
R (donc compl̀etement ŕeductible et minimale). Par conséquent, la limite
limω θMS([ρi]) appartient aussìa θCM(A(Γ)) , ce qui conclut.

REMARQUES. (1) LorsqueX (Γ,G) est localement compact, la compact-
ification de l’espaceX (Γ,G) assocíee à l’application Out(Γ) -équivariante
continueθMS d’image relativement compacte, est une compactification Out(Γ) -
équivariante deX (Γ,G) , que nous noteronŝX (Γ,G) dans la suite.

(2) Nous dirons que l’action deG sur X est Γ-semi-simplifiablesi pour
tout ρ ∈ Hom(Γ,G) dont l’action surX fixe un point à l’infini ξ ∈ ∂∞X , il
existe η ∈ ∂∞X − {ξ} et ρ′ ∈ Hom(Γ,G) fixant ξ et η tel que ℓρ′ = ℓρ .

C’est par exemple le cas
• si X est un espace syḿetrique etG = Isom(X) ou G = Isom(X)0 est

la composante neutre de son groupe des isométries,
• ou si G n’a pas d’isoḿetrie parabolique, comme pour le groupe des

automorphismes isoḿetriques d’un immeuble hyperbolique localement fini.
Si l’action de G sur X est Γ-semi-simplifiable, la d́emonstration ci-dessus

montre que la frontìere deθMS(X (Γ,G)) est contenue dansθCM(A(Γ)) , et que
le bord X̂ (Γ,G)−X (Γ,G) de la compactificationX̂ (Γ,G) est hoḿeomorphe
(de manìere Out(Γ) -équivariante)̀a un sous-espace compact dePA(Γ) , par
la remarque 8.

(3) Lorsque G = SL2(C) (respectivementG = PSL2(C) ) agissant non
fidèlement (respectivement fidèlement) surH3

R , la compactification Out(Γ) -
équivarianteX̂ (Γ,G) est isomorphèa la compactification Out(Γ) -équivariante
de Morgan-Shalen de la variét́e des caractères

(
Hom(Γ,SL2)//SL2

)
(C)

(respectivement
(

Hom(Γ,PGL2)//PGL2
)
(C) ), par d́efinition de celle-ci, que

nous ne rappelons pas ici (voir [MS1]) et par la remarque 10.

5. LES SURFACES D’EPSTEIN-SCHWARZ-DUMAS

Décrivons maintenant l’outil principal de l’article [Dum2], qui développe
un travail d’Epstein [Eps]. Notons

H3
R =

( {
(z, t) ∈ C× ]0,+∞[

}
,
|dz|2 + dt2

t2

)

le mod̀ele du demi-espace supérieur de l’espace hyperbolique réel de dimension
3, dont le bordà l’infini est ∂∞H3

R = C ∪ {∞} = P1(C) . Le groupe
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PSL2(C) agit continuement et fid̀element sur la compactification géod́esique

H3
R ∪ ∂∞H3

R (transitivement sur∂∞H3
R ) : l’ élément±

( a b
c d

)
de PSL2(C)

agit par l’homographiez 7→ az+b
cz+d sur P1(C) et par son extension de Poincaré

(2) (z, t) 7→
( (az+ b)(cz+ d) + t2ac

|cz+ d|2 + t2|c|2 ,
t

|cz+ d|2 + t2|c|2
)

sur H3
R . Les horosph̀eres deH3

R centŕees en∞ sont les plans horizontaux
C × {t} où t > 0, et celles centrées enz ∈ C sont les sph̀eres euclidiennes
contenues dansH3

R , tangentes̀a C en z et privées dez.

centŕee enz
horosph̀ere

z

de Poincaŕe
extension

horosph̀ere centŕee en∞

∞

v
x

T1
x H3

R

ϕx(v)

γx

γdγc
γa

c

x

b
a d

γb
C

Pour tout pointx de H3
R , notonsT1

x H3
R la sph̀ere unit́e de l’espace tangent

à H3
R en x, ϕx : T1

x H3
R → ∂∞H3

R le difféomorphisme quìa un vecteur tangent
unitaire v en x associe le point̀a l’infini du rayon ǵeod́esique de vecteur
vitessev en son originex (voir le dessin ci-dessus̀a droite), etds2

x la métrique
riemannienne sur∂∞H3

R qui fait de ϕx une isoḿetrie riemannienne.

Rappelons qu’une ḿetrique riemannienneσ sur une surface de Riemann
X est dite conforme si dans toute carte locale (U, ζ) de X , elle s’́ecrit
σU, ζ(ζ) |dζ|2 où σU, ζ : U → ]0,+∞[ est lisse. Comme nous le verrons
dans la d́emonstration et dans la remarque 13, le résultat suivant construit des
enveloppes lisses de familles d’horosphères deH3

R de hauteurs d́efinies par
des structures conformes sur des ouverts immergés dans∂∞H3

R = P1(C) .

PROPOSITION 12 (Epstein). Soient Ω une surface de Riemann,σ une
métrique riemannienne conforme surΩ , f : Ω→P1(C) une application
holomorphe localement injective. Alors il existe une unique application lisse
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Θ = Θf , σ de Ω dans H3
R telle que pour toutζ ∈ Ω , nous avons

f ∗(ds2
Θ(ζ))(ζ) = σ(ζ) |dζ|2 .

Démonstration. En tout point ζ0 ∈ Ω , nous pouvons supposer, quitteà
faire agir une isoḿetrie de H3

R , que z0 = f (ζ0) appartientà la carte affine
C de P1(C) . Sur un voisinage assez petitU de ζ0 , l’application f est un
diff éomorphisme sur l’ouvertf (U) , et l’image par (f−1)∗ de la ḿetrique

conformeσ|U s’écrit e2η(z)|dz|2 où η : z 7→ 1
2 Ln σ(f−1(z))

|f ′(f−1(z))|2 est lisse surf (U) .

Notons HS3 l’espace des horosphères deH3
R , identifié avec∂∞H3

R × R par
le paraḿetrage de Hopf enx0 ∈ H3

R (voir l’appendice A). Soith : f (U)→R
l’application lisse telle que|dz|2 = e2h(z)ds2

x0
en tout pointz∈ f (U) . Notons

F∗ : f (U)→HS3 l’application z 7→ (z, η(z) + h(z)) , et F : f (U)→H3
R

l’application assocíee à F∗ par le lemme 17. AlorsΘ : ζ 7→ F(f (ζ)) convient
sur U par la formule (5). L’unicit́e d́ecoule de l’unicit́e dans ce lemme.

Voici une formule pour calculs ultérieurs. En notantηz =
∂η
∂z et ηz =

∂η
∂z ,

on peut montrer que pour toutζ ∈ U , si z= f (ζ) , alors

(3) Θ(ζ) =
(

z+
4ηz(z)

e2η(z) + 4ηz(z)ηz(z)
,

2
eη(z) + 4e−η(z)ηz(z)ηz(z)

)

convient (voir [Dum2, §3.2] et la formule (2)).

Par unicit́e, si Γ est un groupe d’automorphismes deΩ , qui agit par
isométries de la ḿetrique conformeσ , si ρ : Γ→ PSL2(C) est un morphisme
de groupes tel quef ◦ γ = ρ(γ) ◦ f pour tout γ ∈ Γ , alors l’applicationΘ
est ρ-équivariante.

REMARQUE 13. Si Ω est une surface et si (Hζ)ζ∈Ω est une famille
d’horosph̀eres deH3

R paraḿetrée parΩ , une enveloppede cette famille est
une application continueΘ : Ω→H3

R telle que pour toutζ ∈ Ω , nous
avons Θ(ζ) ∈ Hζ . On peut demander aussi queΘ soit de classe C1 et
TζΘ(TζΩ) ⊂ TΘ(ζ)Hζ (sans demander queΘ soit une immersion), mais nous
ne le ferons pas ici. Par l’appendice A, l’applicationΘ est une enveloppe de
la famille des horosph̀eres {x ∈ H3

R : f ∗(ds2
x) (ζ) = σ(ζ) |dζ|2

}
paraḿetrée

par ζ ∈ Ω . Il est fort utile pour les calculs que cette application soit lisse
(même si ce n’est pas toujours une immersion), ce qui n’est pas si fr équent
pour des enveloppes.

EXEMPLE. Si Ω est un domaine de Jordan deC , si σ est sa ḿetrique
de Poincaŕe et si f : Ω→P1(C) est l’inclusion, alors l’applicationΘ = Θf , σ
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donne une jolie surface dans l’espace hyperbolique. SiΩ est le disque ouvert
unité D de C , en regardant la valeur deΘ en 0 et en utilisant l’invariance
par le groupe des automorphismes deP1(C) préservantD , l’image deΘ est
le plan hyperbolique de bord̀a l’infini le cercle unit́e.

0 D
ΩC

REMARQUE. Si Ω est un domaine de Jordan deC , il existait d́ejà plusieurs
manìeres de faire border̀a ∂Ω une surface contenue dansH3

R , par exemple
par des surfaces minimales, des applications harmoniques,et surtout par la
composante connexe∂+C∂Ω du bord de l’enveloppe convexeC∂Ω de ∂Ω

dans H3
R , sur laquelle se rétracte Ω , par la projection le long du rayon

géod́esique partant perpendiculairementà un hyperplan d’appui en un point
du bordC∂Ω et arrivant en un point deΩ , voir par exemple [MT, §3.1]. Cette
surface∂+C∂Ω est une enveloppe de la famille de ses hyperplans d’appuis, et
aussi une enveloppe d’une famille d’horosphères : pour toutζ ∈ Ω , notonsHζ

la plus petite horosph̀ere centŕee enζ rencontrant l’enveloppe convexeC∂Ω .
Alors ∂+C∂Ω est une enveloppe (au sens restreint ci-dessus) de la famille
d’horosph̀eres (Hζ)ζ∈Ω . Mais cette projection deΩ sur ∂+C∂Ω n’est pas
lisse, son image est une surface plissée, fort utile par ailleurs pour l’étude
des groupes kleiniens, comme nous l’a enseigné Thurston, voir [MT, §6]. La
lissité des applicationsΘf , σ est son gros avantage, avec le fait que des calculs
de ses invariants riemanniens sont raisonnables par la formule (3).

Soient X une structure de surface de Riemann surΣg et X̃ celle relev́ee
sur Σ̃g . Soient φ ∈ Q(X) et φ̃ = π∗φ ∈ Q(X̃) . Soit Dφ une application
développante, de représentation d’holonomieρφ , de la structure projective
complexe d́efinie parφ (l’immersion holomorpheDφ : X̃→P1(C) est solution
de l’équation diff́erentielle schwarzienneSf = φ). Remarquons que|φ̃| est
une ḿetrique conforme sur la surface de RiemannΩ = X̃−φ̃−1(0) , puisqu’elle
s’écrit en carte locale|φ̃(z)| |dz|2 avec |φ̃(z)| > 0 en dehors des zéros deφ̃ . Si
f = Dφ|Ω et σ = 2|φ̃||Ω , l’application Θφ = Θf , σ sera appelée l’application
de Epstein-Schwarz-Dumasde φ .
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6. DÉGÉNÉRESCENCES DE STRUCTURES PROJECTIVES COMPLEXES, D’APRÈS

D. DUMAS

Fixons une structure de surface de RiemannX sur Σg , et notonsX̃ la
structure de surface de Riemann surΣ̃g relev́ee. NotonsG = PSL2(C) . Le
résultat suivant est une compilation de résultats de Poincaré, Hejhal [Hej] et
Gallo-Kapovich-Marden [GKM].

THÉORÈME 14. L’application θCP1/X : CP1(Σg)→X (Γg,G) qui envoie
[D, ρ] sur [ρ] est un hoḿeomorphisme local tel que

(1) son image est l’ensemble des G-orbites desφ ∈ Hom(Γg,G) non
élémentaires9) qui se rel̀event en une représentation deΓg dans SL2(C) par
la projection canoniqueSL2(C)→ PSL2(C) ;

(2) sa restriction à toute fibre deθCP1/T : CP1(Σg)→T (Σg) est une
application injective continue propre.

Consid́erons le diagramme suivant.

[ρ] ∈ X (Γ,G)

X̂ (Γ,G)

⊃

[ρφ]

Q(Σg) Q(X)

φ

[D, ρ] [SD modΓg]
≃

θCP1/X

[D, ρ] ∈ CP1(Σg)

θQ/X

θCP1/Q

Le but de cette partie est d’étudier la compactification Mod(Σg) -équi-
variante de l’espaceCP1(Σg) assocíee à l’application Mod(Σg) -équivarian-
te continue θCP1/X : CP1(Σg)→X̂ (Γg,G) qui envoie [D, ρ] sur [ρ] ∈
X (Γg,G) . Elle induit une compactification deQ(X) , qui est la compactification
Q̂hol(X) de Q(X) assocíee à l’application continueθQ/X : Q(X)→X̂ (Γg,G) ,
qui envoie φ ∈ Q(X) sur la classe dansX (Γg,G) d’une repŕesentation
d’holonomie ρφ d’une structure projective complexe intégrantφ .

Notons Q̂ray(X) la compactification deQ(X) par ses rayons vectoriels,
dont le bord s’identifièa la sph̀ere unit́e Q1(X) de l’espace vectoriel norḿe

9) Une repŕesentation deΓg dans le groupe des isométries d’un espace CAT(−1) X est
élémentaire si elle pŕeserve un point ou une paire de points deX ∪ ∂∞X . Notons qu’une
repŕesentation nońelémentaire est en particulier complètement ŕeductible.
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Q(X) , qui n’est autre que la compactification associée à l’application continue
θ : Q(X)→Q(X) définie parφ 7→ arctan‖φ‖ φ

‖φ‖ (qui vaut 0 en 0 et d’image
la boule unit́e ouverte deQ(X) , qui est relativement compacte). Un problème
de Gallo-Kapovich-Marden, dont nous allons donner la réponse apportée par
Dumas, est de comparer ces deux compactificationsQ̂hol(X) et Q̂ray(X) .

Ce probl̀eme est̀a mettre en parallèle avec le fait de comparer le bord de
Teichm̈uller (qui s’identifie avecQ1(X) ) de l’espace de Teichm̈uller T (Σg)
point́e en [X] (paraḿetrable aussi parQ(X) ), avec son bord de Thurston
PMFg , qui est l’espace quotient deMFg par l’action de R∗

+ définie par
λ(F , µ) = (F , λµ) , et s’identifie avec le bord de la compactification de
Morgan-Shalen d́efinie par l’application θ : T (Σg)→X̂ (Γg,G) qui à [Y]
associe la classe dansX (Γg,G) de la repŕesentation d’holonomie d’une
structure hyperbolique surΣg conforme sur Y (voir [Pau5]). Ces deux
compactifications cöıncident sur une partie géńerique (leséléments dePMFg

repŕesent́es par les feuilletages mesurés uniquement ergodiques), mais ne
cöıncident pas partout. Il est naturel de penser qu’il pourrait en être de
même dans le cas que nousétudions.

Rappelons qu’̀a toute diff́erentielle quadratique holomorpheφ ∈ Q(X) non
nulle, dont nous noterons̃φ le relev́e au rev̂etement universel̃Σg , est associé

• la distancedφ̃ sur Σ̃g , qui fait de (̃Σg, dφ̃) un espace ḿetrique CAT(0)

dont la courbure strictement négative est concentrée aux źeros deφ̃ (voir la
partie 1.3);

• le feuilletage horizontalFφ̃ = F̃φ de φ̃ sur Σ̃g (voir la partie 1.3),
sa pseudo-distance transverseδ

F̃φ
, et l’arbre dual T

F̃φ
obtenu en rendant

sépaŕee cette pseudo-distance (voir la partie 2);
• la norme ‖φ‖ de φ , c’est-̀a-dire l’aire totale de la surface platèa

singularit́es coniques associée à φ (voir la partie 1.3);
• la classe [ρφ] d’une repŕesentation d’holonomieρφ : Γg → PSL2(C)

d’une structure projective complexe intégrant φ (voir la partie 1.4), dont le
facteur de dilatation estλρφ

= infx∈H3
R

maxs∈Sd(x, ρφ(s)x) , où S est une partie
géńeratrice finie fix́ee deΓg (voir la partie 4).

• Θφ : X̃−φ̃−1(0)→H3
R l’application d’Epstein-Schwarz-Dumas deφ , qui

estΓg -équivariante pour les actions deΓg sur X̃−φ̃−1(0) par automorphismes
de rev̂etement et surH3

R par ρφ (voir la partie 5).

Le cœur de l’article de Dumas [Dum2] est le résultat suivant. Sa
démonstration repose sur un calcul de la première et la seconde forme
fondamentale de l’application de Epstein-Schwarz-Dumas,pour lequel nous
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renvoyons à [Dum2], à l’aide de la formule 3 (mais l’interprétation par
dualit́e d́ecrite dans l’appendice A, et l’article [Sch], pourraient donner une
nouvelle approchèa ces calculs). Pour tout toutφ ∈ Q(X) , notons X̃φ,5 le
compĺementaire du 5-voisinage dẽφ−1(0) dansX̃ pour la distancedφ̃ . Une
géod́esique pourdφ̃ est non singulìere si elle ne passe pas par un zéro de

φ̃ . Remarquons que si une géod́esique c pour dφ̃ est horizontale, alors sa
mesure transverse totale|c|Fφ

pour le feuilletage horizontal est nulle.

THÉORÈME 15 (Dumas). Soit X une structure complexe surΣg .
(i) Pour tout φ ∈ Q(X) , l’application Θφ de

(
X̃φ,5, dφ̃

)
dans (H3

R, dH3
R
)

est 2-lipschitzienne (voir [Dum2, Theo.3.6]).
(ii) Pour tout ǫ > 0, il existe A> 0 tel que pour toutφ ∈ Q(X) , pour

tout segment ǵeod́esique c entre deux points x et y dẽX pour d̃φ , si

dφ̃(c, φ̃−1(0)) ≥ A
(

1+

√
dφ̃(x, y)

)

(en particulier c est non singulier), alors (voir [Dum2, Theo. 3.6 (iii) et 3.9])

(1− ǫ) |c|Fφ
− ǫ ≤ dH3

R
(Θφ(x),Θφ(y)) ≤ (1+ ǫ) |c|Fφ

+ ǫ . �

Le résultat suivant s’obtient alors assez facilement, et le point (3) est la
clef de vôute de l’article [Dum2], comme annoncé dans l’introduction.

COROLLAIRE 16 (Dumas). Soit (φi)i∈N une suite dansQ(X) telle que
‖φi‖→+∞ et φi

‖φi‖
→φ ∈ Q(X) . Soit x0 ∈ X̃ un point d’un axe de translation

non singulier non horizontal d’uńelémentγ0 ∈ Γg pour la distance d̃φ .
(1) Il existe κ > 0 tel que pour tout i∈ N assez grand, nous avons
a) 1

κ λρφi
≤

√
‖φi‖ ≤ κ λρφi

,

b) il existe (au moins) un point∗i ∈ H3
R tel que d(∗i,Θφi (x0)) ≤ κ

√
‖φi‖ ,

qui est une borne inférieure 1-approch́ee deλρφi
.

(2) Pour tout segment géod́esique non singulier c pour d̃φ , pour toutǫ > 0,

pour tout i assez grand, l’applicationΘφi : (c, δ
F̃φ

)→ (H3
R,

1√
‖φi‖

dH3
R
) est

une (1+ ǫ, ǫ) -quasi-ǵeod́esique.
(3) Soit T ∈ A(Γg) tel que θCM(T) soit une valeur d’adh́erence dans

PΓg de la suite
(
θMS([ρφi ])

)
i∈N . Alors à homoth́etie de T pr̀es, il existe un

morphisme d’arbres ŕeels Γg -équivariant de l’arbre dual T̃
Fφ

dans T .

Si les źeros deφ sont simples (ce qui est le cas géńerique), alors ce
morphisme d’arbres réels est une isoḿetrie, car il est injectif sur les images
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des ǵeod́esiques non singulières non horizontales par (2), et ne peut pas plier
aux singularit́es, car deux points près d’un źero simple peuvent̂etre pousśes le
long de feuilles pour̂etre joints par une ǵeod́esique non singulière verticale.
Ainsi, la suite

(
θMS([ρφi ])

)
i∈N

converge vers la classe d’homothétie de la
fonction distance de translation de l’arbre dual du feuilletage horizontal deφ .

Démonstration. Les assertions (1) et (2) se déduisent assez facilement du
théor̀eme 15, voir [Dum2, Theo. 4.7, 4.4, 4.5]. Par exemple, (2) découle de
(ii) appliqué à φi en multipliant les ińegalit́es par 1√

‖φi‖
. Montrons (3).

Soit ω un ultrafiltre non principal surN tel que limω θMS([ρφi ]) = θCM(T) ,
qui existe par la proposition 5 (1). Considérons l’ultralimite

(Xω, dω, ∗ω, ρω) = lim
ω

(Xi = H3
R, di =

1√
‖φi‖

dH3
R
,Θφi (x0), ρφi )

pour la suite de scalaires (
√
‖φi‖ )i∈N tendant vers+∞ et la suite de points

d’observation (Θφi (x0))i∈N (qui sont envoýesà distance uniforḿement borńee
par toutélément fix́e de Γg pour la distance renormalisée, d’apr̀es l’inégalit́e
(1) et l’assertion (1)). Par la proposition 6 (4), l’espace métrique (Xω, dω) est
un arbre ŕeel, et l’action ρω n’a pas de point fixe global, comme dans la
démonstration du th́eor̀eme 11, car la suite (∗i)i∈N défini un point ∗ω dans
Xω par l’assertion (1) b).

Par le th́eor̀eme 15 (i), la suite d’applications
(
Θφi : X̃− φ̃−1

i (0)→Xi
)

i∈N

converge vers une application continueΓg -équivarianteΘω : X̃−φ̃−1(0)→Xω .

Celle-ci est constante sur les feuilles dẽFφ et isoḿetrique sur tout arc
transverse (muni de la pseudo-distance transverse) par la proposition 6 (2)
et le th́eor̀eme 15 (ii). Par la proposition 3 (4), elle induit donc par passage
au quotient un morphisme d’arbres réels Γg -équivariant f : T

F̃φ
→Xω . Par

minimalité (au sens des arbres) deT
F̃φ

, l’image de f est contenue dans le
sous-arbre minimalXmin

ω de Xω .

Nous avons [ℓT] = [ℓXω ] par les arguments de continuité de la proposition
7. Si Xω n’a pas de point fixe global̀a l’infini, alors, par la remarque 8,̀a
homoth́etie pr̀es, T = Xmin

ω . Sinon,à homoth́etie pr̀es, nous avonsT = R par
compl̀ete ŕeductibilit́e, et il existe un morphisme d’arbres réelsΓg -équivariant
de Xmin

ω dans T = R (rétraction de l’immeuble qu’estXmin
ω sur un de ses

appartements passant par un pointà l’infini fixe). Le résultat s’en d́eduit par
composition de morphismes.
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A. DUALIT É ENTRE L’ESPACE HYPERBOLIQUE ŔEEL ET L’ESPACE DE SES

HOROSPH̀ERES, D’APRÈS SCHLENKER

Si X est un espace ḿetrique ǵeod́esique propre CAT(−1), notonsHS
l’ensemble des horosphères deX , muni de la topologie de Chabauty sur les
fermés deX (induite par la distance de Hausdorff sur les compacts, voirpar
exemple [Pau6, §1.2]). Pour toutx0 ∈ X , l’application HS→ ∂∞X × R , qui
à une horosph̀ere H associe le couple (ξ, t) où ξ est le pointà l’infini de H
et t = βξ(x0,H) = βξ(x0, h) pour tout h ∈ H , est un hoḿeomorphisme, par
lequel nous identifieronsHS et ∂∞X×R . Appeĺe leparaḿetrage de Hopf(en
x0 ), il ne dépend dex0 qu’à translation pr̀es dans le facteurR . Il conjugue
l’action de Isom(X) sur HS à l’action γ · (ξ, t) = (γξ, t + βξ(γ−1x0, x0)) .
Voir par exemple [Rob, Chap. 2 et 6] et [PPS, §10.2] pour des propriét́es
dynamiques deHS .

Poincaŕe de Hn
R

la boule de
mod̀ele de

horosph̀eresHSn

de l’espace des
mod̀ele cylindrique

ξ

S

H

H

(ξ, s)

Sn

Sn−1 = ∂∞Hn
R

x horosph̀eres passant parx
sph̀ere plate deHSn des

l’h émisph̀ere
mod̀ele de

Nord de Hn
R

Soit n ≥ 2, notonsHSn l’espace des horosphères de l’espace hyperbolique
réel Hn

R de dimensionn. Un mod̀ele deHSn , dit mod̀ele cyclindrique, est le
suivant (voir [Sch, §2,3] pour d’autres modèles et une jolie description de la
géoḿetrie deHSn ). Consid́erons lemod̀ele de l’h́emisph̀ere Nord(ouvert) de
Hn

R , obtenu comme image par la projection stéréographique de p̂ole Sud, dans
la sph̀ere unit́e Sn de Rn+1 , du mod̀ele de la boule de Poincaré dansRn×{0} .
Alors HSn s’identifie au demi-cylindre vertical{(ξ, s) ∈ Sn−1 × R : s> 0}
de base l’́equateur Sn−1 × {0} = ∂∞Hn

R de Sn , par l’application qui à
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une horosph̀ere H dans l’h́emisph̀ere Nord associe le point (ξ, s) de ce demi-
cyclindre tel queH soit l’ensemble des points de tangences avec l’hémisph̀ere
Nord des droites affines deRn+1 passant par (ξ, s) . Un petit calcul montre
que le paraḿetrage de Hopf s’écrit (ξ, s) 7→ (ξ, t = − Ln s) , si x0 est le p̂ole
Nord de Sn .

Pour tout x ∈ Hn
R , notonsϕx : T1

x Hn
R → ∂∞Hn

R le difféomorphisme quìa
un vecteur tangent unitairev en x associe le point̀a l’infini v+ du rayon
géod́esique de vecteur vitessev en son originex. Pour toute isoḿetrie γ de
Hn

R , nous avonsϕγx ◦ γ = γ ◦ ϕx . L’application ϕx est conforme10) pour la
structure conforme surT1

x Hn
R définie par sa ḿetrique riemannienne sphérique,

et celle sur∂∞Hn
R identifié avecSn−1 dans le mod̀ele de la boule de Poincaré

(ou si n = 3 avec P1(C) muni de sa structure de surface de Riemann).
Notons ds2

x la métrique riemannienne sur∂∞Hn
R qui fait de ϕx une

isométrie riemannienne. La famille (ds2
x)x∈Hn

R
est injective, Γ-équivariante

et conforme : pour tous lesx, y ∈ Hn
R , ξ ∈ ∂∞Hn

R et γ ∈ Isom(Hn
R) , si

ds2
x = ds2

y , alors x = y, et nous avons

(4) γ∗ds2
x = ds2

γ−1x et ds2
x(ξ) = e−2βξ(x,y)ds2

y(ξ) .

Elle définit la structure conforme naturelle de∂∞Hn
R .

Pour tout pointξ de ∂∞Hn
R et tout produit scalaireB dans la structure

conforme surTξ(∂∞Hn
R) , l’ensemble

H(ξ,B) =
{

x ∈ Hn
R : ds2

x (ξ) = B
}

des pointsx de Hn
R où l’image de la ḿetrique riemannienne deT1

x Hn
R par

le difféomorphismeϕx cöıncide au point ξ avec B, est une horosph̀ere
de point à l’infini ξ : on le voit ǵeoḿetriquement en se ramenant par
isométrie au cas òu ξ = ∞ dans le mod̀ele du demi-espace supérieur de
Hn

R , ou en utilisant la formule (4) : siB = b ds2x0
(ξ) où b > 0, alors

H(ξ,B) = {x ∈ Hn
R : βξ(x, x0) = − 1

2 Ln b} . L’inverse du paraḿetrage de
Hopf est (ξ, t) 7→ H(ξ, e2tds2

x0
(ξ)) .

10) Une structure conformesur un espace vectoriel réel est une classe d’homothétie de produits
scalaires. Unisomorphisme lińeaire conformeest un isomorphisme lińeaire qui pŕeserve les classes
d’homoth́eties fix́ees de produits scalaires. Unestructure conformesur une varíet́e ŕeelle lisseM
est une section lisse du fibré projectif du fibŕe des formes bilińeaires syḿetriques surM , qui à
tout point x de M associe une structure conforme sur l’espace vectorielTxM . Un isomorphisme
conformeest un diff́eomorphisme dont les applications tangentes en tout point sont conformes. Par
exemple, une ḿetrique riemannienne sur une variét́e d́efinit une structure conforme, en prenant en
chaque point la classe d’homothétie du produit scalaire riemannien. Une surface de RiemannM
porte une structure conforme canonique, qui la détermine avec l’orientation induite, en prenant
en chaque pointx ∈ M la classe d’homoth́etie d’un produit scalaire rendant orthogonalX et iX
pour tout X ∈ TxM .
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La varíet́e HSn , identifiée avec∂∞Hn
R × R par le paraḿetrage de Hopf

en x0 , est munie d’une ḿetrique d́eǵeńerée de signature (0, n− 1), qui sur
l’espace tangent̀a (ξ, t) vaut 0dt2+e2tds2

x0
. Cette ḿetrique est ind́ependante de

x0 et invariante par l’action de Isom(Hn
R) . Les sous-espaces des horosphères

passant par un point donné deHn
R sont lessph̀eres platesde HSn , c’est-̀a-dire

les hypersurfaces deHSn , en restriction auxquelles la ḿetrique deHSn est
non d́eǵeńerée, totalement ǵeod́esique et isoḿetrique à Sn . Dans le mod̀ele
cyclindrique deHSn , ce sont les intersections avecHSn des hyperplans de
Rn+1 tangents au point donné à l’hémisph̀ere Nord. Tout hyperplan tangentà
HSn non vertical(ne contenant pas de vecteur non nul tangent au facteurR
dans le paraḿetrage de Hopf, ou ne contenant pas de droite verticale dans le
mod̀ele cylindrique) est tangentà une et une seule sphère plate deHSn .

LEMME 17. Soit F∗ : Ω→HSn une immersionC1 de codimension1 dont
aucun plan tangent n’est vertical. Il existe une unique application continue
F : Ω→Hn

R telle que l’une des deux conditionséquivalentes suivantes soit
vérifiée, et F est lisse si F∗ est lisse :

(1) pour tout ζ ∈ Ω , le point F(ζ) est le point commun des horosphères
de l’unique sph̀ere plate deHSn dont un espace tangent est TζF∗(TζΩ) ;

(2) le point F(ζ) appartient à l’horosph̀ere F∗(ζ) pour tout ζ ∈ Ω .

Démonstration. L’existence, l’unicit́e et la ŕegularit́e de F vérifiant (1)
est imḿediate par ce qui préc̀ede. L’assertion (1) implique (2). Supposons (2)
vérifiée. Dans les mod̀eles de l’h́emisph̀ere Nord deHn

R et cyclindrique de
HSn , pour toute suite (ζi)i∈N qui tend versζ dansΩ , l’hyperplan affine de
Rn+1 tangentà l’hémisph̀ere Nord enF(ζi) , qui contient le pointF∗(ζi) du
demi-cyclindre vertical, converge vers celui enF(ζ) , qui contientF∗(ζ) , par
continuit́e. Donc la limite contientTζF∗(TζΩ) et l’assertion (1) est v́erifiée.

Avec la terminologie de la remarque 13, l’assertion (2) signifie que
l’application F : Ω→Hn

R est une enveloppe de la famille d’horosphères
(F∗(ζ))ζ∈Ω . Notons queF n’est pas forćement une immersion (par exemple,
F est constante si l’image deF∗ est une sph̀ere plate deHSn ). Si F∗ s’écrit
ζ 7→ (ξ(ζ), t(ζ)) dans le paraḿetrage de Hopf enx0 , alors, pour toutζ ∈ Ω ,
les trois conditions

(5) F(ζ) ∈ F∗(ζ), βξ(ζ)(x0,F(ζ)) = t(ζ) et ds2
F(ζ)(ξ(ζ)) = e2 t(ζ)ds2

x0

sont équivalentes. Si de plusF est une immersion, alorsF∗(ζ) est une
horosph̀ere tangentèa l’image deF en F(ζ) . Nous renvoyons̀a [Sch, §2,3]
pour d’autres informations sur les géoḿetries relatives deF et F∗ .
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curvature. Livre en pŕepublication[arXiv : 1211.6242].
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