Regards croiss sur les &ries de Poincér et leurs applications

par Fiederic RAULIN

1. INTRODUCTION

Soient X un ensemble ef’ un groupe dnombrable agissa@t gauche sur
X. Un des moyens (utiles en particulier pour les formes automorphes, voir
par exemple [Sie, lwa]) de construire des fonctions atiquesT -invariantes
sur X est le suivant: on consitle un sous-groupEy de I' et une application
Ig-invariante f : X— C; on introduit, lorsqu’elle converge absolument, la
série de Poincag (relative) P = P; r , ou, pour toutx € X,

PO = > f(m= > f(r ',

~yED\T ~vel'/To

ou chaque somme porte sur un €8st de regrsentants des classes tig
dansT' (et ne @épend pas de son choix). On introduit aussi, pouiX —]0, 1]
une applicationlp-invariante, la érie de Dirichlet (relative)

P9 = > (1) g(yx°

vyET\T

et on espre la finitude de sombscisse de convergendéfinie par

inf{se R : > [f(y)] g(y)° < +o0} .
’yEFo\F

Le but de ces notes n'est pastthblir une hypotétique tleorie gerérale
des €ries de Poinc&rDirichlet, mais d’expliquer trois exemples de situasion
ou des considrations de telles sommes sont utiles.

Ainsi, dans la partie 2, nousédrivons des variantes pos@es des é&ries
de Poincag des sous-groupes discrets d'isgines de vaétes riemanniennes
de courbure @gative (qui sont desésies de Dirichlet au sens ci-dessus).
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Elles sont utiles pour divers praishes de comptagégquidistribution et autres
aspects de #orie ergodique en courbur@gative.

Dans la partie 3, nous introduisons légies d’Eisenstein de sous-groupes
discrets d'isorgtries de vaBtes riemanniennes de courburégative munis
d’'un sous-groupe parabolique (qui sont désies de Dirichlet relatives au
sens ci-dessus, proches désies Theta), utiles pour des prébies allant de
calculs de volumes la theorie analytique des nombres, letmnie spectrale
et la theorie des refsentations.

Dans la partie 4, nous @sentons lesésies de Poincér de diferentielles
guadratiques holomorphes, utiles eredhie de Teichrilller des surfaces de
Riemann, et leur utilisation par McMullen auétreme d’hyperbolisation de
Thurston des vagitts de dimension 3.

De nombreuseségéralisations du cadre ci-dessus désies de Poincér
Dirichlet sont possibles:

- en passana f : X — E une sectionl'g-équivariante d’un fik& vectoriel
topologiquep : E— X muni d’'une action de par automorphismes de fis
vectoriels et en cons@tant la érie (lorsqu’elle converge)

PO= 3 7,

YL\

ou, de margre standardy*f =~y 1of o~ (la partie 4 s'inscrit dans le cadre
de cette gréralisation);

« en passand I' un groupe topologique localement compazt’y un
sous-groupe fertnde I' tel qu'il existe une mesurg:. sur T'o\I' invariante
par translations droite parl’, a X un espace topologique muni d’'une action
continue del’ et d'une applicationf : X — C continue I'p-invariante, et en
consicerant (lorsqu’elle existe) lirggrale

P(x) = / F(1) du(Con)
Toyelo\I'

Par exemple, soitX un espace #gtriqgue propre (c'esk-dire dont les
boules fernées sont compactes). De mam@ standard, la distance de tout
espace ratrique sera née d. SoientI” un sous-groupe ferendu groupe des
isometries de X (localement compact pour la topologie compacte-ouverte),
I'o = {1} et ur une mesure de Haar siir (la mesure de comptage lorsque
I’ est discret, ce qui le seul cas cor@si dans ce texte). Nous pouvons
consicerer (voir [BuM]) l'intégrale de Poincar

Pr(x,y. 9 = / &S 4WN) dyir(y) |

~yer
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et son abscisse de convergence &pehdante de,y par I'inégaligé triangu-
laire), que nous appellerorexposant critiquede T°,

() =inf{s>0 : Pr(x,y,s) < +oo} € [0, +00] .

Une extension aux sous-groupes fésmnon discrets des travaux de Quint
[Quil, Qui2] restea faire.

Nous renvoyons [BH] pour toute terminologie non explige de courbure
négative, d'espaces CATF() et de leurs isogtries.

2. SERIES DE POINCARE ET MESURES DEGIBBS

Le but de cette partie est @endre les &ries de Poincér usuelles de
groupes discrets d'iso@tries de vagtes a courbure strictementégative en
ajoutant des poids pour tenir compte d’'un potentiet fi€ette gréralisation a
étt initiee par Ledrappier [Led1], Babillot [Bab], Hameadt [Ham], Coudene
[Cou], Mohsen [Moh], mais nous donnerons I'approche isseidRPS].

Soit X une varéte riemannienne comgle simplement connexe courbure
sectionnelle agative pinée —b?> < K < —1, ol b > 1 est une constante.
Notons d,.X son borda l'infini, = : T'X — X son fibé unitaire tangent et
Xo € X un point base. Munisson&'X de la nétrique riemannienne standard.
Soit T' un groupe discret norelementaire d'isorgtries de X. Enfin, soit
F : T'X— R une application tldérienneI -invariante, app&e unpotentiel

Notons (g; : T"X — T*X)icr le flot geoctsique deX, et . : TIX — TX
I'antipodie v — —v. Nous identifieronsTX avec son image dan8, X x
OsoX X R par l'application (appée paramétrage de Hopf qui associea un
vecteur tangent unitaire le triplet (v—,vy,t) des extemittsv_ et vy de la
geocksiquel, : R— X telle que,(0) = v et de la distance aépriquet le
long de ¢,(R) (orien€e dev_ a vy ) entre le point de/,(R) le plus proche
de xp et £,(0). Pourx,y € X, notons

y ~d(x,y)
/ F= / F(gw) dt,
X 0

ol v € TIX est tel quen(v) = X et (gax.yv) =y (unique siy # X).
Si C est une orbite @riodique du flot gocesique quotient dang\TX,
la longueur de Cest LongC) = d(z v2) et sapériode pour F est

74
Peg(C) = / F,
z
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ou z est n'importe quel point dX tel que le segmentz]~z] pour un~ € T,
releve dansTX par les vecteurs tangents, se projette d&an3*X sur C.
Nous noteronsLc, et appelleronsmesure de Lebesgue long de C, la
mesure sul’\T1X de supportC, obtenue en poussant en avant la mesure de
Lebesgue du segment, fyz] par I'application de ce segment s@ décrite
ci-dessus.

Pour x,y € X, la série de Poincage de (,F) est I'applicationPr ¢ x y :
R — [0, +oc0] définie par

Pr k. x y(S) = Z elVF-9)

vel
L' exposant critiquede (,F) est I'élémentdr r de ]— oo, +oc] défini par

: 1 ¥
5F"F:n£njoo HLI”I Z efx F,
€L, d(x,vy)<n

qui existe et est ingpendant dex,y, voir [PPS, Chap. 3,5]. LorsquE =0,
nous retrouvons laésie de Poincdr et I'exposant critique usuels deé (voir
[Pei] pour une introduction). Nous supposerons dans |& spiedr ¢ < +oo,
ce qui est par exempleévifié si F est bor@. Commedr gy = dr F + K,
nous supposons qug ¢ > 0. Pour simplifier dans ces notes, nous supposons
aussi que la&rie Pr g x y(S) diverge ens= o r.

Le cocycle de Gibbgnormali€) pour le potentielF est I'application
Cr : 0:0X x X x X— R (bien) cefinie par

st €0
(€30 Ceelx) = T [ F-bre)- [ F-ane)
— 400 y X

ou t — £(t) est n'importe quel rayon&pdesique de poind I'infini £. Lorsque
F = 0, nous retrouvons le cocycle de Busemann muéiplar Jr .

Notons D, la masse de Dirac en tout poiatde X, et (ur,x)xex la limite
(qui existe et est ingpendante dao, voir [PPS, Chap. 3,5]) quansi— ér ¢+
de la famille de mesures finies

1 S 9D,

Pr.F.x0. () o

Avec le pararatrage de Hopf, &finissons une mesun@: sur T!X, par

dIU/FOL,X(U—) dILLF; X(U+) dt.

dme(v) = Cron v (n(®) gCr. vy (7 (V)

Elle est invariante pal’ et par le flot @ocesique. Elle éfinit donc une mesure
me sur le quotientl'\T1X invariante par le flot gocesique quotient, appet
la mesure de Gibbde potentielF.
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EXEmMPLES. Supposond’ sans torsion eM = I'\ X compacte. Les mesures
de Gibbs interpolent entre les deux mesures suivantes [Bi8, Chap. 3,7]).

e Si F =0, alors mg est la mesure d’entropie maximale (dite de
Bowen-Margulis) surTM.

« SiF= _d%n:o Ln (Jac@t‘fsu)) ou FU est le feuilletage fortement
instable du flot gocesique, alorsme est la mesure de Liouvillgu oy Sur
TIM, qui se @sinkgre par la projection canonique'M — M sur la mesure
riemannienned voly, de mesures sur les fibres les mesures€sphes:

dutiou(v) :/ dvolry(v) dvolu(X) .
XeEM

Nous montrons dans [PPS] d&srnombreuxésultats: le fait& la Roblin
ou Dal'Bo-Peige-Sambusetti) que la limite sapeure @finissant I'abscisse
de convergence de l&se de Poincd de (°,F) est une limite; un thoeme
a la Hopf-Tsuji-Sullivan-Roblin caragtisant la divergence/convergence de la
série de Poincd de (', F) en son abscisse de convergence par des [@opri
d’ergodici&/non ergodicé# d'une mesure de Gibbs dd',F) (unique dans
le cas divergent) pour le flotégdesique quotient; un principe variationnel
(voir [Led2] pour une introduction lorsqué- = 0); et divers ésultats
d’équidistribution et de comptage la Bowen, Margulis, Roblin [Rob], dont
nous ne citons qu’'un exemple dans ces notes:

THEOREME 1 (Paulin-Pollicott-Shapira [PPS, Theo. 9.8])Supposons que
me soit finie et que I'ensemble des distances de translatiofgx d(x, yX)
des élementsy de I' engendre un sous-groupe dense e Alors, quand
t— + oo, les mesures

5F, £ e—lsr, Ft Z ePeK:(C) Lc
Long(C)<t

convergent pour la topologie faibletoile versﬁ. [

REMARQUE 2. Des versions relatives deéries de Poincérde groupes
discrets existent. SoienX un espace CAF1) propre,I' un groupe discret
d’'isométries deX, Cy, C; deux convexes feras deX, de stabilisateur§'o, I'y
respectivement dang, tels quelo\{y €T : ConN~Cy # @}/T'1 soit fini.

Par exemple, cette condition esérifiee lorsquel’ est gconetriquement
fini (voir par exemple [Bow]) etCy = C; est une horoboule suffisamment
petite centee en un point fixe parabolique d&, ainsi que lorsqueCy = C;
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est I'enveloppe convexe de I'ensemble limite d’'un sousigeol’y convexe-
cocompactpresque malnormalceci signifie que pour touty € I' — T'g, le
sous-groupeylgy =t N T est fini).

Nous pouvons alorsélinir la serie de Poincag (relative) de T, Co, C1)

P(S) — Z e_s d(vCa, Co) ,

yE€T\I'/Ty

ou la somme porte sur un sgshe de regrsentants des doubles classes, et
ne cepend pas de son choix. Elle mesure la distribution des @osgiques
perpendiculaires commuris I'o\Cp et I'1\C; dansT'\ X.

Son abscisse de convergengec, ¢, est le taux de croissance logarith-
mique quandn— + oo du nombre (avec multiplicis) d'arcs godesiques
perpendiculaires commurs I'0\Cp et I';\C; de longueur au plus (voir
par exemple [PP1, Ho. 1.1] pour un exemple de calcul). Elle esteim¢ure
ou égalea I'exposant critiqued(I') de T', et lui estégale si les exposants
critiques §(I'g) de I'p et §(I';) de I'; sont strictement irdfrieursa 5(I"). Les
versions avec potentiel existent, enéigtant le potentiel le long de I'unique
arc de @ocesique perpendiculaire commun g a vC; quand il existe (voir
par exemple [PP3]).

3. SRIES DEISENSTEIN CALCULS DE VOLUMES HYPERBOLIQUES ET
THEORIE SPECTRALE

Soient X un espace CAF1) propre,ds.X son borda linfini, xg € X,
(&,%x,y) = Be(x,y) = lim,_, ¢d(x,2) — d(y,2) sa fonction de Busemann de
OsoX x X x X dans R, T' un groupe discret d'isogtries deX, L(I') son
ensemble limite,£,, un point fixe parabolique d& dans d. X, et 'y, le
stabilisateur det,, dansT'.

La série d’Eisensteirde T" relative a la cuspides,, est

E (9= Y eEabx0
Y€l \I

ou la somme porte sur un sgshe de reg@sentants des classasgauche de
', dansT' (et ne é&pend pas de son choix). Elle entre bien dans le cadre
des &ries de PoincarDirichlet (relatives).

La définition fait sens siX est CAT(0), mais par exemple pour les espaces
symétriques de type non compa@/K, il vaut mieux utiliser la @composition
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d’'lwasawaG = KAN et travailler avec des formes &aires surA, a la Quint
[Quil, Qui2, Qui3], voir aussi la remarque 4.

Un point fixe paraboliqu&,, de I" estborné si le quotientI',\(L(T) —
{€~}) est compact. Notong(I") et §(I',) les exposants critiques de et de
I'so . Nous renvoyons [DOP] pour unettude de la conditiond(I's,) < 6(T).

PROPOSITION3. Si £, est un point fixe parabolique bognde I', alors
I'abscisse de convergence de krie d’Eisenstein E_ est inkrieure ouégale
a o(I"), avecégalitt si 6(I's) < o(I).

Démonstration. La convergence ou divergence de lkaris d’Eisenstein
est incependante de et de Xp. Soit x € X de stabilisateur trivial dang'.
Puisqu’un point fixe parabolique n’est pas un point limiteliag et puisque
¢~ est bor, il existe une horoboul€,, centée ené,, telle queyx ¢ C
pour touty € I'. Si X € 9Cs, alors Be__ (X, X%) = d(7X,Cs), €t la €rie
d’Eisenstein cincide avec la&rie de Poincdr relative de I(, C, {x}) définie
dans la remarque 2. Leéesultat @coule alors de cette remarque.[]

Par exemple, soiX = H} le mockle du demi-espace seigeur de I'espace
hyperbolique &el de dimensiom, qui est I'ouvertR"*x ]0, 4+-oo[, dont les
projections d’'unélement @réral x = (zr) dans R"™! et ]0,+oo[ seront
nottesz = z(x) et r = r(x) respectivement, muni de lagtrique riemannienne

4 — dséuc(z);r dr? .
r

Sixg=(0,1) etsié, = oo, alorsE,(x,9) = Zverw\r r(yx)3, par un calcul
immédiat de la fonction de Busemann. Nous retrouvons I'expyesgrérale
des &ries d’'Eisenstein (dites non holomorphes) éomgtrie hyperbolique
réelle (voir par exemple [Kub, Chap. 2] en dimension 2 gtude primordiale
est duea Maass et Selberg [Sel2], avecégéralisation aux groupes de Lie
plus ¢geréraux par Langlands (voir par exemple [Lan1]).

Par la proposition @oedente, nous retrouvons que lorsqilie est de
covolume fini, I'abscisse de convergence de cefigesd’Eisenstein estgale
a n—1, et en particulier I'applications — E..(x,s) est holomorphe sur
{seC : Res>n-—1}. Si s>n—1, alors I'applicationg : X — Ex(X,S)
vérifie la propréte d'invariance recherée :

@) e(rx) = o(¥)

pour tout~ € I". De plus, par sommation et petit calcul,
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Ap=9(n-1) -9y,
ou A= —rz(zi”:‘ll g—xzz + g—rzz) +(n— 2)r§ est 'opérateur laplacien déij.
Donc ¢ passe au quotient ep: I'\HE — R, qui, siI" est sans torsion, est un
vecteur propre € du laplacien de la vagte hyperboliquel'\HE, de valeur
propre s((n — 1) — ). Mais meéme lorsquel’ est de covolume finigp n'est
pas forément dansL%(I"\H®), donc n’est pas foament un vecteur propre
de l'opérateur non bo@ A de I'espace de Hilbert 2(I'\HR).

En particulier, soientn = 2 et I' = PSL(Z). Notons U(Z) =
{( é tl) )  be Z} le sous-groupe unipotent triangulaire 8dpur de
SLy(Z). Le groupe Sk(Z) agit a droite surZ? par (y,v) — yov; 'orbite
de (Q1) est I'ensembleP des couples de nombres premiers entre eux, et le
stabilisateur de () estU(Z). Pour touty = ( 2 3 ) dans Sk(Z), nous

avonsr(yx) = Donc pour toutx = (z,r) € H3,

r
(cz+-d)2+c2r2 -

@ ExI=; Y =5 ¥ gy

2 1 c2r2)s
7eU@)\ SLe(2) (c,deP (cz+d)* + c*rf)

REMARQUE 4. Un cas particulier deésies de Poincér est le suivant
(appeéesseries Thety voir par exemple [Lan, p. 240]. Soief@ un groupe
de Lie el connexe semi-simple de centre fini sans facteur compeaact (
exempleG = SLy(R) pour n > 2), G = KAN une cecomposition d’lwasawa
de G (par exempleK = SO(), A le sous-groupe des matrices diagonales
coefficients positifs,N le sous-groupe des matrices unipotentes triangulaires
superieures siG = SLy(R)) et I' un sous-groupe discret d& tel queT' NN
soit un ¥Eseau deN. L opérateur Thetaest I'application © partiellement
définie de I'ensemble des applicatiohsde N\G (ou N\G/K) dansC dans
I'ensemble des applications d&\G (ou I'\G/K) dansC définie par

of = > (.
~ETNN)\T

Lorsque G = SLp(R), I' = SLy(Z) et f : N\G/K = A— C est I'application
a— e arcesh@) noys retrouvons constante multiplicative ps) la &rie
d’Eisenstein de PSI(Z) en la cuspidea I'infini.

3.1 CALCULS DE VOLUMES HYPERBOLIQUES

Le résultat suivant est imadiat, par inégration sur le domaine fondamental
usuel ou par la formule de Gauss-Bonnet.
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ProPOSITION 5. Le volume hyperbolique de [I'orbifold hyperbolique
PSLy(Z)\H3 estégala

VOI(PSLy(Z)\H3) = g .

La méthode que nous allons exposer sur cet exemple, @elapin cadre
arithmétique, est celle de Rankin-Selberg [Ran, Sell] en dimeng&io Elle
consistea integrer des @ries d’Eisenstein sur des domaines fondamentaux
(pas forément explicites) et appliquer une technique, maintenant connue
sous le nom de ‘@pliage”, de permutation d’'une &grale sur un domaine
fondamental et d’'une somme sur deéments du groupe pour se rameer
intégrer sur une@union convenable de domaines fondamentaux. El&tea
géréralige par Langlands [Lan2] aukseaux des points entiers de n'importe
quel groupe algbrique connexe semi-simpl&ploye sur Q. Voir aussi [Sar,

p. 261-262] en dimension 3.

Il existe une formule grérale donnant le covolume de groupes arighm
tiques, duea G. Prasad [Pra, Theo. 3.7]. Mais dans certains cas condrets
peut étre plus rapide d'utiliser d’autres &thodes que de calculer les divers
ingrédients (exigeant une connaissance intime de la clasgificdes groupes
algébriques semi-simples s®) qui interviennent dans la formule de Prasad.

Démonstration. Prenonsn = 2 et E.(x,s) la serie d’Eisenstein pour la
cuspidea l'infini de T' = PSLy(Z), avecs > n— 1. La méthode consista&
calculer de deux maeaies diferentes le @sidu ens=n—1 de

b(s) = /; (Exo(%,9) — r®) dvolyn (X)

ou Fr est un domaine fondamental bien choisi He(voir I'appendice A),
d'une part en permutant I'iegrale et le &sidu, d’autre part en %&pliant”,
c'esta-dire en permutant l'iégrale et la &rie cefinissantE.. (X, s).

Fixons un domaine fondamental de Fafg de T :
si F, est un domaine fondamental compact Og,
agissant surd, Hpj — {oo}, dont le bord est € par
morceauy, il existe une applicatian: 7, — ]0, +o0[
de classe € par morceaux, majée et minoge par des .
constantes strictement positives (darest de covolume
fini, avec une seul orbite de points fixes paraboliqu
telle que Fr = {(zr) € Fux 10, +oc[: 1 > 0(2)}.

La propréte d'equivariance (1), qui dit en particulier que= (zr)
E(X,8) = Ex(zr,s) est invariante parU(Z), implique que sis > 1,
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I'application z — E..(zr,s) (de classe € et méme analytique &elle) de
R = 0H% — {oc} dansR est 1-g@riodique. Elle admet donc urédelop-
pement en &rie de Fourier en la variableelle z, de la forme

Ex(zr,9) = ch(r,s) iz

nez

ou cy(r,s) = fol Eo(z 1,9 €22 dz. Par la formule (2), nous avons donc

1
1 rs i
cn(r,s):/ - E o € 2 dz.
0 2(c,d)e7> ((cz+ d)? + c?r?)s

En s£parantc = 0, en regroupant et —c, puis lesd modulo c, et par
d .
Z ennotantd,o=1sin=20 et d,o=0

changement de variable =
sinon, le coefficientc,(r,s) vaut

1 . +oo rs )
rs/ e—2n7r|z dZ—|— / e—2n7r|z dz
0

€. deP. co0. defo,c_1] o0 ((CZJr d)2 4 CZrZ)s

1 2mind 1 i
__ .S 1-s — I —2nir w
=r"dno+r ( E o E e )/Ri(l—sz)se dw .

c>0 del0, c—1], (c,d)eP

En particulier, co(r, s) = s+ ¢o(s) ri=s ol

oo

oo w
¢o(s) = (/Oo M)(;i(z?) )

ou ¢ est la fonction d’Euler, voir I'appendice B. De plus, on peétifier que
S— Ex(zr,8) — co(r,s) est holomorphe sur un voisinage compactsgde 1,
et inttgrable, uniforrement ens dans ce compact, erg () € K x [rg, oof
ou K est un compact dé. HpE — {oco} et rg > 0, car frzo rl;fdr = S}Os est
uniformément bor@g sur un tel voisinage compact.

Notons que¢o est holomorphe su{s € C : Re s> 1}, admet une
extension reromorphe sur{s€ C : Re s> %} ayant un ple simple en

s=1 de Esidu (voir 'appendice B)

Res_1¢o(9) = (/:o dw ) (Rest:li i(z?) -3

1+ w? s
c=1

Donc Reg ;1 E.(zr,9) =lims_ 1 (S— 1) co(r,s) = %
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ETAPE 1 (SERIE DE FOURIER). Nous avons (nous pouvons bien permuter
la limite et I'intégrale par les proggies ci-dessus duédeloppement enésie
de Fourier de laé&rie d’Eisenstein)

Res-1b(s) = /

Res 1 (Ex(z 1,9 — r°) dvolyz (X) = VoI(I'\H3) 3 .
Fr R 7T

ETaPE 2 (DEPLIAGE). En permutant l'inégrale et la &rie & termes positifs
par le tleoeme de Fubini, la finitude ded(s) découlant des prop#ies
du développement enésie de Fourier de laésie d’Eisenstein, en utilisant
l'invariance de la mesure riemannienne par les isties, b(s) vaut

/f( 3 r('yx)s)—rsdvoIH%(x):/ﬁ Y r(0°dvoly: (9

'YEFOO\F 'Yeroo\(r_roo)
= > / r)°dvole (= > / r(x)° dvoly (x) .
YET e \([—Ta) V7T V€T \([—Ta) V17T

Les ~vFr pour v € T' sont de frongre regligeable, d’inérieurs deuxa
deux disjoints, et deéunion HZ. Notons

Fir={(zr) € Foo x[0,400[: r <o},

oU o : Foo—[0,+00[ a et cefini au moment du choix du domaine
fondamental del’. Donc, en rappelant quévolys (x) = dvoIRH(z)%,

b(s) = / r()*dvolr_\p2(x) = / r(x)° dvolyz (X)
Too\(HE~Toc Fr) " Fr "

T

(2 - s—1
_ / / L dvol(2) = / @ vl .
2€Fo JO r er. S—1

Puisque F,, est compact, et puisque : F., — R est majoé et minoé par
des constantes strictement positives, nous avons donc

Reg_1 b(s) = Slﬂwl/ . 0(2* dvolr(2) = VoI(F) = 1.
PASNAISS

La proposition 5 écoule destapes 1 et 2. [

Cette nethode a permisa Sarnak [Sar] de ré&inontrer la formule
essentiellement dua Humbert du covolume des groupes de Bianchi (voir
par exemple les parties 8.8 et 9.6 de [EGM]). SKitun corps de nombres
quadratique imaginaire (par exempe= Q(i)), Ok I'anneau des entiers de
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K ('anneau des entiers de GauZgi] dans cet exemple)wx le nombre
d’élements inversibles d® (wx = 4 dans cet exemplePk le discriminant
de K (Dk = —4 dans cet exemple) ek(s) = >, ﬁ la fonction zeta de
Dedekind, @i la somme porte sur tous les@ux non nuls: de Ok de norme
N(a) = Card©x/a). Soit Px = {(c,d) € Ok x Ok : ¢cOk + dOx = Ok}
I'ensemble des couples d’entiers Hepremiers entre eux. La&se d’Eisenstein
du groupe de Bianchi PS[Dy) relative a la cuspideco est, pour tout
Xx=(zr) € HZ,

Eoo(X,9) = 1 Z r

2 2r2)s °
K (o ey (C2+ AP+ [ePr)

THEOREME 6 (Humbert). Avec ces notations,

VOIPSL(OK\HY) = ;5 Dc (). O

De manere semblable, nous pouvons calculer le covolume de saugpgs
arithmétiques construits par des quaternions dans I'espace bgljpre €el
de dimension 5. Notons que 81 est I'algebre des quaternions de Hamilton
réels (délement neutre 1, de base vectoriekelte 1i,j,k ou i? =j2= -1
et ij = —ji = k), alors la composante neutre du groupe des &des deH2
est isomorphea PSlp(H) = SLy(H)/{£id}, ou SLy(H) est le groupe des
3 ) a coefficients dan$d dont le ceterminant de Dieudorén
qui est la racine cage de N(ad) + N(bc) — tr(acdb), estégala 1, al, si
h=x+yi+2zj+wk € H, alorsh = x—yi—zj—wk, trh) = h+h et
N(h) = hh.

. a
matrices ( c

THEOREME 7 (Emery [PP2, App.], Parkkonen-Paulin [PP2]Soit A une
algébre de quaternionsédinie surQ (par exemple A= Hg = Q+Qi+Qj+Qk
dans H), de discriminant éduit D(A) (par exemple [A) = 2 si A= Hg),
et soit © un ordre maximal dans A (par exemple l'ordre de Hurwitz
O =Z+Zi+Zj+ Z% si A= Hg). Alors le volume hyperbolique
de PSLy(D)\HZ estégala

WIPSLO\HY = o []  @-Dp-D. O
p premiet p|D(A)

La demonstration d’Emery utilise quaradelle la formule de G. Prasad du
covolume de groupes arittétiques [Pra, Theo. 3.7].
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3.2 THEORIE SPECTRALE DU LAPLACIEN

Soit M une varéte riemannienne comg@le de volume fini. Le laplacien
(riemannien)A de M est &fini sur les applications lissefs: M — R par

Af = —tr V|

ou V est la connection de Levi-Civita dil, Viyf = VxVyf — Vyf =
X(Yf) — (VxY)f = (Vxgradf,Y) est le hessien dé, et la trace est calcék
dans une base orthonoee Le laplacien deM est un ograteur non borm
auto-adjoint positif de I'espace de Hilbek?(M) (voir I'appendice C). SiM
est compacte, le spectre du laplacien @siuit a son spectre ponctuel (voir
par exemple [BGM, §2.G]): il existe une suite de valeurs peepQ\n)nen
de A, strictement croissante et convergeant vers, telle que A\o = 0 (de
multiplicité 1 si M est connexe) eL.?(M) soit la somme hilbertienne des
sous-espaces propres K&r{ \jid) (chaque tel sous-espaétant par ailleurs
de dimension finie et compesd’applications lisses). Dans le cas contraire, le
spectre continu pelétre non vide.

Les sries d’Eisenstein fournissent une description du spesrdginu de
'opérateur laplacien sur les vatés hyperboliques @pmétriquement finies
(voir par exemple [Ven, §3], Bme si les techniques de Lax-Philipps et
d’autres comme [GM, §8pvitent maintenant #tude directe de cefses).
Consicerons de nouvealE..(x,s) la serie d’Eisenstein pour la cuspida
l'infini de T' = PSLy(Z), définie pours > 1. Le résultat suivant écoule des
techniques de @& omposition ené&ie de Fourier ci-dessus (voir par exemple
[Kub, §1V]).

THEOREME 8. L'application s— E..(x,S) admet une extensionaromor-
phe surC, dont les ples sont simples e€els. [

Sur I'espace de HilbertC = L?(]0, +oof, 2%), consicérons I'ogerateur non
borre M%+tz, auto-adjoint, positif, de multiplication pai +1t2:

My ef () = (% +t2)f(t).

Notons Fr le domaine fondamental usuel de, H I'espace de Hilbert
L2(I"\H3), Hc l'orthogonal (invariant parA) dans# de la somme hilberti-
enne?p des sous-espaces propres fle 5 le sous-espace vectoriel déc
des applications boées et, pour touf € 13,

E(F)(t) = /F Eoo(x,%nLit)f(x)dvong ) .
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Le résultat suivant de@tomposition spectrale explicit@ckit le spectre continu
du laplacien suml\HZ (voir par exemple [Lan, p. 346]).

THEOREME 9. L’application E s&tend en une conjugaison unitaire entre
Ay et M%+tz, c’esta-dire en un isomorphisme E d’espaces de Hilbert
de Hc dans K tel que les oprateurs non borés Eo Ay et MipoE
caincident. [

Il n'est pas difficile de montrer que le spectre continu ME%HZ est
[%,—l—oo[. Puisque deux dgrateurs non bof&s unitairement conju@s ont
méme spectre continu, le spectre continu dey,. est [%,Jroo[. Donc le
spectre continu de\ est l'intervalle %,+oo[ privé (avec les dfinitions de
I'appendice C) de€ventuelles valeurs propres d& qu'il contient.

Par un tel lien entre&composition spectrale du laplacien évdloppement
en <rie de Fourier deé&ies de Poincér (relatives) comme dans la partie
3.1, Selberg [Sel3] a mor@rla minoration\; > 3/16 de la pren@re valeur
propre non nulle du laplacien pour tout sous-groupe de camge de Si(Z)
(voir aussi [Kat], [GLPS] dans S@(1), [Fri] pour GLy(R)).

4. SERIES DE POINCARE ET THEOREME D’ HYPERBOLISATION

NotonsD = {z€ C : |z < 1}. Soit X une surface de Riemann.

Une différentielle quadratique holomorphe sur X est (voir par exemple
[Gar] pour tout com@ment) la donee, pour toute cartel( z) de X, d'une
application holomorphegy , : U—C, telle que pour toute carte locale
(V,w) de X, en tout point deU NV, nous ayons¢>\,_,w(dd—“zf)2 = ¢u.z,
ou dd—“; =(woz Yoz Sif:Y—X estune application holomorphe, alors il
existe une unique direntielle quadratique holomorpHé¢ sur Y telle que
si (U,2) est une carte d& et (V,w) une carte deX telles quef(U) C V,
alors €*¢)u,z = ¢v,wof ()%

Si 7 : D—X est un regetement universel de surfaces de Riemann, de
groupe de redtementI’, les differentielles quadratiques holomorphes 3ur
s’identifient aux applications holomorphes: D — C telles que~y*¢ = ¢
pour touty € I', oll v*¢ = ¢ oy (7)?.

Si ¢ est une diférentielle quadratique holomorphe sKr, alors il existe
une unique mesurép| sur X de densi |¢y, ;| par rapporta la mesure de
Lebesgue|dZ? dans toute carteU, ). Nous noterons
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|\¢||1=/X|¢|,

et Q(X) I'espace de Banach des difentielles quadratiqueg holomorphes
de norme||¢||1 finie.

Notons que Q(D) est de dimension infinie: les restrictioss D des
applications polynomiales complexes y sont denses.XSiest compacte,
alors Q(X) est de dimension finie: sip € Q(X) n'est pas identiquement
nulle, I'application lireaire quia ¢ € Q(X) associe la partie égative du
développement de Laurent de I’applicatiorémmorphe% en chaque &o de
¢ est une injection (par le &oeme de Liouville),a valeurs dans un espace
vectoriel de dimension fini, capp n'a qu'un nombre fini de &os, chacun
d’ordre fini.

Soient X = I'\D et Y = I'(\D des surfaces de Riemann uniforégs
par D, avecT'o C ' des sous-groupes discrets de A)t( Pour toutélement
f:D—C de Q(Y), et pour toutz € D, notons

i@ =0yxf@= Y 1@= > f62(E@)°,
yET\I' yel\I'

ou la somme porte sur un sgshe de re@sentants des classasdroite de

I'oc dansT' (et ne é&pend pas de son choix). On peufidir I'opérateur

© = Oy,x de manére intringque (sans uniformiser les surfaces), mais cette
forme I'exprime comme uneésie de Poincdr (relative) au sens du @mbule.

Notons p : Y—X le rewetement de surfaces de Riemanéfidi par

linclusion Ty, C T'. Alors que p* transforme diférentielle quadratique
holomorphe suiX en differentielle quadratique holomorphe sYir I'opérateur

© s’essaiea la transformation inverse.

PrROPOSITION 10. Lapplication © = Oy;x : Q(Y)— Q(X) est une
application lirtaire continue de norme au plus. De plus, nous avons
@D/x = @Y/x © @D/Y-

Démonstration. Soit f € Q(Y). Montrons que la &rie cefinissantof(2)
converge uniforrament sur les compacts d& Ceci montrera que I'application
z+— Of(2) de D dansC est bien éfinie, holomorphe, etérifie Of(y2) =
ef(z)(y’(z))_2 pour touty € T", donc fournit une di#rentielle quadratique
holomorphe surX.

Soit (gi)iey un syséme de regrsentantsa droite de " modulo Ty :
I' = Uier Togi. Notons D un domaine fondamental pour l'action dé sur
D, de sorte queDo = J;, gD est un domaine fondamental d& sur D.
Alors, par le tleoeme de Fubini (et la gthode de “épliage”)
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3) /D of@) dz? < 3 /D H(52)| 19/(D? |dz? = /D )

i€l

est fini. Nous pouvons supposet= N. Notons$,(2) la somme des premiers
termes de la&ie ©f(2). Alors S, converge dand.1(A) vers Of pour tout
ouvert relativement compa@ de D, par la formule (3). Pour tout e]O,% ,
notonsA = B(0,1—¢) — B(0,1— 2¢). La formule inégrale de Cauchy montre
qgu'il existe une constante = c. telle que, pour toutz € B(0,1 — 3¢),

S - S@| <c / 1S — Su(@)| [d22.

Ceci montre la convergence uniforme sur les compacts dérla ©f(2).

L'affirmation que la norme de I'ograteur© est infrieure ouégalea 1
déecoule de la formule (3).

La dernéere affirmation @coule du fait que pour moyenner stig il suffit
de moyenner d’abord sufg, puis surTo\I'. [

REMARQUE. L'opérateur©y, x est surjectif.

Démonstration. Par la derrére affirmation de la proposition gedente,
il suffit en effet de montrer leésultat pour® = ©p /x. Montrons ceci lorsque
X est compacte. Fixons encof® un domaine fondamental pour 'action de
I' sur D. Pour ¢, : D— C dans Q(X), posons

— 1722 -
@) = [ C2 60 7@ oz

. 2 . . L . ,
Puisquep = % est la mesure riemannienne de l&tngue de Poincér

du disque D, qui est invariante pail’, et puisque le tenseuf%/’ est du
type mesure, ceci est bieréfihi. Par le toeme de Cauchy-Schwarz, cette
formule c&finit un produit scalaire suQ(X), appeé le produit scalaire de
Weil-Petersson

Puisque les polyimes sont denses dad¥D), il suffit de montrer que le
seul élement¢ de Q(X) orthogonal aux images pa des moldmesZz" est
I"element nul. Sip = Y .2 a.z" est le @veloppement enésie de ¢ dans
D, alors (encore une fois par la technique d@ptdage”)
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ou ¢ est une constante strictement positive. Esultat en dcoule. [

Evoquons bevement I'une des utilisations principales de ceses Theta,
la demonstration par McMullen [McM1, MCM2] du @oeme d’hyperbolisa-
tion de Thurston. Nous renvoyons par exem@l@MT] pour les pérequis.

-
T e S =0\

S =T\C-92y)
e

SoientN une varéte de dimension 3, compacte, connexe, orientabbsrd
ON = S_ U S; réunion disjointe de deux surfaces connegesS; de genre
au moins 2, etr : S. — S, un hormeéomorphisme renversant I'orientation.
Supposons quéN soit acylindrique (il n'existe pas de courbe fé&ensimple
non homotopea zro dansS_ qui soit homotope dandN a une courbe
fermée simple dansS, ), a bord incompresssible (les groupes fondamentaux
de S_,S, s'injectent dans celui deN), et que son irérieur admette une
métrique hyperbolique com@le convexe-cocompacte: iNY = I'\H3, ol
I' est un sous-groupe discret sans torsion convexe-cocongfiaotmétries
préservant I'orientation déi3. Le but est de montrer que le recollemeéwtr
de N le long de son bord par admet une ratrique hyperbolique.

Notons Q(I') le domaine de discontingtde I" (le compEmentaire de
son ensemble limite) dans la sgk de RiemanrC bord a linfini de HE.
Alors ON est la surface de Riemanh\Q(I') dans la vagét# kleireenne
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N = I'\(H3 U Q). Choisissons une composante connéke du domaine
de discontinuié Q(I") de I' revetantS,., de stabilisateui’ . Puisque le bord
de N est incompressible, chaque composante connexXe(tig est simplement
connexe. Puisque I'ensemble limite dlea au moins trois points, leQ, sont
conformément isomorphes au disque, et lesétements(),. — S, sont des
revetements universels de surface de RiemannUSiest une composante
connexe deQ(T") différente deQ2. qui reet Sy ou e(U) € {—,+}, alors
son imageU dansS; = Fi\(é — Q) est appdde unetache de éopard
Nous notonsOy : Q(U) — Q(Squ)) I'application © du revetementU — S
induit par le reétementU — S, .

Si I est un groupe discret sans torsion d’automorphismes d'un ou
vert simplement connexd) de la splre de Riemann, noton®C(I)
'ensemble de sesé&formations quasi-conformes, c’eésire 'ensemble des
homéomorphismes quasi-conformes (voir [Gar, Chap. 1] pour défition)
f:Q = tels quep(y) = fyf~1 € Aut(€) pour touty € I (et donc
p = pt est une reg@sentation fidle et discéte deI" dans Aut()’)), modulo
la relation déquivalencef ~ f’ s'il existe g € Aut(Y') tel que pr = gprr g1,
et f’ soit isotopea gf parmi les applications quasi-conformes conjuguBnt
et pr(T).

L'espace de Teichiler de la surface de RiemanaN = (I'_\Q_) U
(T, \Q,) est alors par éfinition 7(ON) = QC(I'_) x QC(T'y). Si N est
la surface de Rieman®@N munie de I'orientation opp@e, I'application de
recollementr induit une applicationr* : 7(ON) — T(ON).

Le theoeme d'Ahlfors-Bers (voir par exemple [Kra]) dit que I'apgdition

ocm) % TON)

[f] = [g+ofia.]
ou gt : f(2+)— Q4 est n'importe quelle re@sentation conforme, est une
bijection.
L’ application dépluchages : T(ON) — T(ON) est la composition de

TON) 25 ocm)  —  T@EN)
s o [f1=07%9 = [Gaofeqgl

ol g, : f(é — Q_i)aé — Q. est nimporte quelle re@sentation conforme.
La démonstration que la vat recolee N/r admet une ratrique hy-
perbolique comporte deugtapes. La prerare, relativement facile, est que si

T o0 : T(ON)— T(ON) admet un point fixe, alordl/7 admet une ratrique
hyperbolique. La seconde, qui régente un tour de force, que ce soit par
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la méthode originelle de Thurston (voir par exemple [Kap]) ollecde Mc-
Mullen [Mc2], est de montrer que l'application* o o admet un point fixe.
Celui-ci est obtenu par uneéthode de contraction, don&lement clef est le
theorme suivant.

THEOREME 11. [McMullen [Mc1]] Soit p: Y — X un re\étement galoisien
de surfaces de Riemann connexeas,> est compacte de genre au moibs
Alors ||©y/x|| < 1 avecégalite si et seulement si le groupe de &sment est
moyennable. [J

Notons une analogie remarquable, soudignpar F. Dal'Bo et Be aux
proprietes des &ries de Poincé& comme les @monstrations le montrent, entre
cet énoné et I'existence d’'un trou spectrall’o) < §(I') si I'g est un sous-
groupe distingé de I" tel que I'/Ty est non moyennable (voir [RoT] pour
une exposition).

En renvoyanta [Gar, MT] pour les bases & [McM2] pour une @-
monstration comgite, expliquons béivement comment le doeme 11 est
lié a I'existence d’'un point fixe der* o 0. L'espace cotangera I'espace
de Teichntiller de ON est le fibé vectoriel sur7(0N) (trivialisable) dont
la fibre au-dessus du point basead][[id]) est I'espace des dE&fentielles
quadratiques holomorphe&g(oN) = Q(S_) x Q(S;) sur la surface de Riemann
ON =T"\Q(T). La remarque clef est que I'application cotangente en detpo
base de I'application &pluchage est I'application d@(0N) dans Q(dN) qui
& (Pc)eci—,4+y associe

( > Ou(dp—y) + > Ou(9+u) )66{_ O

U tache de U tache de
leopard surS_ leopard surS;
eU) =¢ eU) =¢

La passage d'une contraction infissimalea une contraction globale vient du
fait que la distance de Teichitler est finskrienne (voir [Gar, Chap. 7]). Ainsi
la contraction de I'application épluchage estée a celle d’applications.

A. SUR LES DOMAINES FONDAMENTAUX DE FORD

Pardomaine fondamental'un groupe discrel’ d’'isométries deHY, nous
entendrons dans ces notes une paffiede HY, adrerence de son igtieur,
de frontere regligeable, telle que lesF pour v € T' soient d’inérieurs deux
a deux disjoints et recouvretpy.
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Toute isonétrie ¢ de HR agit confornément sur son bord I'infini
OsoHE = R"™1 U {c0}, et donc pour touté € R"™1 tel que g(¢) # oo,
I'application tangentéT¢g de g en ¢ est une similitude d&R"~* (composition
d’une rotation et d’une dilatation). Lorsquge ne fixe pas l'infini, le lieu des
points £ ou Tgg est une isorétrie (c’'esta-dire une similitude de rapport
1) est une spire S, de R"!, appeée sprere isongétrique Notons S/
celui des deux demi-espaces hyperboliquesH]e contenantoo & l'infini
défini par I'hyperplan §ocesique de bordd linfini S;,. Par exemple, si
g = i( i 2) € PSLy(C), alors S, = {z € dxHE : [cz+d| = 1} et
SS ={x=(zr) e H} : [cz+d|*+r?c|* > 1}.

Soit T un sous-groupe discret d'is@tries deHp, tel que oo soit un
point fixe paraboligue dd'. SoientT', le stabilisateur decc dansT' et
Fs un domaine fondamental d€,, dans o Hpj — {0} = R Alors
Fr = (Foo X [0, +00]) N ﬂgEF—Foo Sg+ est un domaine fondamental dé,
appeé undomaine fondamental de Foi@oir par exemple [Bea, 9.6.2]).

B. SUR LA FONCTION D'EULER

La fonction d’Eulerp : N — {0} — N — {0} est I'application quia n
associe le nombre d’entiers strictement positif&iigurs ouégauxa n— 1 et
premiers avem. Le nombre déléements d’ordren du groupe cycliqueZ /nZ
est p(n). L'application quia un groupe associe son ordre est une bijection de
'ensemble des sous-groupes d¢nZ dans I'ensemble des diviseurs e
Donc en partitionnanZ /nZ par la relation “engendrer le @me sous-groupe”,

nous avons
> p(d)=n.
din
Notons ¢(s) = > o % la fonction ¢ de Riemann, qui est holomorphe sur
{se C : Re s> 1}, admet une extensioné&romorphe suiC ayant un ple

simple de ésidu 1 ens= 1, et \érifie ((2) = %2. Il decoule de la formule
précédente que, pour tow > 2,

=) G(s—1)
2o TN

d d d
car ((s—1) =302 8 =3 3 B = Y D = (9305, 2D
En particulier
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Zopn) (- DC@Es- 1) limg (€ - 1S | 3
Res-1) " = lim, R 202) Tz

n=1

C. SUR LE SPECTRE DES OPRATEURS NON BORNES

Soit H un espace de Hilbert complexe. Wpérateur (lirkaire non borg)
de H est une application liaire T d’un sous-espace vectori€(T) de H
d’'image un sous-espace vectori(T) de #. Si D(T) est dense, #djoint T*
de T est l'opérateur deH, de domaine I'ensemble degsc #H tels qu'il existe
y* € H tel que (T(x),y) = (x,y*) pour toutx € D(T), défini par T*(y) = y*
(cet y* est alors unique par densitle D(T)). L'opérateurT estauto-adjoint
si D(T) est dense et siT = T* (ce qui implique queD(T) = D(T*)).

L’ ensemble &solvantde T est I'ensemble des\ € C tels queT — \id :
D(T — Aid) —H soit bijectif, d'inverse continu. Lespectre o(T) de T est
le compEmentaire de son ensemblesolvant. Il est contenu darR si T
est auto-adjoint. Dans ce texte (comme dans [Rud, Chap.ni&s d'autres
conventions plus usuelles de terminologie existent, r@posur le tko’me
spectral trop longa énoncer ici), nous le consderons comme laéunion
disjointe des parties suivantes:

» le spectre ponctuebp(T) de T, qui est 'ensemble des valeurs propres
de T (les A € C tels queT — Aid ne soit pas injectif);

» le spectre continuoc(T) de T, qui est 'ensemble des € C tels que
T — Aid soit injectif, R(T — \id) soit dense dang{ mais l'inverse deT — \id
ne soit pas continu;

- le spectre ésiduelog(T) de T, qui est 'ensemble des € C tels que
T — \id soit injectif, et R(T — Aid) ne soit pas dense dari$. Il est vide si
T est auto-adjoint.

BIBLIOGRAPHIE

[Bab] BaBiLLOT, M. Geodesiques et horocycles sur le &gment d’homologie d'une
surface hyperboliquesem. Theo. Spec. &om. Grenoble 141995-1996),
89-104.

[Bea] BeARDON, A. F. The geometry of discrete group&rad. Texts Math. 91,
Springer-Verlag 1983.

[BGM] BERGER M., GAUDUCHON, P. et MAZET, E. Le spectre d’'une vagte rieman-
nienne.Lect. Notes Math 194, Springer-Verlag 1971.

[Bow] BowbITCH, B. Geometrical finiteness with variable negative cunatruke
Math. J. 77(1995), 229-274.



22 F. PAULIN

[BrH] BRIDSON, M. et HAEFLIGER, A. Metric spaces of non-positive curvature.
Grund. math. Wiss. 319, Springer-Verlag 1999.

[BuM] BURGER M. et Mozes S. CAT(—1) spaces, divergence groups and their
commensurators]. Amer. Math. Soc. $1996), 57-94.

[CLPS] CobDGEL, J., L, J. S., PATETSKI-SHAPIRO, |. et SARNAK, P. Poincake series
for SO, 1). Acta Math. 167(1991), 229-285.

[Cou] CouDENE, Y. Gibbs measures on negatively curved manifolds.Dynam.
Control Syst. 92003), 89-101.

[DOP] DALBO, F., OraL, J.-P. et RIGNE, M. Séries de Poincér des groupes
geontetriquement finislsrael J. Math. 118(2000), 109-124.

[EGM] ELSTRODT, J., QRUNEWALD, F. et MENNICKE, J. Groups acting on hyperbolic
space: Harmonic analysis and number theoBpringer Mono. Math.,
Springer-Verlag 1998.

[Fri] FRIEDBERG S. Poincag series for Glf) : Fourier expansion, Kloosterman
sums, and algebro-geometric estimatdath. Z. 196(1987), 165-188.

[Gar]  GARDINER, F. Teichniiller theory and quadratic differentialsNiley, 1987.

[GM]  GuiLLArRMmOU, C. et MAzzEO, R. Resolvent of the Laplacian on geometrically
finite hyperbolic manifoldsinvent. Math. 187(2012), 99-144.

[Ham] HAMENSTADT, U. Cocycles, Hausdorff measures and cross rafing. Theo.
Dyn. Sys. 17(1997), 1061-1081.

[lwa]  IwaNiec, H. Topics in classical automorphic form&rad. Stud. Math. 17,
Amer. Math. Soc. 1997.

[Kap] KapovicH, M. Hyperbolic manifolds and discrete groupBrog. Math. 183,
Birkhauser 2001.

[Kat]  KaTOK, S. Closed geodesics, periods and arithmetic of modulanddnvent.
Math. 80 (1992), 469-480.

[Kra]  KRA, I. Deformation spacesA crash course on Kleinian grouppp. 48-70,
Lecture Notes Math. 400, Springer-Verlag 1974.

[Kub]  KuBoTA, T. Elementary theory of Eisenstein seri&¥iley 1973.

[Lan] LANG, S. SL(R). Addison-Wesley 1975.

[Lan1l] LANGLANDS, R. P. Eisenstein serie®lgebraic Groups and Discontinuous
SubgroupgBoulder, 1965) pp. 235-252, Proc. Sympos. Pure Math. IX,
Amer. Math. Soc. 1966.

[Lan2] —— The volume of the fundamental domain for some arithmetiohbsoups
of Chevalley groupsAlgebraic Groups and Discontinuous Subgroups
(Boulder, 1965) pp. 143-148, Proc. Sympos. Pure Math. IX,eAm
Math. Soc. 1966.

[Ledl] LeDRAPPIER F. Structure au bord des va#és a courbure agative. Sem.
Théorie Spec. @om. Grenoble 13Année 1994-1995, 97-122.

[Led2] —— Entropie et principe variationnel pour le floegdesique en courbure
négative pinée. Cet ouvrage.

[McM1] M cMULLEN, C. Amenability, Poincdr series and quasiconformal majrsent.
Math. 97 (1989), 95-127.

[McM2] — Iteration on Teichriller space.Invent. Math. 99(1990), 425-454.

[Moh] MoHsEN O. Le bas du spectre d’'une Vété hyperbolique est un point selle.
Ann. Sci.Ecole Norm. Sup. 4@2007), 191-207.



[PP1]

[PP2]

[PP3]
[PPS]

[Pei]
[Pra]

[Qui1]
[Qui2]
[Quig]

[Ran]

[Rob]
[ROT]
[Rud]
[Sar]

[Sel1]

[Sel2]

[Sel3]
[Sie]

[Ven]

SUR LES £RIES DE POINCARE 23

RARKKONEN, J. et RULIN, F. Equidistribution, comptage et approximation par
irrationnels quadratiquesl. Mod. Dyn. 6(2012), 1-40.

—— On the arithmetic and geometry of binary Hamiltonian fordygpendice
de Vincent Emery. Fapublication[arXiv: 1105.2290], a paratre dans
Algebra & Number Theory

—— Counting common perpendicular arcs in negative curvatire prepa-
ration.

RULIN, F., PoLLICOTT, M. et SCHAPIRA, B. Equilibrium states in negative
curvature. Pepublication (204 pages) [arXiv: 1211.6242].

PEIGNE, M. Autour de I'exposant critique d’'un groupe Kleinien. Geivrage.

RRASAD, G. Volumes of S-arithmetic quotients of semi-simple grougaubl.
Math. Inst. Haute€Etudes Sci. 691989), 91-117.

QuINT, J.-F. Divergence exponentielle des sous-groupes dis@nt rang
sugerieur. Comment. Math. Helv. 7{2002), 563—-608.

—— Mesures de Patterson-Sullivan en rangésigur. GAFA 12(2002), 776—
809.

—— Croissance des groupes d'iseimes des espaces sgfriques. Cet
ouvrage.

RaNKIN, R. A. Contributions to the theory of Ramanujan’s functie(n) and
similar arithmetical functions. I. The zeros of the funetid_ >, 7(n)/n®
on the line Res = 13/2. Il. The order of the Fourier coefficients of
integral modular formsProc. Cambridge Philos. Soc. 33939), 351—
372.

RoBLIN, T. Ergodicite etéquidistribution en courbureégative.Mémoire Soc.
Math. France 95, 2003.

RoOBLIN, T. et TAPIE, S. Exposants critiques et moyennakiliCet ouvrage.

RUDIN, W. Functional Analysis2nd ed., McGraw-Hill, 1991.

SARNAK, P. The arithmetic and geometry of some hyperbolic threeHolds.
Acta Math. 151(1983), 253—-295.

SLBERG, A. Bemerkungerilber eine Dirichletsche Reihe, die mit der Theorie
der Modulformen nahe verbunden igtcch. Math. Naturvid. 431940),
47-50.

—— Harmonic analysis and discontinuous groups in weakly syirime
Riamnnian spaces with applications to Dirichlet seriksindian Math.
Soc. 20(1956), 47-87.

—— On the estimation of Fourier coefficients of modular formumber
Theory: Proc. Symp. Pure Math @965), 364—387.

SEGEL, C. L. Indefinite quadratische Formen und Funktionen TleebdiVath.
Ann 124(1951), 17-24]1 Math. Ann 124(1952), 364-387.

VENKOV, A. Spectral theory of automorphic functionBroc. Steklov Inst.
Math. 153 1982.

Freceric Paulin

Département de matmatique, Bt. 425, UMR 8628 CNRS
Universi® Paris-Sud, 91405 ORSAY Cedex, FRANCE
courriel: frederic.paulin@math.u-psud.fr



