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1. INTRODUCTION

Soient X un ensemble etΓ un groupe d́enombrable agissantà gauche sur
X . Un des moyens (utiliśe en particulier pour les formes automorphes, voir
par exemple [Sie, Iwa]) de construire des fonctions numériquesΓ-invariantes
sur X est le suivant : on considère un sous-groupeΓ0 de Γ et une application
Γ0 -invariante f : X→C ; on introduit, lorsqu’elle converge absolument, la
série de Poincaŕe (relative) P = Pf ,Γ,Γ0 où, pour toutx ∈ X ,

P(x) =
∑

γ∈Γ0\Γ

f (γx) =
∑

γ∈Γ/Γ0

f (γ−1x) ,

où chaque somme porte sur un système de repŕesentants des classes deΓ0

dansΓ (et ne d́epend pas de son choix). On introduit aussi, pourg : X→ ]0, 1]
une applicationΓ0 -invariante, la śerie de Dirichlet (relative)

P(x, s) =
∑

γ∈Γ0\Γ

f (γx) g(γx)s

et on esp̀ere la finitude de sonabscisse de convergencedéfinie par

inf{s∈ R :
∑

γ∈Γ0\Γ

| f (γx) | g(γx)s < +∞} .

Le but de ces notes n’est pas d’établir une hypoth́etique th́eorie ǵeńerale
des śeries de Poincaré-Dirichlet, mais d’expliquer trois exemples de situations
où des consid́erations de telles sommes sont utiles.

Ainsi, dans la partie 2, nous décrivons des variantes pondérées des śeries
de Poincaŕe des sous-groupes discrets d’isométries de varíet́es riemanniennes
de courbure ńegative (qui sont des séries de Dirichlet au sens ci-dessus).
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Elles sont utiles pour divers problèmes de comptage,équidistribution et autres
aspects de th́eorie ergodique en courbure négative.

Dans la partie 3, nous introduisons les séries d’Eisenstein de sous-groupes
discrets d’isoḿetries de varíet́es riemanniennes de courbure négative munis
d’un sous-groupe parabolique (qui sont des séries de Dirichlet relatives au
sens ci-dessus, proches des séries Theta), utiles pour des problèmes allant de
calculs de volumes̀a la th́eorie analytique des nombres, la théorie spectrale
et la th́eorie des repŕesentations.

Dans la partie 4, nous présentons les séries de Poincaré de diff́erentielles
quadratiques holomorphes, utiles en théorie de Teichm̈uller des surfaces de
Riemann, et leur utilisation par McMullen au théor̀eme d’hyperbolisation de
Thurston des variét́es de dimension 3.

De nombreuses géńeralisations du cadre ci-dessus des séries de Poincaré-
Dirichlet sont possibles :

• en passant̀a f : X→E une sectionΓ0 -équivariante d’un fibŕe vectoriel
topologiquep : E→X muni d’une action deΓ par automorphismes de fibrés
vectoriels et en considérant la śerie (lorsqu’elle converge)

P(x) =
∑

γ∈Γ0\Γ

γ∗f (x) ,

où, de manìere standard,γ∗f = γ−1 ◦ f ◦ γ (la partie 4 s’inscrit dans le cadre
de cette ǵeńeralisation);

• en passant̀a Γ un groupe topologique localement compact,à Γ0 un
sous-groupe ferḿe de Γ tel qu’il existe une mesureµ sur Γ0\Γ invariante
par translations̀a droite parΓ , à X un espace topologique muni d’une action
continue deΓ et d’une applicationf : X→C continueΓ0 -invariante, et en
consid́erant (lorsqu’elle existe) l’int́egrale

P(x) =
∫

Γ0γ∈Γ0\Γ

f (γx) dµ(Γ0γ) .

Par exemple, soitX un espace ḿetrique propre (c’est-à-dire dont les
boules ferḿees sont compactes). De manière standard, la distance de tout
espace ḿetrique sera notée d. SoientΓ un sous-groupe ferḿe du groupe des
isométries de X (localement compact pour la topologie compacte-ouverte),
Γ0 = {1} et µΓ une mesure de Haar surΓ (la mesure de comptage lorsque
Γ est discret, ce qui le seul cas considéré dans ce texte). Nous pouvons
consid́erer (voir [BuM]) l’intégrale de Poincaré

PΓ(x, y, s) =
∫

γ∈Γ

e−s d(γy, x) dµΓ(γ) ,



SUR LES ŚERIES DE POINCAŔE 3

et son abscisse de convergence (indépendante dex, y par l’inégalit́e triangu-
laire), que nous appelleronsexposant critiquede Γ ,

δ(Γ) = inf{s> 0 : PΓ(x, y, s) < +∞} ∈ [0,+∞] .

Une extension aux sous-groupes fermés non discrets des travaux de Quint
[Qui1, Qui2] resteà faire.

Nous renvoyons̀a [BH] pour toute terminologie non expliquée de courbure
négative, d’espaces CAT(−1) et de leurs isoḿetries.

2. ŚERIES DE POINCARÉ ET MESURES DEGIBBS

Le but de cette partie est d’étendre les śeries de Poincaré usuelles de
groupes discrets d’isoḿetries de varíet́es à courbure strictement négative en
ajoutant des poids pour tenir compte d’un potentiel fixé. Cette ǵeńeralisation a
ét́e initiée par Ledrappier [Led1], Babillot [Bab], Hamenstädt [Ham], Coudene
[Cou], Mohsen [Moh], mais nous donnerons l’approche issue de [PPS].

Soit X une varíet́e riemannienne complète simplement connexèa courbure
sectionnelle ńegative pinćee −b2 ≤ K ≤ −1, où b ≥ 1 est une constante.
Notons ∂∞X son bordà l’infini, π : T1X→X son fibŕe unitaire tangent et
x0 ∈ X un point base. MunissonsT1X de la ḿetrique riemannienne standard.
Soit Γ un groupe discret nońelémentaire d’isoḿetries de X . Enfin, soit
F : T1X→R une application ḧoldérienneΓ-invariante, appelée unpotentiel.

Notons
(
gt : T1X→T1X)t∈R le flot géod́esique deX , et ι : T1X→T1X

l’antipodie v 7→ −v . Nous identifieronsT1X avec son image dans∂∞X ×

∂∞X × R par l’application (appelée paraḿetrage de Hopf) qui associeà un
vecteur tangent unitairev le triplet (v−, v+, t) des extŕemit́es v− et v+ de la
géod́esiqueℓv : R→X telle que ℓ̇v(0) = v et de la distance algébrique t le
long de ℓv(R) (orient́ee dev− à v+ ) entre le point deℓv(R) le plus proche
de x0 et ℓv(0) . Pour x, y ∈ X , notons

∫ y

x
F =

∫ d(x,y)

0
F(gtv) dt ,

où v ∈ T1X est tel queπ(v) = x et π(gd(x, y)v) = y (unique si y 6= x).
Si C est une orbite ṕeriodique du flot ǵeod́esique quotient dansΓ\T1X ,

la longueur de Cest Long(C) = d(z, γz) et sapériode pour F est

PerF(C) =
∫ γz

z
F ,
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où z est n’importe quel point deX tel que le segment [z, γz] pour un γ ∈ Γ ,
relev́e dansT1X par les vecteurs tangents, se projette dansΓ\T1X sur C.
Nous noteronsLC , et appelleronsmesure de Lebesguele long de C, la
mesure surΓ\T1X de supportC, obtenue en poussant en avant la mesure de
Lebesgue du segment [z, γz] par l’application de ce segment surC décrite
ci-dessus.

Pour x, y ∈ X , la série de Poincaŕe de (Γ,F) est l’applicationPΓ, F, x, y :
R→ [0,+∞] définie par

PΓ, F, x, y(s) =
∑

γ∈Γ

e
∫

γy
x (F−s) .

L’ exposant critiquede (Γ,F) est l’élément δΓ, F de ]−∞,+∞] défini par

δΓ, F = lim
n→+∞

1
n

Ln
∑

γ∈Γ, d(x,γy)≤n

e
∫

γy
x F ,

qui existe et est ind́ependant dex, y, voir [PPS, Chap. 3,5]. LorsqueF = 0,
nous retrouvons la série de Poincaŕe et l’exposant critique usuels deΓ (voir
[Pei] pour une introduction). Nous supposerons dans la suite queδΓ, F < +∞ ,
ce qui est par exemple vérifié si F est borńe. CommeδΓ, F+κ = δΓ, F + κ ,
nous supposons queδΓ, F > 0. Pour simplifier dans ces notes, nous supposons
aussi que la śerie PΓ, F, x, y(s) diverge ens= δΓ, F .

Le cocycle de Gibbs(normaliśe) pour le potentielF est l’application
CF : ∂∞X × X × X→R (bien) d́efinie par

(ξ, x, y) 7→ CF, ξ(x, y) = lim
t →+∞

∫ ξ(t)

y
(F − δΓ, F) −

∫ ξ(t)

x
(F − δΓ, F)

où t 7→ ξ(t) est n’importe quel rayon ǵeod́esique de point̀a l’infini ξ . Lorsque
F = 0, nous retrouvons le cocycle de Busemann multiplié par δF .

Notons Dz la masse de Dirac en tout pointz de X , et (µF, x)x∈X la limite
(qui existe et est ind́ependante dex0 , voir [PPS, Chap. 3,5]) quands→ δΓ, F

+

de la famille de mesures finies
1

PΓ, F, x0, x0(s)

∑

γ∈Γ

e
∫

γx
x0

(F−s) Dγx .

Avec le paraḿetrage de Hopf, d́efinissons une mesurẽmF sur T1X , par

dm̃F(v) =
dµF◦ι, x(v−)

eCF◦ι, v− (x,π(v))

dµF, x(v+)

eCF, v+ (x,π(v)) dt .

Elle est invariante parΓ et par le flot ǵeod́esique. Elle d́efinit donc une mesure
mF sur le quotientΓ\T1X invariante par le flot ǵeod́esique quotient, appelée
la mesure de Gibbsde potentielF .



SUR LES ŚERIES DE POINCAŔE 5

EXEMPLES. SupposonsΓ sans torsion etM = Γ\X compacte. Les mesures
de Gibbs interpolent entre les deux mesures suivantes (voir[PPS, Chap. 3,7]).

• Si F = 0, alors mF est la mesure d’entropie maximale (dite de
Bowen-Margulis) surT1M .

• Si F = − d
dt |t=0

Ln
(

Jac(gt|F su)
)

où Fsu est le feuilletage fortement
instable du flot ǵeod́esique, alorsmF est la mesure de LiouvilleµLiou sur
T1M , qui se d́esint̀egre par la projection canoniqueT1M →M sur la mesure
riemanniennedvolM , de mesures sur les fibres les mesures sphériques :

dµLiou(v) =
∫

x∈M
d volT1

x M(v) dvolM(x) .

Nous montrons dans [PPS] de très nombreux ŕesultats : le fait (̀a la Roblin
ou Dal’Bo-Peigńe-Sambusetti) que la limite supérieure d́efinissant l’abscisse
de convergence de la série de Poincaŕe de (Γ,F) est une limite; un th́eor̀eme
à la Hopf-Tsuji-Sullivan-Roblin caractérisant la divergence/convergence de la
série de Poincaŕe de (Γ,F) en son abscisse de convergence par des propriét́es
d’ergodicit́e/non ergodicit́e d’une mesure de Gibbs de (Γ,F) (unique dans
le cas divergent) pour le flot géod́esique quotient; un principe variationnel
(voir [Led2] pour une introduction lorsqueF = 0); et divers ŕesultats
d’équidistribution et de comptagèa la Bowen, Margulis, Roblin [Rob], dont
nous ne citons qu’un exemple dans ces notes :

THÉORÈME 1 (Paulin-Pollicott-Shapira [PPS, Theo. 9.8]).Supposons que
mF soit finie et que l’ensemble des distances de translationsinfx∈X d(x, γx)
des élémentsγ de Γ engendre un sous-groupe dense deR . Alors, quand
t→ +∞ , les mesures

δΓ, F e−δΓ, F t
∑

Long(C)≤t

ePerF(C) LC

convergent pour la topologie faible-étoile vers mF
‖mF‖

.

REMARQUE 2. Des versions relatives des séries de Poincaré de groupes
discrets existent. SoientX un espace CAT(−1) propre,Γ un groupe discret
d’isométries deX , C0,C1 deux convexes ferḿes deX , de stabilisateursΓ0,Γ1

respectivement dansΓ , tels queΓ0\{γ ∈ Γ : C0 ∩ γC1 6= ∅}/Γ1 soit fini.
Par exemple, cette condition est vérifiée lorsqueΓ est ǵeoḿetriquement

fini (voir par exemple [Bow]) etC0 = C1 est une horoboule suffisamment
petite centŕee en un point fixe parabolique deΓ , ainsi que lorsqueC0 = C1
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est l’enveloppe convexe de l’ensemble limite d’un sous-groupe Γ0 convexe-
cocompactpresque malnormal(ceci signifie que pour toutγ ∈ Γ − Γ0 , le
sous-groupeγΓ0γ

−1 ∩ Γ0 est fini).
Nous pouvons alors définir la série de Poincaŕe (relative) de (Γ,C0,C1)

P(s) =
∑

γ∈Γ0\Γ/Γ1

e−s d(γC1,C0) ,

où la somme porte sur un système de repŕesentants des doubles classes, et
ne d́epend pas de son choix. Elle mesure la distribution des arcs géod́esiques
perpendiculaires communs̀a Γ0\C0 et Γ1\C1 dansΓ\X .

Son abscisse de convergenceδΓ,C0,C1 est le taux de croissance logarith-
mique quandn→ + ∞ du nombre (avec multiplicités) d’arcs ǵeod́esiques
perpendiculaires communs̀a Γ0\C0 et Γ1\C1 de longueur au plusn (voir
par exemple [PP1, Th́eo. 1.1] pour un exemple de calcul). Elle est inférieure
ou égale à l’exposant critiqueδ(Γ) de Γ , et lui est égale si les exposants
critiques δ(Γ0) de Γ0 et δ(Γ1) de Γ1 sont strictement inf́erieursà δ(Γ) . Les
versions avec potentiel existent, en intégrant le potentiel le long de l’unique
arc de ǵeod́esique perpendiculaire commun deC0 à γC1 quand il existe (voir
par exemple [PP3]).

3. ŚERIES D’EISENSTEIN, CALCULS DE VOLUMES HYPERBOLIQUES ET

THÉORIE SPECTRALE

Soient X un espace CAT(−1) propre,∂∞X son bordà l’infini, x0 ∈ X ,
(ξ, x, y) 7→ Bξ(x, y) = limz→ ξ d(x, z) − d(y, z) sa fonction de Busemann de
∂∞X × X × X dans R , Γ un groupe discret d’isoḿetries deX , L(Γ) son
ensemble limite,ξ∞ un point fixe parabolique deΓ dans ∂∞X , et Γ∞ le
stabilisateur deξ∞ dansΓ .

La série d’Eisensteinde Γ relative à la cuspideξ∞ est

Eξ∞ (x, s) =
∑

γ∈Γ∞\Γ

e−s Bξ∞ (γx, x0) ,

où la somme porte sur un système de repŕesentants des classesà gauche de
Γ∞ dansΓ (et ne d́epend pas de son choix). Elle entre bien dans le cadre
des śeries de Poincaré-Dirichlet (relatives).

La définition fait sens siX est CAT(0), mais par exemple pour les espaces
symétriques de type non compactG/K , il vaut mieux utiliser la d́ecomposition
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d’IwasawaG = KAN et travailler avec des formes linéaires surA, à la Quint
[Qui1, Qui2, Qui3], voir aussi la remarque 4.

Un point fixe paraboliqueξ∞ de Γ est borné si le quotientΓ∞\(L(Γ) −
{ξ∞}) est compact. Notonsδ(Γ) et δ(Γ∞) les exposants critiques deΓ et de
Γ∞ . Nous renvoyons̀a [DOP] pour unéetude de la conditionδ(Γ∞) < δ(Γ) .

PROPOSITION 3. Si ξ∞ est un point fixe parabolique borné de Γ , alors
l’abscisse de convergence de la série d’Eisenstein Eξ∞ est inf́erieure ouégale
à δ(Γ) , avecégalit́e si δ(Γ∞) < δ(Γ) .

Démonstration. La convergence ou divergence de la série d’Eisenstein
est ind́ependante dex et de x0 . Soit x ∈ X de stabilisateur trivial dansΓ .
Puisqu’un point fixe parabolique n’est pas un point limite radial, et puisque
ξ∞ est borńe, il existe une horobouleC∞ centŕee enξ∞ telle queγx /∈ C∞

pour tout γ ∈ Γ . Si x0 ∈ ∂C∞ , alors Bξ∞ (γx, x0) = d(γx,C∞) , et la śerie
d’Eisenstein cöıncide avec la śerie de Poincaŕe relative de (Γ,C∞, {x}) définie
dans la remarque 2. Le résultat d́ecoule alors de cette remarque.

Par exemple, soitX = Hn
R le mod̀ele du demi-espace supérieur de l’espace

hyperbolique ŕeel de dimensionn, qui est l’ouvertRn−1× ]0,+∞[ , dont les
projections d’unélément ǵeńeral x = (z, r) dans Rn−1 et ]0,+∞[ seront
not́eesz= z(x) et r = r(x) respectivement, muni de la métrique riemannienne

ds2
=

ds2
euc(z) + dr2

r2
.

Si x0 = (0, 1) et si ξ∞ = ∞ , alorsE∞(x, s) =
∑

γ∈Γ∞\Γ r(γx)s, par un calcul
immédiat de la fonction de Busemann. Nous retrouvons l’expression géńerale
des śeries d’Eisenstein (dites non holomorphes) en géoḿetrie hyperbolique
réelle (voir par exemple [Kub, Chap. 2] en dimension 2). L’étude primordiale
est dueà Maass et̀a Selberg [Sel2], avec géńeralisation aux groupes de Lie
plus ǵeńeraux par Langlands (voir par exemple [Lan1]).

Par la proposition pŕećedente, nous retrouvons que lorsqueΓ est de
covolume fini, l’abscisse de convergence de cette série d’Eisenstein est́egale
à n − 1, et en particulier l’applications 7→ E∞(x, s) est holomorphe sur
{s∈ C : Re s> n− 1} . Si s> n− 1, alors l’applicationϕ̃ : x 7→ E∞(x, s)
vérifie la propríet́e d’invariance recherchée :

(1) ϕ̃(γx) = ϕ̃(x)

pour tout γ ∈ Γ . De plus, par sommation et petit calcul,



8 F. PAULIN

∆ϕ̃ = s((n− 1)− s)ϕ̃ ,

où ∆ = −r2(
∑n−1

i=1
∂2

∂x2
i
+ ∂2

∂r2 ) + (n− 2)r ∂∂r est l’oṕerateur laplacien deHn
R .

Donc ϕ̃ passe au quotient enϕ : Γ\Hn
R →R , qui, si Γ est sans torsion, est un

vecteur propre C∞ du laplacien de la variét́e hyperboliqueΓ\Hn
R , de valeur

propre s((n− 1)− s) . Mais m̂eme lorsqueΓ est de covolume fini,ϕ n’est
pas forćement dansL2(Γ\Hn

R) , donc n’est pas forćement un vecteur propre
de l’opérateur non borńe ∆ de l’espace de HilbertL2(Γ\Hn

R) .
En particulier, soient n = 2 et Γ = PSL2(Z) . Notons U(Z) ={( 1 b
0 1

)
: b ∈ Z

}
le sous-groupe unipotent triangulaire supérieur de

SL2(Z) . Le groupe SL2(Z) agit à droite surZ2 par (γ, v) 7→ tγv ; l’orbite
de (0, 1) est l’ensembleP des couples de nombres premiers entre eux, et le

stabilisateur de (0, 1) est U(Z) . Pour toutγ =

( a b
c d

)
dans SL2(Z) , nous

avons r(γx) = r
(cz+d)2+c2r2 . Donc pour toutx = (z, r) ∈ H2

R ,

(2) E∞(x, s) =
1
2

∑

γ∈U(Z)\ SL2(Z)

r(γx)s
=

1
2

∑

(c, d)∈P

rs

((cz+ d)2 + c2r2)s
.

REMARQUE 4. Un cas particulier de séries de Poincaré est le suivant
(appeĺeesséries Theta), voir par exemple [Lan, p. 240]. SoientG un groupe
de Lie ŕeel connexe semi-simple de centre fini sans facteur compact (par
exempleG = SLn(R) pour n ≥ 2), G = KAN une d́ecomposition d’Iwasawa
de G (par exempleK = SO(n) , A le sous-groupe des matrices diagonalesà
coefficients positifs,N le sous-groupe des matrices unipotentes triangulaires
suṕerieures siG = SLn(R) ) et Γ un sous-groupe discret deG tel queΓ∩N
soit un ŕeseau deN . L’ opérateur Thetaest l’application Θ partiellement
définie de l’ensemble des applicationsf de N\G (ou N\G/K ) dansC dans
l’ensemble des applications deΓ\G (ou Γ\G/K ) dans C définie par

Θf (x) =
∑

γ∈(Γ∩N)\Γ

f (γx) .

Lorsque G = SL2(R) , Γ = SL2(Z) et f : N\G/K = A→C est l’application
a 7→ e2s arcosh(2 tr(a)) , nous retrouvons (à constante multiplicative près) la śerie
d’Eisenstein de PSL2(Z) en la cuspidèa l’infini.

3.1 CALCULS DE VOLUMES HYPERBOLIQUES

Le résultat suivant est imḿediat, par int́egration sur le domaine fondamental
usuel ou par la formule de Gauss-Bonnet.
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PROPOSITION 5. Le volume hyperbolique de l’orbifold hyperbolique
PSL2(Z)\H2

R est égal à

Vol(PSL2(Z)\H2
R) =

π

3
.

La méthode que nous allons exposer sur cet exemple, adaptée à un cadre
arithmétique, est celle de Rankin-Selberg [Ran, Sel1] en dimension 2. Elle
consisteà int́egrer des śeries d’Eisenstein sur des domaines fondamentaux
(pas forćement explicites) et̀a appliquer une technique, maintenant connue
sous le nom de “d́epliage”, de permutation d’une intégrale sur un domaine
fondamental et d’une somme sur deséléments du groupe pour se ramenerà
intégrer sur une ŕeunion convenable de domaines fondamentaux. Elle aét́e
géńeraliśee par Langlands [Lan2] aux réseaux des points entiers de n’importe
quel groupe alǵebrique connexe semi-simple déploýe sur Q . Voir aussi [Sar,
p. 261-262] en dimension 3.

Il existe une formule ǵeńerale donnant le covolume de groupes arithmé-
tiques, dueà G. Prasad [Pra, Theo. 3.7]. Mais dans certains cas concrets, il
peut être plus rapide d’utiliser d’autres méthodes que de calculer les divers
ingrédients (exigeant une connaissance intime de la classification des groupes
algébriques semi-simples surQ ) qui interviennent dans la formule de Prasad.

Démonstration. Prenonsn = 2 et E∞(x, s) la śerie d’Eisenstein pour la
cuspideà l’infini de Γ = PSL2(Z) , avec s > n− 1. La ḿethode consistèa
calculer de deux manières diff́erentes le ŕesidu ens= n− 1 de

b(s) =
∫

FΓ

(
E∞(x, s) − rs

)
d volHn

R
(x)

où FΓ est un domaine fondamental bien choisi deΓ (voir l’appendice A),
d’une part en permutant l’intégrale et le ŕesidu, d’autre part en “d́epliant”,
c’est-̀a-dire en permutant l’intégrale et la śerie d́efinissantE∞(x, s) .

Fixons un domaine fondamental de FordFΓ de Γ :
si F∞ est un domaine fondamental compact deΓ∞

agissant sur∂∞Hn
R − {∞} , dont le bord est C∞ par

morceaux, il existe une applicationσ : F∞ → ]0,+∞[
de classe C∞ par morceaux, majorée et minoŕee par des
constantes strictement positives (carΓ est de covolume
fini, avec une seul orbite de points fixes paraboliques),
telle queFΓ = {(z, r) ∈ F∞× ]0,+∞[ : r ≥ σ(z)} .

1

FPSL2(Z)

F∞

0

La propríet́e d’équivariance (1), qui dit en particulier quex = (z, r) 7→

E∞(x, s) = E∞(z, r, s) est invariante parU(Z) , implique que si s > 1,
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l’application z 7→ E∞(z, r, s) (de classe C∞ et même analytique ŕeelle) de
R = ∂∞H2

R − {∞} dans R est 1-ṕeriodique. Elle admet donc un dévelop-
pement en śerie de Fourier en la variable réelle z, de la forme

E∞(z, r, s) =
∑

n∈Z

cn(r, s) e2nπi z ,

où cn(r, s) =
∫ 1

0 E∞(z, r, s) e−2nπi z dz. Par la formule (2), nous avons donc

cn(r, s) =
∫ 1

0

1
2

∑

(c, d)∈P

rs

((cz+ d)2 + c2r2)s
e−2nπi z dz .

En śeparantc = 0, en regroupantc et −c, puis les d modulo c, et par

changement de variablew =
z+ d

c
r , en notantδn, 0 = 1 si n = 0 et δn, 0 = 0

sinon, le coefficientcn(r, s) vaut

rs
∫ 1

0
e−2nπiz dz+

∑

(c, d)∈P, c>0, d∈[0, c−1]

∫ +∞

−∞

rs

((cz+ d)2 + c2r2)s
e−2nπi z dz

= rs δn, 0 + r1−s
(∑

c>0

1
c2s

∑

d∈[0, c−1], (c, d)∈P

e−
2πind

c

)∫

R

1
(1+ w2)s

e−2nπirw dw .

En particulier,c0(r, s) = rs + φ0(s) r1−s où

φ0(s) =
( ∫ +∞

−∞

dw
(1+ w2)s

)( ∞∑

c=1

ϕ(c)
c2s

)
,

où ϕ est la fonction d’Euler, voir l’appendice B. De plus, on peutvérifier que
s 7→ E∞(z, r, s)− c0(r, s) est holomorphe sur un voisinage compact des= 1,
et int́egrable, uniforḿement ens dans ce compact, en (z, r) ∈ K × [r0,∞[
où K est un compact de∂∞Hn

R − {∞} et r0 > 0, car
∫∞

r0

r1−sdr
r2 = 1

s r0s est
uniformément borńe sur un tel voisinage compact.

Notons queφ0 est holomorphe sur{s ∈ C : Re s > 1} , admet une
extension ḿeromorphe sur{s ∈ C : Re s > 1

2} ayant un p̂ole simple en
s= 1 de ŕesidu (voir l’appendice B)

Ress=1φ0(s) =
( ∫ +∞

−∞

dw
1+ w2

) (
Ress=1

∞∑

c=1

ϕ(c)
c2s

)
=

3
π
.

Donc Ress=1 E∞(z, r, s) = lims→ 1 (s− 1) c0(r, s) = 3
π .
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ÉTAPE 1 (SÉRIE DE FOURIER). Nous avons (nous pouvons bien permuter
la limite et l’intégrale par les propriét́es ci-dessus du développement en série
de Fourier de la śerie d’Eisenstein)

Ress=1 b(s) =
∫

FΓ

Ress=1
(
E∞(z, r, s) − rs

)
dvolH2

R
(x) = Vol(Γ\H2

R)
3
π
.

ÉTAPE 2 (DÉPLIAGE). En permutant l’int́egrale et la śerie à termes positifs
par le th́eor̀eme de Fubini, la finitude deb(s) découlant des propriét́es
du d́eveloppement en série de Fourier de la série d’Eisenstein, en utilisant
l’invariance de la mesure riemannienne par les isométries, b(s) vaut
∫

FΓ

( ∑

γ∈Γ∞\Γ

r(γx)s
)
− rs dvolH2

R
(x) =

∫

FΓ

∑

γ∈Γ∞\(Γ−Γ∞)

r(γx)s dvolH2
R
(x)

=
∑

γ∈Γ∞\(Γ−Γ∞)

∫

FΓ

r(γx)s dvolH2
R
(x) =

∑

γ∈Γ∞\(Γ−Γ∞)

∫

γFΓ

r(x)s d volH2
R
(x) .

Les γFΓ pour γ ∈ Γ sont de frontìere ńegligeable, d’int́erieurs deuxà
deux disjoints, et de réunion H2

R . Notons

F∗
Γ = {(z, r) ∈ F∞ × [0,+∞[ : r < σ(z)} ,

où σ : F∞ → [0,+∞[ a ét́e d́efini au moment du choix du domaine
fondamental deΓ . Donc, en rappelant qued volHn

R
(x) = d volRn−1(z) dr

rn ,

b(s) =
∫

Γ∞\(H2
R−Γ∞FΓ)

r(x)s d volΓ∞\H2
R
(x) =

∫

F∗
Γ

r(x)s d volH2
R
(x)

=

∫

z∈F∞

∫ σ(z)

0
rsdr

r2
dvolR(z) =

∫

z∈F∞

σ(z)s−1

s− 1
d volR(z) .

PuisqueF∞ est compact, et puisqueσ : F∞ →R est majoŕe et minoŕe par
des constantes strictement positives, nous avons donc

Ress=1 b(s) = lim
s→ 1

∫

z∈F∞

σ(z)s−1d volR(z) = Vol(F∞) = 1 .

La proposition 5 d́ecoule deśetapes 1 et 2.

Cette ḿethode a permisà Sarnak [Sar] de redémontrer la formule
essentiellement duèa Humbert du covolume des groupes de Bianchi (voir
par exemple les parties 8.8 et 9.6 de [EGM]). SoitK un corps de nombres
quadratique imaginaire (par exempleK = Q(i) ), OK l’anneau des entiers de



12 F. PAULIN

K (l’anneau des entiers de GaussZ[i] dans cet exemple),ωK le nombre
d’éléments inversibles deOK (ωK = 4 dans cet exemple),DK le discriminant
de K (DK = −4 dans cet exemple) etζK(s) =

∑
a

1
N(a)s la fonction zeta de

Dedekind, òu la somme porte sur tous les idéaux non nulsa de OK de norme
N(a) = Card(OK/a) . Soit PK = {(c, d) ∈ OK ×OK : cOK + dOK = OK}

l’ensemble des couples d’entiers deK premiers entre eux. La série d’Eisenstein
du groupe de Bianchi PSL2(OK) relative à la cuspide∞ est, pour tout
x = (z, r) ∈ H3

R ,

E∞(x, s) =
1
ωK

∑

(c, d)∈PK

rs

(|cz+ d|2 + |c|2r2)s
.

THÉORÈME 6 (Humbert). Avec ces notations,

Vol(PSL2(OK)\H3
R) =

1
4π2

|DK |
3/2ζK(2) .

De manìere semblable, nous pouvons calculer le covolume de sous-groupes
arithmétiques construits par des quaternions dans l’espace hyperbolique ŕeel
de dimension 5. Notons que siH est l’alg̀ebre des quaternions de Hamilton
réels (d’́elément neutre 1, de base vectorielle réelle 1, i, j, k où i2 = j2 = −1
et ij = −ji = k), alors la composante neutre du groupe des isométries deH5

R
est isomorphèa PSL2(H) = SL2(H)/{±id} , où SL2(H) est le groupe des

matrices
( a b

c d

)
à coefficients dansH dont le d́eterminant de Dieudonné,

qui est la racine carrée de N(ad) + N(bc) − tr(ac̄db̄) , est égal à 1, òu, si
h = x + yi + zj + wk ∈ H , alors h = x − yi − zj − wk, tr(h) = h + h et
N(h) = hh.

THÉORÈME 7 (Emery [PP2, App.], Parkkonen-Paulin [PP2]).Soit A une
algèbre de quaternions définie surQ (par exemple A= HQ = Q+Qi+Qj+Qk
dans H ), de discriminant ŕeduit D(A) (par exemple D(A) = 2 si A= HQ ),
et soit O un ordre maximal dans A (par exemple l’ordre de Hurwitz
O = Z + Zi + Zj + Z 1+i+j+k

2 si A = HQ ). Alors le volume hyperbolique
de PSL2(O)\H5

R est égal à

Vol(PSL2(O)\H5
R) =

ζ(3)
11520

∏

p premier, p|D(A)

(p3 − 1)(p− 1) .

La démonstration d’Emery utilise quand̀a elle la formule de G. Prasad du
covolume de groupes arithmétiques [Pra, Theo. 3.7].
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3.2 THÉORIE SPECTRALE DU LAPLACIEN

Soit M une varíet́e riemannienne complète de volume fini. Le laplacien
(riemannien)∆ de M est d́efini sur les applications lissesf : M →R par

∆f = − tr ∇2f ,

où ∇ est la connection de Levi-Civita deM , ∇2
X,Yf = ∇X∇Yf − ∇∇XYf =

X(Yf) − (∇XY)f = 〈∇X gradf ,Y〉 est le hessien def , et la trace est calculée
dans une base orthonormée. Le laplacien deM est un oṕerateur non borńe
auto-adjoint positif de l’espace de HilbertL2(M) (voir l’appendice C). SiM
est compacte, le spectre du laplacien est réduit à son spectre ponctuel (voir
par exemple [BGM, §2.G]) : il existe une suite de valeurs propres (λn)n∈N

de ∆ , strictement croissante et convergeant vers+∞ , telle queλ0 = 0 (de
multiplicité 1 si M est connexe) etL2(M) soit la somme hilbertienne des
sous-espaces propres Ker(∆− λi id) (chaque tel sous-espaceétant par ailleurs
de dimension finie et composé d’applications lisses). Dans le cas contraire, le
spectre continu peut̂etre non vide.

Les śeries d’Eisenstein fournissent une description du spectrecontinu de
l’opérateur laplacien sur les variét́es hyperboliques ǵeoḿetriquement finies
(voir par exemple [Ven, §3], m̂eme si les techniques de Lax-Philipps et
d’autres comme [GM, §8]́evitent maintenant l’́etude directe de ces séries).
Consid́erons de nouveauE∞(x, s) la śerie d’Eisenstein pour la cuspidèa
l’infini de Γ = PSL2(Z) , définie pour s> 1. Le ŕesultat suivant d́ecoule des
techniques de d́ecomposition en śerie de Fourier ci-dessus (voir par exemple
[Kub, §IV]).

THÉORÈME 8. L’application s 7→ E∞(x, s) admet une extension méromor-
phe sur C , dont les p̂oles sont simples et réels.

Sur l’espace de HilbertK = L2(]0,+∞[, dt
2π ) , consid́erons l’oṕerateur non

borńe M 1
4+t2 , auto-adjoint, positif, de multiplication par14 + t2 :

M 1
4+t2f (t) =

(1
4
+ t2

)
f (t) .

Notons FΓ le domaine fondamental usuel deΓ , H l’espace de Hilbert
L2(Γ\H2

R) , HC l’orthogonal (invariant par∆) dansH de la somme hilberti-
enneHP des sous-espaces propres de∆ , B le sous-espace vectoriel deHC

des applications bornées et, pour toutf ∈ B ,

E(f )(t) =
∫

FΓ

E∞(x,
1
2
+ it) f (x) d volH2

R
(x) .
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Le résultat suivant de d́ecomposition spectrale explicite décrit le spectre continu
du laplacien surΓ\H2

R (voir par exemple [Lan, p. 346]).

THÉORÈME 9. L’application E s’́etend en une conjugaison unitaire entre
∆|HC

et M1
4+t2 , c’est-̀a-dire en un isomorphisme E d’espaces de Hilbert

de HC dans K tel que les oṕerateurs non borńes E◦ ∆|HC
et M1

4+t2 ◦ E
cöıncident.

Il n’est pas difficile de montrer que le spectre continu deM 1
4+t2 est

[ 1
4,+∞[ . Puisque deux oṕerateurs non borńes unitairement conjugués ont

même spectre continu, le spectre continu de∆|HC
est [14,+∞[ . Donc le

spectre continu de∆ est l’intervalle [14,+∞[ privé (avec les d́efinitions de
l’appendice C) deśeventuelles valeurs propres de∆ qu’il contient.

Par un tel lien entre d́ecomposition spectrale du laplacien et développement
en śerie de Fourier de séries de Poincaré (relatives) comme dans la partie
3.1, Selberg [Sel3] a montré la minorationλ1 ≥ 3/16 de la premìere valeur
propre non nulle du laplacien pour tout sous-groupe de congruence de SL2(Z)
(voir aussi [Kat], [GLPS] dans SO(n, 1), [Fri] pour GLn(R) ).

4. ŚERIES DE POINCARÉ ET THÉORÈME D’HYPERBOLISATION

Notons D = {z∈ C : |z| < 1} . Soit X une surface de Riemann.
Une différentielle quadratique holomorpheφ sur X est (voir par exemple

[Gar] pour tout compĺement) la donńee, pour toute carte (U, z) de X , d’une
application holomorpheφU, z : U →C , telle que pour toute carte locale

(V, w) de X , en tout point deU ∩ V , nous ayonsφV, w
(

dw
dz

)2
= φU, z,

où dw
dz = (w ◦ z−1)′ ◦ z. Si f : Y→X est une application holomorphe, alors il

existe une unique différentielle quadratique holomorphef ∗φ sur Y telle que
si (U, z) est une carte deY et (V, w) une carte deX telles quef (U) ⊂ V ,
alors (f ∗φ)U, z = φV, w ◦ f (f ′)2 .

Si π : D→X est un rev̂etement universel de surfaces de Riemann, de
groupe de rev̂etementΓ , les différentielles quadratiques holomorphes surX
s’identifient aux applications holomorphesφ : D→C telles que γ∗φ = φ

pour tout γ ∈ Γ , où γ∗φ = φ ◦ γ (γ′)2 .
Si φ est une diff́erentielle quadratique holomorphe surX , alors il existe

une unique mesure|φ| sur X de densit́e |φU, z| par rapportà la mesure de
Lebesgue|dz|2 dans toute carte (U, z) . Nous noterons
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‖φ‖1 =

∫

X
|φ| ,

et Q(X) l’espace de Banach des différentielles quadratiquesφ holomorphes
de norme‖φ‖1 finie.

Notons queQ(D) est de dimension infinie : les restrictionsà D des
applications polynomiales complexes y sont denses. SiX est compacte,
alors Q(X) est de dimension finie : siφ ∈ Q(X) n’est pas identiquement
nulle, l’application lińeaire qui à ψ ∈ Q(X) associe la partie ńegative du
développement de Laurent de l’application méromorpheψφ en chaque źero de
φ est une injection (par le théor̀eme de Liouville),à valeurs dans un espace
vectoriel de dimension fini, carφ n’a qu’un nombre fini de źeros, chacun
d’ordre fini.

Soient X = Γ\D et Y = Γ0\D des surfaces de Riemann uniformisées
par D , avecΓ0 ⊂ Γ des sous-groupes discrets de Aut(D) . Pour toutélément
f : D→C de Q(Y) , et pour toutz∈ D , notons

Θf (z) = ΘY/X f (z) =
∑

γ∈Γ0\Γ

γ∗f (z) =
∑

γ∈Γ0\Γ

f (γz)
(
γ′(z)

)2
,

où la somme porte sur un système de repŕesentants des classesà droite de
Γ0 dans Γ (et ne d́epend pas de son choix). On peut définir l’opérateur
Θ = ΘY/X de manìere intrins̀eque (sans uniformiser les surfaces), mais cette
forme l’exprime comme une série de Poincaŕe (relative) au sens du préambule.

Notons p : Y→X le rev̂etement de surfaces de Riemann défini par
l’inclusion Γ0 ⊂ Γ . Alors que p∗ transforme diff́erentielle quadratique
holomorphe surX en différentielle quadratique holomorphe surY, l’opérateur
Θ s’essaieà la transformation inverse.

PROPOSITION 10. L’application Θ = ΘY/X : Q(Y)→Q(X) est une
application lińeaire continue de norme au plus1. De plus, nous avons
ΘD/X = ΘY/X ◦ΘD/Y .

Démonstration. Soit f ∈ Q(Y) . Montrons que la śerie d́efinissantΘf (z)
converge uniforḿement sur les compacts deD . Ceci montrera que l’application
z 7→ Θf (z) de D dans C est bien d́efinie, holomorphe, et v́erifie Θf (γz) =
Θf (z)

(
γ′(z)

)−2
pour tout γ ∈ Γ , donc fournit une diff́erentielle quadratique

holomorphe surX .
Soit (gi)i∈I un syst̀eme de repŕesentantsà droite de Γ modulo Γ0 :

Γ = ⊔i∈I Γ0gi . Notons D un domaine fondamental pour l’action deΓ sur
D , de sorte queD0 =

⋃
i∈I giD est un domaine fondamental deΓ0 sur D .

Alors, par le th́eor̀eme de Fubini (et la ḿethode de “d́epliage”)
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(3)
∫

D

|Θf (z)| |dz|2 ≤
∑

i∈I

∫

D

|f (giz)| |g
′
i (z)|

2 |dz|2 =

∫

D0

|f (w)| |dw|2

est fini. Nous pouvons supposerI = N . NotonsSn(z) la somme desn premiers
termes de la śerie Θf (z) . Alors Sn converge dansL1(A) vers Θf pour tout
ouvert relativement compactA de D , par la formule (3). Pour toutǫ ∈ ]0, 1

3[ ,
notonsA = B(0, 1− ǫ)−B(0, 1−2ǫ) . La formule int́egrale de Cauchy montre
qu’il existe une constantec = cǫ telle que, pour toutz∈ B(0, 1− 3ǫ) ,

|Sn(z) − Sm(z)| ≤ c
∫

A
|Sn(z) − Sm(z)| |dz|2 .

Ceci montre la convergence uniforme sur les compacts de la série Θf (z) .

L’affirmation que la norme de l’oṕerateurΘ est inf́erieure ouégaleà 1
découle de la formule (3).

La dernìere affirmation d́ecoule du fait que pour moyenner surΓ , il suffit
de moyenner d’abord surΓ0 , puis surΓ0\Γ .

REMARQUE. L’opérateurΘY/X est surjectif.

Démonstration. Par la dernìere affirmation de la proposition préćedente,
il suffit en effet de montrer le résultat pourΘ = ΘD/X . Montrons ceci lorsque
X est compacte. Fixons encoreD un domaine fondamental pour l’action de
Γ sur D . Pour φ, ψ : D→C dansQ(X) , posons

〈φ, ψ〉 =

∫

D

(1− |z|2)2

4
φ(z) ψ(s) |dz|2 .

Puisqueµ =
4|dz|2

(1−|z|2)2 est la mesure riemannienne de la métrique de Poincaré

du disque D , qui est invariante parΓ , et puisque le tenseurφ ψµ est du
type mesure, ceci est bien défini. Par le th́eor̀eme de Cauchy-Schwarz, cette
formule d́efinit un produit scalaire surQ(X) , appeĺe le produit scalaire de
Weil-Petersson.

Puisque les polyn̂omes sont denses dansQ(D) , il suffit de montrer que le
seul élémentφ de Q(X) orthogonal aux images parΘ des mon̂omeszn est
l’ élément nul. Siφ =

∑∞
n=0 anzn est le d́eveloppement en série de φ dans

D , alors (encore une fois par la technique du “dépliage”)
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〈φ,Θ(zn)〉 =
∑

γ∈Γ

∫

D

(1− |z|2)2

4
φ(z) γ(z) n γ′(z) 2 |dz|2

=
∑

γ∈Γ

∫

D

(1− |γ(z)|2)2

4 |γ′(z)|2
φ(γ(z)) (γ′(z))2 γ(z) n γ′(z) 2 |dz|2

=
∑

γ∈Γ

∫

γD

(1− |z|2)2

4
φ(z) zn |dz|2

=

∫

D

(1− |z|2)2

4

( ∞∑

k=0

akz
k
)

zn |dz|2 = c′ an ,

où c′ est une constante strictement positive. Le résultat en d́ecoule.

Évoquons brìevement l’une des utilisations principales de ces séries Theta,
la démonstration par McMullen [McM1, MCM2] du th́eor̀eme d’hyperbolisa-
tion de Thurston. Nous renvoyons par exempleà [MT] pour les pŕerequis.

N

S+

τ

S−

Ω+

Ũ
U

S+ = Γ+\Ω+

C −Ω+

S+ = Γ+\(Ĉ −Ω+)

SoientN une varíet́e de dimension 3, compacte, connexe, orientable,à bord
∂N = S− ⊔ S+ réunion disjointe de deux surfaces connexesS−,S+ de genre
au moins 2, etτ : S− →S+ un hoḿeomorphisme renversant l’orientation.
Supposons queN soit acylindrique (il n’existe pas de courbe fermée simple
non homotopeà źero dans S− qui soit homotope dansN à une courbe
fermée simple dansS+ ), à bord incompresssible (les groupes fondamentaux
de S−,S+ s’injectent dans celui deN), et que son int́erieur admette une
métrique hyperbolique complète convexe-cocompacte : int(N) = Γ\H3

R , où
Γ est un sous-groupe discret sans torsion convexe-cocompactd’isométries
préservant l’orientation deH3

R . Le but est de montrer que le recollementN/τ
de N le long de son bord parτ admet une ḿetrique hyperbolique.

Notons Ω(Γ) le domaine de discontinuité de Γ (le compĺementaire de
son ensemble limite) dans la sphère de Riemann̂C bord à l’infini de H3

R .
Alors ∂N est la surface de RiemannΓ\Ω(Γ) dans la varíet́e kleińeenne
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N = Γ\(H3
R ∪ Ω(Γ)) . Choisissons une composante connexeΩ± du domaine

de discontinuit́e Ω(Γ) de Γ revêtantS± , de stabilisateurΓ± . Puisque le bord
de N est incompressible, chaque composante connexe deΩ(Γ) est simplement
connexe. Puisque l’ensemble limite deΓ a au moins trois points, lesΩ± sont
conforḿement isomorphes au disque, et les revêtementsΩ± →S± sont des
revêtements universels de surface de Riemann. SiŨ est une composante
connexe deΩ(Γ) diff érente deΩ± qui rev̂et Sǫ(U) où ǫ(U) ∈ {−,+} , alors
son imageU dans S± = Γ±\(Ĉ − Ω±) est appeĺee unetâche de ĺeopard.
Nous notonsΘU : Q(U)→Q(Sǫ(U)) l’application Θ du rev̂etementU →Sǫ(U)

induit par le rev̂etementŨ →Sǫ(U) .
Si Γ′ est un groupe discret sans torsion d’automorphismes d’un ou-

vert simplement connexeΩ′ de la sph̀ere de Riemann, notonsQC(Γ′)
l’ensemble de ses déformations quasi-conformes, c’est-à-dire l’ensemble des
homéomorphismes quasi-conformes (voir [Gar, Chap. 1] pour unedéfinition)
f : Ω′ →Ω′ tels que ρ(γ) = fγf−1 ∈ Aut(Ω′) pour tout γ ∈ Γ′ (et donc
ρ = ρf est une repŕesentation fid̀ele et discr̀ete deΓ dans Aut(Ω′) ), modulo
la relation d’́equivalencef ∼ f ′ s’il existe g ∈ Aut(Ω′) tel que ρf = gρf ′g

−1 ,
et f ′ soit isotopeà gf parmi les applications quasi-conformes conjuguantΓ

et ρf ′ (Γ) .
L’espace de Teichm̈uller de la surface de Riemann∂N = (Γ−\Ω−) ⊔

(Γ+\Ω+) est alors par d́efinition T (∂N) = QC(Γ−) × QC(Γ+) . Si ∂N est
la surface de Riemann∂N munie de l’orientation opposée, l’application de
recollementτ induit une applicationτ∗ : T (∂N)→T (∂N) .

Le théor̀eme d’Ahlfors-Bers (voir par exemple [Kra]) dit que l’application

QC(Γ)
∂

−→ T (∂N)
[f ] 7→ [g± ◦ f|Ω±

]

où g± : f (Ω±)→Ω± est n’importe quelle représentation conforme, est une
bijection.

L’ application d’́epluchageσ : T (∂N)→T (∂N) est la composition de

T (∂N)
∂−1

−→ QC(Γ) −→ T (∂N)
s 7→ [f ] = ∂−1(s) 7→ [g± ◦ f|Ĉ−Ω±

]

où g± : f (Ĉ − Ω±)→ Ĉ − Ω± est n’importe quelle représentation conforme.
La démonstration que la variét́e recolĺee N/τ admet une ḿetrique hy-

perbolique comporte deux́etapes. La première, relativement facile, est que si
τ∗ ◦ σ : T (∂N)→T (∂N) admet un point fixe, alorsN/τ admet une ḿetrique
hyperbolique. La seconde, qui représente un tour de force, que ce soit par
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la méthode originelle de Thurston (voir par exemple [Kap]) ou celle de Mc-
Mullen [Mc2], est de montrer que l’applicationτ∗ ◦ σ admet un point fixe.
Celui-ci est obtenu par une méthode de contraction, dont l’élément clef est le
théor̀eme suivant.

THÉORÈME 11. [McMullen [Mc1]] Soit p : Y→X un rev̂etement galoisien
de surfaces de Riemann connexes, où X est compacte de genre au moins2.
Alors ‖ΘY/X‖ ≤ 1 avecégalit́e si et seulement si le groupe de revêtement est
moyennable.

Notons une analogie remarquable, soulignée par F. Dal’Bo et líee aux
propríet́es des śeries de Poincaré comme les d́emonstrations le montrent, entre
cet énonće et l’existence d’un trou spectralδ(Γ0) < δ(Γ) si Γ0 est un sous-
groupe distingúe de Γ tel que Γ/Γ0 est non moyennable (voir [RoT] pour
une exposition).

En renvoyantà [Gar, MT] pour les bases et̀a [McM2] pour une d́e-
monstration complète, expliquons brièvement comment le théor̀eme 11 est
li é à l’existence d’un point fixe deτ∗ ◦ σ . L’espace cotangent̀a l’espace
de Teichm̈uller de ∂N est le fibŕe vectoriel surT (∂N) (trivialisable) dont
la fibre au-dessus du point base ([id], [id]) est l’espace des différentielles
quadratiques holomorphesQ(∂N) = Q(S−)×Q(S+) sur la surface de Riemann
∂N = Γ\Ω(Γ) . La remarque clef est que l’application cotangente en ce point
base de l’application d’épluchage est l’application deQ(∂N) dansQ(∂N) qui
à (φǫ)ǫ∈{−,+} associe

( ∑

U tâche de
léopard surS−
ǫ(U) = ǫ

ΘU(φ−|U) +
∑

U tâche de
léopard surS+
ǫ(U) = ǫ

ΘU(φ+|U)
)
ǫ∈{−,+}

.

La passage d’une contraction infinitésimaleà une contraction globale vient du
fait que la distance de Teichm̈uller est finsĺerienne (voir [Gar, Chap. 7]). Ainsi
la contraction de l’application d’épluchage est liée à celle d’applicationsΘ .

A. SUR LES DOMAINES FONDAMENTAUX DE FORD

Pardomaine fondamentald’un groupe discretΓ d’isométries deHn
R , nous

entendrons dans ces notes une partieF de Hn
R , adh́erence de son intérieur,

de frontìere ńegligeable, telle que lesγF pour γ ∈ Γ soient d’int́erieurs deux
à deux disjoints et recouvrentHn

R .



20 F. PAULIN

Toute isoḿetrie g de Hn
R agit conforḿement sur son bord̀a l’infini

∂∞Hn
R = Rn−1 ∪ {∞} , et donc pour toutξ ∈ Rn−1 tel que g(ξ) 6= ∞ ,

l’application tangenteTξg de g en ξ est une similitude deRn−1 (composition
d’une rotation et d’une dilatation). Lorsqueg ne fixe pas l’infini, le lieu des
points ξ où Tξg est une isoḿetrie (c’est-̀a-dire une similitude de rapport
1) est une sph̀ere Sg de Rn−1 , appeĺee sph̀ere isoḿetrique. Notons S+

g

celui des deux demi-espaces hyperboliques deHn
R contenant∞ à l’infini

défini par l’hyperplan ǵeod́esique de bord̀a l’infini Sg . Par exemple, si

g = ±
( a b

c d

)
∈ PSL2(C) , alors Sg = {z ∈ ∂∞H3

R : |cz+ d| = 1} et

S+
g = {x = (z, r) ∈ H3

R : |cz+ d|2 + r2|c|2 ≥ 1} .
Soit Γ un sous-groupe discret d’isométries de Hn

R , tel que ∞ soit un
point fixe parabolique deΓ . Soient Γ∞ le stabilisateur de∞ dans Γ et
F∞ un domaine fondamental deΓ∞ dans ∂∞Hn

R − {∞} = Rn−1 . Alors
FΓ = (F∞ × [0,+∞[) ∩

⋂
g∈Γ−Γ∞

S+
g est un domaine fondamental deΓ ,

appeĺe un domaine fondamental de Ford(voir par exemple [Bea, 9.6.2]).

B. SUR LA FONCTION D’EULER

La fonction d’Euler ϕ : N − {0} → N − {0} est l’application quià n
associe le nombre d’entiers strictement positifs inférieurs ouégauxà n−1 et
premiers avecn. Le nombre d’́eléments d’ordren du groupe cycliqueZ/nZ
est ϕ(n) . L’application quià un groupe associe son ordre est une bijection de
l’ensemble des sous-groupes deZ/nZ dans l’ensemble des diviseurs den.
Donc en partitionnantZ/nZ par la relation “engendrer le m̂eme sous-groupe”,
nous avons ∑

d|n

ϕ(d) = n .

Notons ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns la fonction ζ de Riemann, qui est holomorphe sur

{s∈ C : Re s> 1} , admet une extension ḿeromorphe surC ayant un p̂ole
simple de ŕesidu 1 ens= 1, et v́erifie ζ(2) = π2

6 . Il découle de la formule
préćedente que, pour touts> 2,

∞∑

n=1

ϕ(n)
ns

=
ζ(s− 1)
ζ(s)

,

car ζ(s− 1) =
∑∞

n=1
n
ns =

∑∞
n=1

∑
d|n

ϕ(d)
ns =

∑∞
m, d=1

ϕ(d)
msds = ζ(s)

∑∞
d=1

ϕ(d)
ds .

En particulier
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Ress=1

∞∑

n=1

ϕ(n)
n2s

= lim
s→ 1

(s− 1)ζ(2s− 1)
ζ(2s)

=
lims′ → 1(s′ − 1)ζ(s′)

2ζ(2)
=

3
π2

.

C. SUR LE SPECTRE DES OṔERATEURS NON BORŃES

Soit H un espace de Hilbert complexe. Unopérateur (lińeaire non borńe)
de H est une application lińeaire T d’un sous-espace vectorielD(T) de H

d’image un sous-espace vectorielR(T) de H . Si D(T) est dense, l’adjoint T∗

de T est l’oṕerateur deH , de domaine l’ensemble desy ∈ H tels qu’il existe
y∗ ∈ H tel que 〈T(x), y〉 = 〈x, y∗〉 pour tout x ∈ D(T) , défini par T∗(y) = y∗

(cet y∗ est alors unique par densité de D(T) ). L’opérateurT est auto-adjoint
si D(T) est dense et siT = T∗ (ce qui implique queD(T) = D(T∗) ).

L’ ensemble ŕesolvantde T est l’ensemble desλ ∈ C tels queT − λid :
D(T − λid)→H soit bijectif, d’inverse continu. Lespectre σ(T) de T est
le compĺementaire de son ensemble résolvant. Il est contenu dansR si T
est auto-adjoint. Dans ce texte (comme dans [Rud, Chap. 13],mais d’autres
conventions plus usuelles de terminologie existent, reposant sur le th́eor̀eme
spectral trop longà énoncer ici), nous le considérerons comme la réunion
disjointe des parties suivantes :

• le spectre ponctuelσP(T) de T , qui est l’ensemble des valeurs propres
de T (les λ ∈ C tels queT − λid ne soit pas injectif) ;

• le spectre continuσC(T) de T , qui est l’ensemble desλ ∈ C tels que
T−λid soit injectif, R(T−λid) soit dense dansH mais l’inverse deT−λid
ne soit pas continu;

• le spectre ŕesiduelσR(T) de T , qui est l’ensemble desλ ∈ C tels que
T − λid soit injectif, et R(T − λid) ne soit pas dense dansH . Il est vide si
T est auto-adjoint.
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Birkhäuser 2001.
[Kat] KATOK, S. Closed geodesics, periods and arithmetic of modular forms. Invent.

Math. 80 (1992), 469–480.
[Kra] KRA, I. Deformation spaces.A crash course on Kleinian groups, pp. 48–70,

Lecture Notes Math. 400, Springer-Verlag 1974.
[Kub] KUBOTA, T. Elementary theory of Eisenstein series.Wiley 1973.
[Lan] LANG, S. SL2(R) . Addison-Wesley 1975.
[Lan1] LANGLANDS, R. P. Eisenstein series.Algebraic Groups and Discontinuous

Subgroups(Boulder, 1965) pp. 235–252, Proc. Sympos. Pure Math. IX,
Amer. Math. Soc. 1966.

[Lan2] The volume of the fundamental domain for some arithmetical subgroups
of Chevalley groups.Algebraic Groups and Discontinuous Subgroups
(Boulder, 1965) pp. 143–148, Proc. Sympos. Pure Math. IX, Amer.
Math. Soc. 1966.

[Led1] LEDRAPPIER, F. Structure au bord des variét́es à courbure ńegative. Śem.
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