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Résumé

SoientC une courbe projective lisse connexe sur un corps fini, etA l’algèbre affine
de ses fonctions régulières hors d’une place fixée de C. Nous donnons des relations
précises entre les minima successifs de Mahler des A-réseaux normés et les pentes
de Harder-Narasimhan des fibrés vectoriels sur C via leur équivalence de catégorie. 1

1 Introduction
Soient n ∈ ℕ∖{0}, C une courbe projective lisse géométriquement connexe de genre g

sur un corps fini k0,K son corps des fonctions, v une place deK de degré f, K̂ le complété
de K en v, et A l’algèbre affine de C∖{v}.

Un A-réseau normé est un couple M = (M, ‖ ‖) d’un A-module M projectif de
type fini et d’une norme ultramétrique ‖ ‖ sur MK̂ = M ⊗A K̂ (normalisée pour être
d’ensemble des valeurs exactement {0} ∪ |k0| fℤ si MK̂ ≠ {0}). Comme un analogue
projectif de l’équivalence de catégorie de Serre [Ser1, §48] entre la catégorie des modules
projectifs de type fini sur l’anneau de coordonnées d’une variété algébrique affine V et
la catégorie des faisceaux algébriques cohérents sur V , de nombreux travaux (de Serre,
Grothendieck, Atiyah, Harder, Narasimhan, Seshadri, etc) ont établi une équivalence de
catégorie M ↦ EM (préservant le rang) entre la catégorie des A-réseaux normés et la
catégorie des fibrés vectoriels (algébriques) sur C.

Notons �1(M ) ≤ �2(M ) ≤⋯ ≤ �n(M ) les minima successifs au sens deMinkovski
et Mahler d’un A-réseau norméM de rang n. Nous renvoyons à la partie 2 pour la défini-
tion de ces minima successifs, voir [Mah] lorsque g = 0 et f = 1, ainsi que [Thu, RW, PR].
Notons �1(E) ≥ �2(E) ≥ ⋯ ≥ �n(E) les pentes de Harder-Narashiman d’un fibré vecto-
riel E sur C de rang n. Nous renvoyons à la partie 4 pour la définition de ces pentes, due
à [HN], ainsi que par exemple à [Stu, Gra, Bos1, Gau, And, Far, Che1, Che2, Cor, Bos2,
CM, Gri, Li].

1. Keywords : global function fields, successive minima, geometry of numbers, slopes, algebraic vector
bundles. AMS codes : 14H05, 11H50, 14H60, 13C10, 11H99
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Le but de cette note est de revisiter le dictionnaire entre A-réseaux normés et fibrés
vectoriels (voir la partie 3), et d’expliciter les relations précises entre les minima successifs
d’unA-réseau norméM et les pentes de Harder-Narashiman de son fibré vectoriel associé
EM . Dans le cadre des corps de nombres, ces relations ont déjà de nombreuses applications
en approximation diophantienne, voir par exemple [FalW, BdS, deS]. Pour tous les entiers
p, q ∈ ℤ, nous noterons Jp, qK = [p, q] ∩ ℤ l’intervalle des entiers entre p et q.

Théorème 1. Il existe des constantes explicites cg,f,n, c′g,f,n ≥ 0 telles que pour tout A-
réseau norméM de rang n, il existe des sous-A-modules normésM1,… ,Mn de rang 1
deM tels que nous ayonsM =M1 ⊕⋯⊕Mn et pour tout i ∈ J1, nK,

|

|

|

�i(M ) − �1(M i )
|

|

|

≤ cg,f,n , (1)

�i(M ) ∈
r
⌈

− 1
f
�i(EM )

⌉

− c′g,f,n,
⌊

− 1
f
�i(EM )

⌋

+ c′g,f,n
z
. (2)

Nous renvoyons aux théorèmes 2 et 12 pour des versions précisant les constantes cg,f,n
et c′g,f,n. Celles-ci s’annulent lorsque g = 0 et f = 1, et les inégalités (1) et (2) deviennent
alors des égalités : �i(M ) = �1(M i ) et �i(M ) = −�i(EM ). Lorsque C est la droite
projective sur k0, tout fibré vectoriel sur C est somme directe de fibrés en droites (voir
par exemple [Gro]). C’est en quantifiant de manière précise, dans le théorème 9, le défaut
de véracité de cette affirmation sur des courbes générales, puis en utilisant le dictionnaire
dans l’autre sens, que nous pourrons démontrer ce théorème à la fin de cette note.

En prenant dans chaqueM i un élément bi non nul de norme minimale, le théorème 1
permet (voir la fin de la partie 2) de construire une A-base (b1,… , bn) d’un sous-module
libre deM d’indice contrôlé et réalisant à constante contrôlée près les minima successifs
de Minskovski-Mahler deM . Ce résultat généralise la construction d’uneA-base de Mah-
ler deM lorsque g = 0 et f = 1, voir [Mah] et [Len, §1] pour une version algorithmique.
Dans l’analogie entre corps de fonctions et corps de nombres, le théorème 1 est une version
effective du pendant pour les corps de fonctions de la théorie de la réduction des réseaux
euclidiens (dont la construction de bases réduites de Minkovski ou de Korkin-Zolotarev,
voir par exemple [LaLS]). Dans l’interprétation par les normes ultramétriques des quo-
tients d’immeubles de Bruhat-Tits sur les K-groupes réductifs (voir [Har] pour l’aspect
des pentes), ce résultat s’insère donc dans l’analogie avec la théorie de la réduction des
quotients arithmétiques associés aux ℚ-groupes réductifs (voir [Stu, Gra] pour l’aspect
des pentes). Dans ce dernier cadre, les constructions qui sous-tendent les opérations de
troncature mises en oeuvre dans la formule des traces d’Arthur-Selberg (voir [Art, §6])
apparaissent comme une généralisation du formalisme des pentes des réseaux euclidiens,
comme remarqué dans [Bos2, §5.1].

Nous comprenons que cette note pourrait être généralisée au cas des complétions S-
adiques pour S un ensemble fini de places de K (avec applications en géométrie des
nombres S-adiques comme développé dans [KlST]) ou de manière plus générale aux
courbes adéliques (comme développé dans [CM]). Mais nous avons choisi de rester dans
le cadre d’une seule place afin de clarifier l’exposition en vue d’applications dans [BKLP]
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en géométrie des nombres paramétrique sur des corps de fonctions globaux généraux, gé-
néralisant ceux de Roy-Waldschmidt [RW] lorsque g = 0 et f = 1 (voir aussi [PR]).

Remerciements : Nous remercions Emanuele Macri pour la démonstration du lemme 3.

2 Les minima successifs de Minkovski des réseaux
Notations sur les corps globaux de fonctions. Nous renvoyons par exemple à [Ros, Gos]
pour ces rappels. Soient k0 un corps fini et q0 son ordre. Soient C une courbe projective
lisse géométriquement connexe sur k0, et g son genre. Soit K = k0(C) le corps des fonc-
tions de C. Nous fixons un point fermé P∞ de C, appelé le point à l’infini de C. Notons v
la valuation (discrète normalisée) associée à P∞, f = deg(P∞) = [k0(P∞) ∶ k0] le degré de
P∞, O l’anneau local en P∞ dans K , � une uniformisante dans O de sorte que v(�) = 1,
k = O∕�O le corps résiduel de O, q = q f

0 l’ordre de k, | ⋅ | = q −v(⋅) la valeur absolue
normalisée associée à P∞, K̂ le complété deK pour | ⋅ |, Ô celui deO, etA l’algèbre affine
de la courbe affine C◦ = C∖{P∞}. Rappelons que A est un anneau de Dedekind.

Rappels d’algèbre linéaire normée ultramétrique. Soit n ∈ ℕ∖{0}. Soit V un espace
vectoriel de dimension n sur le corps valué K̂ . Soit ‖ ⋅ ‖ une norme (ultramétrique) sur V ,
dont nous noterons B

‖⋅‖(x, r) les boules fermées de centre x et de rayon r. Nous dirons que
‖ ⋅ ‖ est entière si l’ensemble de ses valeurs est {0} ∪ qℤ. Le groupe linéaire GL(V ) agit
(à gauche) sur l’ensemble Normℤ(V ) des normes entières de V , par précomposition par
l’inverse (g, ‖ ⋅ ‖) ↦ g‖ ⋅ ‖ ∶ x ↦ ‖g−1x‖. Si n ≥ 2, dans le modèle des classes d’homo-
théties des normes sur K̂n de l’immeuble affine I (PGLn, K̂) de Bruhat-Tits de PGLn sur
K̂ (voir par exemple [GI, Par]), l’ensemble Normℤ(V ) (la condition d’être entière pour
une norme en fait un représentant canonique de sa classe d’homothétie) est exactement
l’ensemble des sommets de I (PGLn, K̂).

En suivant [Wei, §II.1], nous dirons qu’une K̂-base (e1,… , en) de V est orthonormée
pour ‖ ⋅ ‖ si pour tous les x1,… , xn ∈ K̂ , nous avons ‖x1e1 +⋯+ xnen‖ = max1≤i≤n |xi|.
Il découle par exemple de [GI, Prop. 1.1] qu’une norme sur V admet une K̂-base ortho-
normée si et seulement si elle est entière. Notons encore ‖ ⋅ ‖ la norme duale de ‖ ⋅ ‖ sur
l’espace vectoriel dual V ∗ de V définie par ‖l‖ = supx∈V∖{0}

|l(x)|
‖x‖

. Pour tout j ∈ ℕ, nous
noterons encore ‖ ⋅ ‖ la norme sur la jème puissance extérieure

⋀j V de V définie, pour
tout w ∈

⋀j V , par

‖w‖ = sup
l1,…,lj ∈V ∗ ∖{0}

|(l1 ∧⋯ ∧ lj)(w)|
‖l1‖… ‖l1‖

.

Si la norme ‖ ⋅ ‖ de V est entière, alors pour toute K̂-base orthonormée (e1,… , en) de
(V , ‖ ⋅‖), la K̂-base (ei1 ∧⋯∧ eij )1≤i1<⋯<ij≤n de

⋀j V est orthonormée pour la norme ‖ ⋅‖
de

⋀j V .
Rappelons qu’un Ô-réseauL de V est un Ô-sous-module de type fini (donc libre car Ô

est principal) engendrant V sur K̂ (ou, de manière équivalente, étant compact-ouvert). Le
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groupe linéaire GL(V ) agit transitivement sur l’ensemble ResÔ(V ) des Ô-réseaux de V .
Si V = K̂n, le stabilisateur dans GL(V ) = GLn(K̂) du Ô-réseau produit Ôn est GLn(Ô).
Nous notons L

‖⋅‖ la boule unité fermée B
‖⋅‖(0, 1) de ‖ ⋅ ‖, qui est un Ô-réseau de V . Nous

notons alors m
‖⋅‖ la mesure de Haar du groupe additif localement compact V normalisée

par m
‖⋅‖(L‖⋅‖) = 1. L’application ‖ ⋅ ‖ ↦ L

‖⋅‖ est une bijection GL(V )-équivariante de
Normℤ(V ) dans ResÔ(V ) d’inverse l’application

L↦
(

x ↦ ‖x‖L = inf{|�| ∶ � ∈ K̂, x ∈ �L}
)

qui à un Ô-réseau L de V associe sa jauge de Minkovski ‖ ⋅ ‖L (voir par exemple [CM,
§1.1.7], [BosC, Prop. 1.5.2]).

Rappelons qu’unA-réseauΛ deV est unA-sous-module deV discret de type fini (donc
projectif car sans torsion) qui engendre V sur K̂ . Nous avons une identification canonique
Λ⊗A K = V . L’espace topologique quotient V ∕Λ est compact. Nous le munissons de la
mesure induite par m

‖⋅‖ (telle que la projection canonique V → V ∕Λ préserve localement
la mesure), encore notée m

‖⋅‖. Nous appellerons covolume de Λ pour la norme ‖ ⋅ ‖ la
masse totale Covol

‖⋅‖(Λ) = m‖⋅‖(V ∕Λ) de V ∕Λ. Le A-réseau An de K̂n, muni de la norme
rendant orthonormée la K̂-base canonique de K̂n, est de covolume égal à

Covol(An) = q n(g−1)0 (3)

(voir par exemple [BPP, Lem. 14.4]). Nous appellerons covolume normalisé d’unA-réseau
Λ de V pour la norme ‖ ⋅ ‖ la quantité

Covol
‖⋅‖(Λ) =

Covol
‖⋅‖(Λ)

Covol(An)
.

Nous dirons que Λ est unimodulaire pour la norme ‖ ⋅ ‖ si Covol
‖⋅‖(Λ) = 1. Notons que

pour tout g ∈ GL(V ), nous avons

Covol
‖⋅‖(gΛ) = | det g| Covol

‖⋅‖(Λ) .

En particulier, si la norme ‖ ⋅ ‖ est entière, si Λ est libre sur A, et si (b1,… , bn) est une
A-base de Λ, alors

Covol
‖⋅‖ (Λ) = ‖ b1 ∧⋯ ∧ bn ‖ . (4)

Minimaux successif des A-réseaux normés. Soient n ∈ ℕ, V un espace vectoriel sur
K̂ de dimension n muni d’une norme ‖ ‖, et Λ un A-réseau de V . Pour tout i ∈ J1, nK, le
i-ème minimum de Λ pour la norme ‖ ‖ est

�i(Λ, ‖ ‖) = min{� ∈ ℝ ∶ dimK̂(vectK̂(B‖ ‖

(0, q�) ∩ Λ)) ≥ i}.

Cette définition est en fait l’image par logq de la définition la plus fréquement utilisée (voir
par exemple [Mah]). Cette convention simplifiera les liens avec les pentes, voir aussi [Thu]
qui utilise la même convention (utile en particulier pour considérer des corps de constante
infinis). Le premier minimum �1(Λ, ‖ ‖) est aussi appelé la systole de (Λ, ‖ ‖).
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Le minimum ci-dessus existe par la compacité des boules de V et par la discrétude des
A-réseaux. Nous avons �i(Λ, ‖ ‖) ∈ ℤ si ‖ ‖ est entière. Nous avons clairement

�1(Λ, ‖ ‖) ≤⋯ ≤ �n(Λ, ‖ ‖) .

Pour tous les i ∈ J1, nK et g ∈ GL(V ), nous avons �i(gΛ, g‖ ‖) = �i(Λ, ‖ ‖). Puisque
GL(V ) agit transitivement sur Normℤ(V ) ainsi que sur ResÔ(V ), cette propriété d’inva-
riance permet d’ou bien fixer le A-réseau Λ et de varier la norme entière ‖ ‖, ou bien le
contraire.

Si ‖ ‖

′ est une autre norme sur V , et si c, c′ ∈ ℝ vérifient qc‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ qc′‖x‖
pour tout x ∈ V , alors pour tout i ∈ J1, nK, nous avons

�i(Λ, ‖ ‖) + c ≤ �i(Λ, ‖ ‖

′) ≤ �i(Λ, ‖ ‖) + c′ . (5)

Les inégalités suivantes, qui découlent de [KlST, Theo. 4.4] et de la formule (3), voir
aussi [Mah, page 489] lorsque g = 0 et f = 1, [KLP, Theo. 2.1] ainsi que [PR, Theo
4.1] et ses références, sont une version pour les corps de fonctions du théorème de Min-
kowski sur les corps convexes des espaces euclidiens : si ‖ ‖ est entière (voir [BKLP] pour
l’ajustement des constantes dans le cas des normes quelconques), alors

logq Covol‖ ‖

(Λ) ≤
n
∑

i=1
�i(Λ, ‖ ‖) ≤ logq Covol‖ ‖

(Λ) + n . (6)

Une des motivations principales de cette note, qui sera utilisée dans [BKLP], est le
résultat suivant, qui donne l’existence dans tout A-réseau d’un sous-A-réseau libre muni
d’une A-base bien adaptée aux minimaux successifs. Il est dû à Mahler [Mah, page 489]
lorsque g = 0 et f = 1. Nous le démontrerons à la fin de cette note.

Théorème 2. Si la norme ‖ ‖ de V est entière, pour tout A-réseau Λ de V , il existe une
décomposition en somme directe de A-modules Λ = Λ1⊕⋯⊕Λn, où Λ1,… ,Λn sont des
sous-A-modules de rang 1 deΛ tels que nous ayons �1(Λ1, ‖ ‖∣K̂Λ1

) ≤⋯ ≤ �1(Λn, ‖ ‖∣K̂Λn
)

et, pour tout i ∈ J1, nK,

|

|

|

�i(Λ, ‖ ‖) − �1(Λi, ‖ ‖∣K̂Λi
) ||
|

≤ cg,f,n =
⌊ n(n − 1)

2 f
(4g + 3f − 3)

⌋

.

En notant b1 ∈ Λ1,… , bn ∈ Λn des éléments tels que ‖bi‖ = �1(Λi, ‖ ‖∣K̂Λi
), alors

Λ0 = Ab1 +⋯ + Abn est un sous-A-réseau libre de Λ (de A-base (b1,… , bn)), dont l’in-
dice [Λ ∶ Λ0] =

Covol
‖ ‖

(Λ0)
Covol

‖ ‖

(Λ)
est uniformément borné (par une constante ne dépendant que de

g, f, n) par la formule (6). Nous renvoyons à [BKLP] pour d’autres précisions sur ce théo-
rème et pour des applications en géométrie des nombres paramétrique sur des corps de
fonctions généraux, laA-base (b1,… , bn) de Λ0 ci-dessus remplaçant laA-base de Mahler
de Λ utilisée dans [RW] lorsque g = 0 et f = 1.
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3 Les liens entre réseaux normés et fibrés vectoriels
Nous renvoyons par exemple à [Ser1] et [Ser2, §II.2.1] pour cette partie. Soit n ∈ ℕ.

A-réseaux normés. Nous appelonsA-réseau normé de rang n tout coupleM = (M, ‖ ⋅‖)
constitué d’un A-moduleM projectif de rang n et d’une norme entière ‖ ⋅ ‖ sur l’espace
vectorielMK̂ =M⊗AK̂ de dimension n sur le corps valué localement compact K̂ . Remar-
quons queM est un A-réseau deMK̂ au sens de la partie 2. Nous noterons Covol (M ) le
covolume normalisé duA-réseauM deMK̂ pour la norme ‖⋅‖ surMK̂ . SiM ′ = (M ′, ‖⋅‖′)
est unA-réseau normé de rang n, unmorphisme deA-réseaux normés� ∶M →M ′ est un
morphisme de A-modules � ∶ M → M ′ dont l’extension K̂-linéaire �K̂ ∶ MK̂ → M ′

K̂

est de norme d’opérateur⫴�K̂ ⫴ = supx∈M̂ ∖{0}
‖�K̂ (x) ‖

′

‖x‖
au plus 1. Cette norme d’opérateur

sur le K̂-espace vectoriel des applications linéaires de MK̂ dans M ′
K̂ est aussi ultramé-

trique. Nous noteronsHom(M,M ′ ) le k0-espace vectoriel des morphismes de A-réseaux
normés deM dansM ′.

Fibrés vectoriels sur C. Notons OC le faisceau structurel de la courbe projective C sur
k0. Un fibré vectoriel (algébrique) E sur C est un faisceau cohérent localement libre de
OC-modules sur C. Un sous-fibré vectoriel de E est un sous-faisceau cohérent de E ; c’est
un fibré vectoriel sur C. Le saturé F sat d’un sous-fibré vectoriel F de E est le noyau du
morphisme de faisceaux quotient composé E → (E∕F )∕M oùM est le sous-OC-module
de torsion du faisceau quotient E∕F . Un sous-fibré vectoriel F de E est saturé s’il est
égal à son saturé, c’est-à-dire si E∕F est un OC-module sans torsion, et alors E∕F est un
fibré vectoriel surC. L’intersection de deux sous-fibrés vectoriels saturés deE est saturée,
mais la somme ne l’est pas forcément. La fibre EK de E au point générique de C est un
K-espace vectoriel de dimension finie. Si F est un sous-fibré vectoriel de E, alors FK est
un sous-espace vectoriel de EK , et FK = (F sat)K . L’application F ↦ FK est une bijection
de l’ensemble des sous-fibrés vectoriels saturés de E dans l’ensemble des sous-espaces
vectoriels de EK .

SoientE etF deux fibrés vectoriels surC. Unmorphisme de fibrés vectoriels deE dans
F est un morphisme de faisceaux de E dans F (son faisceau image n’est pas forcément
saturé). Nous définissons les opérations suivantes sur les fibrés vectoriels, correspondantes
par E ↦ EK aux opérations éponymes sur les K-espaces vectoriels de dimension finie :
le dual E

̂
, la k-ème puissance tensorielle E⊗k pour tout k ∈ ℕ (et E⊗−k = (E

̂
)⊗k), la

k-ème puissance extérieureΛkE deE, la somme directeE⊕F , le produit tensorielE⊗F
et le fibré des morphismes HomOC

(E, F ). Le rang du fibré vectoriel E est

rk E = dimK EK .

Nous avons rk(E ⊕ F ) = rk E + rk F , rk(E ⊗ F ) = (rk E)(rk F ) et, pour tout k ∈ ℤ,
rk E⊗k = (rk E)|k|. Un fibré en droites sur C est un fibré vectoriel sur C de rang 1. Si
n est le rang de E, nous notons det E =

⋀nE le fibré en droites déterminant de E. Si
D =

∑

i∈I niPi est le diviseur de n’importe quelle section rationnelle non nulle de det E,
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alors le degré de E est le degré de D, donc

degE = deg(det E) = degD =
∑

i∈I
ni [k0(Pi) ∶ k0] .

Si F est un sous-fibré vectoriel de E, alors rk F = rk F sat ,

degF ≤ degF sat (7)

avec égalité si et seulement si F = F sat , et si F est saturé, nous avons

degE = degF + deg(E∕F ) .

Lorsque E et F sont des fibrés en droites sur C, nous avons deg(E⊗F ) = degE +degF
et degE

̂
= −degE ; pour tout k ∈ ℤ, nous avons alors

degE⊗k = k degE .

Si m est le degré de F , nous avons Λnm(E ⊗ F ) = (ΛnE)⊗m ⊗ (ΛmF )⊗n, donc

deg(E ⊗ F ) = (rk F ) deg(E) + (rk E) deg(F ) . (8)

Nous utiliserons plusieurs fois le lemme classique suivant. Notons P l’ensemble des
points fermés de C. Soit T un module de type fini de torsion sur un anneau de valuation
discrèteA d’idéal maximalM . Par le théorème des diviseurs élémentaires, il existe n ∈ ℕ
et a1,… , an ∈ ℕ∖{0} tel queT soit isomorphe à

∏n
i=1 A ∕M ai . Par définition, la longueur

lg (T ) de T est lg (T ) =
∑n

i=1 ai.

Lemme 3. Soit E′ un sous-fibré vectoriel d’un fibré vectoriel E sur C. Si E et E′ ont le
même rang, alors

degE − degE′ =
∑

P∈P

[k0(P ) ∶ k0] lg (EP∕E′
P ) .

Démonstration. Rappelons que pour tout P ∈ P , la fibre OC,P de OC en P est un an-
neau de valuation discrète, dont nous noterons MC,P l’idéal maximal, et que les fibres EP
de E et E′

P de E′ en P sont des OC,P -modules sans torsion (libre). Notons T le faisceau
cohérent quotient E∕E′, qui est de support de dimension 0 car rk E = rk E′. Pour tout
P ∈ P , notons TP = EP∕E′

P la localisation de T en P , de sorte que T = ⊕P∈PTP . Pour
tout faisceau cohérent F surC, notons �(C, F ) =

∑

i∈ℕ(−1)i dimk0H
i(C, F ) la caractéris-

tique d’Euler de F . Si F est un fibré vectoriel, alors degF = �(C, F ) − (rk F )�(C,OC),
voir par exemple [HuL, §1.2]. Puisque E et E′ ont le même rang, par l’additivité de la
caractéristique d’Euler et puisque le support de T est de dimension 0, nous avons

degE − degE′ = �(C, E) − �(C, E′) = �(C, T ) = dimk0H
0(C, T )

=
∑

P∈P

dimk0 TP =
∑

P∈P

[k0(P ) ∶ k0] dimk0(P ) TP . (9)
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Si nP ∈ ℕ et a1,… , anP ∈ ℕ∖{0} sont tels que TP soit isomorphe à
∏nP

i=1 OC,P∕M
ai
C,P ,

alors dimk0(P ) TP =
∑nP

i=1 ai = lg (TP ). Le résultat en découle. □

Le dictionnaire entre A-modules projectifs normés et fibrés vectoriels sur C. SoitM
un A-réseau normé de rang n. Notons E = EM le fibré vectoriel de rang n sur C qui est le
sous-faisceau cohérent localement libre du faisceau constantMK =M ⊗A K sur C, dont
la fibre EP∞ au point à l’infini P∞ est leO-réseau deMK égal à l’intersection avecMK du
Ô-réseauL

‖⋅‖ = B‖⋅‖(0, 1) deMK̂ , et dont l’espace des sections affines est Γ(C◦, E) =M .
Nous avons alors

Γ(C, EM ) = {s ∈M ∶ ‖s‖ ≤ 1} =M ∩ L
‖⋅‖ . (10)

Réciproquement, pour tout fibré vectorielE′ de rang n surC, notonsME′ = (ME′ , ‖ ⋅‖E′)
leA-réseau normé de rang n oùME′ est leA-module projectif Γ(C◦, E′) et la norme ‖ ⋅‖E′

est déterminée par le fait que son Ô-réseau associé L
‖⋅‖E′ soit le Ô-réseau de (ME′)K̂

complétion (voir par exemple [BosC, §1.5.2]) duO-réseau (E′)P∞ .
Soient F ′ un fibré vectoriel de rang n sur C et ' ∶ E′ → F ′ un morphisme de fibrés

vectoriels entre E′ et F ′. Notons � = �(') ∶ ME′ = Γ(C◦, E′) → MF ′ = Γ(C◦, F ′) le
morphisme de A-modules s↦ '◦s de post-composition par ' des sections. Il vérifie que
l’application �K̂ ∶ (ME′)K̂ → (MF ′)K̂ envoie la boule unité pour ‖ ⋅ ‖E′ dans la boule
unité pour ‖ ⋅ ‖F ′ , donc est de norme d’opérateur ⫴�K̂ ⫴ au plus 1.

Comme expliqué par exemple dans [Ser2, §II.2.1], le foncteurE′ ↦ME′ et'↦ �(')
est une équivalence de catégories d’inverseM ↦ EM , qui vérifie les propriétés suivantes
pour tous les A-réseaux normésM = (M, ‖ ‖) etM ′ = (M ′, ‖ ‖

′) de rang n.
(1) L’application de HomOC

(EM , EM ′) dans Hom(M,M ′ ) définie par ' ↦ �(') est
un isomorphisme de k0-espaces vectoriels de dimension finie, et les fibrés vectoriels
EM et EM ′ sur C sont isomorphes si et seulement siM etM ′ sont isomorphes.

(2) Pour tout ' ∈ HomOC
(EM , EM ′), son image '(EM ) est un sous-fibré vectoriel sa-

turé de EM ′ si et seulement si
∙ d’une part l’image du morphisme �(') ∶M →M ′ est saturée dansM ′ (c’est-à-
dire telle queM ′∕�(')(M) est unA-module sans torsion, ou demanière équivalente
puisqueA est un anneau de Dedekind, tel que�(')(M) soit un facteur direct deM ′),
et
∙ d’autre part la norme image de ‖ ‖ par �K̂ , définie par x′ ↦ minx∈�−1

K̂
(x′) ‖x‖ pour

tout x′ ∈ �K̂(MK̂), coïncide avec la restriction à �K̂(MK̂) de la norme ‖ ‖

′.
(3) (Voir par exemple le lemme 5 de [Ser2, §II.2.1] et l’exemple le suivant, en re-

marquant que le faisceau des idéaux au point P = P∞ (noté IP dans loc. cit.) est
OC(−P∞).) Notons OC(P∞) le fibré en droites sur C associé au diviseur P∞. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
∙ le A-module projectifM est libre ;
∙ la restriction de EM à C◦ est triviale ;
∙ la restriction de det(EM ) à C◦ est triviale ;
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∙ il existe z ∈ ℤ tel que le fibré vectoriel det(EM ) soit isomorphe à OC(P∞)⊗z (et
alors nous avons deg(EM ) = z f).

(4) (Voir par exemple l’affirmation ii) avant la proposition 4 de [Ser2, §II.2.1].) Pour
tout z ∈ ℤ, les fibrés E(M,‖ ‖) ⊗ OC(P∞)⊗z et E(M, q−z‖ ‖) sont isomorphes.

(5) NotonsM ⊕M ′ le A-module somme directeM ⊕M ′ deM etM ′ (donc projec-
tif) muni de la norme du maximum ‖(x, x′)‖ = max{‖x‖, ‖x′‖′} sur le K̂-espace
vectoriel (M ⊕M ′)K̂ =MK̂ ⊕M ′

K̂ . Alors

EM⊕M ′ = EM ⊕EM ′ .

(6) Supposons qu’il existe une A-base (b1,… , bn) deM orthogonale pour ‖ ‖. Notons
Mi = (Abi, ‖ ‖∣K̂ bi

) le A-module libre Abi de rang 1 muni de la restriction de la
norme ‖ ‖ deMK̂ à la droite vectorielle K̂ bi. Par les points (3) et (5), nous avons
une décompositionEM =

⨁

1≤i≤nEMi deEM en somme directe de fibrés en droites
sur C de restrictions à C◦ triviales.

(7) (Voir la proposition 4 de [Ser2, §II.2.1].) Nous dirons que deux fibrés vectoriels
sur C sont P∞-stablement isomorphes s’il existe un entier z ∈ ℤ tel que les fibrés
vectorielsE⊗OC(P∞)⊗z etE′ surC soient isomorphes. Par les points (1), (3) et (4),
l’ensemble des doubles classes GLn(Ô)∖GLn(K̂)∕GLn(A) s’identifie à l’ensemble
des classes d’isomorphisme P∞-stable de fibrés vectoriels de rang n sur C dont la
restriction à C◦ est triviale, par l’application qui à la double classe de g ∈ GLn(K̂)
associe la classe d’isomorphisme P∞-stable de E(g An, g‖ ‖Ôn ).

Lemme 4. SoitM = (M, ‖ ‖) un A-réseau normé. Nous avons

deg(EM ) = − logq0
(

Covol (M )
)

.

Par conséquent, nous avons deg(EM ) = 0 si et seulement si M est unimodulaire.
Le membre de droite de cette égalité est l’analogue pour les corps de fonctions du degré
d’Arakelov − lnCovol (R ) d’un réseau euclidien R, voir [Bos2, §1.3.2].
Démonstration. Soit (b1,… , bn) uneK-base deMK =M⊗AK constituée d’éléments de
M . NotonsM ′ =

∑n
i=1Abi, qui est unA-module libre deA-base (b1,… , bn). Remarquons

que (M ′)K = MK , donc (M ′)K̂ = MK̂ et ‖ ‖ est aussi une norme entière sur (M ′)K̂ .
NotonsM ′ = (M ′, ‖ ‖) le A-sous-module normé deM dont le A-module sous-jacent est
M ′. Notons pour simplifier E′ = EM ′ le sous-fibré vectoriel de E = EM associé àM ′.
Soit (s1,… , sn) une OC,P∞-base de la fibreE

′
P∞

(qui est un OC,P∞-module libre). Cette base
est orthonormée pour ‖ ‖ par la construction de la norme dans l’équivalence de catégorie
E′ ↦ M

E′
. Notons B la matrice de passage de (s1,… , sn) à (b1,… , bn). Nous avons en

particulier ‖ b1 ∧ ⋯ ∧ bn ‖ = | det B|. Puisque nous avons M ′ = Γ(C◦, E′), l’élément
b1 ∧⋯ ∧ bn = (det B) s1 ∧⋯ ∧ sn est une section rationnelle du fibré vectoriel det(E′)
qui le trivialise sur C◦ par le point (3) du dictionnaire. Son diviseurD est donc de support
réduit à P∞ et de plus D = v(det B)P∞. Donc

deg(E′) = v(det B) [k0(P∞) ∶ k0] = − logq(| det B|) f = − logq0 ‖ b1 ∧⋯ ∧ bn ‖ .
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Puisque les normes de (M ′)K̂ etMK̂ coïncident, par la construction dans le dictionnaire
des fibres en P∞ de E′ = EM ′ et E = EM , nous avons (E′)P∞ = EP∞ . Puisque E et E′

ont le même rang n, par le lemme 3 (et plus précisément par la formule (9)), et puisque les
idéaux premiers de l’anneau de Dedekind A sont les points fermés de C différents de P∞,
nous avons

degE − deg(E′) =
∑

P∈P

dimk0(EP∕E
′
P ) =

∑

P∈P∖{P∞}
dimk0(EP∕E

′
P )

=
∑

P∈P∖{P∞}
dimk0(MP∕M ′

P ) = dimk0(M∕M ′) = logq0 Card(M∕M ′) .

Par la formule (4), nous avons par conséquent

degE = deg(E′) + (degE − deg(E′))
= − logq0 ‖ b1 ∧⋯ ∧ bn ‖ + logq0 Card(M∕M ′)

= − logq0 Covol (M
′ ) + logq0 Card(M∕M ′) .

Par l’additivé des volumes, nous avons Covol (M ′ )
Covol (M )

= [M ∶M ′]. Le lemme 4 en découle.□

4 Les pentes de Harder-Narashiman des fibrés vectoriels
Le contenu de cette partie est essentiellement extrait de [HN], auquel nous renvoyons

pour les démonstrations. Voir aussi [Gra], qui prend la convention des signes opposés des
pentes, justifiée par le lemme 4. Voir enfin [Bos2, Appendice A] pour un cadre formel
général de construction des filtrations canoniques de Harder-Narashiman, ainsi que [And,
Che2].

Soit E un fibré vectoriel sur C de rang rk E = n. Nous appellerons affixe de E le
couple (rk E, degE) ∈ ℕ × ℤ, et si rk E ≠ 0, nous appellerons pente de E la pente de la
droite vectorielle passant par l’affixe de E, c’est-à-dire le rapport

�(E) =
degE
rk E

.

Si E′ est un fibré vectoriel sur C, par la formule (8), nous avons

�(E ⊗E′) = �(E) + �(E′) . (11)

Si 0 → A → E → B → 0 est une suite exacte de fibrés vectoriels sur C, par l’additivité
des degrés degE = degA + degB et des rangs rk E = rk A + rk B, l’origine 0 de ℝ2

et les affixes de A,E,B sont les sommets d’un parallélogramme, voir le dessin de gauche
ci-dessous.
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�max(E)

�min(E)

�(E)

E2 E3E1

Ek = E

0

E

B

A

0

F

n1 rk F

degF

rk

deg

rk

deg

Supposons que rk E ≠ 0. Le polygone de Harder-Narsimhan de E (voir le dessin de
droite ci-dessus) est l’enveloppe convexe fermée P (E) dansℝ2 des affixes de tous les sous-
fibrés vectorielsF deE. Par la formule (7), prendre tous les sous-fibrés vectoriels ou seule-
ment les sous-fibrés vectoriels saturés ne change pas le polygone de Harder-Narsimhan. Il
est contenu dans la bande verticale [0, n] × ℝ et contient l’ensemble P −(E) = {(x, y) ∈
[0, n] × ℝ ∶ y ≤ �(E) x} des points de cette bande en dessous du segment entre l’ori-
gine 0 et l’affixe de E. Les ordonnées des points de P (E) sont majorées (par exemple car
pour tout sous-fibré vectoriel F de E de rang i ∈ J1, nK, par l’inégalité de Riemann, nous
avons degF ≤ i(g − 1) + ℎ0(C, F ) ≤ n(g − 1) + ℎ0(C, E) ). L’ensemble des points de
P (E) d’ordonnée maximale est une courbe polygonale entre l’origine 0 et l’affixe de E,
graphe d’une fonction concave fE ∶ [0, n]→ ℝ. Notons que pour tout i ∈ J0, nK, la valeur
fE(i) est supérieure ou égale (et peut être strictement supérieure) à la borne supérieure des
degrés des sous-fibrés vectoriels de rang i de E. Les pentes successives

�i(E) = fE(i) − fE(i − 1) (12)

pour i ∈ J1, nK sont décroissantes par la convexité de P (E) :

�max(E) = �1(E) ≥ �2(E) ≥⋯ ≥ �n(E) = �min(E) .

Notons une différence importante entre les minima successifs �i et les pentes �i : les
premiers sont croissants, les second décroissants, ce qui justifiera les signes les reliant.
De plus, alors que le premier minimum (la systole) �1 est atteinte par un sous-A-module
normé de rang 1 (même libre), la première pente �1 n’est pas forcément atteinte par un
sous-fibré en droites.

Les pentes de Harder-Narsimhan de E sont les valeurs distinctes des pentes succes-
sives �i(E) pour i ∈ J1, nK. Les sommets de P (E) sont les affixes d’une unique filtration
(appelée la filtration de Harder-Narsimhan de E) de sous-fibrés vectoriels saturés

0 = EHN
0 ⊂ EHN

1 ⊂ EHN
2 ⊂⋯ ⊂ EHN

k−1 ⊂ E
HN
k = E

où k ≤ n, et le fibré vectoriel E est dit semi-stable si k = 1, c’est-à-dire si P (E) est réduit
à P −(E). Nous renvoyons par exemple à [HuL, §1.3] pour des compléments.

Par exemple, siE = ⊕n
i=1Li est une somme directe de fibrés en droites surC de degrés

ordonnés de sorte que deg(L1) ≥ deg(L2) ≥⋯ ≥ deg(Ln), alors

∀ i ∈ J1, nK, �i(E) = deg(Li) . (13)
11



0

degE − degE′
E

E′

P (E)

P (E′)

deg

1 n rk
degE′

degE

Si E′ est un sous-fibré vectoriel de E de même rang n, alors nous avons P (E′) ⊂
P (E). En effet, tout sous-fibré vectoriel F ′ de E′ de rang i est un sous-faisceau cohérent
de E, dont le saturé dans E est un sous-fibré vectoriel F de E de même rang i tel que
deg(F ′) ≤ degF . Donc en passant à l’enveloppe convexe, nous avons fE′ ≤ fE . En
particulier, puisque fE(i) =

∑i
j=1 �j(E) par la formule (12), nous avons �1(E′) ≤ �1(E),

∀ i ∈ J1, nK,
i

∑

j=1
�j(E′) ≤

i
∑

j=1
�j(E) ,

et
n
∑

j=1
�j(E′) = fE′(n) = fE(n) − (degE − deg(E′)) =

n
∑

j=1
�j(E) − (degE − deg(E′)) .

Lemme 5. Pour tout i ∈ J1, nK et tout fibré en droites L sur C, nous avons

�i(E ⊗L) = �i(E) + degL . (14)

Démonstration. Pour tout fibré vectorielE′ de rang n surC et pour tout i ∈ J1, nK, notons
degmaxi(E′) le degré maximum d’un sous-fibré vectoriel de rang i de E′. Pour tout sous-
fibré vectoriel F de E de rang i de degré maximal (donc saturé), le fibré vectoriel F ⊗ L
est un sous-fibré vectoriel de rang i de E ⊗ L, et deg(F ⊗ L) = degF + i degL. Donc
nous avons degmaxi(E⊗L) ≥ degmaxi(E)+ i degL. Par la linéarité de l’application t↦
t degL et par passage à l’enveloppe convexe, nous avons donc fE⊗L(i) ≥ fE(i) + i degL.
En remplaçant dans cette inégalité (E,L) par (E⊗L,L

̂
) oùL

̂
est le dual deL, et puisque

deg(L
̂
) = − degL, nous avons fE⊗L(i) = fE(i) + i degL. Le résultat découle donc de la

formule (12) par différence. □

5 Pentes et minima

Relation entre pente maximale et systole. Soient n ∈ ℕ∖{0}, M = (M, ‖ ⋅ ‖) un A-
réseau normé de rang n dont la norme est entière, et E = EM son fibré vectoriel sur C
associé.

Lemme 6. Nous avons �1(M ) ∈
r ⌈−�max(E)

f

⌉

,
⌊g − �max(E) − 1

f

⌋

+ 1
z
.
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En particulier, si g = 0 et f = 1, alors �1(M ) = −�max(EM ).

Démonstration.Montrons d’abord la borne supérieure. Soit F un sous-fibré vectoriel non
nul (forcément saturé) de E tel que �max(E) = �(F ). Par le dictionnaire, il existe un sous-
A-module norméN = (N, ‖ ⋅ ‖∣NK̂

) deM tel que le sous-fibré vectoriel F soit isomorphe

à EN . Posons z =
⌊

g−�max(E)−1
f

⌋

+ 1 et F ′ = F ⊗ OC(P∞)⊗z. Par la formule (11), puisque
OC(P∞)⊗z est un fibré en droites sur C de degré fz et puisque ⌊t⌋+ 1 > t pour tout t ∈ ℝ,
nous avons

�(F ′) = �(F ) + f z > �(F ) + g − �max(E) − 1 = g − 1 .

Par l’inégalité de Riemann, nous avons donc

ℎ0(C, F ′) ≥ deg(F ′) + rk(F ′)(1 − g) = rk(F ′)
(

�(F ′) + 1 − g
)

> 0 .

Par le point (4) du dictionnaire et la formule (10), nous avons donc

Γ(C, F ′) = {s ∈ N ∶ q−z‖s‖ ≤ 1} ≠ {0} ,

donc �1(M ) ≤ �1(N ) ≤ z.
Montrons maintenant la borne inférieure. Soit v ∈M un plus court vecteur non nul de

M , de sorte que ‖v‖ = q�1(M ). Notons N = (N = Av, ‖ ‖∣NK̂
), qui est un sous-A-réseau

normé deM de rang 1 dont la norme est entière, et F = EN le sous-fibré vectoriel de E
de rang 1 associé. Alors par le lemme 4 et la formule (4) appliquée à Λ = Av et n = 1,
nous avons

�max(E) ≥ �(F ) = degF = − logq0
(

Covol (N )
)

= − logq0 ‖v‖

= − f logq ‖v‖ = − f �1(M ) .

Donc �1(M ) ≥ −�max(E)
f

, ce qui montre le résultat, sachant que �1(M ) ∈ ℤ puisque la
norme ‖ ‖ est entière. □

Quasi-décalage des pentes. SoientE un fibré vectoriel surC de rang n, etL un sous-fibré
en droites de E de degré maximal, donc saturé.

Lemme 7. Pour tout i ∈ J2, nK, nous avons

| �i−1(E∕L) − �i(E) | ≤ 2 g + 2f − 2 .

Pour i = 2, la démonstration (voir les formules (18) et (19) pour i = 2) montre que
nous avons la légère amélioration

| �1(E∕L) − �2(E) | ≤ g + f − 1 . (15)

Démonstration. Montrons tout d’abord que nous avons

�max(E) − g − f + 1 ≤ degL = �(L) ≤ �max(E) . (16)
13



NotonsM
E
= (M, ‖ ‖) le A-réseau normé associé à E. Soit b un élément deM tel que

‖b‖ = q�1(M
E
). SoitM ′ = (Ab, ‖ ‖∣K̂ b) le sous-A-réseau normé deM

E
engendré par b,

et EM ′ le sous-fibré en droites de E associé. Par la formule (4) appliquée à Λ = Ab et
n = 1, nous avons Covol (M ′ ) = ‖b‖. Par les lemmes 6 et 4, nous avons alors

�max(E) − g − f + 1 = −f
(g − �max(E) − 1

f
+ 1

)

≤ −f
(⌊g − �max(E) − 1

f

⌋

+ 1
)

≤ − f �1(M
E
) = − f logq ‖b‖ = − logq0 ‖b‖

= − logq0 Covol (M
′ ) = deg(EM ′) .

Ceci démontre donc la formule (16) par la maximalité du degré de L.
Maintenant, soit i ∈ J2, nK. Notons p ∶ E → E∕L la projection canonique. Pour

tout sous-fibré vectoriel F de E∕L de rang i − 1, l’image réciproque p−1(F ) est un sous-
fibré vectoriel de E de rang i et L est saturé dans p−1(F ). Par l’additivité des degrés dans
la suite exacte de fibrés vectoriels 0 → L → p−1(F ) → F → 0, nous avons degF =
deg(p−1(F )) − degL. En passant à l’enveloppe convexe et en rappelant que fE désigne la
fonction concave dont le graphe est le bord supérieur du polygone de Harder-Narasimhan
de E, nous avons donc

fE∕L(i − 1) ≤ fE(i) − degL .

Puisque fE(i) =
∑i

j=1 �j(E) par la formule (12), et puisque

degL ≥ �1(E) − g − f + 1 (17)

par la formule (16), nous avons donc
i

∑

j=2
�j−1(E∕L) ≤

i
∑

j=2
�j(E) + g + f − 1 . (18)

Réciproquement, soient F un sous-fibré vectoriel de E de rang i, et F ′ le sous-fibré
vectoriel de E∕L saturé du sous-faisceau p(F ). Si F contient L, alors L est saturé dans
F , nous avons p(F ) = F∕L, le fibré vectoriel F ′ est de rang i − 1 et

degF = degL + deg(F∕L) ≤ degL + deg(F ′)

≤ �1(E) + fE∕L(i − 1) = �1(E) +
i

∑

j=2
�j−1(E∕L) .

Si F ne contient pas L, alors F ′ est de rang i. Par la formule (18) avec i = 2 et par la
décroissance des pentes de Harder-Narashiman, nous avons

degF ≤ deg(F ′) ≤ fE∕L(i) = �1(E∕L) +
i

∑

j=2
�j(E∕L)

≤ (�2(E) + g + f − 1) +
i

∑

j=2
�j(E∕L) ≤ �1(E) + g + f − 1 +

i
∑

j=2
�j−1(E∕L) .
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Par passage à l’enveloppe convexe, nous avons donc

fE(i) ≤ max{�1(E) + fE∕L(i − 1), fE∕L(i)} ≤ �1(E) + g + f − 1 +
i

∑

j=2
�j−1(E∕L) .

En enlevant �1(E) des deux côtés de cette inégalité, nous avons

i
∑

j=2
�j(E) ≤

i
∑

j=2
�j−1(E∕L) + g + f − 1 . (19)

Avec la convention usuelle des sommes vides, les formules (19) et (18) donnent

�i(E) =
i

∑

j=2
�j(E) −

i−1
∑

j=2
�j(E)

≤
(

i
∑

j=2
�j−1(E∕L) + g + f − 1

)

−
(

i−1
∑

j=2
�j−1(E∕L) − g − f + 1

)

= �i−1(E∕L) + 2g + 2f − 2 ,

et de même �i−1(E∕L) ≤ �i(E) + 2g + 2f − 2. Le résultat en découle. □

Rappels sur lesmodules de type fini sur les anneaux de valuation discrète. SoientA un
anneau de valuation discrète, v sa valuation, M son idéal maximal,$ une uniformisante
de sorte que M = $A , | ⋅ | = q−v(⋅) sa valeur absolue normalisée par |$| = q−1, K le
corps des fractions de A , et T , T ′, T ′′ trois A -modules de type fini.

Supposons que les A -modules T et T ′ soient sans torsion. Ils sont donc libres. Nous
munissons le K -espace vectoriel TK = T ⊗A K (respectivement T ′

K
= T ′ ⊗A K )

de la norme du maximum dans n’importe quelle A -base de T (respectivement T ′), et le
K -espace vectoriel HomK (TK , T ′K ) de la norme d’opérateur ⫴ ⋅ ⫴ correspondante.

Supposons que le A -module T ′′ soit de torsion, donc isomorphe à
∏n

i=1 A ∕M ai où
n ∈ ℕ et a1,… , an ∈ ℕ∖{0} (uniques si ordonnés décroissants). Rappelons que la longueur
de T ′′ est lg (T ′′) =

∑n
i=1 ai et par définition, l’ordre d’annulation ann (T ′′) de T ′′ est

la borne inférieure des entiers a ∈ ℕ tels que $aT ′′ = {0}, de sorte que ann (T ′′) =
max1≤i≤n ai. Notons qu’alors

lg (T ′′) ≥ ann (T ′′) .

Lemme 8. Soit  ∶ T → T ′ un morphisme de A -modules de type fini. Supposons T et
T ′ sans torsion. L’extension K -linéaire  K ∶ TK → T ′

K
de  est un isomorphisme de

K -espaces vectoriels si et seulement si  est injectif et si le A -module T ′∕ im( ) est de
torsion, et alors nous avons ⫴ ( K )−1 ⫴ = qann (T

′∕ im( )) ≤ qlg (T ′∕ im( )).

Démonstration.L’équivalence étant immédiate, montrons la dernière affirmation. Lemor-
phisme d’extension  ↦  K de HomA (T , T ′) dans HomK (TK , T ′K ) est injectif. Son
image est égale à { ′ ∈ HomK (TK , T ′K ) ∶ ⫴ 

′ ⫴ ≤ 1} car les boules unités des normes
de TK et T ′

K
sont exactement T et T ′.
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Notons � ∶ T ′ → T ′ le morphisme deA -modules de multiplication par$ann (T ′∕ im( )).
Son image est contenue dans l’image im( ) de  , par la définition de l’ordre d’annulation.
Donc il peut être postcomposé par le morphisme inverse de l’isomorphisme deA -modules
 ∶ T →  (T ). Puisque la composition  −1◦� est un morphisme de A -modules, son
extension K -linéaire, qui est $ann (T ′∕ im( ))( K )−1, est de norme d’opérateur au plus 1
par ce qui précède. Ceci montre que nous avons ⫴ ( K )−1 ⫴ ≤ qann(T ′∕ im( )), et l’inégalité
réciproque (dont nous n’aurons pas besoin) est laissée au lecteur. □

Quasi-scindage de fibrés vectoriels sur C. Lorsque C est la droite projective, il est bien
connu (voir par exemple [Gro] dont la démonstration est en fait indépendante du corps
de base, ainsi que [HuL, Theo. 1.3.1]) que tout fibré vectoriel sur C est somme directe
de fibrés en droites. Le résultat suivant donne une estimation optimale du défaut d’un tel
scindage.
Théorème 9. Pour tout fibré vectorielE surC de rang n, il existe des sous-fibrés vectoriels
L1,… , Ln deE de rang 1 tels que le morphisme de faisceau sommeΣ ∶ L1⊕⋯⊕Ln → E
soit un isomorphisme sur C◦ et que le OC,P∞-module de type fini de torsion EP∞∕ im(Σ)P∞
vérifie

f lg(EP∞∕ im(Σ)P∞) = degE −
n
∑

i=1
deg(Li) ≤

n(n − 1)
2

(4g + 3f − 3) . (20)

Lorsque g = 0 et f = 1, nous retrouvons le fait que E est somme directe de sous-fibrés
en droites, voir [HuL, Theo. 1.3.1]).
Démonstration. L’égalité à droite dans la formule (20), qui utilise le fait que Σ soit un
isomorphisme sur C◦, découle du lemme 3. La démonstration de l’inégalité à gauche dans
la formule (20) procède par récurrence sur n. Le résultat si n = 1 est immédiat, avec
L1 = E, Σ = id et donc E = im(Σ). L’outil clef est le lemme suivant.
Lemme 10. Soient S,E,Q des fibrés vectoriels sur C et E une suite exacte de faisceaux
0 → S

�
⟶ E

p
⟶ Q→ 0. Si

k = max
{

0,
⌊1
f
(2g − 2 − degS + �max(Q))

⌋

+ 1
}

et si S est de rang 1, alors il existe un scindage s◦ ∶ Q∣C◦ → E∣C◦ de E au-dessus de C◦

de pôle d’ordre au plus k en P∞, c’est-à-dire telle que la post-composition par l’inclusion
E → E ⊗ OC(P∞)⊗k de l’extension sur C de s◦ soit régulière.

Démonstration. La suite exacte 0 → S∣C◦
�

⟶ Q∣C◦
p

⟶ E∣C◦ → 0 scinde car la variété
C◦ est affine.

Notons j ∶ Q(−kP∞) = Q⊗OC(P∞)⊗−k → Q l’inclusion dansQ de son sous-faisceau
saturé de ses éléments ayant un pôle d’ordre au plus k en P∞. Notons Ek l’extension de
Q(−kP∞) par S tirée en arrière de E par j, et Ek la suite exacte de faisceaux associée, de
sorte que nous avons un diagramme commutatif de ligne exactes

0→ S ⟶ E
p

⟶ Q → 0
‖ ↑ ↑j

0→ S ⟶ Ek
pk
⟶ Q(−kP∞) → 0 .
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La conclusion du lemme est vérifiée si et seulement s’il existe un morphisme de faisceaux
s′k ∶ Q(−kP∞) → E tel que p◦s′k = j, donc si et seulement s’il existe un morphisme de
faisceaux sk ∶ Q(−kP∞)→ Ek tel que pk◦sk = idQ(−kP∞), donc si et seulement si la classe
de Ek dans Ext1OC

(Q(−kP∞), S) ≃ H1(C, Q
̂
⊗S ⊗ OC(P∞)⊗k) est nulle.

Puisque le degré du fibré en droites canonique Ω1C est deg(Ω1C) = 2 g − 2, puisque
deg(OC(P∞)⊗−k) = − k f, par la formule (14) car S est de rang 1, par la définition de k, et
puisque ⌊t⌋ + 1 > t pour tout t ∈ ℝ, nous avons

�max
(

Q⊗ S
̂

⊗ OC(P∞)⊗−k ⊗Ω1C
)

= �max(Q) − degS − k f + 2 g − 2 < 0 .

Puisque sa première pente est strictement négative et que les pentes sont décroissantes,
tous les degrés des sous-fibrés vectoriels non triviaux deQ⊗S

̂
⊗OC(P∞)⊗−k⊗Ω1C sont

strictement négatifs, donc ce fibré n’a pas de section régulière non nulle. Par la dualité de
Serre, nous avons par conséquent

ℎ1(C, Q
̂

⊗S ⊗ OC(P∞)⊗k) = ℎ0(C, Q ⊗ S
̂

⊗ OC(P∞)⊗−k ⊗Ω1C) = 0 .

Le résultat en découle. □

Supposons maintenant que n ≥ 2 et soit L1 un sous-fibré en droites de E de degré
maximal, donc saturé. Par récurrence, il existe des sous-fibrés en droites L′2,… , L′n du
fibré vectoriel E∕L1 tels que le morphisme somme Σ′ ∶ L′2 ⊕⋯⊕ L′n → E∕L1 soit un
isomorphisme sur C◦ et que

f lg((E∕L1)P∞∕ im(Σ
′)P∞) = deg(E∕L1) −

n
∑

i=2
deg(L′i) ≤

(n − 1)(n − 2)
2

(4g + 3f − 3) .

Notons k ∈ ℕ l’entier défini dans le lemme 10 appliqué à l’inclusion � ∶ S = L1 → E et
à la projection canonique p ∶ E → Q = E∕L1 (de sorte que S est bien de rang 1). Par les
formules (17) et (15) et par la décroissance des pentes, nous avons

k = max
{

0,
⌊1
f
(2g − 2 − deg(L1) + �max(E∕L1))

⌋

+ 1
}

≤ max
{

0, 1
f
(2g − 2 − (�1(E) − g − f + 1) + (�2(E) + g + f − 1)) + 1

}

≤ max
{

0, 1
f
(4 g + 3f − 4)

}

≤ 1
f
(4 g + 3f − 3) .

Pour tout i ∈ J2, nK, soit Li un sous-fibré en droite de E tel que (Li)∣C◦ = s0((L′i)∣C◦). Par
le lemme 10, l’ordre d’annulation, en tant que OC,P∞-module de torsion monogène, de la
fibre en P∞ du faisceau quotient L′i∕p(Li) est au plus k. Donc, par le lemme 3, nous avons

deg(L′i) − deg(Li) = f lg
(

(L′i)P∞∕(p(Li))P∞
)

= f ann
(

(L′i)P∞∕(p(Li))P∞
)

≤ f k ≤ 4 g + 3f − 3 .
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Le morphisme somme Σ ∶ L1⊕⋯⊕Ln → E est un isomorphisme sur C◦ et nous avons

f lg((EP∞∕ im(Σ)P∞) = degE −
n
∑

i=1
deg(Li)

= deg(E∕L1) −
n
∑

i=2
deg(L′i) +

n
∑

i=2
(deg(L′i) − deg(Li))

≤ (n − 1)(n − 2)
2

(4g + 3f − 3) + (n − 1) (4 g + 3f − 3)

=
n(n − 1)

2
(4g + 3f − 3) .

Le résultat en découle. □

Corollaire 11. Pour tout fibré vectoriel E sur C de rang n, il existe des sous-fibrés vecto-
rielsL1,… , Ln deE de rang 1 tels que le morphisme de faisceau sommeL1⊕⋯⊕Ln → E
soit un isomorphisme sur C◦ et pour tout i ∈ J1, nK, nous ayons

| deg(Li) − �i(E) | ≤ (n − 1) (6g + 5f − 5) .

Démonstration. Posons cn = (n − 1) (6g + 5f − 5). Montrons le résultat par récurrence
sur n. C’est immédiat si n = 1, en prenant L1 = E. Supposons donc n ≥ 2. Soit L1 un
sous-fibré en droites de E de degré maximal, donc saturé. Par la formule (17) et puisque
n ≥ 2, nous avons

| deg(L1) − �1(E) | ≤ g + f − 1 ≤ cn .
Par récurrence, il existe des sous-fibrés vectoriels L′2,… , L′n de rang 1 du fibré vectoriel
E∕L1 tels que le morphisme somme L′2⊕⋯⊕L′n → E∕L1 soit un isomorphisme sur C◦

et pour tout i ∈ J2, nK, nous ayons

| deg(L′i) − �i−1(E∕L1) | ≤ cn−1 .

Comme dans la démonstration du théorème 9, il existe des sous-fibrés vectorielsL2,… , Ln
de E de rang 1 tels que le morphisme somme L1 ⊕⋯⊕ Ln → E soit un isomorphisme
sur C◦ et pour tout i ∈ J2, nK, nous ayons

| deg(L′i) − deg(Li) | ≤ 4g + 3f − 3 .

Donc pour tout i ∈ J2, nK, par le lemme 7, nous avons

| deg(Li) − �i(E) |
= | (deg(Li) − deg(L′i)) + (deg(L

′
i) − �i−1(E∕L1)) + (�i−1(E∕L1) − �i(E)) |

≤ (4 g + 3f − 3) + | deg(L′i) − �i−1(E∕L1) | + (2 g + 2f − 2)
≤ cn−1 + (6g + 5f − 5) = cn .

Le résultat en découle. □

Relation entre pentes et minima successifs. Soient n ∈ ℕ∖{0}, M = (M, ‖ ⋅ ‖) un
A-réseau normé de rang n de norme entière, et E = EM son fibré vectoriel sur C associé.
Le résultat suivant compare les minima successifs �1(M ) ≤ �2(M ) ≤ ⋯ ≤ �n(M ) de
M aux pentes de Harder-Narashiman �1(E) ≥ �2(E) ≥⋯ ≥ �n(E) de E.
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Théorème 12. Il existe une permutation � de J1, nK telle que pour tout i ∈ J1, nK, nous
ayons

�i(M ) ∈
r ⌈

−��(i)(EM ) − (n−1)(6g+5f−5)−
n(n−1)
2 (4g+3f−3)

f

⌉

,
⌊

−��(i)(EM ) + (n−1)(6g+5f−5)+ g−1
f

⌋

+ 1
z
.

En particulier, si g = 0 et f = 1, alors par les propriétés de croissance des �i et de
décroissance des �i pour i ∈ J1, nK, nous pouvons prendre � = id de sorte que nous
ayons �i(M ) = −�i(EM ) pour tout i ∈ J1, nK. Nous ne savons pas si les constantes qui
apparaissent ci-dessus sont optimales pour (g, f) quelconque. En utilisant le fait que les
suites (�i(M ))1≤i≤n et (−�j(EM ))1≤j≤n sont croissantes, et en posant

c′g,f,n = max
{⌊ (n−1)(6g+5f−5)+ n(n−1)

2 (4g+3f−3)

f

⌋

,
⌈ (n−1)(6g+5f−5)+ g−1

f

⌉

+ 1
}

,

la formule (2) du théorème 1 de l’introduction en découle. Remarquons que c′0,1,n = 0.

Démonstration. Par le corollaire 11 appliqué àE = EM , soientL1,… , Ln des sous-fibrés
vectoriels de E de rang 1 tels que le morphisme somme ' ∶ L1 ⊕⋯⊕ Ln → E soit un
isomorphisme sur C◦ et | deg(Li)−�i(E) | ≤ (n−1) (6g+5f−5) pour tout i ∈ J1, nK. Par
l’équivalence de catégorie, soientM1 = (M1, ‖ ‖1),… ,Mn = (Mn, ‖ ‖n) des A-réseaux
normés de rang 1 de norme entière tels que EM i = Li pour tout i ∈ J1, nK.

Puisque ' est un isomorphisme sur C◦, nous pouvons supposer queM1,… ,Mn sont
des sous-A-modules de M tels que le morphisme associé (voir le début de la partie 3)
� = �(') ∶M1 ⊕⋯⊕Mn →M soit un isomorphisme de A-modules. Notons

M ′ =
(

M ′ =M1 ⊕⋯⊕Mn, ‖ ‖

′ ∶ (x1,… , xn)↦ max
1≤i≤n

‖xi‖i
)

leA-module normé somme directe orthogonale. Soit � une permutation de J1, nK telle que

�1(M�(1) ) ≤ �1(M�(2) ) ≤⋯ ≤ �1(M�(n) ) . (21)

Soit i ∈ J1, nK. Montrons que

�i(M ′ ) = �1(M�(i) ) . (22)

En effet, puisque l’application m ↦ �1(M�(m) ) est croissante sur J1, nK et comme le
A-moduleM1⊕⋯⊕Mi est de rang i, nous avons �i(M ′ ) ≤ �1(M�(i) ). Réciproquement,
notons �l ∶M ′ →M�(l) la projection canonique. La projection canonique somme

⊕n
l=i�l ∶M

′ →M�(i) ⊕⋯⊕M�(n)

est surjective, de noyau de rang i − 1. Donc si x1,… , xi ∈M ′ sont K-linéairement indé-
pendants, alors il existe j ∈ J1, iK et l ∈ Ji, nK tels que �l(xj) ≠ 0. Puisque la norme de
M ′ est la norme du maximum et comme m↦ �1(M�(m) ) est croissante, nous avons donc

logq ‖xj‖′ = max
1≤m≤n

logq ‖�m(xj)‖�(m) ≥ logq ‖�l(xj)‖�(l) ≥ �1(M�(l) ) ≥ �1(M�(i) ) .
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En prenant la borne inférieure sur les tels i-uplets (x1,… , xi), ceci montre que nous avons
�i(M ′ ) ≥ �1(M�(i) ) et la formule (22) en découle.

Maintenant, par le lemme 8 que nous appliquons au morphisme de OC,P∞-modules
 = 'P∞ ∶ (L1)P∞ ⊕ ⋯ ⊕ (Ln)P∞ → EP∞ induit par ' en P∞, et par le théorème 9,
l’extension K̂-linéaire �K̂ ∶M ′

K̂
→MK̂ de � vérifie

⫴ �K̂⫴ ≤ 1 et ⫴ (�K̂)
−1⫴ ≤ qlg (EP∞∕ im('P∞ )) ≤ q

n(n−1)
2 f (4g+3f−3) . (23)

Respectivement par l’inégalité de gauche dans la formule (23) et la formule (5), par la
formule (22), par le lemme 6 puisque EM i = Li et Li est de rang 1 donc nous avons
�max(Li) = �1(Li) = deg(Li), et, par le corollaire 11, nous avons

�i(M ) ≤ �i(M ′ ) = �1(M�(i) ) ≤
⌊g − �max(L�(i)) − 1

f

⌋

+ 1 =
⌊g − deg(L�(i)) − 1

f

⌋

+ 1

≤
⌊−��(i)(E) + (n − 1)(6g + 5f − 5) + g − 1

f

⌋

+ 1 .

Réciproquement, en posant cg,f,n =
⌊ n(n−1)

2 f
(4g + 3f − 3)

⌋

, par l’inégalité de droite dans la

formule (23) et la formule (5), par la formule (22), par le lemme 6 puisque EM i = Li et
par le corollaire 11, nous avons

�i(M ) ≥ �i(M ′ ) − cg,f,n = �1(M�(i) ) − cg,f,n ≥
⌈−�max(L�(i))

f

⌉

− cg,f,n

=
⌈−deg(L�(i))

f

⌉

− cg,f,n ≥
⌈−��(i)(E) − (n − 1)(6g + 5f − 5)

f

⌉

− cg,f,n .

Le théorème 12 en découle. □

Démonstration du théorème 2. Soient n, V , ‖ ‖,Λ les termes qui apparaissent dans
l’énoncé du théorème 2, de sorte que nous ayons Λ⊗A K̂ = V . Conservons les notations
M1 = (M1, ‖ ‖1),… , Mn = (Mn, ‖ ‖n) et M ′ = (M ′, ‖ ‖

′), ainsi que la permutation
�, de la démonstration ci-dessus appliquée au A-réseau normé M = (Λ, ‖ ‖). Posons
Λ1 =M�(1),… ,Λn =M�(n). Alors Λ1,… ,Λn sont des sous-A-modules de rang 1 de Λ et
nous avons Λ = Λ1 ⊕⋯⊕ Λn. Posons cg,f,n =

⌊ n(n−1)
2 f

(4g + 3f − 3)
⌋

. Respectivement par

la définition deM , par l’inégalité de gauche dans la formule (23) et la formule (5), par la
formule (22), puisque la norme deM ′ est la norme maximum des normes desMi, et enfin
par l’inégalité de droite dans la formule (23) et la formule (5), nous avons

�i(Λ, ‖ ‖) = �i(M ) ≤ �i(M ′ ) = �1(M�(i) ) = �1(Λi, ‖ ‖

′
∣K̂Λi

)

≤ �1(Λi, ‖ ‖∣K̂Λi
) + cg,f,n .

Réciproquement, nous avons de même

�i(Λ, ‖ ‖) = �i(M ) ≥ �i(M ′ ) − cg,f,n = �1(M�(i) ) − cg,f,n = �1(Λi, ‖ ‖

′
∣K̂Λi

) − cg,f,n
≥ �1(Λi, ‖ ‖∣K̂Λi

) − cg,f,n .
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Donc nous avons | �i(Λ, ‖ ‖) − �1(Λi, ‖ ‖∣K̂Λi
) | ≤ cg,f,n. Par la formule (21), nous avons

�1(Λ1, ‖ ‖∣K̂Λ1
) ≤⋯ ≤ �1(Λn, ‖ ‖∣K̂Λn

). Ceci termine la démonstration du théorème 2. □
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