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Résumé. Le but de cet exposé e de présenter les résultats de [Fre]. Ces résultats reposent essen-
tiellement sur le travail [FW] réalisé en collaboration avec M. Weber ainsi que sur [Fre]. Nous
avons choisie d’adopter le point de vue des catégories afin de montrer la généralité des conru�ions,
même si les résultats essentiels sont rereints au cadre des groupes quantiques compa�s.

. Algèbres de partitions abstraites

.. Les partitions coloriées et leurs algèbres. Nous allons nous intéresser à l’utilisation de la
combinatoire des partitions. Par ce terme, nous désignons une partition d’un ensemble fini, que
nous supposerons toujours être {1, . . . ,n} pour un certain entier n. Une telle partition peut être
représentée graphiquement par une rangée de n points munie de lignes conne�ant les points ap-
partenant au même bloc de la partition. Si k, l sont deux entiers tels que n = k+l, on peut modifier
cette représentation en déplaçant les l derniers points sur une deuxième rangée, inférieure à la
première. Le résultat e appelé diagramme de partition. Voici deux exemples :

p1 = p2 =

L’ensemble de tous les diagrammes de partitions avec k points dans la rangée supérieure et l
points dans la rangée inférieure sera noté P (k, l). L’intérêt des diagrammes de partitions e qu’ils
permettent une description simple de certaines opérations sur les partitions. La plus importante
de ces opérations e la composition, que nous décrivons maintenant.

Définition .. Soient p ∈ P (k, l) et q ∈ P (m,k) deux partitions. Leur composition (ou concaté-
nation verticale) e la partition obtenue en plaçant p sous q et en conne�ant les points corres-
pondants. Cette opération peut produire des "boucles" au milieu du diagramme. Celles-ci sont
supprimées et leur nombre e noté rl(p,q).

À titre d’exemple, la concaténation des partitions p1 et p2 précédentes donne (avec rl(p2,p1) = 1)

p2p1 =
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Cette opération n’a de sens que si le nombre de points inférieurs de q e égale au nombre de
points supérieurs de p. En se rereignant à l’ensemble P (k,k) pour un entier k, la composition e
toujours possible. Plus généralement, si C(k,k) e un sous-ensemble de P (k,k) able par compo-
sition, on peut, en utilisant la composition, produire une algèbre.

Définition .. Soit K un corps, soit θ ∈K× et soit C(k,k) un sous-ensemble de P (k,k) able par
composition. La K-algèbre de partitions de type C(k,k) et de paramètre θ e le K-espace ve�oriel
libre A(C(k,k),θ) engendré par C(k,k) muni du produit

p.q = θrl(p,q)pq.

Dans la suite, nous nous intéresserons à une famille un peu plus larges d’objets, les partitions
coloriées.

Définition .. Soit A un ensemble fixe (que l’on appellera ensemble de couleurs). Une partition
A-coloriée e une partition p avec la donnée supplémentaire d’un élément deA associé à chaque
point de p.

Soit p une partition coloriée. Les couleurs des points supérieurs, lues de gauche à droite,
forment un mot w sur A appelé mot supérieur de p. De même, les couleurs des points inférieurs,
lues également de gauche à droite, forment le mot inférieur w′ de p. On note PA(w,w′) l’ensemble
des partitions A-coloriées dont le mot supérieur e w et dont le mot inférieur e w′. La com-
position des partitions s’étend à ce cadre avec la reri�ion suivante : deux partitions p et q ne
peuvent être composées (dans cet ordre) que si le mot inférieur de q e égal au mot supérieur de
p. On a alors à nouveau une notion d’algèbre de partitions.

Définition .. Soit K un corps, soit θ ∈K×, soitA un ensemble de couleurs, soit w un mot surA
et soit CA(w,w) un sous-ensemble de PA(w,w) able par composition. La K-algèbre de partitions de
type CA(w,w) et de paramètre θ e le K-espace ve�oriel libre A(CA(w,w),θ) engendré par CA(w,w)
muni du produit

p.q = θrl(p,q)pq.

Suivant le choix du corps K, les propriétés de l’algèbre A(CA(w,w),θ) (notamment la semi-
simplicité) peuvent plus ou moins dépendre du paramètre θ. Dans la suite, nous nous placerons
toujours dans le cas K = C. De plus, le paramètre θ sera souvent un entier positif.

.. Quelques exemples. Nous allons maintenant donner quelques exemples d’algèbres de par-
titions. Ils sont intéressants dans la mesure où ils sont liés à la théorie des représentations de
certains groupes de Lie compa�s.

Exemple .. Soit P2(k,k) l’ensemble de toutes les partitions en paires, c’e-à-dire des partitions
dont tous les blocs sont de taille 2, avec k points sur chaque ligne. Si θ ∈C×, l’algèbre A(P2(k,k),θ)
e l’algèbre de Brauer d’ordre k et de paramètre θ. R. Brauer a montré dans [Bra] que si V = C

N

e muni de la représentation matricielle naturelle du groupe orthogonal ON , alors le commutant
de la représentation V ⊗k e un quotient de A(P2(k,k),N ).
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Exemple .. Soit P (k,k) l’ensemble de toutes les partitions avec k points sur chaque ligne. Si θ ∈
C
×, l’algèbre A(P (k,k),θ) e l’algèbre de partitions d’ordre k et de paramètre θ. Elle a été introduite

simultanément mais indépendamment par V.F.R. Jones dans [Jon] et P. Martin dans [Mar]
pour étudier des modèles de physique atiique. Ils ont par ailleurs montré que si V = C

N e
muni de la représentation matricielle naturelle du groupe symétrique SN , alors le commutant de
la représentation V ⊗k e un quotient de A(P (k,k),N ).

Exemple .. Soit G un groupe fini et soit PG(k,k) l’ensemble de toutes les partitions G-coloriées
avec k points sur chaque ligne et telles que, dans chaque bloc, le produit des couleurs de la partie
supérieure (de gauche à droite) e égal au produit de couleurs de la partie inférieure (de gauche
à droite également). Si θ ∈ C

×, l’algèbre A(PG(k,k),θ) e l’algèbre de partitions G-coloriées. A.J.
Kennedy et M. Parvathi ont montré dans [KP] que pour θ =N , cette algèbre se quotiente sur le
commutant d’une représentation tensorielle du produit en couronne G o SN .

Chacun des exemples précédents peut être repris en se rereignant aux partitions non-croisées.
Il s’agit de partitions particulières qui seront fondamentales dans la suite.

Définition .. Une partition p e dite croisée s’il exie quatre entiers k1, k2, k3, k4 tels que :
• k1 et k3 sont dans le même bloc.
• k2 et k4 sont dans le même bloc.
• k1 et k2 ne sont pas dans le même bloc.
• k1 < k2 < k3 < k4.

Sinon, p e dite non-croisée.

On peut alors définir des ensembles de partitions NC2, NC et NCG en ne considérant dans les
exemples précédents que les partitions non-croisées. Ces ensembles ne s’interprètent pas à l’aide
de représentations tensorielles de groupes compa�s. Toutefois, leur similitude avec les premiers
exemples suggèrent qu’il exie une ru�ure "de type groupe" plus générale à laquelle ils corres-
pondent. Cette ru�ure peut être approchée par le formalisme des catégories tensorielles.

.. Le point de vue catégorique. La conru�ion des algèbres de partitions n’utilise que des
partitions avec le même nombre de points sur chaque ligne. Si le nombre de points e différent,
on ne peut plus composer les partitions. Toutefois, si le coloriage inférieur d’une partition e égal
au coloriage supérieur d’une autre, la composition a un sens. Ceci suggère de voir les partitions
comme des morphismes d’une catégorie naturelle. Nous dirons que deux partitions p et q sont
composables si le coloriage inférieur de q e égal au coloriage supérieur de p.

Définition .. SoitA un ensemble de couleurs et soit C = (C(w,w′))w,w′ un ensemble de partitions
tel que si p,q ∈ C sont composables, alors pq ∈ C. Si θ ∈ C×, on définit la catégorie C(C,θ) de la
façon suivante :
• Les objets de C(C,θ) sont les mots sur A.
• Si w et w′ sont deux mots sur A, les morphismes dans C(C,θ) entre w et w′ sont l’espace

ve�oriel libre engendré par C(w,w′). De plus, si p et q sont deux partitions composables,
leur composée e

p ◦ q = θrl(p,q)pq.
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Cette définition e une simple réécriture. Pour enrichir la ru�ure de la catégorie C(C,θ)
et la rapprocher de celle des catégories de représentations de groupes il nous faut de nouvelles
opérations sur les partitions. La ru�ure tensorielle, par exemple, peut s’obtenir facilement.

Définition .. Soit A un ensemble, soit p ∈ PA(w1,w2) et soit q ∈ PA(w3,w4). La concaténation
horizontale de p et q e la partition p ⊗ q ∈ P (w1.w3,w2.w4) obtenue en juxtaposant horizontale-
ment p et q.

En utilisant les deux partitions p1 et p2 précédentes, on obtient par exemple

p1 ⊗ p2 =

Munie de cette opération, (C(C,θ),⊗) devient une catégorie tensorielle, pour peu que C soit able
par ⊗.

Exemple .. Considérons l’exemple le plus simple en oubliant momentanément les couleurs.
Soit P = (P (k, l))k,l∈N l’ensemble de toutes les partitions. Pour θ ∈ C×, la catégorie C(P ,θ) a été
introduite par P. Deligne dans [Del]. Si θ =N ∈N, on peut montrer que la complétion pseudo-
abélienne de cette catégorie e la catégorie des représentations de dimension finies du groupe
SN . Cette remarque a conduit P. Deligne à appeler C(C,θ) la catégorie des représentations de Sθ,
même quand θ n’e pas un entier.

La catégorie de représentations d’un groupe fini (ou compa�) n’e pas simplement une caté-
gorie tensorielle, elle possède également une dualité. Plus précisément, si U , V and W sont trois
représentations d’un groupe compa�, alors il exie un isomorphisme canonique (appelé dualité
de Frobenius)

() Hom(U,V ⊗W ) 'Hom(V ⊗U,W ).

Pour comprendre comment exprimer cette dualité au niveau des partitions, prenons un exemple.
Supposons qu’à chaque point d’une partition correspond une représentation, déterminée par sa
couleur. L’isomorphisme de l’Équation () doit alors correspondre à une opération qui déplace le
point inférieur le plus à gauche d’une partition jusqu’à la gauche du rang supérieur. De plus, la
couleur du point en queion doit être changée en la couleur de la représentation conjuguée. Cela
nécessite une ru�ure supplémentaire sur l’ensemble A des couleurs.

Définition .. Un ensemble de couleurs e un ensemble Amuni d’une involution x 7→ x−1.

La conru�ion précédente se résume alors de la façon suivante : on effe�ue une rotation du
point le plus à gauche du rang inférieur jusqu’à la gauche du rang supérieur en inversant sa
couleur. Cette opération sera appelée une rotation de la partition. On peut également effe�uer
des rotations à droite.
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Pour terminer, il nous faut introduire une dernière opération. Si l’on pense à nouveau à la
catégorie des représentations finies d’un groupe compa�, on peut, à équivalence près, toujours
supposer que les représentations sont unitaires. Cela signifie que l’espace sur lequel elles agissent
e un espace de Hilbert. On peut alors considérer l’opération sur les morphismes consiant à
prendre l’opérateur adjoint. La tradu�ion sur les partitions e assez simple :

Définition .. Soit p une partition. On note p∗ la partition obtenue à partir de p en effe�uant
une symétrie horizontale.

Remarque .. Pour obtenir une ru�ure analytique, il faut que l’opération p 7→ p∗ induise une
involution antilinéaire sur les espaces Hom(w,w). Ceci n’e possible que si θ ∈ R. C’e la raison
pour laquelle les groupes compa�s ainsi obtenus correspondent toujours à des déformations à
paramètre réel de groupes de Lie compa�s.

Nous pouvons maintenant résumer ces conru�ions en isolant les ensembles de partitions C
pour lesquels la catégorie C(C,θ) possède la ru�ure la plus riche possible. Pour une couleur
x ∈ A, on appelle identité x-coloriée la partition | avec la couleur x sur chaque point.

Définition .. Une catégorie de partitionsA-coloriées (qui sera abrégé en catégorie de partitions)
C e la donnée d’un ensemble de partitions A-coloriées C(w,w′) pour tous mots w et w′ sur A,
able par toutes les opérations précédentes et qui contient l’identité x-coloriée pour tout x ∈ A.

Il e donc possible d’associer à toute catégorie de partitions une catégorie dotée d’une ru�ure
algébrique riche. Nous allons maintenant tenter d’ajouter une ru�ure analytique qui permettra
de compléter le lien avec la théorie des représentations des groupes compa�s.

. Groupes quantiques de partitions

.. Réalisation concrète des catégories de partitions. Soit C une catégorie de partitions A-
coloriées et θ ∈ C

×. Notre but e maintenant d’associer à chaque objet de la catégorie C(C,θ)
un espace de Hilbert, de façon à ce que les morphismes deviennent des applications linéaires
continues entre ces espaces. Une telle conru�ion nécessite des conditions de compatibilités
entre les différents espaces, qui sont résumées par la notion de fon�eur fibre unitaire.

Définition .. Un fon�eur fibre unitaire sur une ∗-catégorie tensorielle avec dualité C e la
donnée d’un espace de Hilbert Hϕ(x) pour chaque objet x et d’applications linéaires

ϕ : Hom(x1 ⊗ · · · ⊗ xn, y1 ⊗ · · · ⊗ yk)→B(Hϕ(x1) ⊗ · · · ⊗Hϕ(xn),Hϕ(y1) ⊗ · · · ⊗Hϕ(yk))

pour tout ensemble d’objets x1, . . . ,xn, y1, . . . , yk telles que

ϕ(Id) = Id
ϕ(S∗) = ϕ(S)∗

ϕ(S ⊗ T ) = ϕ(S)⊗ϕ(T )
ϕ(S ◦ T ) = ϕ(S) ◦ϕ(T )

Avec cette ru�ure additionnelle, nous pouvons maintenant reconruire un objet "de type
groupe" grâce à la dualité de Tannaka-Krein.
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Théorème . (Tannaka-Krein-Woronowicz). SoitC une ∗-catégorie tensorielle avec dualité et soit F
un fon�eur fibre unitaire envoyant la représentation triviale sur C. Il exie un groupe quantique com-
pa�, unique à isomorphisme près, dont la catégorie de représentations de dimension finie e isomorphe
à F (C).

Malheureusement, il n’exie pas nécessairement de fon�eur fibre unitaire pour une catégorie
de partitions et un paramètre θ donnés. De plus, le cara�ère unitaire, c’e-à-dire le fait que les
espaces ve�oriels associés soient des espaces de Hilbert, impose des reri�ions importantes. Par
exemple, il exie sur la catégorie des représentations de dimension finie de SU (2) de nombreux
fon�eurs fibres, mais le seul qui soit unitaire e celui engendré par la représentation fondamen-
tale sur C2. Toutefois, il exie un moyen canonique de produire un fon�eur fibre unitaire quand
θ e un entier. Nous considérerons donc désormais le cas θ =N ∈N.

Définition .. SoitN un entier et soit (e1, . . . , eN ) une base de CN . Pour toute partition p ∈ PA(k, l),
on définit une application linéaire

Tp : (CN )⊗k 7→ (CN )⊗l

par la formule

Tp(ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ) =
n∑

j1,...,jl=1

δp(i, j)ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl ,

où δp(i, j) e calculé de la façon suivante :
• On place les indices i1, . . . , ik sur les points du rang supérieur de p, de gauche à droite.
• On place les indices j1, . . . , jl sur les points du rang inférieur de p, de gauche à droite.
• Si tous les points d’un même bloc portent des indices égaux, δp(i, j) = 1. Autrement, δp(i, j) =

0.

On notera que les couleurs n’interviennent pas dans cette définition. Si on se fixe maintenant
un espace de Hilbert V x de dimension N pour chaque x ∈ A, on peut définir un fon�eur fibre
unitaire FN sur C(C,N ) de la façon suivante :
• Le mot w = w1 . . .wn e envoyé sur V w1 ⊗ . . .V wn = V ⊗w.
• La partition p ∈ C(w,w′) e envoyé sur Tp ∈ B(V ⊗w,V ⊗w

′
).

Définition .. Soit C une catégorie de partitions et soit N un entier. Le groupe quantique de
partitions associé e le groupe quantique GN (C) obtenu par dualité de Tannaka-Krein à partir de
FN (C(C,N )).

.. Exemples. Nous donnons maintenant une lie d’exemples de groupes (quantiques) com-
pa�s produits par la conru�ion précédente. Comme nous allons le voir, ils s’agit d’exemples
fondamentaux en théorie des groupes (quantiques) compa�s.

... Exemples classiques. Les exemples classiques ont déjà été mentionnés précédemment. Nous
pouvons maintenant en augmenter la lie.
• La catégorie de partitions P2 contenant toutes les partitions en paires donne, via FN , le

groupe orthogonal ON .
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• La catégorie de partitions P contenant toutes les partitions donne, via FN , le groupe symé-
trique SN .
• Considérons l’ensemble de couleurs A = {◦,•} avec ◦−1 = • et soit P ◦,•2 la catégorie des parti-

tions en paires A-coloriées telles :
— Si la paire e sur une ligne, les couleurs sont différentes.
— Si la paire e sur deux lignes, les couleurs sont les mêmes.
Le groupe associé via FN e le groupe unitaire UN .
• Soit Γ un groupe discret et soit Λ une partie génératrice symétrique de Γ . Considérons l’en-

semble de couleurs A = Λ où l’inverse e donné par l’inverse dans le groupe et soit PΓ la
catégorie des partitions A-coloriées telles que dans chaque bloc, le produit des couleurs de
la partie supérieure e égal au produit des couleurs de la partie inférieure. Le groupe as-
socié via FN e le produit en couronne Γ̂ab o SN , où Γ̂ab désigne le dual de Pontryagin de
l’abélianisé de Γ (qui e un groupe abélien compa�).

... Exemples quantiques. Nous avons déjà remarqué qu’il était possible dans tous les exemples
précédents de se retreindre aux partitions non-croisées. Le formalisme des groupes quantiques
compa�s permet alors de décrire concrètement ces objets. Il s’avère qu’il s’agit d’exemples bien
connus de groupes quantiques compa�s, qui peuvent être obtenus par un autre procédé, dit de
"libération", que nous décrivons maintenant dans le cas unitaire.

Définition .. SoitN un entier. On définit Pol(U+
N ) comme l’∗-algèbre universelle engendrée par

N 2 éléments (uij)16i,j6N tels que

u∗u = IdMN (A) = uu∗ and tu∗tu = IdMN (A) = tutu∗,

où u∗ = (u∗ji)16i,j6N .

On peut munir Pol(U+
N ) d’une ru�ure de groupe quantique compa� grâce au coproduit

∆(uij) =
N∑
k=1

uik ⊗ukj .

Définition .. Le groupe quantique compa� (Pol(U+
N ),∆) e appelé le groupe quantique unitaire.

Remarquons que l’abélianisation de Pol(U+
N ) munie du coproduit induit e le groupe unitaire

UN . En d’autres termes,UN e le plus grand sous-groupe compa� classique deU+
N . Des conruc-

tions similaires exient pour ON et SN , et les groupes quantiques obtenus sont les versions non-
croisées des trois premiers exemples de la se�ion précédente :
• Le groupe quantique associé à la catégorie de partitions NC◦,•2 via FN e le groupe quan-

tique unitaire U+
N défini ci-dessus.

• Soit Pol(O+
N ) le quotient de Pol(U+

N ) par les relations u∗ij = uij pour tous 1 6 i, j 6 N . Alors,
le groupe quantique associé à la catégorie de partitions NC2 via FN e le groupe quantique
orthogonal O+

N = (Pol(O+
N ),∆), où ∆ e le coproduit induit sur le quotient.
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• Soit Pol(S+
N ) le quotient de Pol(O+

N ) par les relations u2
ij = uij et

N∑
k=1

uik = 1 =
N∑
k=1

ukj

pour tous 1 6 i, j 6N . Alors, le groupe quantique associé à la catégorie de partitions NC via
FN e le groupe quantique de permutations S+

N = (Pol(S+
N ),∆), où ∆ e le coproduit induit

sur le quotient.
Le dernier exemple e plus complexe. En effet, le produit en couronne Γ̂ o SN ne s’écrit pas

naturellement comme un sous-groupe de UN (qui donnerait alors un quotient au niveau des ∗-
algèbres associées). Toutefois, l’analogie avec le cas classique subsie puisque F. Lemeux a montré
dans [Lem] que le groupe quantique compa� associé à la catégorie de partitions NCΓ via FN
e le produit en couronne libre Γ̂ o∗ S+

N introduit par J. Bichon dans [Bic].

Définition .. Soit G un groupe quantique compa�, soit N ∈ N et soit v la représentation
fondamentale du groupe quantique de permutations S+

N . Soit A le quotient de la C*-algèbre
Pol(G)∗N ∗Pol(S+

N ) par les relations
νk(x)ukj = ukjνk(x)

pour 1 6 j,k 6N , où νk : Pol(G)→ Pol(G)∗N ∗Pol(S+
N ) e l’inclusion du k-ième fa�eur. Le produit

en couronne libre de G par S+
N e le groupe quantique compa� (A,∆) où ∆ e le coproduit défini,

pour 1 6 i, j 6 k, par 
∆(xij) =

N∑
k=1

xik ⊗ xkj

∆(νi(x)) =
N∑
k=1

(νi ⊗ νk) ◦∆(x)(xik ⊗ 1)

Notons que contrairement au cas classique, cette conru�ion fon�ionne pour tout groupe
discret Γ , même non-abélien.

. Qu’est-ce qu’un groupes quantique libre?

.. Anneaux de fusion et partitions non-croisées. Les groupes quantiques de la sous-se�ion
.. sont souvent appelés "groupes quantiques libres". Il y a trois raisons à cela :
• Ils sont obtenus en "libérant" les relations (i.e. en supprimant les relations de commuta-

tion) définissants certains groupes matriciels compa�s sans modifier le coproduit. Cela a
pour conséquence immédiate que le groupe compa� d’origine e le plus grand sous-groupe
classique du groupe quantique compa�.
• Ils sont obtenus en rereignant aux partitions non-croisées la conru�ion d’un groupe

compa� de partitions. Il y a là un parallèle avec un phénomène bien connu en probabilités :
si une propriété e régie par la combinatoire des partitions, alors la propriété correspon-
dante en probabilités libres e régie par la même combinatoire rereinte aux partitions
non-croisées.
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• Le quotient de C(O+
N ) par l’idéal engendré par tous les coefficients non-diagonaux muni du

coproduit induit e le dual du groupe discret Z∗N2 . Ce dernier e donc le plus grand quo-
tient classique du groupe quantique discret dual de O+

N . De même, le plus grand quotient
classique du dual de U+

N e le groupe libre FN .
Le troisième point suggère l’exience d’une "ru�ure libre" dans le dual de ces groupes quan-

tiques compa�s. L’objet qui traduit cette ru�ure libre e le semi-anneau de fusion.

Définition .. Soit G un groupe quantique compa� et soir Irr(G) l’ensemble des classes d’équi-
valences de représentations irrédu�ibles de G. Le semi-anneau de fusion de G e le semi-anneau
(N[Irr(G)],⊕,⊗), où les opérations sont induites par les opérations correspondantes sur les repré-
sentations.

Si G e le dual d’un groupe discret classique Γ , alors son semi-anneau de fusion e isomorphe
à N[Γ ] muni du produit induit par la loi de groupe. Une notion de liberté pour les semi-anneaux
a été axiomatisée par T. Banica et R. Vergnioux dans [BV]. Donnons d’abord une définition.

Définition .. Un ensemble de fusion e un ensemble S muni d’une involution x 7→ x (appelée
conjugaison) et d’une opération de fusion

∗ : S × S→ S ∪ {∅}.

Soit S un ensemble de fusion. On considère le monoïde libre F(S) sur S, i.e. l’ensemble de tous
les mots sur S. L’opération de fusion sur S s’étend au semi-groupe abélien N[F(S)] de la façon
suivante : si w1 . . .wn,w

′
1 . . .w

′
k ∈ F(S), alors

• w1 . . .wn = wn . . .w1
• (w1 . . .wn) ∗ (w′1 . . .w

′
k) = w1 . . . (wn ∗w′1) . . .w′k

ce dernier étant par convention 0 dès que l’un des deux mots e vide ou que wn ∗w′1 = ∅. Nous
pouvons maintenant faire de N[F(S)] un semi-anneau (R+(S),⊕,⊗) en posant

w⊗w′ =
∑
w=az
w′=zb

ab⊕ a ∗ b.

Définition .. Un semi-anneau R+ e dit libre s’il exie un ensemble de fusion S tel que R+ e
isomorphe à R+(S). Un groupe quantique compa� G e dit libre si R+(G) e libre.

Tous les exemples de groupes quantiques mentionnés précédemment sont libres :
• Pour U+

N , S = {x,x∗} avec x ∗ x∗ = x∗ ∗ x = x ∗ x = x∗ ∗ x∗ = ∅.
• Pour O+

N , S = {x} avec x∗ = x et x ∗ x = ∅.
• Pour S+

N , S = {x} avec x∗ = x et x ∗ x = x.
• Pour Γ̂ o∗ S+

N , S = Γ avec la conjugaison et la fusion donnés respe�ivement par l’inverse et la
loi de groupe.

Cette lie suggère l’exience d’un lien entre partitions non-croisées et semi-anneaux de fusion
libres qu’il faut clarifier. Une première étape essentielle dans ce travail e de relier la théorie
des représentations de GN (C) à la combinatoire des partitions de C. Ce travail a été réalisé en
collaboration avec M. Weber dans [FW] mais nous ne le décrirons pas ici. La description de
la théorie des représentations que nous avons obtenue permet de cara�ériser les catégories de
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partitions produisant des groupes quantiques libres. Afin de les décrire, il nous faut introduire
une nouvelle propriété des catégories de partitions.

Définition .. Une catégorie de partitions coloriées C e dite bloc-able si pour toute partitions
p ∈ C et tout bloc b de p, b ∈ C.

On peut alors donner la cara�érisation de [Fre, Thm .] :

Théorème . (F.). Soit C une catégorie de partitions non-croisées, soit N > 4 un entier et soit GN (C)
le groupe quantique de partitions associée. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

() GN (C) e libre.

() GN (C) n’a pas de représentation non-triviale de dimension 1.

() C e une catégorie de partitions bloc-able.

Remarque .. Si le fon�eur FN n’e pas fidèle, raisonner sur les partitions n’e pas suffisant
pour comprendre les propriétés du groupe quantique associée. Il faut aussi prendre en compte le
noyau de FN qui e donné par le second théorème fondamental de la théorie des invariants. Toutefois,
si la catégorie de partitions C e non-croisée, on peut montrer que FN e fidèle dès que N > 4,
d’où la reri�ion dans l’énoncé précédent.

Les partitions non-croisées permettent donc de produire des groupes quantiques libres. Cette
conatation soulève la queion réciproque : dans quelle mesure un groupe quantique libre e-il
associé à des partitions non-croisées ? Une première réponse e donnée par [Fre, Thm ..].

Théorème . (F.). Soit G un groupe quantique libre. Alors, il exie une catégorie de partitions non-
croisées bloc-able C telle que pour tout entier N > 4, R+(G) = R+(GN (C)).

.. Classification. Il e maintenant naturel de chercher à classifier les groupes quantiques
libres. Une telle classification passe nécessairement par une classification des ensembles de fusion
admissibles.

Définition .. Un ensemble de fusion S e dit admissible s’il exie un groupe quantique com-
pa� G tel que R+(G) = R+(S).

De fait, le Théorème . implique une cara�érisation de ces ensembles de fusion.

Proposition .. Un ensemble de fusion S e admissible si et seulement si
• L’opération de fusion ∗ e associative.
• S e antisymétrique : x ∗ y = y ∗ x.
• S a la propriété de Frobenius : x = y ∗ z si et seulement si x ∗ y = z.

En utilisant ces propriétés, on peut classifier tous les ensembles de fusion admissibles, ce qui a
été fait dans [Fre, Thm ..].

Théorème . (F.). Tout ensemble de fusion admissible e cara�érisé à isomorphisme près par un
triplet de fusion (nO,nU ,G) où nO et nU sont des entiers et G e un groupoïde discret.
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Un telle classification n’a d’utilité que s’il e possible d’en déduire une classification des groupes
quantiques libres. Le problème se pose alors de savoir en quel sens on souhaite obtenir cette clas-
sification. La notion la plus générale dans ce cadre e la R+-équivalence.

Définition .. Deux groupes quantiques compa�s G1 et G2 sont ditsR+-équivalents siR+(G1) '
R+(G2).

Le Théorème . affirme donc que tout groupe quantique compa� libre e R+-équivalent à
un groupe quantique de partitions. Pour obtenir une classification à R+-équivalence près de tous
les groupes quantiques libres, il ne nous ree donc plus qu’à produire un groupe quantique
de partitions pour chaque triplet de fusion. Pour ce faire, introduisons d’abord deux nouveaux
exemples de groupes quantiques de partitions.

Définition .. Soit N ∈N et soit Pol(H̃+
N ) le quotient de la C*-algèbre Pol(U+

N ) par les relations

ukiu
∗
kj = 0 = uiku

∗
jk

pour tous 1 6 k 6 N et i , j. Si ∆ e le coproduit induit, le groupe quantique compa� H̃+
N =

(Pol(H̃+
N ),∆) e appelé le groupe quantique hypero�aédral complexifié. Soit Λ un groupe discret et

soit n un entier. On pose

Z+
N (Λ,n) =

(
∗nS+
N
H̃+
N

)
∗
S+
N

(
Λ̂ o∗ S+

N

)
.

Remarque .. Le cas n = 0 redonne le produit en couronne libre Λ̂ o∗ S+
N . À l’inverse, si Λ e

trivial et n = 1 on H̃+
N .

Si G e un groupoïde discret, il peut s’écrire comme l’union disjointe de ses composantes
connexes. Chaque composante connexe e entièrement déterminée par un groupe et son nombre
d’objets. On peut donc lui associer un groupe quantique de la forme Z+

N (Λ,n). Il e alors facile
de montrer que l’ensemble de fusion associé aux produit libre de ces groupes e précisément G.
En s’appuyant sur ce fait, [Fre, Thm ..] fournit une classification complète.

Théorème .. Soit G un groupe quantique libre. Alors, G e R+-équivalent à un produit libre de
copies de O+

N , U+
N et Z+

N (Λ,n).

Pour améliorer cette classification, il faudrait montrer que pour les groupes quantiques libres,
la R+-équivalence e équivalente à une notion plus forte, par exemple l’équivalence monoïdale.

Définition .. Deux groupes quantiques compa�s G1, G2 sont monoïdalement équivalent s’il
exie une ∗-catégorie tensorielle avec dualité C et deux fon�eurs fibres unitaires fidèles F1, F2
sur C tels que F1(C) soit la catégorie de représentations de G1 et F2(C) soit la catégorie de repré-
sentations de G2.

Conje�ure .. Soit G un groupe quantique libre. Alors G e monoïdalement équivalent à un produit
libre de copies de O+

N , U+
N et Z+

N (Λ,n).
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On peut en fait même espérer aller plus loin. En effet, on sait que pour O+
N , S+

N et U+
N , tout

groupe quantique compa� R+-équivalent peut être reconruit à l’aide d’un fon�eur fibre uni-
taire fidèle sur C(C,θ) pour θ ∈ R \ {0}. Ces fon�eurs fibres unitaires peuvent être explicitement
conruits comme des "déformations" des groupes quantiques compa�s de départ. En ce sens, on
peut alors renforcer la conje�ure précédente.

Conje�ure .. Soit G un groupe quantique libre. Alors G e un produit libre de "déformations" de
O+
N , U+

N et Z+
N (Λ,n).

Ajoutons qu’il exie une famille naturelle de déformations de Z+
N (Λ,n) conruites à partir des

déformations de S+
N et qu’il e raisonnable de conje�urer qu’on obtient ainsi toutes les déforma-

tions possibles.
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