PROPRIETE (T) ET GROUPES FONDAMENTAUX DES FACTEURS DE TYPE II,

AMAURY FRESLON

ReésumE. Nous présentons la propriété (T) de Kazhdan pour les groupes discrets ainsi que sa géné-
ralisation aux algébres de von Neumann finies. Ensuite, nous énoncons et démontrons un célébre
résultat de A. Connes : le groupe fondamental d’un facteur de type II; possedant la propriété (T) est
dénombrable.
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1. INTRODUCTION

Lorsque FE. Murray et J. von Neumann ont défini le groupe fondamental d’un fateur de type
IT, dans [MvN37], ils ne sont parvenus a calculer que celui du facteur hyperfini R, qui est égale a
IR’.. La question s’e$t alors posée de savoir s’il existait des facteurs de type II; dont le groupe fon-
damental n’es$t pas égal a R}. La réponse affirmative a cette question a été donnée par A. Connes
dans [Con8o]. En adaptant un outil issu de la théorie géométrique des groupes, la propriété (T)
de Kazhdan, il a exhibé une classe de fadteurs de type II; dont le groupe fondamental est dénom-
brable. C’est ce résultat que nous allons exposer.

Nous commencerons par rappeler les définitions et résultats essentiels concernant la propriété
(T) et sa version relative dans le cadre des groupes discrets. Nous expliquerons ensuite comment
cette propriété peut se définir dans le cadre des algebres de von Neumann finies ainsi que le lien

entre cette définition, celle pour les groupes discrets et la notion d’inclusion rigide introduite
1
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par S. Popa dans [Popo6]. Enfin, nous démontreront le théoréeme de Connes grace a une étude du
groupe des automorphismes extérieurs des facteurs de type II; possédant la propriété (T).

2. (GROUPES DISCRETS

Dans ce document, I désignera toujours un groupe discret dénombrable et A un sous-groupe
de T'. Si H e$t un espace de Hilbert, on notera U(H) le groupe des opérateurs unitaires de H.
Une représentation unitaire de I' e§t un couple (7r, H) formé d’un espace de Hilbert H et d’un
morphisme de groupes

n:T —UH)

2.1. La propriété (T). La propriété (T) e§t une propriété de rigidité des représentations unitaires
d’un groupe topologique localement compact. Elle a été formulée pour le premiére fois par D.
Kazhdan dans [Kaz67]. Nous allons ici nous restreindre au cas des groupes discrets. Afin de don-
ner une définition la plus claire possible, nous commengons par introduire la notion de vecteur
presque invariant.

Définition 2.1. Soit H un espace de Hilbert, A une partie de U(H) et 0 > 0. Un velteur & € H est
dit (A, o)-invariant si

sup|la(&) - &l < dll<]lL

acA
Il et dit A-invariant si a(&) = & pour tout a € A.

Définition 2.2. On dit qu’une représentation unitaire (7t, H) de I' admet presque des velteurs inva-
riants si pour toute partie finie F C I et pour tout 0 > 0, il exi$te un ve&teur (7¢(F), d)-invariant non
nul dans H. On dit que (7r, H) admet un velteur invariant s’il existe une ve&teur 7t(I')-invariant
non nul dans H.

Définition 2.3 (Kazhdan, 67). On dit que I a la propriété (T) (ou que I et un groupe de Kazhdan)
si toute représentation unitaire de I' qui admet presque des vecteurs invariants admet un veteur
invariant.

Exemple 2.4. Le groupe SL,(Z) des matrices n x n de déterminant 1 a coefficients dans Z a la
propriété (T) pour tout n > 3 (voir [Shagg]).

La définition 2.3 e$t en fait équivalente a une version plus forte. Avant de la donner, remar-
quons que I' a la propriété (T) si et seulement si toute représentation unitaire (7t, H) admettant
une suite généralisée (&;) de vecteurs unitaires tels que pour tout g €T,

(1) I7(8)&i — &ill — 0,

admet un veéteur invariant.

Proposition 2.5. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) 1l existe F C T finie et 6 > 0 tels que toute représentation unitaire (1, H) de I admettant un
vecteur (1t(F), 0)-invariant admet un veéteur invariant non nul.

(2) T ala propriété (T).
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Démonstration. L'implication 1 = 2 e$t évidente. Nous allons donc simplement prouver I'impli-
cation 2 = 1. Procédons par contraposée et supposons que pour toute partie finie F de I et pour
tout 0 > 0 il existe une représentation unitaire (7t, H) de I' admettant un ve&teur unitaire (7 (F), 0)-
invariant mais n'admettant pas de vecteur invariant. Quand F décrit I’ensemble des parties finies
de I' ordonné par l'inclusion et o parcourt l'intervalle (0,1] avec son ordre naturel, on obtient
une famille ordonnée (7;, H;); de représentations unitaires de I' et une famille (&;); de veCteurs
unitaires tels que pour tout 7, &; € H; et pour toute F C I finie,

sup||m;(g)&; - &ill — 0.
g€F

Considérons maintenant la représentation unitaire (@;7t;, ®;H;). La suite généralisée de vecteurs
unitaires &; vérifie (1) mais la représentation ne posséde pas de velteurs invariants, autrement dit
I' n’a pas la propriété (T). O

Le résultat précédent peut étre affiné en une version quantitative. C’est cette définition de la
propriété (T) qui sera généralisée aux algebres de von Neumann.

Proposition 2.6. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour tout € >0, il existe F C T finie et 6 > 0 tels que toute représentation unitaire (1, H) de T
admettant un vecteur (1t(F),)-invariant & admet un vecteur invariant 1 tel que || —n|| < e.

(2) 1l existe F C T finie et 6 > 0 tels que toute représentation unitaire (11, H) de I admettant un
veCteur (1t(F), 8)-invariant admet un veéteur invariant (i.e. I a la propriété (T)).

Démonstration. L'implication 1 = 2 e$t évidente. Nous allons donc simplement prouver I'impli-
cation 2 = 1. Soient F et 0 donnés par I’hypothése. Soit (7, H) une représentation unitaire de I,
soit H, le sous-espace veltoriel fermé de H des vecteurs invariants et soit H; son supplémentaire
orthogonal. Comme H, est globalement invariant, H; ’e§t aussi. Comme H; ne contient pas de
velteur invariant, il exi$te pour tout C € H; un élément g € F tel que

I (g)C = Cll > olIC]l-

Soit maintenant ¢ > 0 fixé et soit 6" > 0. Si & est un vecteur unitaire (7t(F), d’)-invariant et si o P&,
est la décomposition de & dans Hy @ H;, on a, pour un certain g € F,

1 1 o’
1€ = ol = llall < SlIm(g)(E1) = Eull = Sllm(g)e — <l < -

Pour conclure, il faut donc trouver 6’ > 0 tel que 6’/6 < 1 (afin que &y # 0) et 9’/6 < €. On peut par
exemple prendre

o _
& = min{z,be}.
O

La démon$tration de la proposition 2.6 donne en fait un résultat plus fort. Donnons d’abord
une définition supplémentaire.
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Définition 2.7. Soit I' un groupe possédant la propriété (T). On appelle paire de Kazhdan associée
a I' tout couple (F,0) tel que toute représentation unitaire (77, {) de I' admettant des vecteurs
(1t(F), 8)-invariants admette un velteur invariant.

Corollaire 2.8. Soit I un groupe discret possédant la propriété (T) et (F, o) une paire de Kazhdan pour
. Soit (1t, H) une représentation unitaire de I' possédant des vecteurs (1t(F), d)-invariants, soit H le
sous-espace non réduit a 0 de H des vecleurs invariants et soit P le projecteur orthogonal sur H. Alors,
pour tout € > 0 et pour tout vecteur (1(F), ed)-invariant £, on a :

1€ = P(E)I < ellE]l-
Démondstration. La preuve de ce résultat e$t en fait incluse dans celle de la proposition 2.6. O

De méme que tout ce qui précede, le corollaire suivant est encore vrai dans le cadre des algebres
de von Neumann finies. Les démonstrations sont similaires, aussi ne les donnons nous que dans
le cas des groupes.

Corollaire 2.9. Soient I et I, des groupes discrets possédant la propriété (T), alors I} x I posséde la
propriété (T).
Démonstration. Soient (Fq,01) et (F,,0,) des paires de Kazhdan contenant le neutre (on peut tou-
jours 'ajouter) respetivement pour I et I;. On pose F := F; xF; et 0 := min(0, 0,). Soit (77, H) une
représentation unitaire de I7 x I, possédant des vecteurs (7t(F), 6)-invariants. Cette représentation
posséde entre autre des velteurs (1t(F; x {e,}), 01)-invariants, donc la représentation de I associée
(le faisant agir par 7t(I7 x {e,})) posséde un vetteur fixe. Notons H; le sous-espace non réduit a
zéro des vecteurs fixes par [}. Comme les représentations associées de I et I, commutent, H; e$t
stable par I, et est donc une sous-représentation de I x I5. Soit
0

T 2T
et soit & un veGteur (1t(F), €d)-invariant. Quitte a renormaliser & si sa norme est plus grande que
1 (ce qui ne change pas la (1t(F), €d)-invariance), on a alors, pour tout g € F,

I(g)P(E) =Pl < [Im(g)P(&) - m(g)Ell+Im(g)E = Ell+ 1€ = P(E)|
2[|P(&) = Ell+Im(g)E =&l

< 2e+¢€0
< o

Cela implique entre autre que la sous représentation unitaire (77, H;) de I, admet un veéteur
(1t({e1} x F3), 05)-invariant, donc qu’elle admet un ve&teur invariant non nul. Un tel vecteur e$t
alors invariant pour I} xI5. Ainsi, (F,9) e$t une paire de Kazhdan pour I x I, qui a la propriété
(T). O

Bien qu’elles ne soient pas utilisées dans la suite de ce document, nous regroupons sous forme
d’une proposition les propriétés les plus simples des groupes de Kazhdan (voir [BAIHV08] pour
les démon§trations ainsi qu’un traitement complet du sujet).

Proposition 2.10. Soit I un groupe discret,
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(1) SiT posséde la propriété (T), alors I est finiment engendré.
(2) Si T et moyennable, alors T posséde la propriété (T) si et seulement s’il est fini (donc si T est
fini, il a la propriété (T)).

(3) I posséde la propriété (T) si et seulement si pour tout ensemble de représentations unitaires R
de T, la représentation triviale 1 de I' est isolée (i.e. le singleton {11} est ouvert) dans 'espace
R U {1} muni de la topologie de Fell.

2.2. La propriété (T) relative. La notion de propriété (T) relative a un sous-groupe a été déve-
loppée par G. Margulis dans [Mar82]. Il s’agit d’'une généralisation de la propriété (T) pour un
couple formé d’un groupe discret et de I’'un de ses sous-groupes.

Définition 2.11 (Margulis, 82). On dit que le couple (I, A) a la propriété (T) relative si toute re-
présentation unitaire (77, H) de I' qui admet presque des vecteurs invariants admet un vecteur
7t(A)-invariant.

De méme que dans le cas de la propriété (T), la définition précédente et équivalente a un
énoncé quantitatif plus précis.
Proposition 2.12. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) 1l existe F C T finie et 6 > 0 tels que toute représentation unitaire (11, H) de I admettant un
vellteur unitaire (7(F), 0)-invariant admet un vecteur 1((A)-invariant.

(2) Le couple (T, A) a la propriété (T) relative

Démonstration. Les preuves des propositions 2.5 et 2.6 s’adaptent sans difficultés avec les légeres
modifications nécessaires. O

Remarque 2.13. On notera que le groupe I' a la propriété (T) si et seulement si le couple (I',T) a la
propriété (T) relative.
Nous donnons une autre caratérisation de la propriété (T) relative en termes de fonétions de
type positif, qui ne sera pas utilisée dans la suite. Rappelons qu'une application
p:I' —-C
est dite de type positif si pour tous gy,...,g, € et pour tous «ay,...,a, €C,
n

Z d;ajp(g; gj) > 0.

i,j=1
Si de plus ¢(1) =1, on dit que ¢ e§t normalisée. Pour une démonstration du résultat suivant, voir
par exemple [Jolos].

Proposition 2.14. Le couple (I',A) a la propriété (T) relative si et seulement si toute suite (¢,) de
fonctions de type positif normalisée sur I qui converge ponctuellement vers 1 converge uniformément
vers 1 sur A.

Exemple 2.15. Nous donnons deux exemples classiques :
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e Le couple (Z? > SL,(Z),Z?) a la propriété (T) relative (voir [Burg1]).
» SiT ala propriété (T) et si H est un groupe discret, alors (H xI',I') a la propriété (T) relative.

Nous aurons besoin dans la se&tion suivante de la reformulation de la propriété (T) relative
donnée par P. Jolissaint dans [Jolos].

Théoreme 2.16 (Jolissant, os). Le couple (I',A) a la propriété (T) relative si et seulement si toute
représentation unitaire (1, H) de I admettant presque des velteurs invariants admet un sous-espace
ve&toriel 7t(A)-§table de dimension finie non-trivial.

3. ALGEBRES DE VON NEUMANN FINIES

3.1. Rappels et notations. Une algebre de von Neumann M e$t dite finie si toute isométrie de M
est unitaire, c’est-a-dire si pour tout v € M,

v'v=1=vv" =1.

L'ensemble des éléments unitaires d’une algebre de von Neumann M sera noté U/(M). Une algebre
de von Neumann e$t finie si et seulement si elle admet un état tracial fidele normal (voir [Dix69,
Thm I11.8.1.1]), c’e$t a dire une forme linéaire positive (donc continue) unifére 7 : M — C telle
que

* Pour tout x e M, 7(x*x) = 0 <= x =0 (i.e. T est fidele).

* 7 e$t faiblement continue sur les parties bornées de M (i.e. T e§t normale).

* Pour tous x,y € M, 7(xy) = (yx) (i.e. T est une trace).
Dans ce document, « trace » signifiera toujours « état tracial fidéle normal ». On note L?(M, 1)
le séparé complété de M pour la semi-norme ||.||, associée au produit scalaire défini pour tous
X,V € M par

<x:y>L2(M,r) = 7(y"x).

L'image d’un élément x € M dans L?>(M, t) sera notée X. De plus, on dispose d’une représentation
7t de M sur Lz(M, 7) donnée par

7t(a).xX = ax.
Soient M et N deux algebres de von Neumann, une application
¢:M—N
est dite complétement positive (en abgrégé c.p.) si pour tout entier n, ’extension naturelle
"+ My, (M) — My(N)

est positive. Une application sera dite u.c.p. si elle e§t unifere et completement positive. Une
application ¢ sur une algebre de von Neumann munie d’une trace 7 e$t dite t-invariante si To¢ =
T.

Si M e$t un algeébre de von Neumann munie d’une trace 7 fixée et si H est un (M, M)-bimodule,
un vecteur & € H sera dit tracial si pour tout x € M,

(x.&,&) =1(x) =(&.x,&).
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Si B est une sous-algebre de von Neumann de M et si H et un (M, M)-bimodule, un vecteur 5 € H
sera dit B-central si pour tout y € B,
yn=ny
Soit M une algebre de von Neumann munie d’une trace t fixée. On peut associer a toute ap-
plication u.c.p. t-invariante ¢ : M — M un (M, M)-bimodule hilbertien H et un vecteur tracial
& € H tels que pour tout triplet (a,x,y) d’éléments de M,

(2) (a&x,9)p = <¢(“)5C\:@L2(M,r)-
Réciproquement, si H e§t un (M, M)-bimodule et £ € H est un veteur tracial, il exi$te une appli-
cation u.c.p. T-invariante ¢ : M — M vérifiant I’équation (2).
Le lemme suivant nous sera utile.
Lemme 3.1. Soit (M, t) une algébre de von Neumann finie munie d’une trace fixée. Alors toute appli-
cation u.c.p. ¢ : M — M vérifie
D(x"x) > P(x)" P (x).

Pour tout x € M. Si de plus ¢ es$t T-invariante, alors pour tout x € M,

llp()ll2 < lxll2.

Démondstration. Le théoréme de Stinespring (voir [BOo8, Thm 1.5.3]) assure l'existence d’une re-
présentation 7w de M et d’une isométrie V dans B(H) tels que

o(x)=Vir(x)V.

On a alors
o(x*x) = Vin(x'x)V
= Vrx)'VVin(x)V+ Vir(x)(1-VV)r(x)V
> ¢(x)'P(x).
La deuxieme partie de la proposition e§t maintenant évidente en utilisant la définition de la
norme ||.||,, la positivité de 7 et la T-invariance de ¢. O

3.2. Rigidité et propriété (T). La propriété (T) pour les algebres de von Neumann a été intro-
duite par A. Connes et V. Jones dans l'article [C]85]. La propriété relative a quant a elle été intro-
duite par S. Popa dans [Popo6].

Définition 3.2 (Popa, 06). Soit (M, 7) un algebre de von Neumann finie avec une trace fixée et soit
B une sous-algebre de von Neumann de M. On dit que le couple (M, B) a la propriété (T) relative
si pour tout € > 0, il exi$te 0 > 0 et une partie finie F de M tels que : pour tout (M, M)-bimodule
H et pour tout vecteur unitaire tracial £ de H tel que pour tout x € F,

Ix& = x|l <6,
il existe un vecteur B-central 1 dans H tel que
€ —nll<e.
On dit que M a la propriété (T) si le couple (M, M) a la propriété (T) relative.
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Remarque 3.3. 1l e§t possible de définir sur tout ensemble R de (M, M)-bimodules une topologie
similaire a la topologie de Fell. Soit T le (M, M)-bimodule trivial. Alors M a la propriété (T) si
et seulement si pour tout ensemble R de (M, M)-bimodules, T et isolé dans R U {T}. C’e$t cette
définition de la propriété (T) que A. Connes a utilisé dans [Con8o].

Cette définition est analogue a celle de la propriété (T) relative pour les groupes discrets,
comme nous le verrons dans le théoreme 3.7. Toutefois, ce n’e§t pas la définition originelle de
S. Popa. Cette derniére s’appuie sur la notion de rigidité d’une inclusion d’algebres de von Neu-
mann et nous sera utile pour la preuve du théoreme 4.2. Si M e$t une algebre de von Neumann,
on note By (M) sa boule unité.

Définition 3.4 (Popa, 06). Soit (M, 7) un algebre de von Neumann finie avec une trace fixée et soit
B une sous-algebre de von Neumann de M. On dit que l'inclusion B C M eét rigide si pour tout
e > 0 il exiSte 6 > 0 et une partie finie F C M telle que pour toute application u.c.p. T-invariante ¢
de M dans M on ait :

sup|lp(x) x|, <6 = sup [lPp(x)-x|,<e.

xeF x€B,(B)

Le di¢tionnaire exi$tant entre applications completement positives et bimodules permet de

relier la rigidité et la propriété (T). Avant de donner un énoncé précis, rappelons un résultat
classique de géométrie des espaces de Hilbert.

Proposition 3.5. Soit H un espace de Hilbert et D une partie bornée de H. Il existe une unique boule
fermée de rayon minimal contenant D, dont la frontiére e$t appelée sphere circonscrite a D. De plus,
le centre de cette sphére appartient a la fermeture convexe de D.

Démonstration. Soit C la fermeture convexe de D. Il s’agit d'un convexe complet borné dans l'es-
pace de Hilbert H. Considérons l'application

H — R
f:9 x — suplx—yl
yeC

Cette application est bien définie car C et borné. Si x € H, il existe un unique x’ € C tel que

lx =yl > llx" - ll
pour tout p € C (voir par exemple [CCMg7, Thm X.4.2]). Ainsi,

5t 0> /9

et f possede une borne inférieure qui est égale a sa borne inférieure sur C. Or f est faible-
ment semi-continue inférieurement (comme borne supérieure d’une famille de fon&tions semi-
continues inférieurement), donc sa re$tri¢tion au convexe faiblement fermé C atteint sa borne
inférieures. Ainsi f possede un minimum R qu’elle atteint en un point xy de C. Soit x un point de
C tel que f(x) =Rety:=(xo+x)/2. Si z € C, I'égalité du parallélogramme appliquée aux veteurs
y—zet (x—xy)/2 donne

X —Xp

2

x—x0“2

2
['<r-]
2

1
Iy = 21 = 5 (e = 21 + llvo ~ 21%) - |
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\/RH
2

on voit que C est inclus dans la boule de centre y et de rayon r, ce qui par minimalité donne
r = R et x = x(. Il suffit maintenant de remarquer que toute boule fermée contenant D contient
également C pour conclure. O

Ainsi, en posant

2

’

Théoréeme 3.6 (Popa, 06). Soit (M, 1) un algébre de von Neumann finie avec une trace fixée et soit B
une sous-algebre de von Neumann de M. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) L'inclusion B C M est rigide.
(2) Le couple (M, B) a la propriété (T) relative.

Démonstration. Procédons par double implication.

1 =2 . . P , s )

Soit € > 0 et soient F une partie finie de M et 6 > 0 donnés par la rigidité de 'in-
clusion pour le paramétre €2/2. Soit H un (M, M)-bimodule et & € H un veéteur unitaire
tracial tel que pour tout x € F,

Ix& = Ex|[ < 6.
Soit ¢ : M — M l'application 7-invariante u.c.p. associée au couple (H,¢&). Comme
lp(x) =5 = Np)II3 +lIxll5 — 2Re ({p(x), x))
llp ()15 + llxll3 = 2Re ((x&, Ex))

< 2lxl3 - 2Re((xE, Ex))
= |Ix& - &xI1?
< 6°

pour tout x € F (en utilisant le lemme 3.1 pour passer la deuxiéme a la troisieme ligne), on
a ||p(x) - x||» < €2/2 pour tout x € B; (M). Par conséquent, si u € U(B),
1€ —ueuw® = &P +llusw’|® - 2Re((€, u&u™))
= 2-2Re(ug,&uy)
= 2-2Re(t(Pp(u)u™))
2Re((1 = Pp(u)u’))
2[[1 = p(u)ull,

e,

NN

Considérons maintenant I’ensemble
D:={uéu’,u e U(B)}
et notons 1 le centre de la sphére circonscrite a D dans H (voir proposition 3.5). Notons

que 1 appartient a la fermeture convexe de C. Soit u € /(B). On observe que uCu”* = C et
que le centre de la sphere circonscrite a uCu” est unu*. On a donc unu* = n par unicité
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de la sphere circonscrite. Ainsi 7 est B-central. D’autre part, 1 étant dans la fermeture
convexe de D, on a

€ -nll<e
ce qui conclut.

Soit € > 0, F une partie finie de M et 6’ > 0 donnés par I’hypothése pour le parameétre
¢/2. On pose

5”2
" 2max||x|,’
xeF

Soit ¢ : M — M une application u.c.p. T-invariante telle que pour tout x € F,

llp(x) —xll> < 0.

Soit (H, &) le couple formé d’un (M, M)-bimodule et d’un vecteur unitaire tracial associé a
¢. Pour tout x € F,

[lx& - Ex||? XN + (|Ex]1* = 2Re ((xE, Ex))
21x]I3 — 2Re (T(p(x)x"))
2Re(T((x — P(x))x7))

2{lx = ¢ (x)ll2Ix]

5.

NN

Il existe donc un élément B-central 1 dans H tel que ||€ — || < €/4. On a alors, pour tout
X € lBl (B),

[1x[13 + llp ()13 — 2Re (T (p(x)x))
2||x&|* - 2Re ({x&, £x))
2Re((x&, x& — Ex)

2l|x&lIx& - &xl|

2llx&llx(& =) = (& = n)xll
AlxlloolIxENNE =7l

4llZIENE -7l

&

llx = (x)II3

/AN [ IV/AN

N INN

ce qui conclut.
O

3.3. Lien avec les groupes discrets. Nous allons dans cette section relier les notions de propriété
(T) relative pour les groupes discrets et pour les algebres de von Neumann. Nous commencons
par rappeler quelques con$tructions.
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Soit I’ un groupe discret et H := £2(T) 'espace de Hilbert des suites de carré sommable a coef-
ficients dans I'. Le représentation réguliére gauche de I' et la représentation unitaire (A, ) définie

par
A(s)f 1t f(s.t)
pour tous s,t € T et f € £*(T). Le bicommutant de A(T) dans B(¢?(T')), noté L(T'), e§t une algebre de
von Neumann appelée algébre de von Neumann du groupe I'.
Les représentations unitaires de I' sont reliées aux bimodules hilbertiens sur L(I') de la fagon
suivante. Soit (7, H) une représentation unitaire de I', on munit l’espace de Hilbert

K :=H®e*(T)
des altions suivantes de A(T') : quels que soient s,t € I' et & € H, on pose
Us-(E®0;) = (1(s)E) ® Oy
(E®0¢)us = E® 0
Ces deux ations commutent et se prolongent a L(I'), munissant ainsi K d’une $tru¢ture de (L(I'), L(T))-
bimodule.

Comme on peut s’y attendre, les notions de propriété (T) relative pour les groupes discrets et
pour les algebres de von Neumann coincident. Cela dit, la démon$tration n’es§t pas immédiate.
Théoreme 3.7 (Popa, 10). Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) Le couple (I, A) a la propriété (T) relative.
(2) Le couple (L(T'),L(A)) a la propriété (T) relative.

Démonstration. Posons B:= L(A) et M := L(T).
Fixons ¢ > 0. Il existe 6 > 0 et F C I' finie tels que toute représentation unitaire (7t, H)

de I' possédant un vecteur unitaire (7t(F), 9)-invariant £ admette un veéteur 7t(A)-invariant
1 tel que ||€ —n]| < €. Soit H un (M, M)-bimodule muni d’un vecteur unitaire tracial £ tel

que
llusé = Eull <6

pour tout s € F. On définit une représentation unitaire
n:T — U(H)

par

Tt5(1) = usnus.
Alors, le velteur unitaire & est (1t(F),0)-invariant et il exiSte un velteur 7t(A)-invariant
n € H tel que ||€ — ]| < €. Comme 71 e$t 1t(A)-invariant, il est B-central et le couple (M, B) a
la propriété (T) relative.

Fixons ¢ > 0.1 et évident qu’on peut se contenter de prouver le résultat pour € < 1.
Il exi$te 0 > 0 et F C M finie tels que pour tout (M, M)-bimodule H et tout veteur unitaire
tracial & € H tel que pour tout x € F, |[x& — &x|| < 9, il existe un velteur B-central 1 € H
tel que ||€ —#|| < €. Soit (1, H) une représentation unitaire de I' admettant des vecteurs
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presque invariants et soit K le (M, M)-bimodule associé. Soit (;); un suite généralisée de
vecteurs unitaires de H telle que pour tout x € T,

lIm(x)C; = Cill — 0,
et soit (&;); la suite de vecteurs de K définie par

& :=Ci®0,.
Remarquons que les veteurs unitaires &; sont traciaux puisque pour tout s € T,
(us-£i,&i) = (T(s)Ci, Ci)(0s, 0c)
= 55}6
= (s)
= (05,0.)
= (&5, &)

De plus, pour tout x e M,
llx.&; = & x| — 0.

Soit iy un indice tel que pour tout x € F,
llx. &y — i xll < 0,
et soit
& =&,

Alors, il existe une veteur B-central 1 € K tel que || —#|| < €. Soit f € K une combinaison
linéaire finie de tenseurs purs

f=) fmes.

La B-centralité de f s’écrit, pour tout s € A,

Zf(t) ®6; = us-l.[Zf(t)@)ét

tel tel’

Us = Zn(s_l)f(t)®6s‘lts-

tel

Autrement dit, on a pour tout t €T,

flsts™) = n(s)f (t).

Par densité, on voit que cette condition est vérifiée par tout élément B-central de K et
donc en particulier par 7. Soit t € I' tel que 7(t) # 0. Puisque 7 e§t de carré sommable,
{sts7!,s € A} eét fini. On en déduit que {;(sts!),s € A} engendre un sous-espace 7t(A)-
invariant de H non-trivial de dimension finie. Le théoréeme 2.16 permet alors de conclure.

O
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4. APPLICATION AUX FACTEURS DE TYPE Il

On appelle faéteur de type II, toute algebre de von Neumann finie M de dimension infinie dont
le centre M N M’ eét trivial (i.e. réduit a C.1). Si ' e§t un groupe discret, alors L(I') est un facteur
de type II; si et seulement si I’ e$t a classes de conjugaisons infinies (ICC en abrégé).

4.1. Automorphismes extérieurs. Soient M un fateur de type de II; et u € M un élément uni-
taire, on définit 'automorphisme Ad, de M par

Ad, : x — uxu®.

L'ensemble des automorphismes de la forme Ad, pour u € M unitaire forme un sous-groupe
distingué du groupe Aut(M) des automorphismes de M. Ce sous-groupe, noté Inn(M), est appelé
groupe des automorphismes intérieurs de M. On définit le groupe des automorphismes extérieurs de
M, noté Out(M), par

Out(M) := Aut(M)/Inn(M).

Proposition 4.1. Soit M un facteur de type I1; tel que L>(M) soit séparable en norme ||.||,, alors Aut(M)
es$t un groupe polonais (i.e. homéomorphe a un espace métrique séparable complet).

Démonsétration. Soit G le sous-groupe de U(L*(M)) formé des éléments u vérifiant
uMu* =M,

nous allons montrer que G ~ Aut(M). Soit 6 un automorphisme de M, on définit un opérateur ugy
sur L?(M) par

ug(X) = 0(x).
Comme tout automorphisme d’un fateur de type II; préserve la trace (elle est unique, voir
[Dix69, Thm III.4.4.3]), O est unitaire. De plus, pour tous x,y € M,

ugm(x)ugy UgT(X)Ug-1y

= uen(x)61(y)

o~

= ugx0-1(y)

et ug € G. L'application qui a 6 associe uy e§t continue si Aut(M) e$§t muni de la topologie de la
convergence ponctuelle en norme ||.||, et G de la topologie opérateur forte. Il e§t également clair
que G e§t un sous-groupe fermé de U(L?(M)). Il suffit donc de montrer que ce dernier groupe
est polonais (pour la topologie opérateur forte) pour conclure. Soit donc H un espace de Hilbert
séparable et (e,),en une base hilbertienne H. Le groupe topologique U(H) e$t métrisable par la
distance

d(w,0)= ) 5-llufe,) - vle )l

nelN
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Soient Fj le sous-espace vectoriel fermé de H engendré par (e,)1<,<k et Px le projeteur sur ce
sous-espace. Pour k € IN, notons Uy 1'ensemble des opérateurs unitaires de H fixant tous les e,
pour n > k. Soit u e U(H), & € Fx de norme 1 et € > 0. Il existe un entier m tel que

1P, 24(E) — ()| < =

2

Soit p := max(m, k) et C € F, un vecteur de norme 1 tel que
€
IC =Pl < 5.

Il exi$te un opérateur unitaire v sur F, tel que v(£) = C. On prolonge v par 'identité pour obtenir
un opérateur v € U, tel que

lu(&)-v(&)ll <e.
Ainsi, U Uy est dense dans U(H). Comme U est séparable pour tout k, U(H) est séparable, ce

keN
qui conclut la preuve. O

La taille du groupe Out(M) peut étre trés variable. La premiere application de la propriété
(T) aux algebres de von Neumann est le théoréme 4.2 de A. Connes ([Con80]). Il et a mettre en
regard avec le fait que tout groupe topologique localement compat dont tout point admet un
sySteme fondamental dénombrable de voisinages peut se plonger dans Out(R), ou R désigne le
facteur hyperfini de type II;.

Théoréme 4.2 (Connes, 80). Soit M un facteur de type I, ayant la propriété (T), alors le groupe
Out(M) est dénombrable.

Démonstration. Fixons € = 1/2. La propriété (T) implique I'exiStence d’une partie finie F de M
et d’un réel §tri¢tement positif o tels que si ¢ e$t un automorphisme de M (donc entre autre
une application u.c.p.) vérifiant ||¢(x) — x|[; < o pour tout x € F, alors ||p(y) — yll> < €|yl pour
tout y € M. Soit ¢ € Aut(M) un tel automorphisme, nous allons montrer que ¢ e$t intérieur.
Remarquons que pour tout unitaire u € M,

lp()u” =1l <

Soit C I'enveloppe convexe fermée de {¢(u)u*,u € U(M)} dans M. C e$t faiblement compact (car
incluse dans la boule unité). Nous allons maintenant nous intéresser a un élément de norme
minimale dans C. Son exiStence est assurée par le lemme suivant.

\_/Nlp—l

Lemme 4.3. Lapplication x — ||x||, est faiblement semi-continue inférieurement.
Démondtration. Soit (x,) une suite convergeant faiblement vers un élément x, alors

Ixl3 = (x,x)
lim(x,,, x)

lim [(x,,, )]

N

liminf [lx,,l>[lx]l
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et |lx||, < liminf][x,|[,. 0

L’application semi-continue inférieurement ||.||, admet donc un minimum m dans le convexe
compact faible C. Soient x et y deux éléments de C de norme m et soit z := (x + y)/2 € C. L'égalité
du parallélogramme donne

2 2 2 2 2 2 2
llx =iz = 2(lIxllz + lIvll2) = llx + vllz = 2(lIx[lz + lIvll2) — 4ll=ll5 < 0.

I1y a donc un unique élément minimisant la norme ||.||, sur C. Notons w cet élément. Lapplication
x = ||1 — x||, étant semi-continue inférieurement,

1
-1 <=
ho-1l1<3

et w est non nul. De plus, pour tout u € U(M), ¢(u)wu” est dans C et est de méme norme que w.
Par unicité, on a donc, pour tout u € U (M),
o(u)wu’ =w
et
wwu = uw'P(u)wu
uw ep(u”)p(u)wuu

*
= Uw w.

Ainsi, w*w est central et, M étant un fateur, il existe un A > 0 tel que w*w = A.1. En posant

vi= 2
VA
on a alors ¢ = Ad,.
Nous allons maintenant montrer que Inn(M) est ouvert pour la topologie de la convergence

simple en norme ||.|[,. Soit # un unitaire de M et ¢ € Aut(M) tel que pour tout x € F,
llp(x) - Ady, (x)ll> <.

Alors Ad,-o¢ est intérieur d’apres la premiere partie de la preuve, donc ¢ et intérieur. Ainsi
Inn(M) et ouvert dans Aut(M).

Le groupe quotient Out(M) est donc discret. Si M et un facteur de type II; possédant la pro-
priété (T), alors L>(M, T) est séparable en norme ||.||,. Ainsi, par la proposition 4.1, Out(M) est
également séparable (car polonais), donc dénombrable. O

4.2. Dénombrabilité du groupe fondamental. Si M et un faéteur de type II; muni d’un état
tracial fidele normal 7, on définit son groupe fondamental

F (M) :={t(p)/t(q)lp.q € P(M), pMp ~ gMgq).
Nous allons cependant utiliser une autre description de ce groupe. Posons
M® := M®B({*(N)).
I1 s’agit d’un fateur de type 11, qui posséde une trace semi-finie Tr donnée par

Tr := T®TI'B(52(1N)).
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La trace d’un fateur de type I, étant unique a un scalaire pres (voir par exemple [Dix69, Thm
I1I.4.4.2]), il exiSte pour tout automorphisme ¢ de M* un unique A > 0, appelé module de ¢, tel
que

Tro¢p = ATr.
L’application mod : Aut(M*) — IR} ainsi définie est de facon évidente un morphisme de groupes.
Proposition 4.4. Soit M un faéteur de type II;, alors
F(M) = mod(Aut(M®)).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que F (M) e$t I'ensemble des réels §tri¢tement positifs
A pour lesquels il exiSte une projeétion p dans M de trace A telle que

p(M*)p =M.
Procédons maintenant par double inclusion
(1) Soit A € F(M) et p un projeteur de M™ de trace A tel qu’il exi$te un isomorphisme
p:M— p(M*)p.

Comme Tr(p® 1) = co et que M e$t un facteur de type I, p®1 et équivalent a 1 et il
existe une isométrie partielle u € M telle que

uu*=p®letu’u=1.

Posons alors
0.l M® - M®QB(L*(IN))
1 x o~ u(p®l)u*

L’application linéaire 6 est multiplicative car u*u = 1. Comme elle commute aux involu-
tions, c’est un *-homomorphisme. Il s’agit méme d’un isomorphisme, d’inverse

07 x> (p®Id) (' xu).

Soit ¢ une bijection de N ® N dans IN et ¢ l'isomorphisme d’espaces de Hilbert associé,
défini sur les bases canoniques (e; ;) et (ex) par :

Plei ;) = eq(i))-
Soit maintenant

O { B(C*(N)®B(C*(N)) —
' T > @oToQ-
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I'isomorphisme induit. On observe que @ préserve la trace :

THO(T) = ) (D(T)eep)

k
D (@(Thegii i)
L]
Z<$(T€i,j): Plei))
7

= Z(Tei,j:ei,j>
i

= T;(T).

Notons © la composition de 6 et de ®. Il s’agit d’'un automorphisme de M*. Pour calculer
son module, il suffit de prendre & € B(¢?(IN)) non nul et de calculer
Tro®(1®h) Tr(u(p(1) ® h)u™))
= Tr(u*u(p®h))
= Tr(p®h)
= ATr(h)
= ATr(1®h).

Ainsi A € mod(Aut(M®)).

(2) Soit A € mod(Aut(M®)) et O € Aut(M*) de module A. Soit g € B(¢?(IN)) une projection
minimale et

p:=0(1®9q).
OnaTr(p)=ATr(1®q)=Aet

qM™)q =

14
222D
T

Qi
e

Ainsi, A € F(M).

L'ingrédient essentiel de la démonstration est le lemme suivant.

Lemme 4.5. Soit M un fateur de type II, et ¢ € Aut(M*) de module 1. Alors il existe u € M unitaire
et p € Aut(M) tels que

(P = Adu O(p ®IdB(€2(IN)))
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Démonstration. Soit (e; ;) le sySteme d’unités matricielles canonique de B(¢*(IN)). On pose, pour
tout couple (i, j) d’indices,
fi,j = (i)(l ®€1”]’).
Par hypothese sur le module de ¢, on a
Tr(fo'o) =Tr O(P(l ®€0,0) = TI'(l ®€0y0).

Or, dans un facteur de type I, deux projections sont équivalentes si et seulement si elles ont
méme trace. Il exi§te donc une isométrie partielle v € M* telle que vv* = fy et v'v = 1 ® ¢ 0.

Posons
u::= ijyov(l ®€0’]’)
j

et calculons
u'u = Z(l ®eq,j) V" j’fofk,ov(l ®eo k)
ik
Z(l ®e;0)v" fo,0v(1®eo)
j
Z(l ®ej0)v v v(1®ep,)
j

2
j
= 1® Zem]

]
= 1 ®IdB(€2(IN) .

On vérifie de méme que uu* = 1®Idpg2(N)- Ainsi u est unitaire et

u(l®e;jju” = ka,ov(l®€o,kei,j€l,o)7/*fo,l
Kl

fiov(1®eq0)v" fo,
fiofoofo
= fl]
Donc, Ad,- o (1 ®x) = 1 ® x pour tout x € B(¢*(IN)). Posons, pour tout a € M,
R(a) :=Ad,op(a®1).
Il s’agit d’un *-homomorphisme vérifiant, pour tout x € B(¢?(IN)),

(3) R(a)(1®x) = Ady-op(a®x) = (1 ®x)R(a).
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Soit (b;);e; une base algébrique de M et a € M. On décompose R(a) (de fagon unique) sous la forme
R(a) = Zb,- ® X;
avec x; € B(¢*(IN)) pour tout i € I. L’équation (3) implique que pour tout x € B(€?(IN)),
Zbi ® [xi,x] = 0.
i€l
Par liberté de la famille (b;), [x;,x] = 0 quels que soient i € I et x € B(£2(IN)). Comme B(¢?(IN)) est
un fadteur, on en déduit que x; e§t un homothétie pour tout i € I et que
R(a) = p(a)®1dg 2y
pour un certain p € Aut(M), ce qui conclut la preuve. O
Nous pouvons maintenant démontrer le résultat annoncé.

Théoreme 4.6 (Connes, 80). Soit M un falteur de type 11, possédant la propriété (T), alors F (M) est
dénombrable.

Démonstration. Rappelons que si M posséde la propriété (T), M&M la possede également (voir la
proposition 2.9). Nous allons donc simplement construire une injetion de F (M) dans Out(M&M)
et conclure grace au théoréeme 4.2. Pour tout A € F (M) choisissons un automorphisme ¢, de M
de module A. Comme ¢, ® ¢ ,-1 e§t un automorphisme de (M&M)* de module 1, on peut d’apres
le lemme 4.5 lui associer un élément §; € Out(M*Q®M®), a savoir la classe de I'lautomorphisme
p ® Idg 2Ny associé. Il suffit maintenant de montrer que l'on peut se contenter de prendre la
classe a) de p dans Out(M®&M) et obtenir une application bien définie. Pour cela, supposons que

Pe® Idg(gZ(]N)) = Adu
pour un certain u € M®B(¢?(IN)). En appliquant 1’égalité précédente a un élément de la forme
x®1 (pour x € M), on obtient
(px)®@1)u=u(xx1).
Soit w € B(H), telle que (1® w)(u) # 0, on a alors
Px)(1@w)(u) = (1@ w)(u)x.

Posons v := (1® w)(u) € M, ce qui précede ainsi qu’un raisonnement analogue donnent

p(x)y = yx

yplx) = xy°
pour tout x € M. Ainsi, p*y eSt central et comme M e$§t un fateur, il existe un y > 0 tel que
v*y =y.1. Alors, en posant v := \%, ona

p=Ad,.

Ainsi, I’'application
V:lb-a,
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est bien définie. Si y # A, l'automorphisme qb,;l o ¢, est extérieur (tout automorphisme intérieur
est de module 1), donc (¢, ®¢ -1 ) Lo(pr®¢ 1) est extérieur. Ainsi, 0. ®lds 2N et pa®Id 2y
ne sont pas conjugués par un automorphisme intérieur et I’application W est injeCtive. O

Nous disposons donc désormais d’une vaste classe d’exemples de faéteur de type II; dont le
groupe fondamental est dénombrable, a savoir les facteurs associés a tous les groupes discrets
ICC possédant la propriété (T). Cependant, calculer explicitement un tel groupe fondamental
res$te un probleme difficile (voir par exemple [Popo6]).
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