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Résumé. Nous présentons la propriété (T) de Kazhdan pour les groupes discrets ainsi que sa géné-
ralisation aux algèbres de von Neumann finies. Ensuite, nous énonçons et démontrons un célèbre
résultat de A. Connes : le groupe fondamental d’un fa�eur de type II1 possèdant la propriété (T) e
dénombrable.
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. Introduction

Lorsque F. Murray et J. von Neumann ont défini le groupe fondamental d’un fa�eur de type
II1 dans [MvN], ils ne sont parvenus à calculer que celui du fa�eur hyperfini R, qui e égale à
R
∗
+. La queion s’e alors posée de savoir s’il exiait des fa�eurs de type II1 dont le groupe fon-

damental n’e pas égal à R
∗
+. La réponse affirmative à cette queion a été donnée par A. Connes

dans [Con]. En adaptant un outil issu de la théorie géométrique des groupes, la propriété (T)
de Kazhdan, il a exhibé une classe de fa�eurs de type II1 dont le groupe fondamental e dénom-
brable. C’e ce résultat que nous allons exposer.

Nous commencerons par rappeler les définitions et résultats essentiels concernant la propriété
(T) et sa version relative dans le cadre des groupes discrets. Nous expliquerons ensuite comment
cette propriété peut se définir dans le cadre des algèbres de von Neumann finies ainsi que le lien
entre cette définition, celle pour les groupes discrets et la notion d’inclusion rigide introduite
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par S. Popa dans [Pop]. Enfin, nous démontreront le théorème de Connes grâce à une étude du
groupe des automorphismes extérieurs des fa�eurs de type II1 possédant la propriété (T).

. Groupes discrets

Dans ce document, Γ désignera toujours un groupe discret dénombrable et Λ un sous-groupe
de Γ . Si H e un espace de Hilbert, on notera U (H) le groupe des opérateurs unitaires de H.
Une représentation unitaire de Γ e un couple (π,H) formé d’un espace de Hilbert H et d’un
morphisme de groupes

π : Γ −→ U (H)

.. La propriété (T). La propriété (T) e une propriété de rigidité des représentations unitaires
d’un groupe topologique localement compa�. Elle a été formulée pour le première fois par D.
Kazhdan dans [Kaz]. Nous allons ici nous rereindre au cas des groupes discrets. Afin de don-
ner une définition la plus claire possible, nous commençons par introduire la notion de ve�eur
presque invariant.

Définition .. Soit H un espace de Hilbert, A une partie de U (H) et δ > 0. Un ve�eur ξ ∈ H e
dit (A,δ)-invariant si

sup
a∈A
‖a(ξ)− ξ‖ 6 δ‖ξ‖.

Il e dit A-invariant si a(ξ) = ξ pour tout a ∈ A.

Définition .. On dit qu’une représentation unitaire (π,H) de Γ admet presque des ve�eurs inva-
riants si pour toute partie finie F ⊂ Γ et pour tout δ > 0, il exie un ve�eur (π(F),δ)-invariant non
nul dans H. On dit que (π,H) admet un ve�eur invariant s’il exie une ve�eur π(Γ )-invariant
non nul dans H.

Définition . (Kazhdan, ). On dit que Γ a la propriété (T) (ou que Γ e un groupe de Kazhdan)
si toute représentation unitaire de Γ qui admet presque des ve�eurs invariants admet un ve�eur
invariant.

Exemple .. Le groupe SLn(Z) des matrices n × n de déterminant 1 à coefficients dans Z a la
propriété (T) pour tout n > 3 (voir [Sha]).

La définition . e en fait équivalente à une version plus forte. Avant de la donner, remar-
quons que Γ a la propriété (T) si et seulement si toute représentation unitaire (π,H) admettant
une suite généralisée (ξi) de ve�eurs unitaires tels que pour tout g ∈ Γ ,

() ‖π(g)ξi − ξi‖ −→ 0,

admet un ve�eur invariant.

Proposition .. Les propositions suivantes sont équivalentes :

() Il exie F ⊂ Γ finie et δ > 0 tels que toute représentation unitaire (π,H) de Γ admettant un
ve�eur (π(F),δ)-invariant admet un ve�eur invariant non nul.

() Γ a la propriété (T).
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Démonration. L’implication 1⇒ 2 e évidente. Nous allons donc simplement prouver l’impli-
cation 2⇒ 1. Procédons par contraposée et supposons que pour toute partie finie F de Γ et pour
tout δ > 0 il exie une représentation unitaire (π,H) de Γ admettant un ve�eur unitaire (π(F),δ)-
invariant mais n’admettant pas de ve�eur invariant. Quand F décrit l’ensemble des parties finies
de Γ ordonné par l’inclusion et δ parcourt l’intervalle (0,1] avec son ordre naturel, on obtient
une famille ordonnée (πi ,Hi)i de représentations unitaires de Γ et une famille (ξi)i de ve�eurs
unitaires tels que pour tout i, ξi ∈ Hi et pour toute F ⊂ Γ finie,

sup
g∈F
‖πi(g)ξi − ξi‖ −→ 0.

Considérons maintenant la représentation unitaire (⊕iπi ,⊕iHi). La suite généralisée de ve�eurs
unitaires ξi vérifie () mais la représentation ne possède pas de ve�eurs invariants, autrement dit
Γ n’a pas la propriété (T). �

Le résultat précédent peut être affiné en une version quantitative. C’e cette définition de la
propriété (T) qui sera généralisée aux algèbres de von Neumann.

Proposition .. Les propositions suivantes sont équivalentes :

() Pour tout ε > 0, il exie F ⊂ Γ finie et δ > 0 tels que toute représentation unitaire (π,H) de Γ
admettant un ve�eur (π(F),δ)-invariant ξ admet un ve�eur invariant η tel que ‖ξ − η‖ 6 ε.

() Il exie F ⊂ Γ finie et δ > 0 tels que toute représentation unitaire (π,H) de Γ admettant un
ve�eur (π(F),δ)-invariant admet un ve�eur invariant (i.e. Γ a la propriété (T)).

Démonration. L’implication 1⇒ 2 e évidente. Nous allons donc simplement prouver l’impli-
cation 2⇒ 1. Soient F et δ donnés par l’hypothèse. Soit (π,H) une représentation unitaire de Γ ,
soitH0 le sous-espace ve�oriel fermé deH des ve�eurs invariants et soitH1 son supplémentaire
orthogonal. Comme H0 e globalement invariant, H1 l’e aussi. Comme H1 ne contient pas de
ve�eur invariant, il exie pour tout ζ ∈ H1 un élément g ∈ F tel que

‖π(g)ζ − ζ‖ > δ‖ζ‖.

Soit maintenant ε > 0 fixé et soit δ′ > 0. Si ξ e un ve�eur unitaire (π(F),δ′)-invariant et si ξ0⊕ξ1
e la décomposition de ξ dans H0 ⊕H1, on a, pour un certain g ∈ F,

‖ξ − ξ0‖ = ‖ξ1‖ <
1
δ
‖π(g)(ξ1)− ξ1‖ =

1
δ
‖π(g)ξ − ξ‖ 6 δ

′

δ
.

Pour conclure, il faut donc trouver δ′ > 0 tel que δ′/δ < 1 (afin que ξ0 , 0) et δ′/δ 6 ε. On peut par
exemple prendre

δ′ := min
{δ

2
,δε

}
.

�

La démonration de la proposition . donne en fait un résultat plus fort. Donnons d’abord
une définition supplémentaire.
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Définition .. Soit Γ un groupe possédant la propriété (T). On appelle paire de Kazhdan associée
à Γ tout couple (F,δ) tel que toute représentation unitaire (π,H) de Γ admettant des ve�eurs
(π(F),δ)-invariants admette un ve�eur invariant.

Corollaire .. Soit Γ un groupe discret possédant la propriété (T) et (F,δ) une paire de Kazhdan pour
Γ . Soit (π,H) une représentation unitaire de Γ possédant des ve�eurs (π(F),δ)-invariants, soit H0 le
sous-espace non réduit à 0 deH des ve�eurs invariants et soit P le proje�eur orthogonal surH0. Alors,
pour tout ε > 0 et pour tout ve�eur (π(F), εδ)-invariant ξ, on a :

‖ξ − P (ξ)‖ 6 ε‖ξ‖.

Démonration. La preuve de ce résultat e en fait incluse dans celle de la proposition .. �

De même que tout ce qui précède, le corollaire suivant e encore vrai dans le cadre des algèbres
de von Neumann finies. Les démonrations sont similaires, aussi ne les donnons nous que dans
le cas des groupes.

Corollaire .. Soient Γ1 et Γ2 des groupes discrets possédant la propriété (T), alors Γ1 × Γ2 possède la
propriété (T).

Démonration. Soient (F1,δ1) et (F2,δ2) des paires de Kazhdan contenant le neutre (on peut tou-
jours l’ajouter) respe�ivement pour Γ1 et Γ2. On pose F := F1×F2 et δ := min(δ1,δ2). Soit (π,H) une
représentation unitaire de Γ1×Γ2 possédant des ve�eurs (π(F),δ)-invariants. Cette représentation
possède entre autre des ve�eurs (π(F1×{e2}),δ1)-invariants, donc la représentation de Γ1 associée
(le faisant agir par π(Γ1 × {e2})) possède un ve�eur fixe. Notons H1 le sous-espace non réduit à
zéro des ve�eurs fixes par Γ1. Comme les représentations associées de Γ1 et Γ2 commutent,H1 e
able par Γ2 et e donc une sous-représentation de Γ1 × Γ2. Soit

ε :=
δ

2 + δ
et soit ξ un ve�eur (π(F), εδ)-invariant. Quitte à renormaliser ξ si sa norme e plus grande que
1 (ce qui ne change pas la (π(F), εδ)-invariance), on a alors, pour tout g ∈ F,

‖π(g)P (ξ)− P (ξ)‖ 6 ‖π(g)P (ξ)−π(g)ξ‖+ ‖π(g)ξ − ξ‖+ ‖ξ − P (ξ)‖
= 2‖P (ξ)− ξ‖+ ‖π(g)ξ − ξ‖
6 2ε+ εδ
6 δ.

Cela implique entre autre que la sous représentation unitaire (π,H1) de Γ2 admet un ve�eur
(π({e1} × F2),δ2)-invariant, donc qu’elle admet un ve�eur invariant non nul. Un tel ve�eur e
alors invariant pour Γ1 × Γ2. Ainsi, (F,δ) e une paire de Kazhdan pour Γ1 × Γ2, qui a la propriété
(T). �

Bien qu’elles ne soient pas utilisées dans la suite de ce document, nous regroupons sous forme
d’une proposition les propriétés les plus simples des groupes de Kazhdan (voir [BdlHV] pour
les démonrations ainsi qu’un traitement complet du sujet).

Proposition .. Soit Γ un groupe discret,
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() Si Γ possède la propriété (T), alors Γ e finiment engendré.

() Si Γ e moyennable, alors Γ possède la propriété (T) si et seulement s’il e fini (donc si Γ e
fini, il a la propriété (T)).

() Γ possède la propriété (T) si et seulement si pour tout ensemble de représentations unitaires R
de Γ , la représentation triviale 1Γ de Γ e isolée (i.e. le singleton {1Γ } e ouvert) dans l’espace
R∪ {1Γ } muni de la topologie de Fell.

.. La propriété (T) relative. La notion de propriété (T) relative à un sous-groupe a été déve-
loppée par G. Margulis dans [Mar]. Il s’agit d’une généralisation de la propriété (T) pour un
couple formé d’un groupe discret et de l’un de ses sous-groupes.

Définition . (Margulis, ). On dit que le couple (Γ ,Λ) a la propriété (T) relative si toute re-
présentation unitaire (π,H) de Γ qui admet presque des ve�eurs invariants admet un ve�eur
π(Λ)-invariant.

De même que dans le cas de la propriété (T), la définition précédente e équivalente à un
énoncé quantitatif plus précis.

Proposition .. Les propositions suivantes sont équivalentes :

() Il exie F ⊂ Γ finie et δ > 0 tels que toute représentation unitaire (π,H) de Γ admettant un
ve�eur unitaire (π(F),δ)-invariant admet un ve�eur π(Λ)-invariant.

() Le couple (Γ ,Λ) a la propriété (T) relative

Démonration. Les preuves des propositions . et . s’adaptent sans difficultés avec les légères
modifications nécessaires. �

Remarque .. On notera que le groupe Γ a la propriété (T) si et seulement si le couple (Γ ,Γ ) a la
propriété (T) relative.

Nous donnons une autre cara�érisation de la propriété (T) relative en termes de fon�ions de
type positif, qui ne sera pas utilisée dans la suite. Rappelons qu’une application

ϕ : Γ −→ C

e dite de type positif si pour tous g1, . . . , gn ∈ Γ et pour tous α1, . . . ,αn ∈C,
n∑

i,j=1

ᾱiαjϕ(g−1
i gj) > 0.

Si de plus ϕ(1) = 1, on dit que ϕ e normalisée. Pour une démonration du résultat suivant, voir
par exemple [Jol].

Proposition .. Le couple (Γ ,Λ) a la propriété (T) relative si et seulement si toute suite (ϕn) de
fon�ions de type positif normalisée sur Γ qui converge pon�uellement vers 1 converge uniformément
vers 1 sur Λ.

Exemple .. Nous donnons deux exemples classiques :
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• Le couple (Z2
o SL2(Z),Z2) a la propriété (T) relative (voir [Bur]).

• Si Γ a la propriété (T) et si H e un groupe discret, alors (H × Γ ,Γ ) a la propriété (T) relative.

Nous aurons besoin dans la se�ion suivante de la reformulation de la propriété (T) relative
donnée par P. Jolissaint dans [Jol].

Théorème . (Jolissant, ). Le couple (Γ ,Λ) a la propriété (T) relative si et seulement si toute
représentation unitaire (π,H) de Γ admettant presque des ve�eurs invariants admet un sous-espace
ve�oriel π(Λ)-able de dimension finie non-trivial.

. Algèbres de von Neumann finies

.. Rappels et notations. Une algèbre de von Neumann M e dite finie si toute isométrie de M
e unitaire, c’e-à-dire si pour tout v ∈M,

v∗v = 1 =⇒ vv∗ = 1.

L’ensemble des éléments unitaires d’une algèbre de von NeumannM sera noté U (M). Une algèbre
de von Neumann e finie si et seulement si elle admet un état tracial fidèle normal (voir [Dix,
Thm III...]), c’e à dire une forme linéaire positive (donc continue) unifère τ : M → C telle
que

• Pour tout x ∈M, τ(x∗x) = 0⇐⇒ x = 0 (i.e. τ e fidèle).
• τ e faiblement continue sur les parties bornées de M (i.e. τ e normale).
• Pour tous x,y ∈M, τ(xy) = τ(yx) (i.e. τ e une trace).

Dans ce document, « trace » signifiera toujours « état tracial fidèle normal ». On note L2(M,τ)
le séparé complété de M pour la semi-norme ‖.‖2 associée au produit scalaire défini pour tous
x,y ∈M par

〈x,y〉L2(M,τ) := τ(y∗x).

L’image d’un élément x ∈M dans L2(M,τ) sera notée x̂. De plus, on dispose d’une représentation
π de M sur L2(M,τ) donnée par

π(a).x̂ = âx.

Soient M et N deux algèbres de von Neumann, une application

φ :M −→N

e dite complètement positive (en abgrégé c.p.) si pour tout entier n, l’extension naturelle

φ(n) :Mn(M) −→Mn(N )

e positive. Une application sera dite u.c.p. si elle e unifère et complètement positive. Une
application φ sur une algèbre de von Neumann munie d’une trace τ e dite τ-invariante si τ ◦φ =
τ .

SiM e un algèbre de von Neumann munie d’une trace τ fixée et siH e un (M,M)-bimodule,
un ve�eur ξ ∈ H sera dit tracial si pour tout x ∈M,

〈x.ξ,ξ〉 = τ(x) = 〈ξ.x,ξ〉.
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Si B e une sous-algèbre de von Neumann deM et siH e un (M,M)-bimodule, un ve�eur η ∈ H
sera dit B-central si pour tout y ∈ B,

y.η = η.y.
Soit M une algèbre de von Neumann munie d’une trace τ fixée. On peut associer à toute ap-

plication u.c.p. τ-invariante φ : M → M un (M,M)-bimodule hilbertien H et un ve�eur tracial
ξ ∈ H tels que pour tout triplet (a,x,y) d’éléments de M,

() 〈aξx,y〉H = 〈φ(a)x̂, ŷ〉L2(M,τ).

Réciproquement, si H e un (M,M)-bimodule et ξ ∈ H e un ve�eur tracial, il exie une appli-
cation u.c.p. τ-invariante φ :M→M vérifiant l’équation ().

Le lemme suivant nous sera utile.

Lemme .. Soit (M,τ) une algèbre de von Neumann finie munie d’une trace fixée. Alors toute appli-
cation u.c.p. φ :M→M vérifie

φ(x∗x) > φ(x)∗φ(x).
Pour tout x ∈M. Si de plus φ e τ-invariante, alors pour tout x ∈M,

‖φ(x)‖2 6 ‖x‖2.

Démonration. Le théorème de Stinespring (voir [BO, Thm ..]) assure l’exience d’une re-
présentation π de M et d’une isométrie V dans B(H) tels que

φ(x) = V ∗π(x)V .

On a alors

φ(x∗x) = V ∗π(x∗x)V
= V ∗π(x)∗VV ∗π(x)V +V ∗π(x)∗(1−VV ∗)π(x)V
> φ(x)∗φ(x).

La deuxième partie de la proposition e maintenant évidente en utilisant la définition de la
norme ‖.‖2, la positivité de τ et la τ-invariance de φ. �

.. Rigidité et propriété (T). La propriété (T) pour les algèbres de von Neumann a été intro-
duite par A. Connes et V. Jones dans l’article [CJ]. La propriété relative a quant à elle été intro-
duite par S. Popa dans [Pop].

Définition . (Popa, ). Soit (M,τ) un algèbre de von Neumann finie avec une trace fixée et soit
B une sous-algèbre de von Neumann de M. On dit que le couple (M,B) a la propriété (T) relative
si pour tout ε > 0, il exie δ > 0 et une partie finie F de M tels que : pour tout (M,M)-bimodule
H et pour tout ve�eur unitaire tracial ξ de H tel que pour tout x ∈ F,

‖xξ − ξx‖ 6 δ,
il exie un ve�eur B-central η dans H tel que

‖ξ − η‖ 6 ε.
On dit que M a la propriété (T) si le couple (M,M) a la propriété (T) relative.
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Remarque .. Il e possible de définir sur tout ensemble R de (M,M)-bimodules une topologie
similaire à la topologie de Fell. Soit T le (M,M)-bimodule trivial. Alors M a la propriété (T) si
et seulement si pour tout ensemble R de (M,M)-bimodules, T e isolé dans R∪ {T }. C’e cette
définition de la propriété (T) que A. Connes a utilisé dans [Con].

Cette définition e analogue à celle de la propriété (T) relative pour les groupes discrets,
comme nous le verrons dans le théorème .. Toutefois, ce n’e pas la définition originelle de
S. Popa. Cette dernière s’appuie sur la notion de rigidité d’une inclusion d’algèbres de von Neu-
mann et nous sera utile pour la preuve du théorème .. Si M e une algèbre de von Neumann,
on note B1(M) sa boule unité.

Définition . (Popa, ). Soit (M,τ) un algèbre de von Neumann finie avec une trace fixée et soit
B une sous-algèbre de von Neumann de M. On dit que l’inclusion B ⊂ M e rigide si pour tout
ε > 0 il exie δ > 0 et une partie finie F ⊂M telle que pour toute application u.c.p. τ-invariante φ
de M dans M on ait :

sup
x∈F
‖φ(x)− x‖2 6 δ =⇒ sup

x∈B1(B)
‖φ(x)− x‖2 6 ε.

Le di�ionnaire exiant entre applications complètement positives et bimodules permet de
relier la rigidité et la propriété (T). Avant de donner un énoncé précis, rappelons un résultat
classique de géométrie des espaces de Hilbert.

Proposition .. Soit H un espace de Hilbert et D une partie bornée de H. Il exie une unique boule
fermée de rayon minimal contenant D, dont la frontière e appelée sphère circonscrite à D. De plus,
le centre de cette sphère appartient à la fermeture convexe de D.

Démonration. Soit C la fermeture convexe de D. Il s’agit d’un convexe complet borné dans l’es-
pace de Hilbert H. Considérons l’application

f :

 H → R
+
∗

x 7→ sup
y∈C
‖x − y‖

Cette application e bien définie car C e borné. Si x ∈ H, il exie un unique x′ ∈ C tel que

‖x − y‖ > ‖x′ − y‖
pour tout y ∈ C (voir par exemple [CCM, Thm X..]). Ainsi,

inf
x<C
f (x) > inf

x∈C
f (x)

et f possède une borne inférieure qui e égale à sa borne inférieure sur C. Or f e faible-
ment semi-continue inférieurement (comme borne supérieure d’une famille de fon�ions semi-
continues inférieurement), donc sa reri�ion au convexe faiblement fermé C atteint sa borne
inférieures. Ainsi f possède un minimum R qu’elle atteint en un point x0 de C. Soit x un point de
C tel que f (x) = R et y := (x0 + x)/2. Si z ∈ C, l’égalité du parallélogramme appliquée aux ve�eurs
y − z et (x − x0)/2 donne

‖y − z‖2 =
1
2

(‖x − z‖2 + ‖x0 − z‖2)−
∥∥∥∥x − x0

2

∥∥∥∥2
6 R2 −

∥∥∥∥x − x0

2

∥∥∥∥2
.
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Ainsi, en posant

r :=

√
R2 −

∥∥∥∥x − x0

2

∥∥∥∥2
,

on voit que C e inclus dans la boule de centre y et de rayon r, ce qui par minimalité donne
r = R et x = x0. Il suffit maintenant de remarquer que toute boule fermée contenant D contient
également C pour conclure. �

Théorème . (Popa, ). Soit (M,τ) un algèbre de von Neumann finie avec une trace fixée et soit B
une sous-algèbre de von Neumann de M. Les propositions suivantes sont équivalentes :

() L’inclusion B ⊂M e rigide.

() Le couple (M,B) a la propriété (T) relative.

Démonration. Procédons par double implication.

1⇒ 2
Soit ε > 0 et soient F une partie finie de M et δ > 0 donnés par la rigidité de l’in-

clusion pour le paramètre ε2/2. Soit H un (M, M)-bimodule et ξ ∈ H un ve�eur unitaire
tracial tel que pour tout x ∈ F,

‖xξ − ξx‖ 6 δ.
Soit φ :M→M l’application τ-invariante u.c.p. associée au couple (H,ξ). Comme

‖φ(x)− x‖22 = ‖φ(x)‖22 + ‖x‖22 − 2<(〈φ(x),x〉)
= ‖φ(x)‖22 + ‖x‖22 − 2<(〈xξ,ξx〉)
6 2‖x‖22 − 2<(〈xξ,ξx〉)
= ‖xξ − ξx‖2

6 δ2

pour tout x ∈ F (en utilisant le lemme . pour passer la deuxième à la troisième ligne), on
a ‖φ(x)− x‖2 6 ε2/2 pour tout x ∈B1(M). Par conséquent, si u ∈ U (B),

‖ξ −uξu∗‖2 = ‖ξ‖2 + ‖uξu∗‖2 − 2<(〈ξ,uξu∗〉)
= 2− 2<(〈uξ,ξu〉)
= 2− 2<(τ(φ(u)u∗))
= 2<(τ(1−φ(u)u∗))
6 2‖1−φ(u)u∗‖2
6 ε2.

Considérons maintenant l’ensemble

D := {uξu∗,u ∈ U (B)}
et notons η le centre de la sphère circonscrite à D dans H (voir proposition .). Notons
que η appartient à la fermeture convexe de C. Soit u ∈ U (B). On observe que uCu∗ = C et
que le centre de la sphère circonscrite à uCu∗ e uηu∗. On a donc uηu∗ = η par unicité
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de la sphère circonscrite. Ainsi η e B-central. D’autre part, η étant dans la fermeture
convexe de D, on a

‖ξ − η‖ 6 ε,
ce qui conclut.

2⇒ 1
Soit ε > 0, F une partie finie deM et δ′ > 0 donnés par l’hypothèse pour le paramètre

ε/2. On pose

δ :=
δ′2

2max
x∈F
‖x‖2

.

Soit φ :M→M une application u.c.p. τ-invariante telle que pour tout x ∈ F,

‖φ(x)− x‖2 6 δ.

Soit (H,ξ) le couple formé d’un (M,M)-bimodule et d’un ve�eur unitaire tracial associé à
φ. Pour tout x ∈ F,

‖xξ − ξx‖2 = ‖xξ‖2 + ‖ξx‖2 − 2<(〈xξ,ξx〉)
= 2‖x‖22 − 2<(τ(φ(x)x∗))
= 2<(τ((x −φ(x))x∗))
6 2‖x −φ(x)‖2‖x‖2
6 δ′2.

Il exie donc un élément B-central η dans H tel que ‖ξ − η‖ 6 ε/4. On a alors, pour tout
x ∈B1(B),

‖x −φ(x)‖22 = ‖x‖22 + ‖φ(x)‖22 − 2<(τ(φ(x)x∗))

6 2‖xξ‖2 − 2<(〈xξ,ξx〉)
= 2<(〈xξ,xξ − ξx)
6 2‖xξ‖‖xξ − ξx‖
= 2‖xξ‖‖x(ξ − η)− (ξ − η)x‖
6 4‖x‖∞‖xξ‖‖ξ − η‖
6 4‖x‖2∞‖ξ‖‖ξ − η‖
6 ε,

ce qui conclut.

�

.. Lien avec les groupes discrets. Nous allons dans cette se�ion relier les notions de propriété
(T) relative pour les groupes discrets et pour les algèbres de von Neumann. Nous commençons
par rappeler quelques conru�ions.
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Soit Γ un groupe discret et H := `2(Γ ) l’espace de Hilbert des suites de carré sommable à coef-
ficients dans Γ . Le représentation régulière gauche de Γ e la représentation unitaire (λ,H) définie
par

λ(s)f : t 7→ f (s.t)
pour tous s, t ∈ Γ et f ∈ `2(Γ ). Le bicommutant de λ(Γ ) dans B(`2(Γ )), noté L(Γ ), e une algèbre de
von Neumann appelée algèbre de von Neumann du groupe Γ .

Les représentations unitaires de Γ sont reliées aux bimodules hilbertiens sur L(Γ ) de la façon
suivante. Soit (π,H) une représentation unitaire de Γ , on munit l’espace de Hilbert

K :=H⊗ `2(Γ )

des a�ions suivantes de λ(Γ ) : quels que soient s, t ∈ Γ et ξ ∈ H, on pose

us.(ξ ⊗ δt) = (π(s)ξ)⊗ δst
(ξ ⊗ δt).us = ξ ⊗ δts

Ces deux a�ions commutent et se prolongent à L(Γ ), munissant ainsiK d’une ru�ure de (L(Γ ),L(Γ ))-
bimodule.

Comme on peut s’y attendre, les notions de propriété (T) relative pour les groupes discrets et
pour les algèbres de von Neumann coïncident. Cela dit, la démonration n’e pas immédiate.

Théorème . (Popa, ). Les propositions suivantes sont équivalentes :

() Le couple (Γ ,Λ) a la propriété (T) relative.

() Le couple (L(Γ ),L(Λ)) a la propriété (T) relative.

Démonration. Posons B := L(Λ) et M := L(Γ ).

1⇒ 2
Fixons ε > 0. Il exie δ > 0 et F ⊂ Γ finie tels que toute représentation unitaire (π,H)

de Γ possédant un ve�eur unitaire (π(F),δ)-invariant ξ admette un ve�eur π(Λ)-invariant
η tel que ‖ξ − η‖ 6 ε. Soit H un (M,M)-bimodule muni d’un ve�eur unitaire tracial ξ tel
que

‖usξ − ξus‖ 6 δ
pour tout s ∈ F. On définit une représentation unitaire

π : Γ −→ U (H)

par
πs(η) = usηu

∗
s .

Alors, le ve�eur unitaire ξ e (π(F),δ)-invariant et il exie un ve�eur π(Λ)-invariant
η ∈ H tel que ‖ξ −η‖ 6 ε. Comme η e π(Λ)-invariant, il e B-central et le couple (M,B) a
la propriété (T) relative.

2⇒ 1
Fixons ε > 0.Il e évident qu’on peut se contenter de prouver le résultat pour ε < 1.

Il exie δ > 0 et F ⊂M finie tels que pour tout (M,M)-bimoduleH et tout ve�eur unitaire
tracial ξ ∈ H tel que pour tout x ∈ F, ‖xξ − ξx‖ 6 δ, il exie un ve�eur B-central η ∈ H
tel que ‖ξ − η‖ 6 ε. Soit (π,H) une représentation unitaire de Γ admettant des ve�eurs
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presque invariants et soit K le (M,M)-bimodule associé. Soit (ζi)i un suite généralisée de
ve�eurs unitaires de H telle que pour tout x ∈ Γ ,

‖π(x)ζi − ζi‖ −→ 0,

et soit (ξi)i la suite de ve�eurs de K définie par

ξi := ζi ⊗ δe.

Remarquons que les ve�eurs unitaires ξi sont traciaux puisque pour tout s ∈ Γ ,

〈us.ξi ,ξi〉 = 〈π(s)ζi ,ζi〉〈δs,δe〉
= δs,e
= τ(s)
= 〈δs,δe〉
= 〈ξi .us,ξi〉.

De plus, pour tout x ∈M,
‖x.ξi − ξi .x‖ −→ 0.

Soit i0 un indice tel que pour tout x ∈ F,

‖x.ξi0 − ξi0 .x‖ 6 δ,

et soit
ξ := ξi0 .

Alors, il exie une ve�eur B-central η ∈ K tel que ‖ξ − η‖ 6 ε. Soit f ∈ K une combinaison
linéaire finie de tenseurs purs

f =
∑
t∈Γ

f (t)⊗ δt.

La B-centralité de f s’écrit, pour tout s ∈Λ,∑
t∈Γ

f (t)⊗ δt = us−1 .

∑
t∈Γ

f (t)⊗ δt

 .us =
∑
t∈Γ

π(s−1)f (t)⊗ δs−1ts.

Autrement dit, on a pour tout t ∈ Γ ,

f (sts−1) = π(s)f (t).

Par densité, on voit que cette condition e vérifiée par tout élément B-central de K et
donc en particulier par η. Soit t ∈ Γ tel que η(t) , 0. Puisque η e de carré sommable,
{sts−1, s ∈ Λ} e fini. On en déduit que {η(sts−1), s ∈ Λ} engendre un sous-espace π(Λ)-
invariant deH non-trivial de dimension finie. Le théorème . permet alors de conclure.

�
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. Application aux facteurs de type II1

On appelle fa�eur de type II1 toute algèbre de von Neumann finie M de dimension infinie dont
le centre M ∩M ′ e trivial (i.e. réduit à C.). Si Γ e un groupe discret, alors L(Γ ) e un fa�eur
de type II1 si et seulement si Γ e à classes de conjugaisons infinies (ICC en abrégé).

.. Automorphismes extérieurs. Soient M un fa�eur de type de II1 et u ∈M un élément uni-
taire, on définit l’automorphisme Adu de M par

Adu : x 7→ uxu∗.

L’ensemble des automorphismes de la forme Adu pour u ∈ M unitaire forme un sous-groupe
diingué du groupe Aut(M) des automorphismes de M. Ce sous-groupe, noté Inn(M), e appelé
groupe des automorphismes intérieurs de M. On définit le groupe des automorphismes extérieurs de
M, noté Out(M), par

Out(M) := Aut(M)/ Inn(M).

Proposition .. SoitM un fa�eur de type II1 tel que L2(M) soit séparable en norme ‖.‖2, alors Aut(M)
e un groupe polonais (i.e. homéomorphe à un espace métrique séparable complet).

Démonration. Soit G le sous-groupe de U (L2(M)) formé des éléments u vérifiant

uMu∗ =M,

nous allons montrer que G ' Aut(M). Soit θ un automorphisme de M, on définit un opérateur uθ
sur L2(M) par

uθ(x̂) = θ̂(x).

Comme tout automorphisme d’un fa�eur de type II1 préserve la trace (elle e unique, voir
[Dix, Thm III...]), θ e unitaire. De plus, pour tous x,y ∈M,

uθπ(x)u∗θŷ = uθπ(x)uθ−1 ŷ

= uθπ(x) ̂θ−1(y)

= uθ ̂xθ−1(y)

= ̂θ(x)y
= π(θ(x))ŷ

et uθ ∈ G. L’application qui à θ associe uθ e continue si Aut(M) e muni de la topologie de la
convergence pon�uelle en norme ‖.‖2 et G de la topologie opérateur forte. Il e également clair
que G e un sous-groupe fermé de U (L2(M)). Il suffit donc de montrer que ce dernier groupe
e polonais (pour la topologie opérateur forte) pour conclure. Soit donc H un espace de Hilbert
séparable et (en)n∈N une base hilbertienne H. Le groupe topologique U (H) e métrisable par la
diance

d(u,v) =
∑
n∈N

1
2n
‖u(en)− v(en)‖.
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Soient Fk le sous-espace ve�oriel fermé de H engendré par (en)16n6k et Pk le proje�eur sur ce
sous-espace. Pour k ∈ N, notons Uk l’ensemble des opérateurs unitaires de H fixant tous les en
pour n > k. Soit u ∈ U (H), ξ ∈ Fk de norme 1 et ε > 0. Il exie un entier m tel que

‖Pmu(ξ)−u(ξ)‖ < ε
2
.

Soit p := max(m,k) et ζ ∈ Fp un ve�eur de norme 1 tel que

‖ζ − Ppu(ξ)‖ < ε
2
.

Il exie un opérateur unitaire v sur Fp tel que v(ξ) = ζ. On prolonge v par l’identité pour obtenir
un opérateur ṽ ∈ Up tel que

‖u(ξ)− ṽ(ξ)‖ < ε.
Ainsi,

⋃
k∈N
Uk e dense dans U (H). Comme Uk e séparable pour tout k, U (H) e séparable, ce

qui conclut la preuve. �

La taille du groupe Out(M) peut être très variable. La première application de la propriété
(T) aux algèbres de von Neumann e le théorème . de A. Connes ([Con]). Il e à mettre en
regard avec le fait que tout groupe topologique localement compa� dont tout point admet un
syème fondamental dénombrable de voisinages peut se plonger dans Out(R), où R désigne le
fa�eur hyperfini de type II1.

Théorème . (Connes, ). Soit M un fa�eur de type II1 ayant la propriété (T), alors le groupe
Out(M) e dénombrable.

Démonration. Fixons ε = 1/2. La propriété (T) implique l’exience d’une partie finie F de M
et d’un réel ri�ement positif δ tels que si φ e un automorphisme de M (donc entre autre
une application u.c.p.) vérifiant ‖φ(x) − x‖2 6 δ pour tout x ∈ F, alors ‖φ(y) − y‖2 6 ε‖y‖2 pour
tout y ∈ M. Soit φ ∈ Aut(M) un tel automorphisme, nous allons montrer que φ e intérieur.
Remarquons que pour tout unitaire u ∈M,

‖φ(u)u∗ − 1‖2 6
1
2
.

Soit C l’enveloppe convexe fermée de {φ(u)u∗,u ∈ U (M)} dans M. C e faiblement compa� (car
incluse dans la boule unité). Nous allons maintenant nous intéresser à un élément de norme
minimale dans C. Son exience e assurée par le lemme suivant.

Lemme .. L’application x 7→ ‖x‖2 e faiblement semi-continue inférieurement.

Démonration. Soit (xn) une suite convergeant faiblement vers un élément x, alors

‖x‖22 = 〈x,x〉
= lim〈xn,x〉
= lim |〈xn,x〉|
6 liminf‖xn‖2‖x‖2
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et ‖x‖2 6 liminf‖xn‖2. �

L’application semi-continue inférieurement ‖.‖2 admet donc un minimum m dans le convexe
compa� faible C. Soient x et y deux éléments de C de norme m et soit z := (x + y)/2 ∈ C. L’égalité
du parallélogramme donne

‖x − y‖22 = 2(‖x‖22 + ‖y‖22)− ‖x+ y‖22 = 2(‖x‖22 + ‖y‖22)− 4‖z‖22 6 0.

Il y a donc un unique élément minimisant la norme ‖.‖2 sur C. Notonsw cet élément. L’application
x 7→ ‖1− x‖2 étant semi-continue inférieurement,

‖w − 1‖ 6 1
2

et w e non nul. De plus, pour tout u ∈ U (M), φ(u)wu∗ e dans C et e de même norme que w.
Par unicité, on a donc, pour tout u ∈ U (M),

φ(u)wu∗ = w

et

w∗wu = uw∗φ(u)∗wu
= uw∗φ(u∗)φ(u)wu∗u
= uw∗w.

Ainsi, w∗w e central et, M étant un fa�eur, il exie un λ > 0 tel que w∗w = λ.1. En posant

v :=
w
√
λ

on a alors φ = Adv .
Nous allons maintenant montrer que Inn(M) e ouvert pour la topologie de la convergence

simple en norme ‖.‖2. Soit u un unitaire de M et φ ∈ Aut(M) tel que pour tout x ∈ F,

‖φ(x)−Adu(x)‖2 6 δ.
Alors Adu∗ ◦φ e intérieur d’après la première partie de la preuve, donc φ e intérieur. Ainsi
Inn(M) et ouvert dans Aut(M).

Le groupe quotient Out(M) e donc discret. Si M e un fa�eur de type II1 possédant la pro-
priété (T), alors L2(M,τ) e séparable en norme ‖.‖2. Ainsi, par la proposition ., Out(M) e
également séparable (car polonais), donc dénombrable. �

.. Dénombrabilité du groupe fondamental. Si M et un fa�eur de type II1 muni d’un état
tracial fidèle normal τ , on définit son groupe fondamental

F (M) := {τ(p)/τ(q)|p,q ∈ P (M),pMp ' qMq}.
Nous allons cependant utiliser une autre description de ce groupe. Posons

M∞ :=M⊗̄B(`2(N)).

Il s’agit d’un fa�eur de type II∞ qui possède une trace semi-finie Tr donnée par

Tr := τ ⊗TrB(`2(N)) .
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La trace d’un fa�eur de type II∞ étant unique à un scalaire près (voir par exemple [Dix, Thm
III...]), il exie pour tout automorphisme φ de M∞ un unique λ > 0, appelé module de φ, tel
que

Tr◦φ = λTr .

L’application mod : Aut(M∞)→R
∗
+ ainsi définie e de façon évidente un morphisme de groupes.

Proposition .. Soit M un fa�eur de type II1, alors

F (M) = mod(Aut(M∞)).

Démonration. Remarquons tout d’abord que F (M) e l’ensemble des réels ri�ement positifs
λ pour lesquels il exie une proje�ion p dans M∞ de trace λ telle que

p(M∞)p 'M.

Procédons maintenant par double inclusion

() Soit λ ∈ F (M) et p un proje�eur de M∞ de trace λ tel qu’il exie un isomorphisme

ρ :M −→ p(M∞)p.

Comme Tr(p ⊗ 1) =∞ et que M∞ e un fa�eur de type II∞, p ⊗ 1 e équivalent à 1 et il
exie une isométrie partielle u ∈M∞ telle que

uu∗ = p⊗ 1 et u∗u = 1.

Posons alors

θ :
{
M∞ → M∞⊗̄B(`2(N))
x 7→ u(ρ⊗ 1)u∗ .

L’application linéaire θ e multiplicative car u∗u = 1. Comme elle commute aux involu-
tions, c’e un ∗-homomorphisme. Il s’agit même d’un isomorphisme, d’inverse

θ−1 : x 7→ (ρ⊗ Id)−1(u∗xu).

Soit ϕ une bije�ion de N⊗N dans N et ϕ̃ l’isomorphisme d’espaces de Hilbert associé,
défini sur les bases canoniques (ei,j) et (ek) par :

ϕ̃(ei,j) = eϕ(i,j).

Soit maintenant

Φ :
{
B(`2(N))⊗̄B(`2(N)) → B(`2(N))

T 7→ ϕ̃ ◦ T ◦ ϕ̃−1
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l’isomorphisme induit. On observe que Φ préserve la trace :

Tr(Φ(T )) =
∑
k

〈Φ(T )ek , ek〉

=
∑
i,j

〈Φ(T )eϕ(i,j), eϕ(i,j)〉

=
∑
i,j

〈ϕ̃(T ei,j), ϕ̃(ei,j)〉

=
∑
i,j

〈T ei,j , ei,j〉

= Tr(T ).

Notons Θ la composition de θ et de Φ . Il s’agit d’un automorphisme de M∞. Pour calculer
son module, il suffit de prendre h ∈ B(`2(N)) non nul et de calculer

Tr◦Θ(1⊗ h) = Tr(u(ρ(1)⊗ h)u∗))
= Tr(u∗u(p⊗ h))
= Tr(p⊗ h)
= λTr(h)
= λTr(1⊗ h).

Ainsi λ ∈mod(Aut(M∞)).

() Soit λ ∈ mod(Aut(M∞)) et θ ∈ Aut(M∞) de module λ. Soit q ∈ B(`2(N)) une proje�ion
minimale et

p := θ(1⊗ q).

On a Tr(p) = λTr(1⊗ q) = λ et

q(M∞)q = θ((1⊗ p)(M∞)(1⊗ p))

= θ(M⊗̄(pB(`2(N))p))
' θ(M⊗̄C)
' M.

Ainsi, λ ∈ F (M).

�

L’ingrédient essentiel de la démonration e le lemme suivant.

Lemme .. SoitM un fa�eur de type II1 etφ ∈ Aut(M∞) de module 1. Alors il exie u ∈M∞ unitaire
et ρ ∈ Aut(M) tels que

φ = Adu ◦(ρ⊗ IdB(`2(N))).
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Démonration. Soit (ei,j) le syème d’unités matricielles canonique de B(`2(N)). On pose, pour
tout couple (i, j) d’indices,

fi,j := φ(1⊗ ei,j).
Par hypothèse sur le module de φ, on a

Tr(f0,0) = Tr◦φ(1⊗ e0,0) = Tr(1⊗ e0,0).

Or, dans un fa�eur de type II∞, deux proje�ions sont équivalentes si et seulement si elles ont
même trace. Il exie donc une isométrie partielle v ∈ M∞ telle que vv∗ = f0,0 et v∗v = 1 ⊗ e0,0.
Posons

u :=
∑
j

fj,0v(1⊗ e0,j)

et calculons

u∗u =
∑
j,k

(1⊗ e0,j)
∗v∗f ∗j,0fk,0v(1⊗ e0,k)

=
∑
j

(1⊗ ej,0)v∗f0,0v(1⊗ e0,j)

=
∑
j

(1⊗ ej,0)v∗vv∗v(1⊗ e0,j)

= 1⊗

∑
j

ej,0e
2
0,0e0,j


= 1⊗

∑
j

ej,j


= 1⊗ IdB(`2(N) .

On vérifie de même que uu∗ = 1⊗ IdB(`2(N). Ainsi u e unitaire et

u(1⊗ ei,j)u∗ =
∑
k,l

fk,0v(1⊗ e0,kei,jel,0)v∗f0,l

= fi,0v(1⊗ e0,0)v∗f0,j

= fi,0f
2

0,0f0,j
= fi,j .

Donc, Adu∗ ◦φ(1⊗ x) = 1⊗ x pour tout x ∈ B(`2(N)). Posons, pour tout a ∈M,

R(a) := Adu∗ ◦φ(a⊗ 1).

Il s’agit d’un ∗-homomorphisme vérifiant, pour tout x ∈ B(`2(N)),

() R(a)(1⊗ x) = Adu∗ ◦φ(a⊗ x) = (1⊗ x)R(a).
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Soit (bi)i∈I une base algébrique deM et a ∈M. On décompose R(a) (de façon unique) sous la forme

R(a) =
∑
i∈I
bi ⊗ xi

avec xi ∈ B(`2(N)) pour tout i ∈ I . L’équation () implique que pour tout x ∈ B(`2(N)),∑
i∈I
bi ⊗ [xi ,x] = 0.

Par liberté de la famille (bi), [xi ,x] = 0 quels que soient i ∈ I et x ∈ B(`2(N)). Comme B(`2(N)) e
un fa�eur, on en déduit que xi e un homothétie pour tout i ∈ I et que

R(a) = ρ(a)⊗ IdB(`2(N))

pour un certain ρ ∈ Aut(M), ce qui conclut la preuve. �

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat annoncé.

Théorème . (Connes, ). Soit M un fa�eur de type II1 possédant la propriété (T), alors F (M) e
dénombrable.

Démonration. Rappelons que si M possède la propriété (T), M⊗̄M la possède également (voir la
proposition .). Nous allons donc simplement conruire une inje�ion de F (M) dans Out(M⊗̄M)
et conclure grâce au théorème .. Pour tout λ ∈ F (M) choisissons un automorphisme φλ de M∞

de module λ. Comme φλ⊗φλ−1 e un automorphisme de (M⊗̄M)∞ de module 1, on peut d’après
le lemme . lui associer un élément βλ ∈ Out(M∞⊗̄M∞), à savoir la classe de l’automorphisme
ρ ⊗ IdB(`2(N)) associé. Il suffit maintenant de montrer que l’on peut se contenter de prendre la
classe αλ de ρ dans Out(M⊗̄M) et obtenir une application bien définie. Pour cela, supposons que

ρ⊗ IdB(`2(N)) = Adu

pour un certain u ∈ M⊗̄B(`2(N)). En appliquant l’égalité précédente à un élément de la forme
x⊗ 1 (pour x ∈M), on obtient

(ρ(x)⊗ 1)u = u(x⊗ 1).
Soit ω ∈ B(H)∗ telle que (ı⊗ω)(u) , 0, on a alors

ρ(x)(ı⊗ω)(u) = (ı⊗ω)(u)x.

Posons y := (ı⊗ω)(u) ∈M, ce qui précède ainsi qu’un raisonnement analogue donnent

ρ(x)y = yx

y∗ρ(x) = xy∗

pour tout x ∈ M. Ainsi, y∗y e central et comme M e un fa�eur, il exie un γ > 0 tel que
y∗y = γ.1. Alors, en posant v := y√

γ , on a

ρ = Adv .

Ainsi, l’application
Ψ : λ 7→ αλ
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e bien définie. Si µ , λ, l’automorphisme φ−1
µ ◦φλ e extérieur (tout automorphisme intérieur

e de module 1), donc (φµ⊗φµ−1)−1◦(φλ⊗φλ−1) e extérieur. Ainsi, ρµ⊗IdB(`2(N)) et ρλ⊗IdB(`2(N))
ne sont pas conjugués par un automorphisme intérieur et l’application Ψ e inje�ive. �

Nous disposons donc désormais d’une vae classe d’exemples de fa�eur de type II1 dont le
groupe fondamental e dénombrable, à savoir les fa�eurs associés à tous les groupes discrets
ICC possédant la propriété (T). Cependant, calculer explicitement un tel groupe fondamental
ree un problème difficile (voir par exemple [Pop]).
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