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Films de savon et mathématiques

Mons, Mars 2012
Guy David, Université de Paris Sud 11 (Orsay)

Joseph Plateau (1801-1883), physicien belge, est plus connu pour
son intéret pour la persistance rétinienne, mais a laissé son nom a un
probleme célebre (le probleme de Plateau), qui a donné lieu a de nom-
breux résultats tres intéressants de mathématiques (Douglas, Federer-
Fleming, Reifenberg, De Giorgi).

Il s’agit par exemple de savoir si, étant donné une courbe tracée
dans l’espace, il existe une surface qui s’appuie sur cette courbe, et a
une aire (= surface) minimale.
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Ici on s’intéressera surtout a un probleme différent, aussi abordé
par Plateau, qui est la description locale des films et bulles de savon (a
quoi ils ressemblent quand on les regarde de pres).

Malgré la variété des formes aux grandes échelles, on ne voit en
fait que trois types de comportements aux petites échelles: des sur-
faces lisses, trois demi-plans qui se rejoignent en une droite en faisant
des angles de 120 degrés (on dira, une singularité de type Y), et un
comportement plus compliqué, ou six faces triangulaires, faisant des
angles égaux, se rencontrent en un point. Plus précisément, I’ensemble
ressemble au cone sur 'union des arétes d’un tétraedre régulier. On
appelera cela une singularité de type T

Questions de mathématiques: comment modéliser le comporte-
ment d’un film ou une bulle, quels sont les principes qui font que ce
sont effectivement les seuls comportements possibles, et démontrer que
c’est bien le cas dans les modeles qu’on a construits.
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Minimiser P’aire.

Le programme d’aujourd’hui est de donner quelques pistes sur les
mathématiques qui interviennent dans le sujet, d’essayer d’expliquer
pourquoi le probleme n’est pas si simple, et de confirmer que certains
résultats ne sont venus que récemment, et que des questions naturelles
sont encore sans réponse a ce jour.

Description vague d’un film de savon: de longues molécules avec
une tete hydrophile et une queue hydrophobe, qui s’alignent en deux
couches minces (la téte au milieu, avec un peu d’eau). Les molécules
s’attirent.

Le principe général de la description des films de savon, déja connu
de Plateau, est que 'on obtient les configurations qui minimisent une
énergie, dont le terme principal est justement la surface totale du film
ou de la bulle.

Penser a une bille pouvant rouler sur une surface, I’énergie (poten-
tielle de gravitation) est juste proportionnelle a la hauteur de la bille,
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qui en principe se stabilise 1a ou (localement) la hauteur est minimale.

Notre énergie peut comporter d’autres termes, venant de la gravité,
du vent, de la pression interne dans le cas des bulles (je dirai bulle
plutot que film quand de 'air est coincé a I'intérieur), et autres. Mais,
a cause d’homogénéités différentes, beaucoup de ces termes comptent
moins que la surface aux petites échelles.

Le fait que la surface totale intervienne peut se deviner en ad-
ditionnant les forces (et donc ensuite les potentiels) de cohésion des
molécules, et en passant a la limite; la chose la plus surprenante pour
moi est a quel point ce modele si simple est performant.

Ce qui est beaucoup plus délicat (mais dont on parlera peu ici),
est de dire comment on décrit le fait que le film s’attache au bord. Di-
verses notion donnent des modeles différents, souvent tres intéressants
mahématiquement, mais qui décrivent plus ou moins bien les films.

Ici on regardera surtout la “régularité” locale d’un film E, loin du
bord ou il est attaché.



Courbure moyenne.

Dans le cas lisse (quand le film FE est, dans certaines coordonnées,
le graphe d’une fonction qui a au moins 2 dérivées), un calcul de dérivée
permet de montrer que la courbure moyenne de F est nulle [Dessin].

Voici comment on fait. On va comparer E avec des ensembles F3,
définis pour t € |—tg,tg] C R. On se débrouillera pour que, si A(t)
désigne la surface totale de Fy, 'on puisse calculer la dérivée de A(t)
en t = 0. Noter que F; = F quand t = 0, et que donc A(t) est minimal
quand t = 0, puisque E minimise 'aire. Donc A’(0) = 0, et on aura
obtenu une information.

Pour construire F}, on déforme E en utilisant un champ de vecteurs:
on prend n’importe quelle fonction v : R? — R3, nulle loin du point
de E que l'on veut étudier, et disons avec deux dérivées, et on essaie
Fy = pi(E), ot pi(z) = o + tv(z) pour x € R3. 1l se trouve que les
calculs peuvent étre faits, que A(t) est bien dérivable pres de 0, et les
calculs donnent la condition sur la courbure moyenne de FE.
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Dans le cas d’'une bulle de savon, on ajouterait un terme de pression
a la surface, on ferait le méme calcul, et on trouverait que la courbure
moyenne est proportionnelle a la différence de pression entre les deux
cotés de E. Donc quand E est une sphere, par exemple, on connait la
pression a l'intérieur: elle est proportionnelle a I'inverse du rayon de la
sphere.



Mesure de Hausdorff

Mais les choses deviennent intéressantes quand on ne sait pas que
E est une surface lisse! On ne veut pas trop savoir a priori a quoi E
ressemble, puisque c’est ce qu’on veut démontrer a partir de la minimi-
sation de I’énergie!

Mais alors, commet calcule-t-on la surface de E7? Heureusement,
on peut utiliser la mesure de Hausdorff de dimension 2. Les mesures
de Hausdorff (de dimensions diverses) sont les mémes mesures qu’on
utilise pour mesurer la taille des ensembles fractals.

I1 se trouve donc que pour E C R® quelconque, on peut définir un
nombre H?(E) € [0, +0o0], qui est est le bon substitut de la surface de
E, au sens ol par exemple H?(E) est bien la surface de E quand E est
une surface lisse.



F. Almgren and J. Taylor

Reste & modéliser le fait que H?(E) est le plus petit possible, au
moins quand on regarde loin du bord d’attache.

A mon avis, la meilleure description locale a ce jour est celle
d’Almgren (dans les années 1970) qui dit que E est un ensemble fermé
(toute limite d’une suite de points de E est encore dans FE), tel que
si B est une boule qui ne rencontre pas le bord, et si F' est obtenu en
déformant E dans B (donc sans rien bouger hors de B, voir ci-dessous),
alors

H*(ENB) <H*(FNB).

On dit que F' est obtenu par déformation de F dans B si F' = f(F),
ol f:R?> — R est une fonction continue (en pratique, on demande
Lipschitzienne) telle que f(z) = x pour x hors de B, et f(z) € B pour
xr € B. On appelle alors F un ensemble minimal (au sens d’Almgren).

La question est: a quoi ressemble un ensemble minimal?
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Réponse (dans R3): prés de chaque point, & un cone minimal.
Et il y a exactement (a translation et rotation pres) trois types de
cones minimaux: les plans, les Y, et les T' (comme ci-dessus).

Théoréme de Jean Taylor (1976). Si E est un ensemble minimal
réduit, alors pour tout x € FE, il existe une betite boule B(x,r) dans
laquelle E est C'-équivalent & un cone minimal.

Ne faites pas attention au mot “réduit”; c’est pour éviter de tra-
vailler a un ensemble supplémentaire de mesure nulle pres.

Equivalent signifie qu’il existe un cone minimal Z centré en x,
une bijection ¢, continiment dérivable ainsi que son inverse, telle que
p(x) =z, et Dp(x) = Id, et pourlaquelle

ENB(x,r)=¢(Z)N B(z,r).

En particulier E' a un un cone tangent en x, ce cone est minimal,
et il dépend contintiment de .



Pictures from Brakke’s site






Il y a quelques résultats de régularité, bien plus faibles, pour les
ensembles minimaux de dimensions supérieures, et aussi (un peu plus
faibles) pour les ensembles minimaux de dimension 2 dans R™.

D’autres notions de minimalité donnent des résultats de régularité
différents. Les plus classiques (courants minimaux, surfaces minimales)
donnent (en dimensions assez petites) que E est lisse.

Ce sont des beaux théoremes, mais aussi une indication que le
modele d’Almgren est meilleur pour les films de savon.

On ne sait pas s’il existe de bons analogues du théoreme de J.
Taylor pour des ensembles de dimensions 3 ou plus.

Et la régularité jusqu’au bord, méme dans R3, est essentiellement
inconnue.

Enfin, dans les cadres comme celui d’Almgren, 1’existence de solu-
tions pour le probleme de Plateau est encore inconnue en général.
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Monotonie, limites d’explosion

On donne quelques notions qui sont intervenues dans I’étude (menant,
notamment, au théoreme ci-dessus).
Une propriété utile des ensembles minimaux: pour x € E, la fonc-

1
tion qui associe a r > 0 la densité — H*(E N B(x,r)) est croissante.
7’0

Cecl ne se voit pas trop sur les films de savon, mais c’est tres utile.

En particulier, ceci permet de montrer que les limites d’explosion
de E en un point x sont des cones minimaux. Une étape intermédiaire
importante dans I’étude locale.

La liste des cones minimaux dans R® est assez facile & obtenir
(Plateau, Lamarle, Heppes): on sait que leur intersection avec la sphere
est une union d’arcs de cercles qui se coupent avec des angles de 120
degrés, on trouve la liste, et on élimine les cones qui ne sont pas mini-
maux.
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La double bulle

Un autre théoreme récent (1995-2000): la maniere d’entourer deux
volumes v; et vy donnés d’air, a l'aide d’un ensemble dont 'aire (la
mesure H?) est la plus petite possible, est donnée par la double bulle
sphérique correspondante.
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