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Optimalité

Optimalité uniforme: minimiser Eθ[(θ̂ − θ)2] pour tout θ :
impossible!

Optimalité minimax: minimiser supθ∈Θ Eθ[(θ̂ − θ)2].

Cadre asymptotique: si
√
n(θ̂ − θ)

loi→ N (0, v(θ)), chercher v(θ)
minimal.

Modèle régulier

(X1, . . . ,Xn) ∼ Pθ0 ∈ (Pθ)θ∈Rd avec dPθ(x) = p(θ, x) dµ(x) tel
que

`x(θ) := log p(θ, x) est D2 en θ

hypothèses assurant ”∂θ
∫

=
∫
∂θ” (voir cours)
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Information de Fisher

Information de Fisher

Pour un modèle régulier:

Si θ ∈ R:

IX (θ) = Eθ
[
(`′X (θ))2

]
= −Eθ

[
`
′′
X (θ)

]
Si θ ∈ Rd :

IX (θ) = Eθ
[

(∇`X (θ))(∇`X (θ))T︸ ︷︷ ︸
[∂i `∂j `]i,j

]
= −Eθ

[
HX (θ)︸ ︷︷ ︸
[∂i,j `]i,j

]
∈ S+(Rd)

Cadre i.i.d.

Si dPθ(x1, . . . , xn) = f (θ, x1) . . . f (θ, xn) dµ(x1) . . . dµ(xn), on a
IX (θ) = nIX1(θ).
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Cadre i.i.d.

Z -estimateur

φ telle que Eθ[φ(θ,X )] = 0

θ̂ solution de
∑

i φ(θ̂,Xi ) = 0.

Loi asymptotique

Si θ̂ est un Z -estimateur régulier associé à φ on a

√
n(θ̂ − θ)

loi→ Zφ ∼ N (0, vφ(θ)) avec vφ(θ) =
Eθ[φ(θ,X1)2]

Eθ[∂θφ(θ,X1)]2
.

Optimalité

Si le modèle est régulier:

vφ(θ) ≥ IX1(θ)−1

√
n(θ̂MV − θ)

loi→ Z ∼ N
(
0, IX1(θ)−1

)
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Interprétation heuristique

La fonction Hθ0(α) = Eθ0 [`X1(α)] est maximale en α = θ0

donc

Hθ0(α) ≈ Hθ0(θ0) +
(θ0 − α)2

2
H

′′
θ0

(θ0) pour α ≈ θ0

≈ Hθ0(θ0)− (θ0 − α)2

2
IX1(θ0)

TCL: n−1`X (α) = Eθ0 [`X1(α)] + ξn(α)
avec Eθ0 [ξn(α)] = 0 et varθ0 [ξn(α)] = varθ0 [`X1(α)]/n

Conclusion: pour α dans un voisinage de θ0

n−1`X (α) ≈ Hθ0(θ0)− (θ0 − α)2

2
IX1(θ0) + O(n−1/2)
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Illustration (loi Gaussienne)
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Log-
vraisemblance (plein) versus sa moyenne Hθ0(θ) (pointillé) pour

σ = 1 et σ = 2.
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Estimation bayésienne
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Choisir au mieux un estimateur

Observation: X = (X1, . . . ,Xn) ∈ Rn de loi Pθ0 ∈ {Pθ : θ ∈ R}

Un estimateur: à tout θ̂ : Rn → R mesurable on associe
l’estimateur θ̂(X ) de θ

Qualité

Rθ0(θ̂) = Eθ0

[
(θ0 − θ̂(X ))2

]

Meilleur estimateur?
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Risques minimax et bayésien

Cadre fréquentiste

On ne connait rien sur θ0:

Risque minimax : R∗(θ̂) = sup
θ∈R

Rθ(θ̂)

Cadre bayésien

θ0 issu d’un tirage selon une loi π connue (avec
∫
θ2 dπ(θ) < +∞)

Risque bayésien : Rπ(θ̂) =

∫
Rθ(θ̂) dπ(θ).

π = loi a priori
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Exemple illustratif

Indexation sémantique automatique de pages web

1 une page est tirée au hasard

2 une analyse du texte est réalisée

3 la page est classifiée automatiquement dans diverses
catégories (cuisine, sport, news, littérature, etc)

Avec quelle information classifier?

l’analyse sémantique

les proportions (connues) de chaque catégories

A piori: Si π(θ) est la proportion de page de catégorie θ, avant
même d’analyser la page on a l’a priori que la page a
π(news)/π(littérature) plus de chance d’être des news que de la
littérature.
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Formalisation

Echantillonnage

1 θ est tiré selon π

2 X = (X1, . . . ,Xn) est tiré selon la loi Pθ
Le couple (θ,X ) est donc tiré selon la loi dp(θ, x) = dπ(θ) dPθ(x)

Risque bayésien

Rπ(θ̂) =

∫
R
Eθ
[
(θ̂ − θ)2

]
dπ(θ)

= Ep

[
(θ̃ − θ̂(X̃ ))2

]
où (θ̃, X̃ ) est distribué selon la loi p.
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Estimateur bayésien

Hypothèses

Supposons que

dπ(θ) = π(θ) dθ avec θ ∈ R
dPθ(x) = F (θ, x) dx avec x ∈ Rn

d’où
dp(θ, x) = F (θ, x)π(θ) dθ dx .

Questions

1 Expliciter Rπ(θ̂) en fonction de F et π.

2 Quel est le meilleur estimateur θ̂π au sens du risque bayésien?
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Bayesian or not Bayesian?

Estimateur bayésien: θ̂π =

∫
θ
θ dπ(θ|X ).

Pour and contre

Pour Contre

Incorporation de
connaissances a priori

Formule explicite pour
l’estimateur optimal

π?

difficulté de calcul en
grande dimension:
méthodes MCMC
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