MAP553 Apprentissage Statistique

PC4 : régression non-paramétrique

1 Espace des splines

Soit 0 < X1 <---< X, <letn>¥¢ n,feN. Notons Sﬁ I’espace des splines de degré
2¢ — 1 avec les nceuds X1,..., X,.

1. A partir des contraintes régissant la définition de Sf,, intuiter la dimension de S¢,.

2. Montrer a partir des conditions (7) et (4i) qu'un spline s s’écrit sous la forme

20—1 n

s(z) = Z cjxj + Zd,(x — Xi)?f_l.
§=0 i=1
3. Déduire de la condition (iii) que
Co=...=cy1=0 et » di(1-X;) =0, j=0,...0-1

=1

4. Prouver le résultat intuité a la premiere question.

2 Estimateur spline

Soit 0 < X1 <~ < X, <letn >¥ nt e N. Lestimateur spline est défini comme
solution du probleme de minimisation :

n

1
fiP = argmin Z(Yi - f(Xz))2 + )\/0 (f(l))Ql :

Jo(F0)2<o0 Li=1

On admettra que ce probléme de minimisation admet une unique solution f;;’ et que cette
solution appartient & I'espace des splines S%. Considérons une base {¢;, j = 1,...,n} de
Sf. Notons Y = (Yi,...,Y)T, o(z) = (p1(x),...,0n(2))T et introduisons la matrice ®
d’éléments ®; ; = ;(X;), pour i,j =1,...,n.

1. Montrer que f,,’(z) = ©(z)T0P on 6P est solution de

0P = argmin ||Y — ®0|> + \0T He,
fcRn

avec H = fol [o(2)D][p(z)P)Tdz et ||.|| la norme euclidienne.
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2. En déduire que

n
FP(@) = p(@)" (@@ + AH) 1Y = Y WiF (@)Y
i=1
ot les WP () sont des poids que I'on précisera.
3. Supposons que Y; = Q(X;), pour i = 1,...,n, avec @) un polynome de degré < ¢ — 1.
Montrer que fi'(z) = Q(x) pour tout x € [0, 1].
4. En déduire que les poids W3F () de I'estimateur spline vérifient :

n n

S wWpF@)y=1 et > (x- X)Wl (z)=0, j=1,....0-1.
i=1 i=1

3 Lien entre I’estimateur spline et les estimateurs a noyaux

On considere le modele de régression non-paramétrique
Y; :f(Xz)‘i‘fzu 1=1,...,n,

ou f est une fonction de [0, 1] dans R. Les variables aléatoires &; sont supposées indépendantes,
avec
E(&) =0, E(&) =0 <,

X
et X;=1i/n,pouri=1,...,n.
L’estimateur spline de lissage (cubique) est défini comme solution du probléme de mini-
misation :

RS !

37 = arg min [n Do = FX)P + / (f”)2] (1)
1=

ou kK > 0 est un parametre de lissage et W est 'ensemble de toutes les fonctions f :

[0,1] — R telles que f’' est absolument continue, vérifiant la condition de périodicité :
f(0) = f(1), f/(0) = f'(1). Dans ce cas (1) définit Pestimateur spline périodique.

1. Montrer que le probleme de minimisation (1) est équivalent au probleme de minimisa-
tion :

[e.e]

min ( — 20,b; + b2 (kra? + D)1+ O(nfl)]), (2)
J ]:1

ot les b; sont les coefficients de Fourier de f, le terme O(n™!) est uniforme en {b;},
1 n
0; = - ZYE%‘(Xz‘),
=1
{e; };“;1 est la base trigonométrique, et les a; sont définis par :

o — 52, pour j pair,
J (j —1)2, pour j impair.

On pourra admettre que les {(¢;(X1),...,9;(Xn))/vn, j =1,...,n} forment une base
orthonormée de R".
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2. En remplagant O(n~!) par 0 dans (2), trouver la solution de (2) et en déduire I’approxi-
mation de l'estimateur spline périodique par l’estimateur par projection avec poids

suivant : -
fiP(x) =Y A 05 0()
j=1
avec .
ANi= ——n .
1+ mr4a32

3. En remplacant O(n~!) par 0 dans (2), montrer que ’estimateur spline f,,” est approché
(pour k assez petit) par 'estimateur & noyau de la forme :

n Xz‘_
fn(x)_;h;m(< - a:)

et le noyau de Silverman

avec la fenétre h = x1/4




