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(E , E) espace mesuré

T un ensemble d’indice (typiquement [0, 1] ou R)

Tribu produit

E⊗T = σ

( ⋃
S fini

ES

)
=

⋃
S dénombrable

ES

où ES =
{
AS × ET\S : AS ∈ E⊗S

}
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Famille projective de lois fini-dimensionnelles

Une famille {ΠS : S fini ⊂ T} de probas sur (ES , E⊗S) est dite
projective si pour tout S ⊂ S ′ finis on a

ΠS ′(A× ES ′\S) = ΠS(A) pour tout A ∈ E⊗S .

Théorème de Kolmogorov

Soit (E , E) est un espace polonais (métrique, complet, séparable)
muni de sa tribu borélienne.

Si {ΠS : S fini ⊂ T} une famille projective de probas sur
(ES , E⊗S), alors il existe une unique proba Π sur (ET , E⊗T ) telle
que

Π(A× ET\S) = ΠS(A) pour tout A ∈ E⊗S .
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Notations

C = C([0, 1],E ) avec (E , d) polonais

et d∞(f , g) = sup
t∈[0,1]

d(f (t), g(t))

Tribu produit sur C
(C, d∞) est polonais

B(C) = C ∩ E⊗[0,1]

5/13

Christophe Giraud Processus: topologie, Poisson et Lévy



Critère de Kolmogorov

Soit X un processus à valeurs dans un polonais tels que

E [d(Xt ,Xs)p] ≤ C |t − s|1+β avec p > 1. (1)

Alors il existe un processus Z à valeurs réelles tels que

1 P(Zt = Xt) = 1 pour tout t ∈ [0, 1]

2 Z est p.s. α-Holderien pour tout α < β/p.

Corollaire

Soit {ΠS : S fini ⊂ T} une famille projective de probas et X le
processus canonique associé à Π construite par le théorème de
Kolmogorov.

Si X vérifie (1), alors il existe Π̃ sur (C,B(C)) de fidi
{ΠS : S fini ⊂ T}.
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Topologie dans l’espace D de
Skorohod

Référence : P. Billingsley. Convergence of Probability Measures.
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Espace de Skorohod

Espace de Skorohod

D = {f : [0, 1]→ R càdlàg}

où càdlàg = continu à droite avec limite à gauche:

lim
s↘t

f (s) = f (t) et lim
s↗t

f (s) existe.

Propriétés

Les fonctions f ∈ D ont au plus un nombre dénombrable de
discontinuité.

supt∈[0,1] |f (t)| <∞ pour tout f ∈ D.
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D est-il un espace polonais muni de la distance uniforme?

d∞(f , g) = sup
t∈[0,1]

|f (t)− g(t)|

Topologie uniforme

D n’est pas séparable muni de la topologie uniforme

preuve:

Notons fα(t) = 1[0,α[(t).

On a d∞(fα, fβ) = 1 pour tout α 6= β ∈ [0, 1].
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Objectifs

Trouver d tel que

(D, d) est Polonais

Bd(D) = D ∩ B(R)⊗[0,1]
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Topologie de Skorohod

On dit que fn
sko→ f s’il existe une suite de fonctions

λn : [0, 1]→ [0, 1] strictement croissantes, continues et telles que

λn(0) = 0, λn(1) = 1

d∞(λn, Id)→ 0

d∞(fn ◦ λn, f )→ 0

la topologie de Skorohod est plus faible que la topologie
uniforme

elles coincident sur C
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Distance de Skorohod

dsko(f , g) = inf
λ∈Λ

{
d∞(f , g ◦ λ) + sup

s<t

∣∣∣∣log

[
λ(t)− λ(s)

t − s

]∣∣∣∣}
où
Λ = {λ : [0, 1]→ [0, 1] continue, croissante, λ(0) = 0, λ(1) = 1}

Théorème

dsko métrise la topologie de Skorohod

(D, dsko) est polonais

Bdsko
(D) = D ∩ B(R)⊗[0,1]
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Attention!

pt : (D, dsko)→ R est continue en f uniquement si f continue
en t.

fn
sko→ f et gn

sko→ g n’implique pas que fn + gn
sko→ f + g

(mais c’est vrai si f ou g est continue sur [0, 1])

Par contre

f → supt∈[0,1] |ft | est continue

f →
∫ 1

0 φ(f (s)) ds aussi pour tout φ : R→ R continue.
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