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Corrigé du Problème II

Rappelons d’abord l’énoncé du théorème de la division euclidienne dans les anneaux de polynômes qui
nous servira à l’exercice A et à l’exercice B, question 5).

Théorème 2.1 Soit K un corps. Pour tout couple (A,B) de polynômes à une indéterminée et à coefficients
dans K, c’est-à-dire pour tout couple d’éléments de K[X ], avec B non nul, il existe un unique couple (Q,R)
d’éléments de K[X ] tel que :

A = BQ + R 2.1.1

et
deg(R) < deg(Q) . 2.1.2

Exercice A Posons P0 := X2 − 1.

1) Pour tout couple (P1, P2) d’éléments de R4[X ], et tout couple (a1, a2) de réels, il existe

Q1, R1, Q2, R2 ∈ R4[X ],

tels que

P1 = Q1P0 +R1 , P2 = Q2P0 +R2 , deg(R1) < deg(P0) , deg(R2) < deg(P0) .

Il s’ensuit que : R1 = ρ(P1) et R2 = ρ(P2).
En outre

a1P1 + a2P2 = a1(Q1P0 +R1) = a2(Q2P0 +R2) = (a1Q1 + a2Q2)P0 + a1R1 + a2R2

comme deg(a1R1 + a2R2) ≤ max(deg(R1), deg(R2)) < 2, en vertu de l’énoncé d’unicité dans le
théorème de la division euclidienne (2.1), a1R1 + a2R2 est le reste dans la division euclidienne de a1P1 +
a2P2 par P0 si bien que

ρ(a1P1 + a2P2) = a1r1 + a2R2 = a1ρ(P1) + a2ρ(P2)

ce qui prouve la linéarité de ρ.

2) Pour tout P ∈ R4[X ], soient Q,R ∈ R4[X ] tels que P = QP0 + R et deg(R) < deg(P0) dont
l’existence et l’unicité sont assurées par le théorème 2.1. Puisque deg(R) < deg(P0) R est encore le reste
dans la division euclidienne de R par P0 ce qui s’écrit encore

∀P ∈ R4[X ], ρ(ρ(P )) = ρ(P ) .

On a donc montré que ρ2 = ρ c’est-à-dire que ρ est un projecteur ce qui entraîne qu’il est diagonali-

sable.
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3) On a remarqué à la question précédente que ρ est un projecteur, ce qui entraîne que ses valeurs propres
sont 0 ou 1.

On remarque ensuite, ce qui est encore une conséquence du théorème 2.1 que :

∀P ∈ R4[X ], ρ(P ) = P ⇔ deg(P ) < deg(P0)
ρ(P ) = 0 ⇔ P0|P .

On a donc, si l’on note Eλ l’espace propre pour ρ associé à la valeur propre λ,

E0 = {P ∈ R4[X ] ; P0|P} , E1 = {P ∈ R4[X ] ; deg(P ) < deg(P0) = 2} .

Il est ensuite clair que (1, X) (resp. (P0, XP0, X
2P0)) est une famille libre de E1 (resp. E0) Comme par

ailleurs

dimE0 + dimE1 ≤ dimR4[X ] = 5

la famille (1, X) (resp. (P0, Xp0, X
2P0)) est une base de E1 (resp. E0.) Il s’ensuit que

(1, X, P0, XP0, X
2P0)

est une base de R4[X ] dans laquelle la matrice de ρ est

Mρ =













1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0













.

Exercice B 1) La matrice

A :=
1

5









2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2









est telle que

∀n ∈ N,









un+1

vn+1

wn+1

xn+1









= A









un

vn
wn

xn









.

On posera B := 5A.

2) On a

B − Id3 =









1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1









qui est une matrice de rang 1. Ceci signifie que 1 est valeurs propre de B que l’espace propre associé est de

dimension 3 et que la multiplicité de 1 dans le polynômes caractéristique de B est donc au moins 3.

3) Nous venons détablir que 1 est de multiplicité au moins 3 dans le polynôme caractéristique de B. Il

existe donc une autre valeurs propre (pouvant éventuellement être égale à 1) et la trace de B vaut 3 + λ.
Comme par ailleurs la trace de B vaut 8, on en déduit λ = 5. La matrice b a donc les valeurs propres 1 de
multiplicité 3 et 5 de multiplicité 1.
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4) On a successivement établi que la dimension de l’espace propre associé à 1 pour B, était de dimen-
sion 3 (à la question 2)) puis que la multiplicité de 1 est 3 (à la question 3).) La valeur propre 5 étant de

multiplicité 1, B est diagonalisable. Son polynôme caractéristique χB est (X − 1)3(X − 5). Puisque B est
diagonalisable, son polynôme minimal µB est scindé à racines simples et vaut donc µB = (X−1)(X−5)
qui est donc un polynômes annulateur de B de degré ≤ 2.

5) Pour tout n ∈ N on peut effectuer la division euclidienne de Xn par µB dans R[X ] (voir le théorème
2.1.) Il existe donc un unique couple de polynômes (Rn, Qn) tel que

∀n ∈ N, Xn = QnµB + Rn , deg(Rn) < deg(µB) = 2

ce qui s’écrit encore :

∀n ∈ N,

∃(Qn, an, bn) ∈ R[X ]× R× R, Xn = QnµB + anX + bn

⇒

{

1n = Qn(1)µB(1) + an + bn
5n = Qn(5)µB(5) + 5an + bn

}

⇒

{

an + bn = 1
5an + bn = 5n

}

⇒

{

an = 1

4
(5n − 1)

bn = 1

4
(5− 5n)

}

Il s’ensuit que

∀n ∈ N, Bn = Qn(B)µB(B) + anB + bnId4 = anB + bnId4 . 5).1

Remarque 5).2 Le résultat précédent se généralise dès l’instant où l’on dispose d’un polynôme annulateur
P pour une matrice B. Si P est scindé à racines simples et de degré d, le reste de la division euclidienne
de Xn par P est un polynôme de degré au plus d − 1. Le déterminer revient donc à déterminer ses d − 1
coefficients. On s’aperçoit alors que ces derniers sont solutions d’un système dont la matrice est la matrice
de Vandermonde (cf. TD II, exercice H) formée sur les racines de P. Ces dernières étant par hypothèse deux
à deux distinctes la matrice de Vandermonde est inversibles.

6) a) On a :

lim
n→+∞

an
5n

=
1

4
et lim

n→+∞

bn
5n

= −
1

4
.

b) L’identité question 5), 5).1 se récrit

1

5n
Bn =

an
5n

B +
bn
5n

Id4 ⇔ An =
an
5n

B +
bn
5n

Id4 .

Il s’ensuit que

lim
n→+∞

An =
1

4
(B − Id4) =

1

4









1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1









.
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7) On a

lim
n→+∞









un

vn
wn

xn









= ( lim
n→+∞

An)









u0

v0
w0

x0









=
u0 + v0 + w0 + x0

4









1
1
1
1









.

Exercice C 1) a) (i) ⇒ ii))
Pour toute valeur propre λ de A, l’espace propre associé est une droite Eλ := Vect

{

vλ
}

puisque λ est
une valeur propre simple. En outre

∀B ∈ C(A), ∀x ∈ Eλ, ABx = BAx = Bλx = λBx ⇒ Bx ∈ Eλ .

Pour tout B ∈ C(A), les espace propre de A sont stables pour B. En particulier Bvλ ∈ Eλ c’est-à-dire qu’il

existe aλ ∈ K tel que Bvλ = aλvλ autrement dit, vλ est un vecteur propre pour B. Toute base de vecteur
propre pour A est donc une base de vecteurs propre pour B.

b) (ii) ⇒ iii))
Soit donc une base (v1, . . . , vn) de vecteurs propres pour A et B associée à des valeurs propres

(λ1, . . . , λn) (resp. (µ1, . . . , µn))

de A (resp. B.) S’il existe P ∈ K[X ] tel que P (A) = B alors :

∀1 ≤ i ≤ n Bvi = P (A)vi
⇔ µivi = P (λi)vi
⇔ µi = P (λi) .

Cherchons P de degré au plus n− 1. Les équations ci-dessus s’écrivent alors :

∀1 ≤ i ≤ n , µi =
n−1
∑

j=0

ajλ
j
i

qu’on peut encore écrire matriciellement




µ1

. . .
µn



 = L





0

. . .
an−1





et où l’on constate que L est la matrice de Vandermonde (cf. TD II, exercice H) qui de ce fait est inversible

puisque les λi sont deux à deux distincts.
Il existe donc un unique polynômes P de degré ≤ n− 1 tels que

∀1 ≤ i ≤ n , µi = P (λi) .

Enfin

∀X =
∑n

i=1
xivi ∈ E, P (A)(x) = P (A)[

n
∑

i=1

xivi]

=
n

∑

i=1

xiP (A)vi

=
n

∑

i=1

xiP (λi)vi

=
n

∑

i=1

xiµivi

=
n

∑

i=1

B(xivi)

= Bx

c’est-à-dire que
B = P (A) .
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c) (iii) ⇒ iv))
Est immédiat.

d) (iv) ⇒ i))
Est immédiat également.

2) La matrice A étant diagonalisable de valeur propre a de multiplicité 1 et b de multiplicité 2, si on note
Ea, et Eb les espaces propres associés, on a

E = Ea ⊕ Eb , dimEa = 1 , dimEb = 2 .

Pour B ∈ C(A) on a déjà montré que les espaces propres de A sont stables par B. Cette condition est

nécessaire.
Réciproquement A|Ea

et A|Eb
sont des homothéties vectoriels (des matrices scalaires) et commutent

donc avec n’importe quel endomorphisme de Ea (resp. Eb.) La condition que Ea et Eb soient stables par B
est donc suffisante.

B sera donc semblable à une matrice de la forme




r 0 0
0 s t
0 u v



 , r, s, t, u, v ∈ C .

Exercice D i) (a) ⇔ b))
Introduisons l’application

φ : Mn(C) → Mn(C) , X +→ AX − BX .

Il est immédiat de vérifier que φ est linéaire. Or l’assertion a) signifie exactement que φ est surjective alors

que l’assertion b) signifie exactement que φ est injective. L’espace Mn(C) étant un C-espaces vectoriel de
dimension finie (dimCMn(C) = n2) ces deux assertions sont équivalentes en vertu du théorème du rang.

ii) (c) ⇒ b))
Pour tout X ∈ Mn(C), AX = XB entraîne par récurrence sur l’entier n,

∀n ∈ N, AXn = XnB

ce qui entraîne encore :

0 = χA(A)X

=
n

∑

i=0

αiA
iX

=
n

∑

i=0

αiXBi

= XχA(B)

qui entraîne X = 0 dès que χA(B) est inversible.
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iii) (b) ⇒ d))
On va ici donner un argument par contraposée. Supposons donc que λ soit une valeur propre commune

de A et B. Alors λ est aussi une valeur propre pour la transposée t B de B. Il existe alors un vecteur V
(resp. W ) propre (et donc en particulier non nul) associé à λ pour A (resp. tB.) Posons alors X := V t W.
La matrice X ∈ Mn(R) est alors non nulle et :

AX −XB = AV t W − V tWB

= λV tW − t (BW t V )

= λX − t (λW t V )

= λX − λX

= 0 .

iv) (d) ⇒ − c))
On peut proposer ici deux arguments.

∗) (Première méthode)
On procède ici encore par contraposée. Si χA(B) n’est pas inversible il possède en particulier un noyau

non réduit à 0. Soit donc V -= 0 tel que χA(B)V = 0. Considérons le sous-espace

F := {n ∈ N ; BnV } .

Alors F est stable par B, et

∀n ∈ N, χA(B)BnV = BnχA(B)V = 0 .

Il s’ensuit que χA(B) est identiquement nulle sur F ce qui entraîne encore que χA est un polynôme annu-

lateur de B|F . Il en résulte que µB|F
|χA mais par ailleurs µB|F

|µB si bien qu’une racine au moins de µB est
racine de χA.

†) (Seconde méthode)
Puisque χA et χB sont des éléments de C[X ] et qu’il sont donc nécessairement scindés, dire qu’il n’ont

pas de racine commune revient à dire qu’ils sont premiers entre eux. D’après le théorème de Bézout, il
existe donc des polynômes P et Q dans C[X ] tels que PχA +QχB = 1. Ceci entraîne

P (A)χA(A) + Q(A)χB(A) = Id

ce qui entraîne finalement, en vertu du théorème de Cayley-Hamilton que

Q(A)χB(A) = Id .
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