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Ce qui suit est une rédaction sans doute approximative, et livrée sans
garantie, de mon cours de M2 a Orsay (initialement au premier semestre
2006-07, et modifié plusieurs fois ensuite, souvent par ajout sauvage d’'un para-
graphe). D’ou parfois une certaine désorganisation dans I'ordre des chapitres
et leurs numeéros.

J’essaie de corriger relativement régulierement des erreurs (le plus sou-
vent, apres le cours), mais il en restera toujours beaucoup.

Le theme général est un mélange d’analyse et de théorie géométrique de
la mesure. Il y a quelques chapitres a la fin sur les fonctions holomorphes
et les représentations conformes, mais c’est loin d’étre le sujet principal des
notes.

Une tres courte bibliographie se trouve au début, mais le document essaie
d’étre a peu pres autocontenu.

INTRODUCTION

Résumé officiel du cours ’année derniere:

Il s’agira d’une introduction certaines techniques fondamentales d’analyse
classique et de théorie géométrique de la mesure. Les sujets traités devraient
étre parmi les suivants.

Une premiere partie traitera des propriétés de différentiabilité des fonc-
tions de plusieurs variables: fonction maximale de Hardy-Littlewood, différentiation
des mesures, interpolation réelle et complexe, espaces de Sobolev, inégalités
de Poincaré et Sobolev, fonctions Lipschitziennes, différentiabilité presque-
partout.

Je crois que la partie “Opérateurs d’intégrale singuliere” n’existera pas
ou peu cette année. Pas plus que la fin sur les fonctions holomorphes.

Une seconde partie abordera les bases de la théorie géométrique de la
mesure: mesures de Hausdorff, changement de variables dans les intégrales,
formule de la co-aire, formule de la divergence, fonctions a variation bornée,
rectifiabilité.

Une courte troisieme partie d’applications de la seconde pourrait exister,
si le temps le permet.



Quelques ouvrages de référence que je risque de citer

L. Ambrosio, N. Fusco and D. Pallara, Functions of bounded variation and
free discontinuity problems, Oxford Mathematical Monographs, Clarendon
Press, Oxford 2000. (pour ce qui ressemble & BV utilisé pour le calcul des
variations)

Y. Meyer, Ondelettes et Opérateurs (3 volumes), Actualités Mathématiques,
Herman 1990-91. (a la fois opérateurs de Calderén-Zygmund et caractérisation
des espaces fonctionnels)

Enrico Giusti, Minimal surfaces and functions of bounded variation, Mono-
graphs in Mathematics vol.80, Birkhé&user 1984. (tout sur BV)

K. Falconer, The geometry of fractal sets, Cambridge University Press 1984.
(mesures, fractals, petit livre agréable)

P. Mattila, Geometry of sets and measures in Euclidean space, Cambridge
Studies in Advanced Mathematics 44, Cambridge University Press 1995. (plus
complet que le précédent, contient beaucoup de théorie géométrique de la
mesure, sans étre aussi difficile a lire que La Grande Référence).

F. Morgan, Geometric measure theory, A beginner’s guide, Academic Press
1988. (pour une description rapide et vivante de trés nombreux résultats de
théorie géométrique de la mesure; mais souvent on ne comprend vraiment les
arguments que quand on les connait déja. A l’air tres bien aussi)

J. Heinonen, Lectures on Analysis on Metric Spaces, Universitext, Springer-
Verlag, New York, 2001. x+140 pp. (pour le théoreme de Rademacher-
Calderon et les espaces métriques)

H. Federer, Geometric Measure Theory, Springer. (Contient presque tout,
mais il faut étre courageux et entrer dans les notations)

Pour la partie complexe,

W. Rudin, Real and complex analysis, third edition, McGraw-Hill Book Co.,
New York, 1987 (existe aussi en francais).

E. M. Stein, Singular integrals and differentiability properties of functions,
Princeton university press 1970.

A. Zygmund, Trigonometric series, Cambridge University Press 1968 (peut-
étre y a-t-il une nouvelle édition).

- W. Rudin, Real and complex Analysis, Mc Graw Hill, ou sa version frangaise.
- Peter L. Duren, Univalent functions, Grundlehren 259, Springer

- C. Pommerenke, Boundary behaviour of conformal maps, Grundlehren 299,
Springer



- Peter L. Duren, Theory of HY spaces, Pure ane Applied Mathematics 38,
Academic Press.
Newman, Elements of topology in the plane set of points, Cambridge 1964.
[Pour la topologie du plan.]

Les premiers cours devraient donner une idée (un peu flatteuse?) de la
suite: mélange de géométrie élémentaire et d’analyse. J’ai mis (I’an dernier)
I’analyse complexe a la fin, sans autre forme de proces ni d’ailleurs renuméroter
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1. LEMMES DE RECOUVREMENT

On va en voir deux, en commencant par le plus simple qui est d’usage
tres courant. Les applications viendront apres.

Les deux sont tres bien faits dans Mattila, et le premier est aussi dans
Stein.

Notation standard: B(zx,r) est la boule ouverte de centre x et de rayon
r. On sera dans R”.

Lemme (de type Vitali). Soit {B;},c; une famille de boules ouvertes dans
R™. On pose B; = B(x;,r;), et on suppose que sup, r; < +oo. Alors il existe
J C I, au plus dénombrable, tel que:

les boules Bj, j € J, sont disjointes;

U B, C U B(CUj,57‘j).

iel jeJ

“Disjointes” signifie “deux a deux disjointes”. Et 5 pourrait étre remplacé
par n’importe quoi de strictement plus grand que 3.

Contrexemple quand les rayons ne sont pas bornés: les boules B(0, N) qui
recouvrent R".

Souvent on ne se donne pas les boules B; directement, mais un ensemble
E qu’on recouvre par des B; et qu’on veut recouvrir de maniere plus perfor-
mante. Mais bien siir cela revient au méme, puisqu’alors un bon recouvrement
des B; recouvrira E aussi.

Démonstration. On pose M = sup;r; < 400 et, pour k > 0, I, = {i €
I;27% 1M < r; <27*M} (donc I est 'union des Iy).

On prend une partie maximale Jy de Iy telle que les B;, j € Jy, soient
disjointes. C’est facile de voir qu’elle est au plus dénombrable, puisque chaque
boule contient des rationnels. Et l'existence peut aussi se faire sans utiliser
I’axiome du choix (prendre une collection maximale dans B(0, 1), puis dans
B(0,2), etc.).

Par récurrence, on prend une partie maximale J, dans I, telle que les
Bj, j € Ji, soient disjointes deux a deux et aussi des B;, 1 € JoU--- Jj_1.

On prend J = Ur>oJk, et on va vérifier que ¢a marche. Les boules sont
disjointes par construction, donc il suffit de voir que chaque B; est contenue
dans 5B; pour un j € Jj.



Fixons i. Soit k tel que ¢ € I,. Si i € Jg, pas de probleme. Sinon, par
maximalité, B; rencontre B; pour un j € Jo U ---U Ji. Noter que r; < 2r;.
Alors B; C 5B; =: B(x;,5r;) (faire un dessin). O

Commentaire: c’est un résultat facile et utile, qui se généralise facilement
a des espaces métriques. C’est surtout utile s’ils sont munis d’'une mesure
doublante (voir peut-étre plus loin), mais ¢a reste quand méme assez général.
Et on peut se permettre des formes de boules assez différentes, le point étant
de pouvoir montrer que B; C CB; quand B; rencontre B, et que r; < 2r; (o
r; joue le role d’un rayon pour B;).

Exercice recommandé: le lemme de presque-recouvrement de Vitali qui se
trouve dans Mattila, page 24.

Il est difficile de résister a énoncer le lemme de recouvrement de Besicov-
itch, qui est plus délicat (et par exemple ne marcherait pas dans le groupe de
Heisenberg), mais permet de s’en sortir sans doublement des boules.

Lemme (Besicovitch). Soit Q@ C R"™ un ensemble borné. Pour chaque
x € (1, on se donne une boule B, centrée en x. Alors:

1. II existe une famille (au plus dénombrable) {x;}, i € I, de points de ) telle
que

QC U B,, et Z 1p,, (2) < C, pour tout z € R".
i€l iel

2. On peut trouver un nombre < N de familles {z;}, i € I (et donc 1 <
k < N) telles que les boules B,., i € I avec k donné, sont disjointes, et

QC Uk: UiEIk Bmz
Les constantes (), et N ne dépendent que de la dimension n.

Remarques. Contrexemple si {2 n’est pas borné: prendre les boules B(n,2"),
n € N.

On peut remplacer “Q2 est borné” par I’hypothese que M = sup, r, < +o0.
Voir plus bas.

On pourrait s’étre donné plus d’une boule pour chaque x, et aussi certaines a
I'extérieur de 2. L’essentiel est que pour chaque z € () il y ait au moins une
boule centrée en x.

Les boules peuvent étre ouvertes ou fermées, ca ne change rien. De meéme,
elles pourraient étre cubiques; mais tout n’est pas autorisé, il y a quand méme
un peu de géométrie.



Enfin, la seconde partie est plus forte que la premiere, mais la premiere suffira
souvent.

Démonstration de la premiere partie. On se donne 2 et les B,. On note
r, le rayon de B,. On peut supposer que M = sup, 7, < +oo (sinon, une
boule suffit pour recouvrir {2 qui est borné).

On pose By = {z € §; 27 kI <, < 2_’“M}. On choisit x1, x2, - - Tk
dans Ej tels que z; n’appartient a aucune des boules B,, précédentes. Cela
ne peut pas durer éternellement: chaque centre est a distance au moins M /2
des précédents, et il ne peut pas y avoir une infinité de points dans €2 borné
qui soient a distances mutuelles > M /2.

Quand il n’est plus possible de trouver des points, on passe a FEp et
on cherche zpyq, -+, 2k, dans Eq, tels que chacun soit hors des boules B,
précédentes. Ca ne peut durer éternellement. Quand il n’y a plus de points
possibles, on recommence avec Fs, et ainsi de suite.

Notre premiere famille I est donc composée de tous les points x; qu’on a
trouvés ci-dessus. “Au plus dénombrable” est clair (et fini peut arriver). Le
fait que les boules recouvrent 2 est aussi clair: si on n’a pas choisi x au moment
de sa génération, c’est qu’il se trouvait dans une des boules précédentes.

Il reste a voir pourquoi un méme point y ne peut se trouver dans plus de
C,, boules B,.. On peut d’ailleurs supposer y = 0. Notons r; le rayon de B, ,.

Pour chaque r > 0 il ne peut y avoir plus de C boules B, telles que
r < r; < 10r, disons. En effet, par construction chaque z; est a distance
au moins r des autres centres (parce que celui des deux centres qui arrive
en second dans la construction n’est pas dans la premiere des deux boules),
et par ailleurs y est dans toutes les B(x;,107). Pour estimer C7, on peut
remarquer que toutes les boules B(z;,7/2) sont disjointes et contenues dans
B(y,20r), comme chacune a une mesure de Lebesgue au moins ¢, (r/2)" et
que la mesure totale est au plus ¢, (20r)", ca fait au plus 400™ boules et on
peut prendre C7 = 40".

Il suffira donc de prouver que ’on ne peut pas trouver plus de Cy points
z; tels que y € By, pour tout 7, et aussi tels que pour ¢ # j, ou bien r; > 107;
ou bien r; > 10r;.

Ou encore que, si y € By, N By, et r; > 10r;, alors 'angle entre x; et
z; est au moins 10~!. [Rappel: y = 0.] En effet, aprés ga on peut dire que
les distances entre les divers points x;/|z;| sur la spheére sont au moins 1072,
donc il n’y en a pas plus de Cy. [Méme genre d’argument de comptage sur la
sphere que pour C1.]



On fait le dessin, et on se souvient aussi que z; n’est pas dans B,,, alors
que l'origine est dans les deux boules. Ca marche largement (et peut-étre
un peu moins largement dans le cas de cubes ou d’autres objets semblables).
C’est méme amusant, quand on voit ¢a, que le lemme devienne faux dans le
groupe de Heisenberg. Fin de la premiere partie.

Maintenant on passe a la seconde assertion. On va garder la méme col-
lection I de points, et on va les répartir en au plus /N familles.

On prend les x;, un par un et on les met dans des boites A1, - - - Ay; en fait
dans la premiere boite qui contient pas encore de z; tel que B; rencontre Bj.
C’est clairement le meilleur moyen simple d’essayer, et il faut juste démontrer
qu’il n’y a besoin que de N boites, ou /N est une constante dimensionelle. Ou
encore que chaque By rencontre au plus N — 1 boules B; précédentes.

On fait comme ci-dessus: on se réduit aisément au cas de boules de
tailles vraiment différentes; ensuite on suppose que xx = 0, et on veut vérifier
que les vecteurs x; et z; font un angle au moins 1072 (deés qu’on en a deux
différents). Cette fois, on a seulement que (avec des notations évidentes)
r; > 10r; > 100ry, que By rencontre B; et Bj, que x; ¢ B; (donc x; n’est
pas trop pres de 'origine) mais que z; ¢ B;. On refait le dessin et on voit
que ga marche encore (c’est comme si l'origine pouvait étre juste un peu hors
de B; dans le dessin précédent). 0

Remarque. Si, au lieu de savoir que €2 est borné, on sait que M = sup, r,
est fini, la démonstration marche encore. Pour le choix des z;, on procede
encore I, par Ej, mais éventuellement on prend une collection infinie de x;
a cette étape, obtenus en recouvrant les Fx N B(0, M) 'un apres 'autre (en
complétant a chaque fois).

Exercice recommandé: Sard (version facile).

Exercice possible: la variante pour Vitali du lemme de presque-recouvrement
ci-dessous, formulé avec Besicovitch.

On utilise souvent (y compris dans la suite) le lemme de presque-recouvrement
suivant.

Théoréme. Soient 1 une mesure de Radon (borélienne localement finie) sur
R™, et A C R™ un ensemble borélien (ou mesurable pour p). On se donne
aussi une famille C de boules fermées B, B € C, telle que, pour tout x € A, il
existe des boules de C, centrées en x, et de rayons arbitrairement petits. [On
va appeler ¢a une famille de Vitali centrée par rapport a A.] Alors il existe
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D C C telle que

(a) les boules B, B € D, sont disjointes,
et
(b) ﬂ(A\ U B) — 0.

BeD

Noter que pour la démonstration, il est effectivement utile d’avoir des
boules fermées. Mais si on aime beaucoup les boules ouvertes (comme moi),
on peut souvent se débrouiller pour choisir des boules B(z,r) telles que
u(0B(x,7)) = 0, puisque ceci est vrai pour presque-tout r > 0 (a z fixé).
[Voir ci-dessous.| Dans ce cas, (b) pour les fermetures implique (b) pour des
boules ouvertes, et on sera content.

Si p est une mesure borélienne pas nécessairement localement finie, mais
A est un borélien tel que p(A) est (localement) fini, rien n’empéche d’appliquer
le résultat a la restrition a A de pu. On obtient ainsi le méme résultat.

De méme, on aurait pu se donner a ’avance un ouvert U contenant A, et
exiger que les boules B, B € D, soient toutes contenues dans U. Ceci revient
a remplacer C par la nouvelle famille de Vitali composée des boules B € C qui
sont contenues dans U.

Pour la démonstation, on va d’abord faire le cas un peu plus simple ou
p(A) < 4o0.

Si u(A) = 0, il suffit de prendre D = (), donc on peut supposer que
0< u(A) < +oo.

On construit des familles finies Dy par récurrence, et apres on prendra
D = Up>1Dy. L’idée sera de recouvrir tout ce qu'on peut en restant disjoint,
puis de recommencer avec ce qui reste a recouvrir. En méme temps, on définira
des ensembles Uy, et Ay.

On commence par Dy = (), Uy = R™ et Ag = A. En général, on prendra

(© v =r\|J U B

1<k BED,

qui est un ouvert parce que les boules sont fermées et que les D;, sont finis, et

(d) Ar=AnU,=A\]J |/ B

1<k BED,



(tout ce qu'on n’a pas encore réussi a recouvrir).

Prenons k£ > 0, supposons construits les D, | < k (et donc aussi Uy, et
Ag). Pour chaque x € Ay, notre hypothese dit qu’il existe des boules B, de
C, centrées en x, et de rayons arbitrairement petits. On en choisit une telle
que B, C Uy (c’est possible puisque x € Ay C Uy et Uy est ouvert), et dont
le rayon est inférieur & 1. Ceci nous donne une sous-famille C’ de C.

On a choisi des rayons inférieurs a 1 pour pouvoir appliquer immédiatement
le lemme de recouvrement de Besicovitch, version forte. Il existe une constante
N > 1, qui ne dépend que de la dimension n, telle que dans la situation
présente on puisse trouver des familles C;, 1 < j < N, contenues dans C’ avec
les deux propriétés suivantes:

A4c |y U B

1<j<N B€Cy
et
(e) Pour tout j, les boules B, B € C;, sont disjointes.

Noter que cette inclusion donne

p(Ag) < p( Ak N U B)
1<j<N Bec;

de sorte que par Chebyshev, ou peut choisir un indice j (celui qui donne la
plus grosse contribution) tel que

1
n(Axn | B) = Sal(Ap).
BeC;

On choisit pour Dy une partie finie de C; suffisament grande pour que

(f) u( AN BGLDJ B) > ﬁu(Ak)

[se souvenir que comme les boules sont disjointes, il n’y en a qu'un nombre
au plus dénombrable, puis utiliser la définition d’une mesure].
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On note aussitot que les nouvelles boules B, B € Dy sont disjointes des
précédentes (par (c) et puisqu’elles sont contenues dans Uy parce que chaque
B, Test), et aussi entre elles (par (e)).

D’autre part,

N
N +1

p(Ak1) =p(A\ | B)=pA) —p(aen |J B)<

((Ag)

car (d) nous dit qu'on obtient Ax,1 en otant de Ay la partie qui est dans les

boules de Dy 1, puis par (f). On itere et on trouve que p(Ag) < (NLH)kM(A),
qui tend donc vers 0.

Et pour finir (b) a lieu car ,LL(A \Ugen B) < u(Ag) pour tout k, par
(d).

Donc c’était le cas particulier ou p(A) < +o00. Dans le cas général, on
va trouver dans R™ des ouverts disjoints U,,, et qui presque-recouvrent A. Il
suffira ensuite d’appliquer le cas particulier déja traité a chacun des AN U,,.

On commence par choisir, pour tout m > 0, un rayon r,, tel que 2™ <
rm < 2MT et (AN OB(0,r,)) = 0. Clest facile: les mauvais rayons
r €]2™, 2™ pour lesquels u(A N OB(0,r)) > 0 sont en nombre au plus
dénombrable, car les spheres 0B(0, r) sont disjointes, et la masse totale pu(AN
B(0,2™T1)) est finie (1 est une mesure de Radon).

On pose Uy = B(0,rg) et, pour m > 0, U, = B(0,7,,) \ B(0,7,,,_1). Ce
sont des ouverts disjoints. Pour chaque m, la collection C,, des boules de C
qui sont contenues dans U,, est encore une famille de Vitali pout ANU,,, et
comme maintenant (A N U,,) < 400, on peut trouver une sous-famille D,,
de boules disjointes, telle que u(ANUy, \ Ugep  B) = 0.

On prend D = |J,, Dy; ce sont encore des boules disjointes, parce que
les U,, sont disjoints et les boules de D,, sont contenues dans U,,. Elles
recouvrent p-presque tout A N (Um Um) par définition de D,,. Et ce qui
manque peut-étre, & savoir A\ ( Uy, Uyn) = AN (U,, 0B(0,71,)), est de
p-mesure nulle par choix des r,. [
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2. FONCTION MAXIMALE DE HARDY-LITTLEWOOD

On se donne une mesure de référence p, borélienne et positive sur R”
(penser a la mesure de Lebesgue), et qu'on va aussi prendre localement finie
(de Radon). On se donne aussi une seconde mesure (borélienne positive) v.
On pose

1
M, (v(x)) = sup —/ dv € [0, +o0],
g r>0 M(B(I7T)) B(z,r)
avec la convention que 0/0 = 0 quand p(B(z,r)) = 0. C’est la fonction

maximale (de Hardy-Littlewood, ou est-ce seulement dans le cas ou p est la
mesure de Lebesgue?) de v. Pour la mesurabilité, voir la remarque plus bas,
apres la démonstration du lemme.

Le cas qui arrive le plus souvent est celui d'une mesure de densité, quand
dv(x) = |f(x)|du(zx), avec f localement intégrable pour p, et alors cela donne

1
M) = swp b [ il
B(z,r)

Le plus souvent, dy est la mesure de Lebesgue, et M,,(v) est noté v*.

On se demande si ces fonctions sont intégrables ou dans des LP(du).
Ca sera utile parce que pas mal de problemes avec des sup ou des limites
dépendent de fonctions maximales; voir plus loin pour au moins un exemple.

Lemme. Siv est une mesure finie, M,,(v) € L} . (dp), avec

Cnv(R™)

p({z e R"; M, (v(z)) > A}) < )

pour tout A > 0.

(dp) = SUDxso {A P u({z e R |g(x)| >

A }1/ P et ensuite LY ipie(dpe) est la classe des fonctions mesurables g telles

que ||g]| L2 (dn) < 00 C’est bien un espace vectoriel complet, mais at-

tention, HgllL?aible(d'u’) n’est pas une norme, 'inégalité triangulaire n’est pas

Notation: pour p > 0, on note Hg||L§ »

vérifiée avec la constante 1. Bien sur, LP C Ll}aible, par Tchebyshev.

Corollaire. Sif € L'(du), alors M, f € L}, .(dp), avec ||MMfHL}
Cnll 1l (ap)-

aible (du) S

Démonstration. Le corollaire est immédiat des qu’on a le lemme. Pour
le lemme, on pose Oy = {x € R"; M, (v(x)) > A}, et pour tout = € Oy, on
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se donne une boule B, = B(x,r) centrée en z telle que v(B;) > Au(B.).
On veut appliquer le lemme de recouvrement de Besicovitch, donc on va se
contenter de recouvrir 2 = Oy N B(0, R) (pour n'importe quel R > 0) par
une collection au plus dénombrable de boules B,, x € X C €2, qui sont de
recouvrement borné comme dans le lemme. Alors

p() < p( | Be) €D u(Ba) AT w(By) =21 D / 1p,dv

reX zeX rzeX rzeX

— ! /Rn (;{ 1Bm>du <\ /R Cidv = Ci A" 'w(R)

par définition des boules, puis le corollaire de Beppo-Lévi sur les séries, et
enfin le fait que > _ 1p, < C), partout. Il ne reste plus qu’a faire tendre R
vers +oo pour récupérer le fait que p(0y) < CrA1v(R™). O

Remarque sur la mesurabilité. Mauvaise conscience aidant, voici quelques
mots sur la mesurabilité de M, (v).

D’abord, notons que pour tout r > 0, application f définie par f(z) =
v(B(x,r)) est semi-continue inférieurement, ce qui signifie que pour tout A,
I’ensemble Ay = {:L‘ eR™; f(x) > )\} est ouvert.

C’est facile: si f(z) > A, et si {ry} est une suite strictement croissante qui
tend vers r, on a que f(x) = v(B(x,7)) = limg_ 400 ¥(B(x, 7)) (par union
croissante et définition d’une mesure), donc il existe k tel que v(B(z,rg)) > A
Mais alors, pour y € B(x,r — rx), B(y,r) contient B(x,ry), donc f(y) =
V(B(y,1) > v(B(z,11)) > A et y € Ay,

Maintenant vérifions que pour tout x € R",

(1) M, (z) = sup {V(B(a:,r))/u(B(x,r)) T e Q}

L’inégalité > est triviale, donc parlons de la réciproque. Fixons x € R"
et r > 0, et choisissons une suite croissante de rationnels r;p qui tend vers
r. Alors v(B(z,r)) = lim,_, 1 v(B(z,rk)), et pareil pour u; vérifions que
par conséquent v(B(z,r))/u(B(x,r)) = lim,—400 v(B(x, 7))/ (B(z,r8)).
Quand p(B(x,r) # 0, c’est clair. Sinon, u(B(x,r,)) = 0 pour tout n, et alors
ou bien v(B(z,r)) = 0 (et alors tout le monde vaut 0), ou bien v(B(z,r)) > 0,
et alors v(B(z,7,)) > 0 pour n grand, donc la limite est bien +o0o0. La morale
est que v(B(z,7))/u(B(x,r)) est inférieur au membre de droite de (1), et
comme ceci vaut pour tout r, on prend le sup et on trouve (1).
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Comme pour chaque r rationnel, p(B(z, 7)) est une fonction semi-continue
inférieurement (sci) de x, le rapport v(B(x,r))/u(B(x,7)) est une fonction
borélienne de z, et donc M, est borélienne (comme borne supérieure dénombrable
de fonctions boréliennes).

Et dans le cas ou p est la mesure de lebesgue, u(B(z,r)) est une fonction
continue (de z et de r, d’ailleurs), donc de rapport v(B(x,7))/u(B(x,r)) est
en fait sci pour chaque r, de sorte qu’en prenant le sup on trouve encore que
la fonction maximale est sci.

Je n’ai pas eu le courage de vérifier ce qui se serait passé si on avait
défini la fonction maximale avec des boules fermées. [Il faudrait essayer
d’approximer par des suites décroissantes de rationnels, mais il faut peut-étre
faire plus attention au cas ou u(B(x,7)) = 0.]

Au cas ou il y aurait une erreur ci-dessus, ou alors si les boules fermées
posaient un probleme, je me permets de renvoyer a Federer qui, si j’ai bien
compris, montre que M, (v) est mesurable pour la mesure extérieure p* as-
sociée a u, mais pas qu’elle est borélienne.

Ceci dit, noter aussi que méme si 'on ne savait pas que M,(v) est
mesurable, cela n’empécherait pas de ’estimer comme ci-dessus, en montrant
que la mesure extérieure de Oy = {:C e R*; M,v(z) > >\} est inférieure
a Ci1A"v(R™). En effet, notre recouvrement de Besicovitch par des boules
B, donne un ouvert Ume Bz qui contient Oy et dont la mesure est estimée
ci-dessus.

Une variante de M, est la fontion maximale non centrée définie par

M) (v(z)) = s%p ﬁ/de € [0, +o0],

ou le sup est pris sur toutes les boules B qui contiennent x. Mattila prend les
boules fermées, mais sauf erreur de ma part ou pourrait les prendre ouvertes
aussi sans rien changer. La fonction M, f = M (fdu) est définie pareillement.
Si la mesure p est doublante, c.-a.-d. s’il existe C' > 1 tel que

w(B(x,2r)) < Cu(B(x,r)) pour tout z € R™ et tout r > 0,

on a le méme genre de résultat que plus haut:

1M, ()]s

faible

(dp) < C(”? :u) V<Rn)7
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et pareil pour les fonctions de L':

1M Sl ) < Cl )l -

faible

Démonstration sans se fatiguer: si B est une boule qui contient x, et si r est
son diametre, elle est contenue dans B(z,2r), donc

5 )%= i ), wte ) | 2
—— | dv < —— dv < % ——M— dv < C*M,(v(z)),
/L(B) B M(B) B(z,2r) /L(B(Q?, 2T)) B(xz,2r) M( ( >)

car B(x,2r) C 3B C 4B, donc u(B(x,2r)) < C?u(B). On prend le sup et on
trouve que M/, (v(z)) < C?M,(v(z)) partout.

La vraie démonstration raisonnable est d’utiliser le lemme de 5-recouvrement
(qui est plus facile a démontrer et marche dans d’autres contextes), et de faire
comme plus haut en passant par les 558. En plus, ca donne une inégalité plus
précise (restricted type inequality):

p({z e R™; M) (v(x)) > A}) < Cud™'w({z € R"; M) (v(z)) > A}).

Voici en gros comment ¢a marche. On pose Oy = {z € R"; M/ (v(z)) >
A}, et on recouvre O) par des boules B; = B(z;,r;) telles que v(B;) >
Au(Bj). [Chaque z € O) est contenu dans une telle boule par définition.]
Pour ne pas avoir d’ennui avec la taille des boules, occupons-nous seulement
pour l'instant de la variante de M ,SR) ou 'on ne considere que des boules de
rayon inférieur & R, ou l'on s’est donné R (tres grand) a I'avance.

Alors tous les rayons des B; sont inférieurs a R, et le lemme de 5-
recouvrement donne une famille B;, j € J, de boules disjointes, mais telle

que les 5B, recouvre O). Et

(04 < p(Ujes5B;) <> u(5B;) < C*> " u(B))
jeJ JjeJ
< O3)-1 Z” ) < C3X"w(U;By) < C3AT(0)),
jed

(*)

ou la derniere inégalité vient de ce que M, (v(x)) > A pour tout = € Bj,
puisque v(Bj) > Au(B;) et par définition de M.
Dans le cas général, on note que I'ensemble O associé a M, (v) est 'union

croissante dénombrable des ensembles associés a MA(LR)(I/), et on passe a la
limite dans ().
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Théoréeme (Hardy-Littlewood). Pour 1 < p < 400, Iopérateur maximal
f — M, f est borné sur LP. plus préciément, il existe C' = C(p,n) tel que
M, fllee @ < Cllfllor(dy)- Méme énoncé pour la fonction maximale non
centrée quand p est doublante.

Quand p = +o0, c’est clair (et méme C' = 1). Le cas général s’en déduit,

par interpolation avec la continuité L1 — L}Caible; voir ci-dessous.

Exercice. Est-ce que la fontion maximale non centrée est également mesurable
dans les circonstances ci-dessus (disons, avec des boules ouvertes)?
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3. UN PEU D’'INTERPOLATION REELLE
Voici le prototype de théoreme d’interpolation réelle.

Theoréme (Marcinkiewicz). Soient (2, A, u) et (', A, ') deux espaces
mesurés, p1 < ps et q1 < qo des nombres strictement positifs. On autorise
aussi +o0o, mais alors L, est juste L. On suppose aussi que ¢1 > pi
et g > po. Soit T un opérateur sous-linéaire, défini sur LP'(du) + LP2(dp),
et qui envoie de maniére bornée LP*(dp) dans LY, ;. (du’) et LP2(du) dans
L%ible(d,u’). Alors, pour tout p €|p1,p2|, T envoie de maniére bornée LP(du)

1 t 1—1
dans L%(du), ot q est donné par la formule — = — + ,avec 0 <t <1
q q1 4z
t 1—1t
tel que — = — + :
P D1 P2

Sous-linéaire signifie que |T'(f + g)(x)| < |Tf(z)| + |T'g(x)| pour tout choix
dez, f, g.

“Envoie de maniere bornée LP dans L% ;. signifie que ||T'f|] I

ot 'on note ||g[|7 le sup des M/ ({z € @'; |g(x)| > A}) (ce qu’on domin-
faible

< Clfllze ,

erait pour g € LP par Tchebyshev); noter que c’est plus faible que la continuité
de LP dans L9, puisque HTfHL§ < |ITfl|za-

Dans le cas de L, il se trouve que la continuité de L>° dans BM O (voir plus
loin) suffit pour interpoler. Chercher un théoreme de Fefferman-Stein, si je
me souviens bien, et il y a peut-étre une hypothese a priori a vérifier.

aible

Pour la démonstration, et au moins dans un premier temps, on va se contenter
ducasoups = ¢ =1 et po = g = +00, comme dans le cas du théoreme
maximal. Ca va simplifier pas mal, surtout a cause de la partie L°°, mais
dans le cas général, le shéma reste le méme.

On prend f € LP, et on va la découper en deux morceaux de la maniere la plus
profitable. Aprées on appliquera la continuité a chacun des deux morceaux, et
ca donnera le résultat. C’est le principe de l'interpolation réelle; il y a toute
une théorie qu’on ne fera pas ici.

Avant de commencer, voici un moyen pratique de calculer les normes LP,
qu’'on utilisera sur ¢ = T'f (mais gardons quand méme l'exposant p parce
qu’on a I’habitude).
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Lemme. Soit g mesurable, et pour tout s > 0, posons G(s) = /' ({|g(x)| >
s}). Alors ||f|[b = p O+OO sP~1G(s)ds pour 1 < p < +oo.

On applique Fubini & la fonction mesurable positive (x, s) — psP~11g< s<|g(@)|>
a intégrer contre dy/(x)ds (qui est bien un produit de mesures sigma-finies
dans les cas auxquels on pense vraiment). Si on integre d’abord en x, on

trouve f psP~1G(s)ds. Si on commence par intégrer en s, on remarque que

0|g(w)| psP~lds = |g(z)[?, de sorte que I'intégrale double vaut aussi [ |g(z)|Pdy’(z).

Si p/ n’est pas sigma-finie, on 8’y ramene en remplacant Q' par {z € Q'; |g(z)| >
0}. 0

N.B.: si vous n’aimez pas Fubini, ou ne croyez pas mes histoires de mesures
sigma-finies, vous pouvez toujours découper €’ en ensembles Ej, = {x; 281 <
lg(z)] < 2%} et estimer brutalement les contributions. Ca fait juste perdre
une constante. La méme remarque vaut pour la suite des calculs.

Le plus simple pour notre décomposition est de couper f au niveau d’'un
A > 0: on écrit f = f1 + fo, avec fo = f1yf@)<ry (qui est bornée) et
f1 = f1{f(@)>»} (qui est dans L' si f € LP, par Holder ou bétement parce
que |fi(z)| < A17P|f(x)[P partout). Notons que

(1) IT falloo < M| fallco < MA.

Par sous-linéarité, |Tf(x)] < MM+ |Tfi(x)|, donc {|Tf(x)] > 2MA} est
contenu dans {|T f1(z)| > M}, ce qui donne, en posant G(s) = p({|T'f(z)| >
s}) comme dans le lemme

G2MN) < p'({ITHi()] > MAY) < (MN)HIT fi(@)]] s

faible
<A Yl = A / (@) ldp(z)

|f(@)[>A

par continuité de 7' de L' dans L}aible. Ou encore, en posant s = 2M A

Gls) <2057 [ /(@) |dp(z)

|f(@)|> 537
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On applique le lemme et on trouve

+ o0 + o0
T2 = p / #1G(s)ds < 2Mp / / (@) ldu(z)
0 0 [ f(x)|>

N7
— oMy / (@) / 2ds dy(x)
x s<2M|f(x)|

= 20 [ \rlar @) -taua) = S22

Bref, on a montré que T" est borné sur LP, avec une norme au plus 2M (p/p —
1)1/ P, C’est logique que l'estimation diverge pres de p = 1, puisque la conti-
nuité faible n’entraine pas la continuité forte. [

Essayons encore dans le cas ou p; = ¢1 et po = g2, et ou ps et g2 ne sont
pas infinis. Le calcul donne évidemment ¢ = p aussi. Alors

=1 ({ITf(@) > A}) < @/ ({ITfi(2)] > A/2 ou T fa(x)] > A/2})
g w ({ITfi(x)| > A/2}) + i/ ({|Tf2(z)| > A/2})

= @ ({ITfr(x)|™ > (A/2)1}) + 1/ ({IT f2(2)| > (N/2)%})

< C\™ 1||Tf1HLquze +CA™ q2||Tf2HL;1‘?zzble

< CATU|f1]|2 + CA™ | fo|2

=C

1/p1 2/p2
2| /|f|>A|f\p1}q " oan /Immpz}q ’

Notre hypothese que p; = ¢; semble bien pratique maintenant, pour oter les
puissances; ensuite, pour calculer [T f[|P, on doit multiplier tout ¢a par pA\P~1
puis intégrer en A. La partie avec f; donne

/ pAPIA P / (@) [P dpu(a)dN
| f(z)|>A

Comme p > pp, 'intégrale en A\ converge, et on trouve
b > Dp1, g ge,

p(p—p1)! / (@) TP+ dp() = p(p — pr) |12

Le second morceau marche pareil, I'intégrale pour A grand convergeant cette
fois parce que p < ps. On en déduit le résultat.
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Pour le cas général, je n’ai toujours pas vérifié si on peut s’y ramener
par des manipulations de compositions avant et apres l'application de T' (et
en notant que 'argument ci-dessus résiste a la sous-linéarité faible ou 'on
suppose seulement que |T(f1 + f2)| < CT f1 + CTf3). En tout cas, il semble
que ce soit fait, comme de juste, dans le livre de Zygmund (Trigonometric
series).
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4. DIFFERENTIATION DES MESURES

Vous avez peut-étre déja vu le théoreme de Radon-Nikodym; on va en
voir une version plus concréte avec des estimations (mais seulement dans R™
ou de bons espaces métriques).

Avant ¢a, un théoréme qui a un rapport (mais on verra pourquoi plus
tard) et qui est assez facile (maintenant qu’on a le théoréeme maximal). Pour
changer, on se place dans R", avec la mesure de Lebesgue.

Théoréeme de différentiation de Lebesgue. Pour toute fonction f locale-
ment intégrable pour dx, on a

1

(1) lim B o |f(z) = f(y)ldy =0

pour presque-tout x € R™.

Corollaire souvent utile, méme quand duy = dx: le cas de la fonction
caractéristique de B borélien. Voir plus tard.

Notons aussi qu’ici on se donne un représentant (quelconque) de f avant
d’écrire (1); bien str, si on modifie f sur un ensemble de mesure nulle, on
modifie la liste des z tels que (1) a lieu, mais pas le théoreme.

On a noté |B(z,r)| la mesure de Lebesgue de B(z,r). Une conséquence
facile, a cause de I'inégalité triangulaire, est que

pour presque-tout x € R".

Démonstration. On peut se contenter du cas ol f € L', puisque pour regarder
ce qui se passe dans B(0, R), on peut remplacer f par f1po2r) € L.

Pour f continue, le théoreme est trivial. Le cas général sera obtenu,
de maniere en fait tres standard, par un argument de densité et de fonction
maximale. Posons, pour z € R™ et r > 0,

(3) os(ar) = ! (@) — £)ldy,

B(.Z', 7‘)‘ B(z,r)
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puis

(4) wy(z) = limsupwys(z, 7).

r—0

On veut prouver que wy(x) = 0 presque-partout. La chose est vraie sur
une classe dense, car

(5) ws(z) = 0 partout quand f est continue.
Par ailleurs, 'inégalité triangulaire dit que

(6) wrig(@,r) Swp(z,r) +wy(z,r)
pour tout choix de f, g, x, et r, ce qui donne aussitot

Witg(x) =limsupwysyg(z,r) < limsuplws(z,r) + wy(z, )]
(7) r—0 r—0

<limsupwy¢(z,r) + limsupwy(z,r) < ws(z) + wy(z).
r—0 r—0

Enfin, on va utiliser le fait, assez clair, que

(8) wi(@) < |f(2)] + Maa f ().

Soient f € L' et ¢ > 0. Choisissons g continue telle que ||f — g||1 < e.
Alors

(9)  wi@) Sws—g(7) +wy(x) = wi—g(2) <|f = gl(x) + Maz(f = g)(2),

par (5), donc (9) donne

{5 |wr (@) > A < Ko [(f = 9)(@)] > A/2} + a5 [Mao(f — g)(2)] > A/2}]
<2f = gllo /A +20[Mae (f = 9z, /A < 26X+ 2CeA

faible

par le théoreme maximal. On fixe A et on applique ¢a avec € aussi petit
qu’on veut, et on trouve [{x; |ws(z)] > A}| = 0. Finalement, wy(x) = 0
presque-partout. 0

Apres en principe un rappel court sur ce qu’est le théoreme de Radon-
Nikodym (passé sous silence ici), on passe a la différentiation des mesures,
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pour laquelle je vais suivre Mattila assez servilement. On se donne deux
mesures (boréliennes positives), la mesure de base p et la mesure a étudier
v. On les suppose toutes les deux localement finies (de Radon). Pour ne pas
avoir trop de probleme de mesurabilité, on suppose que ’on travaille avec des
boules ouvertes, ou qu’on a vérifié ce qu’il faut pour des boules fermées, ou que
p(OB(x,r)) = 0 pour x € R™ et r > 0, [de sorte qu’alors les démonstrations
données plus haut marchent encore].

On va essayer, dans le cas ou v est absolument continue par rapport a
i, d’écrire v comme mesure de densité par rapport a u. Mais la différence
avec la démonstration plus générale du théoreme de Radon-Nikodym basée
sur le théoréme de représentation de Riesz (sur le dual de L?) est que, grace
a la situation géométrique plus particuliere, on pourra construire la densité
comme limite de rapports v(B(x,r))/u(B(z,1)).

On commence par définir des densités ; pour alléger, on supposera que p
est fixée et on 'oubliera dans les notations. On peut penser a la mesure de
Lebesgue. On pose

Dv(z,r) =v(B(z,r))/n(B(z,r)),
Dv(x) = limsup Dv(x,7),

r—0

Dv(z) = liminf Dv(z,r).

r—0

On utilise encore la regle 0/0 = 0 quand les deux mesures sont nulles; elle ne
sont jamais infinies, puisque les mesures sont de Radon.

Deux mots de mesurabilité. Sauf erreur de ma part, nous sommes dans
une situation ou les limsup et liminf ne changent pas quand on se restreint
a r rationnel (remplacer chaque rayon d’une suite qui tend vers 0 par un
rationnel un peu inférieur pour lequel v(B(z,r)), donc aussi Dv(z,r), est tres
proche). Alors les sup, inf, limsup, et liminf sont mesurables par les arguments
habituels.

Un commentaire aussi sur le mot de différentiation. Je ne suis pas certain
de ce qui suit, mais en tout cas la seul lien que je peux voir avec la notion
usuelle de différentiation est le suivant. Dans le cas ou les deux mesures sont
sur R, on peut les écrire comme mesure de Stiljes a partir d'une fonction de
répartition. La fonction associée a p est une fonction croissante F' : R — R
telle que par exemple F(x) = u([a,x[) + C pour x > a, et des formules
semblables pour z < a. Dans ce cadre, differentier y par rapport a la mesure
de Lebesgue, c’est effectivement dériver F.
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On aura besoin du lemme de presque-recouvrement obtenu en TD a partir
du lemme de recouvrement de Besicovitch (Chapitre 1, pres de la page 5). Le
point central sera le lemme suivant.

Lemme 1. Soient p et v comme plus haut, A C R™ quelconque, et t €
10, +o0].

1. Si Dv(z) <t pour tout x € A, alors v(A) < tu(A).

2. Si Dv(z) >t pour tout x € A, alors v(A) > tu(A).

Noter que c’est comme pour le théoreme des accroissements finis: on
part d’une information a ’échelle infinitésimale, et on obtient une information
globale toute intégrée.

Si A n’est pas mesurable, la mesure est la mesure extérieure. On com-
mence par 1. On se donne € > 0. On trouve U ouvert contenant A tel que
u(U) < u(A)+e. Pour tout z € A, on peut trouver des boules B(z, r) centrées
en x, aussi petites qu’on veut, et pour lesquelles Dv(z,r) < t + . Comme
dans la définition de Dv(x,7) on a pris des boules ouvertes, et que pour le
lemme de recouvrement on veut des boules fermées, notons qu’on peut passer
de 'un a lautre. Soit B(x,r) telle que Dv(z,r) < t+e. Donc

v(B(z,r)) < (L +e)u(B(z,r)).

Quand v’ < r tend vers r, v(B(z,r")) tend vers v(B(z,r)), et pareil pour
p(B(x,7)). Alors pour 7’ < r assez proche de r, v(B(z, ")) < (t+2¢)u(B(z, "))
(distinguer 2 cas: ou bien u(B(z,r)) > 0, on peut diviser, et c’est facile, ou
bien p(B(xz,7)) = 0, et tout le monde est nul). Donc on peut choisir des
boules fermées B,, centrées en x, de rayons arbitrairements petits, et telles
que v(B,) < (t+ 2e)u(By).

Par le lemme de presque-recouvrement, on peut trouver de telles boules
disjointes et contenues dans U, avec v(A\ |J, B;) = 0. Alors

<VUB ZVB <(t+2)> (B

= (t+ 2¢)p UB (t+2e)u(U) < (t 4 2¢)(u(A) + €)

On fait tendre € vers 0 et on obtient le résultat.

Pour la partie 2., on fait pareil en échangeant le role de p et v; tout
va bien, essentiellement parce que 0 < t < 400 donc les hypotheses sont
symétriques.
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Lemme 2. La densité Dyv(x) = lim,_,o Dv(x,r) existe et est finie pour u-
presque tout x € R™.

Noter que par contre, la densité pourrait étre infinie pour tout x dans le
support de v: penser a la mesure de longueur sur une droite.
Démonstration. On fixe une grosse boule B, et on pose, pour 0 < s < t < 400,
Asy ={r € B; Dv(zr) < s <t< Duv(z)}. Vérifions que pt(Ast) = 0. On
applique le lemme 1 et on trouve que

ti(As ) <v(Asy) < su(Agt) < 00

ol la derniere inégalité vient de ce que i est de Radon et on s’est restreint a
B. Comme t < s on en déduit bien que p(As+) = 0.

De méme, posons A; = {x € B; Dv(x) > t}. Alors tu(4;) < v(4;) <
v(B) < 400, donc lim;_, 4 oo t4(A¢) = 0, et la u-mesure de 'intersection des A;
est nulle. Bref, pour p-presque tout = € B, la densité supérieure est finie, et
comme fi(Ag ;) = 0 pour 0 < t < s < 400, la densité existe y-presque partout
sur B. On prend B de plus en plus grand et on en déduit le lemme. ]

Lemme 3. Pour B C R" borélien, on a v(B) > [ Dv(x)du(x). Etily a
égalité si v << L.

D’abord, Dv(x) existe u-presque partout (Lemme 2), et est mesurable
(car I’ensemble ou les deux densités (inférieure et supérieure) different est
mesurable), donc 'intégrale a un sens.

Absolument continue signifie que tout ensemble de v-mesure nulle est de
p-mesure nulle.

Ca commence a ressembler a Radon-Nikodym, puisque dans le cas absol-
ument continu, on dit que v est donnée par la densité Dv(x).

Pour démontrer I'inégalité, on coupe B en tranches: on se donne ¢ > 1
proche de 1, et on pose By, = {x; Dv(z) existe et t* < Dv(z) < tF+1}. Alors

/Du Ydpu(z /Dy )dp(x <Ztk+1 Bi) <) tw(By) < tv(B)
k

parce que 1’on a oté un ensemble de mesure nulle o Dv n’est pas défini, et
un ensemble ou elle est nulle, puis a cause du lemme 1. On fait tendre ¢ vers
1 et on obtient I'inégalité.

Maintenant on suppose v << u. Pour v-pp x, la densité de p par rapport
a v existe et est finie. Notons-la D’(x). En un tel point z, Dv(x) est I'inverse
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de D'(x), donc Dv(z) > 0. En plus de ¢a, Dv(x) < +oo pour u-pp x, donc
aussi pour v-pp x. Alors, en reprenant les notations précédentes,

v(B) =3 v(Bi) < 3t u(B <tz Dv(a)d(a <t/Dz/ V().
k k

(la premiere égalité vient de ce qu’on vient de dire, et apres on applique 'autre
moitié du lemme 1.) A nouveau on fait tendre ¢ vers 1, et on obtient le lemme.

U

Lemme 4. La mesure v est absolument continue par rapport a j si et seule-
ment si Dv(x) < +00 v-presque partout.

Noter que c’est bien v-p.p. cette fois. La partie directe est facile,
puisqu’on a méme vu que Dv(x) existe et est finie pu-p.p. Réciproquement,
supposons que Dv(z) < 400 v-p.p., donnons nous A C R™ négligeable pour
1, et montrons qu’il ’est aussi pour v. La partie ou la densité inférieure est
infinie est de v-mesure nulle par hypothese, il ne reste plus qu’a traiter les
ensembles ' = {xr € AN B(0,R); Dv(z) < N}. Mais le lemme 1 dit que
v(F) < Nu(F) < Nu(A) =0. O

On s’occupe maintenant du cas singulier, ou il y aura forcément moins a
dire parce que justement p et v ne se parlent pas.

Rappelons que deux mesures p et v sont dites mutuellement étrangeres
(ou singulieres) s’il existe A C R™ tel que v(A) = pu(R™\ A) = 0 (mesures
extérieures; mais du coup, pour nos mesures de Radon, et sauf erreur de ma
part, on peut prendre A borélien). Notation: p L v. C’est symétrique.

Lemme 5. Si la mesure v est étrangere a u, alors Dv(x) = 0 p-presque
partout.

%)it A comme ci-dessus. Pour ¢ > 0, on applique le lemme 1 & Z; = {x €
R™; Dv(x) > t}, et on trouve

tu(Zy) =tn(ANZ) <v(AnZz,) <v(A)=0.

Par union croissante d’ensembles de mesure nulle, on trouve bien que que
Dv(x) = 0 pour u-p.p. x, et évidemment Dv(x) = 0 pour ces points.

On est prét pour la version précisée de Radon-Nikodym.
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Théoréme. On se donne (comme depuis le début) deux mesures de Radon
(boréliennes localement finies) sur R™. On pose A = {z € R"; Dv(z) <
+oo}, v, = 1lav et vy = 1Rn\AV. Alors v = v1 + 1o, 11 << i, Vo L pu, et
dvi(z) = Dvy(z)du(x) = Dr(x)du(x).

Rappelons qu’a cause du fait qu’on travaille avec des boules ouvertes,
Dv, Dv, et A sont boréliens. Si on avait pris des boules fermées, disons pour
ne pas se fatiguer qu’on aurait supposé que p ne charge pas les spheres, et
qu’alors Dv, Dv, et A sont boréliens aussi. Ou alors, suivre le livre de Mattila.
De plus, par le lemme 3, Dv(x) et Dvy(z) sont définies p-presque partout,
donc Dv(x)du(x) et Dvy(z)du(z) sont définies.

Il est clair que v = 11 + v5. De plus, v5 L u parce que vy est portée par
R™\ A et u(R™\ A) =0 a cause du lemme 2.

Par le lemme 5, Dvy(x) = 0 p-presque partout. On en déduit (petit
calcul avec la définition) que Dv(x) = Dvy(x) p-presque partout. De sorte
que Dvy(z)du(x) = Dr(x)du(x).

Pour voir que v; << u, on va appliquer le lemme 4. Par définition de A,
Dv(x) < +oo partout sur A, donc v;-presque partout. C’est encore vrai pour
Duvy(x), qui est plus petite. Le lemme 4 dit donc que v << p.

Maintenant le lemme 3, appliqué a v, dit que dv = Dvydu. On sait déja
que Dvidp = Dvdp. On a donc fini. O

Remarques.
1. Mattila suppose u et v finies, ¢ca semble un peu inquiétant (est-ce que
quelque chose m’aurait échappé?), mais en fait non: notre résultat est local,
et comme on a supposé nos mesures localement finies (et pas seulement sigma-
finies), c’est en fait pareil.
2. Le théoréeme de Radon-Nikodym (décomposition unique de v en une partie
singuliere et une partie absolument continue, donnée par intégration contre
une densité) est vrai dans un cadre plus général (mesures abstraites sigma-
finies).
L’unicité est assez facile (exercice?). Noter aussi que v << p dans le théoreme
ssi v5 = 0, essentiellement par définition. La base de la démonstration est le
théoreme de Riesz. (pour trouver une fonction & partir d’'une forme linéaire
continue sur L2, obtenue come on s’en doute par intégration des fonctions).
Pour ce qu’on vient de faire, I'intérét est aussi dans la maniere construc-
tive de trouver la décomposition. Ceci dit, un exercice intéressant, mais que
je n’ai pas fait par paresse, consiste a essayer de voir jusqu’ou nous mene le
théoreme de Radon-Nikodym abstrait dans le cas présent.
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Voici en tout cas comment on commence. Par Radon-Nikodym, v =
V1 + v, avec V1 << et vo L p, et méme dvy = fdu. Il faudra vérifier
(sans doute par les lemmes 1 et 5) que Dvy(x) = 0 p-p.p., mais ensuite
pour savoir que f(z) = Dr(x) < +00 p-p.p., on peut essayer le théoreme de
différentiation de Lebesgue.
Le lemme de recouvrement de Besicovitch est faux dans certains espace métriques
qui ont 'air raisonnables, I’exemple le plus classique étant le groupe de Heisen-
berg, muni de sa métrique de Carnot-Carathéodory. Le théoreme de différentiation
des mesures y est quand méme vrai, mais il faut étre subtil et trouver une
démonstration différente.

Exercice. Redémontrez sans fonction maximale que si p est comme ci-dessus
et f:R"™ — [—00,+00] est localement intégrable, alors

1

lim (B /B(w’r)f(y)du(y)

pour pu-presque tout x. [Commencer par le cas positif.]

Exercice. Si A C R" est borélien et p est comme ci-dessus, alors

lim, o (AN B(x,r))/u(B(x,r)) =1 pour pu-p.p. x € A;

lim, o u(ANB(z,r))/u(B(x,r)) =0 pour pu-p.p. x € R"\ A.

[Appliquer les résultats ci-dessus au cas ou dv = 14pu, et utiliser I'unicité de
la, densité de Radon-Nikodym.]

C’est un résultat plus facile, mais ¢a sert souvent.
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5. INTERPOLATION COMPLEXE

A nouveau, il s’agit surtout de dire comment ¢a marche, parce que c’est
rigolo, et pas de donner un énoncé trop général.

Le centre de la démonstration est de dire que certains objets ont un pro-
longement analytique, et d’appliquer le principe du maximum. Mais comme
le domaine ou ’on veut appliquer le principe du maximum n’est pas borné, il
nous faut un petit énoncé spécial, que je prends dans Rudin.

Un premier énoncé simple, d’abord.

Théoréme. Soient O = {z = x +iy; a < x < b} C C une bande verticale
ouverte, f : Q — C une application analytique. On suppose que f est bornée,
et qu’elle admet un prolongement continu a la bande fermée {z = z+iy; a <
r < b}. On pose M(x) = sup,cg | f(z +iy)| pour a < x < b. Alors

b—x

(1) M (z) < M(a)v=« M(b)s=a poura <z < b.

Autrement dit, In(M (x)) est convexe (I’équivalence est facile a vérifier).
Le cas particulier le plus important est quand M(a) < 1 et M(b) < 1, qui
donne M (z) < 1. On va commencer par s’y ramener en divisant par g, ou

z—a

g(z) = M(a) 75 M (b) =

Ici on suppose que M(a) > 0 et M(b) > 0; sinon, si par exemple M (a) = 0,
noter que la démonstration s’applique en remplagant M (a) par n’importe quel
e > 0; il reste ensuite a faire tendre € et noter que le membre de droite de (1)
tend vers 0.

Noter que g est bien définie et holomorphe sur un voisinage de la bande
(utiliser M* = exp(w In(M)) pour M > 0et w € C), et que |g(x+iy)| = M (z)
pour z = x + iy € . Autrement dit, son module sur la droite x 4 iR est le
membre de droite de (1). Donc g ne s’annule pas, et méme 1/g est bornée sur
la bande, f/g vérifie les hypotheses du théoreme avec M (a) < 1et M(b) <1,
et les conclusions pour f se déduisent des conclusions pour f/g.

Donc il suffit de supposer que M(a) < 1 et M(b) < 1 et prouver que
M(x) < 1. On veut se ramener au principe du maximum sur un domaine
borné, donc on multiplie par

he(z) = (1+e(z —a))™"
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avec € petit qu’on fera tendre vers 0 [ou, si vous préférez, h.(z) = (1 +e(z —
a+ 1))71]. Noter que h.(z) < 1 sur la bande fermée (car |1 + e(z — a)| >
1+e(z—a) > 1), donc h, f vérifie encore les hypotheses. Mais ’avantage est
que le maximum de h. f est a trouver dans un domaine borné. En effet soit M
tel que |f(2)| < M partout; noter que h.(z +iy) < |y|~t, donc |h.f(2)] < 1
pour |y| > e~tM. On applique le principe du maximum sur le domaine borné
QN{ly| < e M}, et on trouve que |h.f(z)| < 1 dans ce domaine aussi, donc
partout.

Ainsi, |h.f(2)] < 1 pour z € Q et tout € > 0. On fait tendre € vers 0 et
on trouve que |f(z)] < 1. O

Une certaine hypotheése (comme “f est bornée”) est nécessaire, parce
qu’autrement on a des contre-exemples. Par exemple, faisons un quart de
tour pour simplifier, et considérons le domaine

v

Qoz{x—m'y; —3

7r
<y< <

y< 5}
et f(z) = exp(exp(z)). Alors f(z £ Z) = exp(&ie®), donc f est de module 1
sur les deux bords, mais sa restriction & I’axe réel {y = 0} est e, qui n’est
pas bornée du tout.

En fait, ceci est le pire contre-exemple possible, a cause du résultat suiv-
ant.

Théoréme (Phragmen-Lindel6f). Soit f une fonction holomorphe sur €.
On suppose que f a une extension continue a €, telle que |f(x £ 5)] < 1
pour x € R. On suppose également qu’il existe « < 1 et A > 0 tels que

(2) |f (@ +iy)| < exp(Aexp(alz])) pour z+ iy € Q.
Alors |f(z)| <1 pour z € €.

Noter que ceci permet d’améliorer le théoreme précédent, en supposant
un peu moins sur la fonction f. Par exemple, une estimation du type |f(2)| <
Cexp(A|z]) (au lieu de f bornée) est largement suffisante dans tous les cas,
sans avoir a faire le changement de variable précis pour se ramener a 2.

La démonstration est du méme type, on doit juste changer de fonction
écraseuse. Prenons 3 tel que a < 8 < 1 et € > 0 petit, et essayons

(3) he(z) =exp{ — e(eP* + G_BZ)}.
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Il faut voir si c’est assez petit a I'infini pour tuer f. Prenons z € g, et notons
que

R +e77%) = " R() + eTPTR(eT ) = (77 + e777) cos(By).

On note que Sly| < fr/2 < w/2, donc § = cos(f7/2) est strictement positif
et par conséquent R(e’? + eP%) > §(ef* 4 e=7*). Et en reprenant (3), on
trouve que

|he(2)| <exp{ — 8 (e + e_'gm)}.

D’une part, |ho(2)| < 1, donc |hef| < 1 sur les bords de la bande. D’autre
part, on va vérifier que |h. f| tend vers 0 a I'infini, ce qui permettra d’appliquer
I’argument précédent pour se ramener a appliquer le principe du maximum
sur un ensemble borné, et dire que |h.f| < 1 partout. Et de conclure en
faisant tendre € vers 0, puisque lim._,q h.(z) = 1 partout.

Vérification: compte tenu de (2), il s’agit de voir que Aexp(alz|) —
g6(e’® + e7P%) tend vers —oo quand |z| tend vers +oo. C’est clair parceque
B> a. O

Donc voici un théoreme d’interpolation complexe. A nouveau, c’est peut-
étre le principe de la démonstration qui est la chose la plus intéressante.

Notations pour le prochain théoreme. Soient, pour i = 1,2, (£;, A;, 14;)
des espaces mesurés, avec des mesures sigma-finies. On note &; la classe
des fonctions étagées sur €2; et intégrables pour u;. On se donne aussi des
exposants pi,pe2,71,72 € [1,+00]. Et on se donne un opérateur linéaire T,
défini sur & et a valeurs dans L™ (Qy) N L2 (£)5).

Théoréme. On suppose que T a une extension continue de LP'();) dans
L™ (£s), de norme au plus M, et une extension continue de LP2?(€);) dans
L™(£)3), de norme au plus Ms. Pour 0 <t < 1, déterminons p et r par les
formules

1 1—1¢ t 1 1—t¢ t
p D1 D2 r T ()

Alors T a aussi une extension continue de LP()1) dans L"(§2), de norme au
plus M, avec M = Mll_t M.

Quelques remarques pour commencer.

Les exposants p et r sont bien déterminés, méme si certains de nos ex-
posants sont +o00.

L’énoncé autorise le croisement p; < po et 1 > 7o.
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Noter que &; est seulement dense dans LP(du;) quand p < +o0, donc, par
exemple, nous n’avons pas vraiment défini 1" entierement sur LP! si p; = +o0.
Ca n’est pas grave. En fait, on va caractériser la phrase “T" a une extension
continue de LP(duy) dans L"(dus2)” par la formule (1) suivante, qui utilise la
dualité. On note g ’exposant conjugué de r (donc %—l—% = 1). Alors montrons

que T a une extension continue de LP(duy) dans L"(dus) si et seulement s’il
existe M > 0 tel que

(1)

(Tf,g9)] < M pour tout choix de f € £1,g € &, telles que ||f||, < 1et||g|ls <1

Et en fait le meilleur M donne la meilleure norme d’extension.

Si T a une extension continue, c’est un opérateur borné, et (1) vient de
ce que ||[Tf||, < M||f]|p, et de Holder.

Réciproquement, si on a (1), et si f € & pour commencer, (1) dit que T'f
définit une forme linéaire bornée sur la fermeture de & dans L9, de norme au
plus M||f||,. On en déduit que ||T'f||, < M||f]||, (on sait déja, par hypothese,
que T'f € L™). Sip < 400, on en déduit que T a un unique prolongement (par
uniforme continuité). Si p = +oc0, on a un unique prolongement a ’adhérence
de &1, mais rien n’empéche ensuite de reprolonger a L°° par Hahn-Banach.

La démonstration du théoreme consiste maintenant a utiliser le théoreme
de Phragmen-Lindel6f, ou une version plus faible, pour déduire 'inégalité (1)
de ses analogues pour les indices de 1’énoncé.

On doit donc essayer de définir des fonctions analytiques. On fixe f € &
et g € &, et on pose, pour z dans la bande verticale Q = {z = z +iy; 0 <
x <1}

_ S W)l 6 UZQ(U) u) |7t
(2) Jo(w) = Tyl et ga(u) lg(u)| 7,

avec a, b, c¢,d € R sont a choisir bientot. Plus précisément, on garde f.(u) =0
quand f(u) = 0, et autrement on prend |f(u)|***t? = exp((az + b) In(|f(u)]);
pareil pour g. Dans tous les cas, on a un résultat holomorphe en z (& u fixé).

En fait, comme f et g sont étagées intégrables, les choses sont assez
simples. On peut écrire f = Zj Ajla,, avec des A\; non nuls et des A;
disjoints de p11-mesures finies, et pareillement g = >, nx1p,. Noter qu’alors

(3) fz= ij,zlAj et g, = an,leka
j k

J
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avec des coeflicients \; . et 7y , facilement calculables (avec des puissances),
et qui sont tous des fonctions holomorphes de z dans la bande verticale (2.
Noter au passage que f, et g, sont étagées intégrables.

On veut appliquer le théoreme de Phragmen-Lindelof a la fonction H sur
() définie par

(4) H(z) = /Q T 1. () g2 (u) dpis (1),

Noter que f, est étagée intégrable, donc T'f, est bien défini, est méme dans
L", et s’integre donc bien contre la fonction étagée intégrable g,. Par linéarité,

(5) H(z) = ) Atz
ik

olt ajr = (T'l4,,1p,) est juste un coefficient numérique.

Comme les fonctions A; ., et n . sont juste des sommes de puissances,
H a une croissance au plus exponentielle, ce qui permettra d’appliquer le
théoreme de Phragmen-Lindelof.

On peut choisir f et g pour que

(6) 1l = llgllg = 1,

ce qui simplifiera les calculs.
—t ou
1

. 11—t | t 1 _1_1 53 1_ 1=t
Notons que puisque - =S+ et . =1— -, il vient c = o T

t
A ; g2’
q1 et g2 sont les exposants conjugués de ry et ro.

Posons maintenant p(z) = -"; alors
(7) £ = /{ o £ ()|t = | f||p = 1.
De méme, posons q(z) = ;%; alors
(8) lg.11%%) = /{ I = g =1,

Maintenant on veut choisir a, b, c,d. On veut que

(9) p(0) =p1, p(1) =p2, ¢(0) = q1, et ¢(1) = go.
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ou encore, en prenant les inverses, on veut que la fonction (az + b)/p vaille
1/p1 en0et 1/ps en 1. Ceci détermine a et b, et par linéarité, (ax +b)/p vaut
1/p en t. De sorte que at +b =1, donc f; = f (par (2)).

De méme, les conditions sur les ¢ déterminent c et d, et on trouve (ct +
d)/q=1/q, puis ct+d=1et g. =g. Alors H(t) = (T'f,g) (par (4)).

D’un autre coté, quand z € iR,
(10)
[H(2)] < KT'fzr 92)] < T py e 12 lps gzllar = [T py i [ follp1 90l lq < Ma

parce que |f.| ne dépend que de sa partie réelle (et pareil pour g, ), puis (7),
et parce que p(0) = py et q(0) = ¢1.

Pour les mémes raisons, |H(z)| < Mj pour z € 1+ iR. Finalement, on
applique Phragmen-Lindel6f (et le lemme précédent) et on trouve [(T'f, g)| =
|H ()] < M{ "M%, comme voulu pour (1), qui lui-méme donne le théoreme.

O

Pour ne pas alourdir trop, on n’a pas mis de poids dans I’énoncé. Mais
on aurait pu en mettre. Soit w; une fonction mesurable positive sur €;, et
donnons-nous encore des puissances «; et 3;. Supposons cette fois que pour
i = 1,2, T envoie continument LPi (€, wdu,) dans L™ (Qy, whidps), avec
p; et r; comme dans I’énoncé. Supposons également ce qu’il faut pour que
les fonctions f, qu’on est amené a écrire dans l'argument soient dans les
bons LP (c’est un peu plus délicat a écrire a cause des exposants variables,
mais dans des cas pratiques g¢a serait assez facile a arranger). Alors T en-

voie aussi LP (9, w®dpuy) dans L"(Qy, whdpus), ot sauf nouvelle erreur de ma
part é = %t + O%, et % = % + é La démonstration et la vérification
sont laissées en exercice. En principe, le point essentiel est de poser f,(u) =

|§EZ;| | £ (w)|** 0wy (1)@ #+" et pareillement pour g., et de s’arranger pour choisir

les constantes a’, V', ¢, d’ pour pouvoir appliquer les continuités aux extrémités;
si les exposants de I’énoncé sont exacts, on trouve ce qu’il faut pour la conti-
nuité cherchée en regardant au point t.

Moralités du chapitre: il est tres amusant que le principe du maximum
puisse servir dans des circonstances (continuité des opérateurs, méme dans
un cadre réel) ol on ne l'aurait pas attendu; c’est souvent aux extrémités de
I'intervalle de validité que les majorations sont les plus difficiles a obtenir;
pourtant, c’est parfois bien pratique de ne pas avoir a faire la vérification,
surtout quand les espaces extrémes sont plus simples.
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6. WbhP ET INEGALITES DE POINCARE

On va essayer de faire le minimium vital pour arriver aux inégalités
de Sobolev et Poincaré. [En fait, apparemment on s’arrétera un peu avant
Sobolev, mais vous le verrez peut-étre en exercice.] On se place dans un ouvert
U (en principe, assez simple et connexe) de R".

On va commencer par définir les espaces WP (U) lorsque k est un entier
positif (ou nul) et p € [1,+0o0].

Pour k = 0, prendre W%P(U) = L?(U), avec la méme norme.

Pour k = 1 (le plus important pour nous), on dira que f € WP (U)
si f € LP et si de plus ses dérivée premieres (les %), prises au sens des

distributions, sont dans LP(U). [Voir la traduction ci-dessous.] Et on prendra
la norme ||f||W1P(U) = 1f1lp + 2 1551
Pour k entier plus grand, on dit que f € W*P(U) si f, ainsi que toutes
ses dérivées jusqu’a 'ordre k (toujours prises au sens des distributions) sont
dans LP, et on peut prendre pour norme la somme des normes LP.
Traduction. Soit f localement intégrable sur U. Alors, elle définit une

distribution sur U, en posant (f, ) = [, f( x)dz pour ¢ € CX(U) (effet
de la distribution sur la fonction test)

Ensuite, on définit les distributions g—i par (89{ L,y = —( f, ) pour
peCxU).

Donc on dira que la dérivée partielle g 3{ - est dans LP §’il existe g; € LP
telle que

dip
8332'

(1) —(f, =—) = (g, p) pour toute fonction test ¢ € C°(U).

Facile a vérifier (= exercice!): §'il existe g € LP telle que (1) ait lieu, elle
est unique. Ou, de maniere & peu pres équivalente, si la fonction g € L}
définit une distribution nulle, elle est nulle presque-partout.

Parfois, le fait que 3 8f est dans LP se décide plus facilement par dualité.
Commenqons par dlscuter dans le cas ou 1 < p < +o00. Soit g 'exposant
conjugué de p.

Si 68 gf est dans LP, alors, en utilisant (1) on trouve que

loc

0
(2) I(f, af)\<C||¢Hq pour tout ¢ € C*(U),
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avec C = ||gi||p- Par un petit passage a la limite, ceci implique d’ailleurs que

0
(3) (. 5001 < Cllglly pour tout € CL(U)

(avec la méme constante C'). Et réciproquement, si on a (2) ou (3) (et si
p > 1), ceci implique que l'application ¢ — (f, g—;) s’étend en une forme
linéaire continue sur L7, donc (par Riesz), est donnée par une fonction de LP.
Bref, quand p > 1, (2) ou (3) implique que % est dans LP.

Quand p = 1, il y a un autre espace un peu plus grand que W1 (U),
I'espace BV des fonctions f € L' (ou alors, f € L}, cela pourrait dépendre
des auteurs) telles que pour tout i, g—i est une mesure (signée ou complexe)
finie. Il se trouve que le dual de la fermeture, pour la norme sup, de ’ensemble
des fonctions bornées a support compact, est justement ’espace vectoriel des
mesures finies sur U, muni de la norme ||v|| = variation totale de v. Donc,
quand p = 1 et ¢ = +00, (2) et (3) caractérisent le fait que 88—;: est une mesure

(signée) finie. On en reparlera au chapitre sur BV.

Quand p = 2 et U = R"™, les choses s’expriment tres bien en termes de
transformée de Fourier. L’espace W¥:2 est alors le plus souvent noté H*, et
il est assez facile de voir que f € H*(R™) si et seulement si

() 1B = [+ TR < +c.

Noter au passage que quand f € L?, f(ﬁ) est définie presque-partout, donc le
membre de droite a un sens.

Du coup, il est facile de définir H® pour tout s > 0, en utilisant (2)
(en fait, méme pour pour tout s € R). On voyage entre les H® en appli-
quant diverses puissances réelles de I'opérateur positif I — A, dont l'effet en
transformée de Fourier est juste de multiplier f(£) par 1+ [£]?.

Et on peut faire pareil chez les W*P?(R") (au moins pour 1 < p < 400,
SVP vérifiez dans les autres cas avant de dire que c’est ma faute); il y a
quelques petites vérifications a faire, pour savoir par exemple que (I — A)!/2
est un isomorphisme de W**5P dans W¥ P, ou pour vérifier que pour k = 1
nos deux définitions de WP coincident, ou encore pour définir W*» pour k
non entier.

Deux mots des espaces homogenes aussi. On notera W5 (U) Pespace
des fonctions localement intégrables sur U, dont les dérivées d’ordre k sont
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dans LP, et muni de la norme “homogene” obtenue en sommant les normes
LP des dérivées d’ordre k. [On ne met rien pour controler le caracteére Lj, ,
mais celui-ci découle des estimations sur les dérivées, comme on le verra de
maniere implicite plus bas.] Sur R™ et pour les k& non entiers, on utiliserait
les puissances de —A au lieu de I — A, en faisant un peu plus attention.

Remarque (produit et localisation). Soient f € WP et g de classe C!
sur U, disons bornée et avec une dérivée bornée. Alors fg € WP, avec

"0z 8962 g 8 . . . .
En effet, le membre de dr01te est bien dans LP, donc il s aglt seulement

de montrer que pour ¢ € C°, ffg = ff ) 4 [ 89 f . Toutes

les intégrales portent sur un compact (le support de go) et il s’agit seulement
d’intégrer 'identité 8ég$<f) g8 —I— go contre f € L} ..
L’intérét de cette remarque est au581 qu’elle permet de définir 1’espace

wlhp (U) comme étant 1’espace des fonctions telles que fg € WP(U) pour

loc

g € CHU). La dérivée 8f est alors la fonction de L] (U) telle que si K C U

est compact, et g € C’cl(U ) est égale a 1 sur un voisinage de K, alors 68 g - =
—%J; f) sur K.

Exemple. Plagons-nous sur U =la,b|C R. Vérifions d’abord que pour
obtenir f € W1P(U), il suffit de prendre g € LP(U) et A € R, et de poser

(5) flx) =X+ /x g(t)dt pour x € U.

Et alors f’ = g (au sens des distributions).

En effet, il suffit de voir que fab f(x)p' (x)dx = — f g(t)e(t)dt pour pour
@ € C>(U). On note d’abord que A ne contribue ni au membre de gauche
(trivialement) ni au membre de droite (parce que [ ¢'(z)dx = 0 puisque ¢
est a support compact On applique ensuite le theoreme de Fubini pour

calculer / / 1,-;dzxdt. Quand on integre d’abord en x, on trouve

le membre de droite. Quand on integre d’abord en ¢, on trouve le membre de
gauche.
Exercice: généraliser ce qui précede a une mesure finie (disons, signée). Il
faut quand meéme faire un peu attention a la contribution des bornes quand
on écrit Fubini (mais pas dans la définition de f).

Réciproquement, si f € WP, alors il existe A telle qu’on ait la formule
plus haut. En effet, on pose g = f' et F(x f g(t)dt, et on note que
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F e WP avec F' = g = f'. Donc la dérivée de F— f au sens des distributions
est nulle, i.e., [,,(f — F)¢’ = 0 pour toute fonction test . Il reste a vérifier
que G = f — F est (égale presque-partout a une) constante, des qu’elle est
localement intégrable et que sa dérivées est nulle. Il y a divers moyens de le
vérifier, mais le plus amusant (compte tenu de ce qu’on a fait) sera d’utiliser
le théoreme de densité de Lebesgue.

Soient x et y deux points de densité de Lebesgue de G = f — F', avec
x # y, et vérifions que G(z) = G(y). On en déduira le résultat, en fixant
x et en notant que presque-tout point y € U est un point de densité de
Lebesgue, donc tel que G(y) = G(z). On se donne une fonction bosse 1 de
classe C>° & support dans [0,1] et d’intégrale 1, on pose r(t) = 2Fy(2%)
(toujours d’intégrale 1), et ensuite ) a support compact, dont la dérivée est
(1) = Yi(t — x) — Yi(t — y). Le support de ¢y, est contenu dans U pour k
assez grand, donc on sait que [,; G(t)[¢x(t — ) — i (t — y)]dt = 0. Mais

|G(z) —/UG(t)z/)k(t — z)dt| = ‘/xjt[g(x) — G(t)]Yr(t — :c)dt‘
T+

t T4t
< [ 6@ - GOl -l < gl [ |G - GO
r—1 r—1

qui tend vers 0 par la version un peu forte du théoreme de densité de Lebesgue
(en en prenant la définition correspondante de “point de Lebesgue”). Voir (1)
du chapitre 4 sur la différentiation, page 14.

Pareillement, [, G(t)yy(t — x)dt tend vers G(y); on trouve G(z) = G(y),
et ceci termine notre description par (5) des fonctions de W1 sur un intervalle
borné. Bien siir, on a noté que pour la discussion ci-dessus, on aurait pu se
contenter de regarder le cas ou p = 1.

Signalons encore que puisqu’on a (1), on peut prouver que f est différentiable
presque-partout, avec la dérivée g = f’. En fait, si f est un point de Lebesgue
pour g, on a

fle+r)— f(x) Lo

lim . = Jm ] g(t)dt = g(x),
flz—r) = fz)

et de méme lim = g(x). Mais par contre il existe des fonc-

r—0 -r
tions non constantes dont la dérivée existe et est nulle presque-partout (fonc-

tion de Lebesgue, dont le graphe est aussi surnomé escalier du diable), qui est
obtenue en intégrant une mesure singuliere.
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Exercice: vérifier qu’en effet la primitive d’une mesure singuliére (par rap-
port & Lebesgue) a bien une dérivée nulle Lebesgue-p.p..

Dirigeons-nous doucement vers Sobolev et Poincaré. On aura aussi besoin
d’un lemme d’approximation des fonctions de WP par des fonctions régulieres.

Lemme 1. On se donne U C R", 1 < p < +o0, et f € VVlif(U) Pour tout
compact K C U, il existe une suite {fi} dans C°(U) telle que

: Ofx  Of
li =fd LP(K) et 1<i< li =
. 1TOO frx = f dans LP(K) et, pour 1 <i <mn, k_1>rfoo 9z, ~ o,

dans L?(K).

Sans trop de détails: on essaie fi, = f*1y, ou {1} est une approximation
de T'identité, avec support(yy) C B(0,27%). Pour k assez grand pour que
K + B(0,27%) cC U, fy est bien définie sur K. Le fait que {fi} converge
vers f dans LP(K ) est tres classique. Pour la seconde partie, vérifions d’abord
que 3 8f k= af - 1), dans un voisinage de K (et pour k assez grand). On vérifie
ceci sur une fonctlon test ¢ (de support contenu dans ce voisinage de K, et
pour peu que celui-ci reste é distance > 2% du bord). Le membre de droite

donne

/U { /Bmk) ggi (= “)W(“)dU}wx)daJ
:/B(O 2k)¢k(U){ gi (x—u)w(:v)d:v}du
= a0 10
- // 0.2 k) (y)r(u )

(on a utilisé la définition de g - apres avoir vérifié que pour k assez grand, le

support de p(x+u) est encore contenu dans U). Le membre de gauche donne

Jage = [ s @

—— [ [t () dad,
U JB(0,2-F) L

et on constate que c’est pareil.

Ydydu

(y + u)dudy
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Cette vérification faite, on vérifie que 3 % = 88 L 45, converge bien vers

% dans LP(K) comme plus haut. Enfin, nos fonctlons ne sont pas a support
compact, donc on les multiplie par une fonction C*° qui vaut 1 dans un
voisinage de K mais est a support compact dans U. O

Lemme 2. On se donne p > 1, f € LP(V), et une suite { fx} dans W1P(V),
On suppose que f = limy_,o fx dans LP(V) et que les 5% ga- convergent dans

LP(V) vers des fonctions g;. Alors f € WLP(V) et 8—f = g;.

Soit ¢ € C°(V). Alors

3 (proe)=—(f.50) == Jin_[ @) 52 @

(1) p(x) dz = /V gi(2) p(x) dz = (g1, ).

Il n’y a pas de probleme de convergence, puisque g_:i et ¢ sont bornées et a
supports compacts dans V.

En fait, le lemme marche encore en supposant seulement que f et les
g; sont dans LP, que f = limp_ .o, fr faiblement, et que g; = limp_ . g—x’:
faiblement. ]

On est a peu pres préts pour essayer de majorer |f(x) — f(y)| en fonction
du gradient de f pres de =z et y. On verra apres comment en déduire des
inégalités fonctionnelles sur les WP,

Pour l'instant, supposons que z et y sont donnés et que f est de classe
C' prés de x et y (on aura besoin ce ¢a dans un petit double cone C,, ,, autour
de x et y).

Quelques notations. On se donne a €]0, 1] pour faire général, mais o = 1
devrait suffire. On note

(4)

Tr+y
D(x,y) = Do(z,y) = {z ER":|z—x|=|z—y| et ‘z— T‘ < a\x—y\},
un bout d’hyperdisque a mi-chemin, et

(5) C(z,y) = Co(x,y) = conv({z} U {y} U D(z,y))

(enveloppe convexe), qui est une sorte de double cone (une carotte de bureau
de tabac) avec ses pointes en x et y.
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On parametre aussi des chemins 7y, ¢ € D(z,y): pour £ € D(z,y), e est
le chemin de = a y obtenu en joignant x a ¢ puis a y par les segments [z, /]
et [¢,y]. On parametre 7, par sa projection sur l'intervalle [z,y], et on note
aussi vy @ [z,y] = C(z,y) le paramétrage.

Pour la suite des calculs, on suppose que C'(x,y) C U et que la fonction
f est de classe C! sur C(xz,y). Les accroissements finis, appliqués & f o 7y,
donnent

(6) |ﬂ@—f@ﬂs/'|Vﬂwwmwuwu: V| dH!

[:E»y] Fé

ou la derniere égalité ne sert qu’a essayer de rendre la chose plus géométrique
(on ne 'utilisera pas) et I'y = [z, ¢] U [¢,y]. On moyennise cela par rapport a
¢ € D(z,y), et on trouve

1 /
D 1@ 0= gy o [ 9 i duar

ot 'on a noté indifféremment d¢ et dH"~1(¢) la mesure de surface. On fait le
changement de variable (¢,u) — v¢(u) et on trouve

(8) !ﬂ@—f@ﬂé[% 19FEI0G) i

ou dz est la mesure de Lebesgue et 6(z) vient du déterminant Jacobien. Le
calcul donne

(9) () < Cln, @) w, (2),
(10) ws(2) = Loy ({17 — 2+ 2 =y}

Autrement dit, la mesure image de H" 1 (D(x,y)) tdudl par (¢,u) — ve(u)
est inférieure & C'(n, ) wy 4 (2).

Remarque. Les calculs suivants donnent des majorations (parce que c’est ce
qui nous intéresse ici), mais on aurait pu calculer de maniere plus précise, en
écrivant vraiment la formule des accroissements finis. On aurait obtenu une
formule du type f(y) — f(z) = fc(m,y) Ky (2)Vf(z)dz, ou Ky ,(%) est une
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matrice qui dépend de z (et avec certaines propriétés d’invariance par rapport
a x —y). Noter que si on fait tendre y vers l'infini (ici, en partant dans une
direction donnée), on obtient une formule qui permet de calculer f a partir de
V f, par convolution avec un noyau matriciel (et en supposant que f est C* &
support compact, au moins pour commencer). A cause de la maniere dont on
s’y est pris (avec la forme de notre cone), la formule n’est pas invariante par
rotations, mais en intégrant sur toutes les droites partant de z, on aurait une

formule invariante par rotation. A savoir, f(x) = —c, Vf- ﬁdy,
et ou ¢, est la mesure de la sphere unité. [Ca ne peuﬂi étre que ca, par
homogénéité, invariance par dilatations, et en calculant la constante sur des
fonctions particulieres, par exemple tendant vers la fonction caractéristique
d’une sphere.]

Et ce serait la méme formule qu’on peut obtenir en partant de V f, et en
lui appliquant 'opérateur A=V (& définir plus facilement en transformée de
Fourier), qui est bien un opérateur de convolution. Bref, les calculs faits plus
hauts sont moins jolis et homogenes, mais ils sont robustes et marchent tout
seul dans des domaines.

Il va falloir commencer a distinguer des cas. Si on veut une vraie estima-
tion ponctuelle de |f(z) — f(y)], valable pour f € WP quelconque, il faudra
s’assurer que |V f(z)| est intégrable contre wy (%), et ¢a ne marchera bien tel
quel que si p > n. On va commencer par ce cas-la. Au fait, le cas n = 1 est
trop facile; voir le cas traité plus haut.

Notons ¢ = p%l I'exposant conjugué de p. Si p > n, alors ¢ < "5, le
poids |2|21=™) est localement integrable, et
(11)
(1-m) M1 (1-n)42 p—n
syl < 2 p—ai0= T < Clo—y| O = Cla—y) "
|

z—x|<|z—yl

(ce qui sera utile pour la normalisation). Finalement Holder et (6) donnent

(12)

p—n P 1/p
£(2) = )| < CUV I lzscallnylle < Cle o5 [ 19417}
Proposition 1. Soient U un ouvert de R™, p €]n,+o0], et f € VVllof(U)
Soient x,y € U, tels que de double cone C(z,y) soit contenu dans U. Alors

(13) @ sl <clo—o={ [ v}’

C(z,y)

(z,y)
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Ici C ne dépend que de n, p, et a ('ouverture). En fait, il faudrait dire
que f est égale presque-partout a une fonction continue, qui vérifie (13).

Pour démontrer ceci, on se donne f, et on ’approxime par des fonctions
régulieres fi, comme au lemme 1. A cause de la facon dont on a écrit le lemme,
ou la suite {fx} dépend du compact, on va s’y reprendre a deux fois.

D’abord, on se donne une boule fermée B = B(xg,r) contenue dans U,
et on construit les fr comme au lemme 1. Quitte & extraire une sous-suite,
on peut supposer que la suite {fx}, qui converge déja dans L!(B) vers f,
converge aussi presque-partout. Noter que pour z,y € By = B(xq,7/10), le
double cone C(x,y) est contenu dans B C U, donc on peut appliquer (12)
aux fi et il vient

p—n / p—n
W) 1A~ ) < Clo— o { [ 9P} < Ale -yl T

pour un nombre A < +oo (car les V f convergent dans LP(B), donc leur

norme est bornée). Si f(z) est la limite des fi(z) (ce qui arrive presque-
p—n

partout), et pareil pour f(y), on en déduit que |f(z) — f(y)| < Alz —y| 7 .
Ceci vaut pour z, y dans une partie de mesure pleine de B;. On en déduit la
continuité de f, apres changement sur une partie de mesure nulle.
Maintenant on peut supposer f continue, on fixe x et y comme dans
I’énoncé, et on applique le lemme 1 avec le compact C(z,y). La démonstration

du lemme donne aussi la convergence uniforme des fi vers f, et (13) se déduit
de (12), et du fait que les V f, convergent vers V f dans LP(C(z,y)). O]

Passons tres brievement au cas ou p = n. Prenons la fonction f(z) =

ln(ln(ﬁ)), au voisinage de 0. Alors |Vf(x)| = —=+—=, qui est bien dans

— elIn(g)
L™ pres de 0 (car n > 2). Donc f € Wﬁ)’cn, et pourtant elle n’est ni continue
ni bornée. Mais f est quand méme exponentiellement intégrable quand f €
WL voir le chapitre sur BMO, la seconde remarque juste apres le théoréme

de John et Nirenberg.

Quand p < n, f n’est pas continue, mais par contre elle est localement
dans des L? meilleurs que LP. Le plus pratique pour écrire ceci semble étre
en termes d’inégalités de Poincaré, qui sont une maniere de dire comment
f € L9 localement. Sion voulait des propriétés globales sur tout R", on serait
facilement canulé par des questions d’homogénéité. [Sauf peut-étre justement
pour p = n.]
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On va utiliser les notations suivantes pour simplifier: |B| est la mesure
de Lebesgue de B et, si f € LY(B), mpf = |—é| [ f(z)dx est la moyenne de
f sur B.

Proposition 2. Soient p € [1,n] et r € [1, 5[ Il existe une constante

C(n,p,r) telle que pour toute boule ouverte B et tout f € WHP(B),
(15)

{é /B e meV}l/r < Cln,p,r) BV {ﬁ /B |Vf(x)\p}1/p.

Quelques commentaires avant de commencer la démonstration.

Quand p = n, tout r < +oo est autorisé. Et méme, f est localement
exponentiellement intégrable, comme on le verra au prochain chapitre sur
BMO. Quand p > n tout r < 400 est autorisé aussi, mais la Proposition 1
donne directement une borne sur |f(z) — mpf| qui est meilleure que (15).
Donc on on s’est carrément mis dans le cas ou p < n, et on n’a rien perdu.

J’ai mis les puissances de maniere a simplifier la vérification d’homogénéité.
Il est logique que chaque membre soit homogene de degré 1 en f. Pour ce qui
est de I'homogénéité en fonction du rayon R de B, penser que quand |V f(x)]
est de l'ordre de 1, les deux membres sont en principe de 'ordre de R ou
‘ B‘l /n.

Noter que par Holder, 'inégalité pour r entraine celle pour ' < r. C’est
pourquoi on pourra se contenter du cas ou r > p (noter que n"—_";) > D).

On va commencer par le cas ol f est de classe C!, il faudra faire un petit
passage a la limite a la fin.

Comme 'homogénéité est correcte, on pourrait se ramener facilement au
cas ou B = B(0,1), mais on va essayer de faire directement le cas général ou
B = B(X,R).

Posons B; = B(X, R/10), et notons que quand x € B et y € By, alors le
bi-cone C(x,y) est contenu dans B. Alors (8) et (9) disent que

(16) [f(z) = fly)| <C IV f(2)| wa,y(2)dz

C(z,y)

On fait la moyenne par rapport a y € By et on trouve

(17) ]f(:c)—mBlf|§CR—”/eB /GC( );vf(z)ywm,y(z)dzdy,
Y 1Yz €,y
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On se souvient que wg,y(2) = Loy (2){|z—z|' " +|z—y[* 7"} (par (10)), et
quand on intégre ceci par rapport & y € By, on trouve moins que CR"* (R ™"+
|z — x[1™™). Donc

18)  |f(x)—mp f]<C / V) (R + |z — 2] ")d.

z€B

On pose h(u) = (R'™" + |ul'"™)1p(0,2r)(u), et on garde (18) sous la forme
synthétique

(19) [f(x) —mp, f| < ClA[V[]) * h](x).

Puis on se souvient que la convolution envoie LP x L9 dans L", ou %4—% = %4—1.

Ici, on a déja p (puisque Vf € LP(B)) et r (avec p<r< n”—_%). Si on prenait

r = "2 on trouverait 1 = = p +1—= = Tl et ¢ = —"5. Ici on prend
r plus petit, donc ¢ plus petlt Bref q < 7, ce qui tombe bien, parce que
cela implique que h est localement dans Lq Noter encore que r = p donne
q = 1, donc on est dans des valeurs acceptables de gq.

Retournons a (19). On trouve

(20) 17(2) = m, fllr < ClIll 1V 1lzoey
et en plus

(1-n)q pn 1/a 1l-n+4+2
(21) Hh||q§C{R 1R } — R

C’est ce qu'il fallait pour (15), modulo deux choses. D’abord, la vérification

de 'homogénéité en R. La puissance de R est 1 —n+% =1-n+n(1+ % — ;—)) =

1+ 2 — %. C’est exactement ce qu’il faut puisque |B| est de 'ordre de R™.
La seconde chose est qu’on a remplacé mp f par mp, f. Mais

(22)

1/r
s = mo 1< g [ 1) = ma flde < {15 - masr]

<ctpnim{ L[ wrwp)”

par inégalité triangulaire, puis Holder, puis ce qu’on vient de montrer; le rem-
placement de mp f par mp, f ne cotte donc pas plus que le second membre.
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Notons encore qu’en fait, dans les calculs ci-dessus, on peut remplacer
B; = B(X, R/10) par n’importe quelle boule B(X, R;), avec R/11 < R; <
R/9. Soit en notant que la démonstration marche encore, soit en faisant
comme pour (22).

On a presque fini. On a vérifié (15), mais seulement pour les fonctions f
de classe C'1. Dans le cas général, on se donne une boule B’ = B(X,R') C B,
avec R juste un peu plus petit que R, et on commence par utiliser le lemme
1 pour trouver une suite de fonctions fi, de classe C!, qui convergent vers f
dans LP(B’), et telles que les V fi convergent vers V f dans LP(B’). Quitte
a extraire une sous-suite on peut méme s’arranger pour que fi(x) tende vers
f(x) pour presque tout x € B’. On sait que

o s -manr) el [ e}

ou en principe on devrait prendre B] = B(X, R'/10), mais ou, & cause de
la remarque précédente sur R/11 < Ry < R/9, on peut carrément garder
B} = Bj (ce qui simplifie un peu le passage a la limite ci-dessous).

On fait tendre k vers 400, et on trouve que

o {[ s -mar) el [ o) <ol [}

ou l'on a utilisé Fatou pour I'intégrale de gauche. On fait tendre R’ vers R et
on trouve l'analogue de (15) avec mp, f. Et ensuite on remplace mp, f par
mpf comme avant, avec (22). La proposition s’en déduit. O

Exercice. Montrer que, sous les hypotheses de la proposition 2, on a aussi
(25

)
% |f(z) = F)]" 1/TSC(n,p,rHBW” 1 IV f ()P Up.
{\B\ B.JB 1Bl J5

Exercice (Au cas ou, mais c’est peut-étre un peu délicat sans questions in-
termédiaires; il faut passer d’une boule a une autre par une chaine des boules
en utilisant la connexité). Soient Q@ C R™ un domaine connexe, p > 1, et
{f& tk>0 une suite dans W1P(Q). On suppose que

(26) {V fr} converge dans LP(Q2) vers une limite h € LP(Q),
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et qu’on peut trouver une boule B C ) telle que

(27) lim mpfi existe.
k——+o00

Montrer que {fi} converge dans Li () vers une limite f, que f € W1P(Q),

loc
et que Vf = h.
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6b. RESTRICTIONS, TRACES, ET POSSIBLEMENT EXTENSIONS

Chapitre ajouté en 2016, donc attention aux fautes de frappe et erreurs
graves.

On commence par ce que je vais appeler restrictions, faute de mieux
peut-étre, qui consiste & prendre une fonction f € WP, et demander si en
moyenne sa restriction & un plan est aussi dans W1, avec une norme moyenne
bornée. Ceci va étre facile, mais pas forcément inutile. Ensuite on parlera
d’un probleme a priori plus délicat, qui est de donner un sens a la restriction,
mais je dirai trace, de f, sur un plan donné a ’avance (et donc qui pourrait
étre exceptionnel, je veux dire mauvais, pour le probeeme précédent.

Les notations pour ce qui suit sont les suivantes. On se donne un ouvert
Q1 de R™ et un ouvert 25 de R, et une fonction f € WHP(Q; x Qs3), et on va
voir que pour presque tout x € €y, la fonction f(z,-) est bien dans W1P(Q),
avec les dérivées partielles escomptées. En fait, toute la difficulté est dans le
cas ou p = 1, auquel on va se restreindre dans un premier temps.

Voici I’énoncé. Notons encore = = (x1, ..., %) le point courant de 21 C
R™ et y = (y1,...,Ym) le point courant de Qs C R™.

Proposition 1. On se donne ) = 1 X 25 comme ci-dessus, et une fonction
f € LY(Q), et on suppose que la dérivée partielle g—?fl (au sens des distribution)
est dans L'(Q2). Alors, pour presque tout x € 1, la fonction f(x,-) a une
dérivée partielle par rapport a y; qui est dans L'(3), et qui est égale a

0
6_yfl (xa )

Quelques remarques avant de commencer. Dans cet énoncé, le plus simple
est de prendre un représentant de f et un de g = g—yfl, et de vérifier que

la conclusion vaut presque partout, au sens ou pour presque tout x € (2,
g(z,-) € L1(Q) et représente la dérivée partielle de f(z,-).

Le fait que presque tout x € Qy, g € L1(Q) est juste une application de
Fubini, donc le probleme est bien dans le calcul de dérivée partielle. Ainsi,
si ona?vait supposé mieux (disons que notre domaine est borné), a savoir

que zo- € LP(Q)), on aurait trouvé aussitot que pour presque tout z € 4, la

dérivée partielle g(x, -) est dans LP(£2;), avec I’estimation le lg(x, -)Hip(Ql)d:):
19| z» ()P Donc on se contente de p = 1.

Le probleme est local: il faut juste étre capable d’identifier les dérivées
partielles des restrictions. Donc 1’énoncé avec Wllo’f (Q) est vrai aussi, et se
déduit du précédent.

Il y a une réciproque facile (mais moins utile sans doute); voir plus bas.
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Passons a la démonstration. Continuons de noter g = 8(9_;1’ Notons aussi
f* la fonction y — f(x,y) et ¢¥ : y — g(x,y). L’hypothese est d’abord que
|[f[ +1g| € L'(€2), donc

1) /Q £1+ lgldedy < +oo

et il existe Z C €1 de mesure nulle, tel que pour =z € 4 \ Z,

&) 1871+ lg7ldy < +oc.
Qo
Ensuite, g = donc pour toute fonction test ¢ sur €2,
3 / / |
(3) Ty = )92
On s’intéresse a des fonctions décomposées o(z,y) = (x)Y(y), ou ¢ €
C° (1) et ¥ € C°(Qy). Alors puisque g—i(x,y) = @(x)g—;bl(y), (2) s’écrit,

en utilisant (1) et le fait que ¢ et sa dérivée sont bornées pour justifier Fubini

(4)
/mEQ {80(513) /yEQ f(a?,y)g_i(y)dy}dx = —/%Q {gp(az) /yeQ g(ﬂ?,y)'gb(y)dy}dx.

Fixons 1 et posons
) A = [ [fange o)+ i)

C’est une fonction intégrable (toujours par (2)), et son intégrale contre n’importe
quelle fonction test ¢ est nulle(ou autrement dit elle définit une distribution
nulle). On a dit plus haut (et peut-étre laisseé en exercice) que dans ce cas
A(z) = 0 presque partout. Bref, pour tout ¢» € C2°(€)y), il existe un ensemble
Zy de mesure nulle tel que

) [ s@ngrta== [ oo

Un petit ennui pas grave est que 1’on voudrait un ensemble de mesure nulle
hors duquel (6) ait lieu pour tout ¢» € C2°(€Q3). Donc on se donne une famille
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dénombrable {v;} de fonctions de D = CZ°(£3), et qui est dense dans D,
muni de la norme (qu’on notera || - ||,) de la convergence uniforme, pour v
et sa premiere dérivée. Pour trouver ceci, il s’agit simplement, pour chaque
compact K C €2y, de trouver une famille dénombrable de fonction de D, telle
que pour tout b € D a support dans K et tout € > 0, il existe n dans la famille
telle que ||y — n|]l, < e. Clest pas difficile, mais un peu pénible; par exemple
des fonctions polyndémes a conficients rationnels, et correctement aplaties pour
étre nulles loin de K, doivent faire I’affaire. Revenons a {1}, et choisissons
pour Z' I'union du Z de (2), et des Z,, pour cette famille. Pour z € Q; \ Z’,
et tout 7, on a (6) pour tout ;. Mais pour cet z, f* et g* sont intégrables
(car x ¢ Z), donc par convergence uniforme, (6) est encore vrai pour tout
@ € D. Bref, g” est la dérivée partielle de f*, comme souhaité. O

On a promis une réciproque facile (rien de plus que la définition et Fubini,
comme on va le voir). La voici.

Proposition 2. Soient 2 = 1 x Q9 comme ci-dessus, et deux fonctions
f,g € LY(Q). Notons f*(y) = f(x,y) et g°(y) = g(x,y). Ainsi, par Fubini,
o
dy1
pour presque tout x C 1. Alors g = d%fl (le tout au sens des distributions).

f* et g® sont dans L1 (Qs) pour presque tout x € ;. Supposons que g© =

Notons qu’a nouveau, il ne s’agit pas ici de voir dans quelle espace LP se
trouve g en moyenne (ca, c’est Fubini), mais juste que g est la dérivée de f.
On se donne donc une fonction test ¢ € C°(£2), et on calcule:

<5_yfl,¢>: /fdyl / { QQf(x,y)j—i(x,y)dy}dx

- [{[ o s = [ { [ grorayfas

= [ { [ st oty jaz = (0.0

oll les calculs d’intégrales sont justifiés par Fubini (et le fait que f, g € L1),

et on a utilisé le fait que g est la dérivée partielle de f* au milieu du calcul.
O

Revenons a la proposition 1. Le plus souvent on 1’applique avec n = 1,
donc par exemple a un produit 27 X I, ou I est un intervalle. On trouve
que pour presque tout z, f* est une fonction de W11(I), ce qu'on appelle
une fonction absolument continue sur l'intervalle: f* est 'intégrale indéfinie
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d’une fonction ¢* intégrable sur I, comme on I’a vu au début du chapitre sur
WP, On résume ceci en disant que f est absolument continue sur les lignes
(mais on devrait dire absolument continue sur presque toutes les lignes).

Comme on a vu aussi que quand f® € Whi(I), la fonction f* a une
dérivée en presque tout point, on en déduit (par Fubini) que pour presque
tout point (x,y) € Q1 x I, f a une dérivée partielle (cette fois, au sens usuel)
g—g au point x, y.

En appliquant ceci plusieurs fois dans des directions différentes, on voit
que pour Q2 C R" et f € WH1(Q), la fonction f a des dérivées partielles,
dans les directions des axes, en presque tout point. Du coup, en changeant
de coordonnées, aussi dans toute direction d’une famille dénombrable donnée
a l'avance.

C’est assez rigolo quand on pense que f n’est pas forcément continue.
Dans l'autre sens, on verra plus tard (au chapitre de différentiabilité presque
partout) que si f € WP avec p > n, elle est différentiable presque partout
(donc dans toutes les directions a la fois, et avec un peu d’uniformité sur la
direction).

Revenons maintenant a la thématique “restriction a presque tout plan”,
opposée a “trace sur un plan donné”. Le sujet des traces est bien plus général
que ce qu’on va décrire ici, ou ’on va juste donner un exemple en entier et
un autre en filigrane. Prenons le domaine Q = B x I, ou B = B(0,1) C R"
et I =[0,1]. On se donne F' € W11(Q), on se demande quel sens donner A la
fonction trace (ou dans ce cas, valeur au bord) de F', sur le bord B ~ B x {0}.

Mais on aurait pu aussi se poser la question de la valeur & donner a F
sur B x {1/2}, qui est en plein milieu du domaine. Sachant qu’on ne peut
se contenter de la définition de F' presque partout, puisque B x {1/2} est de
mesure nulle.

Utilisons ’absolue continuité sur les lignes. Pour presque tout x € B, la
fonction y — F(z,y) est dans W1(I), donc pour ces z il existe

@ (@) = lim F(z,y).
C’est une définition raisonnable de la trace (définie p.p. sur B). Mais quelques
observations donnent un peu de bonne conscience supplémentaire.

D’abord, on pourrait choisir de prendre une autre direction que la di-
rection verticale, et de prendre les limites suivant cette nouvelle direction
oblique. Il se trouve, et ce n’est pas trop difficile a vérifier, que la trace
obtenue serait la méme. Ce serait encore mieux si F' avait des limites non
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tangentielles (quand on tend vers le point (x,0) en restant dans un céne du
type {(u,y);|u— x| < ay}), mais c’est probablement faux (j’avoue, je n’ai pas
vérifié). Sauf si on a des informations supplémentaires sur F' (par exemple,
savoir que F' est harmonique).

Le procédé ci-dessous marche encore si la frontiere, au lieu d’étre le
morceau de plan lisse B, était le graphe d’une fonction Lipschitzienne A :
B — I. D’ailleurs, un changement de variable bi-Lipschitzien préserve W12,
donc a la place de limites radiales ci-dessus, on pourrait avoir convergence le
long d’autres réseaux (ou devrais-je dire fibrés) de courbes vaguement par-
alleles qui terminent sur B.

Enfin, on a un certain controéle sur la trace f ainsi définie.

Lemme. Avec les notations ci-dessus, et en notant aussi m la moyenne de F
sur B x I,

(8) /B f@)—mlde<C [ |VF(@y)ldedy.

BxI

Ainsi, si par exemple on se restreint & ’hyperplan H de W (B x I) com-
posé des fonctions de moyenne nulle, nous avons défini par (7) un opérateur
de trace linéaire, & valeurs dans L!(B), et qui est borné. On peut faire plus
précis, au sens ol il y a des fonctions de L' qui ne sont la trace d’aucun
Fewbi(BxI).

D’ailleurs, une autre maniere de définir la trace, juste apparemment un
peu moins constructive, et qui finalement est a peu pres équivalente, aurait été
de dire que pour les fonctions lisses, la trace est bien définie, puis de noter que
cette trace bien définié est un opérateur linéaire borné, en metant des normes
convenables sur 1'espace de départ (ici, W1l avec bien siir sa norme (ou la
norme homogene o1 on n’ajoute méme pas la norme L)), et espace d’arrivée
(ici, on décide de prendre une norme L', modulo une constante additive, et
probablement qu’on aurait pu prendre une norme un peu plus forts). Et en
étendant ’opérateur de trace par continuité.

La démonstration du lemme est assez facile. On utilise la continuité
absolue de F' sur le segment vertical L, = {z} x I (la proposition 1 ci-dessus),
qui dit que

OF
©) suwlfa) - Flay)| < swp [Flay) - Faw)l < [ |5 @)y
yel yely' el yel ' OY
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Ensuite,
(10) / |f(z)—m|dz < {If(z)=F(z,y)|+|F(z,y)—m|}dedy = A+ A’
B BxI

avec

(11)

A< [ swie) - Fegies [ [ Sewla= [ |5
z€B yel z€B Jyel 0 Bx1 ! OY

a cause de (9), et

(12) A< c/ IVF|
BxI

par Poincaré sur le produit B x I. Noter que Poincaré sur B x I se démontre
comme Poincaré sur une boule. Si vous n’aimez pas cet argument, vous
pouvez aussi commencer par travailler sur B x {y}, surlaquelle la proposition
1 dit que F est aussi dans W11 pour presque tout y, de sorte que si m(y) =
$5 F(z,y)dx, Poincaré sur une boule dit que

(13) /B F(z,y) - m(y)ldz < C /B VF(z,y)\de.

Puis

(14)

w= [ Pa-m < [Py -m)l [ ) -m] = 44

e R AL

<c| {[wreylaay=c [ vr
B

yel BxI

(15)

par (13), et, puisque m est aussi la moyenne des m(y)

(16) Ay < sup |m(y) —m(y')|.
v,y' €1
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Or pour 0 <y’ <,
(17)
m(s) = mly)| =| [ Plaw) - Fey)is| < [ (P@a) - Pyl

rxeB

/meB/ (x,t) ’dtd:c</BXI %g(x t)‘

ou l'on a encore utilisé 'absolue continuité de F' sur presque toute ligne ver-
ticale. On additionne tout et on retrouve (12), puis le lemme. ]

Notons quand méme qu’en appliquant le lemme, on a perdu une dérivée.
On aurait pu faire mieux, mais pas au point de garder une dérivée de f sur
B. Avec 2 dérivées, on aurait facilement trouver une trace sur un disque de
dimension encore un de moins, mais a nouveau ceci n’est pas optimal. En
fait, la regle de pouce (pardon pour 'anglicisme) est qu’on pert en gros une
demie dérivée par dimension d’espace.

J’aurais peut-étre du dire plus tot que le théoreme de Sobolev est aussi
un théoreme de trace, puisqu’il permet de définir la valeur de f en un point,
sachant seulement que f € VVllof pour un p > n.

Il y a des cas ou on a une caractérisation exacte des traces. Par exemple,
si on part de f € W2(B x I), on trouve une trace dans I’espace H'/?(B) des
fonctions avec une demie dérivée dans L?(B), dont une définition équivalente
est que la quantité suivante est finie:

_ 2
(18) L A

Par description exacte, j'entends que dans ce cas il y a aussi un opérateur
linéaire d’extension, qui & f € H'/2(B) associe une fonction F' € W12(B x I),
et dont la trace est f.

Si j’ai un peu de temps et de courage, j’essaierai de donner une indication
de comment on fait tout ceci. Pour la trace, c’est un argument comme la
démonstration de Poincaré, ou 'on estime |f(x) — f(y)| en intégrant V f sur
des chemins contenus dans C(x,y) et qui passent par B x I (et le plus simple
est sans doute de commencer a démontrer les inégalités sur les fonctions lisses,
pour ne pas avoir a essayer d’utiliser de I’absolue continuité sur des segments
inclinés). Ensuite il reste pour estimer ||f|[; /2 a utiliser Holder et Fubini de
la bonne maniere.
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Pour l'existence d’une bonne extension, les méthodes avec cubes de Whit-
ney sont une bonne idée, mais penser a choisir des constantes qui sont plutot
des moyennes de valeurs de f.

Mais je voulais surtout insister sur le fait qu’on peut définir des traces
raisonnables, a condition d’accepter de perdre de la régularité (ou plutot, de
partir avec assez de régularité).
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7. BMO ET LE THEOREME DE JOHN ET NIRENBERG

La chose qui m’intéresse pour ce chapitre est le théoreme de John et
Nirenberg, et sa démonstration a I’aide de cubes dyadiques et d’un argument
de temps d’arrét. Il n’est pas exclu que 'on revoie BMO plus tard, mais ca
n’est pas trop la question pour l'instant.

On va se placer sur BMO(R™,dx), mais la notion a un sens sur les
espaces de type homogenes, et je crois que le théoréme marche pareil (sauf
si j’oublie une petite hypothese); en particulier, il y a souvent une notion de
cubes dyadiques.

Definition. Soit f une fonction localement intégrable (sur R™ muni de dz).
On dit que f est dans BMO (a oscillation moyenne bornée) si

1
1fllzato = sup — / (@) = mpflde < +oo,
B |B|lJB

ot le sup est pris sur les boules ouvertes (disons mais ¢a ne change rien). Et
comme toujours mgf = ﬁ [ f(z)dx.

Quelques remarques:

e Si f € L, alors f € BMO, avec ||f|lBmo < 2||f|lo (je mets 2 pour
étre certain de ne pas me tromper, mais je parierais que 1 marche aussi). Le
comportement de BMO vis-a-vis de I’homogénéité pour 'effet des translations
et dilatations est le méme que celui de L*°. D’ailleurs, BMO apparait souvent
comme le substitut un peu plus gros de L™ quand celui-ci est juste un peu
trop petit.

e Si f est constante, ||f||Bpo = 0. De fait, BMO (et il faudrait plutot dire
son quotient par les constantes) est un espace de Banach de fonctions définies
modulo une I’addition d’une constante. Mais quand méme, quand je dirai
“soit f € BMQO,” je penserai qu’un représentant a été choisi.

e Il est assez facile (mais un peu laborieux) de vérifier que In(|z|) € BMO.
C’est en fait la fonction typique de BMO pour son comportement (taille, type
de singularités). Noter que |f| € BMO si f € BMO (inégalité triangulaire),
mais la réciproque est fausse (par exemple sign(x)In(|z|) ¢ BMO(R)).

e Un autre exemple (en fait un peu moins convaincant): si f € WH(R"),
alors f € BMO. En effet, 'inégalité de Poincaré (la proposition 2 du
paragraphe précédent), déja avec r = 1, donne |T£|fB |f(x) — mpflde <

56



C(n,n,1){ [, \Vf|”}1/n < C||f|lw1.n. Bref, les puissances de |B| au sec-

ond membre disparaissent miraculeusement. Mais on pert pas mal dans cette
estimation, et f € W™ (R"™) est loin d’étre I'exemple typique de f € BMO.
Par ailleurs, je devrais plutot utiliser I’espace homogene W™ avec un
point dessus, composé des fonctions f € L} _ telles que Vf € LP. En sig-
nalant deux ou trois petites choses que j’aurais pu dire plus tot. D’abord,
le lemme d’approximation reste vrai pour les fonctions de I'espace W1P(0Q)
homogene, sauf qu’au lieu de mettre que { fx } converge dans LP(K) vers f (ou
K C Q est le compact ou on approxime), on dit seulement que c’est vrai das
L'(K) (puisque f € L}, .(Q)). Ensuite, I'inégalité de Poincaré marche encore
dans 'espace homogene (on n’utilise pas la convergence dans LP de la suite
approximante, juste la convergence presque partout, et Fatou). Du coup, les
fonctions de I’espace W1P(€) homogene sont aussi dans L7 (£2), et méme un
espace L] . meilleur, mais pas dans LP(€) si {2 a une forme bizarre. Et aussi,
d’ailleurs, mon hypotheése que f € Lj . est juste plus pratique pour définir
la distribution associée et les dérivées, mais pas utile; le fait que f € Lj,,
serait une conclusion. Enfin, & cause de ce qui vient d’étre dit, les fonc-
tions de I'espace homogene W™ (R™) sont dans BMO(R™), avec la méme
démonstration que ci dessus. C’est un énoncé plus satisfaisant, puisque ce
sont deux espaces homogenes et de fonctions définies a une constante additive
pres.
e J’ai pris la définition logique avec des boules, a cause de son invariance.
Mais on aurait pu remplacer les boules par des cubes a cotés paralleles aux

axes dans la définition, et

1fll. = sup ﬁ /Q f(@) — mp flda,

Qcube

ou implicitement “cube” signifie “cube a cotés paralleles aux axes,” est une
norme équivalente a || f||saro- On a aussi la proposition suivante, parfois bien
utile, et qui permettra de faire le lien en se fatigant encore moins.

Proposition. Soit f € L} (R™). Alors f € BMO si et seulement s’il ex-

loc
iste une constante C(f) telle que, pour toute boule B, il existe Cp tel que

|_é| [ 1f(x) = Cpldx < C(f). Et||fllBmo est équivalent a I'inf des C(f) qui
marchent.

Dans un sens c’est facile: on prend Cg = mpf, qui marche. Dans 'autre
sens, si B et Cg sont donnés, on trouve que |mpf — Cp| < ﬁ fB |f—Cg| <
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C(f), et ensuite ﬁ fB |f(x) —mpflde < |mpf—Cg| —|—fB |f(x) — Cpldr <
2C(f). O

On a un énoncé analogue en remplacant les boules B par des cubes Q) et
|| fllBaro par ||f]]«. On passe de ’énoncé avec C'p avec un énoncé semblable
avec des cubes en notant que si () est un cube et B la plus petite boule qui
le contient, ﬁfQ If —Cg| < ﬁfB If —Cg| < 2”|—é| [z lf —Cg| <2"C(f).
On fait pareil dans 'autre sens. Finalement, toutes les normes mentionnées
ci-dessus sont équivalentes. Il y en a bien d’autres, comme le dira le théoreme
ci-dessous.

Lemme. Sif € BMO etsil, J sont deux cubes tels que I C J et |J| < 2|1,
alors |myf—my f| < 2||f||«. Un peu plus généralement, si f € BMO etsil, J
sont deux cubes tels que I C J et |J| < 2™|1|, alors |mrf —myf| < 2m||f]|«-

En effet [ |f —msf| < [;1f —msf| < [TIflle et fmif —myf] =
il i =maP)] < i [ =mafl < & [ 1 = mafl < S < 201F]

d’ou la premiere partie. Pour la seconde, on passe par un cube intermédiaire
K tel que I C K C J, et |K| = 2F|I|, avec k maximal. Alors |m;f — mg f| <
2k|| f||« en itérant la premiere partie, et |my f—my f| < 2||f||« par la premiere
partie, ce qui donne le résultat en additionnant. Noter que k < log,(|J|/|I]).
0

Théoréme (John-Nirenberg). Il existe une constante C,, > 0 telle que, si
f € BMO(R™) (possiblement a valeurs complexes), et si () est un cube, alors

1 1
(1) @/Qexp <—10anH* |f(x) —me\) dx < C,,.

Surprise, on croyait seulement f localement intégrable, et voila qu’elle est
exponentiellement intégrable sur ()! C’est parce que ’on demande quelque-
chose pour chaque cube, et que ces diverses informations se recoupent puisque
la moyenne de f sur () ne dépend pas n’importe comment de @ (voir le lemme).

Evidemment la constante 10n n’est pas optimale, et la norme ||f||srmo0
donnerait une autre constante. La constante pour f a valeurs réelles est
peut-étre un peu plus petite.

Noter que In(|z|) correspond au type de comportement donné par le
lemme et le théoreme. En particulier, on ne peut pas remplacer 10n par
une constante trop petite. Noter qu’on a un énoncé semblable en remplacant
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les cubes () par des boules B, et en augmentant un peu la constante 10n. Cet
enoncé se déduit du précédent en appliquant le théoreme au plus petit cube
qui contient B.

Démonstration. Quelques réductions pour commencer. Notre énoncé est
invariant par multiplication de f par une constante. Donc on peut supposer
1

’/ / A . . .
que ||f|[« <1 et prouver I'énoncé avec 15-. Et méme, en distinguant Partles

réelle et imaginaire, on peut supposer f réelle et démontrer (1) avec g-.

Par invariance par translations et dilatations, on peut supposer que () est
le cube unité ()y. Comme le résultat ne change pas en ajoutant une constante,
on peut supposer que mqgf = 0. Enfin, puisque el?l < e 4 =% et quitte
a multiplier C), par 2, on va pouvoir se contenter de démontrer que (apres
toutes ces réductions)

) / exp (%) d < C.

On aura besoin de cubes dyadiques. Un cube dyadique de coté 275, o
k € Z est donné, est un cube de la forme Q = [0,27%]" 4+ £27F avec / € Z".
On essaiera de noter Dy, la classe des cubes dyadiques de c6té 27%, et D I'union
des Dy

Noter que les cubes dyadiques de coté 2~F recouvrent R™ et sont d’intérieurs
disjoints, et aussi que si j > k, QQ € Dy, et R € D;, alors ou bien R C @ ou
alors R ne rencontre pas l'intérieur de (). C’est tres pratique, en particulier
parce que si P est une propriété concernant des cubes, I’ensemble des cubes
de D ayant la propriété P est automatiquement composé de cubes presque
disjoints (j’entends par la d’intérieurs disjoints).

Ici on se contente de la classe D(Q) de tous les cubes dyadiques (de
cOtés divers) contenus dans ()y. Pour chacun on note mg au lieu de mq f.

Pour Q € D(Qyp), on note Q* le parent de @, c’est-a-dire 'unique cube
de coté double qui le contient. On dira aussi le pere de (), c’est sexite mais
rend plus clair le fait que chaque cube n’a qu’un parent. Noter que

a cause du lemme et puisque |Q*| = 2"|Q)|.

On veut controler les cubes ou la moyenne est grosse, et montrer qu’ils
sont en nombre exponentiellement décroissant. Et on va baser ’estimation sur
un argument de temps d’arrét (d’ou 'intérét d’utiliser des cubes dyadiques).
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Posons T' = 5n, et notons F, pour k > 1, 'ensemble des cubes ) € D
tels que mg > kT, et qui sont maximaux avec cette proprié¢té. Posons aussi
Fo = {Qo}. Notons Q = Uger, @ pour k > 1. A cause de la maximalité,
I'union est presque disjointe (les intérieurs des cubes sont disjoints). Noter
aussi que les ensembles (2 sont emboités: Qx11 C Q. On va montrer que
pour k > 1,

1
g %] < 51%-1]

Vérifions, avant de commencer, que
(5) kT <mg < kT +2n pour k > 1et Q € Fy.

La premiere inégalité vient de la définition de Fj. Pour la seconde, notons
que mg, = 0, donc le pere Q* de @ est bien dans D(Qp), et Q* ¢ Fj par
maximalité. Donc mg~ < kT, et (5) se déduit de (3).

Maintenant fixons k > 1. Vérifions que pour @) € Fp, il existe un unique
R € Fj_1 qui contient Q. Soit Q € Fj; bien stir mg > kT > (k—1)T, et en
essayant successivement tous les ancétres de (), on finit par trouver un cube
R tel que mp > (k — 1)T, et qui soit maximal avec cette propriété. Ainsi
R € Fj_1 et R contient (. C’est le seul cube de F;_1 qui contient (), puisque
les cubes de Fj sont essentiellement disjoints.

Soit R € Fr_1. A cause de ce qu’on vient de dire, et parce que les autres
cubes de Fj_1 sont essentiellement disjoints de R, les cubes ) € F; sont
soit contenus dans R, soit essentiellement disjoints de R. Donc R N ) est, a
un ensemble de mesure nulle pres, I'union essentiellement disjointe des cubes

Q) € Fi qui sont contenus dans R. Notons Fj(R) cet ensemble de cubes.
Alors

© [ (-mm= ¥ /f m) = S (mg —mp) Q.

QeFi(R) QeFkr(R)

Or mg > kT puisque Q € Fi, et mp < (k—1)T'+2n par (5) (ou trivialement

si k=1). Donc

(7) / (f—mpg) > Z (T'—2n) |Q| = (T'—2n) |[RNQ| = 3n|RNQ|.
RNQg

QeFr(R)
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Pour le reste de R,
® [ G| [ - mal < RIS < R
R\Qk R\Qk

par définition de ||f[|. et parceque |[|f|[. < 1. Mais [,(f —mgr) = 0 par
définition de mpg, donc (7) et (8) donnent

(9 3nlRNOy s/

RNy

Gemws| [ m)] <R

donc |RN Q| < |R|/3.

Maintenant €2 est I’'union essentiellement disjointe des Qi NR, R € Fi_1,
parce que tout () € Dy est contenu dans un R € Fj_1, donc on peut sommer
sur R et on trouve (4). En conclusion, || < 37* pour k > 1.

1
Pour presque-tout z € Qp, 0 = lim —/ fly) — f(z)|dy.
r—0 |B($ T)‘ B(z,r)

Alors, si QQ est un cube dyadique de coté 277 qui contient x, et si I'on utilise

r = n27%2 (pour étre stir que Q C B(x, 7)), alors @/ | f(y r)|dy <
C

—_ |f(y) — f(x)|dy, qui tend vers 0 quand j tend vers +oo. Et
‘B(JZ T)‘ B(z,r)

alors mg tend vers f(z).

Ainsi, si 'on pose By = {x € Qo; f(x) > kT}, alors pour presque-
tout x € Ej, tous les petits cubes dyadiques qui contiennent x sont tels que
mq > kT, donc = € €. Autrement dit, on a montré que

(10) {z € Qo; f(x) > KT} = |Ey| <[] <37,

Une estimation de ce type est en fait équivalente a I’exponentielle intégrabilité
qu’on souhaite. Bref, on peut maintenant conclure:

/Oexp( >dx<2/k 1\lexp<én)) dx

<Z\Qk 1\ Qx| exp(kT/5n) < 23 Fek <
k>1 k>1

parce que la mesure de I'intersection des . est nulle, puis que f(z) < kT
presque-partout sur Qg \ 2. C’est ce qu’on voulait, et ceci donne le théoreme
de John et Nirenberg. O
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Deux commentaires. D’abord, bien que cela ne se voie qu’a peine, on a
ici un exemple particulierement simple d’argument de temps d’arrét répété:
on utilise les premiers cubes qui vérifient une propriété X, on s’en sert pour
estimer quelque chose (typiquement, le nombre de cubes), et on recommence.

Le théoréme s’applique aux fonctions de W1 (R"), puisque W1 (R") C
BMO, et donne l'intégrabilité de leur exponentielle si leur norme est assez
petite.

Corollaire. On pose, pour 1 < p < +oo et f € L1 (R"),

loc
111 [
BMO,p = sup
g (z,r)ER™ x]0,+00][ |B(z,7)| B(z,r

/
|f<$) - mB(m,r}f‘p}l p’

Pour chaque p, ||f||pmo,p est une norme sur BMO, équivalente aux normes
| fllBao et || f]l«. Méme résultat en remplagant les boules par des cubes.

Démonstration laissée en exercice. L]

8. MESURES DE CARLESON
a. Définition

La notion est bien utile pour les opérateurs de Calderén-Zygmund, mais
pas uniquement. On va juste voir ici le théoréeme simple mais fondamental de
Carleson (sur la fonction maximale d’acces non tangentiel), et I'exemple des
fonctions de BMO. Rien de tres difficile, mais j’aime bien dire que dans certain
cas, prononcer les mots “mesure de Carleson” c’est déja presque résoudre le
probleme.

On va se placer sur RT}FH = {(x,t); r € R"ett > 0}. Il est souvent
agréable de penser a qurl comme étant 1’espace des boules B(x,t), au sens
olt un point de R%™" donne un lieu (x) et une échelle (t). L’idée est par
exemple que certaines propriétés des fonctions (par exemple, de régularité)
peuvent étre mieux comprises en étudiant des fonctions associées sur Rf’ﬁl.
Je crois que le premier exemple de ce type est I’extension harmonique de f
au demi-espace, mais on en verra d’autres.

La mesure naturelle sur cet espace est plutot la mesure invariante par

translations et dilatations @.

Définition 1. Une mesure de Carleson sur RTFI est une mesure positive [
sur Riﬂ telle qu’il existe C > 0 telle que

(cm) p(B(z,r)x]0,7]) < Cr"™ pour x € R" et r > 0.

62



La norme de Carleson de p, qu’on notera volontiers ||u||car, est alors la
plus petite constante C' telle que (cm) ait lieu.

Noter que l'invariance est n-dimensionelle. C’est fait expres.

On aurait pu remplacer (cm) par

(em’)  p(@x]0,7r]) < Cr™ pour tout cube @ C R™, ou r est le coté de @

et ou “cube” signifie en fait “cube a faces paralleles aux axes”. Et on aurait
aussi pu remplacer r par 2r, ou par r/2, sans changer la notion. [Faire un
peu de géométrie. |

Contrexemples. D’abord, d“;dt a la bonne homogénéité, mais ne marche

pas: le membre de gauche de (1) est toujours +oo.
La mesure dxdt ne marche pas non plus, a cause des gros cubes. L’homogénéité
n’est pas la bonne.

Exemples.

Pour A >0et A> 1, du = 1x<i<an @ donne une mesure de Carleson,
avec une norme < C'log(A).

La mesure de Lebesgue (de dimension n) sur un hyperplan (parallele a
R"™, ou perpendiculaire, ou méme transverse.

On fixe t > 0, et on prend la somme des mesures de Dirac sur les couples
(k,t), ou k € tZ".

On en verra de plus jolies plus tard, sous la forme F(z,t) @.

b. Le théoréme de Carleson

En fait, il en a beaucoup. Il s’agit ici du petit théoreme simple mais utile
sur les mesures de Carleson et la fonction maximale non-tangentielle.

Passons a la définition des cones d’acces non tangentiel. On se donne
A > 0 (probablement, A = 1 suffirait) et, pour z € R™, on note

1) Pale) = {(y.t) €RY: [y — of < At)

le cone d’approche au-dessus de x. Ensuite, pour f définie sur erfl, on lui
associe une fonction maximale définie sur R", par

(2) Maf(@) =sup {[f(y,t)]; (y,t) € Tal(z)}.

Et voici le théoreme qui va avec.
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Théoréme 1 (Carleson). Soit 1 une mesure de Carleson sur R, Alors,
pour tout f borélienne définie sur Ri“ et tout A\ > 0,
(3)

p({(y,t) € RYTH [f(y, 1) > A}) < Cllulloa [{z € R™; [Maf(2)] > A},

La constante C ne dépend que de n et A.

On verra bientot a quoi ¢a sert, mais le plus simple est de le démontrer
d’abord. Pour (z,7) € R, on définit la tente sous (x,7) par

(4) T(z,r)={(y,t) eRY;0<t<ret|y—z <A(r—t)}

et sa base b(z,r) = {y e R"; |y — z| < Ar}.

Ensuite, pour O C R’"' on note T(0) = Uezmeo T(@,r) et b(0) =
Uzmeo b(@; 7). Ons’intéresse a O = {(z,r) e RYT s | f(z,7)| > A}. Vérifions
déja que

(5) b(0) = {y eR™; IMaf(y)| > A}

En effet, pour y € R™, M4 f(y)| > ) si et seulement si il existe (z,7) € Ta(y)
tel que |f(z,r)| > A. La condition sur (z,7) est que |y — x| < Ar, qui s’écrit
aussi y € b(z,r). Donc |[Maf(y)| > A si et seulement si y € b(x,r) pour un
(z,7) € O. Donc on a (5).

Ainsi, (3) s’écrit plus simplement u(O) < C|b(O)|, et c’est ceci qu’on va
vérifier. On peut supposer que |b(O)| < 400, sinon il n’y a rien a démontrer.
Notons qu’alors I'altitude de O est bornée: si (x,r) € O, b(x,r) C b(0), donc
cr™ = |B(z, Ar)| = [b(z,7)| < [b(O)].

Pour z = (z,7) € O, on pose B(z) = B(z,2r). Ceci donne un recou-
vrement de O par des boules, on vient de voir que les rayons sont bornés,
donc le lemme de type Vitali s’applique et donne une famille I C O telle que
les boules B(z), z € I, sont disjointes, et les 5B(z) recouvrent O. Notons
z = (z.,7.) et D(2) = B(2)Nb(z) = B(z., p.)NR", oul p, = r.Min(v/3, A) et
avec un léger abus de langage concernant 'inclusion de R™ dans R**!. Alors
(6)

p(O) <Y n(B5B(2) SCY it <CY p <C) [D(2)] < ClUzerb(2)] € [b(O))

zel zel zel zel

par définition d’une mesure de Carleson, puis parce que les D(z) C B(z) sont
disjoints, et D(z) C b(z) C b(O). D’ou (3) et le théoreme. O

64



Corollaire 2. Sous les hypothéses du théoreme, et pour tout p > 0,
(7) /]R L @ n)Pdu(a,r) < C||MHOM/ (Maf(y)Pdy,

n RTL

+

avec C' = C(n, A).

C’est facile, puisque [ gPdu = f0+oo pAP~1u({g > A\}dX pour g mesurable
positive, et pareil pour le second membre. [

Corollaire 3. Soient i une fonction radiale bornée décroissante positive
intégrable sur R", et ¢ une fonction mesurable telle que |p(z)| < 1 (x) pour
x € R™. Posons p¢(x) =t "p(x/t) pour x € R™ et t > 0. Soient encore p
une mesure de Carleson sur R et p € [1, +oc[. Pour f € LP(R™), posons
F(xz,t) = ¢ x f(x) pour (z,t) € R, Alors

® [ PP dutn < Cllulless [ 5wy

pour une constante C = C(n, 1)), et ot f* est la fonction maximale de Hardy-
Littlewood de f.

Donc quand p > 1, le membre de droite est < C||f[[5. Ceci sera I’application
typique: on part de f sur R"; on I’étend en une fonction F' définie sur le demi-
espace (le plus souvent, ¢ est d’intégrale 1, donc on peut s’attendre a ce que
F(x,7) tende vers f(z) quand r tend vers 0, par exemple), et le corollaire
donne un controle sur F'.

En fait la méme démonstration marche encore si F' est donnée par une
formule plus compliquée F(z,t) = [ ¢i(x,y)f(y)dy, ol 'on suppose juste que
pe(@,y)| < (@ —y) =t7"P((x — y) /7).

Avec nos hypotheses, ¢ est dans ’espace L? pour tout ¢ > 1, donc il n’y
a pas de probléeme pour définir F'(z,t) partout.

A cause du corollaire 2, il suffit de montrer que

9 | MaFwlray<c [ 1wy

donc on veut montrer que M4F(y) est dominée par f*. La chose serait
plus simple si ¢ était bornée a support compact (pas besoin de sommes
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comme ci-dessous), mais faisons quand méme le cas général tout de suite,
en décomposant ¢ en morceaux.

Notons Ag = B(0,1) et, pour k > 1, Ax = B(0,2%)\ B(0,2%"1). Donc
R™ est I'union disjointe des A, et o = >, @i, ol i = ply, .

Notons ag = 1(0), et pour k > 1, prenons pour ay, la valeur constante de
Y sur dB(0,2%~1). Donc ||or]||ec < ar, et on sait par hypothese que ag < +00
et que

(10) S a2 < cZ/A viede = [ Wa)de < +o0

E>1 E>1

puisque ¥ (x) > aj sur Ag_q.

Revenons a F' et sa fonction maximale. Donnons-nous donc y € R”, et
soit ensuite (z,t) € I'4(y). Ceci veut dire que |x —y| < At. Ensuite on calcule
F(x,t) = ¢ x f(x) = D) ¢kt * f(x), ol bien str ¢y, est la dilatée de ¢y
avec normalisation L', comme plus haut. On estime chaque morceau et on
sommera apres:

(11)
|n.e * f(2)] S/I@k,t(fﬂ—Z)lIf(Z)\dzZt_”/\wk((ﬂf—Z)/t)\\f(Z)IdZ

<ty / F(2)ldz < t "y / 1£(2)ldz
|z—x| <2kt |z—y|<2kt+ At
< Ot "ag[2Ft + At * (y) < Car (2 + A)" f*(y)

puisque |z — y| < At et par définition de f*(y).

On somme tout ceci sur k, on utilise (10), et on trouve que |p; * f(z)|
C'f*(y) quand (x,t) € I'4(y) puis, en prenant bétement le sup, que M 4 F(y)
C'f*(y), et on en déduit aussitot (9) et (8).

CITIAIA

On appliquera ceci plus tard, quand on parlera d’opérateurs de Calderén-
Zygmund, mais pour 'instant on s’arréte la et on donne un exemple standard
de mesure de Carleson.

c. BMO et les mesures de Carleson

Théoréme 4. Soit i) € C°(R™) telle que [g, ¥(x)dx = 0. Posons i (x) =
t~"(z/t) pour x € R™ et t > 0. Finalement soit f € BMO(R™). Alors

(12) dp(,t) = |ihy * f ()

dxdt
2 —— est une mesure de Carleson,
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avec une constante < C(n, V) ||f1|%u0-

Noter avant de commencer que v, * f(z) ne change pas quand on ajoute
une constante a f. C’est plutot rassurant.

On n’a pas besoin de toutes ces dérivées de 1. Pour la premiere partie
de la démonstration, (& savoir (14) pour les fonctions de L?), on a juste
besoin de savoir, par exemple, que ) € L1 (c’est plus pratique pour définir la

convolution, et en plus ¢a nous dit que 1 est continue bornée), et qu’il existe
une constante Cy, > 0 telle que pour tout £ dans la sphere unité de R™,

(13) | waor g <c

Ces conditions sont assez faciles a déduire de nos hypotheses puisqu’alors
w est réguliere pres de 0, donc \w( )| < Clu| puisque w = [¢ =0, et

t b dt
décroit & linfini, donc [¢(u)| < C|u|~t. Alors / \w(t£)|2 — < C/ t2 ?—I—
>0 0

oo L dt
C/ 2 " < C et (13) s’ensuit.
1

Avant de démontrer le théoréme, montrons sa version plus simple sur L?:
il existe C' > 0 telle que

2 drdt dxdt

(14) [ gl S5 < Cllgl

pour tout g € L?(R™).
Ceci se démontre en appliquant Plancherel a ¢ fixé: on dit que

/ e % g(a)? dir = / T g©Pde = [ |de)ge) e
R™ R

Rn

puis on integre le résultat contre dt/t et on trouve, apres application de Fubini,

que
Ai+1\wt*g< e ML GRS

L’intégrale intérieure ne change pas quand on remplace £ par A\, A > 0 (poser
u = At), et ensuite (13) dit qu’elle est inférieure a C'. On trouve donc bien
(14) en ré-appliquant Plancherel.
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Revenons & f € BMO et du(xz,t) = |y x f(x)]? @. On va utiliser le
fait que 1 est & support compact (et on garde les hypotheses utiles pour (14)).
On pourrait facilement trouver des hypotheses plus faibles.

Soit donc A tel que ¥ (z) = 0 hors de B(0,A). On doit prouver qu’il
existe une constante C telle que

dzdt "
(15) / / s F@P 28 < 0 fifbaro
x€B(y,r) JOo<t<r

pour tout y € R™ et tout r > 0. Notons B = B(y, (A+ 1)r). Comme on peut
ajouter une constante a f sans rien changer, on peut supposer que mpf = 0.
Posons encoe f1 = f1p (qui est donc d’intégrale nulle).

Noter que pour tout t < r et tout x € B(y,r), 'intégrale qui définit
Yex f(x) = [ (x—2) f(2)dz ne porte que sur des valeurs de f(z) ou |z —z| <
At, donc |z —y| < (A + 1)r. De sorte que ¥y * f(x) = 1y x f1(x) et que

(16)

dxdt dxdt
[ N L B S T e
xE€B(y,r) JO<t<r zE€B(y,r) JO<t<r

dxdt
<[ | wen@rst
zeR™ Jt>0

< ClIfiE = /B f(2)dz = /B (z) — mpfPdz
< 1m0 1Bl = Cr (11 aro

par (14), puis la définition de f1, puis le fait que mpf = 0, et enfin par John
et Nirenberg. On a prouvé (15) et le théoreme suit. O
A nouveau, ceci risque de servir pour les opérateurs d’intégrale singuliere.
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9. BASE DE HAAR

Dans ce qui suit je vais essayer de décrire une base de L?(R"), appelée
base de Haar. L’idée est de procéder de maniere telle que vous puissiez
généraliser facilement pour construire d’autres bases d’ondelettes (je vais ap-
pliquer le méme formalisme d’analyse multirésolution), et aussi des bases de
Haar adaptées a d’autres situations (espaces de type homogene, théoreme
T(b)).

On va commencer par des notations. On munit R” de ses décompositions
en cubes dyadique. On note Dj, ’ensemble des cubes dyadiques de taille 27,
et D = Ugez Dy I'ensemble de tous les cubes dyadiques.

Pour k € Z, on note V; I'ensemble des fonctions de L? = L?(R"™,dx)
qui sont constantes sur chaque cube de D;. Plus précisément, pour chaque
Q € Dy, f est égale presque-partout a une constante. En particulier, on ne
cherche méme pas a définir f sur les frontieres de cubes, et on fera tout comme
si ces cubes étaient disjoints. Donc f € Vj, ssi

(1) f=> fale,

QEDy

avec Y |fol* < +oo.

Les espaces V; forment une suite croissante de sous-espaces vectoriels
fermés de L? (la base de notre analyse multirésolution). C’est pour obtenir la
croissance qu’on a pris les tailles 27% plus haut; la croissance vient de ce que
chaque cube de Dy a une décomposition presque disjointe en cubes de Dy 1.

On peut voir V}, comme la classe des fonctions de L? qui sont mesurables
pour la tribu engendrée par les cubes de Dy; les projections Ej ci-dessous
correspondent alors a I’espérance conditionnelle.

On note Ej la projection orthogonale sur Vj (on la note comme une
espérance). 1l est facile de voir que

2 Bt = 3 {igy | 1w} e

QEDy

par exemple parce que les fonctions |Q|_1/ 19, Q € Dy, forment une base
orthonormeée de V.

Notre suite a la propriété agréable supplémentaire que f(x) € Vi ssi
f(2%z) € V. Ca ne sera pas si important dans la suite, mais le fait qu'on n’a
une certaine invariance des estimations aidera.

69



Pour compléter les propriétés d’une analyse multirésolution, on doit en-
core signaler que pour f € L2,

ol la limite a lieu dans L?. Autrement dit, E) tend fortement vers 0 quand
k — —oo et vers Id quand k£ — +oo. Comme les opérateurs Fj sont uni-
formément bornés (ils sont méme de norme 1), il suffit par un argument de
densité de vérifier (3) pour f dans une classe dense, par exemple les fonctions
continues a support compact, pour lesquelles (3) est facile a vérifier. Pour
k — —oo, par exemple, on observe que la somme porte sur au plus 2" termes,

que les coefficients {@H fQ f(y)dy} sont en O(1/|Q|) = O(2*%), et donc que
1 f]3 est en O(1/Q]).

Maintenant on note Wy le complémentaire orthogonal de Vi dans Vj .
La projection orthogonale Ay sur W} est donc donnée par

(4) Apf = Exi f — Eif.

[Penser qu’on peut compléter une base orthonormée de Vj, en une BO de V4 1;
les vecteurs ajoutés forment une BO de Wy, et on peut se contenter de vérifier
(4) sur la base.]

Noter que les W} sont deux a deux orthogonaux car si k < [, Wi C Vg,
qui est orthogonal a W;. Donc pour k < [,

(5) Ef—-Euf= Y Dif et [[Ef-EflP= Y IID;fII”
k<j<l—1 k<j<l—1
On fait tendre k vers —oo et [ vers +00, et on trouve que
(6) F=) Ajf
JEZ
(avec convergence forte des sommes partielles de la série), et
(7) £ = IID; f1>.
JEZ
On peut aller facilement un cran plus loin, et découper chaque Aipf en
morceaux portés par les cubes de Dy, et écrivant

(8) Apf= ) 1g[Arf]

QeDy
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ou les morceaux sont orthogonaux parce qu’ils sont portés par des ensembles
disjoints.

On peut d’ailleurs calculer chaque morceau. Notons F(Q) la collections
des enfants de @ (les cubes de Dy qui sont contenus dans @Q); alors (4), puis
(2) pour k£ + 1 et k donnent

(9) Arf=Y, > aglg

QEDr REF(Q)

ol la valeur constante de Ay f sur R est donnée par

1
(10) aR—@/Rf— ’Q’/f mf —mof.

Mais venons-en a la base de Haar. Notons, pour Q € Dy, Wi(Q) le
sous-espace de W}, des fonctions qui sont a support dans (). Ce sont donc les
fonctions qui sont de la forme g = ZRG]_-(Q) arlg (parce que g € Viy1), mais
avec la contrainte supplémentaire que fQ g = 0 (ou de maniere équivalente
S rar =0), die au fait que g € V-

Et pour tout k et tout @ € Dy, on choisit une base raisonnable de W (Q).

Quand n = 1, c’est le plus facile, Wi (Q) est seulement de dimension 1,
donc on a assez peu le choix. On nomme R_ et Ry les deux enfants de @)
(des intervalles de longueur moitié), disons avec R_ a gauche de R4, et on
pose

(11) hg = QI [1r, —1r ]

Quand n > 1, il y a 2™ cubes dans F(Q), donc Wy (Q) est de dimension
2"~1. On choisit des fonctions hg ¢, olte = (g1,...,&,) € {0,1}"\{(0,...,0)},
que ’on définit de la maniere suivante.

D’abord, on écrit Q = I; x Iy... x I,,. Pour chaque intervalle I, on
découpe I en deux intervalles I_ et I + de méme longueur 11|/2, et disons avec
I_ agauche de 1. Ensuite on pose ¢} = |I|71/21; et p} = [I|7V/2[1;, —1; ],
et avec ces notations bizarres, on pose

(12) hge(zi,...,2n) = gp‘i (r1) ... cp"i’z (zn).

Il est facile de voir que toutes ces fonctions sont d’intégrale nulle (appliquer
Fubini et noter que puisque € # (0,...,0), 'une au moins des goz (x;) est
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d’intégrale nulle. De plus, ces fonctions sont deux a deux orthogonales: si
e # ¢’, on choisit j tel que €; # 8;-, et on constate que hg hg . est le produit
de go}j (x;) par une fonction des autres variables dont on se moque, puisque
il go}j (x;)dx; = 0.

Comme on a le bon nombre de fonctions, on a obtenu que les hg,
e € {0,1}"\ {(0,...,0)}, forment bien une base orthonormée de Wy (Q). Et
ainsi, on a aussi la décomposition orthogonale

(13) olduf)= 3 { | shacwi}iac

ol la derniere expression vient de ce que (1¢ [Ax f], hg.e) fQ NAEf( )]hQ,e(y)dy}

[ f 0 y)ho.-(y)dy parce que hg . est a support dans (), puis est orthogonal a
f— Akf puisque hg . € Wi.
En regroupant tout,

(14) =YY Y /f e (u)dy -

keZ QeDy ¢

et la somme est orthogonale. Autrement dit, la collection des hg ., @ € D et

e €{0,1}"\ {(0,...,0)}, est une base orthonormée de L?(R™).
Et aussi, pour f € L2,

(15) I1918=3 3 S{ [ smactmar)

kCZ QED) ¢

Quelques commentaires. D’abord, le systeme de Haar est assez ancien; la for-
malisation en termes d’espaces Vj, (analyse multirésolutions) est plus récente.
Par contre, j'imagine que Haar a peut-étre déja envisagé le coté “martingale”.

Ici on a tout pris a valeurs réelles pour simplifier, mais bien str les hg .
forment aussi une base de L<2c~

On a une bonne invariance par dilatations dyadiques et translations
entieres dans Vp. Tous les hg . sont obtenus a partir d'un seul (celui du
cube unité) par translations entieres puis dilatations dyadiques.

Si au lieu de prendre les espaces Vj ci-dessus, on avait pris d’autres
espaces (par exemple, en dimension 1, les fonctions continues qui sont affine
sur chaque intervalle dyadique, ou d’autres exemples plus subtils, on aurait
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encore pu construire Wy, puis (dans les bons cas) une base invariante par
translation de chaque Wy, puis finalement une base d’ondelettes.

Nous serons éventuellement intéressé par deux autres généralisations de
la base de Haar. Dans la premiere, on remplace R" par un espace métrique
mesuré doublant (espace de type homogene), muni d’un analogue idoine des
cubes dyadiques, et on trouve une base de Haar quand méme. Le fait que
les cubes ) € D ont un nombre variable d’enfants n’est pas génant, on prend
une base de chaque Wi (@) de maniére indépendante.

L’autre généralisation est de fournir une base adaptée a une fonction

bornée b a valeurs complexe, telle que )ﬁ fQ b(y)dy‘ > 0 > 0 pour tout Q.

on en parlera peut-étre au moment de T'(b).

Pour finir ce court chapitre, donnons une caractérisation de “f € BMQO”
en termes de condition de Carleson pour les coefficients fg . = |, 0 f(W)ho.(y)dy
de f dans la base de Haar. C’est évidemment a rapprocher du théoreme du
chapitre précédent sur les mesures de Carleson.

Proposition. Pour f € BMO(R™), les coefficients fg . = fQ Yho.e(y)dy

vérifient la condition suivante (“Carleson packing condition”): il existe C' > 0
ne dépendant que de n, telle que

(16) > Y

QeD(R) €

* < CIR|[|flBao

pour tout cube R € D, ou I'on note D(R) I’ensemble des cubes dyadiques
contenus dans R.

Noter que ’on aurait aussi pu sommer sur les cubes contenus dans B(z, ),
et obtenir S Cr™ ||f||BMO

La démonstration simple vaudrait pour toute base d’ondelettes. On pose
fi = 1g[f — mpgf], et on note que pour Q C R, les hg . sont a support dans
QQ C R et d’intégrale nulle, donc fg . est aussi le coefficient correspondant
pour fi. [Avec une base d’ondelettes a support compact, on aurait pris f; =
1g[f —mpf], ou B est une boule centrée sur R et de rayon C diam(R), et on
aurait poursuivi pareil.] Donc

2. 2.

QeD(R) ¢

— A2 = / 1~ mafl? < ORI w0
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par (15) appliqué a f1, et par John et Nirenberg. O

1

e €t le membre de gauche de

Exercice. Vérifier que réciproquement, si f € L
(16) est < C|R|, alors f € BMO.

Beaucoup d’autres espaces fonctionnels ont des caractérisations en termes
de la taille des fg . (ou de coefficients en ondelettes).
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10. OPERATEURS D’INTEGRALE SINGULIERE

Je me lance un peu; j’espere ne pas avoir a revenir trop en arriere. Je vais
aussi essayer d’aller un peu vite a ’essentiel, en oubliant des tas de résultats
utiles et remarquables.

10.a. Définition des opérateurs d’intégrale singuliere

On va donner une définition assez générale (c’est plus pratique pour les
manipulations), mais pas trop. On se placera sur R", méme s’il y aurait
moyen de se placer sur un espace de type homogene (espace métrique avec
une mesure doublante). La terminologie qui suit est essentiellement celle de
Coifman et Meyer (il y en a eu d’autres, mais en gros celle-ci a gagné).

Definition 1. Un opérateur d’intégrale singuliére (SIO) sur R™ est un opérateur
borné T : C°(R™) — C(R"™)" pour lequel il existe un noyau standard K
(voir la définition plus bas) tel que

(1) Tr.9) = [ [ K fatddy

pour tout choix de f € C°(R"™) et g € C°(R™) tels que les supports supp( f)
et supp(g) soient disjoints.

Quelques remarques avant de définir les noyaux standards.

Au lieu de dire que T envoie C2°(R™) dans son dual, on aurait pu définir
directement 7' comme une forme bilinéaire sur C°(R™) x C°(R™). En tout
cas, ce qu’on connait de T, c’est bien les nombres (T'f,g) (I'effet de T'f sur
g), ot f,g € CZ(R™).

On n’a pas besoin de C2° en général. Le plus souvent on peut se contenter
de Cl, ou au pire de C&¥. Du coup la définition de la continuité est plus
facile a écrire. Ce qu’on demande, c’est que pour tout choix de boule B
(destinée a contenir des supports), 'application (f,g) — (T'f,g), définie de
CN(B) x CN(B) dans R (ou C, ou parfois méme dans un espace de Banach),
est continue. Et ici C¥ (B) est ’'ensemble des fonctions de classe C™V & support
compact contenu dans B, muni par exemple de la norme ), ||D f||s, ot 'on
somme sur toutes les dérivées partielles D d’ordre < N. Noter que plus N
est grand, plus T est facile a définir.

Dans un espace de type homogene, on serait obligé de se contenter
des fonctions-test qui sont simplement a support compact et Holdériennes
d’exposant a pour un certain a > 0.
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Comme on le verra des la définition des noyaux standards, 'intégrale
double dans (1) converge dés que f et g sont a supports disjoints. Par contre,
I'intégrale double risquerait fort de diverger sans cette contrainte de supports.

Definition 2. Un noyau standard sur R" est une application. continue K :
R™ x R™\ A, ou A = {(;U,y) ER" xR"; z = y} est la diagonale, telle qu’il
existe des constantes C' > 0 et § > 0 telles que

(2) K (2,y)| < Cla —y|™ pour (z,y) € R" x R"\ A,

(3)

)
K (z,y)—K(z,9'| < C’M pour x,y,y € R" tels que |y —y| < |z—y|/2,

| — gyt
et
(4) 16
KoK ()| < €72 pour o',y € BY tels que |o'~a] < o-yl/2,

Noter le comportement comme si K était homogene de degré —n; (3)
et (4) donne un peu de régularité supplémentaire (en gardant la méme ho-
mogénéité), et sont impliquées par la condition plus brutale

(5) VoK (z,yl +|VyE(z,y| < Clz —y|™""" pour (z,y) € R" x R"\ A,

avec n’importe quelle valeur de § < 1.
Exemple typique: K(z,y) = m—iy quand n = 1, qui donne un multiple

de la transformée de Hilbert, ou K(z,y) = —2-%

= o qui correspond a une

constante pres a la j-ieme transformée de Riesz.

Noter aussi que, méme avec ces exemples simples, I'intégrale double dans
(1) ne converge que parce qu’on a pris f et g a supports disjoints.

Un exemple d’opérateur d’intégrale singuliere 7" est 'opérateur de mul-
tiplication par une fonction m € L}Oc, et alors on peut prendre K = 0.
Autrement dit (T'f, g) = [ mfg définit bien un opérateur borné T' : C°(R™) —
C(R™), et (Tf,g) =0 quand f et g ont des supports disjoints. Donc K ne
détermine pas T

L’exemple ci-dessus nous plaira encore, surtout si m est bornée pour que
T soit borné sur L?, mais on n’aimera pas du tout I’exemple suivant: prendre
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n=1et Tf = f (ouune dérivée d’ordre supérieur). Ici aussi, T est in SIO
associé a K = 0, mais en plus I'homogénéité de T' (dans sa partie non donnée
par le noyau, et par rapport aux dilatations (comme ci-dessous)) n’est pas
celle suggérée par (2)-(4).

Par contre T détermine K. Prendre des fonctions bosses f et g qui
convergent vers des masses de dirac en y et z # y, et noter que (T'f,g)
converge alors vers K (z,vy).

En fait, si f € C.(R™), et si x n’est pas dans le support de f, on peut
poser

(6) Tf(x)= - K(z,y)f(y)dy.

L’intégrale converge parce que dist(z,supp(f)) > 0; ensuite (1) dit que T'f
coincide hors de supp( f) avec la fonction T'f(z) qu'on vient de définir, au
sens ou (T'f,g) = [T f(x)g(x)dz pour g & support hors de supp(f).

Notons encore que la classe des SIO est stable par conjugaison par trans-
lations, rotations, et dilatations, au sens ou, par exemple, si I’on associe a
lapplication z — ax (avec a > 0) 'oprérateur A défini par Af(x) = f(z/a),
alors A~ 1TA est aussi un opérateur d’intégrale singuliere, associé au noyau
standard K, ott K = a™K (az, ay) qui vérifie (2)-(4) avec les mémes constantes
que K. [Les autres invariances sont plus faciles.]

Parlons un peu des opérateurs tronqués 7.. L’avantage est que 7. ne
dépend que du noyau K. On définit simplement 7. par

7 Liw= [ Kewio)

disons pour f bornée a support compact, ou méme dans L? pour un g < +00
(pour que l'intégrale converge grace a (2)).

On ne dit pas que les T. convergent vers T' (penser a l'opérateur de
multiplication par m), mais ils donnent quand méme certaines informations
sur T'.

Par souci de controle, on définit aussi 'opérateur maximal T, par

(8) T.f(x) = sup|T¢ f(x)|

e>0

pour les mémes f.
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Quand K est antisymétrique, c.-a.-d. quand K(y,x) = —K(x,y) pour
(r,y) € R® x R\ A, il y a un opérateur T naturellement associé a K, que
I’on définit par

(9) (Tf,9) = lim (T:f,9)

pour f,g € C}(R™) (on n’aura pas besoin de plus de dérivées). On ap-
pellera cet opérateur 'opérateur de valeur principale associé a K. Vérifions
juste que la limite dans (9) existe. On utilise 'antisymétrie de K pour écrire
que

Tf, -/ / LK) f)gw) dyds

=3/ [ Kewse@ae 5 [ [ K swgein

=3/ | Kewleew - f@ew] dus

(parce que le domaine d’intégration est symétrique). Maintenant, il ne reste
plus qu’a noter que pour f et g de classe C'! & supports compacts, | f(y)g(x) —
f@)g)| < |f(W)g(x) — f(@)g(z)| + [f(x)g(x) — f(x)g9(y)|C|z — y|, de sorte
que l'intégrale double [ [ K(z,y)[f(y)g9(x) — f(x)g(y)] dydz converge, et que
la limite dans (9) existe. On peut méme définir 7" directement par

(11) (T g) / / K (z,9) [f0)9(x) — F(2)g(y)] dydz

pour f,g € Cl. On laisse en exercice le fait que ceci définit bien un opérateur
borné, disons de C!(R™) dans son dual et que son noyau est K. Et aussi,
pour ceux qui connaitraient la distribution vp(1) (valeur principale de 1/z)
sur R, que K (x, y) = 1/(x — y) donne bien 'opérateur T de convolution avec

la distribution vp(1). Pareil pour les noyaux Kj(z,y) = % qui donnent

(& une constante multiplicative pres) des transformées de Riesz.

Un exemple typique (mais sur lequel nous ne nous étendrons pas dans ce
cours): les opérateurs pseudodifférentiels classiques d’ordre 0, qui sont donnés
par une formule du type

~

(12) 7f@) = [ o of Qe
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[on a multiplié par le symbole avant d’appliquer la transformée de Fourier
inverse; si o était un polynéme en £, on obtiendrait un opérateur différentiel]
avec un symbole o tel que [0g0f o (x,€)| < Co,5(141€[)~. Les opérateurs en
question sont également bornés sur L?(R™), et on pourrait également prendre
des conditions plus faibles sur les symboles. Voir le petit Lecture Notes de
Journé, ou sans doute des tas de références plus récentes en EDP.

On parlera sans doute plus tard d’un exemple célebre, le noyau de Cauchy
associé a un graphe Lipschitzien.

10.b. Opérateurs de Calderon-Zygmund; continuité LP.

Définition 3. Un opérateur de Calderén-Zygmund (CZO) est un SIO qui a
une extension bornée sur L?(R™).

Autrement dit, c’est un SIO tel qu’il existe une constante C' > 0 telle que

(13) [(Tf9)| < ClIfll2llgll2 pour f,g € C=(R").

On va voir qu’automatiquement T est aussi borné sur LP pour 1 < p <
+00. C’est le méme intervalle que pour la fonction maximale et ca n’est pas
étonnant. Pardon, j’ai un peu oublié les attributions des théoremes célebres
ci-dessous.

Théoréme 4. SiT est un CZO, T a une extension continue T : L*°(R") —
BMO(R™).

On se donne f € L°°. On va en fait devoir définir T f, & partir de
I'extension déja définie sur L? (et unique par densité des fonctions test), et
Tf sera défini a une constante additive pres (une vraie fonction de BMO).
On fait tout ¢a parce que l'intégrale [ K (x,y)f(y)dy est en général divergente.

Voyons comment faire. Soit B = B(x,r) une boule. On découpe f en
f1+ f2, ou fi = flp, et on va juste regarder ce qui se passe sur la boule
moitié B(x,r/2).

On a déja une définition de T'fi, qui est une fonction de L?, et on va
maintenant définir ce qui doit étre T fo(z) — T fo(x) pour z € B(x,7/2). On
pose simplement

(14) ag,r(2) = - (K (2,y) = K(z,9)] fa(y)dy.
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L’intégrale porte sur y ¢ B, donc |z — y| > r/2 (et bien sur |x —y| > r/2),
donc pas de probleme de divergence locale, et comme a 'infini on note que

(15) K (2,y) — K(z,y)| < Clz — 2’|z —y| "% < Orllz —y| ",

on trouve en intégrant hors de B que l'intégrale converge, et que

16)  lawe(2)] < Cllflloc / Pz — )" 3dy < C||f|o.

|z—y|>r

Rassurons-nous maintenant, et donnons une définition de T'f. On va
exiger que fB(o yTf =0. On choisit B = B(0,R) (avec R grand), ce qui
donne fi, fo, et aussi T'f; € L?. Ensuite, on pose

(17) Tf(z) =Tfi(z)+ aor(z) + A pour z € B(0, R/2)

ou la constante A\ est juste choisie pour que fB(O 1) Tf(z) = 0. On vérifie

sans difficulté que notre définition de T'f(z) ne dépend pas du choix de R
grand, parce que quand passe de B(0,R) a B(0,S), disons avec S > R, le
terme T f1(z) augmente de fB(O,S)\B(O,R) K(z,y)f(y)dy, et ap,r(z) diminue
de [50.90 801 K ZY) = KO, (W)dy = [0 )\ 0.7y K (2:9)f (¥)dy+C,
et C' disparait dans la normalisation (puisqu’on ne change pas la moyenne).

Pour méme genre de raisons, pour tout choix de boule B(x,r) comme ci-
dessus, on a encore la formule T'f3(2) =T fa(x) = ay (%) quand z € B(x,r/2)
(et avec la décomposition plus haut).

Notons encore que la fonction T'f que I’on vient de définir dépend linéairement
de f, et coincide avec la définition précédente (modulo une constante additive)
quand f est une fonction test. Bref, on a défini notre extension de T.

On a fait le plus dur. Vérifions encore que T'f € BMO. On se donne
une boule B = B(xz,7/2), et on utilise la décomposition ci-dessus. On pose
cg =T fo(x), et alors

1 1 !
E/B‘Tf_CB‘SE/B’Tfl|+®/B|Tf2(z)_Tf2(x)‘

(18) <{og Lrar} "+ 5 [ et

<|BI7Y2IT fill2 + C[ flloo
< CIBI2[ fill2 + Cll f oo < Cl|£lloo
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par (16), puis en utilisant la continuité de T sur L? et le fait que ||fi||eo <

| f||oo- On en déduit bien le résultat, en utilisant la caractérisation élémentaire
de BMO avec les constantes cp ou cg. UJ

Le théoreme 4 a une version duale, qui dit que si T est un CZO, alors il
envoie 1’espace de Hardy atomique H'! land L!. Je ne crois pas qu’on le fera.
A la place, voyons un autre résultat extréme, le fait que T’ envoie L' dans
L}M-ble, qui va aussi nous donner ’occasion de voir un autre outil simple, mais
remarquable, la décomposition de Calderén-Zygmund d’une fonction.

Théoréme 5. Si T est un CZO, T a une extension continue T : L*(R™) —
L}‘aible (Rn) :

Il existe de ce théoréeme une version a poids. Voir un vague énoncé plus
bas.

Donc on se donne f € L, et on veut a la fois définir T'f et surtout vérifier
qu’il est dans L}M-ble. On va utiliser la tres utile décomposition de Calderén-
Zygmund de f au niveau A > 0, dont voici la définition.

On note toujours D I’ensemble des cubes dyadiques, puis D(A) ’ensemble
des cubes ) € D tels que

(19) mqlf| > A,

et qui sont maximaux parmi les cubes de D ayant cette propriété. Posons

(20) a=0on= {J @;
)

QED(A

c’est une union presque disjointe, comme d’habitude en tant qu’union de cubes
dyadiques maximaux ayant une propriété donnée. Vérifions que

(21) {x € R"; |f(z)| > A} est presque contenu dans Q(X).

A cause du théoreme de densité de Lebesgue (version forte), on sait que pour
presque tout x, |f(x)| est la limite des mg|f|, o D est un cube dyadique
contenant = et dont le diametre tend vers 0. Si |f(x)| > A, certains de ces
cubes vérifient (19). Noter que pour un tel cube @, A\|Q] < fQ £l <1Q|lfl1,
de sorte que () ne peut pas étre trop grand. Et donc ces cubes sont donc
contenus dans un cube maximal vérifiant (19). On en déduit (21).
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Maintenant on découpe f en une bonne fonction g, qui est aussi bornée,
et une mauvaise fonction b, qui en fait n’est pas si mal non plus parce qu’elle
est composée d’atomes. On pose

(22) g(x) = f(x) pour z € R" \ Q(A)
et
(23) g(x) =mqgf pour x € Q quand Q € Q(N),

ce qui définit donc bien g presque-partout, puis on pose b = f — g. Noter que
b est nulle hors de Q(\), et

(24) b(x) = f(z) —mqf pour x € @ quand Q € Q(N),

ce qui implique en particulier que
(25) mob =0 pour Q € Q(N).

On a annoncé que g est bornée. En fait, (21) et (22) disent que |g(x)| =
|f(x)] < X presque-partout hors de Q(A), et sur Q(A) on a |g(x)| < 2"\ parce
que, comme pour @ € D(A), le parent @) de @) ne vérifie pas (19), on a

1 1
26)  mafl <malsl = oy [ 115 gy 11 =2mgnl < 2a

On aura aussi besoin de la taille de Q(\):

en M= 3 Qe Y0 /Q =2 /Q e

QeD(N) QED(N)

puisque les cubes sont presque disjoints et par (19).

Voici tout ce qu’il est utile de savoir sur la décomposition f = g + b.
Voyons maintenant comment s’en servir pour définir et estimer 7' f. On va
d’abord supposer que f € L?N L', ce qui permet de ne pas avoir de probléme
de définition.

On commence par noter que g € L2, avec
(28)

HgH%:/ |f|2+/ |g|29/ 1+ 22%20)] < CAlfL
R7\Q(N) QN R7\Q())
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a cause de nos bornes sur g et par (27). Comme 7T est maintenant défini et
borné sur L?, on trouve que T'g € L?, avec ||Tg||3 < CA||f||1, donc

(29) [{z € R™; |Tg(z)| > A} < CATH|f]]1-

Notons  'union des doubles des cubes Q) € D(\) (ce ne sont pas des cubes
dyadiques, mais tant pis). Noter que

(30) Q<c > QI <l < CAYIfll
QeD(N)

et contentons-nous d’estimer T hors de Q. Pour chaque cube @, notons
bo = 1gb = 1g[f — mqf]. Pour ¢ 2Q), on peut utiliser le noyau K pour
calculer Thg(x), et on trouve

(31) Tbg(x / K(z,y)[ —mq fldy

En fait, ceci serait vrai directement si l'on savait que bg est une fonction test,
mais on en déduit le cas général facilement par un passage a la limite.
Notons yg le centre de @), et observons que

| K@uo)lfw) ~ mofldy = K(w.v0) [ 1) - mofldy =0
Q Q

puisque la moyenne est nulle, de sorte que ’on peut soustraire dans (31) pour
obtenir une meilleure décroissance:

(32)
Tho ()| = | / K (2,y) — K(z,50)][f () — mofldy
Q

é
y—y n—
<0 [ L1~ mafldy < CaQ) e — ol [ 11

On integre en x et on trouve

(33) L., me@i<c [ <ol
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(puisque fQ |1 <2™|Q]). Et ensuite on somme en @ et il vient
(34)
| m@las <Y [ Tho()ldz <€ 37 AIQ1 < CNQW < €Il

n\Q

Bref, b n’est pas si mauvaise parce qu’elle est composée d’“atomes” bg dont
'intégrale est nulle, ce qui donne assez de décroissance aux 1'(bg).

Finalement, notons Z = {z; |T'f(x)| > 2A}. Cet ensemble est contenu

dans I'union de €2, de I'ensemble estimé en (29) ou |Tg| > A, et de I'ensemble
des z € R™\ Q o |Th(z)| > A, dont la mesure est également < CA~|f]|;.

Bref, | Z] < CA71|f||1, et on a montré que T'f € L}Mble, avec une norme
< Cflls.

Il reste pour conclure a dire que I’on peut étendre T' en un opérateur qui
va de L' dans L}aible, par l'argument standard de densité qui marche encore
meme si L}‘aible n’est pas exactement normé.

On pourrait_aussi noter que l'on peut définir assez correctement T'f =
Tg+Tb hors de (2, en regardant 'argument ci-dessus, et comme en prenant A
aussi grand qu’on veut, R™ \ Q est aussi petit qu’on veut, ceci permettrait de
définit T'f(x) presque partout, apres une ennuyeuse vérification de cohérence.

O

Corollaire 6. Si T est un CZO, T a une extension continue T : LP(R™) —
LP(R™) pour 1 < p < 400.

D’abord, par interpolation réelle a partir du théoreme 5, le résultat vaut
pour 1 < p < 2. Pour p > 2, on va procéder par dualité. Soit ¢ ’esposant
conjugué. On cherche a montrer que

(35) (TF, 9) < ClIfllpllgllq

pour f,g € C2°, donc que 'opérateur adjoint 7% défini par

(36) (T'g, f) =(Tf,g)

est borné (a une extension bornée) sur L?. Or il est borné sur L? (puisque
T Dest), et c’est un SIO associé au noyau (z,y) — K(y,x) (vérification facile
directe). Donc il est bien continu sur LY, comme souhaité. 0
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Il y a un certain nombre de résultats supplémentaires dont je ne parlerai
pas. J’imagine qu’ils sont tous dans I'union des deux livres de Stein, et sans
doute aussi dans le Meyer en trois volumes et dans le Lecture notes de Journé.

Soit donc 7" un CZO. D’abord, T" a pour 1 < p < +00 une extension
continue de LP(wdx) dans lui-méme, & condition que w soit un poids de la
classe A, de Muckenhoupt, qui a une dédinition précise, mais est aussi la
classe des poids w tels que la fonction maximale de Hardy-Littlewood en-
voie continument LP(wdzx) dans lui-méme. Je crois que c’est un théoreme de
Fefferman-Stein, basé sur I'inégalité de Fefferman-Stein qui domine la fonction
diese de T'f par une fonction maximale.

On pourrait aussi interpoler directement entre des continuités H' — L'
et L — BMO, grace a un argument simple mais puissant de controle des
fonctions de répartition, les inégalités aux bons A\, dont on parlera peut-étre.

Le cas extréme, qui dit que pour w € Al, T envoie L' (wdx) dans L}caible(wdx)
marche encore, et avec presque la méme démonstration que le théoreme ci-
dessus (une fois qu’on sait que T' envoie L?(wdz) dans lui-méme).

On a aussi le résultat dual du théoreme 4, qui dit que T evoie 'espace
atomique H! C L' dans L.

L’opérateur maximal T, aussi a une extension continue de L'(wdz) dans
L} gipie(wdz) pour w € A; et de LP(wdx) dans lui-méme pour w € A, résultat
qui est basé sur un controle ponctuel de T (x) par des fonctions maximales
de T'f et de f, qu’on appelle inégalité de Cotlar).

Bref, la grande morale de tous ces résultats est qu’une fois qu’on sait que
le SIO T est continu sur L?, beaucoup d’autres inégalités s’ensuivent. Il reste
a savoir quand c’est le cas.

11. CRITERES DE CONTINUITE SUR L2 : T(1) ET T(b)
11.a. Le noyau de Cauchy

D’abord, il y a des opérateurs d’intégrale singuliere qui ne sont pas
des CZO. Pour commencer, il faut se méfier des opérateurs dont le noyau-
distribution est porté par la diagonale (en clair, associés au noyau K (z,y) =
0): les opérateur différentiels, ou méme 'opérateur de multiplication ponctuelle
par une fonction m non bornée, sont des SIO non bornés.

Pour éviter cet ennui, on peut se donner un noyau standard K, et de-
mander quand les opérateurs tronqués T, € > 0, sont bornés sur L? avec une
borne indépendante de €.
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Pour n = 1 déja, on voit que K (x,y) = |r —y|~! ne marche pas (calculer
T.(1}0,17)). Donc il est utile d’avoir une certaine forme de cancellation (ou K
change de signe et certaines contributions en annulent d’autres).

Quand K est un noyau de convolution (i.e., quand K (z,y) = k(x—y) pour
une fonction k), ou plus généralement quand T est I'opérateur de convolution
avec une distribution k£ qui coincide avec une fonction localement intégrable
hors de l'origine, on paut calculer en transformée de Fourier, et logiquement
T est borné sur L? si et seulement si k est bornée.

Dans le cas général (ou T n’est pas un opérateur de convolution), la
situation n’est pas si simple, et on s’est demandé un certain temps ce qui
rendait les 7. uniformément bornés sur L? (ou pas). Par exemple, il aurait
été tres pratique que ce soit le cas des que K est antisymétrique K(y,x) =
— K (x,y). Mais ¢a n’est pas vrai (contrexemple de Y. Meyer je crois).

Un exemple qui a beaucoup motivé est celui du noyau de Cauchy sur un
graphe Lipschitzien de dimension 1. Plutot que de travailler sur le graphe de
la fonction Lipschitzienne A : R — R, paramétrons-le de la maniere éviente,
et considérons le noyau K4 défini par

1
xr+iA(x) —y—iA(y)

(1) Ka(z,y) =

C’est un beau noyau standard antisymétrique, et on avait a 1’époque toutes
sortes de bonnes raisons de se demander si 'opérateur de valeur principale as-
socié (voir ci-dessus) est borné. La réponse est oui, obtenue en plusieurs étapes
retentissantes, dont le cas particulier ou ||A’||o est assez petit (Calderén,
1977) et le cas général (Coifman, McIntosh, Meyer, 1982). C’est aussi (a
posteriori) un bel exemple de trivialisation (relative) des maths.

11.b. Faible bornitude

On définit maintenent une propriété en principe notablement plus faible
que la continuité L?, destinée surtout a vérifier que T' se comporte avec la
bonne homogénétié vis-a-vis des translations et dilatations. On définit des
semi-normes N, ., destinées a controler des fonctions sur B(x,r) par

(2) Nx,r,m(f) - Z Zr%+j||DfHL°°(B(:c,r))7

0<j<m D

ou la somme se fait sur les opérateurs différentiels de la forme D = 97" - - - 99,
avec a1+ - - a, = j (des dérivées partielles d’ordre j). On a calculé 'homogénéité
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de maniere a obtenir ||f||z2(B(z,r)) < CNz,rm(f) trivialement, et que chaque
terme ait la méme homogénétié vis-a-vis des dilatations.

Definition 1. On dira que l'opérateur T, défini sur C°(R™) et a valeurs
dans son dual, est faiblement borné s’il existe m > 0 et C' > 0 tels que

(3)
(Tf,9)] < CNgyrm(f)Nzrm(g) pour f,g € C(R™) a supports dans B(x,r).

Bref, comme dans la définition de 7', on s’autorise a utiliser autant de
dérivées de f et g qu’on veut, mais cette fois on exige des estimations uniforme
(avec ’homogénéité qui marcherait pour L?) en fonction des supports.

En général, prendre m = 1 est largement suffisant, mais on ne sait jamais.
On garde m quelconque ici comme on a gardé C2°(R™) plus haut.

Exemple: si T est borné sur L?, il est faiblement borné, et on peut pendre
m = 0. Vérification triviale puisque || f||z2(B(z,r)) < CNz,ro(f)-

Par contre, 'opérateur de dérivation (défini par T'f = f’) sur R n’est pas
faiblement borné. Prendre une fonction ¢ € C'*°, a support dans B(0, 1), puis
essayer d’appliquer (3) avec z = 0, r > 0, et f = g = ¢(-/t). Le membre de
gauche est t"71 [py', et le membre de droite est t" No 1., (¢), ce qui ne colle
pas.

Exercice Vérifier que pour m € L (R"), l'opérateur de multiplication

ponctuelle par m est faiblement borné si et seulement si m est (égale presque
partout a une fonction) bornée. Faites comme ci-dessus, et appliquez encore
le théoreme de différentiation de Lebesgue).

Exercice Vérifier que si 1" est 'opérateur de valeur principale associé au
noyau standard antisymétrique K, alors K est faiblement borné. Notez au
passage qu’on utilise seulement 'estimation (9.2) sur la taille du noyau, et
pas la régularité donnée par (9.3) et (9.4). L’exercice est facile: il s’agit
simplement de noter que la démonstration d’existence qui mene a (9.11) donne
aussi (3) avec m = 1.

11.c. Le théoréme T'(1)

Théoréme 2 [D, Journé|. Soit T in SIO. Alors T est un CZO si et seulement
si T est faiblement borné, T(1) € BMO, et T*(1) € BMO.

On a vu que T%, défini par (9.36), est aussi in SIO, et que les conditions
sont nécessaires.
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Pour bien faire, il faut encore définir T'(1) et T%(1) (comme des dis-
tributions définies modulo une constante additive, puisqu’on n’a défini T'f,
f € L*°, que quand T est un CZO. Et une distribution définie modulo une
constante additive, c’est juste une forme linéaire continue sur les fonctions
test d’intégrale nulle. Donc il faut dire qui est (T'f, g) pour f € C* bornée et
g € C2° d’intégrale nulle. On choisit ¢ € C2°, égale a 1 sur une grosse boule
contenant le support de g, et on écrit

(4) (Tf,g9)=(T(pf)g)+(T((1—-v)f 9),

ou (T'(¢f),g) est bien défini parce que ¢f est une fonction test, et

5) (T((1—=v)f),g9) = //[K(:U, y) — K (20, 9)|(1 — »(y)) f(y)g(x)dzdy

On s’est permis de choisir xg dans le support de g (de sorte que 1 — p(y) =0
pres de z) et de soustraire K (xg,y) pour faire converger 'intégrale, parce que
[ K(zo,y)g(x)dz = 0 pour tout y tel que 1 —p(y) # 0. Maintenant l'intégrale
converge, puisque pour tout x dans le support de g,

(6)
[ 115G~ Ko ))(3 = o) £0)
< CIf|loolz — zof? / ly — z0] " (1 — p(y))dy < C

ou C dépend de ||f||~ et de la distance du support de g a celui de 1 — ¢, mais
ca n’est pas grave.

Exercice Vérifier que la définition de (T'f, g) ne dépend pas du choix de ¢,
et qu’elle n’est pas incompatible avec celle de T'f donnée plus haut quand T
est un CZO et f € L°°. Noter en tout cas qu’on n’a pas changé T'f quand f
est une foncton test.

La démonstration va prendre un certain temps, et peut-étre d’ailleurs
qu’on ne va pas vérifier tous les détails. Le plan est de démontrer d’abord
le théoreme dans un cas particulier plus simple, quand T'(1) = T%(1) = 0,
puis de s’y ramener en soustrayant des opérateurs bornés connus qu’on aura
construits pour 'occasion.

A mon avis, il y a une démonstraition meilleure que toutes les autres,
parce qu’elle est simple et s’adapte tres bien. C’est celle de Coifman et Meyer
présentée ci-dessous.
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11.d. Lemme de Schur et une variante

On utilisera peut-étre le lemme suivant sur la continuité des opérateurs
définis par des matrices a décroissance rapide loin de la diagonale.

Théoréme (Schur). On se donne un ensemble d’indices I, une matrice A =
((ai ) (aveci,j € I), et on suppose qu’il existe des nombres w; > 0,7 € I et
une constante C' > 0 tels que

(7) Z a; jlw; < Cw; pour tout i € I
jelI

(8) Z a; jlw; < Cw; pour tout j € I.
icl

Alors A définit un poérateur borné sur ¢2(I), de norme au plus C, par Ax =y,
onzx={z;},jel,y={yt,i €1, ety; =3 c;ai;z;.

Remarques avant la preuve: c’est un critere qui ne fait intervenir que
la taille des a; j; on pourrait donc supposer qu’ils sont tous > 0. Alors
I’hypothese est 'existence d’un sous-vecteur propre a coordonnées positives
pour A et son transposé.

La premiere condition donne une continuité sur L>°, la seconde sur L1,
et on pourrait interpoler. On peut aussi procéder directement, comme suit.

Donc on se donne z. On écrit y; < ), |a; jz;| = Zj(\aivjwj|)1/2(\ai,jw§/wj|)1/2
et on applique Cauchy-Schwarz:

il® < D laijwi H{O) | lai ot jwil} < Cwid Y lai ja? Jw;l}
J J J
On somme et on trouve

P =D il <CY Y laijlladlwi/w; = C* ) Jad]
i i j

en sommant sur ¢z d’abord. ]

Vraissemblablement, on utilisera a la place du lemme de Schur le résultat
asymétrique suivant, que je dois a Nazarov, Treil, Volberg, qui prétendent que
c’est bien classique.
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Théoreme (7). On se donne toujours un ensemble d’indices I, une matrice
A = ((a;,;)) (avec i,j € I), et on suppose qu'il existe des constantes C; et Cy
telles que

(a) pour tout 1, il existe au plus C; indices j € I tels que a; ; # 0,
et
(b) pour tout j € J, Y, la; j|* < C3.

Alors A définit (par la méme formule que plus haut) un opérateur borné sur
¢2(I), de norme au plus C1Cs.

Pour la démonstration, on commence par couper A en au plus C; matrices
qui vérifient toujours (b) avec la méme constante, mais vérifient (a) avec
C7 = 1. On se réduit ainsi au cas de C7 = 1.

Ensuite, notons v; le vecteur de ¢?(I) dont les coordonnées sont les a; ;.
C’est donc le j-ieéme vecteur colonne de la matrice. Les vecteurs v; sont
orthogonaux, parce qu’ils ont des supports disjoints: si pour un certain ¢, a;_;
et a; r sont tous les deux non nuls, (a) dit que j = k.

Notons encore x = {z;}. Alors y = Az =}, x;v; (combinaison linéaire
des vecteurs colonne), et ensuite ||y||> = > |z;|?||v;]|? par orthogonalité.
Comme ||v;]|? < C% par (b), on trouve ||y||> < C3||x||?, et on en déduit le
théoreme. OJ

11.e. Définition de T sur les fonctions simples

On va supposer que 1" est un SIO faiblement borné, et on va estimer les
coefficients de sa matrice dans la base de Haar. Apres on appliquera le lemme
de Schur.

Commencons par prouver que pour @, R € D (deux cubes dyadiques)
disjoints, on peut définir

(9) (T1o,15) = / K(z,y)dady
yeQ JrER

avec convergence absolue de l'intégrale. En fait, pour z ¢ @, on peut définir

(10) T10() = [ Ky
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et en plus, si 'on note d(z, Q) la distance de = a @,
(11)
[T1g(x)| < C [z —y|"dy < C [z —y|"dy
yeQ d(z,Q)<|z—y|<d(z,Q)+diam(Q)
diam(Q)
<(Clog(l+ ——=).
SO
Ensuite, il ne reste plus qu’a intégrer en x pour tomber sur (9).
Notons encore que

(12) (T, 1r)| < C|Q)

quand @ et R sont des cubes distincts de méme génération. On integre (11)
et c’est ce qui tombe.

Toutes ces formules ont un sens, au sens ou si 'on approche T1g et 1gr
par des fonctions tests f et gp (disons, a support dans @ et R puis qu’on
passe a la limite apres avoir noté que (T fx, gk) f f fr(y x)dzdy, on
trouve toujours la méme limite qui est le membre de droite de (9)

Ceci nous permet de définir (T'f, g) quand f et g sont des combinaisons
linéaires de fonctions caractéristiques de cubes dyadiques, et ont des supports
disjoints. On va maintenant donner une définition de (I'1g, 1¢) quand @ € D,
qui nous permettra d’omettre cette hypothese de support. En méme temps,
on montrera que

(13) (T1q,10)| < CIQ| pour Q € D.

Faisons comme si on avait déja traité le chapitre 12 sur les cubes de
Whitney, donnons nous un cube @), et notons {Q;}, j € J, la collection des
cubes de whitney associés a 'ouvert int(()). Ainsi, diam(3Q);) ~ dist(Q;, R™\
()) Notons encore {p;} la partition de I'unité associée, choisie de sorte que

(14) Z%’ =1q,

chaque ¢; est a support dans 2@Q);, et
(15) IVF,(z)] < Cdiam(Q;) " pour k < m,
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ou m est comme dans la condition de faible bornitude. On va écrire

(16) (T1g,10) = > Y (Te;, Ty;)

ed jed

avec convergence absolue.

On commence par les termes les plus intéressants pour lesquels 3Q); N
3Q; # (0. Pour chaque i, il y a au plus C' indices j comme ceci (par définition
des cubes de Whitney), et pour chacun ), est de diametre comparable & celui
de @);. On va vérifier que pour chacun,

(17) [(T'i, Tej)| < ClQ.

Comme nos deux fonctions sont supportées dans une méme boule B(x,r)
de rayon Cdiam(@);), on utilise la faible bornitude dans cette boule, et il
s’agit donc d’estimer Ny, (i) et Nyrm(p;). On trouve Ng,m(pi) <
Cdiam(Q;)"/? et pareil pour ¢;. Alors (17) s’en déduit aussitot.

La contribution totale de tous les termes de ce type est au plus C') _, [Q;] <
C|Q|, ce qui est compatible avec (13).

On passe aux termes rectangles ou 3(); ne rencontre pas 3@);. Pour ces
termes, on utilisera le noyau, et le fait que

(18) [(T'pi, T'pj)| < C/ / K (z,y)|dzdy < C/ / |z — y| " "dzdy.
2Q; J2Q; 2Q; J2Q;

On fixe 7, et on somme sur j. Il vient

(19)
S (TenTen| <C / / x — y| " dady
3Q: JQ\4Q;

7;3Q:N3Q ;=0
< C/ / |z — y| " "dydx
c- dist(x R\ Q)<|z—y|<diam(Q)

Cdiam(Q)
= C/ log dlst (x R”\Q)>dx

Il reste a sommer sur ¢, mais on note que les (); sont disjoints et contenus
dans @), de sorte que

S Y mete <o o (Y )ar < clal

v §;3QiN3Q ;=0
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Ceci termine la vérification de la convergence de la grande somme dans (16),
avec un résultat inférieur & C|Q|. Quand on approxime 1 par des sommes
finies D ;o @i, les objets (T') ,c; @iy Y ey, i) sont bien définis, majorés
comme plus haut, et convergent. D’ou1 une définition relativement cohérente
de (T'1g,1q), avec 'estimation (13).

A cause de tout ce qui précede, on peut définir (T'f, g) lorsque f et g
sont des fontions simple (combinaisons liéaires de fonctions caractéristiques de
cubes dyadiques). Et en plus, le résultat est linéaire en f et en g (vérification
agréable laissée en exercice). On va montrer dans le paragraphe suivant que

(21) (Tf, 9)| < ClIfll2llgll2

pour f et g simple, ce qui donnera le prolongement continu sur L? souhaité
(nouvel exercice: vérifier que ce prolongement coincidera automatiquement
avec T sur les fonctions test), et ceci sous la condition supplémentaire que

(22) T1=T'1=0.

11.f. La matrice de 7' quand 71 =T%(1) =0

Noter que les fonctions hq . de la base de Haar sont des fonctions simples.
On va calculer la matrice de (notre premiere extension de) 1" dans cette base.
Noter que si f et g sont des fonctions simples d’intégrale nulle (et cette classe
aussi est dense, donc on peut s’en contenter), elles ont des développements
finis dans la base, de la forme f = > 5 _ fo.chqe et 9 = > o . 9q.chq. et
alors

(23) (Tf.9) =) coeq.e for9e e
Q,E Q/,EI

avec
(24) cQ,e,q' e’ = (Thq.e, hqrer)

Comme ||f]|3 = > |fg.c|* et pareil pour g, on voit qu’il va suffire de prouver
que la matrice des coefficents cg ¢ ¢/ définit un opérateur borné sur ¢2(I),
ou I =D x &' est 'ensemble des paires @, ¢.

Et bien sir on va utiliser le lemme de Schur ou de NTV pour faire ceci.
L’idée sera donc de majorer les cg ¢,g’ e, en montrant qu’ils décroissent quand
on s’éloigne de la diagonale, et apres de sommer contre des poids convenables.
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Aucun de nos caluls ne dépendra de € ou €’. Donc on va noter hq et hgy
au lieu de hg . et hgr e, et cg g au lieu de cg . g/ e -

Et il va rester a distinguer plein de cas et estimer cg ¢’ dans chacun. En
fait, on va poser )’ = R et estimer les cg r.

On note d(Q) la taille de @, et pareil pour d(R).

Noter que si T vérifie nos hypotheses, T% aussi, et les coefficients cg gr
associés & T" sont exactement les cr . Donc on va estimer c¢g r quand
d(R) > d(Q), et on aura automatiquement la méme estimation pour cp g.

Cas 1. On suppose que d(R) > d(Q) (comme toujours) et que @ et R sont
disjoints. On veut montrer qu’alors

(25) [co.rl < CIQI2|RI 2] T

o
d(Q) + dist(Q,R)} si dist(Q,7) < d(R),

(26) el < CIQI"?IRIV?d(Q)° dist(Q, R)™° si dist(Q, R) > d(R),

Dans tout ce calcul, on va utiliser le noyau, et dire que

1) con = (Tha, hn) = /Q | K@ pho@hn()dyds.

Pour l'intégrale sur R N 2@, on utilise juste la taille du noyau, le fait que
1hollee < C|Q|™1, pareil pour R, et alors
(28)

|| iEGho@ha@ldsds < Q22 [ oy ey
Q JRrRN20Q Q JRrN20Q

d(Q)
dist(xz, R™ \ Q)

<ClQI R [ log (14 ) < ClQIM?|R|
Q
puisque ) et R sont disjoints et par un calcul fait plus haut. Ceci rentre dans
le cadre de (25), puisque si 2@Q) rencontre R, dist(Q, R) < Cd(Q). Evidemment
(26) n’est pas concerné puisque cans ce cas RN 2Q = 0.
Pour l'intégrale hors de 2(), on estime d’abord Thg(x), en utilisant le

fait que hg est a support dans @) et d’intégrale nulle:
(29)

The ()| = | /Q K (2,9)ha (y)|dy = | /Q K (2,y0) — K (z, 9)lho(y)|dy

< C1QI2d(Q) / !

0 Wdy < ClQI"?d(Q)° dist(x, Q)"
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en notant yg le centre de (). Il reste & intégrer ceci sur R\ 2@), multiplier par
|R|~1/2 (pour la taille de hg, et on trouve

(30) lcq.rl < CIQI1/2\RI‘1/2d(Q)6_/\ dist(z, Q)" °dz
R\2Q

Dans le cas de (26), dist(z, Q) reste équivalent a dist(Q, R) et on trouve (26)
directement. Dans le cas de (25), I'intégrale sur R\ 2Q) porte sur la région ou
dist(z, yg) > min(d(Q), dist(Q, R)) donc
(31)
/ dist(z, Q)" °dx < C/ |z — yo| " °du
R\2Q |z—yq|2min(d(Q),dist(Q,R))
< Cld(Q) + dist(Q, R)]~°,

ce qui donne (25). [Fin du premier cas.]

Cas 2. On suppose toujours que d(R) > d(Q), et maintenant que @ C R
(c’est le cas qui reste, puisqu’on parle de cubes dyadiques). Si @) = R, on
trouve

(32) cQel <C

en découpant hg en somme de fonctions caractéristiques, et en appliquant
(12) et (13). [On récupere le facteur manquant |Q|~! & cause de la norme L™
de hQ]

Reste donc le cas oa () est strictement inclus dans R. On ne peut pas
directement utiliser le noyau, mais on va s’y ramener en utilisant le fait que

T'1 = 0. On note F(R) la collection des enfants de R, et S(Q) I'enfant de R
qui contient @ (donc S(Q) € F(R)). Ensuite on écrit

(33) hR: Z 04515

SeF(R)

avec des coefficents ag tels que |ag| < C|R|~/2. Et donc

(34) CQ,R = Z a5<ThQ,1s>.
SeF(R)

Tous les termes pour lesquels S # S(Q) pourront étre traités directement,
avec le noyau et comme précédemment, sauf celui de S(Q), puisque @ C S(Q).
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Donc occupons nous de S = S(Q). On utilise le fait que 71 = 0 pour écrire
que

(35) (Thg,15(q)) + (hq,1 —1s(g)) =0,

On a défini 7%(1) un peu différemment, donc il faut faire une petite vérification.
D’abord, on obtiendra (35) dés qu’on aura prouvé que (T'hg, ¢)+(hg, 1—¢) =
0, ou ¢ est une fonction test qui égale a 1 dans un voisinage de S(Q), parce
que la différence entre les deux formules consiste a ajouter et retirer la méme

intégrale [, fR"\S(Q) K(z,y)ho(x)(¢(y) — 1s(0)(y))dydz. Et cette nouvelle
formule est presque la définition du fait que 7?1 = 0, la seule différence étant
que hg n’est pas réguliere. On regle le probleme comme plus haut, en écrivant
hg comme somme de fonctions test (qu'on n’a méme pas besoin de prendre
d’intégrale nulle sauf erreur).

Bref, on a (35), et on écrit

(36) CQ,R = Z as(Thg,1s) — asg)(hq,1 — 15(q))-
SEF(R),S#S(Q)

Et maintenant on traite ces termes comme ci-dessus; celui qui donne la plus
grosse contribution est le dernier, ou la preuve de (25) donne

d(Q) }5
d(Q) + dist(Q, R*\ S(Q)) )

(37) las(q (ha: 1-Ls@)| < ClQI"*(RI~/*{

[On reprend juste les mémes estimations, en notant que dans (31) on pouvait
aussi intégrer sur tout R™ \ 2Q)].

Voila pour les estimations des cg r. Il reste a voir que ces estimations
donnent la continuité sur £2(I) de la matrice dont les coefficients sont les cg r
(ou plus précisément, les cg ¢ r.e)-

Une méthode consiste a appliquer le lemme de Schur, avec les poids
w(Q) =|Q|Y2d(Q)~%/2. On va laisser la vérification en exercice.

Une autre méthode plus jolie consiste a utiliser le critere classique de
NTV.

On ne l'applique pas directement a la matrice toute entiere. D’abord, on
coupe cette matrice en deux, en ne gardant que les termes ou |Q| < |R|. Et
ensuite, on coupe la matrice en tranche Ay ;, pour lesquelles d(R) = 2*d(Q)
(avec donc k > 0) et Q C R+ 1d(R), l € R™, et on va appliquer le théoteme
a chaque Ay ;.
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Donc on fixe k > 0 et [ € Z". On note que pour chaque cube ) € D, il
y a un seul cube R € D tel que d(R) = 2*d(Q) et Q C R+ ld(R), donc on a
la condition (a) avec C; = (2" — 1)? (& cause des choix de ¢ et &' possibles).
Il reste & fixer R et & sommer |cg g|? sur Q.

On commence par le cas ou | = 0 et ) C R (notre second cas). On
applique (37) et il sort

» d(Q) 26
C|R| QEC:R ‘Q‘{d(Q) + dist(Q,R2\ S(Q)) }

On redécoupe ceci en tranches en fonction de la distance de Q a R? \ S(Q).
Quand celle-ci est de I'ordre de 2™d(Q), 0 < m < k, les cubes ) concernés ont
une mesure totale < C2™ %|R| (une fine couche annulaire d’épaisseur environ

2m~Fd(R) autour des frontieres des enfants de R), de sorte que la contribution

m— —20m : d —m
totale est au plus CZogmgk; om—k 2=20m puisque d(Q)erist((g’)Rz\S(Q)) ~ 2

pour ces cubes. En supposant § < 1/2, ce qui ne cotite rien, le plus gros terme
est pour m = k, mais quand on somme sur m il reste C272°*. On reprend
la racine, et on trouve que la norme de Ay est < C27% ce qui donne un
résultat agréablement sommable.

Le cas ou I # 0, mais |l|] < C se traite pareillement, sauf qu’on est
maintenant dans le cas 2, et qu'on peut utiliser (26) (ou, le cas échéant, (27)
qui est encore meilleur, mais & peine). On trouve encore que la norme de Ay o
est < 0279k,

Pour les autres cas, @@ est loin de R, on utilise (26), et la somme des
carrés est dominée par

CY |QIRIA(Q)* dist(Q, R)™"° < C Y |QIIR| [27*d(R)]* [|l|d(R)] ">
@ Q
S 02_2&7‘”_2”_26.

Ensuite on prend la racine pour avoir Cs, mais ¢a reste sommmable en k et
en [, et termine la démonstration de notre cas particulier: T" a une extension
bornée sur L? dans la cas oll, en plus des hypotheses du théoréme T'(1), on a
que T1 =T%1 = 0.

L’air de rien, on a quand méme utilisé ici une propriété importante des
cubes dyadiques (la propriété dite de petite frontiere). En effet, pour que la
contribution des petits cubes () situés pres du bord de R soit assez petite, on
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a utilisé le fait que
(37.5)
[{z € R; dist(z,R"\R) < 7d(R) }|+|{z € R"\R; dist(z,R) < 7d(R)}| < CT°|R]|

pour 0 < 7 < 1 et un certain a > 0, qu’on peut d’ailleurs ici prendre égal a 1.
On a en fait utilisé (37.5) deux ou trois fois (comme pour (12) ou vers (20)),
par exemple pour faire converger des intégrales |, 0 Jp | K (z,y|, mais c’est un
peu la seule facon dont la géométrie intervient.

11.g. Les paraproduits

En fait il s’agira de forme assez shématisées des paraproduits introduits
par J.-M. Bony (dans un cadre différent). L’idée d’utiliser ces opérateurs,
autant que la version simplifiée, est due a Y. Meyer.

On se donne une fonction 8 € BMO, et on va construire un CZO (ou
presque) P = Pg tel que P1 = 3, et P'1 = 0. Quand ce sera fait, on pourra
conclure en disant que si T' est comme au théoréeme T'(1), et si on pose § = T'1
et v = T*1, alors T=T- Pg — P,f est encore un ST0 faiblement borné, et

de plus T1=Tt1= 0, donc T est borné sur L?, donc T aussi.
Pour ) € D, notons ag . les coefficients de 8 dans la base de Haar. On
se souvient qu’on a la condition de Carleson

(38) > Y lagel? < CIRIIBllsumo

QCR ¢

pour R € D. Posons aussi 0g = |Q| 1o pour Q € D. On veut définir P par
son noyau

(39) P(z,y) = ) aq.hq.e(x) fo(y)
Q.
ou encore
(40) Pf = Z aQ.e <f7 9Q> hQ,87
Q,e

en espérant que toutes ces sommes convergent.

En fait, si f est une fonction simple (une combinaison linéaire finie de
fonctions caractéristiques de cubes), (f,0¢g) est nul sauf quand @ est contenu
dans une boule fixe, et alors il est borné (car f € L*). Alors les coefficients
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age (f,0q) sont de carré sommable a cause de (38), donc dans ce cas la série
de (40) converge dans L2.

On commence par vérifier la taille du noyau, c.-a.-d. que pour x et y # x
fixés, la série dans (39) converge, et

(41) P(z,y) < Clz —y|™™.

En effet, le terme avec hg o (z) g (y) n’existe que si = et y sont dans Q.
Donc il y a au plus un terme par échelle (par valeur de d(Q)) et par valeur de
g, et sa taille est au plus Clag < ||Q Hho.(7)| < Clag.||Q| 732 < C|Q|~* &
cause de (38) (avec R = Q). Comme d(Q) > C~}|x — y| car x et y sont dans
(), on peut sommer sur @, et it reste < C'|x — y|~™. Donc on a (41).

Notons que P vérifie ’analogue de la condition de base pour les noyaux
(le fait que (T'f,g) = [ [ K(x,y)f(y)g(x)), avec les fonctions simples au lieu
des fonctions test. On en déduit aisément la méme chose pour les fonctions
test, par un petit passage a la limite (en utilisant juste la densité des fonctions
simples et I’estimation (41)).

Ensuite on devrait vérifier la régularité du noyau, mais mauvaise surprise,
elle est juste un peu insuffisante. Par contre, on a la propriété suivante qui
va remplacer:

(42) Ph(z) = P'h(z) =0 pour x ¢ R.

des que pour R € D et h une fonction simple bornée supportée par R et telle
que [h=0.

La vérification est facile. Commengons par P. Dans (40), a cause du
coefficient (f,0¢), seuls les cubes () qui rencontrent R ont une contribution
non nulle. Et méme, ils ne peuvent contenir R puisque [ rh = 0. Donc
Q) C R, et alors hg () =0, hors de R, comme souhaité.

Pour P!, on commence par observer que pour f et h simples

(43) (Pf,h) = ZO‘Q,E (f,0q) (h,hq.e),
Q.

de sorte que

(44) P'h = Z ag.e (h,hg.e) 0
Q.,e
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(par densité des fonction simples). Ensuite, les seuls cubes @ qui contribuent
dans (44) sont ceux pour lesquels @) rencontre R (& cause de (h, hg ), et sans
étre strictement plus grand (car alors hg . serait constante sur R et f hhg «
serait nulle), ce qui donne (42) dans ce cas aussi.

On pourra se contenter de (42), au lieu de la régularité du noyau, parce
que dans la premiere partie de la démonstration, que 'on veut maintenant
appliquer a T'=T — Pg — P};, on a uniquement utilisé la régularité du noyau
dans (29) (et son analogue pour le cas 2, et maitenant on a juste une somme
de trois termes, un qui est petit comme avant, et les deux autres qui sont
nuls.

Maintenant on va s’occuper de la continuité L?. On se donne f simple,
et on note que (40) dit que les coefficients de Pf dans la base de Haar sont
les ag . (f,00q), de sorte que

(45) 1PAIIE =) laq*[(f. 00) .
Q,e

Et donc il s’agit simplement de majorer le membre de droite, ce qu’on fera en
utilisant de théoreme de Carleson. Comme on a discrétisé a outrance, on va
faire ceci dans un cadre presque trop simple.

D’abord, il nous faut une mesure de Carleson. On prend

(46) n=_lag.:l*o,
Qe

ol 0¢ est la mesure de Dirac au point (yg,d(Q)), et ol yg désigne le centre
de (). C’est bien une mesure de Carleson: la mesure de la boite de Carleson
R x (0,d(R)] est en fait le second membre de (38).

Ensuite on veut une fonction de (z,t) € R’. Onpose F(z,t) = |Q|~ fQ | fl
au point (yg,d(Q)) quand @ € D. Ce qu’'on met ailleurs (par exemple 0) n’a
pas d'importance, puisque p ne le verra pas.

Ensuite on applique le corollaire 3 page 35 du théoreme de Carleson, avec
@ = 1p, ou B est une grosse boule centrée a l'origine. Le corollaire dit que

G(x,t) = @i *|f|(x) est dans L?(du), avec une norme au plus C’Hu” ||f||2
Cl18 saroll fll2-

Par ailleurs, notre fonction F' est dominée par GG, donc

/ F(a, t)?du(z 1) < ClI81Euoll FII2
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aqQ.*(f.0q)* =

Or [ Fla, t)2du(x,t) = Yo lag.2{1Q17* [, 11} = o

IP£1]3, par (45). Bref,
(47) 1P fll2 < ClIB]|Baollf]l2

comme souhaité.

Donc P a une extension continue sur L2, et est presque un CZO (& cause
de son petit défaut de régularité pour le noyau). Passons au calcul de P1 et
P,

Faisons le calcul sans nous soucier de la convergence. On applique (40)
avec f =1, donc (f,0q) =1, donc Pf = ZQ7€ ag.chg.e. = . Et on laisse la
érification que méme avec notre définition formelle, il en est bien ainsi.

De méme, quand on utilise (44) avec h = 1, et on tombe tout de suite sur
0 a cause de (h, hg.). A nouveau, le passage a la limite est laissé en exercice.

Fin de la démonstration de T'(1). O]

11.h. T(b)

D’abord on teste T'(1) sur le noyau de Cauchy K 4(x,y) = (x+iA(x)—y—
iA(y))~! (o1 A: R — R est lipschitzienne), et 'opérateur de valeur principale
associé.

Par antisymétrie, il suffit de prouver que T1 € BMO (puisque dans ce
cas, T est automatiquement faiblement borné). Mauvaise nouvelle, on ne sait
pas calculer T'1. Cependant, on sait calculer T'(1 4+ ¢A’), et on trouve 0. Plus
précisément, on trouve vraiment 0 si A est a support compact, ce qui en fait
suffit pour obtenir I'estimation L? souhaitée, par un argument de passage a
la limite. Sinon, on peut aussi se débrouiller pour vérifier que dans le cas
général, T'(1 4 iA’) est une constante (donc égal & 0 & une constante additive
pres).

Le genre de passage a la limite auquel je pense (et qui pourrait étre utilisé
plusieurs fois dans ce qui suit) est le suivant: on démontre d’abort la continuité
sur L? de lopérateur T souhaité, dans le cas particulier o A est a la fois
réguliere et a support compact, mais avec des estimations uniformes. Ce qui
dit que [(T'f, g)| < C||f|| |lg|| pour f, g des fonctions-test, et C' ne dépendant
que de ||A’||o, par exemple. Puis on se donne A générale, on I’écrit comme
limite d’une suite {A} tronquées et régularisées, et on note que pour f et
g fixés, (T'f,g) est bien la limite des (Txf, g). Par exemple, le passage a la
limite doit bien se passer si ’on utilise le fait qu’on a des opérateurs de valeurs
singuliere, donnés par 2(Tf,g) = [ [ Ka(z,y)[f(v)g9(x) — f(x)g(y)]dzdy, et
pareil pour les Tj.
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Si ||A’||eo est assez petit, on peut s’en trier par une inégalité priori.
Supposons encore que A est de classe C? et a support compact, auquel cas
on sait démontrer a la main que l'opérateur T" est un CZO et que tout ce
qu’on va écrire a un sens. On note ||K|| la norme de noyau standard de K (la
meilleure constante C' qui intervient dans la définition de noyau standard de

K, en prenant 6 = 1 par exemple). On note ||T’|| la norme de son extension
sur L2, Alors:

Tl < ClIK|| + ClIT1||Bmo

a cause du théoreme T'(1), et
|1T1[pro = ITA |Bao < C(IIK|| +[IT1) 1|4 |oo

puisque T est un CZO. Quand on suppose que ||A’||cc < 1, disons, alors
|K|| < C, on peut mettre bout-a-bout les inégalités précédentes, et obtenir
que

1
T[] < CIIE[+CIK A oo +ClIT| [A|oo < C+C|T[|A|oe < C+5 [T
2

si ||A’||oo est assez petit, ce qui permet de conclure apres passage a la limite.
Autre calcul possible: écrire le développement de K4 en série, dont le
terme n-linéaire est le noyau K, donné par

Alw) = Ay L
r—1Yy r—y

(48) Ka(w,y) = (

L’opérateur T, de valeur principale associé a K, est appelé n-ieme commu-
tateur de Calderén. Quand n = 0, on retrouve (a une constante multiplica-
tive pres) la transformée de Hilbert. Et pour controler la norme ||T,,|| par
récurrence, on observe que, par un petit calcul avec une intégration par par-
ties (et en supposant A a support compact pour simplifier)

(49) Thia(1) = Tu(A").

Ceci donne ||T,]| < C"T1||A’||%, et permet de conclure en sommant la série.
Apres un temps de reflexion, on peut méme se convaincre que les deux calculs
ci-dessus sont essentiellement pareils.

Donc T'(1) permet de démontrer le théoreme de Calderén 77 (la continuité
de 'opérateur de Cauchy pour ||A’||s assez petit, mais pas celui de Coifman,
Mclntosh, et Meyer (sans restriction sur ||A’||s).
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D’ou lintroduction, a la demande générale, d’'un théoreme T'(b) qui
marche directement dans le cas général, et qui permette de se contenter de
calculer T'(1 4+ iA’) dans le cas précédent.

Les notations pour T'(b) sont les suivantes. On se donne toujours un
opérateur T, et aussi deux fonctions bornées a valeurs complexes by et bs.

Ici il est plus pratique de dire que T est défini et continu de b;C2°(R"™)
et a valeurs dans le dual de boC2°(R™), ce qui signifie simplement que ce qui
est bien défini est (T'(b1f), bag) pour f et g dans C°(R™).

On demande toujours qu’il existe un noyau standard K tel que

(50) (Tf,q) //K z,y) f(y)g(x)dydz

lorsque f € b1C°(R™) et g € boC°(R™) ont des supports disjoints, et ceci
nous donne une définition d’opérateur d’intégrale singuliere associé a by et bs.

On aura besoin d’hypotheses sur by et by. La plus simple est de demander
que les deux soient bornées accrétives, c’est a dire que d’une part b; € L°°, et
d’autre part il existe ¢ > 0 telle que

(51) R(b;i(x)) > ¢ pour presque-tout x € R"™.

(la partie réelle). Au moins, b(x) = 1+iA’(x) ci-dessus vérifie (51). Maisily a
diverses conditions plus faibles qui marchent encore (para-accrétivité, pseudo-
accrétivité, et d’autres encore). Par exemple, la démonstration suggérée ci-
dessous marche tres bien si 'on suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que

(52) )dy' > ¢ pour tout cube dyadique Q.

'IQI

Noter que la valeur absolue est bien a I’extéreur de l'intégrale. Ceci implique
bien que |b(x)| > ¢ presque-partout, par le théoreme de densité de Lebesgue,
mais la réciproque est fausse: b(x) = €** ne marche pas, & cause des grands
intervalles ot la moyenne de b est trop petite.

Avec toutes ces notations, le résultat est le suivant.

Théoréeme T'(b). On se donne by et by bornées et vérifiant (52), et un
opérateur I' d’intégrale singuliére associé a by et by. On suppose que Th; €
BMO, T'by € BMO, et que My, TM,, est faiblement borné, ot I'on a noté
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My, Popérateur de multiplication ponctuelle par b;. Alors T a une extension
bornée sur L?.

Quelques commentaires, mais pas de démontration.

D’abord, la réciproque est vraie, mais on le savait déja: si T est borné,
My, T My, aussi, donc My, T My, est faiblement borné, et T envoie L*>° dans
BMO.

Pour ceci et aussi la définition de Thy et T%by, il faudrait vérifier que ce
qui a été fait plus haut marche encore avec nos définitions un peu différente,
mais c’est vrai, et avec les mémes démonstrations.

Ensuite, il faut adapter la démonstration de Coifman-Semmes au cas
des fonctions b;. On a en fait besoin d’une base de Haar adaptée a b;, que
I’on construit comme plus haut, mais en modifiant les opérateurs d’espérance
conditionnelle (les projections Ey ), et de projctions sur les Wy, (les opérateurs
Ay = Ep41 — Ey (voir (4) page 38)). Ici on utilise

1

(53) Fpf = E—kbEk(bf)

au lieu de Ey f, ou plus expicitement

(54) Fof () = ( /Q )~ /Q bf

ou @ est le cube de Dy qui contient x. Noter que |Exb| > ¢ a cause de (52).
Ensuite, on remplace Ay par Dy = Fyi1 — F}, et on vérifie consciencieuse-
ment que la construction de la base de haar, et ensuite la démonstration du
théoréme, passent encore sans ennuis. Pour le fait que |f||3 ~ >0 1Dk f 1|2,
on a besoin quand méme d’une petite estimation supplémentaire a base de
mesure de Carleson (et du fait que b; est bornée). Le fait qu’on utilise deux
bases de Haar différentes, une pour décomposer f et ’autre pour décomposer
g, ne pose pas de probleme particulier. A la fin, on est juste amené a estimer
des coefficients de matrice du type (I'bihg.1.e,b2hr 1), ou les fonctions h
viennent de deux systemes de Haar différents.

Je crois que j’ai mis quelques informations supplémentaires dans mon
Lecture notes in Mathematics, qu’on peut aussi consulter pour les deux re-
marques suivantes.

Il y a méme une extension possible, avec quasiment la méme démonstration,
au cas ou K, by et by, sont a valeurs dans une algebre de Clifford.
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La démonstration de Coifman-Semmes est tres bonne aussi parce qu’elle
passe sans probléme aux espaces de type homogenes. [Penser a des espaces
métriques munis d’une mesure doublante, mais j’ai un peu menti en cours,
c’est un poil plus général que ca, puisqu’on s’autorise aussi des presque-
distances qui ne vérifient 'inégalité triangulaire qu’avec une constante.] La
raison est simple: on peut construire sur ces espaces des décompositions de
I’espace en sortes de cubes dyadiques, avec les propriétés utilisées dans la

démonstration. En particulier, la propriété de petites frontieres analogue a
(37.5).

Voir M. Christ, puis d’autres auteurs, pour des théoremes T'(b) avec b
variable (en gros, une par cube dyadique, mais qui n’a plus besoin de vérifier
(52) pour les autres cubes).

Enfin, signalons que méme avec des mesures qui ne sont pas doublantes,
on a encore de la théorie de Calderén-Zygmund possible. Résultats de Nazarov-
Treil-Volberg et de X. Tolsa en particulier. Par contre, la technicité augmente
assez brutalement.

12. CUBES ET EXTENSIONS DE WHITNEY

Pour ce chapitre aussi, la technique est plus important que le résultat,
qu’on va choisir le plus simple possible pour illustrer.

12.a. Les cubes de Whitney

On commence par la description des cubes de Whitney. On se donne un
ouvert {2 C R", avec {2 # R”. On va faire un choix un peu arbitraire; d’autres
sont possibles.

On note W = W(Q2) 'ensembles des cubes dyadiques @) de R™ qui sont
contenus dans (2, et méme tels que

(1) dist(@, 02) > 10diam(Q)

et qui sont maximaux parmi les cubes dyadiques vérifiant (1).

Bien str diam(Q) est le diametre de @, donc /n fois son c6té, qui est
une puissance de 2. On va lister quelques propriétés simples de V. D’abord,
le pere Q* de @ ne vérifie pas (1), donc dist(Q*,092) < 10diam(Q*) =
20diam(Q). Et dist(Q,09) < dist(Q*,2) + diam(Q) (parceque tout point
de @Q* se trouve a moins de diam(Q) d’un point de @, donc dist(Q,02) <
21 diam(Q). Bref,

(2) 10 diam(Q) < dist(Q,99) < 21 diam(Q)) pour tout Q € W.
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Notons que

(3) o= J @

Qew

parce que si x € €, tous les petits cubes dyadiques qui contiennent x vérifient
(1); un tel cube est forcément contenu dans un cube maximal avec cette
propriété, parce que les cubes qui contiennent x et ont un diametre supérieur
a dist(z, 0N2) ne vérifient pas (1). L'union dans (3) est presque disjointe:

(4) les cubes @@, @ € W ont des intérieurs disjoints.

En effet, si deux cubes dyadiques ont des intérieurs non disjoints, on sait que
I’'un des deux est contenu dans ’autre; si de plus ce sont des cubes maximaux
ayant une certaine propriété (ici, (1)), ils sont égaux.

Il sera aussi utile de savoir que les cubes 3Q), Q € W, sont a recouvrement
borné. On note 3@ le cube de méme centre et de rayon 3 fois plus grand. Ce
n’est pas un cube dyadique, mais ca n’est pas grave. On va montrer que si )
et R sont deux cubes de W tels que 3Q N 3R # ), alors

(6) %diam(@) < diam(R) < 3diam(Q)
et
(7) dist(@, R) < diam(Q) + diam(R) < 4 diam(Q).

Pour la démonstration, le mieux est de faire un petit dessin. Tout point de 3Q)
est a distance au plus diam(Q) de Q). Si un tel point est aussi dans 3R, il est &
distance au plus diam(R) de R, et forcément dist(Q, R) < diam(Q)+diam(R).
Il reste a prouver (6). Soit x € 3Q N3R. Alors

dist(z, 0Q) < dist(Q, 092) + dist(z, Q) + diam(Q)

(8) < dist(Q, 99) + 2 diam(Q) < 23 diam(Q)

par (2), et aussi
(9) dist(x, 0Q2) > dist(R, 02) — diam(R) > 9diam(R);

on en déduit que diam(R) < (23/9) diam(Q) < 3diam(Q); 'autre inégalité se
démontre en échangeant () et R.
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La conséquence de (6) et (7) est que 3Q) ne rencontre pas plus de C' cubes
3R, Re W.

12.b. La partition de 1’unité associée

Gardons 2 et les cubes de Whithey () € VW comme ci-dessus. Pour
() € W, choisissons une fonction ¢g telle que

(10) 0 < pg(z) <1 pour tout x € R,
(11) oo(xr) =1pour z € Q et pg(x) =0 pour x ¢ 2Q),
(12) V!0 (2)| < Cydiam(Q) " pour tout z € R™.

[En général, on n’a pas besoin de toutes ces dérivées, et [ = 1,2 suffisent,
mais de toute fagon cela ne nous cotite rien de les demander.] Notons que
©o(x) =0 hors de Q par (11) et car 3Q) C Q a cause de (1). Par ailleurs,

(13) ]-SZSBQSC sur €
QeEW

puisque les 3Q) sont de recouvrement borné (et méme chaque 3@ ne rencontre
pas plus de C cubes 3R, R € V). Maintenant on pose

©Q
(14) Q= =5,
ZQGW R

et les pg, Q € W, sont la partition de I'unité souhaitée. Elles ont les propriétés
simples suivantes:

(15) Y v =1,

Qew
(16) 0 <gg(r) <1pourzeR" et pg(x)=0 pour x ¢ 2Q),
(17) IVipo(z)| < Cydiam(Q) ™" pour x € R™ et I > 0.
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Noter au passage que diam(Q) est équivalent a dist(x, 92) sur le support de
©@, par (2) (ou (8) et (9) pour Q).
12.c. Un résultat d’extension

C’est surtout pour voir comment on écrit une formule avec la partition de
I'unité ci-dessus. On va noter, pour « €]0, 1], A%(F) 'espaces des fonctions
Holdériennes f définies sur F' et telles que

(18) |f(z) = f(y)| < Clz —y|* pour z,y € F.

On peut munir A%*(F’) le la norme || [|pa, ot || f||a« est la plus petite constante
C telle qu’on ait (18).

Theorem (Whitney). Soient ' C R"™ un ensemble fermé et f € A*(F).
Alors f a une extension & R™ qui est également Holdérienne, avec || f||pe@mny <
C||fl|ae(ry. Et de plus f est de classe C* sur d = R™ \ F, et

(19) VFF(@)] < Cillflaery dist(z, F)*™* pour z € (.

En plus, C), ne dépend que de k et de la dimension n.

Noter que ’on pouvait sans crainte supposer F' fermé, puisque en général
toute fonction Holdérienne sur F' a une unique extension & F (par uniforme
continuité), qui est Holdérienne avec la méme norme.

C’est juste un exemple, Whitney donne d’autres théoremes d’extension
plus généraux et un peu plus délicats [jets de Whitney et dérivées d’ordres
plus élevés], mais le méme genre d’idées marche.

Quand a = 1 (pour les fonctions Lipschitziennes), on peut trouver une
formule plus simple qui donne une extension lipschitzienne (mais pas C'*°
hors de F'); voir 'exercice ci-dessous. Et pour des fonctions a valeurs dans
R™ (eucliden), Kirszbraun a démontré qu’on pouvait trouver une extension
Lipschitzienne avec la méme norme.

Quand meéme, la méthode ci-dessous a l’avantage de marcher comme
une machine, et (sauf erreur de ma part aisément corrigée par le lecteur) de
s’appliquer immédiatement a f a valeurs dans un espace de Banach.

Pour démontrer le théoréeme, on va écrire une formule pour ’extension
(qu’on note encore f). Evidemment, on garde les mémes valeurs sur F', donc
il s’agit de définir f sur €2. On pose

(20) fx)= ) aqgyq(x),

QEW
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ou W et les ¢ sont définis comme ci-dessus, a partir de Q@ = R" \ F', et ou il
s’agit juste de choisir les constantes ag a peu pres convenablement.

On ne se foule pas trop. Pour chaque (), on choisit {g € I tel que
dist(z, Q) < 10dist(F,Q), et on pose ag = f(§g). [J’al mis 10 pour insister
sur le fait qu’on a un peu le choix.] Il reste a vérifier toutes les propriétés.
On va supposer que ||f||a«(py = 1 pour simplifier. Ca n’est évidemment pas
grave.

D’abord, f est clairement C'*° sur 2. Ensuite, vérifions que

(21) [f(2) = f(E)] < Clo — €[ pourz e Qet el

On commence par le cas ou dist(z, ) < 10d(x) ou I'on note d(x) = dist(x, F).
Soit Q € W tel que x € 2Q). Noter que

(22) d(z) > dist(Q, F) — diam(Q) > dist(Q, F)/2

a cause de (2), donc dist(Q, F') < 2d(z) et |[x—Eg| < 10dist(Q, F)+diam(Q) <
30d(x) (en comptant large), et

lag — F(&)] = |F(€) — F(§)] < Cléq — &I < Cd(x)”.

Ceci vaut pour tout @) tel que pg(x) # 0. On somme et on trouve que
(@) = )] = |£(6) - > eapals )| = DIE) ~aale(@

< Cd(z Zl@@ |—Cd()

puisque » 5 pg(z) = 1 (deux fois). Donc (20) vaut quand dist(z, &) < 10d(x).
Autrement, on passe par un & € F tel que dist(z, &) < 10d(x) et on trouve
que

(@)= O] < [f(@) = fE)I+]f(&) = F(O] < Cd(z)* +C|& —¢[* < Clz—¢|*
puisque justement |x — &| > 10d(x). Il ne reste plus qu’a montrer que
(23) [f(x) = f(y)] < Clo —y|* pour z,y € Q.
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Quand |z — y| > d(x)/10, on passe par £ € F tel que dist(x,£) < 10d(z), et
on trouve

F@) = F()] < |f(@) = F©OI+ F€) = FW)| < Cla — € + Cle = yl°
< Cla — € + C(|¢ — 2| + |2 — y|)* < Cla — y|"

Quand |z — y| < d(x)/10, il nous suffira de démontrer (19) pour k = 1,
puisqu’alors il viendra |f(x) — f(y)| < Clz — y|d(z)*~ < Clz — y|*. Donc il
reste a démontrer (19).

On va dériver dans (20). Noter que comme plus haut, si () est un cube
tel que 2Q) recontre un tout petit voisinage de x, on a encore diam(Q) < 2d(y)
avec y tres proche de x, comme en (22). Donc diam(Q) < 3d(y). Et alors
€o € B(x,100d(x)). Noter aussi qu’il n'y a qu’un nombre fini de cubes @ qui
interviennent, donc la dérivation sous le signe somme ne pose pas de probleme.
On écrit

(24) VFF() =) agVFieq(),
Q

puis on observe que ZQ VEpg(x) = 0, puisque c’est une dérivée de la fonction
constante égale a 1. On se donne R tel que x € R, et on retire la constante
nulle ar ), VFpq(x) de (24) pour obtenir

VEF()] = [ Y lag — ar]VFeq(2)] < ) lag — arl|VFpq(2)

(25) : ;
<D _lag — ap| diam(Q)™* <) lag — ar|d(z) ",
Q Q

par (17), et puisque diam(Q) > Cd(z) quand 2Q est proche de z. On sait
aussi que |ag — ag| = |f(€q) — f(Er)| < Cléq — &rl* < Cd(x)°, et que la
somme a au plus C termes, donc (25) donne |V*f(z)| < Cd(x)*~*, comme
annoncé dans (19). Ceci termine la démonstration du théoreme. O

Exercice. Soient FF C R™ et f : FF — R une fonction Lipschitzienne, qu’on va
supposer de norme Lipschitzienne au plus 1. Montrer que f a une extension
1-Lipschitzienne définie sur R™. Indication: la plus grande solution possible,
essayer la formule f(y) = inf{f(z) + |x — y|; © € F'}. Faire un dessin.

Noter que méme pour les fonctions a valeurs dans R, il y a une extension
Lipschitzienne de méme norme, mais la, c¢’est plus délicat.
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Corollaire (Whitney). Il existe une fonction f : [0,1]> — R de classe C?,
avec la propriété que f(z1) # f(z2), ot z1 = (1/4,0) et zo = (3/4,0), mais
pourtant il existe une courbe I dans ]0,1[? qui va de z; a 2, et surlaquelle
Df =0.

C’est possible parce qu’on n’a pas dit que I' est de classe C'!, ni méme
de longueur finie. Il y a méme mieux (mais plus délicat): Korner sait trouver
f :[0,1]> — R, non constante, mais telle que pour a, b €]0,1[%, il existe
un chemin 7,3 qui va de a a b, tel qu’en tout point intérieur de 7,3, f est
différentiable avec une différentielle nulle.

La démonstration du corollaire est laissée en exerice, avec l'indication
suivante: d’abord tracer I', un flocon de neige, puis une fonction f sur I' (qui
monte régulierement, de sorte que |f(z) — f(y)| < Clz — y|® pour x,y € T,
avec un « > 1), et appliquer la construction de Whitney. Le point est que
(21) a lieu avec un a > 1 (ce qui est rare!), d’ou la différentielle nulle. Il
faut aussi un petit calcul basé sur (21) pour montrer que la différentielle est
continue jusque sur I'. Ou alors, plus brutalement, utiliser le second résultat
d’extension ci-dessous avec G =0 sur I'. O

12.d. Un second résultat d’extension

On veut généraliser un peu le résultat d’extension plus haut, en autorisant
des dérivées d’ordre supéreur (ici juste d’ordre 1). D’une part c’est intéressant
de voir comment on complete d’autre part on se servira de quelque chose de
proche (dans le pararaphe 18 sur Lusin).

Theorem (Whitney aussi). Soient F' C R™ un ensemble fermé et f : F —
R, a étendre. On suppose qu’en tout point & € F', on dispose d’un vecteur

G(&) € R™, tel que

(26) [f(y) = (&) = G(&) - (y =& < |y — &le(ly — &I)

pour y € F, et o1 €(r) est une fonction croissante de r donnée, qui tend vers
0 quand r tend vers 0. Par exemple, e(r) = Cr® pour un « €]0,1] donné. On
suppose qu’il existe C' > 0 telle que

(26.5) e(Ar) > C 1 Ae(r) pourr>0et0<\<I1.
On suppose en outre que
(27) G(&) — G(Q)] < e(€ = <)
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pour £, € F. Alors il existe une extension g de f a R", telle que f est de
classe C1 sur R™ (et O sur R™ \ F), avec

(28) |Dg(z) — Dg(y)| < Ce(11]z — yl)
pour x,y € R™, et aussi, pour k > 2 et z € R™ \ F,

(29) |D*g(z)| < Cy dist(z, F) " e(6 dist(z, F)).

Donc G(&) joue le role d’'un gradient.

J’ai ajouté la contrainte (26.5), sans quoi la démonstration ne marche
pas. Elle n’interviendra que tout a fait a la fin, dans la fin de démonstration
de (41) qui se trouve sous (50), quand a partir de 'estimation (29) de la
dérivée a l'intérieur de R™ \ F, on en déduit la partie (28) de I’estimation du
module de continuité de Dg. Autrement, sauf erreur de ma part, je me suis
débrouillé en mettant des second membres comme £(11|z — y|), pour ne pas
en avoir besoin.

Ceci dit, c’est raisonnable de n’utiliser que des fonctions € qui vérifient
(26.5), donc qui ne se mettent pas a tendre vers 0 extrémement vite. Ce
serait comme parler des fonctions 2-Lipschitziennes sur R, qui vérifieraient
1f(x) — f(y)] < Clz — y|? pour z,y € R tels que |z — y| < 1; on vérifie
aisément que seules les fonctions constantes sont comme cela, en joignant
deux points de R par des subdivisions tres fines.

Bien str (26.5) est vérifié avec C' = 1 pour £(r) = Cr®* quand 0 < « < 1.
L’idée est que £(r) ne tende pas vers 0 trop vite quand r tend vers 0 (sinon
on aura du mal & assurer (28). Dans la pratique, et en supposant qu’on
travaille aux échelles < ry (par exemple, si on veut appliquer le théoréme sur
un compact de diametre < ry/2), si notre fonction initiale € tend vers 0 trop
vite, on appliquera le résultat en utilisant une autre fonction plus réguliere,
par exemple

_ r
(29.5) g(r)= sup -—e(t),

r<t<rg

qui est fabriquée pour vérifier (26.5) avec C = 1, et qui tend quand méme
vers 0 quand 7 tend vers 0 si notre fonction initiale £ tend vers 0.

A cause de (26.5), (11r) < Ce(r) et on pourrait se dispenser des con-
stantes 11 et 6, qui d’ailleurs ne sont pas optimales, quitte a augmenter encore
un peu les constantes C et C}, dans (28) et (29).
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Ici on a pris f a valeurs dans R pour simplifier, mais a nouveau, quitte a
faire plus attention et a prendre G(£) a valeurs dans les applications linéaires
de R™ dans H, on pourrait prendre f a valeurs dans un Banach H.

De méme, on se contente d’'une dérivée, mais on pourrait en demander
plus, a condition de supposer l'existence de développements limités d’ordre
plus grand, avec une certaine cohérence (on appelle ¢a des jets de Whitney).

Le sujet n’est pas mort. On peut se demander comment trouver les jets
juste en regardant les valeurs de f sur F. Travaux assez récents et spec-
taculaires de C. Fefferman et coauteurs. Il faut voir que par exemple, bien
que le meilleur choix a posteriori de fonction G est de prendre le gradient
de I'extension; on ne le connait pas au départ, plusieurs choix peuvent corre-
spondre a (26), et en construire un qui vérifie (27) peut demander un certain
travail (dans le cas ou il en existe, ce qui n’est pas une conséquence de (26)).

Donc on veut modifier la construction ci-dessus en tenant compte des
G(€), et la formule qui vient naturellement est

(30) g(z) =Y vo@)[f() + G(&)-(x — &)

QEW

pour z € , ou Q = R"™\ F, W est toujours ’ensemble des cubes de Whitney
de 2, et on a associé a chaque ) € VW une fonction ¢g comme plus haut et
un point &g € F tel que dist(ég, Q) < 2dist(Q, F).

On garde g(z) = f(x) sur F', bien entendu, pour avoir une extension.

On veut déja vérifier que g est de clase C*.

Pour x € €, on rappelle que dans un petit voisinage de z, la somme
dans (30) ne concerne qu'un nombre fini de cubes @ (ceux pour lesquels 2Q)
rencontre le petit voisinage), donc la formule se différentie sous le signe somme,
et

(31) = ) Deq(@)[f(€q) + G(&o)-(z — &) + Y ea(r)G(¢)

Qew QeEW

Et bien str Dg est continue sur 'ouvert ().
Avant de se lancer dans les calculs, notons qu’on aura souvent besoin de
savoir les mémes choses. Par exemple, si x € €2, notons systématiquement

(32) d(z) = dist(z, F) et aussi W(z) = {Q e W; z € 3Q}.
Donc ¢g(x) =0 quand Q € W\ W(z) (par (16)). Vérifions que
(33) 9diam(Q) < d(x) < 23diam(Q) pour Q € W(x).
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D’abord, d(x) = dist(z, F) < dist(Q, F') + 2 diam(Q) (prendre un point z € @
qui réalise la distance & F' et noter que |x — z| < 2diam(Q)). On déduit la

seconde inégalité de (33) de la la maximalité de @ dans la définition de W
(voir (2)). Aussi,

(34) dist(Q, F) < d(z) + diam(Q)

(car dist(z, Q) < diam(Q)), et comme dist(Q, F') > 10diam(Q) par définition
(voir (1)), on trouve la premiere partie de (33). Ensuite, vérifions que

(35) o — 2| < 3d(z) pour Q € W(x).

Soit z un point de ) qui réalise la distance a &; alors

(36)

S0 — | <&@ — 2| + ]z — x| < [§q — 2] + 2diam(Q) = dist({q, Q) + 2 diam(Q)
< 2dist(Q, F) + 2diam(Q) < 2d(z) + 4 diam(Q)

par (34); on en déduit (35) a cause de (33).

Vérifions maintenant que g est différentiable en y € F', avec Dg(y) = G(y)
(je confonds dérivée et gradient, mille excuses). Il s’agit de prouver que pres
de y, on a le développement limité

(37) g(x) = g(y) +G(y).(x—y)+o(lz—y|) = f(y) +G(y).(x —y) +o(lx—yl),

avec en fait o(|x — y|) < Clz — yle(6|z — y|) (ou je viens de mettre 6 un peu
au hazard en relisant, a cause du 6d(x) plus bas).

Pour x € F, ce développement est valide parceque g(x) = f(x), et par
(26). Donc on peut supposer que x € ) et utiliser (30). Il vient (puisque

> 0ew() Po(x) =1)

9(x) —g9(y)—Gy) - (x —y) =
> sm 2)[f(£Q) + G(&Q).(x — &Q) — f(y) — G(y) - (z — y)]

QEW(x

Si on remplace f(&g) par f(y)+G(y)-(Eo—y) et G(&g) par G(y), I'expression
entre crochet devient

fly) +Gy) - o —v) +Gy)(z—&q) — fly) —G(y) - (x —y) = 0.
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Mais on introduit deux erreurs, qu’on va estimer facilement. La premiere est

E(Q) = f(&q) — f(y) — G(y) - (§@ —v)| < [§q —yle(|§q — yl)

88) < (3d(2) + |z = y]) e(3d(x) + |2 = 9]) < Al ~ gl e(dlz ~ )

par (26) et (35), et puisque d(z) = dist(x, F) < |z — y| (car y € F) et € est
une fonction croissante. La seconde est

B»(Q) = [[G(¢q) — G)] - (z — &) | < e(léq — yl) |z — &ol

(39) < 3d(x)e(3d(z) + |z — y|) < 3|z — yle(d|r — y|),

cette fois par (27). On additionne tout ceci et on trouve

(40)
9(x) —g(W)—G) - (z =y < D 9o@)E(Q) + E2(Q)]
QEW(a)
<Tlz—yle(lz—y)) > vol@) =Tz —yle(d|z — y)).
QEW ()

On en déduit bien (37) et la différentiabilité de g aux points de F' (donc
finalement partout, puisqu’on a (31)).

Maintenant on sait que D f existe, et est donnée soit par G(y) (sur F),
soit par la formule (31). On doit vérifier que Df est continue, avec le bon
module de continuité.

Donc on veut montrer que

(41) [Df(x) = Df(y)| < Ce(1llz —y|).

Quand x,y € F, c’est juste (27) (et le coefficient 11 ne géne pas puisque ¢ est

croissante), car Df = G sur F.

A Prenons maintenant y € F et z € ). Posons A(z) = ZQGW 0o (x)G(&Qg).
lors

G(y) |<ZSOQ NG (&q) — G(y)|
(42) 9w
< S oo —yl) < 4z —y)
QeW(x)
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en utilisant encore (27), puis le fait que [£g —y| < [§o —y| + |z — y| <
3d(x)+ |x —y| < 4|x —y| par (35) et comme plus haut. Il nous reste a évaluer

(43) B(z) = Y Dpq(a)[f(£q) + G(éo)-(x — &Q)]

QEW

Soit p I'un des &q tel que z € 2@Q) (on aurait pu aussi prendre n’importe quel
des points de F' tels que |p — z| < 2dist(x, F')). Otons f(p) + G(p).(x — p) de
chaque terme; puisque EQew Dyg(x) =0, il vient

(44) B(z) = ) Dpq(a)lf(¢q) + G(&Q)-(x — &) — f(p) — G(p)-(x — p)]

QeW

A nouveau, si on remplace f(&g) par f(p) + G(p) - (€g — p), et aussi G(&g)
par G(p), la quantité entre crochets devient

f(p) +G(p) - (g —p) +G(p).(x —&q) — f(p) —G(p).(x —p) =0

Et les deux erreurs commises sont
(45)
E1(Q) =[f(¢Q) —f(p) —G®) - (§q —p)| < |€q —ple(|€q —pl) < 6d(x)e(6d(x))

puisque |£g — p| < [€g — 2| + |[p — x| < 6d(x) par (35), et aussi
(46) E5(Q) = [[G(§q) =G (p)]-(z—Eo)| < e(l§@—pl) [z—Eol < 3d(z)e(6d(x)).
On somme tout ceci sur Q) € W(x) et on trouve

B(z)| < Y [Deo(@)[E1(Q) + Ey(Q)]

<C ) diam(Q) '[d(z)e(6d(x))] < Ce(6d(x)),

ou l'on utilise maintenant 'estimation (17) sur la dérivée de ¢, le fait que
diam(Q) ~ d(z) par (33), et le fait que W(z) a au plus C' éléments. Comme
Df(x) — Df(y) = A(z) + B(x) — G(y), on déduit (41) de (42) et (47), dans
notre cas ol y € F' et x € (2, et avec la meilleure borne Ce(4|x — y|) (ajouté
en 2017: ou est-ce €(6|x — yl|)?).
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Il reste pour finir a vérifier (41) quand x,y € €, et aussi a montrer (29).
Pour cela, on commence par (29) et donc on dérive (30) k fois.

Le premier terme est qu’on va regarder est celui ou toutes les dérivées
portent sur ¢q, c.-a-d.,

(48) Di(z) = Y DFoq(a)[f(éq) + G(&o)-(x — &)

QEW

C’est pareil que B(xz) (voir (43)), sauf que Dyg () est remplacé par D¥pq ().
On fait les mémes calculs, sauf qu’au lieu de majorer | Dyg (x)| par diam(Q) ™! ~
d(x)~1, on majore | D¥pq(x)| par diam(Q)~* ~ d(z)~*. On trouve | Dy (z)| <
Crd(z)~**t1e(6d(r)), commme souhaité pour (29).

Les termes restants sont ceux ou on a dérivé [f(&g) + G(&q)-(z — &Q)]
une fois (c’est le maximum, puisqu’elle est affine). On trouve

(49) Do(w)= Y D' log(2)G(ég) = Y D* lpo()[G(¢) — G),

Qew QeEW

ol p est 'un des £p, @ € W(x), choisi au hasard, et ot I'on a pu faire la
soustraction parce que k > 2 et donc ZQew Dk_lgoQ(x) = 0. On note que
1G(€g) —G(p)| < e(|ég —p|) < e(6d(x)), et quand on somme on trouve encore
| Do ()| < Crd(x)"**1e(6d(x)). Donc on a bien (29).

Finalement, passons a la démonstration de (41) pour z,y € Q. Si|z—y| <
4d(x)/5, on integre (29) (avec k = 2) entre x et y. Comme pour z € [z,y], on
a que d(z)/5 < d(z) <9d(x)/5 et donc

(50) D?g(z) < Cd(2)"te(6d(z)) < Cd(x) te(11d(x))
quand on integre on trouve que
(51) |Dg(a) — Dg(y)| < Cla —yld(z) " e(11d(x)).

Maintenant on se sert enfin de (26.5), comme on 'avait annoncé, pour faire
I’estimation restante la plus triviale a priori. On applique (26.5) avec r =

11d(x) et A = |2(_;§| < 1, dit que

d(z)

|z —y|

(51.5) e(11d(z)) = e(r) < CX te(\r) = C

e(11]z — y|).
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Du coup, (51) implique bien (41).

Sinon, si |z — y| > 4d(x)/5, on passe par un z € F', a distance minimale
de x, et on utilise le cas de (41) qu’on connait déja (ou 'un des deux points
est dans F), et on obtient que
(52)

[Dg(x)=Dg(y)| < |Dg(x)—Dg(2)|+[Dg(z)—Dyg(y)| < Ce(4|z—z|)+Ce(4]z—y|)

Mais |2 — | < |2 — | + [z — | < dlr)+ |z —y| < 2 + ]z —y| = 22,
donc 4|z —y| < 9|z —y|, et aussi 4|z — x| < 9|z — y| plus simplement, de sorte

que (52) donne bien (41). O
12.e. Encore un résultat d’extension, le théoreme de Kirszbraun

Théoréme (Kirszbraun). Soient F' C R™ un sous-ensemble et f : F — H
une fonction 1-Lipschitzienne. Alors f a une extension 1-Lipschitzienne a R"
tout entier.

On va prendre la démonstration de Federer (2.10.43 page 201). I donne
aussi un contre-exemple quand la norme de ’espace d’arrivée n’est pas hilber-
tienne.

Ici, 1-Lipschitzienne signifie seulement que |f(x) — f(y)| < |z — y|.

On pourrait supposer F' fermé puisque de toute facon on pourrait com-
mencer par étendre f a F, sans rien changer.

En fait, il suffira de savoir, étant donné un point supplémentaire xy hors
de F, étendre f a F U {zo} (toujours en restant 1-Lipschitzien). Disons
pourquoi.

Si comme Federer on aime ’axiome du choix, on met sur ’ensemble des
couples (A4,g), on A C R™ contient F' et g : A — H est une extension de
f, Pordre qu’on imagine: (A, g) < (A’,¢') si A C A’ et ¢’ est une extension
1-Lipschitzienne de g. Puis on choisit un élément maximal parmi ces paires,
qui existe parce que 'ordre est inductif. C’est a dire, si 'on a une famille
de couples qui est totalement ordonnée, alors elle a une borne supérieure,
obtenue simplement en prenant I’union des ensembles, et la fonction sur cette
union qui coincide avec g sur A pour toute paire (A, g) de la famille. Noter
que cette fonction est 1-lipschitzienne. Si pour cet élément maximal, A n’est
pas R™, utiliser ce qu’on vient de dire que ’on sait faire pour ajouter un point
To et obtenir une contradiction.

Si on veut éviter Zorn, on se donne une suite de points a ajouter, de
maniere que la suite soit dense dans R™ \ F, et on définit des extensions
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successives, toutes 1-Lipschitziennes. Et on vérifie qu’il existe une unique
g : R™ — H qui les prolonge toutes.

Donc on se donne zy € R™\ F' et on veut définir z = f(x¢). En translatant
tout, on peut supposer que xg = 0.

La contrainte est que |z — f(x)| < |x| pour tout x € F, et on peut méme
se contenter de le vérifier pour x € F’, une partie au plus dénombrable dense.
Donc on veut juste montrer que

(53) () B(f(x),[x]) #0.

xeF’

Le membre de gauche est I'intersection décroissante des ensembles

ﬂ B(f(z),|z|), ou F,, est I'ensmble fini des m premiers éléments d’une

zeF,
énumération de F’. Puisque chacun des ensembles en question est compact,

I'intersection est non vide si

(54) () B(f(x),|z]) # 0

zeG

pour tout G fini contenu dans F'. On fixe donc G fini, et on va montrer (54)
pour conclure. Pour tout ¢ > 0, posons

(55) Yi = () B(f(x),t|z])

zeG

Pour ¢ assez grand, 0 € Y; donc Y; n’est pas vide (se souvenir que 0 ¢ F', donc
x # 0 pour z € GG). Soit s = inf{t > 0; Y; # (}. Noter d’abord, encore par
compacité, que Yy # (0. 11 suffit donc de montrer que s < 1 pour conclure.

Grace au statut de minimum de s, ’ensemble Y, a des propriétés partic-
ulieres qui vont permettre d’en savoir plus.

Vérifions d’abord que Y est réduit a un point. En effet, si Y contient
deux points distincts 21 et 29, 2 = (21 + 22)/2 fait strictement mieux, au sens
ol pour chaque = € G, par la stricte convexité de la boule B(f(x), s|x|) qui
contient z; et zo, le point z est dans une boule strictement plus petite. Et
alors z est dans un Y; avec ¢ < s (une contradiction).

Quitte & additionner une constante a f (donc a tous les f(x), z € G, et
donc a Y, aussi), on peut supposer que Yy = {0}.
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Soit Gg I'ensemble des points de G tels que |f(z)| = s|z|. Noter que Gy
n’est pas vide, car sinon 0 serait dans un Y; avec t < s. Sil’on pouvait séparer
0 de I’ensemble des f(x), x € G, par un hyperplan P, on pourrait remplacer
0 par un meilleur point, situé sur le segment qui va de 0 a sa projection sur P.
En effet, cela diminuerait strictement les distances a chaque point de f(Gy),
et pour les autres ca n’est pas grave si on bouge peu l'origine. Donc 0 est
dans Penveloppe convexe des f(x), x € Gy.

En bref, 0 = > 5 Az f(z), avec des Ay > 0 tels que ) A\, = 1. Et
|f(x)| = s|x| puisque x € Gy. Maintenant on va utiliser I'identité 2u - v =
[ul? + v — |u —v]*:

0= 2‘ Z )\ggf(x)‘2 = QZZ)\xf(w)Ayf(y)

TE€Gy

=D 2 ANF@P+ WP = 1f(2) = F)]

Maintenant on dit que |f(z)| = s|z| et que |f(x) — f(y)| < |z —y| et on trouve
que

0> ZZ)\QC)\y[\sxF + [syl* — & — y|?]

x Y
=t LS e laf o =y = (= L Al =
_232’2)\$| 1—3 ZZ)\)\MJ—yP

z€Gy

(en revenant par le méme calcul). Donc

232‘2)\:1:’ (1—s?) ZZ)\)\\Q: y|?,

TE€G)

et on veut une contradiction quand s > 1 (ce qui tombe bien car le membre
de droite a alors I’air négatif).

Si on peut trouver z,y distincts tels que A, et A, sont non nuls, alors
forcément 1 — s2 > 0, s < 1, et on a gagné. Sinon, seul un coefficient est non
nul, 0 est 'un des f(x), et comme |f(z)| = s|z| il vient s = 0 (puisque 0 ¢ G).
C’est encore mieux. [
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13. DIFFERENTIABILITE PRESQUE-PARTOUT
On va démontrer le théoreme de Rademacher-Calderon:

Theoréme. Soit f € W1P(V), ott V est un domaine de R™ et p > n. Alors f
est différentiable en x pour presque tout x € V, et la différentielle est donnée
par la dérivée au sens des distributions (elle aussi définie presque partout).

Quelques remarques avant de faire la démonstration. Le cas des fonctions
Lipschitzennes est le théoreme de Rademacher; je suppose que la démonstration
ci-dessous est due a Calderon.

C’est amusant que les hypotheses ci-dessus, pour obtenir la différentiabilité
presque-partout, sont les mémes que plus haut, pour dire que f est seulement
(égale p.p. a une fonction) localement Holdérienne. Ceci prouve surtout, a
mon avis, que quand on applique les injections de Sobolev, on perd souvent
beaucoup d’information.

Le résultat est local; on pourra donc supposer que V est une petite boule,
ou un petit cube ouvert, si ¢a nous aide.

Dans le cas Lipschitzien, on va d’abord vérifier que f est A-Lipschitzienne
(sur un domaine V' convexe) si et seulement si f est dans V[/'lloc1 (V), avec
IV f| < A presque-partout. De sorte que la définition donnée plus haut de
Wh+°° donne bien les fonctions Lipschitziennes dans les bons cas. Et que le
théoreme ci-dessus s’applique aux fonctions lipschitziennes.

D’abord on suppose que |f(z) — f(y)| < Alz — y| dans un domaine V', et
on doit montrer que la dérivée de f, au sens des distributions, est une fonction
bornée de norme ||V f||c < A. Et il est facile a voir qu’il suffit de montrer
ceci dans une boule B telle que 2B C V.

On approxime f (localement) par une suite { f }, obtenue par convolution
(c’est pour ceci qu’on suppose que 2B C V, de sorte que fj, est définie dans B
pour k assez grand, et {f} converge vers f uniformément dans B (rappelons
que f est Lipschitzienne dans 2B). Les fi sont elles aussi A-Lipschitziennes
sur B (par calcul direct, ou en observant qu'une moyenne de fonctions A-
Lipschitziennes est A-Lipschitzienne), et comme elles sont de classe C!, un
calcul brutal de la dérivée V fi(x) - v comme limite de [fi(x + tv) — fr(x)]/t
montre que |V fi(x) -v| < Alv| pour tout v € R™, puis que |V fi| < A partout.

On utilise maintenant le fait que L*°, qui est le dual de L', a une
boule unité faiblement compacte, ou faiblement fait référence a la dualité
avec L'. On peut extraire une sous-suite pour laquelle les fonctions V f
convergent faiblement (au sens de la dualité avec les fonctions de L!), vers
une limite g. Cette limite g définit une forme linéaire continue sur L', de
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norme au plus A aussi, donc c’est une fonction bornée de norme plus A.
En plus, la démonstration du lemme 2 du paragraphe 6 (sur W1P?) dit que
f e Wht(B), avec Vf = g dans B (rappelons que f tend vers f uni-
formément dans B). Donc f € WL+ (B), avec |Vf|(z) < A p.p. Et donc
ceci reste vrai dans V', par un argument simple de localisation.

Réciproquement, vérifions que si f € I/Vlloc1 (U) avec une dérivée (au sens
des distributions) V f telle que |V f| < A presque-partout, alors f est (égale
presque-partout a une fonction) A-Lipschitzienne dans toute boule B contenue
dans V.

On peut se contenter de vérifier ceci pour toute boule B’ C B strictement
plus petite (mais avec le méme A), car apres il suffira de prendre une union.

On définit f;, comme ci-dessus (par convolution avec des g, et donc fy
est définie sur B’), et on note que puisque V f, = V f x ¢ (un calcul fait pour
la démonstration du lemme 2 dans le paragraphe 6 sur W), |V fi| < A
(dans B’ et pour k assez grand). Alors fj est A-Lipschitzienne (appliquer le
théoreme des accroisements finis sur le segment [z,y]. Comme {fi} converge
vers f dans L'(B’) (par convolution et notre hypothese que f € Wh1(B)),
on peut extraire une sous-suite qui converge aussi presque-partout, et alors
f est égale presque-partout sur B’ (1a ou la suite converge) & une fonction
localement A-Lipschitzienne.

Revenons au théoreme, maintenant que nous savons qu’il s’applique aussi
aux fonctions Lipschitziennes. Notons que sous nos hypotheses, Poincaré dit
que f est (égale preque partout a une fonction) continue. Notons aussi que
par Holder, le résultat est sensé étre d’autant plus difficile que p est petit. En
particulier, on va maintenant pouvoir supposer que p < -+oo sans perte de
généralité.

Le point central sera la démonstration d’une inégalité maximale, qui don-
nera le résultat par passage a la limite a partir d’une classe dense.

Pour simplifier les calculs (et sans perdre de généralité), on va supposer
que V contient la boule B(0,3), et on va prouver la différentiabilité dans
B(0,1).

On se donne z dans B(0,1) et y € B(0,2); donc le cone C(z,y) est
contenu dans B(0,2) C V, et on utilise la proposition 1 du chapitre 6 (sur
Poincaré). On trouve que

) - sl <cle—u = { [ o}
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En supposant maintenant que |z — y| < 1, et en posant r = |z — y|, il vient

| f(x) — f(y)]
|z — y

(2)

n L/
<ot { [ war} T on(vse

ou l'on a posé

1
(3)  Mplg)(z) = Sup {|B(—

1
o} " = ba(lg) 7 (a)
pour g mesurable positive, et ou M = M; est la fonction maximale centrée
de Hardy-Littlewood, ot ’on se restreint aux rayons < 1.

Noter que le second membre dépend de x, mais plus de y € B(x,1).
Comme on va avoir besoin d’estimer des normes dans LP, on prend une
sécurité supplémentaire. On choisit un p; tel que n < p; < p, et on ap-
plique (2) avec I'exposant p;. On trouve ainsi que

(4) G = sp W@ 1)

yeB(x,1) \37 - yl

< OM,, (IVFD(2)

pour z € B(0,1). C’est bien, parce que f € W1P(B(0,2)), donc g = |[Vf| €
LP(B(0,2), donc gP* € LP/P1 et (puisque maintenant p/p; > 1) le théoréme
maximal dit que M (gP*) € LP/P1 également. De sorte que

1M, (IVFDIT; = /Mpl(g)p = /1\4(5J”1)p“”1 = [|M(g")|[E2

< Cllg e = gl = |V £1[2.

Donc on a montré que Sy € LP(B(0,1)), avec

1S¢llLe(B0,1)) < ClIMp, (IVfDIILe(B(0,2)) < ClIVFllLe(B(0,2))-

Maintenant, on pose

1
(6) S%(x) = sup
yEB(x,1) \x - y\

|f(z) = fy) =V f(z) (x—y)]

et bien sir [[S%|[zr(B(0,1)) < ClIV fllp, puisque St (z) < S¢(x) + |V f(2)].
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Maintenant, on est prét a démontrer que si f € WH?(B(0,3)), alors f
est différentiable en x pour presque tout x € B(0,1). On pose

M Ly =lim{ s [f(@) ~ ()~ VI(2) (- )l}.

r—0 yEB(x,r) ’CB - y|

on constate que Ls(x) = 0 partout lorsque f est de classe C'. Soit maintenant
feWbP(B(0,3)) et {fi} est une suite de fonctions de classe C1! qui conver-
gent vers f dans W1P(B(0,2)) (ce qui est facile & obtenir, par convolution).
Alors, pour x € B(0,1) Ly¢(x) < Ly, (x) + S%_4 (x) = S}, (z), donc

LyllerBo1)) < ST s llLeB0,1)) < CIf = fellir(B(0,2))5

qui est aussi petit qu’on veut, donc Ls(z) = 0 presque-partout sur B(0, 1), ce
qui signifie que f est différentiable en x presque partout, comme annoncé. []

Pour conclure ce chapitre, donnons une variante de I'inégalité (2) ou (4),
qui vaut pour f € WP mais cette fois pour tout p > 1.

Proposition. Soient f € WY1(B), ot B est une boule de R™. Alors pour
presque-tout x € B et presque-tout y € B,

) 1f@) — W) < Clo =yl { M (16]VF)) (@) + M(12IV ) () }.
ot M est encore la fonction maximale centrée de Hardy-Littlewood.

I1 semble que ceci ne soit pas trop ancien, et di a Edberg ou Bojarski (et
sans doute retouvé par de nombreux autres).

Bien stir comme d’habitude le presque-partout dépend aussi du choix de
représentant de f qu’on aura fait.

On peut méme remplacer 15 dans (8) par 1p,, ou By est n’importe quelle
boule contenue dans B qui contient x et y. C’est a la fois une conséquence de
I’énoncé initial (parce que f € WhH(By) si f € WH1(B), et avec une norme
plus petite) et de la démonstration.

Démontrons la proposition. On va en fait montrer que (8) a lieu dés que
x et y sont des points de Lebesgue pour V f. Et pour comparer f(zx) et f(y),
on passera par la moyenne de f sur diverses boules Bj.

Commencons par choisir trois boules By, By ., et By, contenues dans
B et ayant les propriétés suivantes: x € By s, y € Bo,y, Bo . et Bg, sont de
rayon 1o = |z — y|/2, le rayon de By est compris entre rg et 107, et enfin

9) |Bo, N Bo| > cry et |Boy, N Byl > ery
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pour une constante ¢ > 0 qu’on n’aura pas besoin de calculer. Pour I’existence
de ces boules, il est recommandé de faire un petit dessin, et de corriger les
constantes si je me suis encore trompé.

Ensuite, pour £ > 1, on choisit des boules By, , et By ,, £ > 1, de rayon
rp = 27%rg, telles que z € Bit1,0 C Brg ety € Byy1,4 C By pour k > 0.
Tres faciles a choisir par récurrence.

On s’intéresse aux moyennes de f, par exemple sur les By . Posons
my = kaym f(y)dy, ol on va noter § les moyennes (je n’ai pas trouvé le

symbole pour les intégrales barrées). Alors
(10)

-l = ¢ fom|<pAfoml<2 g (rom
Bit1, Brii,x B,z

SZ”CTn% \Vf\gélnCTnj{ 15| Vf|
B,z B(z,2rk)

<4"Cr,M(15|Vf])(z)

juste parce que By, C Bk g, que |Bii1,.| = 27"|Bg 2|, puis par I'inégalité
de Poincaré avec les exposants 1, et enfin en appliquant la définition de la fonc-
tion maximale de Hardy-Littlewood. On additionne tout ceci en se souvenant
que 7, = 2 %rg = 27k~ 1|z — 9|, et on trouve que

(11) [mi —mo| < C'x —y[M(1p|Vf])(2).

Evidemment, les mémes estimations sur les By, donnent

(12 1§ T FICl -y MalT ) )
By Bo.y

Pour finir, on va comparer mg et fBo fam= fBo f. Par exemple,
Y

— — C \V4
/B ERE /B 1) = ml < Crg /B v

(13)
< 07«0/ 15 [Vf| < Crit M 15/ f]) (2)
B(x,207¢)

par Poincaré et comme en (10), et de méme

/B I CRTE /B 17 = mol < O /B v

(14)
§C7°0/ 1p |Vf]§0rg’+1M(1B\Vf|)(az)
B(z,2r9)

125



puis en additionnant
(15)

im — mo| = |Bo.a N BO|—1/

|m—m0\§C’r0_n/ |m — my|
Bo,»NBo

Bg,.NBg

< Crgm /B ) = ml+ 1) = mol < CroM (15191 @)

a cause de (9). On a une estimation semblable de m — fBo f, on additionne
Y
tout, et on trouve

1) | § 1= 1= Cl—nl{MAsIVIN @ + M5V o)}

grace a (11) et (12) en particulier.
Et maintenant f(x) = limg_, 40 my, car

F)—f(y)] < 2° 74 F@)— ()

B(z,2ry)

)=l =1 § RCROUE f

k,x

puisque x € By, donc By C B(x,2rg), et le membre de droite tend vers 0
par définition d’un point de Lebesgue. De méme, f(y) = limg_ o0 ka f,
sY

et |f(x) — f(y)| est bien dominé par le membre de droite de (16), comme
annonce. L]

A ce stade, il est raisonnable de continuer avec le chapitre 18 sur Lusin
et Egoroff (la premiere partie est indépendante, et la seconde utilise un peu
de Rademacher et la seconde extension de Whitney). Mais je n’ai pas osé
changer ’ordre de mes chapitres.
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14. MESURE DE HAUSDORFF
14.a. Définitions

Le mieux est de commencer par la définition. Pour plus de précisions sur
ce qui suit, voir par exemple le livre de Mattila. On se donne un ensemble
(quelconque!) E C R™, et un nombre réel d € [0,n]. On commence par poser,
pour § > 0,

(1)
HE(E) = inf { Zdiam(Aj)d; E C U Aj et diam(A;) < ¢ pour tout j}.
JEN JEN

Ceci est une fonction décroissante de J, ce qui permet de poser

(2) HY(E) = lim HI(F) = sup HI(F).
6>0

Quelques commentaires et énoncés sans démonstration.

Comme toujours en théorie de le mesure, il est important de ne pren-
dre que des familles au plus dénombrables d’ensembles A;. On aurait aussi
prendre des boules, on aurait obtenu une mesure légerement différente (mais
quand méme comprise entre C1H? et CH?). 1l y a plein d’autres variantes
possibles.

Il est facile de vérifier que H? est une “mesure extérieure métrique” sur
R™ (muni de la distance euclidienne). Mesure extérieure signifie que H(()) =
0, que HYE) < HYF) quand E C F, et surtout que ’Hd( Ujen Ej) <
> jeN HY(E;) pour les unions dénombrables. Métrique signifie que H(E U
F) = HYE) +HYF) quand dist(E, F) > 0. Ce qui n’est d’ailleurs pas le cas
de HE, parce que si E et F sont proche, le méme A; peut servir efficacement
a recouvrir a la fois F et F.

Par rapport aux mesures sur une tribu, ’avantage des mesures extérieures
est que pu(F) est défini pour tout E. L’inconvénient est que 'on n’a pas
forcément 'additivité pour les ensembles disjoints. En fait, si u* est une
mesure extérieure sur 2, on note A I'ensemble des A C Q tels que p*(E) =
p*(ENA) + p(E\ A) pour tout E C . On appelle ¢ca des ensembles
mesurables pour p*, et c’est une tribu surlaquelle p* définit une mesure (con-
ventionnelle). Dans I'autre sens, si p est une mesure sur 1’espace mesurable
(Q,A), on peut poser p*(E) = inf {u(d); A € Aet E C A}, et p* est
une mesure extérieure qui prolonge p et pour laquelle tous les A € A sont
mesurables.
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L’avantage d’avoir une mesure extérieure métrique est qu’alors tous les
boréliens sont mesurables. C’est donc le cas pour H¢. Sinon, on serait ennuyés
par l'additivité, et c’est pour ca qu’on évite souvent de jouer avec les ’Hgl.
Attention quand méme: H? n’est pas sigma-finie, ce qui nous force parfois &
nous restreindre a une partie de R” de H%mesure finie ou sigma-finie avant
d’appliquer certains théoremes.

Signalons aussi que, essentiellement par invariance par translations, la
restriction & R? (ou & un plan de dimension d) de la mesure H¢ est un multiple
(avec une constante fixe et connue) de la mesure de Lebesgue. La vérification
demande quand méme une petite partie pénible, qui est de vérifier que la
constante n’est pas 0. En fait, on en reparlera un peu plus loin, au moment
ou l'on dira que la densité est écrite pour normaliser de facon que pour un
plan, la densité soit 1.

Au cas ou l'on voudrait intégrer des fonctions positives qui ne sont
pas mesurables, on peut toujours utiliser l'intégrale supérieure [ Y fdy =
inf,{ [ gu}, ou I'inf est pris sur les fonctions g mesurables telles que g > f.
Quand f est la fonction caractéristique de E C €2, on retrouve la mesure
extérieure de F.

La mesure de Hausdorff H?(E) est une fonction décroissante de d. En
fait, il est assez facile de vérifier que pour £ C R" donné, il existe dy tel que
HYE) = 400 pour d < dy et HY(E) = 0 pour d > dy. On appelle dj la
dimension de Hausdorff de F; elle est supérieure a la dimension topologique
(pour ceux qui connaissent!). Les trois cas, H%(E) = 0, H%(E) = +oo, et
0 < H%(E) < oo sont possibles.

On renvoie a Mattila (et aux TD) pour de nombreux exemples et compléments.

14.b. Densités

Sauf mention du contraire, on travaille a n et d fixés, donc on les oublie
un peu des notations. Pour A C R™ et a € R™, notons

0* (A, a) = limsup(2r) “HY (AN B(a,r)),
et r—0

0.(A,a) = liminf(2r) " 9HY (AN B(a,r)),

r—0

et 0(A,a) = 0"(A,a) = 0.(A, a) quand ces deux derniers (les densités supérieure
et inférieure) coincident. Le facteur de normalisation 2 est destiné a faire que
la densité soit 1 quand A est un d-plan et a € A. Autrement dit, on a choisi
2 parce que

(3) HYRY N B(0,1)) = diam(B(0,1))? = 2%,
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Ceci demande quand méme une bonne petite vérification bien calculatoire
qu’on passera sous silence, dont ’essence est que les recouvrements de la boule
unité de R¢ par des boules est essentiellement optimal dans la définition de
H4(B(0,1)); c’est la méme histoire que pour calculer la constante « telle que
H¢ = a) (la mesure de lebesgue) sur R%. Et les calculs se basent sur 'inégalité
isodiamétrique, qui dit qu’a diametre donné, les boules maximisent la mesure
de Lebesgue.
Le résultat suivant est d’usage presque constant.

Théoréme. Si A C R" est tel que H(A) < +oo, alors
(4) 274 < 6*(A,a) <1 pour H?-presque tout a € A.
Si de plus A est H%-mesurable,

(5) 0*(A, a) = 0 pour H%presque tout a € R™ \ A.

Noter qu’il n’est pas trop difficile de trouver des ensembles boréliens A tels
que 0 < HY(A) < +oo, et tels que 0,(A,a) = 0 pour tout a. On se débrouille
juste avoir de petits anneaux tres épais qui ne rencontrent pas A, on utilise
(4) pour dire que la densité supérieure n’est pas trop grande, et on en déduit
que 0.(A,a) = 0 pour tout a. La partie plus désagréable de la démonstration
consiste a s’assurer que Hd(A) > 0, typiquement en sortant une mesure de
notre manche (destinée a étre équivalente a la mesure de Hausdorff). Voir un
exercice plus bas.

Pour démontrer la premiere partie de (4), posons

6) Br={acA; HY (AN B(a,7)) < k:i—l—l 274(2r)? pour 0 < r < 277}

pour tout entier £ > 1, et notons que si a viole la premiere inégalité de (4),
donc si 6*(A,a) < 279, alors a € By, pour k assez grand. Donc il suffira de
montrer que H%(By,) = 0 pour tout k.

Fixons k, et soit € > 0. Posons § = 27571, Par définition de HZ(By), on

peut recouvrir By par des ensembles E;, j € N, avec diam(FE;) < 2=F=1 pour
tout j, tels que

(7) Z diam(E;)* < HE(By,) +e < HYBy) +e.
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Ne gardons que les j pour lesquels E; rencontre By en (au moins) un point
qu’on appelle z;. Posons aussi r; = diam(E;). Ainsi ByNE; C ANB(z;,1;).
Mais on a décidé de travailler avec des boules ouvertes, donc on choisit aussi
un A > 1, tres proche de 1, et on note que By N E; C AN B(x;, Arj). Donc

25
r
+1/

HUB) < 3 MBI Ey) £ 3 HAAN Blag, Ary)) £ 34
8) | ’ j

Zdiam(Ej)d < k—)\d [HY(By) + €].

RS ~“k+1

On obtient H¥(By) = 0 en prenant A > 1 tel que % < 1, puis ¢ assez

petit (noter que H4(By) < H4(A) < +0o0). On en déduit la premiere moitié
de (4).

Pour la seconde moitié, on va remplacer A par un ensemble borélien A’
qui le contient et dont la mesure est finie. Pour I’existence d’un tel ensemble,
on peut sans doute utiliser les criteres généraux, mais le plus simple est peut-
étre d’utiliser une suite {dx} qui tend vers 0, puis pour chaque k£ un recouvre-
ment de A par une famille dénombrable d’ensembles compacts qui minimise
pratiquement le second membre de (1) avec 0, et de prendre 'intersection
dénombrable des ensembles ainsi construits. Si la seconde inégalité de (4) est
vraie pour A’, elle I’est pour A. Donc supposons que A est borélien.

Fixons t > 1 et posons Z; = {a € A;0*(A,a) > t}. 1l suffit de voir que
HA(Z;) = 0. Notons p la restriction de H? & A. C’est une mesure borélienne
finie, et par régularité, pour tout € > 0 on peut trouver un ouvert V qui
contient Z; tel que u(V) < p(Z;)+e. Autrement dit, H(ANV) < HY(Z;) +e.

Par définition de Z;, pour tout = € Z;, il existe des rayons r, > 0
arbitrairement petits (donc en particulier tels que B(x,r,) C V), tels que
w(B(z,7r;)) = HYANB(z,7,)) > t(2r,)?. Par le lemme de presque-recouvrement
de Besicovitch (fin du chapitre 1 sur les recouvrements), on peut trouver une
famille au plus dénombrable des fermetures de ces boules, de maniere qu’elles
soient disjointes et recouvrent u-presque tout Z;. On peut d’ailleurs choisir
toutes ces boules de diametre < §, ou 6 > 0 est donné quelconque. Notons

B(z,r;), x € X, la collection de ces boules, et S leur union.
Noter que H¥(Z; \ S) < HU(Z; \ S) = 0 (par définition de H? comme
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borne supérieure), donc

HE(Z:) < HE(S) + HG(Z\S) =Hi(S) < Y (2r,)" <71 Y HUANB(x,ry))

rxeX rxeX

<t 'Y HUANB(x,r,)) <t 'HUANV) <t HY(Z) + €]
rxeX

par ce que I’on vient de dire et puisque les B(x,7,) recouvrent S. Ceci vaut
pour tout § > 0, donc H4(Z;) < t71[H(Z;) +¢]. Si H4(Z;) > 0, on obtient
une contradiction en prenant € assez petit. Donc (4) est vraie. Si ceci vous
rappelle les démonstrations de densités pour les mesures, c’est normal.

Passons a (5). Fixons A mesurable. Il suffit de montrer que pour tout
t >0, 'ensemble Z; = {x € R™\ A;0*(A,z) >t} est de H%mesure nulle.

Notons encore p la mesure définie par u(E) = HY(E N A). Clest une
mesure borélienne finie, et de plus pu(R™\ A) = 0 (parce que A est mesurable).
En particulier, p est réguliere, donc il existe un ouvert V' qui contient R™ \ A
et tel que u(V) < e. Pour x € Z;, on peut trouver r,, > 0 tel que B(x,r;) C V
et w(B(z,rz)) = HYAN B(x,r;)) > t(2r,)?%. Cette fois, on utilise le lemme
de recouvrement le plus simple, pour recouvrir Z; avec des boules B(x, 5r,),
x € X, telles que les B(z,r,) sont disjointes. Alors

HE(Z,) < Z diam(B(x, 5r;))? = Z(lOT’x)d

reX zeX
< 51 Z w(B(z, 1)) < 5% u(V) < 5% e
zeEX
qui est aussi petit qu’on veut. Autrement dit, H‘olo(Zt) = 0, et on peut

recouvrir Z; avec des boules B; telles que ) . rd soit aussi petit qu'on veut.
Le sup des diametres est également aussi petit qu’on veut. On en déduit que
HY(Z;) = 0, comme souhaité. Ceci termine la démonstration du théoréme. [

Corollaire. Si A et B sont H%-mesurables, avec B C A et H(A) < +oo,
alors, pour H%-presque tout x € B, on a que 0*(B,x) = 0*(A,x) et 0,(B,x) =
0.(A,x).

En effet, la différence est controlée par la densité supérieure de A \ B au
point z, qui est nulle presque-partout hors de A\ B. ]

14.c. Effet des fonctions lipschitziennes
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On commence par le plus facile: si f : R™ — R™ est C-Lipschitzienne
alors (trivialement & partir des définitions)

(9) HA(F(A)) < CIHI(A) pour tout A C R™.

Rappelons également que si f : R®™ — R™ est Lipschitzienne, elle est
différentiable presque-partout (vu en TD, avec des hypotheses plus faibles,
sous le nom de théoreme de Rademacher-Calderén).

Il se trouve que si f : R” — R" est Lipschitzienne, alors pour tout cube
Qo C R™ et tout € > 0, il existe g : R™ — R™ de classe C' telle que la mesure
de Lebesgue (dans R"™) de {z € Qo; f(z) # g(x)} est inférieure a . Voir le
chapitre 18.

Exercice 1. (Donné, comme le suivant, sans garantie. La derniere fois que
j’ai regardé, c’était encore peu clair avec des fautes.) On se donne un ensemble
E C R" borélien, et 0 < d < n.

1. On suppose qu’il existe une constante Cj et une suite de rayons r; tendant

vers 0, tels que pour tout k, E est recouvert par Cor,;d boules de rayon ry.
Montrer que H4(E) < CCy.

2. On suppose qu’il existe une mesure (borélienne) finie  sur £ (autrement
dit, une mesure borélienne finie y telle que pu(R™ \ E) = 0), et des constantes
Cy > 0 et ro > 0 telles que pu(B(z,7)) > C;7'r? pour 2 € Eet 0 < r < 1.
Montrer que H¥(A) < CCyu(A) < +o00 pour A C E borélien.

Exercice 2. On se donne 0 < A\ < 1/2, et on veut construire un ensemble de
Cantor K C [0,1] tel que 0 < H4(K) < +o0, ot d est tel que A\? = 1/2, et
avec une densité inférieure nulle partout.

1. On prend X tel que A < X' < 1/2. Construire une suite {r,} avec les
propriétés suivantes. D’abord, rg = 1 et r,11 < N'r, pour n > 0. Ensuite,
rn, > A" pour tout n > 0. Enfin, il existe une suite {n;} tendant vers +oo
pour laquelle

(1) lim =1 et lim

j—4oo AT j—+oo Tn,;—1

= 0.

Vous trouverez peut-étre plus facile de travailler sur a,, = log(A~"r,).

2. Construire un ensemble de Cantor K = N, K,,, ou chaque K,, est composé
de 2" intervalles I, , de longueur r,, situés a distance > cr,—; les uns des
autres (pour une constante ¢ > 0 qui dépend de \').
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3. Dire pourquoi il existe une mesure naturelle sur K, telle que ([, ) = 27"

4. Utiliser I’exercice précédent pour montrer que 0 < H?(K) < +oo. Noter
au passage que C (I, 1) < ’Hd([n,k) < Cu(1, k) pour tout intervalle I,, j.

5. On note v(r) = r~%sup u(I), ou la borne supérieure est prise sur les
intervalles I de longueur r. Montrer que liminf,_,qv(r) = 0 en utilisant la
seconde partie de (1) (et le fait que la distance mentionnée en 2. est bien
crn—1). Pour la suite, je conseille méme de faire un rapide dessin du graphe
de v(r).

6. En déduire que pour z € K, la densité inférieure liminf,_,or~¢HI(K N
B(z,r)) est nulle.

7. Quelle est la dimension de Hausdorff de K x K C R??

8. [un peu plus compliqué?] Montrer qu’il existe deux suites {ry} et {si}
comme ci-dessus telles que si v(r) est associé come ci-dessus a {ry}, et v(r) a
la suite {sg}, alors

li i = 0.

lim min(v(r), w(r))
Utiliser ceci pour montrer que H2¢(K x K') = 400, ot K et K’ sont construits
comme ci-dessus, a partir des suites {7} et {sx}, et naturellement K x K’ C
R2. Sauf erreur de ma part, la construction donne méme K et K’ de dimension
A tels que K x K’ est de dimension de Hausdorff > 2.

15. ENSEMBLES RECTIFIABLES

15.a. Les définitions équivalentes

On commence par une définition qui peut paraitre bizarre. Comme sou-
vent, d est fixé dans la suite. Ce qui suit n’a de sens que si d est un entier.

Definition 1. Soit E C R™ un ensemble. On dira qu’il est rectifiable (ou
d-rectifiable pour préciser) s’il existe une collection (au plus) dénombrable
d’ensembles A; C R et des applications lipschitziennes f; : A; — R™, telles
que

(2) B\ U)o

La terminologie n’est pas entierement standard; ici je suis Mattila mais
Federer disait “dénombrablement rectifiable”, et réservait la rectifiabilité a
des ensembles de mesure finie. Par définition, donc, la mesure de Hausdorff
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de dimension d de E est sigma-finie. On n’a pas supposé E mesurable (et
alors le membre de gauche de (2) est une mesure extérieure), mais en tout cas
il est contenu dans un ensemble mesurable.

Avec un peu de chance vous avez déja entendu parler de courbes rectifi-
ables (comprendre aussi, de longueur finie). Evidemment les courbes rectifi-
ables sont des ensembles rectifiables (cela revient a en trouver un paramétrage
lipschitzien). Et sauf erreur de ma part, le mot rectifiable vient de ce qu’on
imagine les redresser pour en calculer la longueur.

Le fait que, par Rademacher, le paramétrage est dérivable presque partout
(plus Sard pour dire que les points stationnaires donnent un ensemble de
mesure nulle) amene presque a la conclusion que les courbes rectifiables ont
une droite tangente presque partout. Je dis “presque” parce qu’il faudrait
aussi s’occuper des points doubles ou multiples ou la courbe se croise, avec
deux ou plusieurs tangentes différentes, et montrer que ’ensemble correspon-
dant est de mesure nulle. Exercice possible a faire, demandant je crois le
méme genre de technique de séparation des ensembles & base de (15.5), que
I’on va utiliser plus bas.

Tres facile: I'union au plus dénombrable d’ensembles rectifiables est en-
core rectifiable, ainsi qu’un sous-ensemble d’ensemble rectifiable.

Noter qu’on peut prolonger les applications lipschitziennes f; a R? tout
entier, et comme E est encore contenu dans 1'union des f;(R?), plus ’ensemble
négligeable de (2). Autrement dit, dans la définition 1, on peut supposer que
A; =RY,

Ou encore, on peut supposer que chaque A; est une boule, ou un cube
(puisqu’on peut recouvrir R? par des boules ou des cubes), et méme est la
boule ou le cube unité (puisqu’on peut toujours remplacer f; par f;(a - +b)).

Vérifions maintenant qu’on peut se débrouiller avec des fonctions de
classe C, avec des dérivées de rang maximal.

Pour ce qui suit, on suppose connu le chapitre sur Lusin. On verra plus
tard comment on pourrait se débrouiller sans ceci, mais en attendant c’est
plus pratique.

Lemme 3. Si EF C R" est d-rectifiable, il existe des boules ouvertes B; C R9,
j € N, et des applications g; : B; — R™ de classe C?, telles que Dg;(x) est
de rang d pour tout x € Bj, et pour lesquelles

(4) H(E\ Ugj(Bj)) = 0.
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On pourrait d’ailleurs prendre chaque B; égale a la boule ouverte unité
de R?. Pour la démonstration, et & cause de ce qui précede, il suffira de
recouvrir f(B), quand B C R? est une boule (disons, fermée) et f : B — R"
est Lipschitzienne.

On applique le (second) corollaire du chapitre sur Lusin, qui dit que pour
tout € > 0 il existe un compact F C B tel que |B \ F| < ¢, et une fonction
g de classe C! (carrément définie sur RY, mais on n’aurait besoin que de B)
telle que f = g sur E. Et par conséquent

(5) HU(F(B)\ 9(B)) <HU(F(B\ E)) < C"HYB\ E) < C%,

ou C est la constante de Lipschitz de f.

Donc en prenant les valeurs successives ¢ = 27, on trouve des fonctions
gr : B — R™, de classe C', telles que H*(f(E) \ U, gx(B)) = 0.

C’est presque ce qu’on voulait, mais maintenant il faut encore s’assurer
que Dg;(z) est de rang d.

On prend une fonction g; = B; — R™ de classe C!, et on note Z;
I'ensemble des points critiques de g;, c’est-a-dire des points x ou Dg;(x)
n’est pas de rang d. Par le Théoréme de Sard (en principe vu en exercice
comme application simple des lemmes de recouvrement, et qui marche encore
avec la méme démonstration quand g est a valeurs dans R"™ avec n # d),
Hg;(Z;)) = 0. Donc il ne nous reste plus qu’a recouvrir B; \ Z;, qui
est ouvert (parce que Dy, est continue, et son injectivité est une condition
ouverte), par de petites boules B, et a recouvrir g;(B;) par les g;(Bj ).
On oublie donc juste ¢;(Z;), mais c’est un ensemble négligeable. Bref, la
collection des g; : B — R" convient pour le lemme 3. 0

Encore un petit effort, pour ceux qui préferent les graphes aux variétés.
Mais ce qui suit est juste un lemme standard sur les variétés. On suppose
que d < n sans perdre de généralité, puisque autrement R™ tout entier est
d-rectifiable.

Lemme 6. Soient E C R™ un ensemble d-rectifiable, et ¢ > 0. 1l existe des
plans P; de dimension d dans R"™, j € N, et des fonctions f; : P; — PjL de

classe C' et qui sont également e-Lipschitziennes, telles que si I'; désigne le
graphe de f;,

(7) Hd(E\Urj) = 0.
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On a noté PjL le complémentaire orthogonal de P; dans R", et logique-
ment I'; = {z + f;(z); € P;}. En bref, les T'; sont des images par des
isométries de R™ de graphes de fonctions C! et e-Lipschitziennes (de RY dans
Rn—d).

Donnons nous B C R (une boule ouverte) et g : B — R", de classe
C! et avec une dérivée de rang d en chaque point. Compte tenu du lemme
précédent, il suffira de recouvrir g(B).

Soit z € B. Notons P I'image de Dg(x); ¢’est donc un plan de dimension
d. Notons 7 la projection orthogonale sur P. On peut appliquer le théoreme
d’inversion locale a mog : B — P, puisque sa différentielle en x est inversible.
On trouve qu’il existe r > 0 tel que la restriction de mog a B(x, r) est injective,
son image est un voisinage ouvert V de m o g(x) dans P, et la réciproque
¢ :V — B(z,r) est de classe C! aussi. On note f = 7+ o g o ¢, définie sur V
et & valeurs dans P+, ot l'on a noté 7+ = I — 7 la projection sur P+. C’est
bien une fonction de classe C!, ainsi que

h=I+f=I+n"ogop=mogop+rm ogop=gog

qui va de V' dans R™. On note que g(B(x,r)) = go ¢(V) = h(V), donc le
graphe de f au-dessus de V recouvre bien g(B(x,)).

Posons encore t = mog(x), et notons que D f(t) = DrntoDg(x)oDy(t) =
0 parce que l'image de Dg(x) est P, surlequel Dr est nul. Donc en fait
|D f| < e sur un voisinage Vj de t dans P. Et si l’on choisit 7 < r assez petit,
alors V; = wo g(B(x,r1)) est contenu dans Vj. Par le méme raisonnement
que plus haut, g(B(x,r1)) = gop(V1) = h(V7), donc le graphe de f au-dessus
de Vi recouvre bien g(B(z,71)).

On laisse vérifier par le lecteur que la restriction de f a V; a une extension
qui est encore de classe O et est e-Lipschitzienne (ou Ce-Lipschitzienne, si
c’est plus facile a vérifer). Sinon, on pourrait aussi se contenter du graphe
[' de f au-dessus d’une boule centrée en t, qui reouvre un g(B(x,72)) et qui
produit le méme effet a la fin.

On a donc réussi, pour chaque x € B, a recouvrir I'image par g d’'un voisi-
nage de x par un graphe I' comme dans I’énoncé du lemme. Par compacité,
on recouvre aussi g(K ), pour tout compact K C B, par une union finie de
tels graphes. Et, en recouvrant B par une union dénombrable de compacts
K, on trouve un recouvrement de g(B) par des graphes qui conviennent pour
le lemme 6. 0

Signalons avant de continuer que les réciproques des lemmes 3 et 6 sont
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triviales: un ensemble E qui vérifie la conclusion d’un de ces lemmes est bien
rectifiable.

Et encore une remarque qu’on ne va énoncer que pour le lemme 6, mais
qui aurait un analogue pour le lemme 3. Notons

(8) Ej:EﬂFJ‘\UFk;

k<j

alors les F; sont disjoints, et leur union est aussi I'union des ENI';. Donc, si
on pose E' = E'\ (U, Ej;), alors H*(E') = 0, et

9) E=FEU U E;, une union disjointe.
J

Et E; est le graphe de la fonction f; au-dessus de 'ensemble A; = 7;(E;) C
P;, ou 7; est la projection orthogonale sur P;.

Notons aussi que si E est mesurable (ce qui sera le cas a peu pres
systématiquement), chacun des morceaux est mesurable aussi, puisque les
I'; sont boréliens (et ¢a serait pareil avec les g;(B;)).

Avant de passer aux propriétés des ensembles rectifiables, voici quelques
exemples, qui sont utiles pour se rendre compte qu’il faudra étre un peu
prudent dans les énoncés de régularité ci-dessous.

Exemple 1. L’image d’une courbe rectifiable (de longueur finie) est 1-
rectifiable (utiliser un paramétrage par la longueur d’arc).

Exemple 2. Les rationnels, ou n’importe quelle suite dense. (Tout est dans
la partie de mesure nulle).

Exemple 3. Prenons d = n — 1 pour simplifier, et une suite {z;} dans R".
Alors E = U;0B(x;,r;) est rectifiable, a condition que Zj 7’? < 4o00.

Contrexemple 4. On verra sans doute plus tard que 'ensemble de Cantor
a 4 coins obtenu en remplacant chaque carré () de chaque génération par 4
carrés 4 fois plus petits situés dans () aux 4 coins de () est de dimension 1,
avec une mesure de Hausdorff finie, mais totalement non rectifiable.

15.b. Densité, projections, et plans tangents approchés

Voyons maintenant quelques propriétés agréables des ensembles rectifi-
ables. On va parler de densité, de projections sur des d-plans, et de plans
tangents approximant.
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Théoréme 10 (sur la densité). Si E est rectifiable et He-mesurable, et si
HY(E) < +oo, alors la densité 0(E, x) existe et vaut 1 pour H%-presque tout
x € E. Par ailleurs, 0(E,x) = 0 pour H%-presque tout x € R" \ E.

On rappelle que les densités sont définies par

0*(E,z) = limsup(2r) " H*(E N B(z, 1)),

ot r—0

0. (E,r) = liminf(2r) "4 E N B(x,r)),

r—0
et O(F,z) = 0" (E,a) = 0,.(F, x) quand ces deux derniers (les densités supérieure
et inférieure) coincident.
Noter au passage que si on oublie de dire que H%(E) < +00, le théoréme

devient faux. Prendre une union dénombrable dense de droites paralleles.
On sait déja (a cause d'un théoreme du chapitre 14.b précédent) que

(11) 0*(E,x) < 1 pour H-presque tout = € E
et
(12) 0*(E,z) = 0 pour H%presque tout z € R" \ E.

Donc il nous reste juste a démontrer que pour tout € > 0,
(13) 0,.(E,z) > 1— Ce pour H%presque tout = € E,

ou C' est une constante géométrique, et puisqu’alors on aura aussi 0, (F,x) > 1
pour H? presque-tout x € E).

On va appliquer le lemme 6, et la décomposition de (9). Peut-étre
faudrait-il dire, a ce point, que la densité est calculable et égale a 1 en tout
point quand E est un graphe de fonction C'. Ce qui va suivre est juste basé sur
cette observation (et peut-étre, j’ai pas bien relu, contient une démonstration
un poil trop compliquée de ce fait). Il suffit de prouver que pour tout j,

(14) 0.(E,z) > 1 — Ce pour H%presque tout x € E
On va prouver qu’en fait
(15) 0.(T;,x) > 1 — Ce pour H%presque tout z € T';
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(et donc aussi pour H-presque tout x € E;). Maintenant, et comme pour
(12),

(16) 0*(T; \ Ej,z) = 0 pour He-presque tout x € E

parce que E; est mesurable, de He-mesure finie, et disjoint de '\ E;. En
soustrayant ceci de (15), on trouve que pour Hd—presque tout x € F;
(17)
0.(E,x) > 0.(E;,z)=lm iglf(Zr)_d%d(Ej N B(z,r))
r—

> Tim inf (2r) ~/[H(T; N B, 7)) = H(T; \ B; 0 B(x,7))]
> lim inf(2r)_d7-[d(Fj N B(xz,r)) — lim Sup(27“)_d7-[d(Fj \ E; N B(z,r))

r—0 r—0

= 9*(1_‘],33) — 9*(F] \Ej,a:) >1-— 05,

ce dont on déduira (14) des qu’on aura vérifié (15).

Donc on s’occupe de (14). En fait on pourrait méme montrer que §(I';, z) =
1 pour = € I';, parce que I'; est un graphe C!, mais pour se simplifier la vie,
on va plutét utiliser le fait que c’est un graphe lipschitzien et prouver (14).
Ca nous évitera de changer encore de coordonnées.

Donc on se donne x € I';, on pose t = m;(x), et on observe que pour
se P;NB(t,(1—¢)r), et hj =1+ f; comme avant,

(18) [hj(s) —z| = [h;(s) =h;(t)| < |s—t|+[f;(s) = f;(D)] < A+e)ls—t] <

donc hj(s) € B(z,r). Ce qui signifie que s = m;(h;(s)) € 7;(I'; N B(x,r), et
alors
(19)
HUT;NB(x, 7)) > H(m;(T;0B(x, 7)) > HYP;NB(L, (1—¢)r)) = 2¢(1—¢)%r?

par normalisation de H¢. On laisse tendre r vers 0 et on trouve que 0, (I';, ) >
(1 — €)%, ce qui donne (14).
On en déduit le théoreme sur la densité.

O

Passons maintenant aux projections sur des d-plans.

Théoréme 20 (sur les projections). Si E est rectifiable et mesurable et
si HY(E) > 0, alors H¥(mw (E)) > 0 pour tout d-plan vectoriel W, sauf
peut-étre ceux qui sont “perpendiculaires” a un certain d-plan V.

On a noté my la projection orthogonale sur W. Perpendiculaire signifie
qu’au moins un vecteur non nul de V' est orthogonal a W. Ou encore, que
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la restriction de my a V' n’est pas injective (c’est comme ca que cela arrivera
dans la démonstration). C’est sans doute un mauvais terme. En tout cas,
Hd(ﬂw (E)) > 0 pour presque tout W, si on met une mesure correcte sur la
grassmanienne des d-plans.

On ne peut pas espérer un bien meilleur résultat, en tout cas avec ce type
de formulation. Les exceptions possibles sont justifiées par le cas ou F est
(contenu dans) un d-plan V. Le fait qu’on ne donne aucune borne inférieure
sur He(my (E)) pour aucun W vient de ce que, méme avec la normalisation
HY(E) = 1, E peut treés bien étre froissé et recroquevillé dans une minus-
cule boule, avec donc de toutes petites projections. C’est dommage mais
avec la définition de la rectifiabilité (juste qualitative et invariante par unions
dénombrables), ce genre de choses est prévisible.

Malgré tout, si I'on tient compte des multiplicités dans le calcul des pro-
jection, on arrive a une estimation des projections en moyenne qui est plus
correcte. Une formule du genre suivant:

@) WE=Cmd [ ) atga
Weg(n,d) Jw

ou G(n,d) est la grassmannienne des d-plans vectoriels de R™, et dW une
mesure de probabilité sur G(n,d) invariante par rotations. Supposez quand
méme que H%(E) < +oo pour me rassurer. Noter la ressemblance avec la
formule de la coaire ci-dessous, qu’il faudrait alors appliquer sur un ensemble
rectifiable. Et il n’est pas si surprenant que ca marche; il s’agit en gros de
découper E en bouts de graphes (comme dans le lemme 6), et de regarder
la contribution de chaque morceau. On moyennise sur la grassmannienne en
constatant que la moyenne du jacobien de 7y le long du plan tangent a E
(voir ci-dessous) est une constante. On verra des calculs comme ceci (pour
aire et la coaire), mais on ne les fera pas ici.

Voir Mattila ou Federer, par exemple, sous la rubrique “integralgeometric
measure” .

La démonstration se fait comme pour le théoreme 10. Pour simplifier, on
découpe E comme au lemme 6, et on choisit un j tel que ’Hd(Ej NnI;) > 0.

Ensuite on choisit x € E;NT; tel que 8*(I';\ E;, x) = 0 (qui existe a cause
de (16), peut-étre ajouter une petite étape supplémentaire: se restreindre a
I'intersection de F avec une partie bornée de I';, pour avoir une mesure finie
avant d’appliquer le théoreme du chapitre précédent).

On va montrer que He(mw (E)) > 0 dés que my est injective sur P,
ou P est le plan tangent a I'; en x. Il nous reste a appliquer encore le

140



théoreme d’inversion locale. Rappelons que I'; est le graphe d'une fonction
fj P — Pi-, de classe C'. On note aussi h; = f; + I, et donc I'; est
paramétré par h : P — R". Enfin, posons t = m;(x) (la projection sur F;).
La différentielle de moh en t est injective, comme composée de Dh(t) (injective
a cause de sa composante sur P;) et D7 (x), injective sur I'image P de Dh(t).
Le théoréme d’inversion locale s’applique, et donne un inverse ¢ de classe C!
a 7o h, défini dans un voisinage de ().

Soit M la constante de Lipschitz de h o ¢, restreinte a une petite boule
B = B(n(x),rg). Pour r < 0 et y € B(w(x),r), noter w = h o ¢(y); alors
y € B(z,Cr) et y = m(w). Donc B(n(z),r) C m(I';NB(x,Cr)) et maintenant
il ne reste plus qu’a dire que pratiquement tous les points de I'; N B(z, Cr)
viennent de E:
(22)

HY(7(E N B(z,Cr)) > HY=(T; N B(x,Cr)) — HY(w(T; \ EN B(x,Cr)))

> HYP N B(n(x),r)) — HYT,; \ EN B(x,Cr))
> 29pd —HUT,; \ EN B(zx,Cr)).

Puisque 6*(T'; \ E;,z) = 0, HY(T; \ EN B(x,Cr)) est négliegable par rapport
a r? quand r tend vers 0, donc H*(w(E N B(z,Cr)) > 0 pour r assez petit,
ce qui suffit pour notre énoncé. C’est un peu vexant de perdre autant dans
les estimées, mais d’un autre coté il n’y a pas d’estimées plus quantitatives,
et aussi il y a une sorte de réciproque: les ensembles totalement non rectifi-
ables (voir plus loin) ont des projections de mesure nulle dans presque toute
direction. O

Passons aux plans tangents approchés (sans doute le plus amusant?). On
va noter, lorsque V est un d-plan vectoriel de dimension d et pour € > 0,

23) Ve ={z e R"; dist(z,V) < &}

(

(un e-voisinage de V') et

(24) C(V,e) ={x € R"; dist(z, V) < ¢|x|}
(

un voisinage conique).

Un (vrai) plan tangent & E en x est un plan (affine) x +V, ou V est un
d-plan vectoriel de dimension d, tel que pour tout € > 0, il existe r > 0 tel
que

(25) EnB(x,r) Cxz+ C(V,e).
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Ou de maniere équivalente (exercice!), pour tout € > 0, il existe rg > 0 tel
que

(26) ENB(xz,r) Cx+ Ve pour r < 1.

Evidemment, pour un graphe lipschitzien, ’existence d’un plan tangent
en un point correspond a la différentiabilité de la fonction au point correspon-
dant. (J’ai dit lipschitzien pour éviter de parler de tangentes verticales).

Malheureusement, ’exemple 3 montre que méme si on se permet de re-
tirer de F un ensemble de mesure nulle, il n’y a pas forcément de plan tangent.
On sera donc obligé d'utiliser une définition un peu plus compliquée, qui est
plus stable quand on ajoute des ensembles de densité nulle en un point. [Den-
sité nulle est donc mieux ici que mesure nulle.|

Définition 27. On dira que x+V est un plan tangent approché (approximate
tangent plane) a E en x si

(28) 0" (E,z) >0
et, pour tout € > 0,

(29) lim r~“HYE N B(z,r) \ [z + C(V,¢)]) = 0.

r—0

Bref, la densité en x de E\ [z + C(V,¢)] est nulle. La premiere partie est
destinée a éviter des indéterminations; elle ne nous cotitera pas cher de toute
fagon.

Cette définition a ’avantage insigne que si ’on ajoute a E un ensemble
dont la densité en x est nulle, alors 4+ V est encore un plan tangent approché
a I'union en . On s’en servira dans les preuves, pour localiser.

Exercice. Vérifier que l'on a (29) pour tout € > 0 si et seulement si, pour
tout € > 0, on a

(30) lim r~*HYE N B(z,r) \ [z + V,]) = 0.

r—0

Exercice. Donner un exemple ou E a plus d’un d-plan tangent approché.
Prendre d = 2 et n = 3. On peut méme se débrouiller pour que F soit de
densité 1 en z, et ait une (vraie) droite tangente.
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Exercice. On se donne un ensemble E Ahlfors-régulier de dimension d dans
R”. Montrer que si £ a un d-plan tangent aproché x +V en x, alors x + V
est vrai plan tangent a E. Montrer aussi que V est unique.

Theoréme 31. Soit E C R™ un ensemble mesurable d-rectifiable, avec He(E)
+00. Alors pour H%-presque tout z € E, E a un unique plan tangent approché
en .

En oubliant de dire que H%(E) < +00, une union dénombrable dense de
droites paralleles est un contre-exemple. C’est exclu dans la démonstration
quand on applique le théoreme du paragraphe 14.b pour dire que la densité
de E'\ f;j(A;) est nulle en presque tout point de f;(A4;).

On commence la démonstration comme d’habitude, en utilisant le lemme
6. On démontre d’abord l'existence. On se moque des points de la partie
négligeable qui n’est pas dans les I';, donc il suffit de vérifier qu’en presque
tout z € ENTYy, le plan tangent a I'; est aussi un plan tangent approché a F.

Et, a nouveau comme en (16), 6,.(I'; \ E,z) = 0 pour presque tout x €
ENT;. Il est facile de voir qu’en chacun de ces points z, le plan tangent a I';
est un plan tangent approché a E. La condition (28) sur la densité vient par
exemple du fait que 0, (I'; \ E,x) =0, et 6.(';,z) > 0, et pour ce qui est de
(29), on note qu’ajouter un ensemble de densité nulle a I'; N E' a un effet nul
sur (29). Voila pour 'existence.

Reste I'unicité. On garde le méme point z € ENI'; tel que 0, (I';\ E, z) =
0, et on essaie un autre d-plan x + ) que le plan tangent x 4+ P qu’on a trouvé
(a cause de (28), les plans tangents approchés passent toujours par x).

Soit v un vecteur unitaire qui est dans P \ (). Un tel vecteur existe, car
P et @ sont différents et de méme dimension. Notons d = dist(v, Q) > 0.

Posons, pour r petit, B, = B(x +rv,dr/2), et notons que H4(I'; N B,.) >
cr? pour r asser petit, pour une certaine constante ¢ > 0 qui dépend de d.
C’est facile; faire un dessin.

Comme r~4H*(B,N[;\E) < r~9HY(B(x,2r)N[;\ E), qui tend vers 0, on
trouve aussi que ”Hd(Fj NENDB,) > cr?/2 pour r petit. Mais pour ¢ assez petit,
B, ne rencontre pas = + C(Q, ), donc r~HY(E N B(x,2r) \ [z + C(Q,¢)]) >
HUT; N EN B,) > ¢/2, qui ne tend pas vers 0. Donc @ n’est pas un plan
tangent approché. ]

15.c. Comment fait-on sans Lusin? Un petit lemme avec du degré

On a bien utilisé la description donnée dans les lemmes 3 et 6, parce que
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les fonctions de classe C' et leur graphe sont plus agréables & utiliser que leurs
analogues lipschitziens.

Mais la démonstration a base de Lusin et Whitney prend un certain
temps, et on aurait pu a la place donner des démonstrations directes en restant
dans le cadre C*.

Voici juste une liste des ingrédients qui permettent de se débrouiller, mais
je ne ferai pas (plus) 'argument, qui est quand méme plus lourd que ci-dessus.

On garde quand meéme le fait que, par Rademacher, les fonctions lips-
chitziennes sont différentiables presque partout (utile pour choisir des points
ou la densité inférieure de f(B) est 1 (ou 1 — ¢ pour se faciliter la vie), et
de méme pour choisir un point avec plan tangent pour une bonne partie de
f(B).

De méme, le théoreme de Sard (sur I'image de I’ensemble des points ou
la différentielle n’est pas de rang d) vaut encore, avec la méme démonstration,
et c’est bien utile pour permettre d’étudier f(B) en en un point f(z) tel que
Df(x) est de rang d.

Par contre, le théoreme d’inversion locale doit étre remplacé, et en par-
ticulier il faut un moyen de montrer que si par exemple g : R? — R? est
Lipschitzienne, et si Dg(0) existe et est de rang d, alors pour r assez petit,
f(B(0,r)) contient B(f(0),cr), ou ¢ > 0 est par exemple une borne inférieure
pour %D f(0) - v, lorsque v est un vecteur unitaire.

Le lemme suivant permet de démontrer ceci.

Lemme 32. Soient B la boule unité fermée dans R", 0 < 7 < 1, et et
f :+ B — R™ une application continue telle que |f(x) — z| < 7 pour tout

x € 0B. Alors f(B) contient B(0,1 — ).

Il va s’agir d’utiliser un peu de topologie (par exemple, de théorie du
degré), cachée dans le lemme suivant qu’on ne démontrera pas.

Lemme 33. L’application identique sur la sphére unité S n’est pas homo-
tope, parmi les applications continues de S dans S, a une application con-
stante.

Ou de maniere équivalente, il n’existe pas de fonction continue h : B — S,
qui soit égale a I'identité sur S.

Quand n = 2, vous avez sans doute vu un moyen de faire ceci, si vous
avez vu l’'indice d’un point a par rapport a une courbe v, qui compte le
nombre algébrique de fois que la courbe tourne autour de a, et qui se calcule

en nombres complexes par une formule du type n(a) = % N Zd_za. Ce nombre
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a le bon gott de ne pas changer lorsqu’on fait varier a et v contintiment, a
condition que a ne traverse jamais 7. S’il existait h continue (du disque fermé
a valeurs dans le cercle), ou pourrait s’en servir pour déformer un lacet v égal
au cercle (parcouru une fois) en lacet constant, tout en restant a valeurs dans
le cercle (je sais, ga parait difficile a faire, mais c’est normal), et alors I'indice
de a = 0 serait 1 au départ mais 0 a 'arrivée.

Donc on admet le lemme 33, et on en déduit le lemme 32. On procede par
contradiction, en se donnant z € B(0,1 — 7), et en supposant que z n’est pas
dans I'image de f. On va construire une homotopie impossible entre ’identité
et une constante, et on en déduira la contradiction souhaitée.

Premiere étape (sur trois). Puisque z ¢ f(B), on définit une fonction con-
tinue h : B — 0B, par h(y) = [f(y) — 2|/|f(y) — z| pour y € B. L’application
(y,t) — h(ty) donne une homotopie qui va de la constante h(0) a la restriction
de h a 0B, en restant comme souhaité parmi les applications continues qui
vont de OB dans 0B.

Ensuite, on construit une homotopie qui part de la restriction de h a 0B
et va a la restriction de f(y)/|f(y)| & 0B, en utilisant I’homotopie (y,t) —
[f(y) —tz]/|f(y) — tz|, qui est bien définie et continue parce qu’on va vérifier
que f(y) # tz pour y € 0B et t € [0,1]. En effet, |tz|] < 1 — 7 puisque
z € B(0,1 —7), alors que |f(y)| = [y — 7 =1— 7 puisque [f(y) —y[ < 7 et
y € 0B.

Enfin, la restriction de f(y)/|f(y)| est homotope a y/|y|, en utilisant
’homotopie (y,t) — [(1—t)f(y)+ty]/|(1—t)f(y)+ty|. A nouveau, il faut juste
vérifier que le dénominateur ne s’annule pas, et c’est vrai car (1—t) f(y)+ty =
y+(1—1)(f(y)—y) donc [(1=1) f(y) +ty| = |y|—(1=8)|f(y)—y| = |ly|—7 > 0.

En composant tout ca, on trouve ’homotopie interdite annoncée ci-
dessus; la contradiction prouve le lemme 32. 0

15.d. Ensembles purement non rectifiables.
Passons maintenant a 1’étude rapide, sans presque de démonstrations,
des ensembles purement non rectifiables.

Definition. On dit que I'ensemble E C R"™ est totalement non rectifiable (en
anglais, “purely unrectifiable”, et Besicovitch disait “irregular”) si H(E N
f(R%)) = 0 pour toute application Lipschitzienne f : R — R".

Ou, de maniére équivalente, si HY(E N F) = 0 pour tout F rectifiable.
Noter que F' est totalement non rectifiable quand F' C F et E est totalement
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non rectifiable. De méme, une union dénombrable d’ensembles totalement non
rectifiables est totalement non rectifiable. Ajouter un ensemble H%-négligeable
ne change pas la totale non rectifiabilité non plus.

Exemples: ’ensemble de Cantor a 4 coins, un flocon de neige. Voir les
TD. Et aussi essayer de suivre ce qui suit en pensant a ’ensemble de Cantor
notamment.

Proposition. Soit E C R", tel que E soit union dénombrable d’ensembles
H-mesurables de H-mesure finie. Il existe A rectifiable tel que E \ A est
totalement non rectifiable.

Autrement dit, comme on peut remplacer A par ANFE (qui est également
rectifiable), F a la décomposition £ = A U B, avec A rectifiable et B =
E\ A totalement non rectifiable. Une telle décomposition est d’ailleurs unique
module les ensembles de mesure nulle. En effet, si £ = A’ U B’ est une autre
décomposition, H?(B'NA) = 0 puisque B’ est totalement non rectifiable, donc
A C AN (A"UB') est H%presque contenu dans A’. De méme, A’ est H-
presque contenu dans A. Comme F = A’ U B’ est H%presque une partition
(A’ N B’ est a la fois rectifiable et purement non rectifiable), on en déduit la
presque unicité.

Pour démontrer la proposition, on commence par le cas oit H*(E) < 400,
on pose M = sup{H?(E N A); A rectifiable}, et on se donne une suite {4}
d’ensembles rectifiables, avec ”Hd(E NAg) > M — 27k, On prend A = U, Ay;
c’est encore un ensemble rectifiable, et s’il existait B rectifiable tel que H¢(BN
E\ A) > 0, on aurait aussi que HY(EN(AxUB)) = HY(ENAL)+HIENB) >
M —27% + HYEN B\ A) > M pour k grand, une contradiction.

Quand E est seulement union dénombrable d’ensembles H?%mesurables
de H%mesure finie, on décompose chacun et on prend les unions.

Je n’ai pas eu le courage de vérifier ce qui se passe quand F n’est pas
mesurable; peut-étre que ¢ca marche encore quand méme. ]

D’abord, noter que les bonnes propriétés signalées ci-dessus pour un en-
semble rectifiable restent vraies H%presque-partout sur la partie rectifiable
d’un ensemble (mesurable de mesure finie) quelconque. C.-a.-d., F a une den-
sité égale & 1 et un d-plan tangent approché en H%presque tout z € A (ot1 A
est la partie rectifiable, comme ci-dessus). Vérification facile, puisque E'\ A a
une densité nulle presque-partout sur A, et que nos propriétés sont insensibles
a ’ajout d’un ensemble de densité nulle au point considéré.

Et maintenant il est assez facile de vérifier que I’ensemble de Cantor a 4

146



coins est totalement non rectifiable, puisque il n’y a, presque partout, ni plan
tangent approché ni densité. (Aisément vérifiable a la main, cette fois.).

Les ensembles totalement non rectifiables ont toutes les “mauvaises” pro-
priété qui correspondent aux bonnes propriétés des ensembles rectifiables.
Voyons plus en détails. Ce qui suit est une combinaison de résultats de
Marstrand, Mattila, Preiss, et d’autres; voir le livre de Mattila pour plus
de détails et d’autres résultats du méme type. Le lecteur est prévenu que
les démonstrations sont intéressantes, mais délicates. La notion de mesure
tangente y est fort utile.

On commence par les densités. Soit £ C R™ un ensemble H%mesurable,
avec HY(E) < +oo. Si E est totalement non rectifiable, alors 6,(E,x) <
0*(E,z) < 1 pour H%presque tout = € E.

Réciproquement, si 6, (E, z) < 1 pour H%-presque tout € E, alors E est
totalement non rectifiable. En effet, on a vu que si E' a une partie rectifiable,
alors la densité inférieure y est p.p. > 1.

On a aussi une version uniforme de la partie directe: on sait méme qu’il
existe une constante c(d) < 1 telle que si 0,(E,z) > c(d) pour H%presque
tout x € E, alors FE est rectifiable. Du coup, 0,(F,x) < ¢4 sur la partie non
rectifiable de tout ensemble H%mesurable tel que H?(E) < +oo. En effet, si
¢’était faux sur un morceau Z, Z serait rectifiable.

Quand d = 1, Besicovitch a conjecturé que la constante ¢(1) optimale est
1/2, mais les résultats partiels les plus précis (Preiss-Tiser, Farag) n’y sont
pas encore.

Pour les projections: si E est H%-mesurable, avec H¢(E) < +oo, et to-
talement non rectifiable, alors pour presque-tout d-plan vectoriel V', H4(my N
E) =0. On a noté 7y la projection orthogonale sur V', et on a muni la Grass-
mannienne G(n, d) des d-plans dans R™ de n’importe quelle mesure raisonnable
(qui serait localement équivalente & la mesure de Lebesgue, quand on voit
G(n,d) comme une variété C! avec des cartes; mais en fait il y a une sympa-
thique mesure invariante).

Ceci n’empéche pas que la projection soit de mesure strictement posi-
tive pour certaines directions: les projections sur les droites de pente 1/2
et —2 de I'ensemble de Cantor a 4 coins K envoient, de fagon injective sauf
en un ensemble dénombrable de points, ’ensemble K sur un segment. Et
d’ailleurs, par cette projection, le codage des points de K par 4" correspond
au développement d’un point de [0, 1] en base 4. On ne sait pas trop ce qu’il
en est pour les autres directions (sauf, donc, que la mesure de la projection
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est nulle pour presque toute direction).

Pour les plans tangents, si E est H%mesurable, avec H¢(E) < 400, et
totalement non rectifiable, alors pour presque-tout x € E, E n’a aucun d-plan
tangent approché en x.

Une derniere petite remarque. Dans beaucoup d’arguments précédents,
on a utilisé le fait qu’en un sens, la décomposition de E en deux parties
(mesurables) disjointes (par exemple, la partie rectifiable et la partie non
rectifiable, ou avant E NI, et £\ I';) se faisait proprement, au sens ou
presque-partout sur un morceau, la densité supérieure de ’autre morceau est
nulle. Mais si ceci est vrai au sens de la mesure, c’est faux du point de
vue topologique. Il est assez facile de construire un ensemble 1-rectifiable F,
disons de mesure H!(E) = 1, tel que £ \ E est purement non rectifiable, et
de mesure 1 aussi.

Dans le méme ordre d’idées, la rectifiabilité ne passe pas bien a la limite:
les aproximations par des unions de (frontieres de) carrés de ’ensemble de
Cantor de Garnett (4 coins) sont rectifiables, mais la limite ne 1’est pas.
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16. AIRE ET COAIRE

Pour ce qu’on va en dire, on aurait sans doute pu le mettre dans le
chapitre sur les fonctions Lipschitziennes, et avant de parler de rectifiabilité.
On commence par la formule de Paire.

Théoreme 1. Soit f : R™ — R™ une fonction Lipschitzienne. Notons J¢(x)
le jacobien de Df en x (explication plus tard). Notons aussi, pour y € R™
et A C R™ borélien, N a(y) € [0,+0cc] le nombre de points de AN f~1(y).
Alors N¢ 4 est borélienne et

2) Ny aly) dH" () = /A T () dH" (x)

R’I’)’L

pour tout A C R borélien. On a aussi, pour g : R® — R borélienne positive
ou intégrable sur R™ contre J¢,

) [ X swarw= [ @@

zef~1(y)

Quelques commentaires avant de faire la démonstration pour de vrai.
D’abord, J¢(x) est défini partout ou f est différentiable. Si m = n, c’est
juste la valeur absolue du déterminant de Df(z), et la proposition est une
généralisation du théoreme de changement de variable que vous connaissez.
Si Df(x) est de rang < n, J¢(x) = 0. Dans le cas restant, disons qu’on note
V l'image de R™ par Df(x), qu’on identifie V' & R™ par une isométrie ¢, et
que J¢(x) est la valeur absolue du déterminant de ¢ o Df(z). Ca n’est pas
la définition officielle (qui est plus invariante et fait par exemple intervenir
des formes n-linéaires alternées), mais on va se contenter de ¢a et renvoyer a
Federer pour les définitions précises.

Quand f est injective, le membre de gauche est juste H™(f(A)), donc c’est
bien 'aire de I'image qu’on calcule (avec multiplicité dans le cas général).

Noter que le résultat n’est intéressant que quand m > n; sinon les deux
membres sont nuls.

La seconde partie du théoreme (a savoir (3)) se déduit du reste par des
arguments standards de théorie de la mesure: on note que (2) donne (3) quand
g est une fonction caractéristique de borélien, puis (par combinaison linéaire)
une fonction étagée borélienne, puis, par beppo-Lévi, une fonction borélienne
positive, puis par soustraction, une fonction intégrable.
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La formule (de la premiere partie) se localise tres bien, au sens ou s’il
existe une famille dénombrable d’ensembles boréliens A; disjoints tels que la
formule est vraie pour chaque A;, elle est aussitot vraie pour A = U;A;: on
note que Ny g4 =) ; N,a,, puis on applique Beppo-Lévi. Ca servira pour la
démonstration.

Et bien sur, si f n’est définie que sur un sous-ensemble E de R", rien
n’empéche de I'étendre a R, puis d’appliquer le théoreme a des ensembles A
contenus dans F.

Le théoreme s’étend assez facilement, grace au principe de localisation,
a des fonctions f définies sur un ouvert et qui sont seulement localement
lipschitziennes. Mais n’abusez pas trop, si vous oubliez toute contrainte sur
f, il peut se faire (escalier du diable quand n = 1) que Df = 0 presque-
partout (donc le membre de droite est nul), mais I'image de ’ensemble de
mesure nulle ou f n’est pas différentiable soit de mesure positive.

Il y a aussi un théoreme de l'aire pour une fonction lipschitzienne f :
E — R™, ou E est un ensemble rectifiable de dimension n. L’énoncé et
la démonstration demandent un peu plus de définitions (comment définir la
différentielle au moins sur le plan tangent, puis le jacobien, presque-partout
sur F), mais rien de tres délicat si je me souviens bien.

Passons a la démonstration. Grace au principe de localisation on va
pouvoir se restreindre a des ensembles si petits que le résultat en sera plus
simple.

D’abord on peut jeter de A n’importe quel ensemble Z de H"-mesure
nulle, puisqu’alors Z ne contribue ni au membre de droite, ni a celui de gauche
(puisque Ny 4 ne change que sur f(Z), qui est de mesure nulle parce que
H™(Z) = 0 et f est Lipschitzienne). Ceci permet de supposer que f est
différentiable partout sur A.

En fait, allons directement un cran plus loin (méme si on pourrait sans
doute s’en tirer sans cela). On sait que pour tout € > 0, f coincide avec une
fonction de classe C! sur A\ Z., on H"(Z.) < e. Si on démontre (2) sur
A\ Z., on pourra passer a la limite (encore Beppo-Levi, ou un découpage en
tranches et la remarque sur la localité), et obtenir (2) pour A. Donc on peut
supposer que f est de classe C'. Juste pour le plaisir, je vais essayer dans la
suite de ne pas utilier ceci (pour gagner I'argument d’extension de Whitney
qui y est utilisé), mais la démonstration se simplifie un peu pour le lecteur
qui est prét a l'utiliser. Par contre, on va quand méme utliser Lusin (qui dit
que Df est égale a une fonction continue, sauf sur un ensemble de mesure
arbitrairement petite, voir le chapitre 18).
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Donc dans tous les cas (soit par C1, soit par différentiabilité p.p. et
continuité de D f sur des grands ensembles), on a jeté la partie de A ou f
n’est pas différentiable, et on suppose D f continue sur A.

Par Sard (voir un exercice fait plus haut), la partie Z. de A ou Df n’est
pas de rang n ne contribue pas au membre de gauche, puisque Hd( f(Z.)) = 0;
elle ne contribue pas non plus au membre de droite (puisque Jy = 0 sur Z.),
donc on peut jeter Z..

Comme pour tout x € A, Df(x) est inversible, il existe trivialement un
entier M > 1 tel que Df(x) et Df(z)~!1:V — R" (ot V = Df(x)(R")) sont
de normes < M. Ou, en le disant de maniere équivalente mais sans parler de

v,
(4) M~ Yu| < |Df(x)-u| < M|u| pour tout vecteur u € R™.

Donc, en découpant encore A en un nombre au plus dénombrable de régions,
on peut supposer que le méme M marche pour tout x € A.

Donnons-nous aussi € > 0. On va se contenter de démontrer les inégalités
souhaitées a Ce pres, avec un C qui pourrait d’ailleurs dépendre de M mais
ca n’est pas grave car maintenant M est fixé.

Pour tout = € A, il existe r, tel que

(5) |f(y) = f(x) = Df(z) - (y —2)| < M~ 'elw —y| pour y € R" N B(x,r,)

Quitte & encore découper A en morceaux (ce qui préserve aussi les inégalités a
suivre, par le méme argument de Beppo-Lévi), on peut supposer que 1’on peut
prendre pour 7, un méme r > 0 fixé. Et, en découpant encore, que A C Q)
pour un cube de diameétre r. Donc (5) vaudra pour z,y € A. En découpant
encore, on peut supposer que D¢ varie si peu dans A que

(6) IDf(x) = Df(y)] < M~'e pour z,y € A
et
(7) (1—e)Js(x) < Jp(y) < (1 +¢)Js(x) pour z,y € A

A cause de (4) et (5), |f(y) — f(2)] > [Df(z)- (y— )| — M~ela —y| >
M=Y1 =&z —y|l > |y —z|(2M)~!, donc f est injective, Nf 4(y) vaut 1
siy € f(A) et 0 sinon, et donc la formule (1) se simplifie en H"(f(A)) =
[, Jr(x)dH"(z). A la place, on va montrer que

®) (1 —=Ce)Jp(wo)H"(A) < H"(f(A)) < (14 Ce)Js(xo)H"(A),
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oll zo est choisi au hasard dans A. Noter que Jf(zo)H"(A) est comparable
a [, Jr(z)dH"(z) & cause de (7). On en déduira en sommant sur nos tas de
petits morceaux que (2) est vraie a un facteur multiplicatif 1 + Ce pres, ce
qui suffit puisque € est arbitraire.

Fixons xy € A. Notons S une application linéaire de R™ dans R"™ telle
que Df(xg) o S™1 soit une isométrie. Pour se rapprocher de notre définition
du jacobien J¢(z) on peut prendre une isométrie j de V' = D f(z()(R™) dans
R", et prendre S = (j o Df(x0))~*. Noter que J¢(zo) = |det(j o Df(xo))],
donc |det(S)| = J¢(zg)~!. A cause de ceci, du fait que H" est proportionnel
a drxr dans R"™, et au théoreme de changement de variable dans le cas des
applications linéaires bijectives de R™ (que donc vous étes préts a croire), on
trouve que

(9) H™(S(A)) = Jy(wo) " H"(A).

Posons g = foS™1 (définie sur S(A). Notons zg = S™1(zg) Pour 2,2’ € S(4),
en en notant x = S71(2) et 2’ = S71(2'), 9(2') — g(2) = f(2') — f(z), qui est
eM 1|z’ — x|-proche de D f(z)- (2’ — x) par (5) et donc 2e M~ |z’ — z|-proche
de Df(xg)- (' —x) = Df(xg) 0 S(2' — z). Et du coup, comme D f(xg)o S est
une isométrie, la norme de g(2’) — g(z) est 2e M ~1|z’ — x|-proche de celle de
2" — z. Autrement dit,

(10)

l9(2') = g(2)| = |2 = 2|l < [IDf(wo) 0 S(2 = 2)| = |&' = 2|| +2eM ™|z’ — =

= 2eM Y2 — x| < 2el — ¢
ou pour la derniére inégalité on utilise le fait que |2’ —z| = |D f(zg)oS(2'—2)| =

|Df(zo)(z" — )| > M|z’ — x| puisque Df(zg) o S est une isométrie et par

(4)-

Bref, (10) dit que g est 1 4 2e-bilipschitzienne, ce qui donne
(11) (1 —2e)"H"(5(A)) < H"(9(5(A))) < (1+2¢)"H"(S(A))

Or H"(S(A)) = Jyp(wo)""H"(A) par (9), et H"(g(S(A))) = H"(f(A)) par
définition de g; on en déduit (8). O]

On essaie maintenant la formule de la coaire. Cette fois on se donne

f:R™ — R™, avec m > n, et on estime la taille moyenne des surfaces de
niveau en fonction du jacobien.

152



Théoreme 2. Soient m et n des entiers, avec m > n, et f : R"™ — R” une
fonction Lipschitzienne. Alors pour tout borélien A C R™,

(11) /A Ji(@)de = emon | HPHAN £ ())dy,

Rn

ol ¢,,_n, est la constante telle que la restriction de H™™" a R™™" soit
Cm—n fois la mesure de Lebesgue. FEt, pour g borélienne, positive sur R™
ou intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue dzx,

12 [ = [ { [ g fay

Les commentaires d’abord. Sauf erreur de ma part, Federer a une con-
vention différente pour la normalisation de H¢, et c’est pour cela qu’il n’a pas
besoin de ¢,,_p. Ici, on mélange un peu Lebesgue et H¢.

Si m = n, utiliser la formule de I'aire pour le méme résultat. La mesura-
bilité de H™ (AN f~1)(y) et (donc) de ff_l(y) g(u)dH™ " (u) viennent en
prime. La seconde partie découle assez facilement de la premiere.

Donnons a nouveau une définition bizarre de J¢(z), quand D f(x) existe.
Cette fois, Df(x) va de R™ dans un R™ plus petit. Pour éviter les formes
multilinéaires, disons que J¢(z) = 0 si le rang de D f(x) est < n, et que sinon
'adjoint *D de Df(x) est une application linéaire bijective de R™ dans un
sous-espace V' de dimension n (en fait, ’orthogonal du noyau), qu’on identifie
a R™ par une isométrie ¢, et que l'on prend pour J; la valeur absolue du
déterminant jacobien de ¢ o' D. Une autre maniere de dire est que le jacobien
de Df est défini comme étant égal a celui de sa transposée.

A nouveau, rien n’empéche de se restreindre a des ensembles plus pe-
tits (si f n’était pas initialement définie partout, ou au contraire si elle est
seulement localement lipschitzienne).

Cette fois, je n’ose pas essayer de le démontrer, mais je vais essayer de
vous convaincre que le théoréeme a un sens. Voir les théoremes 3.2.11 et 3.2.12
de [Fe|, et aussi quelques pages plus loin (3.2.22) pour une extension ou f est
définie sur un ensemble rectifiable.

On commence par le cas le plus facile: celui ou f est la projection 7 de
R™ sur R™ C R™. Notons (x,y) les points de R™, avec z € P = R™™"™ et
y € R", et posons donc 7(z,y) = y. Il est facile de voir que dans ce cas
Jr=1.
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Pour y € R", 7= 1(y) est le (m — n)-plan y + P; On se donne A C
R™; le membre de gauche de (11) est donc |A|. Le membre de droite est
Cm—n Jyegn H" " (ANYy + P)dy = fyGR” { Joep La(z, y)dz }dy. Dans ce cas,
donc, if s’agit de la formule de Fubini.

Noter aussi que si on multiplie f par A, le Jacobien est multiplié par A™ (et
pas A™), donc aussi le membre de gauche de (11); les ensembles de niveaux
restent les mémes, sauf qu’ils sont maintenant paramétrés par Ay, donc le
membre de droite aussi est multiplié par A" (bref, il y a plus d’ensembles de
niveaux).

Si l'on sait (11) pour f et qu’on essaie pour f o, ou @ est une isométrie
de R™, Df est remplacé par D f o, son transposé par ‘wol D f, et le jacobien
ne bouge pas puisque ' est une isométrie de I'image V de * D f sur I'image de
tpot Df. Le membre de gauche ne bouge donc pas. Le membre de droite non
plus, puisque f~1(y) est simplement remplacé par son image par I’isométrie
o

De méme, si I’on remplace f par ¢ o f, ol ¥ est une application linéaire
bijective de R™, le jacobien Jf est multiplié par Jy (on a pré-composé 'D f
par “1)), et le membre de droite aussi est multiplié par .J,;, puisqu’on garde les
mémes ensembles de niveau (1o f)~1(y) = f~1(x»"1(y)), et par un changement
de variable linéaire sur R".

On en sait assez pour le cas ou f est linéaire (ou affine) de rang n: en
précomposant par ¢, on peut supposer que V = D f(R") est 1'orthogonal de
P =R"™ " de tout-a-I'heure. Noter que D f s’annule sur P, puisque pour p €
P, (Df(p),y) = (p,! D(y)) = 0 pour y € R™. Par contre, la restriction de D f &
V est une injection, parce que si D f(x) = 0, alors (x,! D(y)) = (Df(x),y) =0
pour y € R”, donc « € V+. Donc cette restriction est une bijection, et si on
compose f o avec I'inverse 1 de cette restriction, on trouve que ¥ o f o ¢ est
la projection de tout-a-I’heure, pour laquelle on a vu le théoreme.

Le cas de f affine de rang < n est facile (le membre de droite est nul
parce que f~1(y) est vide pour presque tout y, mais ne donne quand méme
pas une idée exacte de la contribution des points ou Jf(x) = 0 dans le cas
général.

Le cas o1 f est de classe C! (ou d’ailleurs Lipschitz, je crois), mais avec
une dérivée qui reste de rang n est assez proche du cas linéaire pour pouvoir
conclure pas trop difficilement.

Pour la contribution des points ou f n’est pas différentiable, il s’agit
simplement de montrer que la contribution au second membre est nulle.
C’est ce que vous avez fait en TD, sauf erreur de ma part, en prouvant que
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Jen H™ (AN f7H(y))dH™ (y) < C|IfII7;,H™(A) pour f lipschitzienne (et
méme avec des dimensions non entieres).

Et c’est, de maniere surprenante, la contribution vraiment pénible est
celle des points ou f est différentiable, mais J; est nulle. Il s’agit de voir
que sa contribution a droite est nulle. C’est un peu plus délicat que pour le
théoreme de Sard, mais sauf erreur c’est le méme esprit.

17. FONCTIONS A VARIATION BORNEE

On va sans doute aller un peu vite. On renvoie au livre de Giusti pour
des détails et des applications. Voir aussi celui d’Ambrosio, Fusco, et Pallara.

Deux justifications (pas incompatibles) pour I'intérét de cet espace. Pour
les applications en traitement de 1'image, on veut souvent représenter une
image comme somme de fonctions plutot lisses, mais multipliées par des fonc-
tions caractéristiques d’ensembles a bord assez régulier. La dérivée de ces
fonctions comportera donc des morceaux qui sont des mesures, comme pour
les fonctions de BV.

Pour définir des surfaces minimales en codimension 1, un bon moyen
est de les voir comme frontieres d’ensembles dans R™, et alors BV (et plus
précisément les ensembles ce Caccioppoli décrits ci-dessous) a de bonnes pro-
priétés de compacité, qui permettront de trouver des surfaces minimales. Dit
en d’autres termes, BV est le bon cadre parce que si on se donne une suite
minimisante pour certains problemes de surfaces minimales, c’est dans BV
que les sous-suites convergeront et que se trouveront les solutions. Ce qui ne
nous empéchera pas, ensuite, d’essayer de démontrer que les solutions trouvées
dans BV sont en fait plus régulieres.

Soit f intégrable sur un domaine 2 C R™ (c’est ce que demande Giusti;
moi j’aurais volontiers seulement demandé localement intégrable). On dira
que f est a variation bornée sur Q (f € BV (2)) si sa dérivée au sens des
distributions (sur 2) est une mesure finie.

Autrement dit, f € BV(Q) s’ existe des mesures (borélienes) finies

(réelles ou méme complexes pour des fonctions a valeurs complexes) pi1, -« -, fin
sur Q telles que [, f 2L = — [, gdu; pour g € C ().

Noter que par Riesz, une mesure boréliene finie sur €2, c’est la méme
chose qu’une forme linéaire continue sur C.(2) (et on peut remplacer par C2°
par densité, a condition bien str de garder la norme sup). Donc f € BV ()
si pour 1 < i < n, | [, fg—ai' < Cllglleo pour g € C°(€2). Il est d’usage de
regrouper ces n conditions en une seule, en prenant g a valeurs dans R"”, et
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en disant que f € BV (Q) ¢’il existe C telle que

(1) || rdiv()] < Cllgll pour g € (2 R")

et ou div(g) = >, g_afi est la divergence de g. On note [, |Df| la plus petite

constante C' qui marche. Autrement dit,
@ [ 1Dfl=swnf] [ saivig)]sg e O @R avee [lgll <1
Q Q

(et on peut aussi oter la valeur absolue autour de [, fdiv(g)).
Ainsi [, [Df| est la norme de la forme linéaire qui & g dans une classe

dense de C.(2;R™) associe (), %, gi), donc c’est la masse de la variation

totale de la mesure a valeurs vectorielles D f = (g—gi)z On rappelle que pour
une mesure finie v, il y a une mesure positive finie ||, la variation totale de
v, telle que par exemple dv = h|dv/|, avec une fonction mesurable h telle que
|h(x)| = 1 pour |v|-presque tout x.

Quelques remarques. D’abord, si Q' C Q et f € BV(Q), alors f €
BV (Q') avec une norme plus petite. Aussi, si f € W11(Q), alors f € BV (Q),
avec la méme norme. Autrement dit, si Df € L', sa variation totale est bien
|Df(x)|dx et la masse de sa variation totale est [, |Df(z)|dz.

La réciproque est fausse; la fonction caractéristique du carré unité dans
R? est dans BV, par exemple g—xfl est e fois la différence entre les mesures
de longueurs sur les cotés verticaux.

Pour des fonctions définies sur un intervalle, f € BV si f € L' et f est
obtenue par intégration d’une mesure finie. Par exemple, on peut prendre la
fonction de Lebesgue (escalier du diable): on part d’'une mesure p positive

finie sur un ensemble de Cantor K C [0, 1], et on pose f(z) = f[O,m] dp. 11 est
assez facile de vérifier que la dérivée de f au sens des distributions est bien
1 (alors que son gradient est nul presque partout si K est de mesure nulle).
Donc ne pas confondre dérivée au sens des distributions et dérivée presque
partout.

En fait, sur un intervalle [a,b], f € BV si et seulement si f est l'intégrale
d’une mesure finie (la réciproque est vraie aussi). La notion de BV est la
meéme que celle que vous connaissez peut-étre déja, ou f € BV si sa varia-
tion totale (la borne supérieure des sommes Z?Zl |f(z;) — f(zj—1], ou l'on
considere les subdivisions a = xg < x1... < xx = b de Uintervalle [a, b]) est
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finie. Les fonctions de BV sur [a,b] sont aussi les différences de deux fonc-
tions croissantes, ce qui correspond au fait que sur un intervalle, les mesures
(signées) finies sont les différences de deux mesures de Stiljes.

Muni de la norme || f||gv ) = | fllL1 ) + [ [Df], BV(£2) est un espace
de Banach, comme on le on vérifie sans trop de mal (surtout avec le théoreme
de semi-continuité ci-dessous).

Un ensemble de Caccioppoli (ou ensemble de périmetre fini) est un
ensemble (mesurable) de R™ dont la fonction caractéristique est dans BV. Un
peu plus généralement, F est de Caccioppoli dans ) si 1p € BV (Q2). Et le
périmeétre de £ dans () est la variation totale P(E,Q) = [, [D1g|. Noter
que ces notions ne changent pas quand on remplace E par un ensemble E’
équivalent (au sens ou la mesure de la différence symétrique FAFE’ est de
mesure nulle, ou encore ou les fonctions caractéristiques sont égales presque
partout).

Lorsque E est un domaine borné de classe C?, disons, son périmetre est
fini. En effet, pour g € C2°(2; R"™), Gauss-Green dit que

/1Ediv(g) = /Ediv(g) = /é)Eg - vdo,

oll v est la normale extérieure, et la mesure do est aussi la restriction de H"™ !
a OF. Donc non seulement FE est de Caccioppoli, mais en plus son périmetre
est inférieur & H"~1(OF), et méme égal puisque D1 est le produit de do par
—v qui est unitaire.

Par contre, la réciproque ne marche pas du tout, ne serait-ce que parce
que D1g ne change pas quand on remplace F par un ensemble équivalent,
alors que OF peut changer dramatiquement. Penser & F = Q? dans R?, ou &
un carré moins un segment.

L’intérieur d’'un flocon de neige n’est pas de Caccioppoli (mais je ne sais
pas si c’est si trivial a vérifier); 'ensemble de Cantor a 4 coins si, mais pour
des raisons décevantes.

Pour un ensemble de Caccioppoli, on vérifie sans mal que D1g est a
support dans OF, car ailleurs, 15 est localement constante, donc sa dérivée est
nulle (pour vérifier directement, dire que son effet sur des fonctions a support
contenu dans l'intérieur ou l'extérieur est nul, en intégrant par parties). On
peut encore écrire

/1Ediv(g):/Ediv(g):/aEg-DlE,
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par définition de la dérivée et puisque son support est contenu dans OF. Ca
donne une formule de Gauss-Green pour les ensembles de Caccioppoli (qui
d’ailleurs sera plus facile a utiliser si on connait mieux D1g).

Théoréme (semicontinuité de la variation totale). Soient 2 C R" et
{fx} une suite dans BV (Q), qui converge vers f dans L'(§2). On suppose que
la suite est bornée dans BV (Q), c.-a.-d., que [, |Dfi| < M. Alors f € BV (Q),

Démonstration: il s’agit donc de voir que, si L est la liminf, [, fdiv(g)
L pour g € C(2;R™) de norme ||g||oc < 1. C’est facile, puisque [, fdiv(g)
limy s 4 oo fQ frdivg < L.

Noter que cet énoncé se localise tout seul (il peut étre utile de 'appliquer
a un sous-ensemble) Il vaut aussi pour une suite bornée de fonctions dans
Whl qui converge dans L!. La limite est donc dans BV'.

Voyons une sorte de réciproque. On va travailler dans R™ tout entier,
voir Giusti pour la localisation.

O IA

Théoréme (Approximation par des fonctions C*°). On se donne f €
BV (R™). Il existe une suite { fi} de fonctions C*°, telles que

(3) lim fi = f dans L'(R"),
k——4o00
(4) / IDf| < liminf/ |D fi| pour tout Q C R™ ouvert,
(5) limsup/ |Dfr| < / |Df| pour tout F' C R™ compact,
k—4oc0 JF F

ott I'on a noté [, |Df| Iintégrale sur F de la mesure “variation totale de
Df”, autrement dit [, |Df| = inf{ [, |Df|; Q est un ouvert contenant F'}
(par régularité de la dite mesure).

On aurait pu espérer que (5) vaudrait aussi pour F' ouvert, mais c’est un
peu naif. Si f est la fonction caractéristique d’une boule ouverte B, et F' est
le complémentaire de la sphere, il y a un gros probleme puisqu’il faudrait que
Jgn | Dfr] = [ |D fi| tende vers 0. Essayer fr = 1p(0,142-5)-
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Par contre, il y a beaucoup d’ouverts (par exemple, 2 = B(0, R) pour
presque tout R) tels que [, [Df| =0, et pour de tels ouverts, on a bien

(© Jim [ phi= [ 0f

Pour la démonstration, on se donne une fonction ¢ positive, C*°, radiale,
d’intégrale 1, puis on pose o (x) = 287 (2%2) pour x € R™, et enfin on prend
fr = f * pr. Le fait que fi tend vers f dans L' est une histoire standard sur
les approximations de identité, puisque f € L. Pour (4), c’est le théoréme
précédent, donc il reste (5). Il suffit de voir que

(7) lim sup /F Dfil < /Q Df|

k—+oo

pour tout ouvert {2 borné contenant F, puisque [ |Df| est une limite de
Jo |D f] pour de tels 2. On se donne ensuite ', avec Q' = {z € R™; dist(x, F') <
1 dist(F,R™\ Q)}, qui est relativement compact dans €2. I suffira maintenant
de vérifier que pour k assez grand, [, |[Dfi| < [o|Df| (puisque [, |Dfi] <
Jo IDfx]).  Ou encore, par définition de [, |Dfil, que | [ fudiv(g)|] <
Jo |Df| pour g € C’OO(Q’) de norme HgHoo <1

Mais [, f div(g fQ fxor)div(g) = [ fdiv(g) * o] = [ f div(g *
¢k) par calculs en pr1nc1pe faciles. Or ||g * Ok oo g l|glloo < 1 parce que

el = [er = 1, donc | [, f div(g * ¢x)] < [ |Df|, ce qui permet de
conclure. ]

Une remarque parfois utile. Quand, méme en dehors du théoreme, on a
une suite {fr} telle que (3) ait lieu, ainsi que (6) pour un certain €2, on peut
en déduire des estimations de semicontinuité supérieure. En effet, si I’ est un
fermé dans €2,

(8)
limsup/ |Dfr| = hm /\ka\—hmlnf/ D fi|
O\F

k—s 00
/IDf\—lklgigof/mFlkalZ/QIDf!—/Q\FIDf\=/F|Df\-

Comment utiliser le théoreme? Voici juste un exemple. Il est classique
(mais malheureusement pas fait dans ces notes) qu’il existe une constante C,,
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telle que, pour toute fonction C! & support compact sur R™, on ait 1'inégalité
de Sobolev

0 1l < Co [ 1951

En fait, on en sait beaucoup sur (9), jusqu’a connaitre la meilleure constante
C,, et les fonctions optimales.

Comme corollaire de (9) et du théoreme d’approximation, on obtient
facilement que

(10) 1/l < Cu [ D1 pour € BY (R,

En effet, on prend une suite {fx} comme au théoréme d’approximation. Pour
étre honnete, ces fonctions ne sont pas a support compact, donc on les rem-
place par des troncatures a l'infini qui ont les mémes propriétés; voir Giusti
pour les détails.

On applique (9) & fx, et on trouve que ||fi||.n < Cy [5. [Vfi| <
Cp Jgn |Dfi|. Par ailleurs, D f, = Df * ¢y, et comme dans la démonstration
du théoreme d’approximation, [5, [Dfi| < [p. |[Df| car quand on calcule la
norme (agissant sur les fonctions test, muni de la norme sup), cela revient a
composer par ’application g — ¢ * v, qui est contractante.

En particulier {f} est une suite bornée dans L7-T.

Puisque { fx } converge vers f dans L', on peut extraire une sous-suite qui

converge presque-partout. Alors/|f|ﬁ < lim inf/ | fr| 7T < [C’n/ \Df|}
k——+o0 Rn
par Fatou et 'estimation ci-dessus, et (10) s’ensuit.
Encore une conséquence: 1’'inégalité isopérimétrique qui dit que pour £ C
R™ de périmetre fini et borné (ou de mesure finie),

n—1
n

(11) |E|"+ < C,P(E)

(ou P(FE) est le périmetre de F). Appliquer Sobolev a la fonction car-
actéristique de FE.

Dans ce cas aussi la constante optimale est connue, et les ensembles
optimaux sont les boules.

De la méme maniere, on obtient aisément les inégalités de Poincaré pour
f € BV(R") (ou dans un domains simple) avec des exposants 1 < p < —+,
a partir des mémes inégalités valables pour f € W1, [Exercice.]
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Avant de passer a une application, énoncons un petit résultat de com-
pacité.

Théoréme. Soient Q) un cube ou une boule (ouvert) de R™, M > 0, et notons
A Iensemble des fonctions f € BV (Q) telles que fQ |IDf| < M et | fQ fl < M.

Alors A est une partie compacte de L*(Q).

Notons que la restriction sur Uintégrale de f (ou quelque chose de sem-
blable) est nécessaire, a cause des fonctions constantes et puisque R n’est pas
compact.

Rappelons que notre ensemble est une partie complete de L, parceque
L' est complet et A est fermé: la condition d’intégrale passe a la limite, et
pour la condition sur la variation, on utilise le théoreme de semi-continuité
inférieure. Il s’agit donc de montrer que A (muni de la distance ||f — ¢g]|1)
est précompact. On se donne donc € > 0 et on doit vérifier que A peut étre
recouvert par un nombre fini de boules de rayon e¢.

On va se contenter du cas ou () est un cube; le cas d'une boule s’y
ramene par changement de variable bilipschitzien, ou en modifiant un peu la
construction avec des ensembles moins propres que des petits cubes. On se
donne 1 > 0 tres petit (a calculer & la fin en fonction de €, et on recouvre @
par des cubes R; d’intérieurs disjoints, de diametre < n. Il en faut un nombre
fini.

Noter qua cause de l'inégalité de Poincaré, [, |f| < | [o fI+ [o|f —
mo(f)| < M +Cq [, |Df| < CoM pour f € A. Alors

(12 = 8) 1/|f|<1/!f|<%M e
= _— —_— our & .
Bl Jo, T RS T IR

On a besoin d’un ensemble fini. Prenons ’ensemble des fonctions ¢ de la
forme

(9) 9= ZO‘lew
J

ClHM
. . . A |R‘7| . .

de fonctions g, mais un nombre fini quand méme. On va d’ailleurs voir que

le fait que la norme de g dans BV puisse étre bien plus grande que M n’a

aucune importance.

ou chaque « est un multiple entier de 1 tel que |a| < . Ca fait beaucoup
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Soit donc f € A donnée. On choisit g comme en (9), de maniere que

|oi; —m;| < n, en posant m; = |R1j| ij f. C’est possible a cause de (8). Et

Hf—glh=§j:/Rj \f—ngEj:/Rj If—ijEj:/Rj jm; — a]

(10) <Cy [ (Rl +0 Y IR

<Oy [ 1Df1+0/al < Cndr +jQ)
J J

par Poincaré sur chaque R;; I’homogénéité joue pour nous, et c’est normal
puisque f est un peu réguliere. Bref, quand on prend 7 assez petit, le membre
de droite est plus petit que €; on en déduit le théoreme. ]

Remarque: il y a plein de variantes de ce genre d’argument; je ne suis
pas stir d’avoir choisi la plus simple. L’argument marche encore pour un
domaine connexe assez général, en travaillant un peu plus la géométrie. Mais
il ne faut pas permettre un domaine qui soit trop pincé par endroits, pour
pouvoir contrdler, y compris localement, la norme L' & partir de f |IDf] et de
I'intégrale de f.

Variante du théoreme: prenons {2 un ouvert borné, et soit A I’ensemble
des fonctions caractéristiques d’ensembles F' dont le périmetre dans €2 est au
plus M. A nouveau A est compact dans L'.

On peut méme prendre les fonctions f € BV telles que |f(z)] < M
presque-partout sur €, et fQ |IDf| < M, avec la méme démonstration.

Démonstration. D’abord, A est encore complet: si f est la limite dans L!
d’une suite {fx} dans A, on peut extraire une sous-suite qui converge presque
partout vers f, et donc f(x) € {0, 1} presque-partout. Le fait que f € BV ()
est encore dii au théoreme de semicontinuité.

Ensuite on fait comme plus haut. Soit € > 0. On se donne n > 0 (a
choisir bientot), et on essaie de recouvrir ) par des petits cubes de diametre
au plus 7 presque disjoints. On en met autant qu’on peut, mais il reste une
partie V' de Q. Malgré tout, |2\ V| tend vers 0 quand 7 tend vers 0 (par
convergence dominée, pour étre un peu paresseux). A part g¢a, on utilise la
méme formule (9), mais on peut se contenter des cubes choisis, et (pour ce
qui est des fonctions caractéristiques) de coefficients «; € [0,1]. Au lieu de
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(10), on a

) I =alh <30 [ 17 =g+ 1R\ VI<CoM + 0/l + |2\ V]
J J

par le méme calcul que plus haut, et on conclut pareil.

Passons a un exemple d’application. On pense a un probleme du type
suivant. On se donne un compact K C R™, et un ouvert borné (c’est plus
simple) V' O K. On cherche un ensemble F' tel que K C F C V, et qui
minimise le périmetre. Bien siir, on pourrait préférer minimiser H"~1(9F),
mais c’est un peu plus compliqué, et il n’est pas certain que ce soit plus naturel
de toute facon. Voir plus bas.

Corollaire. On se donne un ensemble T’ borné de périmétre fini dans R"™, et
aussi un domaine 2 C R™ borné. On note F la classe des ensembles F' C R",
de périmétre fini, et tels que E = T hors de ). Alors il existe E € F qui
minimise le périmétre P(F) dans la classe F.

Dans 'exemple précédent, on choisirait Z de périmetre fini, tel que K C
Z C V, et on choisirait Q =V \ K.

Retour a notre énoncé. Il s’agit d’énoncer un résultat avec des contraintes
de type Dirichlet au bord de €2, sans avoir a parler de traces ni avoir a supposer
que €2 est régulier.

Soit R assez grand pour que ' C B(0, R) et Q2 C B(0, R) aussi. Notons M
I'infimum du périmetre dans la classe F, et soit {F}} une suite minimisante.

Ainsi, le périmetre de F}, reste borné, donc par compacité il existe une
sous-suite (on la notera encore {F}j} dont les fonctions caractérstiques con-
vergent dans L' vers une limite qui est dans I’ensemble A du second résultat
de compacité, c.-a.-d. la fonction caractéristique de F, de périmetre fini.

Noter que E € F, par exemple parceque ’on peut extraire une sous-suite
qui converge vers 1p presque-partout, et puisque 1p, (z) =1 pour x € T \ Q
pour tout k.

Finalement, P(E) < liminfy_, ;o P(Fx) < M par le théoreme de semi-
continuité, ce qui prouve le corollaire. [

Remarque. C’est un peu trop facile. On a choisi le probleme de surface
minimale (ici, la surface de la frontiere) a peu pres le plus facile a résoudre,
en particulier parce que nos surfaces sont des frontieres (en un sens correct)
d’ensembles. Ceci donne de la compacité souvent bien utile.
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On devrait continuer notre étude en voyant quel genre de surface mini-
male on obtient. Il se trouve que c’est possible, et qu’on trouve des ensembles
pour lesquels la mesure dérivée D1p est effectivement bien portée par 9B (a
I'intérieur de €2 seulement; ailleurs on ne controle pas si bien les choses que
ca). De sorte qu’en fait F minimise aussi H"!(JF) localement dans €.

On va maintenant s’intéresser a la régularité (faible) des ensembles de
périmetre fini dans R™. Soit donc £ C R™ un ensemble de périmetre fini,
et notons pour simplifier f = 1g sa fonction caractéristique. Puis soit 0*F
I’ensemble borélien des points x € R™ tels que

(12) / |Df| > 0 pour tout r > 0
B(z,r)
et
Df
(13) v(z) = lim Jo(er)

r—0 fB(x,r) ‘Df|

existe, avec de plus
(14) lv(x)| = 1.

On appelle 0* E la frontiere réduite de E. Les résultats suivants sont dis en
grande partie a E. De Giorgi.

Théoreme 1. Gardons E C R" de périmeétre fini, f = 1g, et 0*E comme
ci-dessus. Alors

(15) |D f|-presque tout x € R™ est dans 0*F,
(16) 0"E C OF,

(17) Df| =Hyh.

(18) 0" E est rectifiable.
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Théoréme 2. Supposons de plus que 0 € 9*E et que v(x) = e;. Posons,
pourr >0ete >0, T, = {x € B(0,r); my >er}, T, = {:1: € B(0,7); x1 <
—er}, et Sy = B(0,7) \ (I, UT,,) = {2z € B(0,r); |z1| < er}. Alors, pour
tout € > 0,

(19) hr%r—”\EmB(o,r) NT. | =0,
r— ’

(20) lir% r~"|B0,r)NT, _\ E|=0,
r— ’

et pour la mesure |D f|,

(21) li_r>l’(l)7“_n+1/ . IDfI=0,
r B(0,7)NTy
(22) i "+ [ Df| = wn s,
r—0 B(0,r)NSy .

oll wy,_1 est la mesure de Hausdorff du disque unité de R™"~!.

On ne va pas tout démontrer, juste faire les remarques faciles. Noter
qu’il y a un peu de redondance dans ces énoncés.

Noter que nos définitions ne changent pas quand on remplace E par un
ensemble équivalent. C’est bien.

Dans le cas d’'un domaine régulier, on retrouve 0*EF = OF et Df =
v|Df| = VH%:}E, ol v est la normale extérieure. Les résultats disent que
c’est un peu pareil dans le cas général.

Si E est un cube, les coins et les arétes ne sont pas dans 0* F (la condition
dans (13) y est violée et les conditions du théoreme 2 sont fausses). Pareil
pour un cusp.

Rien n’empéche d’écrire D f = v|D f| par Radon-Nikodym, avec |v(z)| =
1 pour |D f|-presque tout x. Si z est dans le support de |Df|, il vérifie (12). Le
fait qu’on ait (13) pour |D f|-presque tout x est le théoreme de différentiabilité
de Lebesgue.

Ainsi, |D f|-presque tout = est dans 0*FE, comme annoncé en (15). Le
fait que 0*E C OF est facile, soit directement, soit parce qu’on a déja vu que
support de |Df| est contenu dans OF. Notons d’ailleurs qu’il est assez facile
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de modifier E' sur un ensemble de mesure nulle, de facon que F contienne tous
les points de z € R™ tels que |B(z,r) \ E| =0 pour un r > 0, et ne contienne
aucun point x tel que |B(x,7) N E| = 0 pour un r > 0. Alors 0F C 0*E.

Evidemment il est facile de produire des exemples ou 9*E est bien plus
petit que OF. On peut aussi de débrouiller pour que OF ait une partie non
rectifiable, méme dans le cas plus propre ci-dessus ou 0F C 0*E. En fait,
construire 0*F, par exemple avec des petits carrés, et se débrouiller pour
que O*FE ait un morceau non rectifiable, par exemple un flocon de neige ou
morceau de Cantor.

Apres, on se met dans les conditions du théoreme 2, et on essaie d’obtenir
des informations sur E dans les petites boules. Noter que (21) ressemble a de
la rectifiabilité, si 'on a (17).

Donc, on ne démontre pas le reste (ga prend un certain temps dans Giusti,
méme si je le soupgonne de faire des petits détours). Quand méme, si on
oublie qu’on doit avoir des estimations un peu précises, c’est plus facile a
faire. Supposons par exemple que pour une boule B(z,r), on ait 1’égalité
exacte fB(m’T) Df = VmeT) |Df| pour le vecteur unitaire v. Par exemple,

v = e1. Ca veut dire que les dérivées partielles g—xfi, 1 # 1, sont nulles, donc
par exemple que si ¢ est une petite fonction bosse a support dans B(0,7/2),
[ f(x)dx = [, f(x + h)dz pour tout petit vecteur vertical h. En fait, dans
B(0,7/2), f ne dépend que de la variable x;. En plus, c’est une fonction
caractéristique, et ceci laisse suffisament peu de choix: f ressemble a une
fonction caractéristique de demi-espace. Si en plus on sait qu’on a le méme

type de description pour des boules plus petites et que [ B(a.r) |IDf| # 0, le
plan vertical a la frontiere passe pres de l'origine.

Sauf erreur de ma part, quand on a ceci, il n’est pas trop dur de revenir en
arriere et de vérifier deux choses assez logiques, mais que je n’ai pas justifiées
jusqu’ici. D’abord, pour un ensemble E de périmetre fini, on a que H*(OFE) >
HA(O*E) > Per(E), ou la premiere partie vient de (16), et la seconde de (22)
(et d’'un petit argument de densité).

De plus, si E est tel que HY(OF) < +oo, alors E est de périmetre fini.
Il me semble que pour ceci, on doit pouvoir approximer E par des domaines
dont la frontere est contenue dans une union de spheres (en recouvrant 0F),
puis passer a la limite en disant que ces approximations ont des périmetres
uniformément bornés. J’ai pas vérifié, donc prenez avec un grain de sel. Ce
second résultat permet ensuite de dire que Per(E) < HY(OE) en utilisant le
précédent.
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Disons maintenant quelques mots sur SBV (special bounded variation)
et les résultats d’existence pour la fonctionnelle de Mumford-Shah. Tou-
jours avec un minimum de démonstration. Cette fois on renvoie au livre
d’Ambrosio, Fusco et Pallara.

D’abord, il y a une description de D f quand f € BV. Une premiere chose
est le découpage de |D f| en une partie absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue, puis une partie singuliere. Si ’on garde la notation
Df = v|Df|, cela donne une décomposition Df = V fdx + D,f, ou la par-
tie absolument continue V f dx se calcule effectivement comme différentielle
presque-partout (en gros, par différentiabilité de Lebesgue). Dans la partie
singuliere, on arrive encore a couper en deux. La premiere partie est portée
par un ensemble rectifiable K*, et correspond a un saut de f. C’est ce que
I’on a pour la fonction caractéristique de F de périmetre fini, ou ’ensemble
K™ est la frontiere réduite, le saut est 1, et a lieu dans la direction orthogonale
v. Dans le cas de BV, on autorise aussi un saut j(x) non nécessairement égal
a 1, et qu’on peut calculer comme

j(x) = lim[m (r) —m_(r)],

r—0

1
B it

Cette premiere partie de la partie singuliere de Df est donc du type
suivant:

m4(r) f et Bipy={yeB(z,r); £y — z,v(z)) > 0}.

Dy(x) = 1g-(x) j(z) v(z) dH" 1 (2).

Et il reste un dernier morceau de mesure singuliere, dont on ne dit pas
grand-chose, et qu’on appellera partie cantorienne a cause de ’exemple de la
fonction de Lebesgue (escalier du diable).

Un espace amusant est ’espace SBV (avec S pour spécial) des fonctions
de BV pour lesquelles la partie cantorienne est nulle. Sauf erreur, cet espace
a été introduit et étudié par Ambrosio. Il est aimablement stable par limites,
ce qui lui donne d’agréables propriétés de compacité.

Suite possible: défnition de la fonctionnelle de Mumford-Shah dans le cas
standard, puis version faible, puis description vague de ’approche par SBV
pour 'existence de segmentations minimisantes. Sans doute n’aurai-je pas le
temps d’écrire des notes la-dessus!!
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18. PETITS COMPLEMENTS: LUSIN ET EGOROFF

Ce chapitre devrait normalement se situer plus tot. Il s’agit de dire
deux mots du théoreme de Lusin et de son application a I’existence de grands
ensembles sur lesquels une fonction Lipschitzienne donnée coincide avec des
fonctions de classe C.

Théoréme (Lusin). On se donne un espace métrique localement compact
E (par exemple, E = R"), une mesure finie u sur E, muni des boréliens,
et une fonction f définie sur E, borélienne, et a valeurs dans R™, ou C™,
ou R. Mais si elle est & valeurs dans R, on la suppose finie presque-partott.
Alors pour tout € > 0, il existe g continue (et finie partout), telle que u({z €

E; f(z) # g(2)}) < e,

On commence par quelques réductions faciles. On peut supposer que
f est finie partout (la remplacer par 0 sur un ensemble de mesure nulle ne
change pas la conclusion), puis a valeurs réelles (appliquer I’argument a chaque
coordonnée et avec £/n, puis prendre 'union des mauvais ensembles), puis

méme a valeurs dans | — M, M| (choisir M assez grand pour que pu({x €
E;|f(x)] > M}) < ¢/2), et enfin a valeurs dans [0,1] (considérer [M +
f(@)]/2M.)

Par un argument standard de théorie de la mesure, on peut écrire f =
S 512771, , avec des ensembles Ej boréliens. Les sommes partielles sont

les approximations standard de f par des fonctions & valeurs dans 27FN,
et une maniere d’écrire la somme directement est de dire que pour tout x,
fl@) = 3 ,5,27%1p, est Décriture standard de f(x) en base 2. Et sauf
erreur de calcul, 1g, (z) = e(2¥f(z)) — 2e(2* 71 f(x)), ol e(y) est la partie
entiere de y; d’ou la mesurabilité.

Maintenant, la mesure p étant réguliere, on sait que pour tout k, on
peut trouver un compact K et un ouvert Vi tels que K C Ep C Vi et
(Vi \K}) < ek, ot1 'on peut choisir €, > 0 tres petit, par exemple, g5, = 27 *e.

Par un théoreme de topologie (Urysson, je crois), il existe une fonction
continue g telle que gi(x) = 1 sur Ky, gx(x) = 0 hors de Vi, et 0 < gp(x) <1
sur Vi, \ K. D’ailleurs, ici 'espace est métrique et il est facile de donner une
formule pour gi(x) en fonction de la distance de x au complémentaire de V.
La série ), 2~ % g, converge normalement, et sa somme g est continue. Il reste
a voir que g(x) = f(x) hors d’un ensemble Z tel que u(2) < e.

Mais on peut prendre Z = Ui [V} \ Ki], et utiliser le fait que u(Vy \ Ki) <
k- U]
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Le théoreme a un corollaire facile: la fonction f est une limite simple
presque-partout de fonctions continues. Mais a mon sens c’est moins impres-
sionnant.

Avant le second corollaire, qui concerne les fonctions lipschitziennes,
énoncons le théoreme d’Egoroff.

Théoréme d’Egoroff. Soit (E, A, 1) un espace de probabilité, et soit {¢,}
une suite de fonctions mesurables, disons de E dans R, telle que lim,, _, y oo ¢ () =
0 pour u-preque tout x € E. Alors, pour tout € > 0, il existe F' C E mesurable

tel que w(E\ F) < ¢ et

(1) lim ¢, (z) =0 uniformément sur F.
n——+00

Donc on doit jeter un petit ensemble pour rendre la limite uniforme.
C’est sans doute a cause de cette ressemblance avec Lusin ci-dessus qu’on
confond souvent.

J’ai décidé de prendre une limite nulle pour simplifier, mais bien sur si la
limite avait été une fonction ¢, rien de plus simple que d’appliquer ’énoncé
ci-dessus aux fonctions ¢, — ¢.

Quitte a remplacer les ¢, par 0 sur un ensemble de mesure nulle, et
ajouter cet ensemble a E \ F, on peut supposer que lim, . ¢@n(x) = 0
partout. Posons aj = 27%. Fixons k et notons

AN = {zz: € F; |on(z)| > ap pour au moins un n > N}

pour N > 1. Puisque lim,, o, ¢n(z) = 0 partout, 'intersection (visiblement
décroissante) des An,i est vide. Donc il existe N (k) tel que p(Anpyr) <
g2 k-1,

Ensuite posons Z = U An ()5, €t F'=E\ Z. Alors u(E\ F) = p(Z) <
> (Ank).e) < €, et il ne reste plus qu’a vérifier (1).

On doit montrer que pour tout a > 0, il existe N tel que |p,(z)| < «
pour x € F' et n > N. On choisit k tel que o < a et N = N(k). Alors si
r € F, z n’est pas dans Ay, C Z, donc ¢, (x) < ap < a pour tout n > N,
come souhaité. O

Passons au corollaire sur les fonctions lipschitziennes.
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Corollaire. Soient K C R™ un compact et f : K — R™ une fonction Lips-
chitzienne. Alors pour tout ¢ > 0 il existe g : R — R, de classe C!, telle que
{z € K; f(x) # g(z)} soit de mesure de Lebesgue au plus ¢.

Evidemment, par le théoreme de Whitney on peut supposer que f est
définie sur R™ tout entier.

Ensuite, on peut se contenter de démontrer le théoreme pour f : K — R,
puisqu’ensuite il suffit d’appliquer le résultat coordonnée par coordonnée, et
avec £/m, puis de prendre I'union des ensembles exceptionnels.

C’est bien possible qu’on puisse remplacer le compact par R” tout entier.
Je n’ai pas vraiment essayé ni vérifié dans les livres.

Pour la démonstration, on applique le théoreme de Lusin a la différentielle
de f, que l'on note F' (et qu’on confondra allégrement avec un gradient), et
qui existe presque-partout par le théoreme de Rademacher. C’est une fonction
borélienne (si on écrit ce qu’est une différentielle), mais de toute fagon elle est
égale presque-partout a la dérivée au sens des distributions (on I’a démontré
au chapitre sur la différentiation des fonctions de W1?), donc on pourrait la
modifier sur un ensemble de mesure nulle pour la rendre borélienne.

On trouve donc une fonction continue G (a valeurs dans les applications
linéaires de R™ dans R, qu’on assimile a R™, mais Lusin s’applique quand
méme), qui coincide avec F' = D f sur un ensemble F; tel que |K \ Fq| < ¢/3.
(On met le fait que D f(z) existe pour z € E; dans la définition de E;, comme
cela on n’aura pas d’ennuis).

En plus, on va avoir besoin d’une précaution supplémentaire un peu
désagréable, qui va nous amener a appliquer également le théoreme d’Egoroff.
On sait que pour x € E1, Df(x) existe, ce qui signife que si 'on pose

(2)  n(z) =sup{ly —2[7'|f(y) - f(a) - Df(2).(y — 2)|; y € B(x,27")}

alors ¢, tend vers 0 quand n tend vers 0. Par Egoroff, il existe un nou-
veau borélien Fy contenu dans FEy, tel que |E; \ Ea| < ¢/3, et pour lequel
limy, s 100 @n () = 0 uniformément sur E5, comme en (1). On peut méme
le prendre compact (parce que la mesure est réguliere, donc ceci nous cotite
juste un peu de mesure). Autrement dit, pour tout a > 0, il existe N > 0 tel
que ¢, (x) < a pour x € Fy et n > N. Ou encore, tel que

(3) ly=2|7"If(y)~f(2)=Df(z).(y—=)| < o pour x € By et y € B(w,27").
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Traduisons encore ceci. Posons

ei(r)=sup sup |y—a|"'|f(y) — f(z) - Df(z).(y — @)

reFE> yeB(xz,r)

pour r > 0. C’est une fonction croissante de 7, et (3) nous dit que lim,._,g+ 1(r) =
0. Et en traduisant brutalement la définition de &1,

(4) [f(y) = f(x) = Df(x).(y —x)| < |y — zler(jz —yl)

pour x € E5 et y € R".

Maintenant, comme E est compact et Df = F' = G y est continue, elle y
est aussi uniformément continue, de sorte qu’il existe un module de continuité,
a savoir une fonction e, croissante, tendant aussi vers 0, telle que

(5) |Df(z) — Df(y)| < ez(lx —y|) pour z,y € Fa.

On peut d’ailleurs la changer, si besoin est, pour qu’elle vérifie la condition
(26.5) dans le second théoreme de Whitney (toutes les références qui suivent
concernent le paragraphe 12.d): la remplacer par une fonction comme en
(29.5), qui tend encore vers 0.

Choisissons pour finir un ensemble compact F C Fs, tel que |Es \ E| <
e/3 et donc |K \ E| < e. On applique le second théoreme d’extension de
Withney a la restriction de f a E. Le jet de Whitney d’ordre 1 est donné par
la fonction G (qui coincide avec F' = D f sur FE), et les majorations dans les
hypotheses sont satisfaites avec e(r) = e1(r) + e2(r), grace a (4) et (5).

On trouve une fonction g de classe C!, qui étend la restriction de f & E,
comme souhaité pour le corollaire. On a méme gagné un module de continuité
pour Dg, mais d’un autre c6té ce module, qui vient de Lusin, est sans doute
assez mauvais, surtout quand ¢ est petit. 0
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19. PROPRIETES QUANTIFIEES DE REGULARITE

On va commencer par un petit retour a la régularité des fonctions lips-
chitziennes. On cherche des propriétés mieux quantifiées que la différentiabilité
presque-partout.

On va donner un énoncé dans ce sens (parmi beaucoup), puis on en verra
un bout de démonstration et des petites variantes.

On se donne une fonction f, définie sur R™ (mais ce qu’on va faire pourrait
se localiser). Disons qu’on s’intéresse a I’approximation de f par des fonctions
affines. Noter que la différentiabilité presque-partout est un peu de ce type,
mais on va essayer de mesurer plus précisément.

On se donne un exposant annexe ¢q € [1,+00], et on mesure la proximité
de f aux fonctions affines en posant

1 1 1/q
(1) Yolw,r) =~ inf { o [ |f(y) — aly)"dy}
e racA U|B(x,r)| B(z,r)
pour z € R™ et » > 0, o 'on a noté A la classe des fonctions affines. Pour
q = 400, on fait la modification standard, ce qui donne

(2) toel,r) = inf sup {17(y) — aly)]}.

acA yEB(z,r)
Noter que v, (x, r) est une fonction croissante de ¢, par Holder, et que v, (x,r) <
|| f||zip & peu pres trivialement (en essayant a(y) = f(z)).

Mais la bonne surprise est que, bien qu’on ne puisse pas s’attendre a
ce que Y,(z,r) soit plus petit que C a priori, il se trouve que yq(:z: r) est
souvent bien plus petit, au point que des intégrales du type [ [ vq(x,r)? &4 dz dr
convergent, comme dans les énoncés suivant. On donne d’abord I’énoncé pour
I’espace de Sobolev H!, puis pour les fonctions Lipschitziennes.

Théoréme 1 [Dorronsoro]. Pour 1 < ¢ < % si n > 2, et pour tout

q € [1,+00] si n =2, il existe Cy; > 0 telle que pour f € WH2(R"),
too dx dr
3 / / Yol ) < GV 1B

Corollaire 1. Pour 1 < ¢ < =% sin > 2, et pour tout q € [1,+00] sin = 2,

il existe Cq > 0 telle que pour f € L}, .(R™) telle que Vf € BMO, et tout
cho1XdexER” et r >0,

" o dydt
(@ L] S <l o
t=0 JyeB(z,r)

172



Quelques commentaires avant de parler des démonstrations.

Dans le second énoncé, on peur donc en particulier prendre f lipschitzi-
enne, puisque dans ce cas I'on a vu que f € W _(R"™), avec un gradient V f
borné, et méme ||V f||paro < 2||flliip-

Ces résultats sont en fait des résultats d’orthogonalité, ce qui explique
que le centre de la démonstration passe par une transformation de Fourier (et
je crois qu’il serait bien difficile de faire autrement).

La contrainte sur ¢ est malheureusement nécessaire: il y a des contre-
exemples a pointes dont ’existence est liée au fait que les inégalités de Sobolev
ne sont pas vraies pour tous les exposants. C’est dommage, on aurait préféré
prendre ¢ = +00 méme pour n > 2. Mais on peut montrer que, dans le cas du
corollaire ou la fonction f est lipschitzienne, voo(x,7) < C,(e, 27’)dL+q (avec
C qui dépend de la constante de Lipschitz de f, et pour une démonstration
plus facile, en ne mettant dans la définition de «, que des fonctions affines
qui ont une norme de Lipschitz inférieure & C||V f|| ). Donc on aura quand
méme un certain contréle sur les oo (z,7). Voir la preuve de (6) dans le
prochain chapitre.

Ces résultats ne donnent pas directement la différentiabillité presque
partout, parce que la fonction affine a, , qui approxime bien f dans B(z,r)
peut dépendre de r, mais par contre ils sont agréablement quantitatifs.

La condition du corollaire dit que la mesure ~,(y, t)? % est une mesure
de Carleson sur le demi-espace supérieur. De telles conditions apparaissent
naturellement, pour cause de bonne homogénéité, et sont souvent utiles, typ-
iquement en connexion avec l'espace BMQO. D’ailleurs, sauf erreur de ma
part, la condition (4) (avec un second membre Cr?) est une caractérisation
de la condition Vf € BMO.

On va pouvoir démontrer ces résultats quand ¢ = 2. Pour g > 2,
la démonstration se complique, il faut faire appel a des décompositions de
Littlewood-Paley, et peut-étre méme a des opérateurs d’intégrales singulieres
a valeurs vectorielles, mais bien siir ¢a n’est sensé étre “que de la technique”.
Bien content quand méme de ne pas avoir a le faire ici. Par ailleurs, le résultat
de Dorronsoro est encore plus général, et sert de caractérisation de divers es-
paces fonctionnels.

On va commencer par démontrer le corollaire & partir du théoreme, par
un argument de localisation standard (& = et r fixés, c’est logique que les
choses ne dépendent que des valeurs de f dans B(x,2r)).

Donc on se donne f lipschitzienne, ou méme a dérivée dans BMO, et aussi
xr € R" et r > 0, et on va appliquer le théoreme 1 a une fonction auxiliaire.
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D’abord, on observe que I'on peut ajouter une fonction affine a f, sans rien
changer aux 7, ni au membre de gauche de (4). On peut donc supposer que
MB(z,4ar)) =0 et méme, si Vf € BMO, que mp(z4Vf =0.

On choisit une gentille fonction de coupure @, telle que p(y) = 1 sur
B(z,2r), o(y) = 0 hors de B(x,4r), et 0 < ¢(y) < 1 et |[Vp(y)| < 2r7t
partout, puis on pose g(y) = f(y)¢(y). Commengons par observer que les
deux fonctions v,(y,t), pour f et pour g, coincident sur la région ou y €
B(z,r) et 0 < t < r, de sorte qu’il suffira de montrer que 1’analogue de (4)
pour g est vrai. On élargit carrément le domaine d’intégration a R™ x]0, +o0],
et on utilise le théoréme; on voit qu’il suffira de vérifier que g € W12(R"),
avec

(4) IVgllz < CIIV SIS ou [[Vgllz < ClIVllBmo ™

suivant le cas considéré. Le cas ou f est lipschitzienne est plus facile, donc
parlons seulement du cas ou Vf € BMO. Noter que f € T/Vll’2 avec

oc?

fB(w,47’) IVfI? < C|IVfllLy0r", parce que Vf € BMO et sa moyenne sur
B(x,4r) est nulle. Apres, V(of) = oV f + fVe (faire un peu de théorie
élémentaire des distributions si f n’est pas supposée réguliere, en observant
qu’on peut prendre ¢ de classe C*°). Le premier terme donne une contri-
bution & [|Vg|? inférieure & fB(x,4r) IVfI? < CIVflI5a0r™, comme nous
venons de dire. Le second terme donne au plus

/ P = / F—mpean fI2 < C VI < OV B0 ™
B(z,4r) B(xz,4r) B(xz,4r)

par Poincaré. Donc on a (4) et le corollaire se déduit du théoréme.

Maintenant on va s’occuper du théoreme, mais seulement dans le cas ou
g = 2. On commence par un résultat de la méme veine, mais plus facile, et
qui donnera une idée de la démonstration. On se place en dimension 1 pour
simplifier, mais la démonstration du théoreme 1 contiendra la généralisation
a R”™.
Théoréme 2. Il existe ¢ > 0 telle que pour f € WH2(R),

5 / / S+ 1) + =) = 20 (@) dudt / -

t3

A nouveau, noter qu’on s’attend simplement a ce que, pour f Lipschitzi-
enne, le rapport t 2| f(z +t) + f(z —t) — 2f(x)|? soit borné, alors que (5) dit
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qu’il est bien plus petit en moyenne, puisqu’il est intégrable contre la mesure
localement infinie 429,

Il y a d’autres crlteres du méme genre pour mesurer la régularité (plutot
faible) des fonctions (voir le livre de Stein (Singular Integrals and Differen-
tiability Properties of Functions). L’idée de mesurer ceci en utilisant une
fonction définie sur le demi-espace supérieur R™ x]0, +o00[ (& voir aussi comme
I’ensemble des boules), et aussi classique et fructueuse.

Pour des régularités plus faibles, on pourrait se contenter d’utiliser les
différences simples | f(z +t) — f(z)|, mais pas ici.

Pour la démonstration, on commence par fixer t, et a calculer

- / et t)+ fle— 1) — 2f(x)Pde

par Plancherel. On trouve que
= / F(€)[2 — e — e=2m] g = 4/ |F(©)I?] cos(2mts) — 1]7dg
R R

Ensuite, on note J le membre de gauche de (5), et on intégre (6) contre t~3dt
pour obtenir

(7) J=/I( )t 3dt = //\ff (6)]2 | cos(2mt€) — 1|2 dt d¢

|€1? t

L’intégrale intérieure en dt/t converge, et en plus ne dépend pas de £ (car dt/t
eDst invariante par dilatations), donc il reste J = ¢ [, [{f(€)[?d€ = ¢ [ [V f]*.

On retourne au théoreme 1. Pour f € WH2(R") et (x,t) € R™x]0, +o0],
on doit trouver une fonction affine a, . La chose la plus raisonnable serait
de prendre la fonction affine dont la moyenne sur B(x,t) est la moyenne de f
sur B(x,t), ou, mieux méme, une version adoucie du genre fB(o 1 o(u)f(r+

tu)du, avec @ réguliere et a support dans B(0, 1), et pareillement le gradient
(constant) de ay ¢ est une moyenne adoucie de V f sur B(z,t). C’est ce qu'il
faudrait faire pour le résultat général, mais avec ¢ = 2 on va pouvoir s’en

sortir avec un choix de a, ; moins régulier.

-iéme

Notons e; le j vecteur de base, et pour tout u = (uy, -, u,) € R,

posons

agt(T +tu) = —|—Z [f(x + te;) — f(z —te;)].
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C’est une fonction affine, et on va voir si elle marche. Noter que le gradient
coincide avec celui de f si f est affine. Notons aussi, pour simplifier un
argument du chapitre suivant, que la fonction a est lipschitzienne avec une
constante < /n||f||1ip si f est Lipschitzienne, puisque pour chacune des n

1
coordonnées de Va, on a |8Ta| < Z—t\f(x +te;) — flx —te;)| < || flliip-
j

On fixe t > 0 et u € B(0,1), et on calcule
I(u,t) = / £ (2 + tu) — agi(x + tu)|*dz.

Par Plancherel, I(u,t) = [, |F(€)[2[b(€)[2dE, avec

n
b _ pimtu-§ 1 — M) 2imtEy 21wt
€ = o e - e
J=1
Pour [t£| > 1, on se souviendra juste que b(¢) < 3. Sinon, on utilise un
développement d’ordre 2 des exponentielles. La valeur en 0 est nulle (pas de
contribution de la derniére somme). Pour le terme d’ordre 1, il sort

2imtu - € — Z ?‘7 [2imte; + 2imt€;] =0
Bref, b(¢) < CJt€|?, avec une constante universelle C. Et du coup
B t2 2
® < e e < o [leor s

t21¢1 1+ 24[¢]*

(en distinguant deux cas), puis (pour u fixé)

(9)

_ dt ~ t21¢1? dt
[rnwn T <o [erifOr [ g T i< c [IePfier i< civis

puisque l'intégrale intérieure converge et ne dépend pas de £. Ceci dit, noter
que les constantes C' sont uniformément bornées pour v € B(0,1). Main-
tenant, si J est le membre de gauche de (3) (avec ¢ = 2), il vient

dxdt
t_2 f A t\Z QdZ}
\/CL'GR”' />O |B x t ’ B({E t) ‘ ( ) at( )’ +

dg

dudxdt
= c/ / / t72|f(z + tu) — ag(z + tu)]? uer
zeR™ Jt>0 JueB(0,1)
dxdt
_ c/ {/ / 2t tu) = ag o+ )P Y
u€B(0,1) t>0 JxeRn"
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avec ¢ = |B(0,1)|7! et par Fubini. Pour tout u, 'intégrale intérieure est
au plus C||Vf]|3 par (9), donc I < C||Vf||3, comme souhaité pour le cas
théoreme 1 quand ¢ = 1. ]

On pourrait bien utiliser plus loin la petite remarque suivante. Si f est
Lipschitzienne, la fonction affine qui a été utilisée dans la preuve est elle aussi
lipschitzienne, avec ||al|iip < n||f]|1ip- Pour f est Lipschitzienne, on aurait pu
définir les nombres 7, comme les 7, ci-dessus, mais en spécifiant que dans (1)
et (2), on ne regarde que les fonctions affines telles que ||al||iip < C(n, Q)| flliip
(avec une constante C'(n,q), qu’on pourrait choisir a 'avance. Par exemple,
C(n,2) =n.

On a prouvé que les 75 vérifient aussi ’estimation de Dorronsoro, et en
fait 7, = 7, de toute facon, en tout cas si C'(n, q) est choisie assez grand.

Ceci est en fait vrai pour tout ¢ comme dans le théoreme 1, pour deux
raisons simples La premiere est que, comme dans notre cas de 2, quand on
démontre le théoreme 1, on choisit en fait des fonctions a qui par construction
sont lipschitziennes telles que ||al|iip < C(n, Q)| f||1ip-

La seconde est que de toute facon, si a minimise ou minimise pratique-
ment dans la définition (1) ou (2) de 74(z,7), on peut vérifier qu’elle est
forcément lipschitzienne, avec ||al|ip < C(n,q)||f||1ip- C’est pas bien diffi-
cile: supposons que ||f||;ip = M mais ||a||;;p = AM avec un grand A. En
particulier, il y a une direction e € 9B(0,1) ou la dérivée de a est de taille
AM. Disons, quitte a remplacer e par —e, que la dérivée dans la direction
de e est > AM. Et supposons encore que a(x) > f(x) (sinon, on partirait a
la place dans la direction —e). Alors, dans la boule B(x + 2er/3,r/3), on a
encore a(y) > a(x) + rAM/3 > f(x) + rAM/3 > f(y) + rAM/3 — Ar >>
fly) +rAM/4. Et du coup (je prends la cas ol ¢ < +00; le cas ou ¢ = +00
est plus simple)

1 1 a 1/q
2uten) 2 {ipary [ V) el
1 1

{ F—a}”
- —a

r ’B(xvr)‘ B(xz+2er/3,r/3)

AM { |B(x + 2er/3,7/3)] }1/q _ AM
— 4 |B(z,7)| ~4.3n/4

'V

C’est bien une contradiction si A est choisi assez grand, puisqu’on sait (en
essayant brutalement a = f(z)) que v4(z,7r) < ||f||iip = M.
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Continuons avec le cas des fonctions lipschitziennes, en vérifiant que pour
tout M > 0, il existe C(n, M) telle que si f est lipschitzienne, avec || f||;ip <
M, alors

(10)  Foola,7) < C(n, M)Fs(x,27) 752 = C(n, M) ya(x, 2r) 72

pour x € R™ et » > 0. Donc 7, est défini comme ci-dessus, avec une constante
C(n,2) assez grande pour que la seconde inégalité de (10) soit vraie. Et pour
Yoo (x,7), le plus simple est de prendre la méme constante C'(n,2). J’admets,
c’est un peu compliqué parce que la classe des fonctions affines autoriseées
dépend de f, mai c’est logique aussi.

On pourrait maisément calculer comment C'(n, M) dépend de M. La
méme démonstration donne aussi que Yoo (z,7) < C(n, M, q)%(m,Qr)ﬁ =
C(n, M, q)fyq(:c,2r)q+qr2 (ol Yoo €t 7, sont définis avec la constante C(n,q)
plus haut).

Notons déja que comme on peut essayer a(y) = f(z) dans (2), on trouve
que Yoo (x,7) < CM de toute fagon (rien qu’en sachant que f est Lipschitzi-
enne), donc on peut supposer que Yz (x, 2r) < ¢, avec ¢ aussi petit qu’on veut
(dépendant aussi de M), car sinon (10) est trivial.

Choisissons a affine telle que ||al|;p < C(n, 2)|| fliip €t

W e Lo, 0 @) < )

(comparer avec la définition (1)), posons A = C'(n, M) 2 (z, 27“)”%2, et vérifions
que

(12) |f(2) —a(z)] < Ar pour z € B(x,r).

On en déduira bien que Yoo (z,7) < A, et (10) suivra.

Supposons que |f(z) — a(z)| > Ar pour un z € B(z,r). Posons p =
2(1 4+ C(n,2))M]~1Xr, puis D = B(z,p). Puisque J2(x,2r) < ¢ avec ¢ aussi
petit qu’on veut, on a que p < r, donc D C B(x, 2r).

Par ailleurs, f —a est (1 + C(n,2))M-lipschitzienne (par définition de f
et de a), donc |f(w) —a(w)| > |f(z) —a(z)| — (M + 1)p > Ar — Ar/2 > Ar/2
pour w € D, ce qui donne en intégrant

[ @ ey [ 15) )y = Or/2)71D)

> Cg ' (Wr)*p" = Cg ' 2(1 + C)M] ™" (Ar)**"

(13)
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ou Cy ne dépend que de n. D’un autre coté, (11) dit que

/ 1Y) — aly)Pdy > Cir* oz, )’
B(z,2r)

donc finalement A\2t" < CoC12(1 + C(n,2))M]"F2(z,7)?, ce qui contredit
la définition de A si C'(M) est assez grand. Donc on a (10). [

Donnons maintenant une traduction géométrique du corollaire 1, sans
insister trop. Pour un ensemble fermé E dans R", et lorsque la dimension
entiere d < n a été donnée, on pose

1/q

14 = inf {r ¢ ~9 dist(y, P)1dH"
1) By = ot [ sty P ) )

pour x € E et r > 0, ou 'on a noté P; I'ensemble des plans affines de
dimension d dans R". Pour ¢ = +o00, on note souvent directement

(15) B(x,r) = Poo(T,7) = Pi&fvd sup {r_l dist(y, P)}

Souvent on ajoute la contrainte que P contient x dans (14) et (15). Ca ne
change souvent pas grand-chose.

On pourrait aussi définir §,(x,r) pour x hors de E, mais on ne saurait
pas forcément si 8,(x, r) est petit parce que E est ténu dans B(x,r) ou parce
qu’il est vraiment proche d’'un plan en moyenne. En fait, le bon cadre pour
utiliser les 5, (z,r) avec la définition ci-dessus est quand E est Ahlfors-régulier
de dimension d, ce qui signifie que E n’est pas réduit a un point et qu’il existe
une constante C' > 1 telle que

(16) C ' <HYENB(z,r)) <Cr? pourz € E et 0 < r < diam(E).

Alors, on a également que S, (z,r) < CB,(x,7) < C?*B(x,r) pour 1 <p < q<
+o00, x € E, et 0 < r < diam(F), par (12) et Holder.

Noter que nos normalisations font que fB(z,r) < 1, donc (dans le cas
Ahlfors-régulier) g,(x,r) < C.

Le corollaire 1 permet de controler les f,(x,r) lorsque E est le graphe
d’une fonction Lipschitzienne.

Corollaire 2. Soit f : RY — R"~? une fonction Lipschitzienne, et soit E C
R™ le graphe de f. Soit q € [1,400]. Si d > 2, supposons que q < d2—_d2. Alors
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les nombres B,(x,r) définis ci-dessus vérifient la condition suivante (encore
une condition de mesure de Carleson). 1l existe C = C(||V fl||x,n,d,q) telle
que

(17)

' dH (y) dt
/ / ﬁq(y,t)QM <Cr" pourx € E et 0 <r < diam(FE).
t=0 Jye ENB(x,r) t

[Ici, diam(E) = +o0, mais on écrirait comme ¢a dans le cas général ou E
serait un ensemble Ahlfors-régulier pas forcément borné.|

La démonstration est tres facile. D’abord, sur le graphe E, la mesure
de Hausdorff H? est équivalente & la mesure image de la mesure de Lebesgue
par le paramétrage naturel z — (z, f(z)) de E par R%. Maintenant, si z =
(x, f(x)) € E et r > 0 sont donnés, on se donne une fonction affine a qui réalise
presque U'infimum dans la définition de 7,(z,r) (voir (1) et les commentaires
avant (10)), et on utilise le plan affine P d’équation y = a(x) pour évaluer
By(z,7). 1l s’agit alors de remarquer que pour 2’ = (2, f(2')) € EN B(z,7),
dist(2’, P) < |f(z') — a(z")|, ce dont on déduit que

By(z,1)1 = r_d/ r~dist(2', P)? dH%(2)
(18) ENB(z,r)

<Crt [ ) — ale!) 1’ < CFyfar)'
x'€B(x,r)

par équivalence des deux mesures. Ensuite on integre (18) en tenant compte
de ’équivalence des deux mesures, et on obtient (13). O

Pour des ensembles E Ahlfors-réguliers de dimension d, (13) est I'une
des nombreuses définitions équivalentes de ce que 1'on appelle “rectifiabilité
uniforme”; ainsi, le corollaire 2 dit que les graphes lipschitziens sont uni-
formémént rectifiables (UR). Dans la définition par (13), on a mis I'accent sur
une propriété géométrique de proximité a des plans affines (& mettre en par-
allele avec l'existence presque-partout de plans tangents approchés pour les
ensembles rectifiables), mais il y a d’autres angles d’approche. On a eu un peu
moins de succes avec les histoires de densité (caractérisation de 'UR seulement
en dimension 1 ou codimension 1, si je me souviens bien), ou avec les projec-
tions. Par contre, on a des caractérisations convenables par la continuité sur
L?(F) d’opérateurs d’intégrale singuliere, pas mal d’autres caractérisations
géométriques, et quelques applications. La notion de rectifiabilité simple est
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tres pratique parce qu’on peut prendre des unions dénombrables, mais UR est
plus logique quand on veut un controle quantitatif, d’ou I'intérét d’'UR. Voir
I’exposé de Park City sur mon site pour plus de détails.

L’idée d’utiliser encore ’espace des boules (ici, £x]0, +o00[) pour mesurer
la régularité de E est ici aussi tres fructueuse. Elle est due a S. Semmes dans
ce contexte géométrique.

20. LIPSCHITZ ET BILIPSCHITZ

On va démontrer un résultat amusant de P. Jones, N. Katz, et A. Vargas,
sur ’existence de morceaux bilipschitziens dans une application lipschitzienne.
On le verra comme application du théoreme de Dorronsoro pour rentabiliser,
mais c’est un peu abusif (il y aurait peut-étre eu plus court, quoique notre
preuve par Plancherel ne soit pas tres lourde).

La vraie excuse est 'utilisation, une fois de plus, d’un argument combina-
toire avec des cubes dyadiques, méme si ¢a n’est pas exactement un argument
de temps d’arrét comme j’aurais plutét souhaité pour conclure. Néanmoins,
je trouve 'argument tres rigolo (et il a encore plus de sel quand on connait
I’argument plus compliqué connu juste avant et qui donnait un moins bon
résultat (le corollaire)).

Théoreme (JKV). Pour tout choix de n (dimension entiére) et § > 0, il ex-
iste un entier M = M (n,d), avec la propriété suivante. Soient Qg le cube unité
de R™ et f : Qo — R™ une application 1-lipschitzienne (une normalisation qui
ne cotte rien). On peut trouver M ensembles compacts K1, --- Ky C Qo tels
que: pour tout 7 < M,

(1) |f(z) — f(y)| > 6|z —y| pourwx,ye Kj,
et
(2) H™(f(Qo\U,;K;)) < 20.

Des commentaires d’abord. Ceci n’est vraiment utile que si H*(f(Qo)) >
20, puisque dans ce cas, il reste HY(f(U;K;)) > HY(f(Qo)) — 26 > 0. Dit
un peu autrement, si § > 1/2, le théoréme ne donne aucune information. Et
meéme le corollaire suivant est intéressant.

Par ailleurs, si I'image est petite, il se peut par exemple que f soit affine
tres contractante, et alors, pas question de chercher un morceau bilipschitzien!
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Corollaire. Pour tout § > 0, il existe € = e(n,d) > 0 tel que si f : Qyp — R”
est une application 1-lipschitzienne telle que He(f(Qqg)) > 36, alors il existe
un compact K C Qo tel que |f(x) — f(y)| > dlx — y| pourz,y € K; et
HA(F(K)) > <.

Appliquer le théoreme, qui dit que
(3) > HUFE)) = HUS(Y;K)) = (HU(f(Qo) — 20] > 6,
J

et choisir j tel que H(f;(K)) > §/M. Donc on peut prendre e = §/M, ou
M sort du théoreme.

Si HA(f(Qo)) > 0, il est assez facile d’obtenir un ensemble de mesure
positive surlequel f est bilipschitzienne. D’abord, on jette un ensemble W
de petite mesure (donc il reste encore He(f(Qo \ W)) > 0), et & ce prix on
peut supposer que f est de classe C'. Ensuite on utilise Sard pour dire qu’il
existe un point x de densité de Qp \ W en lequel la différentielle de f est
de rang n (et on peut méme se débrouiller en regardant la preuve de Sard
pour que la différentielle soit bilipschitzienne avec un certain controle). Et un
prend lintersection de @y \ W avec une petite boule centrée en z. Mais ce
qui est bien ici, c¢’est que ’on puisse prouver le corollaire avec une vraie borne
inférieure.

En tout cas, il est assez facile de construire des exemples ou K est
forcément d’intérieur vide: faire plein de petits plis. Ceci semble interdire
une démonstration trop triviale par un argument de compacité.

Passons a la démonstration du théoreme. Soient donc n et § > 0 donnés.
Donnons-nous aussi un tres petit € > 0, a choisir plus tard.

Pour chaque entier £k > 0, notons A, ’ensemble des cubes dyadiques
contenus dans Qg et de coté 27%. Notons Bj, I’ensemble des cubes Q € Ay,
qui n’ont PAS la bonne propriété suivante:
(4)
il existe une fonction affine ag telle que |f(z) — ag(x)| < e27% pour z € 10,/nQ.
On a noté 10,/nQ le cube de méme centre et de c6té 10y/n-27%. On va utiliser
le résultat de Dorronsorro pour démontrer le lemme suivant, qui n’utilise que
le fait que f est 1-lipschitzienne.

Lemme 1. II existe une constante C(g), qui ne dépend que de n et ¢, telle
que

(5) S Y Q< ce).

k QeByg
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C’est encore notre condition de Carleson préférée, sauf qu’ici on n’en a
besoin que pour le cube unité.

Pour pouvoir appliquer le théoreme de Dorronsorro tranquillement, pro-
longeons f a R™ tout entier (mais on n’aura pas besoin ensuite de connaitre
les valeurs de f loin de @p). On peut facilement trouver un prolongement
C-lipschitzien (méme si en fait il existe un prolongement 1-lipschitzien, plus
difficile & construire). Vérifions que si ) € By, alors

1 TL+2

(6) Yo(w, ) > Oy e

pour tout z € @Q et tout r tel que 100/n - 27% < r < 200y/n - 27, et ol 7,

est la variante de s introduite peu avant (10) dans le chapitre précédent, ou

'on approxime seulement par des fonctions n||f||;ip-lipschitziennes.
Procédons calmement par contraposition. Supposons que a(z,r) <

Cy 2% pour un choix de z et de r comme ceci-dessus. Alors Yoo (,7/2) <

cCcy le, & cause de (10) dans le chapitre précédent, et ou C a le droit de

dépendre de ||f||1ip. Par définition, on trouve une fonction affine (et aussi C-

lipschitzienne) a telle que |f(y) — a(y)| < CCy ‘er dans B(zx,r/2). Et comme

cette boule contient largement 10Q parce que € Q et 100/n-27% < r, on

peut prendre ag = a dans (4), donc () n’est pas dans By. Donc on a (6).
Passons maintenant au lemme 1. Noter que les ensembles

(1) Eg={(z,r); z € int(Q) et 100y/n-27% < r < 200y/n - 27*}

associés a des cubes @ différents sont disjoints, puisque pour un (z,r) donné,
r détermine le k tel que Q € Ay, et ensuite () est unique puisque x € int().
Noter aussi que r < rg = 2004/n. Finalement,

DD IICTETS) DD DY AL TR

(8) k Q€EBg k Q€EBg
<t [ S <o)
Q()X(O,’l“o) r

par (6) et le corollaire du théoreme de Dorronsorro. D’ou le lemme 1. ]

Remarque: il y a éventuellement un peu plus direct pour démontrer le
lemme, mais c¢’est assez pratique pour nous de le faire comme ¢a. Dans I’article
initial de JKV, il me semble qu’ils calculaient des coefficients d’ondelettes, et
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démontraient une condition de type Carleson sur les coefficients en question.
Ce qui ressemble un peu.

Notons maintenant C la classe des cubes Q € A = UipAx tels que
H™(£(Q)) < 32 1Q|, et qui sont maximaux avec cette propriété.

Par maximalité, ces cubes sont presque disjoints (si les intérieurs de deux
d’entre eux se rencontraient, I’un serait contenu dans ’autre, comme toujours
pour des cubes dyadiques). Donc

d d
9 H'(f(Ugec@) < 5 101 < 2.
QecC

On choisit une grande constante N, telle que C(e) < JN/2. On pose

(10) Z = {:1: € Qo ; r est dans au moins N cubes de Uy Bk} U [UQec Q}

(10)
H(f(2)) < ’H”({az € Qo ; = est dans au moins N cubes de Uy Bk}) + 375

1 30  C(e) 30
< — — < — <
_NEkQ§eB|Q|+2_N+2_25

par (9), puis le lemme 1, puis le choix de V.

On pose E = Qo \ Z; ainsi H"(f(Qo \ F)) < 20, et il ne reste plus qu’a
trouver au plus M compacts K; qui recouvrent F et sur lesquels f est 51
bilipschitzienne, comme en (1).

Notons H la classe des couples ordonnés (Q1,Q2), ou Q1 et Q2 sont dans
UrBpi, et sont semi-adjacents au sens ou ils sont dans un méme Ag, ne sont
pas égaux, mais ()1 C 104/nQ2 (disons).

Mettons un ordre < sur H, tel que (Q1,Q2) < (Q}, Q%) automatiquement
quand les @); sont dans Ay et les @} sont dans Ay pour un k' > k (les grands
cubes passent en premier). Ceci nous laisse encore beaucoup de choix, mais
ca n’est pas grave.

Notons (Q!, Q%) le l-itme élément de H. Notons k(I) Pentier k tel que
Q! et Q% sont dans Ag. Donc k(I) est une fonction croissante de .

Pour x € Qg et [ > 0, on va définir maintenant un mot «;(z) de longueur
finie, composé de 1 et de 0, et ceci avec les propriétés suivantes:

(2) a;+1(x) commence par o;(x),
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(44) a;(x) est constant sur chaque cube de Ay().

Il va en fait s’agir de coder dans «;(x) l'appartenance ou non de x aux Qli
précédents.

Notons n;(x) la longueur de ay(x). Donc ce sera une fonction croissante
de [.

On prend pour ag(x) le mot vide (par exemple). Supposons ensuite o;(x)
défini, et définissons a;11(x). Il y a plusieurs cas.
(a) On garde a;,1(7) = a(x) si z n’est ni dans Q% ni dans @QJ.

Il reste a définir a1 sur les Qé. Notons oy et as les valeurs constantes de
aq(+) sur Qﬁ et QZQ respectivement. Notons ni et no leurs longueurs respectives

(

(c) Si my > ng, on garde a;yq(z) = oq(z) sur Q! et on prolonge () par
e € {0,1} sur @, ot 'on cloisit ¢ différent de la coordonnée numéro ny + 1
de ny. Comme ceci, on sera sur que ;1 ne commence pas pareil sur Q5 que
sur Q.

(d) Si my < mg on fait pareil qu’en (c¢), mais en échangeant les roles de 1 et 2.

(.
b) Si n; = ng, on prolonge o;(z) par 0 sur @4 et par 1 sur Q)

Ceci termine notre définition des «; par récurrence. Il reste a voir les
propriétés. Les propriétés (i) et (ii) sont faciles (la seconde, par récurrence en
méme temps que la construction). Pour étre franc, on va négliger les frontieres
des cubes, ou alors il faudrait les prendre non fermés et disjoints. Ca n’est
pas grave; noter que si f est bilipschitzienne sur F, elle I’est aussi sur F. On
note que dans les procédures (a-d), on ne sépare pas des points d’'un méme
cube de Ay (et donc encore moins les cubes éventuellement plus petits de

Ap+1)-

Lemme 2. Pour x € E, les a(x) sont de longueur au plus CN.

En effet, la longueur de «;(x) ne change (dans la procédure plus haut)
que lorsque x est dans I'un des deux Qé Il s’agit donc de savoir que ceci
n’arrive pas plus de C'N fois. Mais quand c’est le cas, les deux Qé- sont dans
un By. Et x n’est pas dans plus de N tels cubes (par définition de Z et E), et
chaque tel cube n’intervient dans notre suite de couples (Q1,Q2) qu’au plus
C fois, a cause de la définition de “semi-adjacent”. O]

Passons aux K;. Pour x € E, notons a(x) la valeur finale de (). Et
posons, pour tout mot « de longueur < C'N,

(11) K, ={z € FE;a(r) =a}.
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Il n’y en a pas pas plus de 26N*1: il s’agit encore de voir que f est bilip-
schitzienne sur chaque K,. [Se souvenir qu'on peut remplacer K, par son
adhérence, si nécessaire.]

Soient donc z et y dans K,. Pour chaque k, notons Qr(x) et Qr(y)
les cubes de coté 27% qui les contiennent. Choisissons k tel que 2% /n <
|z — y| < 27%F2,/n. De cette maniere, on est certain que Qg(x) et Qu(y)
sont distincts, et aussi qu’ils sont semi-adjacents avec la définition plus haut
(c’est-a-dire, que Q2 C 104/nQ1).

Si ces deux cubes formaient une paire de H, on se serait débrouillé en (b)
ou (c¢) pour que a(x) # a(y), parce qu’ils ne commencent pas pareil. Donc
au moins un des deux (notons-le Q) n’est pas dans B. Ce qui signifie qu'il
vérifie (4), et il existe une fonction affine a = ag qui est £2~*_proche de f sur
10Q).

Si a est telle que |a(z) — a(y)| > L2 |z — y| et ¢ a été choisi assez petit,
on a prouvé que |f(z) — f(y)| > |z — y| et on est content.

Sinon, il existe au moins une direction de R™ (celle de = — y) ou a
est %—contractante. Par ailleurs, puisque a est si proche de f qui est 1-
Lipschitzienne, on voit que a est (1 + Ce)-Lipschitzienne. On utilise tout ceci
pour montrer que 'image de () par a est contenue dans un objet simple de
diametre < (1 + ¢) diam(Q) et de mesure au plus (1 +¢)" 11—165\Q|.

J’essaie quand méme d’en dire un peu plus. Objet simple, c’est juste
une maniere de dire image d’un cube par une application affine (1 4+ Ce)-
Lipschitzienne. Pour ce qui est du calcul de la mesure de I'image, c’est juste
|Q| fois la valeur absolue du déterminant de cette application a. Qu’on peut
calculer dans une base orthonormée qui commence dans une base par un
premier vecteur e; sur lequel a est %—contractante. Quitte a composer par
une isométrie qui ramene f(e;) dans la direction de e; (sans changer la valeur
absolue du déterminant), on peut supposer que la matrice de a a un bloc de
taille 1 (en haut a gauche) %—contractant, une partie en haut a droite qui
ne compte pas pour le déterminant, et un gros bloc en bas a droite qui est
encore la matrice d’une application (1 4+ Ce)-Lipschitzienne. On en déduit
I’estimation du volume souhaitée. Maintenant la forme simple, ca aide juste
pour dire qu'un Cediam(Q) voisinage de a(Q), ¢a a une mesure qui n’est
pas plus que celle de a(Q), plus Cediam™ *(Q). Je n’ai pas d’autre moyen
intelligent de faire ceci que d’avoir une borne pour la surface, et de la recouvrir
par des boules de rayon Ce diam(Q).

Finalement, par (4), f(Q) est & peine plus grand, donc |f(Q)| < 22|Q)|

(& nouveau, si e est assez petit). On regarde la définition de C juste avant
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(9), on observe que donc @ € C, et on en déduit que @ C Z (par (10)), ce qui
est une contradiction puisque £ = Qg \ Z, et que x,y € E, alors que 1'un des
deux est dans Q).

Ceci termine la démonstration du théoreme. [

Deux mots pour finir des motivations qui pouvaient mener a un tel
résultat. Il s’agissait en gros d’étudier des ensembles qui contiennent dans
chaque boule une partie significative d’image par rotation de graphe lips-
chitzien. On peut imaginer pourquoi le théoreme de JKV ci-dessus peut per-
mettre de prouver que certains ensembles sont de ce type. [Par une variante,
on est ramené a trouver des applications lipschitziennes dont I'image est assez
grande, ce qui est apparament beaucoup plus facile.] Ensuite, il faut se conva-
incre que pour divers problemes d’analyse, on peut obtenir des résultats pour
les ensembles qui contiennent ainsi des morceaux de graphes lipschitziens, a
partir des résultats correspondants pour les graphes eux-mémes. Il se trouve
que ca arrive. Et la raison pour laquelle ca a des chances de marcher est du
meéme type que pour le théoreme de John et Nirenberg: un peu d’information
dans chaque boule peut donner beaucoup d’information globale.

21. LE THEOREME DE REIFENBERG

On va essayer de décrire, et de donner un gros bout de démonstration du
théoreme de Reifenberg dit du disque topologique. En gros, on se donne un
ensemble compact E qui, dans B(0, 10), ressemble assez, dans chaque boule
centrée sur F, a un plan de dimension d, et on en déduit que, dans B(0,5),
cet ensemble a un paramétrage biholdérien par un d-plan. Voyons ca plus en
détails.

L’énoncé dit que pour tout choix d’entiers 0 < d < N et toute petite
constante 7 €]0,1071], il existe € €]0,1072] tel que I'on ait ’énoncé suivant.
On se donne un ensemble compact £ C RY. On suppose que 0 € E et que,
pour tout choix de x € E N B(0,10) et 0 < r < 10, il existe un d-plan affine
P = P(z,r) passant par = tel que
(1)

dist(y, P) < er pour y € EN B(x,r) et dist(y, E) < er pour y € PN B(z,r).

On en déduit qu’il existe une application f : B(0,3) — RY, avec les propriétés
suivantes:

(2) |f(x) — x| < 7 pour y € B(0,3),
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B) A=)z —y[""" <|f(@)— f)| < A +7)|z -y pour z,y € B(0,2)

(la condition biholdérienne, qui d’ailleurs implique que f est un homéomorphisme
de B(0,2) dans son image), et, en posant Z = P(0, 10),

(4) ENB(0,1) C f(ZN B(0,2)) C EN B(0,3).

On commence par des commentaires avant de démontrer un bout du
théoreme.

D’abord, on voit qu’en prenant 7 petit, on obtient one condition biholdérienne
aussi proche qu’on veut du bilipschitzien. Mais Bilipschitz serait faux, car un
flocon de neige, avec angle de base tres petit, est un exemple d’ensemble F
qui vérifie les hypotheses avec d = 1, mais n’est pas localement bilipschitz-
équivalent a un segment, pour la bonne raison que sa longueur est localement
infinie.

I1 découle de (2), (3), et un argument de degré topologique (comme celui
qu’on a évoqué pour la surjectivité locale des applications lipschtziennes avec
une dérivée de rang maximal, quand on a projeté sur un d-plan) que l'image
f(B(0,3)) contient B(0,2). Donc f est un homéomorphisme local.

Souvent on ne donne qu’'une fonction f : ZNB(0,3) — E; ici on a un peu
plus, puisqu’on dit que cette application a un prolongement a ’espace, ce qui
signifie que non seulement F est localement homéomorphe a un d-disque, mais
qu’en plus la maniere dont il est plongé respecte la topologie de RY. Mais
dans ’esquisse de démonstration ci-dessous, on se contentera de construire la
restriction de f a Z (en laissant la seconde étape de prolongement de f).

Reifenberg (Annals of math., 1964) s’intéressait a ceci pour des histoires
d’existence et de régularité d’ensembles et de surfaces minimales.

J’aime le résultat pour deux raisons. D’abord, comme dans le cas de
John-Nirenberg, c’est un cas ou une connaissance vague de F, mais a toutes
les échelles, donne une connaissance bien plus précise que prévu. Autrement
dit, 'hypotheése (1) dans chaque boule ne donne qu’une idée trés vague de
la topologie de E (il pourrait y avoir des trous, ou des boucles, au d’autres
trucs bizarres), mais en fait tous ces mauvais comportements sont exclus par
la méme hypothese a d’autres échelles. Bref, si vous disposez d’une mauvaise
vue qui rend tout un peu flou, mais si vous avez le moyen de zoomer ou vous
voulez et a toutes les échelles, vous pouvez quand méme tout controler.

La seconde raison est que la démonstration est encore un bel exemple
d’algorithme descendant.
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Maintenant passons a la démonstration. Il est assez amusant que le
mouvement naturel (en tout cas le mien) aurait été de chercher une application
de E vers Z, et que 'application f : Z — FE est en fait beaucoup plus facile
a construire.

Donc on veut définir f sur Z, et puisqu’on veut que I'image soit dans
E, l'idée est de pousser les points vers . On ne peut pas le faire bien
directement, mais on va le faire étape par étape, avec une étape a chaque
échelle 27", n > 0, en constatant qu’a chaque échelle E est localement proche
d’un plan, ce qui nous permet de pousser les points dans cette direction.

On aura besoin de partitions de 1'unité a chaque échelle. Donc, pour
tout n > 0, on se donne une collection maximale {x;}, ¢« € I,,, de points de
E N B(0,10), avec la propriété que |z; — z;| > 27" pour i,j € I,,, i # j. On
notera B; = B(x;,27").

Travaillons a n fixé pour l'instant. Par maximalité de I,,, £ N B(0, 10)
est contenu dans I'union des NFZ Pour chaque 1, soitNgz- une fonction bosse
telle que 6; = 1 sur 2B;, 0 < 0; < 1 sur 3B; \ 2B;, et 6; = 0 hors de 3B;. Le
plus simple est de prendre des translations et dilatations d’une méme fonction
bosse de classe C*°, de sorte que |V*(6;)| < Cr2"™* pour tout k > 0 et i € I,,.
Posons

(5) Ey=ENB(0,10) et D, = {y e RY; dist(y, Ey) <27 "}.

Observons que

(6) Ey C U Fz
iel,

donc

(7) D, c | J2B;
iel,

de sorte que

(8) > 0i(y) > 1 sur Dy,

i€l

La somme est aussi inférieure a C', parce que les 3B; sont trivialement de
recouvrement borné, ce qui nous permet de définir
0;(y
(9) 0i(y) = i ~) pour y € D,,.
> jer, 95 ()
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On a alors que

(10) Z 0;(y) =1 sur D,

i€l

et
(11) V¥, (x)| < Cr2™ pour y € D,,.

Voila pour les partitions de 'unité locales. On aura aussi besoin de plans.
Pour ¢ € I,,, on pose P; = P(x,10-27") (donné par (1)), et on note m; la
projection orthogonale sur P;. On aura besoin de savoir qu’il y a une certaine
cohérence sur les P;.

Lemme 1. Sii,j € I, N 1,1, et si 3B; N 3B; # (), alors m; et m; sont si
proches que

(12) i (y) — m(y)| < Ce2™™ poury € 3B; U 3B,

et, en notant Dm; la différentielle de 7; (qui est aussi la projection orthogonale
sur le plan vectoriel paralléle a P;) et pareil pour DT,

(13) |Dr; — Drj|| < Cee.

Notons P/ le plan vectoriel parallele a P; et choisissons une base or-
thonormée ey, ---,eq de P/. Pour chaque k, z; + 27 "¢y est dans P, N 10B;,
donc il existe 2z € E tel que |z; + 27 "ex — 21| < 10e27"T1. En particulier
zr € 10B;, donc il existe wy € P; tel que |wy — 2| < 106271, De méme,
z; € P;,N10B; donc il existe zg € F, puis wg € P; tel que |wo—z;] < 10e27 "2,
Ainsi la différence fy = 2"(wr — wo) est dans P}, et |fi — ex| < 40e. Les fx
sont bien indépendants (si € est assez petit); ils forment une base (presque
orthogonale) de P.

Maintenant on peut vérifier (13) assez facilement. On complete ey, - -, e4
en une base orthonormée de R, et il suffit de vérifier que | D7;(ex)— D (ex)| <
Ce pour 1 < k < N. Pour k < d, c’est facile, puisque Dm;(er) = e et
‘D?Tj(ek) — ek\ < diSt(ek,Pj/-) < |€k: — fk:| < 40¢.

Pour k > d, on doit vérifier que |Dm;(ex)| < Ce, ou de maniere équivalente
que |(ex,v| < Ce pour tout v € P; de norme < 1. C’est assez facile, il faut
juste vérifier que tout v comme ceci est combinaison linéaire des f; avec des
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coefficients < 2. On laisse faire les détails (suggestion: montrer que la matrice
de passage M de la base des fr a une base orthonormée de Pj{ est telle que
M —I| < Ce.

Maintenant qu’on a (13), (2) est facile, puisqu’il se réduit a vérifier que
ITi(y) — mi(y)] < Ce2™™ pour y = x;. Et c’est clair, puisqu’on sait que
mi(z;) = x; et qu'on a vu que dist(z;, Pj) < 20e27". [

Je crois qu’on peut commencer a définir notre application f. En fait, on
prendra

(14) f= lim f,
avec une suite {f,,} définie par récurrence par fy(z) = x et, pour n > 0, par

(15) fn+1 :gnofn

pour des fonctions g,, qu’on va juste définir dans D,,. On verra bientot que ca
se compose bien. En attendant, définissons g,, avec I'idée de pousser les gens
vers /. On prend simplement

(16) gm(y) = > 0i(y)mi(y)

1€l(n)

et c’est pour cela qu’on préfere rester dans D,,.

Pour la suite, on va essayer de ne pas mélanger trop les n et les n+1, mais
des erreurs ne sont pas exclues. Posons Zy = Z N B(0,8). On va démontrer
par récurrence sur n que f, est bien définie dans un voisinage de Z;, que

(17) fn(Zo) C {y € R™; dist(y, By) < C1e27"},
et que
(18) |9n(y) — yl < C2e27" pour y € fn(Zo).

La constante C; ne dépendra que des constantes précédentes (celles du lemme
1 en particulier), et Cy dépendra aussi de Cf.

On commence avec n = 0, pour lequel on sait que fyo(z) = x, donc que
(17) est vrai parce que Z = P(0, 10) reste tout proche de FE.

Supposons maintenant que (17) est vrai a l’ordre n (c’est vrai pour n = 0).
Commencons par observer que f,(Zy) C interieur(D,,) trivialement, donc que
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gn est définie dans un voisinage de f,,(Zy), et f,,+1 est définie dans un voisinage
de Zy. Il nous faudra montrer (18) et (17) pour n + 1.

Soit y € f,,(Zp). Par (17), il existe j € I,, tel que y € 2B;. De plus soit
i € I, tel que 0;(y) # 0; alors y € 3B;, et on peut appliquer le lemme 1 & i et
j. Alors
(19)
gn () =) = | Y 0s(y)[mi(y Ze )i (y) —mi(y)| < Ce2™

el

parce que » .., 0;(y) =1 et par (12).

Reste & estimer |m;(y) — y|. Par (17), il existe z € Ej tel que |z —
y| < C1e27". Evidemment, z € 3B; puisque y € 2B;, donc (1) dit que
dist(z, P;) < 10e27". Finalement, dist(y, P;) < (Ci + 10)e27", |7, (y) —y| <
dist(y, P;) < (Cy + 10)52 " et (19) dit que |gn(y) —y| < (C4 + 104+ C)e27",
ce qui prouve (18).

Supposons maintenant que (18) est également vrai pour m < n, et
vérifions (17) a lordre n + 1. Soit x € Zy tel que z = f,11(x) et posons
y = fa(x). Donc y € fu(Zp) et z = go(y). En sommant (18) et ses
prédécesseurs, il vient

(20) 2 — x| = |fog1(2) — o] < 2Cs¢

et en particulier z € B(0,9) (car Zy C B(0,8)).

Reprenons les notations ci-dessus, en particulier soit 7 € I, tel que y €
2B;. On a encore (19). De plus, 7;(y) € P; N 2B; (puisque P; passe par
z; et y € 2B;), donc dist(7;(y), E) < 10e2™" (par (1)). Donc dist(z, E) =
dist(gn(y), F) < (10+C)e2™™ par (19), ce qui donne (17) avec C; = 2(10+C),
car z € B(0,9) (donc z est aussi proche de Ey que de E).

Ceci termine notre construction des f,, et la vérification de (17) et (18).

Notons qu’en sommant (18), on trouve que

(21) |fm(x) — fu(z)] <2C2e27™ pour m >net x € Zy

donc que la suite {f,} converge, uniformément sur Zj, vers une limite qu’on
notera f. En plus,

(22) |f(x) — x| <2C%¢ pour x € Zj

de sorte que 'on a prouvé (2) (pour la restriction de f a Zj, qui est la seule
chose qu’on définira ici).

192



A cause de (17), f(Zy) C E, ce qui donne aussitot la seconde moitié de
(4)-

I1 nous reste a vérifier (3) (les estimations bihdldériennes) et la premiere
moitié de (4) (la surjectivité locale). On va avoir besoin d’un second énoncé
a vérifier par récurrence.

Posons T',, = f,,(Zy). Cette fois, on va montrer que pour tout n et tout
1 € 1, tel que

(23) 2] <3427"F!

I',, passe a distance < 27719 de z; et coincide sur 3B; avec le graphe dune
fonction Cse-lipschitzienne ; définie sur P; et a valeurs dans Pf.

C’est assez clair pour fy. Soit n > 0, supposons la chose vraie pour n, et
passons a n + 1. Soit ¢ € I, vérifiant (23).

Choisissons k € I,, tel que z; € By; c’est possible parce que z; € E
et par (6). Notons que si z; vérifie (23), alors x le vérifie aussi (a 'ordre
n). Donc I'hypothése de récurrence dit que sur 3By (qui au passage contient
largement 3B;), I';, est un bon graphe lipschitzien qui passe pres de zy.

Noter que I';, 11 = ¢,(['), et que sur I', la fonction g,, bouge les points
de moins de C2e2™" (par (18)). C’est aussi une fonction de classe C°°, et on
va s’intéresser a sa dérivée Dg, dans 3Bj. La formule (16) donne (dans D,
qui par (17) contient un petit voisinage de I';,)

(24) Dgn(y) = > _ 0;(y)Dm;(y) + > DO;(y)[m;(y) — 7 (y)),

Jjeln Jjeln

ou l'on a profité de ce que > .., DO;(y) = 0 pour retirer la “constante”
7k (y). On ne regarde que quand y € 3By, ce qui permet d’appliquer le lemme
1 a ket atousles j € I, qui ont une contribution non nulle. Ainsi, la norme
de la seconde somme est < Ce. Comme |Dm;(y) — Dmi(y)| < Ce (toujours
par le lemme 1), on obtient finalement que

(25) |Dgn(y) — Dmi(y)| < Ce sur 3By,

avec une constante C' qui ne dépend pas de C3. C’est bien, parce que ceci nous
dit que g,, va avoir tendance a raplatir encore les points dans la direction de
Py (ou, ce qui revient en gros au méme a cause du lemme 1, dans la direction
de m;). Les observations qui suivent sont peut-étre un peu pénibles; le but
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en est de vérifier au passage la surjectivité de la projection sur I'image du
graphe.

Par hypothese de récurrence, I',, coincide sur 3B avec le graphe d’une
certaine fonction Cse-lipschitzienne ¢y : P, — Pkl. On parametre le graphe
par la fonction ¥ (z) = z + ¢r(z). Ensuite, on note D = P, N pBy, avec p
juste un peu plus petit que 3, par exemple, p = 29/10. Notre hypothese sur le
fait que I',, passe tres pres de zj, plus la description lipschitzienne, font que
Yr(z) € 3By, pour z € D, ce qui permet d’utiliser (25).

Donc on trouve que sur D, la différentielle de gi o 1 est C'e-proche de
'identité (qui coincide avec Dy, sur I'espace tangent P;, a Py). Et c’est encore
pareil pour la différentielle de la projection ; o g 0 1. puisque le lemme 1 dit
que Dm; — Dy, est petit. En intégrant, on trouve aussi que sur D,

(26) [T 0 gk 0 Yr(y) —y —al < Ce27™,

ou l'on a posé a = 7; 0 gi o Y (xk) — Tk-

Vérifions que |a| < Ce27". Notons que 9x(zr) € By parce que ',
passe pres de xy, donc dist(Yy(z), Pr) < Ce2™" (par (17) et (1)), donc
[Ur(xx) — xx| < Ce2™™ (parce que xy, est la projection orthogonale de ¥y (xy)
par définition de ), donc |gx o Yk (k) — x| < Ce2™™ par (18) et parce que
Yr(zy) € Ty, et finalement |a| < Ce2™" par (17) et (1). Donc

(27) i o gk o Yr(y) —y| < Ce2™™ poury € D.

Par un argument de degré (ou d’homotopie) vu plus haut, on en déduit que
I'image de D par h = 7; o gi o ¥y, contient P; N 3B;. [On se souvient que 3B;
tombe nettement a l'intérieur de 3By, et que D = P, N pBy, avec p = 29/10.]

De plus, le fait que la différentielle de h est sur D est Ce-proche de
'identité implique que h est injective, avec un inverse 2-lipschitzien h~! défini
sur un voisinage de P; N 3B; dans F;.

Finalement on pose 1); = g 01 o h~! sur le voisinage de P;N3B;. C’est
une application Lipschitzienne, donc aussi ¢; = 73" o g 0 9, o h~1. De plus
@, est Ce-Lipschitzienne sur P; N3B;, sa dérivée étant obtenue en composant
celle de 93, o h™1 (qui est 3-Lipschitzienne), puis la composée de Dg;, (qui par
(25) est trés proche de Dmy, et de Dm;) et de Dmi-. En plus C ne dépend
toujours pas de C3 (puisqu’il vient directement de (25) et du lemme 1). On
aura juste utilisé I’hypothese de récurrence pour prouver que h~! est définie
et 2-Lipschitzienne.
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Noter que v; est bien le paramétrage naturel du graphe G de ¢;, au sens
ou m; o v; est bien l'identité, et 7# o; = ;. On aura fini quand on aura
montré que G coincide avec I',, 11 sur 3B;, et qu’il passe pres de z;.

La partie facile: GN3B; C I',,11, parce que si z € G, alors z = ¥;(y)
pour un y € P;N3B;, alors z = g, o o h~1(y). Mais ¢, (h~1(y)) € T, donc
z € Fn_|_1.

Pour la réciproque, on doit faire un peu de chasse aux diagrammes. On
se donne z € I',,11 N 3B;, et on doit vérifier que z € G. Soit y € I'), tel que
gn(y) = z. Par (18), y est tres proche de 3B;, donc il est dans 3By. Ainsi,
y = Y (w) pour un w € P, N 3By.

En fait, comme y est tres proche de 3B;, w € D (sinon 9y (w) tomberait
trop loin de 3B;; se souvenir que 3B, tombe bien a l'intérieur de 3B, et que
1Yk (y)] < (2719 + Ce)2™™ par hypothese de récurrence). On pose £ = h(w);
donc w = h™1(€) (par injectivité), et alors z = g,(y) = gn(VYr(w)) = gn o
Yr o h™H(€) = ;(£). Comme z € 3B; (et m; 0p; = hoh™! est I'identité sur
le domaine de définition de h™1), on en déduit que ¢ € 3B;, et donc z € G
comme souhaité!

Ce qui termine notre vérification par récurrence sur les graphes lips-
chitziens.

On déduit de la description ci-dessous que tout point =z € E N B(0,3)
est a distance au plus 277! de I, = f,.(Zy). En passant a la limite (et en
utilisant la compacité de Zg), on trouve que = € f(Zy), et ceci termine la
démonstration de (4).

Reste a voir que (3) est vrai. On se donne z et y dans Z N B(0,2) et
on essaie de suivre ce qui arrive a x,, — Yn, oU T, = fn(x) et y, = fn(y). Si
|z — y| > 273, disons, alors (22) dit que ||f(y) — f(z)| — |z — y|| < Ce, donc
on n’a pas de probléme pour (3). Supposons donc que |z — y| < 273,

Pour les premieres valeurs de n, |z, —y,| < 27"72. Dans ce cas, il existe
un k € I, tel que x,, et y,, soient tous les deux dans 2By. Comme z € B(0, 2)
et |x, — x| < Ce2™"™ par (22), on a bien (23) pour k, donc x,, et y, sont sur
le graphe de la fonction . Alors les calculs faits plus hauts sont valides, et
en particulier (25).

Pour ne pas avoir a intégrer directement sur un graphe, utilisons le
paramétrage par la fonction ¢, dont la différentielle est C'e-proche de I'identité
(restreinte a Py), de sorte que la différentielle de g,, o 9y, est aussi Ce-proche
de l'identité. [Se souvenir que 7, = I sur P/.] On integre sur un segment qui
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mene de i (x,) & 7, (y,) et on trouve que

190 (@) =gn ()| = 7 (2n) = 71 (yn)]|
= [lgn © Yt © Tk(wn) = g © i © e (yn)| = I () — T () |
< Celm(zn) — 71 (yn)|

puisque z,, = ¥y o mk(y,) et pareil pour y,. On a aussi que |z, — y,| =
[ omk(xy) — ko (yn)| est Ce|mp(zy) — Tk (x,)|-proche de |mg(z,) — 7k (24)],
puisque ¢y est Ce-lipschitzienne. Donc finalement, puisque |z,11 — ynt1| =

[9n(2n) = gn(yn)l;

(28) |Zn11 = Yni1| = |20 — ynl| < Cclzn — yal.
Autrement dit, en posant d,, = |x,, — yn|, on a que

(29) dpy1/dn, € [1 —Ce, 1+ Cel.

Par contre, a chaque étape 27" est carrément divisé par 2. Donc il vient un
moment oll d,, > 2" 2. A ce moment, on décide d’utiliser I’estimation (18),
et en itérant, il vient |f(z) — x,| < Ce2™", et pareil pour y, de sorte qu’en
comparant ||f(z) — f(y)| — dn| < Ced,, (pour cet n 13, que du coup on va
appeler m). Bref, |f(z) — f(y)| est tres proche de d,,, et il ne reste plus qu’a
voir que

(30) (1—71/z -y <dp < (14+7/2)|z —y|'~7 pour x,y € B(0,2)

Pour estimer d,,,, on note qu’a cause de (24), on a (1 — Ce)™ < d,,/|x —y| <
(1 4+ Ce)™, donc |logy(dm/|z — y|)| < Cem. En méme temps, 27 est de
l'ordre de d,,, donc |log,(d,,) — m| < 2. De sorte que, pour commencer par
une majoration,

logy(dm) < logy(|z — y[) + Cem <logy(|z — y|) + Celogy(dm) + Ce,

qui donne log,(d,,) < (1 — Ce)~tlogy(|z — y|) + Ce, pous en prenant des
puissances, d,, < (1+ Ce)|z — y[l_ce, qui bien stir implique la seconde partie
de (30). L’autre morceau se fait pareillement.

Tout ceci termine notre vérification pour ce qui est du paramétrage de
E: pour étendre ce paramétrage a l’espace ambient, on doit compléter notre
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recouvrement de E par un recouvrement avec des boules plus petites de la
partie de R qui est loin de E, et modifier notre définition des f,, et des g,
en ajoutant des termes correctifs (pour ne rien changer sur Z, mais éviter
d’écraser sur F les points qui ne sont pas dans Z par des applications qui
ressembleraient trop a des projections). ]

22. COURBURE DE MENGER ET NOYAU DE CAUCHY

Pas de notes sur ce sujet, mais plan d’exposé possible:

- définition de la courbure

- la formule magique

- le calcul approché de T'(1) en termes de courbure pour les mesures a
croissance linéaire

- la conséquence en termes de caractérisation par la courbure

- un calcul pour dire que la courbure est dominée pour un graphe lips-
chitzien

- le fait que ca caractérise les ensembles uniformément rectifiables (dans
le cas Ahlfors-régulier)

23. REPRESENTATIONS CONFORMES

Observation. Si f : C — C est analytique, avec f'(0) # 0, et si deux
courbes 71 et o de classe C! passent par 0 et y font un angle «, alors f(y;)
et f(72) se croisent en f(0) et y font le méme angle «.

C’est facile & vérifier, puisque f, vue commme application de R? dans
R? a une différentielle, dont I’action est la composée d’une rotation et d’une
homotétie.

Une application conforme est une application d’un domaine de R™ dans
R"™, qui ne change pas les angles (de courbes la ou elles se croisent). Pour
n > 2, il se trouve qu’il y a tres peu d’applications conformes, alors que
quand n = 2, les applications (provenant par Iidentification de R? avec C de
fonctions) analytiques dont la dérivée ne s’annule pas le sont.

On appellera ici représentation conforme une application analytique bi-
jective d’'un domaine de C dans un autre. [Noter que l'injectivité force la
dérivée a ne pas s’annuler, et d’ailleurs que les angles sont doublés, ou plus,
en un point ou la dérivée s’annulle.]

On va rappeler divers fait sur les fonctions analytiques (en dimension
1), pour arriver au théoreme de Riemann sur l'existence de représentations
conformes.
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a. Lemme de Schwarz
On notera D le disque unité ouvert dans C.

Lemme. Soit f : D — D une application analytique, avec f(0) = 0. Alors
|f(2)| < |z| sur D, et en particulier |f'(0)| < 1. De plus, si |f'(0)] =1 ou si
|f(2)| = |z| pour un z € D, alors f(z) = Az pour un A € C (qui est donc de
module 1).

Démonstration classique. On vérifie que g(z) = f(z)/z, prolongée par
g(0) = f(0), est une fonction analytique sur D, pour cause de singularité
effagable en 0. Son module dans B(0,1 — ¢) est inférieur & (1 — &)~ & cause
du principe du maximum et puisque |f(z)| < 1 sur D . Donc en fait |g(z)| < 1
partout, et en particulier | f/(0)| = |g(0)| < 1.

En cas d’égalité, le principe du maximum (appliqué a g sur un disque
fermé assez grand) dit que g est constante, donc f(z) = Az. O

b. Transformations de Mobius
0 Z— 2
Pour 6 réel et 2y € D, on définit 7 = 71y ,, par 7(2) = et? 1—_0.
— Z0R
Lemme. 7y ., est une fonction analytique bijective de D dans D. Et d’ailleurs
toute fonction analytique bijective de D dans D est un 7y ,, .

D’abord, 7y ., est analytique sur ID. Elle a une extension continue au
bord (et méme une extension analytique un peu au-dela).

On peut calculer I'inverse de g ,,. On veut résoudre w = 12__;002, donc
(1 —Zpz)w = z — zg ou encore z(1 + Zow) = w + 2, et donc on trouve que
pour w # —1/Zp, il y a une seule solution, & savoir z = 79, _,, (w).

Noter que quand |z| = 1, le module du dénominateur est |1 — Zpz| =
|Z — Zo| = |z — 20| (en multipliant par Z), donc |7(2)| = 1 pour |z] = 1, et
T envoie le cercle dans le cercle. En fait, sur le cercle, I'inverse de 79 ., est
bien défini (calcul plus haut), et est aussi une transformation de Mobius, qui
donc envoie le cercle dans le cercle. Bref, la restriction de 7 au cercle est une
bijection du cercle.

Ensuite, 7(D) C D, vu que 7(0) = —e2; € D et par le lemme de
traversée des frontieres: si v est un segment qui mene de 0 & un autre point
du disque, I'image de « par 7 ne peut rencontrer le cercle (puisque les soultions
de 7(z) = w, avec w dans le cercles, sont toutes dans le cercle.

Donc dans la formule d’inversion, comme l'inverse aussi envoie le disque
dans lui-méme, on trouve que 7 est est bijective sur D, avec pour inverse la
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meéme composition de rotation et de 79 _,,. Que ne ferait-on pas pour éviter
un petit calcul!

Il reste a vérifier que toutes les bijections holomorphes de D sont des 79 ., .
Soit ¢ un tel isomporphsime. Soit zg = f(0) et posons ) = 7p ., o p. Clest
encore un isomorphisme, et maintenant ¢(0) = 0. Par Schwarz, [¢'(0)| < 1.
Par Schwarz appliqué & 11, [1/'(0)] > 1. Par le cas d’égalité, 1)(z) = €'’z pour

.0
) ez + zg
un § € R. Donc ¢ = 79—, 09, ce qui donne sauf erreur 7(2) = ———— =
1+ 2zpez
02 +e 2 w
e'? ——— = Ton (2), avec z; = —e~ ¥z, O
1+ Zzpez

Exercice (peu intéressant?) On sait donc & cause du lemme que la composée
de deux transformées de Mobius est une transformée de Mobius. Le vérifier
a la main.

c. Lemme de Schwarz, version invariante

Pour pas plus cher que le lemme de Schwarz, on a le résultat suivant, qui
coincide avec le lemme de Schwarz quand zp = f(2¢) = 0.

Lemme. Soit f : 1D — D une application analytique. Alors

f(z) = f(20) Z— 20
(a) TG/ (2) [ pour z,zgp € D
et
f'(2)] 1
(b) = 1f(2)P < T2 pour z € D.

Si de plus il y a égalité avec un z # zg dans (a), ou un z € D, alors f est une
transformation de Mobius.

Pour la démonstration, on pose F' = T f(.,) © f © 70,2, Noter que F’ est
analytique, envoie D dans D, et F'(0) = 7y ¢(5,) © f(20) = 0, donc |F(w)| < |w|
and |F'(0)] < 1.

La premiere conclusion s’écrit aussi, en posant w = 7o 2, (2), |70, f(z) ©
f(2)] < 70,2 (2)], ce qui est (a). Et (b) pour zy est la limite de (a) quand z
tend vers zp, ou s’obtient en disant que |F’(0)] < 1. D’ou aussi la gestion du
cas limite, qui se produit seulement quand F' est une rotation. ]
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d. Familles normales

On va noter H(2) ’ensemble des fonctions holomorphes (ou analytiques,
je dirai les deux indifféremment) définies sur l'ouvert 2 (souvent supposé
connexe) et a valeurs dans C.

Définition. Une partie F de H(f2) est appelée famille normale si pour toute
suite { f.} dans F, on peut extraire une sous-suite qui converge, uniformémént
sur tout compact de §).

La notion dépend évidemment de €2; il sera plus facile d’étre une famille
normale sur un ouvert plus petit. Ainsi, les ¥, k > 0, sont une famille normale
sur B(0,1) (toutes les sous-suites convergent vers 0, mais pas sur un ouvert
srtictement plus grand.

Donc une famille normale est une famille séquenciellement relativement
compacte pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.
La notion est tres pratique, a cause du fait que la topologie en question est
équivalente a beaucoup d’autres, et aussi parce qu’il est facile de trouver des
familles normales.

Il existe une variante de la définition pour des fonctions méromorphes (a
valeurs dans la sphére de Riemann), mais on n’en parlera pas ici.

Proposition. Si pour tout K C Q compact, il existe Cx > 0 tel que |f(2)| <
Ck pour z € K et f € F, alors F est une famille normale.

Plan de démonstration. On commence par recouvrir {2 une famille de
boules. On va noter D I’ensemble des x € ) dont les coordonnées sont ra-
tionnelles, on numérote les x € D, et on note xy le k-ieme élément de D. Bref,
D = {ay; k > 1}. Pour k > 1, on pose i, = 5 dist(zy,C\ Q), sauf si @ = C
auquel cas on prend 7, = 1. Et enfin on pose By = B(xk, k).

Par hypothese, il existe Cy, > 0 tel que |f(2)| < Ck pour z € B(xg, 271).
Du coup, on a aussi que

(lip) chaque f € F est 100;{;7’,;1—Lipschitzienne sur By,

par exemple en utilisant la formule de Cauchy basée sur le cercle 0B(xy, 2rk),
et en dérivant sous le signe intégral.

Soit { f,} une suite dans F. Comme pour tout k, |f,(zr)| < Cj, la suite
{fn(xr)} est bornée, et on peut en extraire une sous-suite convergente. Par le
procédé diagonal, on trouve une sous-suite, qu’on notera encore { f,, }, telle que
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f(zr) = lim, s oo fnu(zk) existe pour tout k. Par (lip), f est 10Cyr(xy) ™ 1-

Lipschitzienne sur D N By, et admet donc une extension lipschitzienne a By,
que 'on notera encore f. On vérifie aiément que

(T‘) UBk:Q

(a cause du choix spécifique de ri; ce serait faux si on avait pris des 7y trop
petits). Du coup, il existe en fait un unique prolongement de f (initialement
définie sur D) a (2.

En fait, par 'argument usuel utilisant la démonstration du théoreme de
Montel, la suite {f,} converge vers f uniformément sur By: pour tout € > 0,
on choisit une partie finie A C D N By, telle que tout z € By, est a distance
< ¢ de A. Alors, pour tout n assez grand pour que |f(a) — fn(a)| < €
pour a € A, on a automatiquement que pour z € By, |f(x) — fu(z)] <
() — fla)| +|f(a) — fu(a)| + |fala) — fu(x)| < 10Ckr; ‘e + & + 10C)T, 'e.

D’ou la convergence uniforme sur Bi. En conséquence, f est analitique
sur chaque By, donc sur ).

Finalement, pour la convergence uniforme sur un compact K C €2, on se
contente de recouvrir K par un nombre fini de By (c’est possible par (r) et
par compacité), et d’utiliser la convergence uniforme sur chaque By. ]

Notons encore que la convergence uniforme sur tout compact de €2, en-
traine bien d’autres choses, comme la convergence uniforme sur tout compact
des dérivées, etc. Ainsi, si F est une famille normale sur , F' = { f's ferF }
est une famille normale sur (2.

e. Domaines simplement connexes

Définition. L’ensemble (2 C R™ est dit simplement connexe quand tout lacet
tracé dans ) est homotope (pami les lacets tracés dans §2) a un lacet trivial.

Le plus souvent, on utilisera ceci pour un ouvert €2, d’ailleurs supposé
connexe. [S’il ne l’est pas, on demande simplement que toutes les composantes
connexes soient simplement connexes.] Lacet trivial signifie lacet constant.
Donc, on demande que pour tout v : T — € continu (et ou T est le tore % (ou
le cercle si vous préférez)), il existe F': T x [0,1] — €, tel que F(x,0) = ~v(x)
pour x € T, et F(x,1) = a pour un a € Q.

Evidemment les spécialistes auront reconnu la condition que 71 (Q2) = {0}.
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Passons aux domaines (connexes) simplement connexes de C, ou la simple
connexité nous permet de trouver des primitives. On utilisera la convention
standard que “domaine” signifie “ouvert connexe”.

Proposition. Soit {2 C C un domaine simplement connexe, et soit f € H(£2).
Alors il existe g € H(QY) telle que ¢’ = f.

Contrexemple ou {2 n’est pas simplement connexe: prendre 2 = B(0, 2) \
B(0,1/2), et noter que f(z) = 1/z n’a pas de primitive, car il faudrait que
localement, f(e =t + Cte.

Rappel rapide sur la démonstration. On se donne zy € €, et on essaie la
formule

(») g(w) = / fpz= [ SeOn O

ou la premiere formule est un abus de langage qui donne une idée de ce qu’on
fait, et ou (pour la seconde formule) v : [0,1] — Q est un paramétrage de
classe C! par morceaux d'un chemin (noté abusivement v dans la premiere
formule) tel que v(0) = zg et v(1) = w.

La vérification importante a faire est que le résultat dans (p) ne dépend
pas du chemin choisi. Une fois cette vérification faite, on montre aisément
que g(z) est holomorphe dans €2, de dérivée f. [Noter simplement que pour
w’ proche de w, g(w') — g(w) = f[O,l] fw+t(w —w))(w —w)dt, diviser par
w’ — w, et prendre la limite.]

Pour la vérification, on doit juste montrer que si v est un lacet de classe
C! par morceaux, fv f(z)dz = 0. Notons également v son paramétrage par
T. Comme 2 est simplement connexe, il existe F' : T x [0,1] — Q tel que
F(x,0) = y(z) pour z € T et F(x,1) = a pour un a € .

Supposons d’abord que v et F sont tous deux de classe C'. On observe
alors que

8s/f (t,5)) OF(t,8) 1y _ /f aF(ZS)ﬁ dt+/f (t,5))

puis on integre par parties (par rapport a t), en observant que justement la
dérivée de f(F(t,s)) est f'(F(t,s)) %. Donc on trouve 0, ce qui signifie
que f7 f(z)dz = [ f(F(t,1)) %dt = 0, comme souhaité.
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Pour passer au cas général on utilise un argument de régularisation de
son choix. Par exemple, mais je pense qu’il y a plus court (et que votre
démonstration préférée du théoreme de Morera le fait) on peut d’abord régulariser
7, et se ramener au cas ou -y est de classe C 1 B

Ensuite, remplacons d’abord F' par F, ou F(t,s) = F(t,0) pour —oo <
t<1/3, F(t,s) = F(t,3s — 1) pour 1/3 <t < 2/3, et F(t,s) = F(t,1) = Cte
pour 2/3 <t < +o00. Juste pour donner de la marge. Ensuite, on remplace
F par une convolution F. = F « e, avec € petit et ou ¢, est par exemple
obtenue a partir d’un produit de fonctions bosses. On laisse le lecteur vérifier
que la convolution a bien un sens sur T x R (ceci revient a vérifier que la
convolution est périodique quand la fonction est périodique). La formule

8F (t,s)
—— 1 =2dt =0
ds / F(E ot
vaut encore, comme plus haut. Pour s = 0, on trouve [, f(F:(t,s)) ana(tt’s) dt =

0 comme plus haut (puisque F.(¢,0) est constante, donc 8F8—(tt0) = 0). Pour

s =1 on trouve oF (t 1)
1))
/ FOE(E, U

qui tend bien vers fT f(v(@))~'(t)dt quand e tend vers 0, puisque pour &
petit F (t 1) n’est plus que la convolution en une variable de (t). Donc
Jo f( '(t)dt = 0, et la proposition s’en déduit. O

Corollaire 1 (existence d’un logarithme). Si 2 est un domaine simple-

ment connexe et f € H() ne s’annulle pas, alors il existe g € H(Q) telle que
ed = f sur Q.

Souvent utilisé directement avec f(z) = z, d’ailleurs. La démonstration
est facile. On choisit une primitive G de 1/f, et on note que la dérivée de e~ ¢ f
est —G'eCf + e ¢ = 0. Donc (par connexité de ), e~“ f est constante.
Autrement dit, e = Cf. On prend g = G + ), ol la constante \ est choisie
telle que e* = 1/C. O]

Corollaire 2 (existence d’une racine). Si () est un domaine simplement
connexe et f € H()) ne s’annulle pas, alors il existe h € H(Q) telle que
= f sur Q.

Prendre h = €9/2, oll ¢ est comme au corollaire 1. 0
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En fait l'existence (automatique) de logarithmes, ou de racines, est équivalente

a la simple connexité de 2. Voir Rudin par exemple, mais on ne s’en servia
pas.

f. Théoreme de représentation de Riemann

Théoréme (Riemann). Soit 2 un domaine simplement connexe du plan,
non vide et différent de C. Soit z € ). Alors il existe une unique application
analytique bijective f :  — D, telle que f(z9) =0 et f'(z9) > 0.

Les autres application analytiques bijective de 2 — I (encore appelées
représentations conformes) sont obtenues par composition avec des applica-
tions de Mobius du disque: si g : 2 — D est une représentation conforme,
on note que go f~! est un ismoprphisme (conforme) du disque, donc est une
application de Mébius 7. Et donc g =go f~lo f =70 f.

L’unicité vient de ce que si de plus g(z9) = f(z9) = 0, il vient 7(0) = 0,
donc 7(2) = Az. Side plus ¢'(zp) et f'(20) son positif, 7/(0) = ¢'(20)/f'(z0) >
0, ce qui donne A = 1.

C’est donc l'existence qui est la plus délicate et intéressante. Noter que
quand 2 = C, on ne peut espérer trouver f, puisque par Liouville les fonctions
holomorphes bornées sur C sont constantes. Revenons a {2 # C. On va obtenir
I'unicité par compacité, en maximisant f’(zg) chez les f € H() injectives
telles que f(€2) C D. On pose donc

(a) F={f€H(Q) : [ estinjective et f(Q) C D}.

Lemme 1. F # 0.

Si € ne rencontrait pas un disque B(a,r), ca serait facile: on prendrait
f(z) = == et le tour serait joué. On va se ramener a ce cas par une astuce.

Notons que par hypothese in existe w € C\ Q. On applique le corollaire 2
pour trouver une fonction racine h, analytique sur €2, telle que g2(z) =z—w.
On va voir que prendre la racine permet d’écarter les bords pour faire de la
place. Penser au cas ou Q@ = C\ Ry.

Notons que g est injective: si z; et zo sont tels que g(z1) = g(22), alors
z1 —w = z3 — w (on prend le carré), donc z; = zs.

Le méme raisonnement dit aussi que si z; et zo dans (2 sont tels que
g(z1) = —g(z2), alors z; = 23, donc g(z1) = 0, ce qui est impossible car alors
0=g(21)?> =21 —w, et w ¢ Q. Bref, g(Q) N —g(Q) = 0.
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Mais g n’est pas constante (elle est injective), donc elle est ouverte, et en
particulier g(€2) contient un disque B(a,r). Mais alors B(—a, ) ne rencontre
pas g(£2), et on en profite pour prendre f(z) = m, qui est bien définie,
holomorphe, et a valeurs dans ID par ce qu’on vient de dire. Il reste a voir
qu’elle est injective, mais c’est clair parceque g ’est. Notons au passage que
g'(z0) # 0 puisque 2¢g(20)9’(20) = 1 (vu que g(2)? = 2z — w), donc aussi
f'(20) # 0. u

Lemme 2. Posons M = sup {|f'(z0)|; f € F}. Alors 0 < M < o0, et il
existe f € F telle que f'(z9) = M.

D’abord, 0 < M < 4o00. Pour la premiere inégalité, on vient de trouver
f € F telle que f'(z9) # 0, donc M > 0. Vérifions maintenant que M < d—1,
ou d est la distance de zg a la frontiere de €. Ainsi B(zp,d) C Q, et si f € F,
la fonction g(z) = f(z0 + dz) est analytique de D dans D, donc le lemme de
Schwarz (dans sa version délocalisée) donne f'(zg) = d~1g’(0) < d~!. Ainsi,
M < d~', comme promis.

Pour tout k > 0, choisissons fi, € F telle que |f}(20)| > M —27%. Quitte
& composer par une rotation, supposons méme que (f’(zg) est un réel positif
et) f'(z0) > M —27%. Puisque les fonctions de F sont uniformément bornées
(par 1), F est une famille normale (sur €2), ce qui nous permet de choisir une
sous-suite (que 'on appellera encore {fx}), qui converge uniformément sur
tout compact de €2 vers une limite f € H(Q).

Notons que f/(20) = limg— 10 f1.(20) = M (les dérivées aussi convergent
uniformément sur les compact, et on sait que M < |f/(z0)] > M — 2% pour
tout k).

Il nous reste a prouver que f € F. D’abord, |f(z)] < 1 sur €2, mais
comme f n’est pas constante (puisque f'(z9) = M > 0), elle n’atteint pas son
maximum sur §2, et donc f(2) C D.

Reste la partie en principe délicate: f est injective. Supposone que zq,
z9 € ) sont distincts, mais f(z1) = f(z2) = £. Soit p petit, et pour j = 1,2,
considérons le lacet v; défini par v;(8) = f(z; + pf) pour 0 € S' (le cercle
unité). Pour p assez petit, c’est un lacet d’indice n; par rapport a &, ol n; est
le numéro de la premiere dérivée non nulle de f en z;. [C’est une propriété
classique des fonctions analytiques non constantes que toutes leurs dérivées
ne peuvent étre nulles en un méme point.] Ce qui signifie que v; tourne n;
fois autour de &, sans d’ailleurs passer par . C’est facile quand on connait
la définition et les premieres popriétés de I'indice, a savoir que 'indice de la
courbe 6 — £ 4 (pf)™ est nj, et que 'indice reste le méme quand on modifie
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un lacet v par homotopie, sans qu’il soit autorisé a passer par £. Dans le cas
qui nous occupe, v;(0) = f(z; + pf) = £+ ¢;(ph)™ (1 + o(p™)), ce qui donne
une homotopie évidente en écrasant le terme o(p™7).

On choisit donc un p assez petit pour que l'indice de v; soit n; > 0, et
aussi que les B(z;, p) soient contenues dans €2 et disjointes. Ensuite, on note
que pour k assez grand, ¥;() = fr(z; + pf) définit encore un lacet d’indice
n; par rapport a {. Et on utilise maintenant le fait que quand c’est le cas,
est dans I'image de B(z;,p) par fr. Autrement, on définirait une homotopie
qui va de 7, & une constante en posant g:(0) = fir(z; + tpf) pour 0 <t <1,
dont I'image ne rencontrerait pas &, ce qui est impossible parce que l'indice
du lacet final constant par rapport a £ est forcément nul. Pour un peu plus
sur le méme sujet (et par exemple qu’en fait I’équation f,,(z) = £ ci dessus
a n; racines dans B(z;, p), voir le théoreme de Rouché, par exemple dans le
livre de Rudin.

Notre contradiction vient de ce que £ € fi(B(z1,p)) N fr(B(z1,p)), con-
tredisant l'injectivité de f. Bref, f € F. O

Lemme 3. Soit f comme au lemme 2. Alors f(z9) =0 et f(Q) =U.

On en déduira le théoreme, puiqu’on sait déja que f est analytique et
injective.

On va a nouveau avoir besoin des transformations de mobius 7, définies
pour o € D par 7,(2) = 7=-.

D’abord, si f(zg) = a # 0, on va voir que g = 7, o f fait mieux que
f. C’est encore un élément de F, puisque 7, est une bijection holomorphe
de D, et de plus |g'(20)| = |74, (f(20))f"(20)| = [7(@)f"(20)] > |f'(20)] car
1f(20)] = M >0et 7'(a) = (1 — |a?)~! > 1. Ceci contredit la définition de
f, et donc f(z9) = 0.

Ensuite supposons que f(Q2) # U, et montrons qu’il il existe h € F telle
que |h'(z0)| > |f'(20)|; on en déduira une contradiction avec la définition de
f, et la surjectivité de f et le lemme suivront.

Soit maintenant o € D\ f(€2), et utilisons a nouveau 7,(z) = {—=. Alors
T © f ne prend pas la valeur 0 (se souvenir que 7, : D — ID est bijective, et
noter que 7,(a) = 0). Donc, puisque 2 est simplement connexe, on peut
trouver g € H(Q) telle que g> = 7, o f sur Q.

Notons s(z) = 22. Ainsi, on vient de dire que sog = 7,0 f sur Q. Posons
encore B = ¢(zp), et essayons h = 73 o g. L’idée est peut-étre encore que
prendre la racine risque d’augmenter la taille de I'image, donc d’augmenter
h'(z9), mais je n’en suis pas totalement certain et on va faire la vérification
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algébriquement. Notons que h est bien holomorphe a valeurs dans [D. De
plus, g est injective, car si g(z1) = g(22), alors g%(z1) = g*(22), ce qui donne
21 = 25 puisque g2 = 7, o f est injective. Donc h € F.

Il reste a calculer les dérivées. Noter que

fzra‘losog=[Tgloswgl]o[mog]=Foh

ot 'on a posé F = 7,1 osoTy . Vérifions que F'(0) = 0. D’abord, 7, -1(0) =

puisque 73(8) = 0. Ensulte s(B) = B2 = g(20)? = 10 © f(zo) = 74(0) p
diverses définition et puisque f(zg) = 0. Finalement, F'(0) = 7,1 0 7,(0) =
comme annoncé. C’est bien, parce que le lemme de Schwarz dit que |F'(0)| < 1
(puisqu’en effet F' envoie D dans lui-méme et n’est méme pas injective (& cause
de s), donc n’est pas linéaire). Finalement,

[/ (z0)| = [F"(h(z0))| [P (20)] = [F'(0)] [h(20)] < |1/ (20)]

h(z0) = T3 09(z0) = 0 par définition de 3, puis parce que f'(zp) = M > 0 par
définition de f; on en déduit la contradiction recherchée. O]

24. LA CLASSE S ET LE THEOREME DE DISTORTION DE KOEBE

On va d’abord s’intéresser aux propriétés de régularité intérieure des
applications f : D — C conformes. Le livre de Peter L. Duren, Univalent
functions (Grundlehren 259, chez Springer) semble bien écrit, et contient bien
bien plus d’informations qu’on peut imaginer. D’ailleurs une bonne partie de
ce qui est ci-dessous en vient. On peut aussi utiliser le livre de Pommerenke.
[Voir les références en page 1.]

a. Les classes S, X, et Y/

On notera
(1) S={fe€H(D); f est injective, f(0) =0, et f'(0) =1}

la classe des applications f : D — C conformes, normalisées. Noter qu’on se
rameéne aisément au cas ou f(0) =0 et f'(0) = 1 par translation et multipli-
cation par une constante. C’est utile de normaliser, car comme on le verra,
S est ainsi une famille normale, c.-a.-d. (séquentiellement) compact pour la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Ici S signifie Schlicht,
ou encore Univalent, mais Schlicht est beaucoup plus smart.
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Voici quelques exemples simples. D’abord,

_1+z
11—z

(2) f(2)

n’est pas dans .S, mais envoie D sur le demi-plan de droite {w; Re(w) > O},
avec la normalisation f(0) = 1. Vérification laissée au lecteur. Ceci seraait
utile si on voulait passer des représentations conformes basées sur le disque
aux représentations conformes basées sur le demi plan. Les choses y sont
parfois plus simples. La fonction de Koebe est

(3) k(z) =2(1—2)"2=2+2224+32% 442 + ...

qui envoie le disque sur le complémentaire de {x eR;z < -1/ 4}. Pour le
voir, on note que si f est comme plus haut, f(2)2—1=[(1+2)*—(1—2)?] (1-
z)72 = 4z(1 — 2)7? donc k(z) =  f(2)? — ;. Ensuite on voit que k est la
composée de f, puis de w — w? qui envoie le demi-plan sur le complémentaire
de l'axe réel négatif, et on retire encore —1/4 pour que k(0) = 0. Fonction

tres utile pour toutes sortes de problemes d’extremas.

De temps en temps, on préfere étudier la version de S pres de 'infini, a
savoir

(4)
¥ = {g analytique et injective sur A = {z € C; |z > 1}; g(2) = 24+bo+b1z~"+... }

ou plutot son petit frere

(5) 2 = {geT;0¢ g(A)}.

On aura besoin de savoir que si f € S, alors g € ¥/, ou g est définie par
inversion:

(6) g(z) = f(1/2)"! pour z € A.

Vérification immédiate que la normalisation est correcte, apres développement
de f(w) en série pres de l'origine. Mais réciproquement, si g € ', f(z) =
g(1/2)71 est analytique sur D\ {0}, puis en 0 (utiliser de développement limité
donné plus haut pour vérifier que la singularité en 0 est effagable), et enfin
f € S (Uinjectivité va de soi, et f(0) = 0 et f/(0) = 1 correspondent & nos
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contraintes sur le développement limité. Noter aussi que si g prenait la valeur
0, f ne serait pas bien définie.

Encore une remarque utile, concernant un moyen malin de construire
de nouvelles fonctions univalentes. Commencons par le cas de S. Soit donc
f € S; on va définir

(7) F(z) = f(z*)'/?

et vérifier que F' € S aussi. On écrit f(z) = zg(z), avec donc g analytique
non nulle sur D, et on note G une racine de g(z2). C’est possible, puisque D
est simplement connexe. Noter que g(0) = 1; quitte & multipler G par —1, on
peut supposer que G(0) = 1 aussi, et maintenant on pose F(z) = zG(z); bien
sir F(2)? = 22G(2)? = 2%29(2%) = f(2?), comme souhaité. Si F(z1) = F(z2),
les carrés sont égaux aussi, donc (par (7) et puisque f est injective), donc
22 = 22 et 21 = d29. En plus, g(2?) est paire, donc G aussi est paire (pres
de 0, G(z) est obtenu & partir de g(z?) en prenant la seule racine proche
de 1; ensuite on passe a D tout entier par prolongement analytique. Bref G
est paire, donc F' est impaire, de sorte que z; # zo donne z; = —zo, donc
F(z1) = 0 et finalement z; = 2o = 0 quand méme. Donc F' est injective. Et
F(0) =0 et F’(0) = 1 par construction, donc F € S.

On peut faire la méme chose pour g € 3'. Cette fois on veut définir
(8) G(z) = g(z*)"/?,

et le plus simple est de se ramener au cas précédent par une inversion, en
prenant F(w) = g(w™2)"1/2 pour w € D puis G(z) = F(z~!)~'. On pourrait
aussi procéder directement, en écrivant G(z) = zh(z), puis en extrayant une
racine H de h(z?) sur le domaine A (qui n’est pas simplement connexe, mais
ici h(co) = 1, ce qui permet de tracvailler sur A U {oo}, ou justement de
maniere équivalente sur DD par inversion), et en prenant G(z) = zH(z) sur
A. Noter qu’il est important que g ne prenne pas la valeur 0, pour pouvoir
extraire une racine carrée.

b. Théoréme de ’aire

Evdemment le résultat ci-dessus utilise de maniere importante I'injectivité
de g.

Théoréme (de 1’aire). Pour g(z) = z + by + Z:z b,z " dans la classe X,
on a
9 > nlbaf? <1

n=1
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avec égalité si et seulement si C\ g(A) est de mesure de Lebesgue nulle.

Posons C, = ¢g(0B(0,7)) pour r > 1; comme g est injective (et donc
sa dérivée ne s’annule pas), C, est un lacet régulier, qui borne un domaine
borné ,. (le complémentaire de g(C\ B(0,r))). Et I'aire de €2, est, par Green
appliqué a la fonction z, dont la divergence est 2,

(10) A(r)://grd)\(z):%/crz-n

ou n est la normale extérieure a 2. On note que z-n = Re(zZn) en notations
complexes, et on trouve

(11) A(r) = %/C Re(zZn) = Re(%/c Edz).

Ensuite on pose

+oo
(12) o = g(rezﬂ) — retf + by + Z bnr—ne—ine’
n=1
et, puisque ¢'(w) =1 — :z nb,w "1
| | | +o0 |
(13) dz = ire? ¢/ (re?)dd = ire®dd — i Z nb,r e~ "0 dg.
n=1

Dans les deux cas, la série converge normalement (convergence d’une série de
Laurent pour des rayons strictement plus grands que le rayon de convergence,
ou, de maniere équivalente apres inversion, convergence de la série entiere
strictement au-dessous du rayon de convergence). L’intégrale dans (11) est
donc une somme double, dont seuls les termes de fréquence nulle restent, de
sorte que

“+oo

1

(14) A(r) = RG(Z /(; Zdz) — 7'('702 — T Z n‘bn|2r—2n
" n=1

(et la partie imaginaire était nulle de toute fagon). Evidemment, A(r) > 0,
. fos +o0 2,.—2n 2 i

— n — . 9

donc on sait déja que > '~ n|b,|°r < 7r“ pour r > 1. Logiquement
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A(r) est une fonction décroissante de r (et cela se voit sur la formule). Sa
limite est m — 7 3725 n|b,|?, mais aussi |C \ g(A)| (mesure d'une intersection
dénombrable décrmssante d’ensembles 2, de mesure finie), de sorte que

+oo
1 1
15 1— bol? == lim A(r) = = |C\ g(A
(15) 3 nf? = 1 iy A(r) = €\ ()]
ce dont on déduit le théoreme. O

Noter que ceci implique aussi que |C \ g(A)| < 7, donc n’est pas trop
gros, ce qu’on retrouvera dans le théoreme de Koebe.

Exercice. Montrer que S est compacte (séquentiellement si vous préférez),
en utilisant le théoreme de 'aire.

c. Théoreme du quart de Keobe

Corollaire (Bieberbach). Pour f(z) = 2+, -, axz"” dans S, on a|as| < 2,
avec égalité seulement quand f est la conjugaison de la fonction de Koebe par
une rotation.

On part de f € S, construit F(z) = f(2%)Y/? come en (7), puis on
applique une inversion pour obtenir G ( )=F ( )l = f(w™?)"Y? dans la
classe ¥'. Mais si f(z) = z+agz? +0(2?), f(w™ ) =w 2—|—a w4 o(w™t) =
w2 (14 aaw™? + o(w™?)) et Gw) =w (1 - Lw ?+ o(w?)), donc by =0
et by = as/2 avec les notations plus haut, de sorte que |as| = 2]b1| < 2, par le
théoreme de ’aire.

S’il y a égalité, on trouve que b, = 0 pour n > 2, donc G(w) = w —
ew=! = w(1l — ew=?), donc

f(w—Q) — G(w)_2 — w—2(1_ez’0w—2)—2 — e—ie[eww—Q(l_eiQw—2>—2] _ e—wk(eww—Q)

Et comme w — w2 est une surjection de A sur D, il vient f(z) = e~ “k(e?2)
sur D, comme promis. ]
Ceci a incité Bieberbach a conjecturer que k est aussi extrémale pour
le choix du n-ieme coefficient, c.-a.-d. que |a,| < n pour tout n, et ceci a
finalement été démontré par De Branges.
On s’intéresse a une conséquence fort utile du théoreme de aire.
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Théoréme (Koebe One-Quarter Theorem). Si f € S, alore f(D) con-
tient B(0,1/4).

A nouveau, k est extrémale, puisque c’est une représentation conforme
de D sur le complémentaire de | — 0o, —1/4]. Evidemment le théoréeme est
faux pour les fonctions qui sont analytiques non injectives.

Démonstration. Soit f € 5, et supposons que w € C n’est pas dans son
image. On veut vérifier que |w| > 1/4. Posons

(16) g(z) = _wfz) pour z € D

- w—f(2)
C’est bien défini (le dénominateur ne s’annule pas), g est injective parce que
f Pest, et g(0) =0 et ¢’(0) = 1 par calcul. Donc g € S, et on va lui appliquer
le théoreme de Bieberbach. Or, pres de 0,

~ w(z4az® 4+ 0(2%)) s 1+ asz+ o(z)
(17) 9(2) = w—2z+0(z) 71— 240(2)

z 1
=z[l+azz+o(2)][1 + ” +o(2)] =2+ (az + ;)22 + 0(2?)
Et on en déduit que |as + 2| < 2, donc || < 2+ |as| < 4 et finalement
lw| > 1/4, comme annoncé. O
d. Théorémes de distortion

Le théoreme de Bienerbach peut étre vu comme une version améliorée du
lemme de Schwarz, dont on va voir des versions délocalisées et des conséquences
pour les représentations conformes. On note encore 7, la transformée de
Moébius définie par

zZ—a

(18) Ta(2) =

- 1—az’
et on va utiliser le fait que pour f € S et a € D,

_ for'()— fla)
) ) = T Py F(a)

est encore dans S. Vérification facile: f,(z) = 0 car 7,(a) =0, et f/(0) =1
parce que (for, 1) (0) = f'(a)/7.(0) = (1—|al?)f'(a) (voir ci-dessous). Pour
la seconde dérivée, notons 7 = 7_,, et calculons

(200 (fora)'(2) = (T'f or)(2) = 7"(2)f o 7(2) + 7' (2)*f" o 7(2)
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et comme

(21) T'(2)=[1—az+a(z —a)](l —az)" 2 =[1—|a|?](1 — @z) 2

puis
(22) 7o (2) = 2a[l — |a*](1 —@z)
on trouve que 7/ (z) = —2a[1—|a|?](1+az) 3, qui vaut —2a en 0. Finalement,

on calcule f/'(0) a partir de (19), puis on utilise (20); on trouve que
(23)
(1 —lal*)f"(a) o (0) = (f o 75 1)"(0) = —2a(f" o 7)(0) + (1 — |a|*)*f" o 7(0)

= —2a(1 — |a]®)f'(a) + (1 — [a]*)* " (a)

et donc

(1 —lal*)f"(a)

f'(a)
Or le coefficient ay correspondant, qui est la moitié de f/(0) est de module
< 2 par Bieberbach. Donc,

o 0=

fd(0) = —2a +

—2@‘ <4

On multiplie par a, et on divise par 1 — |a|? pour obtenir ceci:

Théoréme 1. Pour f € S et a € D,

af"(a) _, _laf

f'(a) 1—al?

4lal

On aime bien f”/f’ parce que c’est la dérivée de log(f’), donc quand
c’est petit f’ est assez stable. Passons & une estimation de f’, en gros obtenue
a partir du théoreme 1 par intégration.

Théoréme 2. Pour f € S et z € D, et en notant r = |z|,

(26)
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Le théoreme 1 donne, rien qu’en prenant la partie réelle,

2r? — 4r zf"(2) 2r2 + 4r
— < < —):-.
1— 12 —Re( f’(z)>_ 1— 12

Noter que f’ ne s’anule pas, ce qui permet d’en prendre un logarithme dans
le domaine simplement connexe D, et si z = re?,

of"@) _ )
o) - e

En prenant la partie réelle, on voit que r%(\ log f'(2)|) est le terme central
de (27). Donc

(27)

2 lo(f'()) =

2r — 4 2r +4

(28) < o)) < L

Comme |log f/(0)| = 0, on integre et on trouve que

o () < oe ()] < o (15

puisque 2r —4 = 3(r — 1) — (r + 1) et pareillement 2r +4 = 3(r+1) — (r —1).
0]

Et on va intégrer une fois de plus pour estimer f.

Théoréme 3. Pour f € S et z € D, et en notant toujours r = |z|,

r r
29 — = < < — .
(20) T SO < g
La borne supérieure est facile: on note que si z = re®?, f(z for O £ (pet®)dp,

on integre la seconde inégalité de (26), et on trouve |f(z)| < I (117))3 dp <
=

La surprise est qu’il faut se donner du mal pour la borne inférieure, qui
correspond a une borne supérieure pour l'inverse.

Si |f(2)] > 1/4, on note simplement que r — jz est une fonction

(1+
croissante de r, qui vaut 1/4 en r = 1, donc l'inégalité est vraie. Donc on

peut supposer que |f(z)| < 1/4, et alors le théoréme de Koebe dit que f~*
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est définie sur le segment [0, f(2)]. On note v I'image de ce segment par f~1,

et on écrit que
= / f(¢)d¢
-

Mais il se trouve que f’(¢)d¢ pointe toujours dans la méme direction (celle
de f(z)). En fait (pour faire les calculs brutalement), si f(z) = pe?’, on
parametre v par y(t) = f~(tpe??), alors
i0
(30) Y (1) = pe’ (f71) (tpe) =
f(y(1))

dt donc f'(¢)d¢ = pet?dt. Ainsi

_ /
et du coup d¢ = d(v(t))'(t)dt = 77 ( (t))

1
“/”? JIdi(¢ /< Tiepr e

\C! d 1t
> [ i atha = [ g

ol 'on a noté dl la longueur sur 7. Au cas ou ce calcul vous déplairait,
essayons de le justifier en revenant au paramétrage par . On écrit donc
f(2) = pe? et on pose y(t) = f~1(tpe'®) pour t € [0, 1]; un peu plus loin dans
le calcul on posera r(t) = |y(t)|. Noter que par (30) v/(t)f'(t) = pe®, donc

== [ Worows [ G0
B Ly r(t) , LI r(t)
- [ et ez [ g o

ot 'on peut méme dire que r(t) est C! parce que v(t) # 0 sur |0,1], vu
que f(0) = 0 et f est injective. Mais bien str ca n’est pas cela qui nous
aurait arrété autrement. En tout cas, on pose r(t) = p dans lintégrale, et
on se souvient que pour les intégrales de Riemann, il n’est pas nécessaire que
r(t) soit injective pour faire le changelent de variable, puis on note qu’une

On trouve que |f(z)| > (14:(18)) (1wllz||)

(31)

primitive de (1J:T7;3 est

comme promis.

T
(1+r)2-
Il se trouve que quand, dans les théoremes ci-dessus, il y a égalité pour un

z # 0, la fonction f est une conjuguée de fonction de Koebe par une rotation.
On laisse la vérification au lecteur.
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Il y a une derniere estimée mentionnée dans le livre de Duren, qui porte
sur |zf'(z)/f(2)|, mais on va essayer de faire sans.

Par contre, disons deux mots de comment on peut se servir de ces esti-
mations. Soit f : U — V conforme bijective, entre deux domaines du plan
différents de C, et soit x € U. Vérifions que

(32) i |f/(z)| dist(z,0U) < dist(f(x),0V) < 4|f'(z)| dist(z, OU).

On pose D = dist(x, U
f(x + Dz)

o) = 52— fta

isation. On trouve que g(ID) contient B(0,1/4), ce qui signifie que f(B(z, D))

contient B(f(x), D|f'(x)|/4). En particulier, dist(f(z),0V) > D|f'(x)|/4,

la premiere inégalité de (32). Mais le méme résultat appliqué & f~! donne

dist(x, 0U) > dist(f(x),0V)|f'(x)|~1/4, ce qui est la seconde inégalité.

Supposons que 'on définisse la distance hyperbolique sur U par

—

et on applique le théoreme de Koebe a la fonction
, qui est bien dans S parceque ¢’(z) = 1 par normal-

D
|/

\—//\\-/

dy(z,y) = inf { / dist(¢,0U) "1 ; 4 est un chemin C! dans U qui va de x & y}
gl

(ce qui n’est sans doute qu’équivalent a la formule usuelle), alors les représentations
conformes préservent la distance hyperbolique a une constante 4 pres. En ef-

fet, si v : [0,1] est un chemin C! dans U qui méne de z & y, et si f: U —V

est conforme (et bijective), alors f o+ est un chemin C! dans V' qui meéne de
f(x) a f(y), et par exemple

dy (f(2), f(y)) < / dist(¢,0V) ! = /[ (o5, 0V) 7 (F o) (e

foy

- /[ S 050, 0V) 1 GO 0

<4 / dist(v(£), OU) |/ (¢)d.
[0,1]

donc en prenant la borne inférieure sur v, dy (f(z), f(y)) < 4dy(z,y). On
obtiendrait que dy (f(z), f(y)) > dy(x,y)/4 en considérant f~!

Ce genre de considération est assez utile des qu’on manipule des représentations
conformes.
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25. EXTENSION AU BORD DE LA REPRESENTATION CONFORME

On va démontrer un gros bout du résultat suivant, qui je crois est un
théoreme de Carathéodory (voir le théoreme 2).

Théoreme 1. Soit 2 C C un domaine borné simplement connexe, dont la
frontiére est une courbe simple 7, et soit f : € — D une représentation
conforme. Alors f s’étend par continuité en un homéomorphisme de ) dans

D, dont la restriction a 02 est un homéomorphisme de OS2 dans le cercle unité.

On verra des choses un peu plus précises, mais quand méme on évitera de
parler de certaines pathologies a la frontiere. On va suivre la démonstration
donnée dans Rudin. On commence par un lemme sur H°.

Lemme 1. Soit f : D — C une fonction analytique bornée. Alors la limite
f(0) = lim,_, f(re?) existe pour presque-tout § € R, et de plus,

~

1) f(rei®) 1/ (0 — ) (6)do
[0,27]

" or
pour 0 <r < 1etyeR, ou P.(0), le noyau de Poisson, est donné par

B 1—1r2
1 —2rcosfh +r2

(2) P.(0)

Pour l'instant, on laisse la démonstration du lemme 1 en suspens, que
vous connaissez sans doute. Noter que le lemme est vrai non seulement pour
les fonctions analytiques bornées comme ci-dessus, mais pour les fonctions de
H?' (c.-a.-d., analytiques et telles que ||f||z, = L sup / | £(re'?)|dd est

2T o<r<i [0,27]
fini). Mais la c’est un peu plus délicat. Voir le prochain chapitre.

Et maintenant on va regarder comment se comporte la représentation
conforme f : Q — D pres des “points frontiere simples”.

Definition. Un point a de 02 est dit simple si pour toute suite {z,} de
points de €2 qui tend vers a, on peut trouver un chemin continu vy : [0, 1[— €,
et des temps 0 < t1 < ---t,, avec lim,, 1 t,, = 1, ¥(t,,) = 2, pour tout n,
et lim;_,1 v(t) = a.

Bref, on peut trouver une courbe (a savoir ([0, 1[) dans 2, qui passe
par tous les z, (dans l'ordre) et se termine en a. Ce n’est pas le cas, par
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exemple, si 02 contient un segment, avec acces des deux cotés, et a est au
milieu du segment. Plus grave, on peut construire des morceaux de frontiere,
avec des peignes, qui ne sont pas accessibles du tout. Et dans ce qui suit, on
ne s’occupera pas de ceux-ci.

Dans ce qui suit, 2 est simplement connexe borné et f : Q@ — D est
une représentation conforme. Noter que supposer {2 borné est souvent moins
grave qu’il n’y parait, parce que si C \ Q contient un disque B(a, ), on peut
considérer I'image de Q par z — ——, qui est borné. On peut aussi essayer

z—a’
d’écarter par une application racine.

Lemme 2. Sia est un point frontiere simple de €2, f(a) = lim,cq..—aq f(2)
existe et est dans 0D.

On notera g : D — € la réciproque de f. C’est une application analytique
bornée injective.

Supposons que la limite n’existe pas. Donc il existe une suite {z,} dans
2, qui tend vers a, mais telle que {f(z,)} n’ait pas de limite. Comme cette
derniere est une suite bornée, elle a au moins deux points d’adhérence, x( et
x1, donc en fait, quitte a passer a une suite extraite, on peut supposer que
{f(z2)} converge vers xg et {f(z2,41)} converge vers x;.

La définition d’un point simple donne un chemin v associé a la suite
{2, }, dont 'image I = f o~y oscille entre z( et z1, ce qui donnera bientdt une
contradiction.

Posons K, = g(B(0,r)); c’est un compact contenu dans 2, donc, puisque
lim; 1 y(t) = a, il existe t(r) tel que v(t) ¢ K, pour ¢t > t(r). Autrement dit,

(3) lim |(¢)] = 1.

t—1

Noter que ceci vaut aussi sans supposer que lim,cq. ., f(2) n'existe pas, et
donnera le fait que |f(a)| = 1. Noter aussi que |xg| = |z1| = 1, par (3).

Soient maintenant J; et J; les composantes connexes de 0B(0, 1)\{xo, 21},
en choisissons #; € J; et 65 € J,. Supposons d’abord que pour tout choix de
01, le segment [0, 76;] rencontre I'([t2,, t2n+1]) pour une infinité de valeurs de
n.

Alors les points d’intersections (notons-les y,,) tendent vers le cercle (&
cause de (3)). Pour presque tout 6y € Ji, g(yn) (pour cette sous-suite) tend
vers la limite radiale de g au point 6 (qui existe grace au lemme 1). Mais par
ailleurs, y, = f o y(sy,) pour un s, € [ton,ton+1], donc g(y,) = v(s,) tend
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vers a par définition de . On a donc montré que la limite radiale de g — a
est 0 presque-partout sur .J;. Posons

(4) G(2) = | [lg(ze**"/™) —a]

ou m est un entier qu’on choisit assez grand pour que 'union des e2ikm/m .
1 < k < m, contienne 0D. C’est encore une fonction analytique bornée sur
D, et par choix de m, ses valeurs au bord sont nulles presque partout. Par le
lemme 1, comme G(z) se calcule a partir de ses valeurs au bord, G(z) = 0 sur
D. Donc I'une au moins des g(ze**™/™) — g a une infinité non dénombrable
de zéros, donc est nulle. Alors, g = a, ce qui contredit son injectivité.

Donc il existe au moins un 6y € Jp tel que le segment [0, r01] ne rencontre
[([tan, t2n+1]) que pour un nombre fini de valeurs de n. Par le méme argu-
ment, on peut trouver 0y € Jo tel que [0, rfs] ne rencontre I'([toy,, tanr1]) que
pour un nombre fini de valeurs de n. Cependant, vérifions que pour n assez
grand, l'arc I'([tay, ton+1]) doit rencontrer [0, 761]U [0, r601]; on en déduira une
contradiction. C’est facile: on peut construire (a la main!) une fonction con-
tinue sur D qui est > 0 du coté de x¢ de [0,701] U [0,761], et < 0 du coté de
x1. Alors I'(t) change de signe entre f(z2,) = f o Y(t2n) = ['(t2,) (qui tend
vers 7o) et f(zan+1) = I'(tan41) (qui tend vers x1). Cette contradiction finale
montre l'existence de f(a). Le fait que |f(a)| =1 vient de ce que, si {z,} est
une suite dans € qui tend vers a, f(z,) tend vers f(a), et en méme temps,
|f(zn)| tend vers 1 par la preuve de (3). ]

Lemme 3. Si ay, ay € 9N sont des points simples distincts, alors f(ay) #
f(az) (ou bien sir les f(a;) sont définis au lemme 2).

Choisissons, pour j = 1,2, une suite {z;,} dans Q qui tend vers a;, et
un chemin v; comme dans la définition d’un point frontiere simple, et posons
I'; = fory;. Ainsi, lim; 1 v;(t) = a; et en particulier il existe typ < 1 tel que

) () — 32(2)] > 5 lax — o

pour tq,ts > 1g.

Supposons que f(a1) = f(a2) = &. Notons que I'1 ([0, to]) UT'2([0, to]) est
compact dans (2, donc ne rencontre pas B(&, p) pour p assez petit. Cependant,
lim¢_,1 I'j(t) = f(a;) = & pour j = 1,2 (puisque lim;_,1 v;(¢) = a;), donc T';
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rencontre 0B(, p) en au moins un point w; (par le lemme de passage des
frontieres), et du coup w; = I';(¢;) pour un t; > ty. En particulier,

J9(1) = glwa)| = I (82) = 72(82)] = 5 lon = al

par (5). Mais |g(w1) — g(ws)| < Jy, l9'(2)/dI(z), en notant d(p) = DB(0, 1)1
OB(&, p) Varc de OB(&, p) qui est contenu dans le disque. Par Cauchy-Schwarz
et puisque la longueur de d(p) est inférieure a mp,

g(wn) — glwz)® < mp /8 W Pa)

En divisant par p puis en intégrant pour 0 < p < pg (assez petit), il vient

(6) 1 pPo dp pPo
oo = Z|0L1_a2|2/ 4 <7r/ | lie@pae == 19'(=) P\ (2)
8(/)) QﬁB(éva)

Or il se trouve que l'intégrale de droite converge, puisque pour tout r < 1
[ PG = [ det Jy)ldAE) = [o(BOn)| < 192 <+
B(0,r) B(0,r)

ol J,4(2) est le déterminant jacobien en z de l'application g, et parce que 2
est borné. Ceci termine la démonsration du lemme 3. O

Il reste a prouver un morceau du théoreme. On ne vérifiera pas que 90f2
est une courbe de Jordan, alors tout point de 0f2 est simple, et on va continuer
a partir de la. Donc on suppose que tous les points de 0€) sont simples, et le
lemme 2 donne une extension continue Q dans D.

Cette extension est continue: si {z,} dans Q tend vers z, on peur rem-
placer chaque z,, € 9§ par un z,, € Q tel que |z, — 2, | +|f(zn) — f(2))] <277,
et obtenir que f(z) = lim, o f(2)) = lim, 100 f(2n)-

Elle est injective, par le lemme 3 et le fait que |f(z)| = 1 pour z € 91.
Elle est surjective, car 'image est compacte et contient D. Enfin la réciproque
est continue, comme toujours pour les réciproques de bijections continues sur
des compacts. Et cette réciproque est une extension de g, bien siir, donc est
conforme sur D. ]

Un point génant de notre hypothese de simplicité est qu’elle écarte le cas
ou 0f2 est lisse, mais avec acces des deux cotés. On peut souvent se débarasser
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de ce probleme en dédoublant la frontiere, par application d’une application
racine.

Notons également que si {27 et {25 sont bornés, simplement connexes, avec
des frontieres composées de points simples, les représentations conformes de
Qq sur €2y s’étendent également en des homéomorphismes des adhérences:
on se contente de passer par le disque unité et composer deux applications
conformes.

Et maintenant, un résultat sur les courbes de Jordan (pour ce qui suit,
j'utilise Pommerenke).

Théoréme 2 (Carathéodory). Soit f : D — ) une représentation con-
fonze. Algrs f a une extension continue et injective (donc qui est un homéomorphisme
de D sur () si et seulement si 0§ est une courbe de Jordan (un lacet simple).

Ici on peut voir {2 comme un domaine de la sphere de Riemann C, mais
pour simplifier, on va supposer que €2 est un domaine borné de C. On ne va
peut-étre pas tout démontrer, mais je vais essayer d’en écrire (recopier) un
bout.

Théoreme 3. Soit f : D — () une représentation conforme, avec €} borné.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) f a une extension continue a D;
(b) 02 est ('image) d’un arc (continu);
(c) 0N) est localement connexe;

(d) C\ Q est localement connexe.

C’est bien, parce que ca sera assez facile, modulo un peu de topologie
qu’on passera.

En particulier, (b) implique (a) dit que si on peut paramétrer 92 par
un arc (pas de forcément manieére injective!), la valeur au bord de f le fait
automatiquement.
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Cette fois, on autorise des courbes bordées des deux cotés par €2, qui
donneront des paramétrages non injectifs.

Un ensemble fermé E est dit localement connexe quand, pour tout € > 0,
il existe § > 0 tel que, pour tout choix de a,b € FE tels que |b —a| < 6,
il existe un compact connexe H,; de diametre < € qui contient a et b, et
H,, C E. On exclue ainsi les bords de peignes. Peut-étre qu’on devrait dire
“uniformément localement connexe”. Et on aura besoin de savoir que

(7) si y:[0,1] — R™ est continu, ([0, 1]) est localement connexe.

En fait, c’est encore vrai pour I'image () d’un compact localement connexe.
On se donne € > 0. On commence par trouver d; tel que |f(z) — f(y)] < /2
des que |xr — y| < 01 (par uniforme continuité de f). Puis on recouvre I par
un nombre fini de boules (ouvertes) B; de rayon d2, ol d est assez petit pour
que si p,q € Ej, il existe un compact connexe H, , de diametre < §;, contenu
dans I et qui les contienne.

Les K; = f(B;) sont compacts, de diametres < /2, et recouvrent f(I).
Prenons 0 < 01 assez petit pour que si K; et Kj sont disjoints, ils soient a
distance > 0. Et donnons-nous a,b € f(I). Donc a € K, et b € K}, pour
certains j et k. Et par définition de d, K; rencontre K}, en un point c. Alors
a=f(z),b= f(y), c= f(z) = f(w), avec 7,2 € B; et y,w € By. Le connexe
recherché est f(H, .) U f(Hy w)- O

Commencons maintenant la démonstration du théoreme 3.

Pour “(a) implique (b)”, on utilise 'arc t — f(e*™). On sait que w =
f(e2™t) € Q; vérifions que w € . Sinon, w € €, et il existe z € D tel que
w = f(z). Alors, f étant ouverte, si B est un petit disque centré en z contenu
dans D, f(B) contient B(w,p) pour un p > 0. Par injectivité, f(D \ B) ne
rencontre plus B(w, p), et w ne peut lui étre adhérent. Cette contradiction
montre que f(0D) C 9. Mais f(0D) contient 9, car f(D) est un fermé qui
contient Q, donc f(D) contient dQ, et par ailleurs f(D) = Q ne rencontre pas
9. Bref, I'image de t — f(e*™) est bien 9.

Pour “(b) implique (c¢)”, on utilise juste (7).

Pour “(c) implique (d)”, on se donne € > 0, et on choisit § > 0 comme
dans la locale connexité de 0€2. On se donne a,b € C\ 2, avec |b — a| < 4.
Si [a, b] ne rencontre pas 0f2, il est contenu dans C \ ©, et c’est le compact
connexe désiré. Sinon, on prend 'union de [a, ¢], ou ¢ est le premier point de
[a, b] qui se trouve dans OS2 (existence facile), de b, d|, ou d est le premier point
de [b, a] qui se trouve dans 0, et d’'un compact connexe de 02 qui contient
c et d. On vérifie que c’est un connexe et que son diametre est au plus 3e.
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[l reste “(d) implique (a)”, le morceau qui demande une vraie démonstration.
On fixe z € D, disons avec |z| > 1/2, et on veut controler le diametre de
I’image des petits disques centrés en z.

Notons C(r) = DNOB(z,r) pour r petit. Ici, c’est simple, C(r) est un arc
de cercle. On veut trouver des rayons tels que [(r), la longueur de f(C(r)),
soit petite. Or

= /cm ldr < {mr /C(r) \f’(z>l2dZ(z)}1/2

(C’est en gros le calcul fait au-dessus de (6)), donc pour p petit,

/p / /cm 2)fdi(z) < 1F(D N Bz Vo)l < 19

par le calcul de Jacobien de (6). Ce qui permet, par Markov, de trouver
r € [p,+/p] tel que

iy <ol AT g og(1/)

Bref, ce qui nous intéresse est que r € [p,/p] et I(r) < 6(p), avec un 6(p) qui
tend vers 0 et qui ne dépend pas de z.

Maintenant (en gardant z, p, et r), on note v un paramétrage de C(r)
par [0,1] a vitesse constante, puis I' = f o ~([0,1]). A vrai dire, supposons
que C(r) est vraiment un arc de cercle; le cas ou |z| < 1 —r et C(r) est
un cercle est plus facile, et laissé au lecteur. Comme I' est de longueur est
finie, les limites a = lim;_,o+ f o y(t) et b = limy_,;- f o y(t) existent. Elles
sont dans 92, pour la méme raison que f(e*™) € 90O ci-dessus, et de plus
b —a| < I(r) < d(p). Par locale connexité, on peut trouver H C C\ €,
compact, connexe, qui contienne a et b, et de diametre < (p), ou €(p) tend
également vers 0 avec p, et ne dépend pas de z non plus. On note G =T'"UH.
Il est contenu dans un disque B de rayon d(p) + £(p). On va montrer que

(®) £(2) = £()] < 25(p) + 2¢(p) pour z € D1 B(z, 7).

Sinon, I'un au moins des deux points f(z), f(z’) est hors du disque B ci-
dessus. On va dire que c’est f(z’), mais la démonstration serait la méme dans
I’autre cas.
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Noter que comme f(B(0,1/3)) contient un disque de rayon ry > 0 centré
en f(0), on voit que si p < 1072, C(r) ne rencontre pas B(0,1/3), donc
dist(T, f(0)) > ro. et dist(G,0) > /2, et pareil pour B. De sorte que G, qui
est contenu dans B, ne sépare pas f(0) de f(z').

Il est temps d’appliquer le théoreme suivant, dont on ne fera pas la
démonstration (mais il est conseillé de faire quelques dessins pour se convain-
cre qu’on a du mal a trouver des contre-exemples). Voir le livre de Newman.

Théoréeme (Janiszewski). Soient Ay et Ay deux ensembles fermés de C,
tels que A1 N As est connexe. Soient a, b, deux points de C\ (A1 U As). Si ni
A1 ni Ag ne séparent pas a de b, alors A1 U Ay non plus.

On applique ceci a A1 = G et Ay = C\ . Comme A; non plus de sépare
pas f(0) de f(z’) (les deux sont dans €2 qui est connexe), et que A1 N Ay = H
est connexe, on voit que A; U Ay ne sépare pas f(0) de f(z’). Donc on peut
les joindre par une courbe £ C Q\ I'. L’image ar f~! est une courbe qui va
de 2z’ 4 0, dans D et sans rencontrer C(r). Ca, c’est impossible parce que

2 € B(z,T).
Donc on a prouvé (8). Et il est facile d’en déduire la continuité uniforme
de f sur D, puis le théoreme 3. ]

26. PETITE PAUSE ET RAPPELS SUR H?

On va rappeler ici quelques résultats simples sur la théorie élémentaire
des espaces de Hardy HP, pas toujours avec démonstration.

1. Noyau de Poisson.
Commencons par parler du noyau de Poisson, défini par

1—1r2

1 P.(0) =
() (0) 1 —2rcosf + r?

pour 0 <r<letfeR.
D’abord, on calcule: en notant z = re??,

(3)

o= =3 2z 142
l—l—;Qr”cos(nH) = 1+2Re<;z”) = Re(l—l— ] —z) = Re(l —z)

B (1+2)(1-2)\ Re((1+2)(1-72)
_Re((l—z)(l—z)) ~ 1—2rcosf +r2
1—r?

= :PTQ.
1 —2rcosf + r? (9)

224



14z

Noter que tout converge quand 7 < 1. Aussi,

est analytique, donc har-

—

monique (se souvenir que A = 99), donc aussi sa partie réelle. Ainsi P, (6)
est une fonction harmonique de z. Un petit coup de dérivation sous le signe
somme, dont la vérification est laissée au lecteur (mais tout se passe tres bien
quand on reste dans un B(0,rg) avec rg < 1 donne donc ceci.

Lemme 1. Sij est une mesure finie sur [0, 27], en en notant encore z = re'?,
1

(4) Pu(z) =: — P(0 — p)du(p)
2m [0,27]

est une fonction harmonique sur D.

Ensuite, notons que P.(f) > 0, et %f[o o] P.(0)d0 = 1 (regarder le

membre de gauche de (3)). On va en déduire ceci.

Lemme 2. Pour f continue sur D et harmonique sur D,

1

) fre) = 5o [ RO— o))

pour 0 <r <l1letfeR.

Le membre de droite est harmonique sur /D, et on vérfie aisément qu’il
tend vers f(e'¥ quand z € D tend vers €' (exercice sur les approximations de
I'unité: couper l'intégrale en deux, suivant que |6 — ¢| < ¢ ou pas). Donc la
différence avec f(z) est une fonction harmonique, qui a une extension continue
sur D et nulle au bord. Le princpe du maximum dit que cette foncytion est
nulle. ]

Un peu plus délicate est I’étude de la limite au bord de la fonction Pu
de (4). 11 se trouve qu’elle a pour presque tout 6 € [0, 27] une limite radiale

(0 . i0
=1
(6 F(e') = tim f(re),
et que f(t)dt est la partie absolument continue de du. C’est (sauf erreur de
ma part) ce qu'on appelle le théoreme de Fatou. A nouveau, ceci n’utilise
que le fait que les P, sont une approximation de I'unité, et un argument de
densité semblable a ceux qu’on a fait plus haut.
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Exercice. Retrouver le lemme 2 a partir des ingrédients suivants. D’abord,
f(0) = & 0,27] f(e¥)dp (formule de la moyenne). Ensuite, si ¢ : D — D
(par exemple) est analytique, et f : D — R est harmonique, alors f o ¢ est
harmonique. On applique ceci a une transformée de Mobius, et on devrait

retrouver (5).

2. Espace hP.

On va se contenter de parler de 1 < p < +o00. D’abord, il y les espaces
de fonctions harmoniques, qu’on appellera hP. On dira que f € hP(D) si elle
est harmonique sur D, et si

27 . /
@ I17lhe = s {5 [ 1feetypar}

o<r<i1 27

est fini. Il se trouve que, par sous-harmonicité de |f|, la fonction r —

: 1/p
{% 0% |f (Telt)\pdt} est croissante, de sorte que la borne supérieure dans

(7) est aussi une limite croissante quand r tend vers 1.
Notons aussi que

(8) h? C h? pour 1 <p<qg< +oo

par Holder, donc on s’attend & avoir parfois un peu plus de mal avec h'.
Soit f € ht. D’abord,

1

9 fo) =5 [ RO floe )

par le lemme 2 appliqué & f(p-). Puisque f € ht, les f(pe’) sont dans une
boule de L', on peut donc trouver une suite {p,} qui tend vers 1, telle que
les (pn-) aient une limite faible p (qui est une mesure finie, de variation totale
el < |Ifllgr). En particulier (9) et la définition d’une limite faible disent
que f = Ppu.

Si de plus f € AP pour un p > 1, alors i est absolument continue, et vient
d’une fonction de L? (cette fois, on utilise le fait que les f(p-) définissent des
formes linéaires bornées sur L9).

Dans les deux cas, on ne perd pas d’information, car par exemple, si p est
une mesure finie, il est facile de vérifier que pour tout r, § — Pu(re*?), qui est
la convolution de u avec la fonction continue positive d’intégrale 1 P, est fans
L' avec une norme < ||u||. Autrement dit, Pu € ht, avec ||Pul|g: < ||p|l.

226



Ceci dit, on sait bien que f € h' a des limites radiales (et méme non
tangentielles) presque-partout au bord, mais ces limites ne déterminent pas
f, puisque dans le cas ol p1 = &g et f(re?’) = P.(6), la limite est nulle presque-
parrtout. Sauf dans le cas des fonctions analytiques, qui vient maintenant!
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3. Le théoréeme de Riesz et Riesz sur H'.
On note H? l'espace des fonctions f analytiques sur DD, et telles que

2 ‘ /
(10) 17l = s {5- [ 1peetypraey

o<r<i 27

est fini. Donc f € H(D) est dans HP quand ses parties réelle et imaginaire
sont dans hP. Et la chose vraiment curieuse est que les mesures avec une
partie singuliere ne donnent pas de fonctions de H*'.

Théoréme. (F. et M. Riesz). Soient ;i une mesure finie, et Py comme en
(4). Si Pu est analytique sur D, alors p est absolument continue, et en fait

du(t) = g(e™),

ou l'on a noté g la limite radiale de P, dont on sait qu’elle existe presque-
partout sur le cercle.

On a vu (mais pas redémontré en entier) que Pu € H!, quelle a une
limite radiale g, et méme que g est la partie absolument continue de u, mais
il reste a voir que du(t) = g(t)dt. On utilisera le lemme suivant.

Lemme 3. Soit f € HP(D), avec 1 < p < +00, et notons encore f sa limite
radiale (qui existe presque-partout sur D). Alors

(1) i [ |fretypds = [ |5 eds
r=1.J10,27] [0,27]

et

(12) lim |£(e9) — f(re'?)|Pdl = 0.

r—1 [0,271']

Juste quelques commentaires sur ce lemme. En fait, il vaut encore pour
0 < p < 1, mais 'analyticité des fonctions y est importante.
On commence par observer que quand p = 2, || 10,27] | f(rei?)|2dh se calcule

par Parseval, et donne ¢y |a,|?r?", de sorte que (11) est facile dans ce cas.
Pour le cas général, on sait déja que

r—1

/ | £(e9)|Pdf < liminf / | £ (re®)Pdb
[0,27] [0,27]
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par Fatou. Pour l'autre inégalité, on utilise le fait que f € HP peut s’écrire
f = g¢gB, ou B est un produit de Blaschke qui contient tous les zéros de f (et
est de module 1 au bord), et g € H? est sans zéro. Cela permet d’appliquer
(11) & g2/? et d’en déduire (11) pour f:

lim sup/ | £ (re?)|Pdf < lim sup/ | f(re®)|Pdo
[0,27] [0,27]

r—1 r—1

— / 19(e) 20 = / F(@)[Pdo.
[0,27] [0,27]

Ensuite, on peut déduire (12) de (11) par un argument de théorie de la
mesure, basé sur le lemme d’Egoroff. Voir par exemple Duren (sur H?). [

Retour au théoréme de F. et M. Riesz. On a vu que f = Pu € H', et on
écrit que pour p < 1, on a (9). On fize z et fait tendre p vers 1. Comme (11)
dit que f(pe*) tend vers f(e"') dans L, on trouve que f est aussi I'intégrale
de Poisson de ses valeurs au bord. Ainsi, si dv = du — fdt, on trouve que
Pr =0 dans D. On veut en déduire que v = 0, et le théoreme suivra.

Or si 7 est une fonction test sur le tore R/27Z, I'intégrale de Poisson
P(¢ x v) de la convolution ¥ % v est nul (c’est la convolution du noyau de
Poisson). Or 1 * v est continue, et est donc obtenue comme limite au bord
de P(¢ *x v). C’est donc que 1 * v est nulle pour tout ¢». Et donc aussi v
(qui est une limite faible d’icelles: tester sur une fonction continue). Fin de
démonstration pour le théoreme de Riesz et Riesz. 0

On en done généralement la version suivante: une mesure sur le cercle,
qui est de type analytique (ses coefficients de Fourier négatifs sont nuls), est en
fait absoltiment continue (donnée par une fonction de L'). La relation entre
les deux est qu’alors ’extension harmnique est analytique sur le disque. C’est
assez facile de voir ce dernier fait sur les fonctions de L?, ou la partie positive
du spectre de Fourier contribue & une fonction (qui a une extension) analytique
sur le disque, a savoir ) ., a,2", et I'autre morceau a une extension g(z) =
> <0 @nz ™ analytique sur {|z| > 1}, et dont g(1/z) = 3., o anr "€ est
I'extension harmonique de ) _, an,e™. La somme des deux est I’extension
harmonique donnée par le noyau de Poisson.

27. REGULARITE AU BORD DANS LE CAS DE JORDAN RECTIFIABLE

En principe, plus on ajoutera de régularité sur 02, plus on peut espérer
avoir de régularité pour la représentation conforme f : D — ). Donnons
encore un (dernier sans doute) exemple classique.
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Théoréeme 1. Soit f : D — Q conforme, et supposons que OS2 est une courbe
de Jordan. Alors la longueur de O) est finie si et seulement si f' € H'.

Ici H', est comme au paragrahe précédent ’espace de Hardy des fonctions
analytiques sur D telles que

27

1 .
(1) +00 > [Ifllm = sup o— [ |f(re) Pt
0<r<1 47T Jo

Commencons par la partie intéressante: si la longueur de 02 est finie,
alors f/ € H', en utilisant le minimum d’information sur H!.

Donc on suppose que 02 est une courbe de Jordan de longueur finie, et
on sait que f a une extension continue & D, telle que f : D — 9 est un
homéomorphisme.

Longueur finie signifie que

n
L = sup { Z |xp—TK_1|; To < 1 < T2+ < T, = xo est une subdivision de 89}
k=1

est fini. Notre définition de subdivision signifie qu’on a implicitement choisi
un sens de parcours sur 0€), et que le x; sont bien rangés sur 0f). Donc
on n’en fait le tour qu’une fois. Et si on choisissait ’orientation inverse, on
obtiendrait le méme résultat. Et encore, on a bien sir copié la définition
standard de longueur d’une courbe, sauf qu’ici on a un lacet simple. En tout
cas, on peut utiliser le paramétrage de 02 par f, et obtenir

n

(2) L:SUP{Z’f(eitk)—f(eitk_l)’;0:t0<931<332"'<tn:27T}
k=1

Evidemment, un autre paramétrage équivalent aurait donné le méme L, et on
vient juste de dire que la fonction t — f(e®) est & variation bornée sur [0, 27],
de variation totale L. Ou encore, qu’elle est 'intégrale d’une mesure finie Ou
(a valeurs complexes puisque 0f) est tracée dans C), dont la variation totale

est | fo% du| = L. 1l sera utile d’écrire

0
(3) f@%=£@ﬂ)



oll, comme f est continue, on sait que p n’a pas d’atomes et donc on n’a pas
besoin de faire la différence entre || 0.2 Gt €t f[o ox[ dH; Par exemple.

2 . .
Notons encore P,.(0) = 1_27};#_”2 le noyau de Poisson. On sait (parce

que f est harmonique sur D et continue sur le disque fermé) que

1

T oon

(4) f(re®) /[  BO= )1

On fixe r et on dérive par rapport a 6. On trouve que

‘ : , 1 0 ;
) e ) = e = g [ R0 e

Ensuite %PT(Q —p) = —%PT(Q — ), et on utilise (5), plus une intégration
par partie justifiée par Fubini (on risque d’en parler au moment de Sobolev;
en attendant, voir mes autres notes, ’exemple pres de (5) du chapitre 6 sur
Sobolev, en notant que f pourrait aussi y étre I'intégrale d’une mesure), pour
dire que

< , 1
() e () = 5 [ R0 p)dn(e),
27 Ji0,2n]
ou en d’autres termes que
(7) izf'(z) est I'intégrale de Poisson de dp.

Alors, les fréres Riesz disent que zf/(z) € H!, et que p est absolument con-
tinue et est donnée par les valeurs au bord de izf’(z). Ce qui est un bon pas
vers le fait que f reste conforme au bord (en un sens a préciser).

La réciproque est plus facile. Si f’ € H!, montrons que L < 27||f'||x1.
Donnons-nous une subdivision comme en (2), ou I'on a utilisé le paramétrage
de 02 par f. Choisissons r < 1 assez grand pour que

n

n npte—n ‘
S OIf(eM) = flet ) < e+ ) |f(refE) — fret ) <e Y / | (re™)|dt
k=1 k=1 k

k=1

27
:5+/ \f’(reit)|dt§8—|—27r|\f’HH1
0
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oy . . . . 27 ;
N 9 z 4 / 1t
(ot 'on a utilisé, bien que ¢a ne soit pas nécessaire, le fait que [, |f’(re*)|dt
est une fonction croissante de 7.

Ceci est vrai pour toute subdivision; on en déduit que L < 27||f’||g: en
prenant la borne supérieure, et ceci termine notre démonstration du théoreme.

U

Voir Pommerenke pour pas mal de résultats de régularité des représentations
conformes en fonction de la régularité du domaine. En particulier, une étude
plus précise des valeurs au bord de la représentation conforme, en des points
qui ne sont pas simples (tout sur les “prime ends”). Ou le fait quesi f : D —
est conforme et 02 est une otrbe de Jordan, alors 0€) est un arc analytique si
et seulement si f se prolonge en une fonction analytique univalente dans un
disque B(0,7), avec > 1. Ou encore le fait que lorsque la courbe de Jordan
I est de classe C™1 avecm > 1 et 0 < o < 1, alors f(™) a une extension
continue jusqu’au bord, qui est a-Holdérienne aussi. Mais ceci est faux pour
a = 0: pour les domaines C?, f n’est pas forcément C*.
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