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1. Cohomologie des groupes : généralités

Dans toute cette section, G désigne un groupe (dont la loi est notée
multiplicativement et I’élément neutre 1). Rappelons que [’algébre du groupe
G est 'ensemble Z[G] des sommes formelles presque nulles

ang, ng € 4

geG

muni de I'addition évidente et du produit de convolution

(Z ngQ)(Z mgg) = Z ngmg’ggl

geG geG (9,9")EGXG

En particulier Z[G] est un anneau, non commutatif si G n’est pas abélien.

1.1. Notion de G-module

Définition 1.1 Un G-module est la donnée d’'un groupe abélien (A, +) et
d’une action (g, z) — g.x de G sur A telle que pour tout g de G I'application
g - x +— g.x de A dans A soit un morphisme de groupes abéliens.

On a donc les régles de calcul : g.(¢'.x) = (9¢').x, l.x =z, et g.(x +y) =
g.x + g.y, valables pour tous g, ¢ de G et pour tous x,z’ de A.

Notons aussi que ¢, est un automorphisme de A, de réciproque ¢ -1. Si
A est un groupe abélien, se donner une structure de G-module sur A revient
a se donner un morphisme de groupes de G dans (Aut (A), o), o Aut (A) est
I’ensemble des automorphismes du groupe abélien A. De facon équivalente,
un G-module est la donnée d’un module (a gauche) sur 'anneau R := Z[G] :
en effet si A est un module sur 'anneau R, on définit une structure de G-
module sur A via g.x = gx pour tout (g,x) € G x A; réciproquement si A
est un G-module, on le munit d’une structure de module sur R en posant

(EQGG ngg)x = deG ng(g.7).



Définition 1.2 Un morphisme de G-modules (ou G-morphisme) f : A — A’
est un morphisme de groupes abéliens qui commute aux opérations de G, i.e.
tel que f(g.x) = g.f(z) pour tout = de A et tout g de G. Cela revient a dire
que f est un morphisme de R-modules.

On définit de maniere évidente les notions d’isomorphisme de G-modules,
de sous G-module, de suite exacte de G-modules etc. Si A et A’ sont des
G-modules, on note alors Homg (A, A’) 'ensemble des G-morphismes de A
dans A’; c’est un groupe abélien pour I'addition, qui est un sous-groupe du
groupe Homz (A, A") des morphismes de groupes abéliens de A dans A’ (non
nécessairement compatibles avec l'action de G).

Exemples. a) Pour tout groupe abélien A, l'action triviale de G sur A
(définie par g.x = x pour tout g € G et tout x € A) fait de A un G-module.

b) Le groupe abélien Z[G] est muni d’une structure canonique de G-
module via ’action a gauche de G sur lui-méme par translation.

¢) Posons G = {1} et M = Z. Alors l'opération de G sur M définie par
g.x = gz fait de M un G-module.

d) Soit L une extension finie galoisienne de groupe G d’un corps K. Alors
L et L* sont tous deux des G-modules pour l'action de G = Gal (L/K).

L’exemple suivant va étre particulierement important dans la suite de ce
cours :

Définition 1.3 Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. Soit A
un H-module. On définit un groupe abélien I (A) comme I'ensemble des
applications f : G — A vérifiant f(hg) = hf(g) pour tous g € G, h € H.
Ce groupe abélien est alors muni d’une structure de G-module via la formule
(9.£)(¢") = f(g'g) pour tous g,¢" de G. On dit que IZ(A) est induit de H
a G du H-module A. En particulier si H est le sous-groupe trivial et A est
un groupe abélien, on note simplement I(A) I'induit correspondant, qu’on
appelle G-module induit du groupe abélien A.

Définition 1.4 On dit quun G-module M est induit® s’il existe un groupe
abélien A tel que M soit isomorphe a Ig(A).

1. Dans la terminologie de [13], ces modules sont appelés co-induits (nous suivons
ici la terminologie de [14]). On peut aussi dire que ce sont les modules de la forme
Homgz(Z[G], A), laction de G étant sur le premier facteur. Si G est fini, ce sont aussi
les modules que nous appellerons co-induits, i.e. de la forme Z[G] ® A (lesquels sont ap-
pelés induits dans [13]).



Remarque :  Si A est déja muni d’une structure de G-module, alors I5(A)
est isomorphe au G-module F(G, A) défini comme 'ensemble des applica-
tions de G' dans A avec laction (g.f)(z) := ¢.f(¢g~'.z); un isomorphisme est
en effet donné par f — (g — ¢.f(¢g71)) (je remercie Alexander Schmidt pour
cette remarque).

1.2. La catégorie des G-modules

Soit f: A — A’ un morphisme de G-modules. Il résulte immédiatement
des définitions que le noyau, I'image et le conoyau de f (vu comme morphisme
de groupes abéliens) sont encore des G-modules pour I'action évidente de
G. Par suite, les G-modules (le groupe G étant fixé) forment une catégorie
abélienne (cf. par exemple [8], chapitre VIII pour les généralités sur les
catégories abéliennes). On la notera Modg (elle est bien sir équivalente a la
catégorie Modg des R-modules a gauche, ot R = Z[G]).

Pour tous G-modules A et A’, le foncteur covariant Homg (A, .) et le fonc-
teur contravariant Homg(., A") sont exacts a gauche (vérification immédiate).

Définition 1.5 Un G-module A est dit projectif si Homg (A, .) est exact. Un
G-module A’ est dit injectif si Homg(., A") est exact.

Exemples a) Tout G-module qui est libre en tant que module sur I’an-
neau Z[G] est projectif (plus généralement un G-module est projectif si et
seulement s’il est facteur direct d’un Z[G]-module libre).

b) Prenons pour G le groupe trivial (de sorte que la notion de G-module
coincide avec celle de groupe abélien). Alors tout groupe abélien A divisible
(i.e. tel que pour tout n > 0, le morphisme z — nx soit surjectif de A dans
A) est injectif (c’est une conséquence facile du lemme de Zorn, cf. [16], Cor.
2.3.2.).

¢) Une somme directe (éventuellement infinie) de G-modules projectifs
est un G-module projectif. Un produit direct (éventuellement infini) de G-
modules injectifs est injectif. En particulier une somme directe finie de G-
modules injectifs est également un G-module injectif (vu qu’elle s’identifie
au produit direct des G-modules en question).

Proposition 1.6 Soit A un G-module. Soit I un sous G-module injectif de
A. Alors I est un facteur direct de A (autrement dit il existe un sous G-
module B de A tel que A=1® B).



Démonstration : Par définition d’'un G-module injectif, 'identité I — [
se prolonge en un morphisme de G-modules r : A — I. Il suffit alors de poser
B =kerr.

O

Proposition 1.7 Pour tout G-module A, il existe un G-module induit I
muni d’un G-morphisme injectif A — 1.

Démonstration :  Soit [ = I5(A) = Homgz(Z[G], A) 'induit de A. On
plonge alors A dans I5(A) en associant a tout a € A l'application g — g.a
de G dans A. On vérifie immédiatement avec la définition de I;(A) que ceci
définit un morphisme de G-modules, qui est injectif (si g.a = 0 pour tout g
de G, on obtient a = 0 en faisant g = 1).

0

Définition 1.8 On dit qu'un G-module est relativement injectif (ou faible-
ment injectif) s’il est facteur direct d'un G-module induit I5(A) (ou A est
un groupe abélien).

Notons que d’apres les propositions 1.7 et 1.6, tout G-module injectif est
relativement injectif.

La catégorie Modg possede suffisamment d’injectifs (i.e. tout G-module
est isomorphe a un sous-module d'un G-module injectif). C’est en fait une
propriété générale des catégories de modules :

Proposition 1.9 Pour tout anneau R, la catégorie Modg des modules (a
gauche) sur R posséde suffisamment d’injectifs.

Démonstration (esquisse): (voir le paragraphe 2.3. de [16]). On montre
d’abord que si I est injectif dans la catégorie des groupes abéliens, alors le R-
module Homgz (R, I) est injectif dans Modg. On prend alors I = Q/Z et pour
tout groupe abélien A, on note A’ := Homgz (A4, Q/Z). Si A est un R-module, le
R-module A’ peut s’écrire comme quotient d’'un R-module libre (somme directe
de copies de R). En appliquant encore /; on obtient que (A’)" se plonge dans un
R-module M qui est le produit de R-modules du type R’. Comme on I’a vu plus
haut, R’ est injectif dans Modgr donc M D'est aussi. On conclut en remarquant
que la fleche canonique A — (A’) est injective.

D

Il en résulte que pour tout foncteur additif, covariant et exact a gauche
F : Modg — B (ou B est une catégorie abélienne, par exemple la catégorie



Ab des groupes abéliens), on peut définir les foncteurs dérivés (a droite) R'F
pour 7 > 0. Rappelons qu’en particulier R'F = F et si

0—-A—=-A—-A"=0

est une suite exacte dans Mod, on a des morphismes naturels (i.e. fonctoriels
vis & vis des morphismes de suites exactes) §° : R'F(A”) — R F(A’) qui
induisent une longue suite exacte

.= RF(A) = RF(A) = RF(A") % RTF(AY) - ..

On pourra se reporter au chapitre 2 de [16] pour les propriétés générales des
foncteurs dérivés. Rappelons seulement comment on obtient les R'F(A) a
partir d’une résolution injective? de A (i.e. une suite exacte ol tous les I;
sont des G-modules injectifs)

0—)A—)]0—)Il—>12—)...

Les R'F(A) sont les groupes de cohomologie du complexe

(par exemple R'F(A) s’obtient comme le quotient de ker[F'(I;) — F(I,)] par
Im [F(Iy) — F(I;)]). Plus généralement, on peut calculer les R'F(A) avec
n’importe quelle résolution (1) telle que les tous les I; soient acycliques, i.e.
vérifient R'F(I;) = 0 pour tout ¢ > 0, cf. [16], paragraphe 2.4.

Notons aussi que tout G-module est quotient d'un G-module projectif
(par exemple d'un module libre sur anneau R := Z[G]), autrement dit
la catégorie des G-modules possede suffisamment de projectifs. Nous allons
voir que les groupes de cohomologie H' (G, A) pour un G-module A, bien
que définis comme foncteurs dérivés droits (donc se calculant en théorie via
des résolutions injectives de A), se calculent en fait plus facilement via une
résolution projective du G-module Z (équipé de l'action triviale de G).

1.3. Les groupes de cohomologie H'(G, A)

Pour tout G-module A, notons AY le sous-groupe de A constitué des
éléments x qui vérifient g.x = x pour tout g de G. Le foncteur F : A — A®
de Modg dans Ab est covariant et exact a gauche. On peut donc définir ses
foncteurs dérivés a droite R'F et on pose

H' (G, A) := R'F(A)

2. L’existence d'une telle résolution découle de ce que la catégorie des G-modules
possede suffisamment d’injectifs.



pour tout G-module A. Ces groupes sont ”fonctoriels en A” de fagon co-
variante, c’est-a-dire qu'un morphisme de G-modules ¢ : A — B induit
pour tout 4 > 0 un homomorphisme de groupes abéliens o, : H'(G, A) —
H(G, B), avec de plus la formule (o + 1), = ¢, + 1, ; en particulier si ¢ est
la multiplication par un entier m > 0 dans un G-module A, alors ¢, est la
multiplication par m dans H'(G, A). On en déduit que si A est de m-torsion,
alors H(G, A) est de m-torsion. Si G est le groupe trivial, on a bien entendu
H(G,A) = 0 pour tout i > 0 vu que le foncteur A — A% est évidemment
exact dans ce cas.

Les H'(G, A) peuvent se calculer & partir d’une résolution injective (ou
méme d’une résolution acyclique) comme expliqué au paragraphe précédent.
Les propriétés générales des foncteurs dérivés (qui découlent de ce calcul)
donnent alors :

Theoréme 1.10 a) On a H°(G, A) = A°.
b) On a H(G, A) = 0 pour tout G-module injectif A et tout i > 0.

¢) Pour toute suite exacte courte

0—-A—-B—-C—=0

de G-modules, on a une suite exacte longue
0= A & BC - 0% % HY(G, A) - HY(G, B) — H'(G,C) 5 HX(G, A) - ..
et les &' dépendent fonctoriellement de la suite ezacte considérée.

On obtient aussi immédiatement :

Proposition 1.11 Pour tous G-modules A et B, on a H(G,A ® B) =
H{(G, A) @ H (G, B).

Remarque : La proposition 1.11 s’étend sans probleme a la somme di-
recte d’'une famille finie de G-modules, ou encore au produit direct d’une
famille quelconque de G-modules (utiliser le fait qu’un produit direct de
G-modules injectifs est injectif). Elle n’est en revance plus valable sans hy-
potheése supplémentaire sur G si la famille est infinie (voir l'exercice 4 de
ce chapitre), le probleme étant qu’une somme directe infinie de G-modules
injectifs n’est pas en général un G-modules injectif, ni méme relativement
injectif. On verra un peu plus loin (proposition 1.15) que la situation est
meilleure quand G est fini.



Comme il est plus facile de construire des G-modules projectifs (par
exemple libres) qu’injectifs, on a souvent intérét a utiliser un autre procédé
pour calculer les H'(G, A). On observe que le foncteur A — A% de Modg
dans Ab s’identifie au foncteur A — Homg(Z, A) (ou l'action de G sur Z
est triviale). Il en résulte que H'(G, A) = ExtL(Z, A), les Ext,(Z,.) étant
par définition les foncteurs dérivés du foncteur Homg(Z,.). Une propriété
générale des Ext dans les catégories de modules ([16], théoréme 2.7.6.) donne
que les Ext(Z, A) s'obtiennent également comme les foncteurs dérivés (ap-
pliqués a Z) du foncteur contravariant Homg(., A). On peut donc les calculer
en choisissant une résolution projective de Z (par exemple par des G-modules
libres) :

. > PP 1 —.—-P—>F—>72Z—0

et les H'(G, A) apparaissent alors comme les groupes de cohomologie du
complexe

0 — Homg (P, A) — Homg (P, A) — Homg (P2, A)...

Par exemple H'(G, A) est le quotient de ker[Homg(P;, A) — Homg (P, A)]
par Im [Homg(FPy, A) — Homg( Py, A)].

On aimerait maintenant généraliser le theoreme 1.10, b) en utilisant cette
nouvelle méthode de calcul de la cohomologie. On commence pour cela par
une proposition générale.

Proposition 1.12 Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Soit A
un H-module. Alors pour tout G-module B, le groupe Hompy (B, A) s’identifie
canoniquement ¢ Homg(B, IH (A)).

Démonstration :  Soit ) € Hompy (B, A). Pour tout b de B, on définit un
élément p(b) de I (A) par la formule (¢(b))(g) = ¥(gb) pour tout g de G,
car on vérifie immédiatement que pour tout h de H on a

(¢(b))(hg) = ¥ (hgb) = h.ib(gb) = h.(¢(b)(g))

Pour tous g, ¢’ de G et tout b de B, on a également

(¢(g9:0))(g") = ¥(g'gb) = (2(0))(d'9) = (9-¢(b))(g)

ce qui montre que ¢ est un G-morphisme de B dans 14 (A). Posons ¢ = u(1)),
alors u : Homy (B, A) — Homg(B,IH(A)) est un morphisme de groupes
abéliens. Son noyau est nul car si ¢(b) = 0 pour tout b de B, alors en
particulier (¢(b))(1) = (b) est nul pour tout b de B. Enfin, si ¢ est un

9



G-morphisme de B dans IZ(A), on a (¢(gb))(¢') = ©(b)(g'g) pour tous g, g’
de G et tout b de B. En faisant ¢’ = 1, on obtient (¢(b))(g) = (¢(gb))(1).
Soit 1 I'élément de Homgz(B, A) deﬁm par ¥(b) = (¢(b))(1). Alors on a
Y € Hompy (B, A) via le fait que ¢(b) € I (A), et ¢ = u(¢)) d’apres le calcul
ci-dessus, d’ou la surjectivité de u. Finalement u est un isomorphisme.

O

On peut alors obtenir :

Proposition 1.13 Soit A un G-module relativement injectif. Alors pour tout
i>0onaH(G A =0.

Autrement dit : les G-modules relativement injectifs sont acycliques.

Démonstration : Comme A est facteur direct d'un G-module induit, on
se ramene immédiatement via la proposition 1.11 d) au cas ou A est lui-
méme induit, i.e. de la forme A = I(X) pour un certain groupe abélien X.
Considérons alors une résolution de Z par des G-modules projectifs

.o P P, —..—>P—>F—>7Z—0

et appliquons le foncteur Homg(., A) a ce complexe. D’apres la proposi-
tion 1.12, on obtient les H'(G, A) comme groupes de cohomologie du com-
plexe

0— Homz(Po,X) — HOHIZ(Pl,X) — ...

c’est-a dire (via la résolution projective de Z par les P;) comme les Ext, (Z, X)
(la notation Ext}, signifiant qu’on prend les Ext dans la catégorie des groupes
abéliens). Comme ces Ext}, peuvent aussi se calculer (toujours d’apres [16],
théoreme 2.7.6.) comme les foncteurs dérivés du foncteur de Ab dans Ab
défini par M — Homgz(Z, M) = M, qui est évidemment exact, le résultat en
découle.

m

Corollaire 1.14 Soit
0>A—-1—-+B—=0

une suite exacte de G-modules avec I relativement injectif (par exemple in-
duit). Alors pour tout i > 0, on a H (G, B) = H™"(G, A) et la fleche "co-
bord” H°(G, B) — H' (G, A) est surjective.

10



Démonstration : Cela résulte de la suite exacte longue de cohomologie
et de la proposition précédente.
O

Ce corollaire est utile car il permet souvent de démontrer des propriétés
des H'(G, A) par "décalage” en raisonnant par récurrence sur i.

Proposition 1.15 Supposons le groupe G fini. Soit (A;)jc; un systéme in-
ductif? de G-modules et A := hﬂj A; le G-module limite inductive des A,;.

Alors pour tout i > 0 on a

H'(G, A) =lim H'(G, 4;)

En particulier on voit que quand le groupe G est fini, ”1a cohomologie de
G commute avec les sommes directes”.

Démonstration : Pour i = 0, le résultat est immédiat. Comme hﬂ est un
foncteur exact dans la catégorie des groupes abéliens et qu’on peut calculer la
cohomologie avec n’'importe quelle résolution acyclique (par exemple composée de
G-modules relativement injectifs, cf. proposition 1.13), il suffit de savoir qu'une
limite inductive de G-modules relativement injectifs est un G-module relativement
injectif, et méme (par définition d’un module relativement injectif) qu'une limite
inductive de G-modules induits est un G-module induit. Mais ceci résulte de ce
que pour G fini, les notions de G-modules induits et co-induits coincident et de ce
que h_r}n commute avec .

O

Remarques : a) Pour démontrer la proposition 1.15, on peut aussi rai-
sonner par récurrence sur i en utilisant le corollaire 1.14, une fois acquis
qu’'une limite inductive de G-modules injectifs est acyclique quand G est fini
(attention : il faut d’abord traiter le cas ¢ = 1 via le lemme des cing vu que
le corollaire 1.14 ne s’applique directement que pour i > 1).

b) L’analogue de la proposition 1.15 avec ”limite projective” au lieu de
”limite inductive” est en général faux (voir 'exercice 3 de ce chapitre).

1.4. Calcul de la cohomologie avec les cochaines

Pour les petits degrés (i = 1, i = 2), on a intérét a avoir une description
explicite des groupes H'(G, A). Pour cela on va construire une résolution

3. Par convention, les systemes inductifs que I'on considérera dans ce cours seront tou-
jours associés a des ensembles ordonnés filtrants. Sans cette hypothese une limite inductive
de groupes abéliens n’est bien définie que comme ensemble et pas comme groupe abélien.

11



explicite du G-module Z (équipé de l'action triviale de G) par des Z[G]-
modules libres.

Pour tout ¢ > 0, soit E; 'ensemble des (i+1)-uplets (go, ..., ;) d’éléments
de G. Soit L; le Z-module libre de base E;. L’opération de G sur E; par
translation

s.(goy -, 9i) = (890, -.-,59;) s€G, (go,-9i) € L;

définit une structure de G-module sur L;. Comme G opere librement sur E;,
le Z[G]-module L; est libre (on en obtient une base en choisissant un élément
dans chaque orbite pour l'action de G sur E;). Soit alors d; : L; — L; 1
le morphisme de G-modules défini par la formule (ot le symbole g; signifie
comme d’habitude que indice j est omis) :

i

di(g(b sy gz) = Z<_1>]<907 ey gju sy gz)

Jj=0

sii>0etdy: Ly — Z le morphisme de G-modules qui envoie tout (go) sur
1.

Lemme 1.16 La suite
d d d

est exacte (ainsi c¢’est une résolution de Z par des Z[G]-modules libres, donc
projectifs).

Démonstration : Montrons d’abord que d; o d; 11 = 0 pour tout i > 0. C’est
immédiat pour ¢ = 0. Supposons ¢ > 1. Alors pour tout (go,...,gi+1) € Lit1, 0n a :

i+1
(di © di1) (905 s i41)) = Y (=1)*di(G0s s Ghs s Git1) =
k=0

—

i+1 k— i+1

S DD (09050 G oo o Git1)F D (=1 7HG0, woes G oo oo i) |
=0

k=0 J j=k+1

Pour toute paire (r, s) avec 0 < r < s < i+1, le terme (go, .-+, Gr, s, ---gi+1) apparait
deux fois dans la somme : une fois avec le signe (—1)""* pour j = r, k = s, et une
fois avec le signe (—1)"**~! pour k = ,j = s; la somme est donc bien nulle.
Définissons alors des morphismes de groupes abéliens (ce ne sont pas des
G-morphismes en général) u; : L; — L1 par ug(l) = (1), et uw;(go,...,9) =
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(1,90,...,9i) sii > 1. On a alors u;_1 o d; + dij+1 o u; = Idy, pour tout i > 0. En
effet :
(ui—1 0 d; +dit10u)(90, -, 9i) =
i i+1

> (=1 (1,g0s oo G ooer 6) + (90500 96) + D (=1 (1,905 ey 15 000r ) =

Jj=0 Jj=1
qui est bien égal a (go, ..., ;) (les termes se simplifient deux & deux). Soit alors x
dans ker d;, on obtient = d;+1(u;(z)) donc z € Imd;41. Comme d; o diy1 = 0,
on a aussi Imd;11 C kerd; et donc finalement Im d;;; = kerd;, d’ou 'exactitude
voulue. O

Soit alors A un G-module. Un élément de K* := Homg(L;, A) s’identifie
a une fonction f : G — A vérifiant

f(s.90, .-, 8.9;) = s.f(g0, -, 9i)

(”cochaine homogene”), les cobords K* — K™ s’obtenant par une formule
analogue a la précédente. Une telle fonction est uniquement déterminée par sa
valeur sur les éléments de G de la forme (1, g1, g192, .-, g1...9;). Finalement,
on peut voir les éléments de K' comme des cochaines non homogénes, a
savoir :

Theoréme 1.17 Les groupes H'(G, A) pour i > 1 s’obtiennent comme les
groupes de cohomologie du complexe

K’ K'—- K*— ...
ou K = A (vu comme l'ensemble des fonctions de G° := {1} dans A) et

pour i > 1, K’ est le groupe abélien constitué des fonctions f : Gt — A, le
cobord d' : K — K™ étant donné par la formule

(g1, 9i41) = 91 (92, - Gi41)+ D (=1 £ (g1, s GG 11, s Gi 1) H(= 1) f g1, ...

J=1

En particulier ’ensemble des 1-cochaines (non homogénes) K1 est constitué
des fonctions de G dans A, l'ensemble des 1-cocyles Z'(G,A) C K' est

le sous-groupe des fonctions f vérifiant de plus f(g192) = f(g1) + g1f(92)
pour tous gi,g> de G, et l'ensemble des 1-cobords B'(G, A) est l’ensemble
des fonctions de la forme g — g.a —a avec a € A. On a HY(G,A) =
ZYG, A)/BYG, A).

Corollaire 1.18 Si G et A sont finis, tous les groupes H'(G, A) sont finis.

13
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Remarque : Ce dernier corollaire peut aussi s’obtenir par décalage avec
le corollaire 1.14, en remarquant que si A et G sont finis, alors A se plonge
dans le module induit /¢ (A) qui est également fini. On verra un peu plus loin
que la conclusion est encore valable pour ¢ > 1 si A est seulement supposé
de type fini en tant que Z-module.

Exemples; a) Un élément de Z'(G, A) s’appelle un homomorphisme
croisé. Quand l'action de G sur A est triviale, un homomorphisme croisé est
simplement un homomorphisme et B'(G, A) = 0, ce qui fait que H'(G, A)
est alors I'ensemble des morphismes de groupes de G dans A.

b) On déduit de a) que pour tout groupe fini G agissant trivialement sur
un groupe abélien sans torsion A, on a H'(G, A) = 0. De méme, si G = Z/p
agit trivialement sur un groupe abélien A, on a H'(G, A) ~ Alp|, oun Alp] est
le sous-groupe de p-torsion de A.

c¢) Un 2-cocycle est une application f de G x G dans A vérifiant :

911(92,93) — f(9192,93) + f(91, 9293) — f(91,92) =0

On dit que c’est un systéme de facteurs.*

1.5. La suite spectrale de Hochschild-Serre

Dans ce paragraphe, on ne va plus travailler avec un seul groupe GG, mais
considérer ce qui se passe quand on change le groupe qui agit. Soit donc A
un G-module et soit G’ un groupe équipé d’'un morphisme f : G’ — G. On
peut alors munir A d’une structure de G’-module en posant

ga=f(gd)a ¢geG, acA

Notons f*A (ou simplement A si cela ne préte pas a confusion) ce G'-module.
Comme A est alors un sous-groupe de (f*A)%, on obtient un morphisme de
foncteurs de H°(G,.) dans H°(G’, f*.). La propriété universelle des foncteurs
dérivés ([16], Th. 2.4.7) montre alors que pour tout entier ¢ > 0, on a une
unique famille de morphismes de foncteurs

frHY(G,.) = H(G,.)

qui sont compatibles avec les applications §° des longues suites exactes de co-
homologie (en un sens évident). On a ainsi obtenu un morphisme de foncteurs
cohomologiques.

4. On peut montrer ([16], Th. 6.6.3) que H?(G, A) classifie les extensions de groupes
E de G par A telles que l'action (par conjugaison dans E) de G sur A correspondant & F
soit l'action donnée par la structure de G-module de A. Le cas ou cette action est triviale
correspond aux extensions centrales.
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Soient maintenant A’ un G’-module et u : A — A’ un morphisme de
groupes abéliens. Si de plus u est f-compatible, i.e. vérifie

u(f(g).a) =g wua) ¢de€G, acA

alors u est un G’-homomorphisme de f*A dans A’ et il induit un homomor-
phisme u, : H'(G', f*A) — H'(G', A’). En le composant avec f}, on obtient
finalement un homomorphisme

H(G,A) — H'(G', A)

associé au morphisme de groupes f : G' — G et au morphisme f-compatible
u: A — A’. Cet homomorphisme s’exprime de maniere évidente en utilisant
la, définition explicite des H® par les cochaines. De plus si on a un morphisme
f-compatible de suites exactes courtes de la suite 0 - A - B —- C — 0
vers 0 - A" — B’ — (" — 0, les morphismes correspondant entre les H*
sont encore compatibles avec les applications 6° des longues suites exactes
associées a ces suites exactes courtes (on a donc encore un morphisme de
foncteurs cohomologiques).

Définition 1.19 a) Soient G un groupe, A un G-module, et H un sous-
groupe de G. En prenant pour f l'injection canonique de H dans G, on
obtient pour 7 > 0 un homomorphisme Res : H (G, A) — H'(H, A) qu’'on
appelle homomorphisme de restriction.

b) Soient G un groupe et A un G-module. Pour tout sous-groupe dis-
tingué H de G, le groupe quotient G/H agit sur A¥ et l'inclusion A# — A
est compatible avec la surjection canonique G — G/H. On en déduit pour
i > 0 un homomorphisme Inf : HY(G/H, A¥) — H(G,A) quon appelle
homomorphisme d’inflation.

Soit maintenant H un sous-groupe d’un groupe G et soit A un H-module.
On dispose du G-module If(A). En associant a tout u € I (A) sa valeur
en 1, on obtient un morphisme de groupes abéliens IH(A) — A qui est
compatible avec I'injection H — G. On en déduit des homomorphismes

HY(G, IH(A)) — H'(H, A)
Theoréme 1.20 (Lemme de Shapiro) Les homomorphismes
(G, TE(A)) — HY(H, A)

définis ci-dessus sont des isomorphismes.
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Démonstration : La proposition 1.12 donne
Homg (B, IE (A)) = Hompy (B, A)

pour tout G-module B. On en déduit immédiatement que A — IF(A)
préserve les injectifs; d’autre part, en appliquant la formule ci-dessus a
B = Z, on obtient pour tout H-module A I'égalité (IH(A))¢ = AH. Pour
obtenir le résultat (via une résolution injective du H-module A, a laquelle
on applique I(.)), il suffit alors de vérifier que A — IH(A) est un foncteur
exact de Mody dans Modg. Or on a

1(A) = Homy (Z[G], A)

et le résultat découle alors de ce que Z[G] est un Z[H]-module libre : une
base est constituée d'un systeme de représentants (g;);es des classes a droite
de G selon H car tout élément g de G s’écrit alors de maniere unique g = hg;
avec j € J.

O

Une autre construction va étre utile dans la suite. Soient G un groupe et
A un G-module. Soit t € G ; prenons G’ = G, A’ = A, et notons f : g~ tgt—*
I’automorphisme intérieur associé a t. L’homomorphisme de groupes abéliens
w:ar t7ta de A dans A est alors f-compatible, et il induit donc pour tout
i > 0 un homomorphisme o, : H (G, A) — H'(G, A).

Proposition 1.21 L’application o, est lidentité.
Démonstration :  On procede par récurrence sur i. Le cas ¢ = 0 est

immédiat. Dans le cas général, on plonge A dans un module induit I et on
pose B =1/A. On a alors un diagramme commutatif & lignes exactes :

H(G,B) —>— H"YG,4A) — 0
H(G,B) —>— H™"YG,A) — 0

d’ou le résultat par récurrence sur 7.

Si H est un sous-groupe distingué de GG, on peut de méme faire opérer GG
sur H'(H, A) via Paction par conjugaison de G sur H. La proposition 1.21
dit alors que H opere trivialement sur H'(H, A), autrement dit G/H opere
sur H'(H, A).
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Theoréme 1.22 (Restriction-inflation) Soit G un groupe. Soient H un
sous-groupe distingué de G et A un G-module. Alors la suite

Inf

0— HY(G/H, A" 2 HY(G, A) %S H'(H, A)

est exacte.

Démonstration : ° Il est immédiat (via par exemple la description par les
cochaines) que la suite est un complexe. Montrons d’abord l'injectivité de
Inf. Soit f : G/H — A" un l-cocycle cohomologue & 0 dans H*(G, A). On
peut aussi voir f comme une application de G dans A constante sur chaque
classe modulo H. Il existe alors a € A tel que f(s) = s.a — a pour tout s de
G ; pour tout ¢ de h, on a f(t) = f(1) donc t.a = a. Ainsi a € A¥ et la classe
de f dans H*(G/H, A™) est bien nulle.

Montrons maintenant qu’un élément de Ker Res est dans Im Inf. Soit
f G — A un l-cocycle. Dire que Res(f) = 0, c’est dire qu'il existe a € A
tel que f(t) =t.a — a pour tout t de H. Quitte a remplacer f par le cocycle
cohomologue G — A, t — f(t) — (t.a — a), on peut supposer f(t) = 0 pour
tout ¢ de H. Comme pour tous s,t de G on a f(st) = f(s)+s.f(t), on obtient
alors que f se factorise en une application f : G/H — A. Pour s dans H, les
classes de st et t dans G/H sont les mémes (bien noter que H est distingué
dans G) ; la formule donne donc f(t) = sf(t) pour tous t € G, s € H, ce qui
montre que f est a valeurs dans A7 ; ¢’est un cocycle qui induit un élément
de H'(G/H, A®") dont I'image par Inf est f.
0

Comme on l’a vu apres la proposition 1.21, le groupe G/H opere sur les
groupes de cohomologie H'(H, A). On peut alors voir la suite de restriction-
inflation comme la suite exacte des termes de bas degré d’une suite spectrale,
donnée par le théoreme suivant :

Theoréme 1.23 (Hochschild-Serre) Soit G un groupe. Soient H un sous-
groupe distingué de G et A un G-module. Alors on a une suite spectrale

Ej" = H'(G/H, H'(H, A)) = H""(G, A)

5. Ce résultat peut se déduire de la suite spectrale de Hochschild-Serre donnée plus
bas, mais il est instructif de faire la vérification directement, d’autant que cette méthode
se généralise au ” H' non-abélien”, cf. [13], annexe au chapitre VII.
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Démonstration (esquisse): C’est un cas particulier de la suite spectrale
des foncteurs composés de Grothendieck ([16], Th. 5.8.3.). Le foncteur A +— A%
de Modg dans Ab est le composé du foncteur A — A de Modg dans Modg, i
et du foncteur B — BS/H de Modg g dans Ab. 11 suffit alors de vérifier que
le premier de ces deux foncteurs préserve les injectifs, ce qui est facile car c’est
I'adjoint a droite du foncteur d’oubli de Modg, vers Modg ; de fagon explicite
on a pour tout G/H-module B (qu’on peut aussi voir comme un G-module avec
action triviale de H) et pour tout G-module A :

Homg (B, A) = Hom(;/H(B,AH)
0O

Cela signifie en particulier que pour chaque n > 0; on a une filtration
de H"(G,A) par une suite décroissante F° = H"(G,A) D ... D "l =
0, ot FP/FP*! (pour p = 0,...,n) est isomorphe & un sous-quotient de
HP(G/H,H" P(H,A)). La suite exacte des termes de bas degré de cette
suite spectrale s’écrit

0— HYG/H, ATY ™ HY(G, A) B HY(H, A" — HX(G/H, A" ™ H2(G, A)

(la fleche sans nom s’appelle la transgression). On obtient aussi le résultat
suivant, qui généralise la suite exacte de restriction-inflation :

Corollaire 1.24 Soit G un groupe. Soient H un sous-groupe distingué de
G et A un G-module. On fait Uhypothése supplémentaire que H'(H, A) = 0
pour 1 <i < q—1. Alors la suite

Inf Res

0— HYG/H,A") 2 HY(G, A) S HI(H, A)
est exacte.

On peut également démontrer ce corollaire directement par récurrence
sur ¢ (cf. [13], proposition 5 p. 126) en commengant par plonger A dans le
G-module induit I5(A), qui est aussi induit en tant que H-module vu que
Z|G] est un Z[H]-module libre, ce qui implique qu’on peut écrire

Z[G] = Z[H] @z M
(ot M est un groupe abélien), puis
Homgz(Z[G], X) = Homgz(Z[H], Homz(M, X))

pour tout groupe abélien X.
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1.6. Corestriction ; applications

Soit H un sous-groupe d’indice fini d'un groupe G. Soit A un G-module.
Dans cette situation particuliere, on va voir que 1’on peut définir des homo-
morphismes H'(H, A) — H'(G,A) "en sens inverse” de la restriction. On
commence par le cas ¢ = 0. La corestriction est alors définie par la norme :

Ng/u :a Z s.a

seG/H

de A" vers A%, ou G/H est I'ensemble (qui est fini par hypothese) des classes
a gauche selon H. Il est immédiat que s.a ne dépend que de la classe de s
dans G/H (parce que a € A?) et que Ng/p(a) € AC.

On peut alors prolonger la corestriction en degré 0 en un unique mor-
phisme du foncteur cohomologique { H'(H, f*.),d} dans le foncteur cohomo-
logique {H(G, .), ¢}, ot f est l'inclusion H — G. Ceci est possible (cf. [16],
pp. 48-49) car le premier de ces foncteurs est effacable® en degré > 1, donc
universel. On obtient ainsi des homomorphismes de corestriction

Cor : H'(H,A) — H'(G, A)

qui sont compatibles avec les morphismes de suites exactes courtes au sens
habituel.

Theoréme 1.25 Soit m = [G : H| lindice de H dans G. Alors la composée
Cor o Res est la multiplication par m dans H'(G, A).

Démonstration : C’est clair pour z = 0. On en déduit le cas général par
décalage (en plongeant A dans un module induit /) via le corollaire 1.14.
0

Corollaire 1.26 Soit G un groupe fini de cardinal m. Soit A un G-module.
Alors pour i > 0, les groupes H'(G, A) sont de m-torsion.

En particulier si A est de plus de n-torsion avec n premier a m, on obtient
H(G,A) =0 pour i > 0.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théoreme 1.25 dans le cas H =

{11,

a

Corollaire 1.27 Soit G un groupe fini. Alors pour tout G-module A qui est
de type fini comme Z-module, on a H' (G, A) fini pour i > 0.

6. Si I est induit pour G, il est induit pour H et H*(H,I) = 0 pour tout i > 0; or tout
G-module se plonge dans un G-module induit I.
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Démonstration : La description via les cochaines montre que les groupes
H(G, A) sont de type fini. Comme pour 7 > 0 ils sont de torsion d’apres le
corollaire 1.26, ils sont finis.

O

Corollaire 1.28 Soit G un groupe fini. Soit A un groupe abélien uniquement
divisible muni d’une action de G (ex. A = Q avec action triviale de G ). Alors
H(G, A) = 0 pour tout i > 0.

Démonstration : FEn effet le corollaire 1.26 dit que pour ¢ > 0, le groupe
H'(G, A) est de torsion ; mais d’un autre coté la multiplication par n dans A
est un isomorphisme pour tout n > 0 par hypothese, donc la multiplication
par n dans H'(G, A) est également un isomorphisme.

0

Exemple : Soit A = Q/Z avec action triviale d’'un groupe fini G.
D’apres le corollaire précédent et la suite exacte longue de cohomologie, on
a H(G,Q/Z) = H™(G,Z) pour tout i > 0. En particulier H*(G,Z) =
HY(G,Q/Z) est le groupe des caractéres de G. On a aussi H'(G,Z) = 0 vu
que Z n’a pas de sous-groupes finis non triviaux.

1.7. Exercices

Dans tous ces exercices, G désigne un groupe.

1. Soit H un sous-groupe d’indice fini de G. Soit A un G-module.

a) Montrer qu’on définit un homomorphisme surjectif m : I/(A) — A de
G-modules par la formule :

T(f)= Y gflg™") felf(A)

geG/H

b) Soit i > 0. Soit m, : HI(H,A) = Hi(G, IH(A)) —» H(G, A) I'homo-

morphisme induit sur la cohomologie. Montrer que 7, est la corestriction.

2. Soit G un groupe fini. On dit qu'un G-module A est un G-module de
permutation s'il existe un sous-groupe H de G tel que A soit isomorphe a
TH(Z) (ot Z est muni de l'action triviale).

a) Montrer que si A est un G-module de permutation, alors H'(G, A) = 0.
b) A-t-on H?(G, A) = 0 pour tout module de permutation A?
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¢) Montrer qu'un G-module A est de permutation si et seulement si le Z-
module A possede une base finie (eq, ..., €,) telle qu'il existe une permutation
transitive o de 'ensemble {1,...,n} avec g.e; = e,(;) pour tout i de {1,...,n}.

3. Soit G = Z/p (avec p premier) et soit (pour n € N) A,, le G-module Z
avec action triviale de G. Soit £ un nombre premier différent de p, considérons
le systeme projectif (A,,), les fleches de transition étant la multiplication par
¢. Comparer lim H?*(G, A,) et H*(G, lm Ap).

4. Soit G le groupe additif Z™) agissant trivialement sur une famille
infinie (A;);jes de groupes abéliens. Montrer que

H(G, @A) = P ar

mais qu’on a

J

@ H'(G, Aj) = P AN

et en déduire que ces deux groupes ne coincident pas (merci a Joél Riou qui
m’a signalé cet exemple).

5. Soit X un ensemble et soit G le groupe libre sur X . Soit I 'idéal d’aug-
mentation de Z[G], défini comme noyau de 'homomorphisme Y _,a,g —
> geq 4y de Z[G] dans Z.

a) Montrer que I est un Z[G]-module libre de base {x — 1,2 € X}.

b) En déduire que le G-module Z admet une résolution

gelG

0—=Ig—2ZG|-Z—0

par des Z[G]-modules libres.
c¢) Conclure que si A est un G-module et n > 2, on a H"(G, A) = 0.

2. Cohomologie des groupes finis

Dans tout ce chapitre, G désignera un groupe fini (sauf mention expresse
du contraire).
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2.1. Les groupes de cohomologie modifiés de Tate

Il se trouve (notamment pour les théoremes de dualité en arithmétique,
lorsque les corps de nombres considérés ont des places réelles ou encore
lorsque I'on veut développer le formalisme des formations de classes) qu’il
est souvent commode dans le cas d’un groupe G fini d’introduire des groupes
H(G, A) pour tout i € Z, qui coincident avec les H(G, A) pour ¢ > 1 mais
donnent un peu plus d’information pour ¢ < 0. C’est surtout le cas ¢ = 0
qui sera utile, a part quand nous aborderons les formations de classes ol on
utilisera aussi le cas i = —2.

Définition 2.1 La norme de I'algebre de groupe Z[G] est I'élément 3 ., g.
L’idéal d’augmentation Ig de 1'algebre de groupe Z[G] est le noyau de ’ho-
momorphisme Z[G] — Z défini par 3 . ag9 — 3 -

Noter que la définition de la norme est spécifique au cas ou G est fini. On
peut aussi dire que I est I’ensemble des combinaisons linéaires (a coefficients
dans Z) des (g — 1), g € G. Si A est un G-module, la norme définit un
endomorphisme N : A — A par la formule N(z) = > _; g.z. Noter que
IcA Cker N et In N C HY(G, A).

Définition 2.2 Soit A un G-module. Le G-module des co-invariants est le
G-module Ag = Ho(G, A) := A/IgA. C’est le plus grand G-module quotient
de A sur lequel G agit trivialement.

Par passage au quotient, on a donc un homomorphisme (qu’on peut aussi
noter N} s’il y a ambigiiité)

N*: Hy(G,A) — H°(G, A)
Définition 2.3 On pose ]/-\IO(G, A) =ker N* et ]/-\IO(G, A) = coker N*.

Autrement dit ﬁO(G,A) =n A/IgA et ]/-\IO(G, A) = A9/NA, ou yA est
le noyau de la norme dans A. Noter que ces groupes sont nuls si G est le
groupe trivial (ce qui n’était pas le cas de Hy(G, A) et H(G, A)).

Le foncteur A — Hy(G,A) est covariant et exact a droite. On peut
alors définir les groupes d’homologie H;(G, A) comme ses foncteurs dérivés a
gauche. On obtient un foncteur homologique, i.e. si0 - A - B —- C — 0
est une suite exacte de G-modules, on a une suite exacte longue fonctorielle :

e —> Hl(G, A) — Hl(G,B) — Hl(G, C) — Ho(G, A) — H()(G,B) — H(](G, C) —0
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De plus H;(G,A) = 0 pour i > 0 si A est projectif, ou méme relati-
vement projectif (=facteur direct d’un co-induit); les démonstrations sont
exactement du méme type que pour la cohomologie (et cette construction ne
nécessite pas G fini).

Voici un exemple de groupe d’homologie, qui sera utile plus tard (quand
on appliquera au chapitre 7 le théoreme de Tate-Nakayama aux corps p-
adiques) :

Proposition 2.4 Soit G un groupe. Alors H,(G,Z) est l’abélianisé G** =
G/D(G) de G, ou D(G) est le sous-groupe dérivé de G.

Démonstration :  Soit A = Z[G] lalgebre du groupe G. Considérons la
suite exacte de G-modules

0—=Ic—>ANDZ—0

ou 7 : Zg Ngg Zg ng est ’homomorphisme d’augmentation. On a alors
Hy(G,Ig) = Ig/I%, ce qui fait que I'image de Hy(G, I¢) dans Hy(G,A) =
A/IgA est nulle. D’autre part Hy(G, A) = 0 vu que A est libre sur Z[G], d’ou
un isomorphisme (via la suite exacte d’homologie)

d: H1<G, Z) — HQ(G, [G> = [G/[év

Définissons alors f : G — Ig/I¢ par f(g) = g — 1. La formule gh — 1 =
(9—1)+(h—1)+(9—1)(h—1) (valable pour g, h dans G)) montre que c’est un
morphisme. Comme /I3 est abélien, f induit un morphisme (noté encore
f) de G/D(G) vers Ig/I%, qui est clairement surjectif. Enfin le morphisme
de groupes u : I¢ — G/D(G) défini par u(g — 1) = g passe au quotient par
1 car si x = (g —1)(h — 1) est dans I, alors u(z) = u((gh —1) — (9 — 1) —
(h —1)) = ghg 'h™! est I’élément neutre de G/D(G) vu que ghg 'h™! est
un commutateur. On obtient donc un morphisme @ : I/I% — G/D(G) tel
que u o f soit I'identité, donc f est bijective.

m

On va maintenant ”raccorder” les suites exactes longues d’homologie et
de cohomologie associées a une suite exacte de G-modules via les groupes de
cohomologie modifiés de Tate. C’est 'objet de la définition suivante :

Définition 2.5 Soit G un groupe fini. Soit A un G-module. On définit les
groupes H"(G, A) pour n € Z par la formule :

H"(G,A) = HY(G,A) n>1
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H(G,A) = AS/NA
H (G, A) = Hy(G,A) =y A/IGA
H ™G, A)=H, (G,A) n>2

L’intérét réside dans le théoréme suivant :

Theoréme 2.6 Soit 0 > A - B — C' — 0 une suite exacte de G-modules.
Alors on a une suite exacte longue ”fonctorielle” :

LH2G,C)— HYG,A) —» HYG,B) = H'(G,C)

2 HYG, A) — H(G, B) = HY(G,C) — H G, A) — ...

De plus si A est relativement injectif (=relativement projectif), on a
H"(G,A) =0 pour tout n € Z.

Démonstration : Les suites exactes d’homologie et de cohomologie four-
nissent un diagramme commutatif a lignes exactes :

Hl(G,C) —_— HQ(G,A) —_— Ho(G,B) —_— H(](G,C) —_— 0

L owl om l

0 — H°(G,A) —— H°(G,B) —— H°(G,0) —— H(G, A)
Un tel diagramme définit canoniquement un homomorphisme

0 : ker N, — coker N

(si ¢ € ker Nj, on le releve en b € Hy(G, B), puis on releve Nj(b) en a €
H°(G, A); on vérifie alors que la classe a := d(c) de a dans coker N3 ne
dépend pas du choix de b). On a donc défini 6 : Ho(G,C) — H(G, A). Le
lemme du serpent ([16], 1.3.2.), joint aux suites exactes longues d’homologie
et de cohomologie, donne alors la suite exacte voulue vu que pour tout G-
module M, Hy(G, M) est un sous-groupe de Hy(G, M) et H°(G, M) est un
quotient de H(G, M) (ce qui permet de faire les ”"raccords”).

Montrons maintenant que si A est relativement injectif, tous les H "G, A)
sont nuls. Pour n > 1, c’est la proposition 1.13. La preuve pour n < —2 est
exactement similaire (en remplacant les induits par les co-induits, les injectifs
par les projectifs etc.). Vérifions le directement pour n = 0 (le casn = —1 est
similaire). Il suffit de traiter le cas ou A = Z[G] ®z X est co-induit (=induit
vu que G est fini). Alors X s’identifie & un sous-groupe de A, et A est la
somme directe des gX pour g € G. Tout élément x de A s’écrit alors de
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] - 214 G
fagon unique x = ) geq 9Tq avec Ty € X, et un tel élément est dans A% ssi

tous les x, sont égaux, i.e. ssi @ = Nz avec v € X. Ainsi H(G, A) = 0.
O

Les H™ forment ainsi un foncteur cohomologique, vérifiant H "(G,A)=0
pour tout G-module induit (ou co-induit) A et tout n € Z. En particulier on
a:

Corollaire 2.7 Soit
0—-A—=1—-B—=0

une suite exacte de G-modules avec I relativement injectif (par exemple in-
duit). Alors pour tout n € Z, on a H*(G, B) = H"™(G, A).

Cela permet de montrer des propriétés par décalage en écrivant un G-
module quelconque comme sous G-module ou G-module quotient d'un induit.

2.2. Changement de groupe

Soit A un G-module. Soit H un sous-groupe de GG. On a NgA C NgA
(pour le voir, regrouper les éléments de G en classes a droite selon H), d’ou
par passage au quotient un homomorphisme de restriction Res : H °G,A) —
HO(H, A).

D’autre part on peut également définir des homomorphismes de restric-
tion et corestriction en homologie, mais I'’hypothese que le sous-groupe H
est d’indice fini est cette fois nécessaire pour la restriction (et non pour la
corestriction). La corestriction H;(H, A) — H;(G,A) (i > 0) est simplement
le foncteur homologique qui pour ¢ = 0 correspond a la surjection cano-
nique A/IgA — A/IcA; la restriction H;(G,A) — H;(H,A) (laquelle si
G est quelconque n’est définie que quand H est d’indice fini dans G) est
le foncteur cohomologique qui pour ¢+ = 0 est donné par I’lhomomorphisme

NGy AlleA — A/Iy A défini par

NG (w) = Z shx

seG/H

(si s et t sont dans la méme classe & gauche selon H, alors stz et t~ 1.z
coincident modulo Iy A). On vérifie immédiatement que ’homomorphisme
de restriction Hy(G, A) — Hy(H, A) induit par passage aux sous-groupes un

homomorphisme Res : Ho(G, A) — Ho(H, A).

__ Finalement on a défini pour tout n € Z des homomorphismes Res :
H™"(G,A) — H™"(H, A). On obtient encore un morphisme de foncteurs coho-
mologiques via
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Lemme 2.8 La famille d’homomorphismes Res : H*(G,.) — H"(H,.) est
compatible avec les suites exactes.

Démonstration : Soit 0 -+ A — B — C — 0 une suite exacte de G-modules.
Il s’agit de vérifier que le diagramme

H™(G,C) —— H™Y(G,A)

Res J Res J

H™(H,C) —— H"™'(H, A)

commute. Ceci a déja été vu pour n > 0 et pour n < —2, il reste a vérifier
directement le cas n = —1. Alors H"(G,C) =y C/IC et H"‘H(G A) = AG/NA
(et de méme pour H). Soit donc ¢ €y C dont on note  la classe dans H~1(@, C).
La classe de §(¢) s’obtient en relevant ¢ en un b € B et en prenant la classe de
Ng(b) dans AY/NgA. La classe de Ng(b) dans AY/Ng A est donc Res(5(c)).
D’un autre coté, Res(¢) est la classe de ) . ; sic, ot (s;)ier est un systeme de
représentants des classes a droite H \ G. Alors §(Res(¢)) = Ng (3,7 sib), qui est
bien égal a Ng(B).
i

On a de méme des morphismes de corestriction (donnant un morphisme
de foncteurs cohomologiques) Cores : ﬁ]"(H, A) — ﬁ]"(G, A). Pour n = 0,
la corestriction est induite par x — > geG/H 9T de A" dans A% et pour
n = —1, elle est induite par la surjection canonique Ho(H,A) — Hy(G,A)
par passage aux Sous-groupes HO(H A) et HO(G A).

On alors une généralisation des résultats du chapitre 1 :

Theoreme 2.9 Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe de G d’indice
m. Soit n € Z. Alors :

a) La composée Cor o Res est la multiplication par m dans PAI"(G, A).
b) Le groupe ﬁ"(G, A) est annulé par 'ordre de G.
c) Si A est de type fini, tous les groupes ﬁ”(G, A) sont finis.

Noter en particulier que contrairement & ce qui se passe pour H(G, A)
(non modifié), les résultats sont ici valables pour n = 0.

Démonstration : C’est tout a fait analogue au théoreme 1.25 et a ses
corollaires, une fois qu’on a vérifié¢ directement que Cor o Res est la multipli-
cation par m dans H°(G, A).

0
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2.3. Cohomologie d’un groupe cyclique

Soit G un groupe cyclique de cardinal n. L'un des intéréts de la cohomolo-
gie modifiée de Tate est que dans ce cas, la suite des groupes H(G, A) (pour
q € Z) est 2-périodique, ce qui permet de les calculer facilement en se rame-
nant & H°(G, A) et H (G, A), qui admettent des descriptions explicites. On
a en effet le théoreme suivant :

Theoreme 2.10 On suppose que le groupe fini G est cyclique d’ordre n. Soit
A un G-module. Alors pour tout q € Z, les groupes H1(G, A) et H1?(G, A)
sont isomorphes.

Démonstration : La preuve va consister a identifier les H 1(G,A) ala
cohomologie d'un certain complexe qui sera 2-périodique par construction.
Fixons un générateur s de G et posons D = s—1 dans Z[G]. On a d’autre part
N=3%ct= S s'. Définissons alors un complexe K (A) par K*(A) = A
pour tout i € Z, les cobords d' : K'(A) — K" (A) étant donnés par les
formules : d* est la multiplication par D si i est pair et d’ est la multiplication
par N si i est impair (il s’agit bien d’un complexe car ND = DN = 0).

Pour toute suite exacte 0 - A — B — (' — 0 de G-modules, on a une
suite correspondante de complexes

0— K(A) - K(B)— K(C)—0

d’on1 une suite exacte longue associée avec des opérateurs de cobord §°. On
obtient ainsi un foncteur cohomologique (H9(K(.)),ez,0) qui est clairement
2-périodique par rapport a g. Pour conclure il nous suffit de montrer qu'il est
isomorphe au foncteur (H%(G,.), ).

Comme G est engendré par s, on a AAG =ker D et I = Im D. 1l en résulte
que pour ¢ = 0 et ¢ = —1, on a bien HY(G, A) = H1(K(A)) et Iopérateur
de cobord entre le degré —1 et le degré 0 est le méme. En particulier si A
est relativement injectif, on a H(K(A)) = 0 pour ¢ = —1, 0, donc pour tout
q € Z vu que le complexe K (A) est 2-périodique. On conclut que pour tout G-
module A et tout ¢ € Z, les groupes HY(G, A) et HY(K(A)) sont isomorphes
en raisonnant par exemple par décalage via le corollaire 2.7, apres avoir écrit
A comme sous-module (resp. comme quotient) d’'un G-module induit I (resp
).

O

On trouvera plus de détails sur la cohomologie d'un groupe cyclique dans
I’exercice 3 de ce chapitre.
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2.4. Cup-produits

Soit G un groupe (pas forcément fini dans un premier temps). Soient A et
B deux G-modules, alors on peut voir A® B := A®z B comme un G-module
via la formule g.(a ® b) = ga ® gb pour tout g € G et tout (a,b) € A x B.
On en déduit une application bilinéaire au niveau des groupes de cochaines
homogenes (définies au paragraphe 1.4.) :

K?(G,A) x K9G, B) = K" (G, A® B)
définie (pour tous entiers naturels p, ¢) par la formule :

(aUd)(go, -, gp+q> = a(go, .- gp) ® b<gpv ---ngrq)

On a a alors

Theoreme 2.11 Si a et b sont des cocycles, alors a U b est également un
cocycle. Si l'une des deuz cochaines a ou b est un cobord et l'autre est un
cocycle, alors a U b est un cobord. L’application U induit une application
bilinéaire

HP(G,A) x HY(G, B) — H""(G, A® B)

notée encore U, et appelée cup-produit.

Démonstration : 1l suffit de vérifier la formule :
d(aUb) = (da) Ub+ (—1)P(a U db) (1)

ol d est le cobord entre groupes de cochaines. Or on a

p
d(aUb)(gos --Ipt+q+1) = Z(—l)za(goa ooy iy ooy Gpt1) @ O(Gpt1, vy Gptg1)+
i=0
pta+1 A
Z (_1)2a(907 HES) gp) ® b(gp7 HES) gi7 EEE) gp+q+1)
i=p+1
et
p+1 A
(da Ub)(go, - -Gp+q+1) = Z(—l)za(go, vy Gis ooy Gp1) @ b(Gp1s v Gptg+1)
i=0
ainsi que

g+1
(@ U db)(go, - Gprqr1) = (g0, 9p) @ D (=1)'b(Gps wvos Gprris -+os Gptgr1) =
i=0
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p+g+1

a(907"'7gp)® Z (_1)i_pb(gp7"'7gi7"'7gp+q+1)
i=p

On obtient alors la formule au terme pres suivant

(=D)Pa(go, oos Gpt1s -es Gpt1) @ B(Gpt1s -oos Gpoigr1)+

(_]‘)pa’(gO’ '-'7gp) ® b(gp, -.-,gp, ceey gp+q+1)

qui se simplifie, dou le résultat.
O

Notons que pour p = ¢ = 0, le cup-produit est simplement 1’application
(a,b) — a®bde AY x BY dans (A® B)“. Il est immédiat qu’il est fonctoriel
en A et B. On peut alors plus généralement définir un cup-produit associé
a une application bilinéaire ¢ : A x B — C' entre G-modules en utilisant le
fait qu'une telle application se factorise a travers A ® B. On notera souvent
encore U le cup-produit ainsi obtenu si ¢ est sous-entendue. On a en outre
les deux propriétés de compatibilité suivantes du cup-produit :

Proposition 2.12 a) Soit 0 - A — A" — A” — 0 une suite exacte de
G-modules. Soit B un G-module tel que la suite

0>A®B—->A®B—-A"®B—=0

reste exacte (ex. B sans torsion). Alors pour tout o € HP(G,A") et tout

g€ HIG,B), ona
(6a")UB =6(a"UB) e HH G, A® B)

ot 0 est le cobord entre groupes de cohomologie.
b) Soit 0 - B — B" — B” — 0 une suite exacte de G-modules. Soit A
un G-module tel que la suite

02> ARB—>A®B - A B =0

reste exacte (ex. A sans torsion). Alors pour tout a € HP(G,A) et tout
p" € HI(G,B"), on a

aU(88") = (~1)?6(a U B") € H™ (G, A® B)

Noter que les propriétés de cette proposition jointes au fait que le cup-
produit est ”bifonctoriel” et a sa définition pour p = g = 0 caractérisent
uniquement le cup-produit (par décalage).
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Démonstration : Montrons par exemple b). Relevons « en un cocycle a €
ZP(G, A) et 8" en un cocycle b’ € Z%(G, B"). On peut relever b” en une cochaine
homogene V' € K9(G,B') (en effet K9(G,B') = X9(G,B")%, ot X9(G,B’) est le
G-module induit consitué des fonctions de G947 dans B’, donc le foncteur K%(G, .)
est exact). Identifions B avec son image dans B’ et A ® B avec son image dans
A® B'; alors §(3") est représenté par db/ € Z91(G, B) et §(aUB") par d(aUV') €
7Pt (G A ® B). Comme da = 0, la formule (1) donne
daUb) = (=1)P(aUdl)

d’ou le résultat en passant aux classes de cohomologie.

On obtient également par décalage :
Proposition 2.13 a) Si on identifie (A® B) @ C ¢ A® (B® C), alors
(aUb)Uc=aU(bUc).

b) Si on identifie A® B et B® A, on a (aUb) = (=1)P(bUa) si
a € HP(G,A) etbe HI(G, B).

c) Si H est un sous-groupe de G, A et B des G-modules et Res la res-
triction, alors Res(a Ub) = Res(a) U Res(b).

d) Si H est un sous-groupe distingué de G, A et B des G/H-modules et
Inf linflation, alors Inf(a U b) = Inf(a) U Inf(b).

e) St H est un sous-groupe d’indice fini de G, A et B des G-modules et
Cores la corestriction, alors Cores(a U Res(b)) = Cores(a) U b.

Enfin, voici une derniere compatibilité qui sera utile pour les théoremes
de dualité :

Proposition 2.14 Soient
0—+A—-A—-A =0, 0B —-B—-B"—0

des suites exactes de G-modules. Soit C' un G-module et ¢ : Ax B — C une
application bilinéaire (compatible avec l'action de G) telle que p(A'x B') = 0,
de sorte que @ induit des accouplements o' : A’ x B" — C et " : A” x B' —
C. Alors les cup-produits induits

HP(G, A") x HY(G, B') — HP(G,C)

et
HPY G, A x HTYG, B") — HPM(G,C)

sont compatibles (au signe pres) avec les cobords 6. Plus précisément on a
(0a)U B+ (—1)P(aUdB) =0
pour tous o € HP(G, A") et B € H™Y(G, B").
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Démonstration :  On reléve « en un cocycle o’ € ZP(G, A”) et de méme 8 en
V' € Z971(G, B"), puis a” et b” respectivement en des cochaines a et b de CP(G, A)
et C9~Y(G, B). Alors da et db proviennent respectivement de o’ € CPH(G, A') et
b € C1(G, B’), qui représentent respectivement do et 65. On vérifie alors que

ad Ub + (—=1)P(a" Ub) =d(aUb)

est un cobord, donc est nul dans H?*4(G, C).
O

Il est également possible (cf [12], Prop. 1.4.7.) de définir pour G fini le
cup-produit ]/-\IP(G,A) X ﬁq(G, B) ® ﬁ]erq(G,A ® B) pour tous p,q € Z,
avec les mémes propriétés. Pour p = ¢ = 0, la définition est immédiate. Il
faut faire un peu plus de calculs dans le cas ou p ou ¢ est négatif. Dans
le cas ou GG est un groupe fini cyclique, on peut obtenir I'isomorphisme
de H (G, A) avec H‘”Q(G A) en faisant le cup-produit avec la classe de
H ?(G,Z) = Hom(G,Q/Z) obtenue en envoyant un générateur (qu’il faut
choisir) s de G sur la classe de 1/m dans Q/Z, ou m est I'ordre de G.

2.5. Exercices

1. Soit G un groupe fini. Pour tout G-module A, on note A* le G-module
Homgz(A, Q/Z), ou 'action de G est donnée par (g.f)(z) = f(g~'.x) pour
tout g € G et tout x € A. En particulier si B est simplement un groupe
abélien, le groupe abélien B* est défini.

a) Montrer que pour tout groupe abélien B, 'homomorphisme canonique
B — (B*)* (qui envoie x sur f — f(x) pour x € B et f € B*)) est injectif.

b) Donner un exemple de groupe abélien B tel que (B*)* ne soit pas
isomorphe a B. Que se passe-t-il si B est fini?

c) Montrer que si A est un G-module relativement injectif, alors A* est
encore relativement injectif.

d) Montrer que pour tout G-module A et pour tout entier i > 0, le groupe
H;(G, A)* est isomorphe & H'(G, A*) (on commencera par le cas i = 0).

2. Etendre le lemme de Shapiro a la cohomologie modifiée H" pour tout
n e Z.

3. Soit G un groupe fini cyclique. Soit A un G-module. Lorsque H (@, A)

et H 1(@G, A) sont des groupes finis, on note ho(A) et hy(A) leurs ordres respec-
tifs et on appelle h(A) := ho(A)/h1(A) le quotient d’Herbrand du G-module
A.
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a) Soit 0 - A - B — C — 0 une suite exacte de G-modules. Montrer
que si deux des quotients d’'Herbrand h(A), h(B), h(C') sont définis, alors il
en va de méme du troisieme et on a h(B) = h(A)h(C).

b) Montrer que si A est un G-module fini, alors h(A) = 1 (on regardera
le noyau et le conoyau de la multiplication par D = s — 1 dans A, ainsi que
le noyau et le conoyau de la norme de Ay dans A%, ol s est un générateur
de G).

c¢) Soient A et B deux G-modules. Soit f : A — B un G-homomorphisme

dont le noyau et le conoyau sont finis. Montrer que si I'un des deux quotients
d’Herbrand h(A), h(B) est défini, Iautre l'est aussi et h(A) = h(B).

4. Soit G un groupe fini. Soit p un nombre premier. Pour tout groupe
abélien A, on note A{p} sa composante p-primaire, i.e. le sous-groupe des
x € A tels qu'il existe m € N avec p"'z = 0. Le groupe A est dit p-primaire
si A = A{p}.

a) Soit H un sous-groupe de GG d’indice premier a p. Soit A un G-module.
Montrer que pour tout n € Z, 'application

Res : H"(G, A){p} — H"(H, A)
est injective et I'application
Cores : H"(H, A){p} — H™(G, A){p}

est surjective.

b) Soit G un p-groupe fini. On suppose que A est un G-module p-primaire.
Montrer que si HY(G, A) = 0 ou Hy(G, A) = 0, alors A =0 (on se ramenera
au cas ot A est fini et on montrera qu’alors A et A% ont méme cardinal
modulo p; pour traiter le cas ou Hy(G, A) = 0, on utilisera 'exercice 1. de
ce chapitre).

3. Cohomologie d’un groupe profini

Quand on étudie la cohomologie galoisienne d’un corps k, on est souvent
amené & travailler avec le groupe de Galois absolu I'y, := Gal (k/k) (ou k est
une cloture séparable de k) et pas avec une extension finie. Nous allons voir
que plus généralement on peut définir la cohomologie d’un groupe profini par
un procédé de limite a partir de celle de certains de ses quotients finis (qui
dans le cas de I'y correspondent aux groupes de Galois des extensions finies
galoisiennes de k).
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3.1. Notions de base sur les groupes profinis

Définition 3.1 Un groupe topologique G est dit profini s’il est limite projec-
tive de groupes finis (munis chacun de la topologie discréte).

Un groupe profini admet une base {G;} de voisinages du neutre constitué
de sous-groupes ouverts” distingués d’indice fini, et G s’identifie alors a la
limite projective des GG/G;. Un groupe topologique est profini si et seule-
ment sl est compact® et totalement discontinu ([12], proposition 1.1.3)7.
Les groupes profinis forment une catégorie, les morphismes étant les mor-
phismes continus de groupes.

Exemples de groupes profinis :

a) Les groupes finis sont profinis (!).

b) Le groupe de Galois absolu I'y = Gal (k/k) d’un corps k est profini :
c’est par définition la limite projective des Gal (L/k) quand L parcourt les
extensions finies galoisiennes de k incluses dans k.

c) Si M est un groupe abélien discret de torsion, son dual de Pontryagin
M* := Hom(M, Q/Z) est un groupe profini quand on le munit de la topologie
de la convergence simple (c’est-a-dire la topologie ”compacte-ouverte”) . En
effet M est la limite inductive de ses sous-groupes finis N, donc M* est
la limite projective des groupes finis N*. On peut montrer que M — M*
induit une anti-équivalence de catégorie entre groupes discrets de torsion et
groupes profinis, cas particulier de la dualité de Pontryagin pour les groupes
abéliens localement compacts ; cf. [12], Th. 1.1.11. Noter que de méme le dual
d’un groupe abélien profini G est le groupe discret de torsion constitué des
homomorphismes continus Hom.(G,Q/Z) de G dans Q/Z. Cette dualité ne
marche pas bien pour un groupe discret qui n’est pas de torsion, par exemple
pour M = Z on trouve M* = Q/Z et M** = Z, complété profini de Z (c’est
la limite projective des Z/nZ).

d) Tout sous-groupe fermé d’un groupe profini est profini. De méme tout
quotient par un sous-groupe distingué fermé est profini.

e) Le groupe additif de 'anneau des entiers O d’un corps local (=corps
complet pour une valuation discrete a corps résiduel fini) K (ex. : Z,) et son
groupe multiplicatif OF sont profinis.

7. Noter que pour un sous-groupe d’indice fini, fermé équivaut a ouvert; rappelons
aussi que tout sous-groupe ouvert d’un groupe topologique est fermé.

8. On demandera toujours la condition d’étre séparé (au sens de Hausdorff) pour étre
compact.

9. En particulier la structure profinie de G ne dépend que de sa topologie, et pas du
systeme projectif choisi pour définir G.

33



f) Le groupe A(K) des points sur un corps local K d’une variété abélienne
A (par exemple une courbe elliptique) est profini.

Dans les trois derniers exemples, c¢’est la caractérisation ”compact+ to-
talement discontinu” qui permet le plus facilement de voir qu’on a affaire
a des groupes profinis. Rappelons qu'une variété abélienne sur un corps est
un groupe algébrique lisse, connexe et projectif sur ce corps, le cas de la
dimension 1 correspondant aux courbes elliptiques.

Remarque : Attention dans un groupe profini GG, les sous-groupes ouverts
sont donc d’indice fini, mais la réciproque est en général fausse, méme si G est
abélien. Par exemple le groupe de Galois de I'extension abélienne maximale
d’un corps de nombres a des sous-groupes d’indice fini qui ne sont pas ouverts.
Un autre exemple est fourni par O} quand K est le corps des séries de
Laurent sur un corps fini; voir [10], remarque en bas de la page 26.

Il se trouve que pour un groupe profini, on peut définir I'indice d’un sous-
groupe méme si ce sous-groupe n’est pas d’indice fini, via la notion de nombre
surnaturel. Par définition, un tel nombre est un produit formel Hp PP, ol p
parcourt I’ensemble des nombres premiers et n, € N U {400}. On définit de
maniere évidente le pged, le ppecm et le produit d'une famille quelconque de
nombres surnaturels.

Définition 3.2 Soit G un groupe profini. Soit H un sous-groupe fermé de G.
L’indice de H dans G (noté [G : H]) est le nombre surnaturel défini comme le
ppem des indices [G/U : H/(HNU)| (qui sont des entiers naturels) quand U
parcourt l’ensemble des sous-groupes ouverts distingués de G. L’ordre d'un
groupe profini est le nombre surnaturel [G : {1}].

Il n’est pas compleétement évident 1 que ”d’indice fini” au sens usuel soit
la méme chose que d’indice fini au sens de la définition précédente. Voici un
lemme qui montre que c¢’est bien le cas.

Lemme 3.3 Soit H un sous-groupe fermé d’un groupe profini G. Alors H
est d’indice fini (au sens usuel) si et seulement si [G : H] (défini comme
dans la définition 3.2) est un entier naturel. De plus dans ce cas [G : H] est
Uindice de H au sens usuel. ' En particulier H est ouvert si et seulement si
le nombre surnaturel [G : H| est un entier naturel.

10. La plupart des auteurs semblent avoir totalement ignoré ce point...
11. Merci a Miaofen Chen pour avoir attiré mon attention sur le fait que ce point est
aussi a vérifier.
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Démonstration :  Soit U un sous-groupe ouvert distingué de G. Soit py la
surjection canonique G — G/U. Alors py(H) = (H/H NU). On a une surjection

pu:G/H — (G/U)/pu(H)

N

de l'ensemble des classes a gauche de G selon H sur l'ensemble des classes a
gauche de G /U selon py(H). Si maintenant g; et go sont deux éléments de G, on
observe que py(g1H) = pu(g2H) si et seulement 8’1l existe h € H tel que g1 = goh
modulo U (rappelons que U est distingué dans G), ou encore si et seulement si
(95 ' U) N H #10)

On en déduit que toutes les fibres de la surjection py ont le méme cardinal car
pour tout g de G, la fibre de py(gH) est la double classe UgH. En particulier si
I'ensemble G/H est fini de cardinal m, alors I'indice [G : H] de la définition 3.2
est fini et divise m.

Pour conclure, il nous suffit de montrer que si n est un entier naturel tel que
G/H contienne au moins n éléments distincts, alors il existe un sous-groupe ouvert
U tel que (G/U)/py(H) contienne au moins n éléments distincts (cela montrera
a la fois que si G/H est infini, alors le nombre surnaturel [G : H| n’est pas dans
N, et que si G/H est fini, alors ce nombre surnaturel est fini et au moins égal au
cardinal de G/H). Soient donc gy, ..., g, dans G telles que les classes g1 H, ..., gn H
soient deux & deux distinctes. Alors aucun des g;l g; pour 1,7 distincts n’est dans
H. Comme le complémentaire de H dans G est ouvert et que les sous-groupes
ouverts distingués forment une base de voisinages de 1, on peut trouver U ouvert
distingué tel qu’aucun des (gj_1 9i)U ne rencontre H, d’ott on déduit que les images
par py de g1 H, ..., g, H sont deux a deux distinctes, d’ou le résultat.

D

Définition 3.4 On dit que G est un pro-p-groupe si son ordre est une puis-
sance de p (cela revient a dire que G est limite projective de p-groupes finis).
Un p-groupe de Sylow (ou p-Sylow en abrégé) d’'un groupe profini G est un
sous-groupe fermé H de G qui est un pro-p-groupe et tel que U'indice [G : H]|
soit premier a p.

La proposition ci-dessous (dont la preuve se déduit des résultats ana-
logues pour les groupes finis'?, cf. [14], paragraphes 1.1.3. et 1.1.4.) résume
les propriétés des indices et des sous-groupes de Sylow.

Proposition 3.5 a) Soient K C H C G des groupes profinis. Alors

[G:K|=|G: H|.[H: K]

12. Plus le fait classique qu’'une limite projective d’ensembles finis non vides est non
vide.
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b) Soit G un groupe profini. Pour tout nombre premier p, le groupe G
posséde des p-Sylow, et ceux-ci sont conjugués.

c¢) Soit G un groupe profini. Alors tout pro-p-sous-groupe de G est contenu
dans un p-Sylow.

Exemples : a) Le groupe Z, est un pro-p-groupe. C’est le p-Sylow de

~

Z:=lm o Z/n=]],cpZp, ouP désigne I'ensemble des nombres premiers.

b) Soit G un groupe discret. Le complété profini G de G est la limite
projective des quotients finis de G. Le p-complété @p de G est la limite
projective des quotients de G qui sont des p-groupes finis; c’est le plus grand
quotient de G' qui est un pro-p-groupe.

c) Soit K un corps p-adique (c’est-a-dire une extension finie de Q,);
soit K, son extension maximale non ramifiée et K™ I'extension maximale
modérément ramifiée de K. Soit U = Gal (K /K,,) le groupe d’inertie. La
théorie des groupes de ramification (cf. [13], paragraphe IV.2) donne que
U, == Gal (K/K™) est 'unique p-Sylow de U, et le quotient U/U, est iso-
morphe au produit des Z; pour [ # p.

3.2. (G-modules discrets

Dans toute la suite, G désignera un groupe profini. Soit A un groupe
abélien discret muni d’une action de G. On dira que G opere contintiment
sur A si pour tout x de A, I'application g + g.x est continue de G dans
A, ou encore (A étant discret)!® si le fixateur de tout élément de A est un
sous-groupe ouvert de A.

Définition 3.6 Un G-module discret (ou plus simplement G-module si au-
cune confusion n’est possible) est un groupe abélien A muni d’une action de
G telle que G opere contintiment sur A.

On demande donc, en plus de la définition habituelle d’'un G-module, que
le fixateur de tout point soit ouvert. Bien entendu pour G fini ceci coincide
avec la notion habituelle de G-module. On notera Cg la catégorie des G-
modules discrets (c’est une sous-catégorie abélienne pleine de Modg). Si A
est un G-module discret, on a A = |, AU on U parcourt I’ensemble des
sous-groupes ouverts de G.

Exemples : Le cas qui va principalement nous intéresser est celui ou
G =Ty, = Gal (k/k) est le groupe de Galois absolu d'un corps k, ou encore

13. On pourrait considérer des groupes A munis d’une autre topologie, pour obtenir de
la ”cohomologie continue”, mais dans ce cours on se limitera au cas A discret.
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un quotient d'un tel groupe. Le théoreme principal de la "théorie de Galois
infinie” dit que l'application I' + L' induit une correspondance bijective
entre les sous-groupes fermés I' de I'y, et les extensions de corps L de k
incluses dans k. Les sous-groupes ouverts (=fermés d’indice fini) sont ceux
qui correspondent aux extensions finies de k (ce qui n’empéche pas qu'il
puisse exister des sous-groupes d’indice fini qui ne sont pas fermés; ceux-ci
ne correspondent a aucune extension de k).

a) On peut prendre l'action triviale v.x = x pour tous v € I'y, x € M.
On l'utilisera beaucoup pour M =Z, M = Z/n’Z.

b) Soit n un entier non divisible par la caractéristique de k. On obtient
un ['y-module discret en prenant I'action du groupe de Galois sur le groupe
multiplicatif &%, ou encore sur les racines n-iemes de I'unité dans & (on notera
ce dernier I'y-module p,).

c¢) Plus généralement, si S est un groupe algébrique commutatif sur k, on
peut faire agir ', sur 'ensemble S(k) de ses k-points. Si Cark = 0, le cas
d’un groupe fini sur k (au sens des schémas) correspond & S(k) fini; c’est
le cas par exemple pour Z/nZ et p,. L’action triviale correspond en plus
au fait que tous les k-points de S sont définis sur k. Le cas du module k*
correspond au groupe multiplicatif G,,. On peut aussi prendre pour S une

variété abélienne.

d) Supposons Car k = 0. Si M est un I';-module fini (correspondant a un
k-groupe algébrique noté encore M par abus), on peut définir son dual M’
via le groupe algébrique fini Hom(M, G,,) ("dual de Cartier”). Cela signifie
que le T-module M’ est constitué des morphismes ¢ de M dans k* (ou dans
fn 81 M est de n-torsion), I'action de I' sur M’ étant donnée par (v.¢)(x) :=
Y(p(ytx)) pour y €T, ¢ € M', x € M. Par exemple Z/nZ et u, sont
des I'-modules duaux I'un de I'autre.

3.3. Cohomologie d’un G-module discret

Il y a plusieurs fagons de définir les groupes de cohomologie H"(G, A)
quand G est un groupe profini et A un G-module discret. Comme C possede
assez d’injectifs ' (voir [16], lemme 6.11.10), on peut utiliser les foncteurs
dérivés du foncteur A — A% de C dans Ab. Toutefois, une petite difficulté
pour les calculer est que contrairement a Modg, la catégorie C¢ ne possede

14. Cette formule peut paraitre compliquée, mais elle est nécessaire pour envoyer par
exemple M ® M’ dans k*, voir plus loin.

15. Le point est que si A est un G-module discret, il se plonge dans un G-module I qui
est injectif dans Modg ; il est facile de voir qu’alors A se plonge aussi dans (J;; 1 UonU
décrit les sous-groupes ouverts de G) et que ce dernier est injectif dans Cg.

37



en général pas suffisamment de projectifs. Comme le but est de se ramener
a la cohomologie des groupes finis, il est plus simple d’adopter la définition
par cochaines :

Définition 3.7 Soit A € Cg. Pour ¢ > 0, on note K%(G,A) I'ensemble
des applications continues (i.e. localement constantes) de G? dans A. Soit
d : K1G,A) — K%1(G, A) le cobord défini par la formule usuelle (cf.
Theoreme 1.17). On définit alors les groupes de cohomologie H(G, A) comme
les groupes de cohomologie du complexe (K9(G, A)).

On a alors :

Proposition 3.8 Soit (G;) un systéme projectif de groupes profinis; soit
(A;) un systeme inductif de G;-modules discrets, les fléches de transition
étant compatibles avec celles de (G;). Soit G = @Gi et A = QAZ Alors
pour tout ¢ € N :

HY(G,A) = liﬂHq(Gi,Ai)

Démonstration : 1l suffit de vérifier que les homomorphismes canoniques
lim K%(Gi, A;) — KU(G, A)

sont des isomorphismes. L’injectivité résulte de ce que si ¢ est une fonction continue
de G dans A; qui induit une fonction nulle de G dans A, alors les valeurs de ¢
(qui sont en nombre fini par continuité) s’annulent toutes dans A; pour un certain
J > i; de ce fait, 'image de ¢ dans K9G}, A;) est nulle, donc aussi son image
dans la limite inductive.

Montrons la surjectivité. Soit f une fonction continue de G dans A, alors f est
localement constante ; comme G est compact et posseéde une base de voisinages de
1 constituée de sous groupes ouverts distingués, la fonction f se factorise par un
quotient fini G/U qui est un quotient G;/U; de I'un des G;. En particulier 'appli-
cation induite f : G/U — A provient d’'un homomorphisme fj:G;/U; — A; pour
un certain ¢ (par finitude de G;/U;). On peut supposer i > j (quitte & augmenter 4,
vu qu’on travaille toujours avec des ensembles ordonnés filtrants d’indices), auquel
cas on obtient que f provient de f; : G; — A; obtenu en composant I’application
de transition G; — G; avec f; : G;/U; — A;. On conclut en appliquant cela a G4
pour tout ¢ € N*.

D

On en déduit immédiatement les corollaires suivants (dont le premier
aurait pu étre pris comme définition des groupes HY(G, A)).
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Corollaire 3.9 Soit A un G-module discret. Alors
H(G, A) = lim H'(G /U, A")
U

ou U parcourt l’ensemble des sous-groupes ouverts distingués de G.
On a en effet G = @U(G/U) et A= liﬂUAU.
Corollaire 3.10 Soit A un G-module discret. Alors
HYG,A) = hﬂHq(G, B)
ot B parcourt I'ensemble des sous G-modules de type fini'® de A.

Cela résulte de ce que A est la réunion (et donc la limite inductive) de
tels B.

Corollaire 3.11 Pour q > 1, les groupes H1(G, A) sont de torsion.

Cela résulte du corollaire 3.9 et du corollaire 1.26.

Noter aussi que si A est injectif dans Cg, les AV sont injectifs dans Cg U
pour tout sous-groupe ouvert distingué U de G. On déduit alors facilement
du corollaire 3.9 que les H(G, A) s’obtiennent bien comme foncteurs dérivés
de A— A% de Cg dans Ab.

Remarque : Il pourrait a priori y avoir une ambigiiité dans la notation
H?(G, A) quand G est un groupe profini, suivant qu’on considére A comme un
G-module discret (en travaillant dans la catégorie Cg, ou encore avec des co-
chaines continues) ou simplement comme un G-module (en travaillant dans la
catégorie Mod, ou encore avec des cochaines non nécessairement continues
comme au chapitre 1). Sauf mention expresse du contraire, nous considérerons
toujours qu’on travaille dans Cg, et donc que le groupe H(G, A) est celui de
la définition 3.7. Quand on parlera sans précision d'un G-module (pour un
groupe profini G), on sous-entendera également que ce G-module est discret.

Les propriétés de la cohomologie d'un groupe profini G se déduisent
immédiatement de celle d'un groupe fini via le corollaire 3.9. Il faut juste
faire attention, pour les propriétés faisant intervenir un sous-groupe H de G,
a se restreindre aux sous-groupes fermés de GG, de maniere a rester dans la
catégorie des groupes profinis (pour les modules définis par des fonctions de
G ou G" dans un G-module A, il faut aussi prendre des fonctions continues).
En particulier :

16. Noter que comme A est discret, un sous G-module de A est de type fini sur Z[G] si
et seulement s’il est de type fini sur Z.
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1. Pour tous sous-groupe fermé H de G et tout G-module discret A, on
dispose du G-module I (A) (la définition est la méme & condition de se
restreindre & des fonctions continues de G dans A). En particulier tout
G-module induit I (A) est acyclique (ce qui permet les raisonnements
habituels par décalage). 17

2. Pour tout sous-groupe fermé H de G, les homomorphismes de restric-
tion et d’inflation sont définis comme dans le paragraphe 1.5.; et le
lemme de Shapiro reste vrai. Il en va de méme de la proposition 1.21 et
de la suite spectrale de Hochschild-Serre (ainsi que ses conséquences)
lorsque H est un sous-groupe distingué fermé de G.

3. Lorsque H est un sous-groupe fermé d’indice fini (i.e. un sous-groupe
ouvert) de G, la corestriction H9(H, A) — H(G, A) est bien définie.
Le théoreme 1.25 et le corollaire 1.28 restent valables dans ce contexte.

4. Si p et ¢ sont deux entiers naturels, le cup-produit
HP(G,A) x HY(G, B) — H""(G, A® B)

est défini comme au paragraphe 2.4. (si ce n’est que dans la définition
il faut prendre des cochaines continues), et jouit des mémes propriétés.
Nous verrons au chapitre suivant des exemples de calculs de groupes de

cohomologie quand G = I';, est le groupe de Galois absolu d’un corps.

On peut également avoir besoin parfois d’utiliser le groupe H @G, A).

Pour cela, considérons des sous-groupes ouverts distingués U et V de G avec
V' C U. On définit une fleche de défiation :

Def :H(G/V, AY) — H(G/U, AY)
en passant au quotient l'identité, vu qu’on a
HYG/V,AY) = AC /Ng AV, HY(GJU, AV) = AC [Ng iy AV
et Ngyv AV C NgjuAY (regrouper les éléments de G/V en classes selon U/V).

Définition 3.12 Soit G un groupe profini. Soit A un G-module discret. On
définit le groupe de cohomologie modifié H °(@, A) comme la limite projective
des H °%(G/U, AY) pour U sous-groupe ouvert distingué de G, les fleches de
transition étant les fleches de déflation.

17. Par contre il n’y a plus de bonne notion de module co-induit dans Cg car Z[G] n’est
pas un G-module discret si G est infini.
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Alors la restriction et la corestriction sont encore bien définies (sous les
hypotheses habituelles) pour le H®, avec la formule Cor o Res = |G : H] (on
peut également définir les groupes 2] (G, A) pour ¢ < 0 par un procédé ana-
logue de limite projective, cf. [12], def. 1.9.3., mais nous ne nous en servirons
pas).

3.4. Dimension cohomologique

Rappelons qu'un groupe abélien de torsion A est dit p-primaire si tout
élément de A est d’ordre une puissance de p. Tout groupe abélien de torsion
A est somme directe (pour p premier) de ses composantes p-primaires A{p},
ou A{p} est le sous-groupe de A constitué des éléments d’ordre une puissance
de p. Un G-module discret est simple s’il est non nul et n’admet pas de sous
G-module autre que {0} et lui-méme.

La notion de p-dimension cohomologique d'un groupe profini est tres im-
portante. L’exercice 1 de ce chapitre montre qu’elle est surtout intéressante
pour un groupe infini car la p-dimension cohomologique d’un groupe fini est
soit nulle (si p ne divise pas son cardinal) soit infinie (dans le cas contraire).

Définition 3.13 Soit G’ un groupe profini. Pour tout nombre premier p, la
p-dimension cohomologique de G' (notée cd,(G)) est la borne inférieure (dans
N U {+o0}) des entiers n € N vérifiant :

Pour tout G-module discret de torsion A et tout ¢ > n, la composante
p-primaire de H%(G, A) est nulle (ce qui équivaut au fait que le sous-groupe
de p-torsion H(G, A)[p] soit nul).

La dimension cohomologique de G est cd(G) = sup, cd,(G).

Par exemple, le groupe fini G = Z/2 = Gal(C/R) est de p-dimension
cohomologique 0 si p # 2 (via le corollaire 1.26), mais infinie si p = 2 vu
le théoreme 2.10 et le fait que H(G,Z/2) = HY(G,Z/2) = Z/2 par un
calcul immédiat. Si p ne divise pas l'ordre de G, on a cd,(G) = 0 via les
corollaires 3.9 et 1.26.

Theoreme 3.14 Soit G un groupe profini. Soit p un nombre premier et soit
n € N. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ¢dy(G) < n.

2. Pour tout ¢ > n et tout G-module discret A qui est un groupe abélien
de torsion p-primaire, on a H1(G,A) = 0.

3. On a H"™ (G, A) = 0 pour tout G-module discret A qui est simple et
de p-torsion.
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Noter au passage qu'un G module A simple et p-primaire est forcément
de p-torsion vu que A[p| est un sous G-module non trivial de A.

Démonstration :  Ecrivons A comme somme directe des A{p}. Alors
pour ¢ > 1 le groupe H1(G, A{p}) est la composante p-primaire de H%(G, A)
(via la proposition 3.8), d’ou l'équivalence de 1. et 2. Il est immédiat que
2. implique 3. Supposons donc 3. Montrons d’abord par récurrence sur le
cardinal de A que H""}(G, A) = 0 lorsque A est fini et p-primaire. C’est
évident si A = 0, supposons donc A # 0. Si A est simple, alors Alp| (qui est
non nul vu que A est p-primaire) est égal a A et 'hypothese 3. donne que
H™ (G, A) = 0. Sinon on a une suite exacte de G-modules

0—-A - A— A, —0

avec A; et A de cardinaux strictement plus petits que celui de A, d’ot encore
H™ (G, A) = 0 via la suite exacte longue et I'hypothése de récurrence.

Maintenant on a encore H"*1(G, A) = 0 (via le corollaire 3.10), pour tout
G-module discret A qui est p-primaire car un sous G-module de type fini de
A est alors fini (il est de type fini sur Z et de torsion). On montre alors 2.
par récurrence sur ¢ en plongeant A dans le module induit /5(A) (qui est
bien p-primaire vu que toute fonction continue de G dans A est localement
constante, donc ne prend qu'un nombre fini de valeurs par compacité de G),
puis en appliquant I’hypothese de récurrence au module de torsion p-primaire
Ig(A)/A.

0

Le lemme suivant va souvent étre utile :

Lemme 3.15 Soit p un nombre premier. Soient G un p-groupe fini et A un
G-module de torsion p-primaire. Alors si A° =0 on a A= 0.

Démonstration :  Supposons A # 0. On se rameéne immédiatement a
A fini en considérant le G-module engendré par un élément non nul de A,
qui est fini car de type fini sur Z et de torsion. Alors I’équation aux classes
donne que A et A ont méme cardinal modulo p, et leurs cardinaux sont des
puissances de p, donc AY ne peut pas étre de cardinal 1.

0

On déduit du théoreme 3.14 I'important critere suivant pour majorer la
p-dimension cohomologique dun pro-p-groupe :

Theoréeme 3.16 Soient G un pro-p-groupe et n € N. Alors cd,(G) < n si
et seulement si H"(G,Z/p) = 0.
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Démonstration : Sicd,(G) < n,alors H""(G,Z/p) = 0 par définition de
la p-dimension cohomologique. Supposons donc H""(G,Z/p) = 0. D’apres
le théoreme 3.14, on est ramené a montrer que si A est un G-module discret
simple de p-torsion, alors H" (G, A) = 0. Pour cela, on va en fait montrer
qu'un tel A est forcément isomorphe a Z/p.

On a déja que A est fini : en effet le G-module M engendré par un élément
a non nul de A est fini vu qu’il est de type fini sur Z et de torsion; or M = A
par simplicité de A. On peut donc considérer A comme un G /U-module, avec
U sous-groupe ouvert distingué de G. Quitte a appliquer le résultat & G/U et
au GG/U-module simple A, on est donc ramené au cas ou G est un p-groupe
fini. Comme A # 0, le lemme 3.15 dit alors que A“ # 0 et par simplicité
de A, on obtient A® = A, autrement dit 1'action de G sur A est triviale.
Maintenant on a forcément A = Z/p, car le groupe abélien engendré par un
élément non nul de A est un sous G-module de A, donc il est égal & A (par
simplicié de A) et isomorphe & Z/p (car A est de p-torsion).
0

Exemple. Prenons G = Z, = lim (Z/p"). On a H?*(G,Z/p) = 0 via la
proposition 3.8 : en effet d’apres le théoreme 2.10, on a H*(Z/p",Z/p) =
H %Z/p™,Z/p) = Z/p, ou les applications de transition entre les différents
groupes H?(Z/p",Z/p) correspondent '® & la multiplication par p; ainsi on a
bien lim H*(Z/p",Z/p) = 0. Le théoreme 3.16 dit alors que cd,(Z,) < 1, et
I’égalité Vient de ce que

H'(Z,,2/p) = Hom,(Z,, Z/p) = Hom(Z, /pZ,) = T/p # 0

Quand on travaille avec des GG-modules qui ne sont plus forcément de
torsion, on obtient la notion de dimension cohomologique stricte :

Définition 3.17 Soient G un groupe profini, p un nombre premier, et n €
N. La p-dimension cohomologique stricte de G est la borne inférieure des
n € N tels que pour tout G-module discret A et tout entier ¢ > n, on ait
Hi(G, A){p} = 0. On la note scd,(G). La dimension cohomologique stricte
de G est scd(G) = sup, scd,(G).

On va maintenant comparer cd,, et scd,, ainsi que leur comportement par
passage a un sous-groupe ou un quotient :

18. Une subtilité ici : si U et V' sont des sous-groupes ouverts distingués d’un groupe
profini G avec V C U, la fleche d’inflation H%(G /U, AY) — H°(G/V, AV) (qui permet de
faire la limite inductive) est obtenue via lapplication norme; comparer avec la situation
inverse quand on définit la fleche de déflation.
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Proposition 3.18 Soit G un groupe profini. Alors scd,(G) < c¢d,(G) + 1
pour tout nombre premier p. En particulier scd(G) < c¢d(G) + 1.

Preuve de la proposition 3.18 :  Soit M un G-module, posons N =
M]p] (le sous-module de p-torsion) et Q = M/pM. Notons n la p-dimension
cohomologique de G. Soit I = pM. La multiplication par p induit deux suites
exactes

0O =+N—->M-—=1—-0

0—=1—->M-—->0Q—0

Soit alors ¢ > n + 1. Comme N et () sont de torsion p-primaire, on a
HY(G,N) = H7(G,Q) = 0. Alors les applications HY (G, M) — HY(G,I)
et HY(G,I) — HI(G, M) respectivement induites par les suites exactes
ci-dessus sont injectives, donc aussi leur composée qui est la multiplica-
tion par p dans H(G, M). Finalement H9(G, M)[p] = 0 pour tout M, i.e.
scd,(G) <n+ 1.

O

Proposition 3.19 Soit G un groupe profini et soit H un sous-groupe fermé
de G. Alors pour tout nombre premier p, on a

cdy,(H) <cdy(G);  scdy(H) < scdy(G)

Il y a égalité si l'indice |G : H| est premier a p, ou encore si H est ouvert et
cd,(G) < +oo.

Bien entendu on a des résultats analogues pour cd(G) et scd(G). Par
contre il n’y a pas d’inégalité analogue pour le quotient : par exemple le
groupe Zs est de 2-dimension cohomologique 1, mais il possede un quotient
isomorphe a Z/2, dont la 2-dimension cohomologique est infinie. Noter aussi
que la derniere assertion de la proposition est en général fausse si cd,(G)
n’est pas supposée finie (prendre par exemple G =Z/2, H =0 et p = 2).

Démonstration :  On commence par un lemme (utile en lui-méme) :

Lemme 3.20 Soient G un groupe profini et A un G-module discret. Soient
p un nombre premier et H un sous-groupe fermé de G.

a) Si p ne divise pas le nombre surnaturel |G : H|, l'application Res :
HYG,A){p} — HYU(H, A) est injective pour tout q > 0.
b) Si de plus H est ouvert et n = c¢d,(G)) (resp. n = scd,(G))) est fini,

alors Cor : H"(H, A){p} — H"(G, A){p} est surjective pour tout G-module
discret de torsion A (resp. pour tout G-module discret A).
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Démonstration : a) Si [G : H] est fini cela vient de la formule CoroRes =
|G : HJ; le cas général s’y ramene via le corollaire 3.9 et la définition de
I'indice d’un sous-groupe fermé.

b) Posons I = IH(A), on dispose d’'un homomorphisme 7 : I — A défini
par

frf)= > gflg™h

geG/H

Cet homomorphisme est surjectif car si a € A, on définit un antécédent f
de a par 7 en posant f(h) = h.a pour h € H et f(9) =0sig ¢ H.Si A
est de torsion, I (et donc aussi le noyau B de m) est de torsion ; d’autre part
I’homomorphisme induit

H™(G, 1) = H"(H, A) — H"(G, A)

s’identifie a la corestriction (voir 'exercice 1. du chapitre 1. : cela résulte
comme d’habitude de ce qu’on obtient deux foncteurs cohomologiques qui
coincident en degré 0). Comme pour B de torsion, on a H"™(G, B){p} =0
vu que cd,(G) = n, on conclut avec la longue suite exacte de cohomologie
(noter qu’une suite exacte de groupes abéliens de torsion reste exacte quand
on applique le foncteur {p}). Le raisonnement avec scd, est identique.

0

On peut maintenant démontrer la proposition 3.19. Traitons le cas de
cd, (le raisonnement est le méme pour scd,). Soit A € Cy, alors I (A) (qui
est p-primaire si A est p-primaire) est dans Cg et par le lemme de Shapiro
HY(G,IH(A)) = HY(H, A), ce qui donne cd,(H) < cd,(G). Si maintenant
[G : H] est premier a p, alors on a égalité via le lemme 3.20 a).

Supposons maintenant que H est ouvert et que c¢d,(G) = n est finie. On
peut alors trouver un G-module discret de torsion A tel que H" (G, A){p} # 0.
11 suffit alors de montrer que H"(H, A){p} # 0, ce qui résulte du lemme 3.20
b).

O

Corollaire 3.21 Soit G, un p-Sylow de G. Alors cdy(G) = cd,(G,) =
cd(Gp) et sed,(G) = scd,(Gp) = scd(Gp).

Exemples : a) D’apres le corollaire précédent, cdp(Z) = cdy(Z,) = 1.
D’autre part H*(Z,,Z) # 0 (en effet H*(Z,,Z) = Hom.(Z,, Q/Z) = Q,/Z,),
d’ott on déduit que scd,(Z) = scd,y(Z,) = 2.

b) On verra plus tard dans le cours que si k est un corps p-adique et
G = Gal (k/k), alors c¢d(G) = scd(G) = 2.
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Proposition 3.22 Soit H un sous-groupe distingué fermé de G. Alors pour
tout nombre premier p, on a

edy(G) < dy(G/H) + cd (H)

(et de méme pour scd,, cd(G) ete.).

Démonstration : On utilise la suite spectrale de Hochschild-Serre. Soit
A un G-module discret de torsion p-primaire. Soit n > ¢d,(G/H) + cd,(H).
Alors si i 4 j = n, on a soit i > cd,(G/H), soit j > cd,(H); dans les deux
cas le groupe Ey = H'(G/H, H?(H, A)) est nul. Finalement H"(G, A) (qui
admet une filtration dont les quotients successifs sont des sous-quotients des
EY pour i+ j = n) est nul.

m|

On a enfin le critere général suivant (du a Serre) :

Proposition 3.23 Soit G un groupe profini de dimension cohomologique n.
Alors G est de dimension cohomologique'® stricte n si et seulement si : pour
tout sous-groupe ouwvert U de G, on a H"™(U,Z) = 0

Preuve de la proposition : La condition est clairement nécessaire. En
sens inverse, si elle est vérifiée on a (par le lemme de Shapiro) H" (G, A) = 0
pour tout G-module A qui est de la forme A = I4(Z") = Z|G /U] avec r > 0
et U sous-groupe ouvert distingué de G. Soit alors M un G-module discret
de type fini. Alors il existe un sous-groupe ouvert distingué U de G' qui opere
trivialement sur M, d’ou une suite exacte

0—B—ZG/U"—-M—=0

ce qui implique H"™(G, M) = 0 vu que H""*(G, B) = 0 d’apres la pro-
position 3.18. Comme tout G-module discret A est réunion de G-modules
discrets de type fini, on obtient H"™ (G, A) = 0, d’ou le résultat (toujours
avec la proposition 3.18).

]

Le calcul de la dimension cohomologique du groupe de Galois absolu
Gal (k/k) d'un corps k est un probleme en général difficile. On a déja vu que
pour k = R, la p-dimension cohomologique est 0 si p # 2 et infinie si p = 2.
Pour un corps fini, le groupe de Galois est isomorphe a Z, dont la dimension

19. Bien entendu on a ’analogue avec la p-dimension cohomologique en se limitant a la
torsion p-primaire de H"*1(U,Z) dans I’énoncé.
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cohomologique est 1. On verra que pour une extension finie de Q,, cette
dimension est 2, ainsi que pour une extension finie totalement imaginaire de

Q.

3.5. Exercices

1. Soient G un groupe profini et p un nombre premier.

a) Montrer que cd,(G) = 0 si et seulement si 'ordre de G (en tant que
nombre surnaturel) est premier a p.

b) Montrer que si cd,(G) n’est ni nul ni infini, alors I'exposant de p dans
I'ordre de GG est infini.

2. Soient G un groupe profini et p un nombre premier tel que cd,(G) < n
avec n € N.

a) Montrer que si A est un G-module discret p-divisible (i.e. la multipli-
cation par p est surjective dans A), alors pour tout ¢ > n la composante
p-primaire H9(G, A){p} est nulle.

b) En déduire que si A est un G-module discret divisible et cd(G) < n,
alors H1(G, A) = 0 pour tout ¢ > n.

3. Soit G le groupe profini 7= @neN* Z/n.
a) Soit A un G-module discret. On note F' 'automorphisme de A induit

par le générateur topologique canonique s de G (correspondant a 1 € 2) et
A’ le sous groupe de A constitué des a tels qu'il existe n € N* avec

1+F+..+F"Ha=0
. Montrer que (F — 1)A est un sous-groupe de A’ et qu'on a H'(G,A) =
A'/(F —1)A.
b) Calculer le dual Hom.(G, Q/Z) de G.

c¢) Montrer que si A est fini, alors H*(G, A) = 0 et retrouver le fait que
cd(Z) = 1 (comparer avec l'exercice 3).

4. Reprendre 'exercice 2. du chapitre 1 en supposant cette fois que G est
un groupe profini et H un sous-groupe ouvert de G.

5. Soit G un groupe profini de dimension cohomologique finie. Montrer
que G est sans torsion (c’est-a-dire que tout élément de G autre que le neutre
est d’ordre infini).
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6. Soit G un groupe profini. Soit (A, ),en un systeme projectif de G-
modules finis.

a) Montrer que si G est fini, on a

HY(G, lim A,) = lim H(G, A,)

pour tout ¢ € N (on pourra procéder par décalage).

b) On prend G = Z, et A, = Z/p"Z (muni de Paction triviale de G).
Montrer que 1’égalité de a) ne vaut plus (On comparera avec I’exercice 3 du
chapitre 1, et aussi avec la proposition 3.8).

7. Soit G un groupe abélien profini. On suppose que pour tout entier
n > 0, le groupe G/nG est fini.

a) Montrer que nG est un sous-groupe ouvert de G.
b) Soit U un sous-groupe ouvert de G. Montrer que nU est un sous-groupe
ouvert de G (on pourra comparer G/U et nG/nU).

c¢) En déduire que si A est un G-module discret fini, alors H'(G, A) est
fini.

8. Soient n un entier > 0 et p un nombre premier. Soit G un groupe
profini avec c¢d,(G) = n. Montrer que scd,(G) = n + 1 si et seulement s’il
existe un sous-groupe ouvert H de G tel que H"(H,Q,/Z,) # 0.

4. Premieres notions de cohomologie galoi-
sienne

Dans tout ce chapitre on désigne par k un corps de cloture séparable k et
on note I'y le groupe profini I'y := Gal (k/k).

4.1. Généralités

Soit M un I'y-module discret. Les groupes de cohomologie H9(T'y, M)
pour ¢ > 0 (ainsi que H 9Ty, M)) ont été définis au chapitre précédent. Si
maintenant k; est une extension de corps de k de cloture algébrique k; et
j : k — k; est un morphisme de corps prolongeant l'inclusion i : k — ki,
alors j définit un homomorphisme continu f : I'y, — T’y ; on obtient donc (cf.

début du paragraphe 1.5.) des homomorphismes

HY Ty, M) — HY Ty, M)
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Si on change j, on change f par un automorphisme intérieur de I'y, ce qui
fait que ces homomorphismes sont en fait indépendants du choix de j d’apres
la proposition 1.21. En particulier deux clotures séparables de k définissent
des HY(T'y,, M) canoniquement isomorphes, ce qui permet de noter H%(k, M)
au lieu de H9(I'y, M). Pour toute extension de corps k; de k, on a alors des
homomorphismes canoniques H9(k, M) — H9(ky, M).?

Le groupe additif & est un I';-module pour I'action naturelle de I'y. La
proposition suivante et son corollaire montrent que sa cohomologie est tri-
viale.

Proposition 4.1 Soit L une extension finie galoisienne de k. Alors
H%(Gal (L/k),L) =0
pour tout q € 7.

Corollaire 4.2 On a H(k, k) = 0 pour tout q > 0.

Démonstration : Le corollaire se déduit de la proposition via le corol-
laire 3.9. La proposition résulte de ce que d’apres le théoreme de la base
normale (cf. [1], paragraphe 10), le Gal (L/k)-module L est co-induit (iso-
morphe a Z[Gal (L/k)] ®z k), donc induit puisque Gal (L/k) est fini.

m|

Proposition 4.3 (Artin-Schreier) Soit k un corps de caractéristique p.
Soit @ lapplication de k dans k définie par ®(x) = xP—x. Alors H'(k,Z/p) =
k/®(k) et Hi(k,Z/p) =0 pour q > 2.

Démonstration : Comme k est de caractéristique p, I'application ® est
un morphisme de I';-modules. 11 est surjectif car k est séparablement clos
et pour tout a € k, le polynome X? — X — a est séparable (sa dérivée est
—1). Le noyau de ® est le sous-corps premier de k, il est donc isomorphe
au I'y-module Z/p (avec action triviale de I'y) et on a une suite exacte de
I'-modules :

0 Zp—kSk—=0

On conclut avec le corollaire 4.2 et la suite exacte longue de cohomologie.
O

20. Plus généralement, si A est un schéma en groupes commutatif sur k, ce procédé
fournit des homomorphismes canoniques H%(k, A(k)) — H9(ky1, A(k1)).
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4.2. Théoreme de Hilbert 90 et applications

On consideére ici I'action naturelle du groupe de Galois I'y sur le groupe
abélien £*, qui fait de k* un I'y-module discret.

Theoréme 4.4 (Hilbert 90) Soit L une extension finie galoisienne de k.
Soit G le groupe de Galois G = Gal (L/k). Alors

HY(G,L*) =0
et -
HY(k,k*) =0
Démonstration : La seconde assertion se déduit de la premiere via le

corollaire 3.9. Soit s — a, un cocycle dans Z'(G, L*). D’apres le théoreme
d’indépendance linéaire des morphismes de Dedekind ([1], paragraphe 7, no
5), on peut trouver un élément ¢ de L* tel que I’élément

b:= Z ast(c)

soit non nul. On a alors, pour tout s de G :

s(b) = slar).(st)(c) = > a; ag.(st)(c) = ag'b

teG teG

d’ott a; = s(b™') /b, ce qui montre que s — a, est un cobord.

O
Corollaire 4.5 Soit n un entier inversible dans k. Alors
Démonstration : Ceci résulte de la suite exacte longue de cohomologie
associée a B B
1=y = k23— 1
et du théoréme de Hilbert 90.
O

Contrairement au I'y-module £, on va voir dans le prochain paragraphe
que k* n’a pas toujours une cohomologie triviale.
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4.3. Groupe de Brauer d’un corps, corps de dimension
cohomologique <1
Définition 4.6 Soit k un corps de groupe de Galois absolu I'y, = Gal (k/k).

Le groupe de Brauer de k est le groupe de cohomologie H?(I',k*). On le
note Br k.

Ainsi Br k est la limite inductive (pour L/k finie galoisienne) des groupes
Br(L/k) := H?*(Gal (L/k), L*). Notons aussi que si K est une extension de
k, on a un homomorphisme Brk — Br K induit par le morphisme?! naturel
I'x — T et Uinclusion k* — K.

Proposition 4.7 Soit L une extension finie galoisienne de k. Alors
Br(L/k) = ker[Brk — Br L]
Ainsi Brk est la réunion des Br (L/k) pour L/k finie galoisienne.

Démonstration :  Ceci résulte du théoreme 4.4 (Hilbert 90) et du corol-
laire 1.24, dans sa version ou le groupe G est profini et H est un sous-groupe
fermé de G : on prend ¢ = 2, G = 'y, et H = I';, = Gal(k/L), ainsi que
A= k*.

O

Remarques : 1. La proposition précédente s’étend immédiatement au cas
ou L est une extension galoisienne (non nécessairement finie) de k.

2. Il existe une autre définition du groupe de Brauer, basée sur les algebres
centrales simples, voir par exemple [13], chapitre X, paragraphe 5.

Proposition 4.8 Soit n un entier inversible dans k. Alors
H2(k, ) = (Br k)]
En particulier si on a de plus w, C k, alors H*(k,Z/n) = (Brk)[n]
Démonstration : Ceci résulte de la suite exacte longue de cohomologie
associée a la suite exacte
L=y =k B3k =1

compte tenu de ce que H'(k,k*) = 0 (Hilbert 90).
O

21. Ce morphisme n’est bien défini qu’a conjugaison pres, mais le méme raisonnement
qu’au paragraphe 4.1. montre que ’homomorphisme Br k& — Br K est bien défini.
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Exemples. 1. Par définition, un corps séparablement clos a un groupe de
Brauer nul. Comme on le verra un peu plus loin, il en va de méme d’un corps
fini.

2. Le groupe de Brauer du corps R est Z/2 car H*(T'r, C*) est isomorphe
a H°(I'r, C*) = R*/R, via le théoréme 2.10 vu que I'r est cyclique.

3. On verra au prochain chapitre que le groupe de Brauer d'un corps
p-adique est Q/Z.

Définition 4.9 Soient k£ un corps et p un nombre premier. La p-dimension
cohomologique (resp. la dimension cohomologique) de k est par définition
celle du groupe de Galois absolu I'y. On la note cd,(k) (resp. cd(k)).

Bien entendu on a aussi une définition analogue pour la dimension coho-
mologique stricte.

Le cas ou k est de dimension cohomologique < 1 est particulierement
important. 22

Proposition 4.10 Soit k un corps de caractéristique p > 0. Alors on a
cd,(k) < 1.

Démonstration :  Soit GG, un p-Sylow de I';. Par la théorie de Galois,
on a G, = Gal(k/K), ot K est une extension de k incluse dans k. Le
corollaire 3.21 dit que cd,(I'x) = cd,(G,). D’apres le théoreme 3.16, il suffit
donc de montrer que H?(K,Z/p) = 0. Mais ceci résulte de la proposition 4.3
vu que K est de caractéristique p.

O

Il est remarquable que les corps de p-dimension cohomologique au plus 1
puissent étre caractérisés en utilisant le groupe de Brauer :

Theoreme 4.11 Soit k un corps et soit p un nombre premier différent de la
caractéristique de k. Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. On acdy(k) <1.
2. Pour toute extension algébrique séparable K de k, on a (Br K){p} = 0.

22. Nous adoptons ici pour ces corps la définition de [6]; celle de [14] est 1légerement
différente dans le cas d’'un corps de caractéristique p imparfait, en ce qu’elle requiert de
plus que la condition 2. du théoreme 4.11 ci-dessous soit satisfaite. Plus généralement,
la notion de p-dimension cohomologique donnée ici n’est pas ”"la bonne” pour un corps
imparfait de caractéristique p.
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3. Pour toute extension algébrique séparable K de k et toute extension
finie galoisienne L/K telle que Gal(L/K) ~ Z/p, la norme Np/k :
L* — K™ est surjective.

Ces assertions sont également équivalentes aux assertions 2bis et 3bis,
obtenues respectivement a partir de 2. et 3. en remplacant ”Pour toute ex-
tension algébrique séparable K de k...” par ”Pour toute extension algébrique
finie séparable K de k...”

Noter que la norme (au sens usuel des extensions de corps) correspond
bien & la norme au sens de l’action du groupe Gal (L/K) sur le groupe mul-
tiplicatif L*.

On déduit du théoreme 4.11 le critere suivant pour caractériser les corps k
tels que cd(k) < 1; il montre notamment que pour un corps parfait, la notion
de corps de dimension cohomologique < 1 définie dans [14] est la méme que
celle de [6] (que nous avons adoptée dans ce cours).

Theoréme 4.12 Soit k un corps parfait (par exemple de caractéristique
2€ro). Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. On acd(k) <1.
2. Pour toute extension algébrique (resp. finie) K de k, on a Br K = 0.

3. Pour toute extension algébrique (resp. finie) K de k et toute exten-
sion cyclique L/K de degré premier, la norme Npjx : L* — K* est
surjective.

De plus 2. et 3. (en supposant de plus dans ces assertions que K/k est
séparable) impliquent 1. méme si k n’est pas supposé parfait.

Démonstration : (& partir du théoreme 4.11) Si k est de caractéristique
zéro ¢’est un corollaire immédiat vu que cd(k) est le sup des cd,(k) pour p
premier. Si k est de caractéristique p > 0, on a automatiquement cd, (k) < 1
d’apres la proposition 4.10, et il s’agit donc juste de vérifier en plus :

-dans 2. que si k est parfait, on a (Br K)[p] = 0 quand K est une extension
algébrique de k. Ceci résulte de ce que x — xP est un morphisme bijectif du
['x-module K sur lui-méme (parce que K est parfait).

-Dans 3. que si L/K est cyclique de degré p, la norme Ny i : L* — K*
est surjective. Or on a

H°(Gal (L/K), L*) = H*(Gal (L/K), L*) C Br (L/K)[p] = 0

donc 3. est bien vérifiée aussi dans ce cas.
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Remarques : 1. Si k est imparfait de caractéristique p > 0, on a toujours
cd,(T'x) < 1 mais la condition (Br K)[p] = 0 (imposée dans [14] pour avoir
cd,(k) < 1) ne vaut pas toujours pour les extensions finies séparables K de
k (voir I'exercice 2 du chapitre 5).

2. La condition Brk = 0 ne suffit pas a assurer cd(k) < 1, voir I'exercice
1 du chapitre 5.

3. Si cd(k) < 1 et k est parfait, la propriété 3. du théoreme 4.12 vaut
pour toute extension finie galoisienne L de K. C’est clair par dévissage si
Gal (L/K) est résoluble ; dans le cas général il faut utiliser le fait (un peu plus
compliqué a démontrer) que le Gal (L/K)-module L* est cohomologiquement
trivial, voir paragraphe 6.1. En pratique c’est plutot I'implication 3. = 1. qui
est utile dans le théoreme 4.12.

Preuve du théoreme 4.11 : Commencons par un lemme.

Lemme 4.13 L’assertion 2. (resp. 3) est équivalente a 2bis (resp. 3bis).

Démonstration :  Supposons 2bis; soit K une extension algébrique séparable
de k, qu'on peut supposer incluse dans k. Alors I'x = Gal (k/K) est la limite
projective (ici I'intersection) des Gal (k/L) pour L extension finie galoisienne de k
incluse dans K. D’apres la proposition 3.8, le groupe Br K est la limite inductive
des Br L pour de telles L, et on a donc (Br K){p} = 0 via 2bis. Ainsi 2. est bien
vérifiée.
Supposons 3bis. Soit K une extension algébrique séparable de k incluse dans
k. Soit K7 une extension cyclique de K de groupe Z/p, on peut écrire (d’apres le
théoreme de 1’élément primitif) K; = K(a), avec o € k. On peut alors trouver
une extension finie F' de k incluse dans K qui contient les coefficients du polynéme
minimal de « sur k, et tels que tous les conjugués de « sur k soient dans F[a].
Alors F () est une extension cyclique de degré p de F, linéairement disjointe de
K au-dessus de F' puisque F(a) ®p K = K(«a) est un corps. Soit alors x dans K*.
Alors L := F(z,a) est une extension cyclique de degré p de F(z) (qui est finie
séparable sur k) donc d’apres 3bis il existe y dans L* tel que Np,/p(,)(y) = x. Alors
y € K{ et N, /i (y) =z comme on voulait.
O

Reprenons la preuve du théoréme 4.11. Supposons 1. Soit & une cléture
séparable de k contenant K. Comme Gal (k/K) est un sous-groupe fermé
de Tk, on a cdy(K) < cdy(k) par la proposition 3.19. Ainsi cd,(K) < 1,
d’ott H*(K, p,) = 0 et donc (Br K)[p] = 0 par la proposition 4.8 (noter ici
I'importance de la condition p # Car k), ce qui donne 2.
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Supposons 2. et soient K et L comme dans 3. Alors
Br(L/K)= K"/Ny/kL*

par le théoreme 2.10. D’autre part Br(L/K) est annulé par p d’apres le
corollaire 1.26. L’hypothese 2. implique alors que Br (L/K) C (Br K)[p] =0,
d’ou K* = NL/KL*

La partie difficile consiste a montrer 1. quand on suppose que 3. est
vérifiée. Soit G, un p-Sylow de T, il suffit de montrer que H*(G,,Z/p) =0
grace au théoreme 3.16 et au corollaire 3.21. Comme une racine primitive
p-itme de 'unité ¢, annule le polynome 1+ X + ... + X?~1 le degré de l'ex-
tension k((,)/k est au plus p—1, ce qui fait que le corps fixe k, de G, contient
les racines p-iemes de 'unité. Ainsi

Hz(Gpa Z/p) ~ HQ(kpa f1p) == (Brky)[p]
Tout revient donc a montrer que si K, est une extension finie galoisienne de
k, de groupe P := Gal (K,/k,) (incluse dans k), on a Br (K,,/k,)[p] = 0.

Comme P est un p-groupe fini, il est résoluble et par la théorie de Galois
on peut trouver une tour

k’p:KQCch...CKn:Kp

de corps tels que chaque extension K; /K soit cyclique de degré p. Montrons
alors par récurrence sur i que Br(K;/k,)[p] = 0. Clest clair pour i = 0.
Supposons le résultat vrai pour i —1. Alors comme H'(Gal (K;/K; 1), K}) =
0 par Hilbert 90, le corollaire 1.24 donne une suite exacte

0 — Br (Ki—l/k:p) — Br (Kl/k’p) — Br (Kz/Kz—l)

Maintenant Br (K;_1/k,)[p] = 0 par hypothese de récurrence et on a d’autre
part Br (K;/K; 1) = H*(Gal (K;/K; 1), K}) = 0 via 3. et le théoreme 2.10
vu que K;/K;_; est cyclique de degré p. Finalement Br (K;/k,)[p] = 0 ce qui
conclut la preuve.

m

4.4. Corps (4

Les exemples les plus fréquents de corps de dimension cohomologique 1
sont les corps C7, qui sont définis par la propriété tres concrete suivante.

Définition 4.14 On dit qu’un corps k est Cy si tout polynome homogéne
f € k[Xy,...X,] de degré d < n posséde au moins un zéro non trivial.
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Exemples. 1. Un corps fini est C; (théoreme de Chevalley, [6], Th. 6.2.6.).

2. Si k est un corps algébriquement clos, alors k(t) est Cy, ainsi plus
généralement que toute extension de k de degré de transcendance 1 (théoreme
de Tsen, [6], Th. 6.2.8.). Il en va de méme de k((t)) (résultat du a Lang, [6],
Th. 6.2.1.)

3. Lang ([7]) a également démontré que l'extension maximale non ramifiée
d'un corps p-adique?® est (.

Lemme 4.15 Soit k un corps Cy et soit ki une extension algébrique de k.
Alors ky est C.

Démonstration :  Soit F' un polynéome homogene de degré d en n variables
a coefficients dans ki, avec d < n, dont on veut montrer qu’il a un zéro
non trivial. Comme les coefficients de F' sont algébriques sur k, il existe
une extension finie de k qui les contient et on peut donc supposer que ky
est une extension finie de k, dont on note m le degré. Posons alors f(x) =
N, /i (F(x)), alors f est un polynome homogene de degré dm en nm variables
a coefficients dans k (prendre une base (ey, ..., €,,) de ky sur k, et décomposer
x € k7 sur cette base). Comme k est C, le polynome f a un zéro non trivial,
d’ott un x € kY tel que f(z) =0, ce qui implique F(z) = 0.

O

Theoréme 4.16 Soit k un corps Cy. Alors cd(k) < 1.

(La réciproque est fausse : Ax a construit un corps de dimension coho-
mologique 1 qui n’est pas C1, cf. [14], exercice p.90).

Démonstration : Soit K une extension algébrique de k. Soit L une ex-
tension finie de degré d de K. Soit a € K*. Soit N I'application norme de L
dans K. Comme K est C d’apres le lemme précédent, I’équation

N(z) = azl
pour z € L, g € K, possede une solution non triviale (z,zq) car c’est une
équation polynomiale de degré d en d+ 1 variables sur K. On a xy # 0 (sinon
N(z) = 0 d’ou x = 0), ce qui fait que N(z/xy) = a. Finalement la norme
Npjk + L* — K* est surjective, et cd(k) < 1 d’apres le théoreme 4.12.

Corollaire 4.17 Soit k un corps Cy. Alors pour toute extension algébrique
K dek, on a Br K =0.

Noter qu’ici 'extension K /k n’est pas supposée séparable.

23. Le résultat de Lang vaut plus généralement pour le corps des fractions K d’un
anneau de valuation discrete hensélien excellent (cette dernieére condition est automatique
si Car K = 0) & corps résiduel algébriquement clos.
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Démonstration : Comme on l'a vu K est également C, donc cd(K) <1
d’apres le théoreme 4.16. Si K est parfait on en déduit Br K = 0 via le
théoreme 4.12. Le cas ou K est imparfait est un peu plus compliqué : on
peut soit utiliser la caractérisation de Br K en termes d’algebres simples
centrales (cf. [6], preuve de la proposition 6.2.3.), soit utiliser le fait que
pour toute extension finie galoisienne L de K, le Gal (L/K)-module L* est
cohomologiquement trivial, ce qui résulte d’un théoreme que nous verrons un
peu plus loin (joint au fait que K est C et a Hilbert 90) ; voir les exemples
apres le théoreme 6.6.

0

En particulier un corps fini a un groupe de Brauer nul. De méme pour
une extension de k de degré de transcendance 1 et pour k((t)) si k est
algébriquement clos.

4.5. Exercices

1. Soient k& un corps et p un nombre premier. Soit &' une extension
algébrique de k. Comparer cd,(k) et cd,(k’). Que peut-on dire si on sup-
pose de plus que [k’ : k| est premier & p? Que [k : k] est fini?

2. Soit k un corps parfait. Soit p un nombre premier.
a) Montrer que cd,(k(t)) < cd,(k) + 1.

b) En déduire, en utilisant I'exercice 1., que si K est une extension de k
de degré de transcendance N, alors

cd,(K) < N +cd,(k)

3. Soient p un nombre premier et k un corps de caractéristique # p, de
cloture séparable k. Soit n € N*. Montrer 1'équivalence des propriétés :

i) cdy(k) < n; B
ii) Pour toute extension algébrique séparable K C k de k, on a

(KR {p) = 0

et H"(K,k*){p} est p-divisible;
iii) Méme énoncé que dans ii) mais en se limitant aux extensions K /k qui
sont de plus finies et de degré premier a p.

(On pourra d’abord traduire ii) en utilisant le module galoisien ).

4. Soit k un corps C de caractéristique p > 0. Montrer que [k : kP] vaut
1 ou p.
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5. Cohomologie d’un corps p-adique (I)

Dans ce chapitre, nous commencons a appliquer les résultats généraux des
chapitres précédents a des situations de nature arithmétique. On va commen-
cer par déterminer le groupe de Brauer d'un corps p-adique, ce qui peut étre
considéré comme la premiere étape de la théorie du corps de classes local,
puis on en déduira un théoreme de finitude pour la cohomologie.

5.1. Le groupe de Brauer d’un corps local

Dans tout ce paragraphe, on désigne par K un corps complet pour une
valuation discrete v, a corps résiduel parfait k. Par exemple K peut étre
un corps p-adique (extension finie de Q,) ou le corps des séries de Laurent
k((t)) sur un corps parfait k, par exemple quand k = F, est le corps fini a ¢
éléments.

Theoréme 5.1 Soit K, ['extension mazimale non ramifiée®* de K. Alors
K, est de dimension cohomologique < 1 et on a Br K, = 0.

Démonstration (esquisse): Plusieurs approches sont possibles. On peut
utiliser I'interprétation du groupe de Brauer en termes d’algebres simples cen-
trales (cf. [13], paragraphe 12.2). Le résultat découle également du théoreme
de Lang (qui dit que K, est C7) et du théoreme 4.16.

Enfin, on peut utiliser le théoreme 4.12 pour voir que cd(K,,) < 1. Il suffit
alors de vérifier que si K; est une extension finie séparable de K, et L une
extension finie cyclique d’ordre premier de K, alors la norme Ny /g, : L* —
K7 est surjective, ce qui résulte de la théorie des groupes de ramification (voir
[13], chapitre V, Prop. 7). Ceci implique immédiatement Br K, = 0 si K est
parfait, sinon le méme raisonnement que dans la preuve du corollaire 4.17
fonctionne.

O

Corollaire 5.2 Soit K,, [’extension mazimale non ramifiée de K. Alors
BrK = Br (K, /K) = H*(Gal (K../K),K},). Si a € Br K, alors il existe
une extension finie galoisienne non ramifiée L de K telle que a € Br (L/K) =
ker[Br K — Br L].

24. Merci a Alena Pirutka et Yongqi Liang qui m’ont fait observer que K™ n’est pas
complet par exemple si K = Q.
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Démonstration : D’apres le théoreme 5.1, on a Br K,;, = 0 d’ou le premier
point. Le deuxieme point résulte du corollaire 3.9 vu que K, est la réunion
(dans une cloture séparable K de K) des extensions finies galoisiennes non
ramifiées de K.

0

Le corollaire ci-dessus dit que Br K est la réunion des H*(Gal (L/K), L*)
pour L extension finie galoisienne non ramifiée de K. On va maintenant
déterminer la structure de ces groupes de cohomologie. On note Uy, le groupe
des unités de 'anneau des entiers Of, de L, et (pour tout n > 0) U} le sous-
groupe de Uy constitué des éléments z tels que v(1 — x) > n. Ainsi si O
est 'anneau des entiers de L et 7 une uniformisante de L, le groupe U} est
constitué des éléments de L de la forme 1 + 7"x avec x € Oy,

Proposition 5.3 Soit L une extension finie galoisienne non ramifiéce de K.
On pose G = Gal (L/K). Alors HY(G,U}) = 0 pour tout g > 1.

Démonstration :  Soit kg le corps résiduel de L. Comme L/K est non
ramifiée, le groupe de Galois Gal (k1 /k) est isomorphe a G. D’autre part
pour tout n > 1, le G-module U} /U est isomorphe & x, ([13], chapitre
IV, Proposition 6), dont la cohomologie est triviale d’apres la proposition 4.1.
On en déduit par récurrence sur n que la méme propriété vaut pour les U} /U
pour tout n > 1. Maintenant le groupe U} est la limite projective des U} /UT ;
on en déduit pour tout ¢ > 1 que HY(G,U}) = 0 via le lemme suivant. ? :

Lemme 5.4 Soit G un groupe fini. Soit M un G-module filtré par une suite
décroissante (M,)n,>1 de sous-modules

M=M DMyD..DM,D..

tels que Uapplication canonique M — lmn(M/Mn) soit un isomorphisme.
Soit ¢ un entier naturel tel que HY(G, M,,/M, 1) = 0 pour tout n > 1.
Alors Hi(G, M) = 0.

Démonstration :  Soit ¢ : G9 — M un g-cocycle a valeurs dans M = M;.
Comme H?(G, M, /Ms) = 0, il existe une (¢ — 1)-cochaine ; de G a valeurs dans
M telle que ¢ = d1 + 1, ol Y1 est un g-cocycle a valeurs dans Ms. De proche
en proche, on construit ainsi (en utilisant ’hypothese H4(G, M,,/My+1) = 0) une

25. Dans le cas particulier ou le corps résiduel k1, est fini, on peut aussi utiliser ’exercice
6 du chapitre 3.
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suite (¢n, ¥y ), ol ¥, est une (¢ — 1)-cochaine a valeurs dans M,, et ¢, un g-cocycle
a valeurs dans M, 1, telle que

Pn = 5¢n+1 + ©nt1

pour tout n. On définit alors une (¢ — 1)-cochaine ¢ a valeurs dans @n(M /M)
(qui par hypothese n’est autre que M) en considérant pour tout n la cochaine

(¢1 + ...+ T;Z)n) € M/MnJrl

Par construction on a alors ¢ = §v donc ¢ est bien un cobord.
O

Corollaire 5.5 Soit K un corps complet pour une valuation discréte, a corps
résiduel fini. Soit L une extension finie galoisienne non ramifiée de K, on
pose G = Gal (L/K). Alors H1(G,Ur) = 0 pour tout g > 1.

Démonstration : Cela résulte de la proposition 5.3, de la suite exacte
05Ul —-Up =Ky =0

(ou K, est le corps résiduel de L) et du fait qu'on a HY(G, k] ) = 0 pour tout ¢ > 1
via Hilbert 90, la nullité de Br «, et le fait que la cohomologie (modifiée) du groupe
cyclique G ~ Gal (k1 /k) est 2-périodique.

Theoreme 5.6 Soit K un corps complet pour une valuation discréte a corps
résiduel parfait k. Soit & une cloture algébrique de k et I' = Gal (k/k) =
Gal (K, /K). Alors pour tout ¢ > 1 on a une suite exacte scindée

0— HYI' k") — HY(I',K},) - HI(I',Z) -0
et une suite exacte scindée
0— Brk —-BrK — x(I') = 0

ot X(I') = Hom, (I, Q/Z) est le groupe des caracteres du groupe de Galois
absolu I' de k.

Démonstration : Soit L une extension finie galoisienne non ramifiée de
K. Posons G = Gal (L/K). On a une suite exacte, scindée par le choix d'une
uniformisante (noter qu’une uniformisante de K reste une uniformisante dans
L vu que L/K est non ramifiée)

0=>U, > L 357Z—0
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et une suite exacte
0—=U; =U, =K, =0

ol K, est le corps résiduel de L. Cette derniere suite jointe a la proposition 5.3
donne

HY(G,UL) = H'(G, k1)

et comme la premiere suite est scindée, on obtient une suite exacte scindée
0— HYG,k}) = HYG,L") - HI(G,Z) - 0

En passant sur la limite sur L, on obtient alors une suite exacte scindée
0— HYI' k") — HY(I',K},) - HI(I'Z) - 0

comme on voulait.

Faisons maintenant ¢ = 2. Alors H*(T',k*) = Brk par définition et
H?*(T',K!) = BrK dapres le corollaire 5.2. Enfin le groupe H?*(I',Z) =
HY(T,Q/Z) est bien le groupe des caracteres de T.

O

Corollaire 5.7 On suppose que K est un corps p-adique. Alors Br K est
isomorphe a Q/Z.

En effet dans ce cas Brx = 0 car & est fini, et H'(k, Q/Z) est isomorphe
a Q/Z vu que le groupe de Galois absolu de x est isomorphe a Z.
0

On peut préciser un peu l’énoncé précédent. Notons encore I' le groupe
Gal (K,;/K) = Gal (k/k). On a obtenu un isomorphisme jx : Br K — Q/Z
via la chaine d’isomorphismes suivante :

Br K & H*(I',K}) LA H*(T,Z) & HYT,Q/Z) 5 Q/Z

Onajg=v0d0toBoat

Proposition 5.8 Soit L une extension finie de degré n d’un corps p-adique
K. Soit Resy/kx I’lhomomorphisme de restriction Br K — Br L. Alors on a
un diagramme commutatif :

RGSL/K

Br K Br L

N

Q/Zz —— Q/Z
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Démonstration : Par dévissage, on se ramene a traiter les deux cas extrémes :
L/K non ramifiée et L/K totalement ramifiée.

Supposons d’abord que L/K est non ramifiée. On peut alors supposer L C K,
et on a donc Ly, = Ky,. Soit T';, = Gal (K, /L) = Gal (k/kr) (c’est 'unique sous-
groupe d’indice n de I'). Par fonctorialité de la restriction en cohomologie, on est
ramené a montrer que le diagramme

H'(T,Q/Z) —=+ H'(T,,Q/Z)

di |

Q/z ——  Q/Z

est commutatif. Soit F' le Frobenius (générateur topologique de I'), alors on a
~v(x) = x(F) pour tout caractere x : I' — Q/Z. Le résultat découle alors de ce que
le Frobenius de I';, est F™, d’ou

Tn(Res(x)) = x(F") = ny(x)

Supposons maintenant que L/K est totalement ramifiée. Alors K, et L sont
linéairement disjointes sur K et Ly, = Ky L, ce qui fait que I' = Gal (K, /K)
est aussi Gal (Ly,/L). Via les fonctorialités habituelles, on est ramené & montrer
la commutativité du diagramme

HQ(Fa K;:r) _—Z—% HQ(Fa L;ku‘)

/ﬁ ml

H*(T,Z) —"~ H*I,Z)

ou ¢ est induite par U'inclusion K, — L¥ et 3 (resp. 1) est induite par la valuation
v : K} — Z (resp. vr, : L, — Z). Cette commutativité résulte de ce que pour z
dans K}, on a vy (x) = nvug(z) vu que n est I'indice de ramification de L/K.

O

Corollaire 5.9 Sous les hypotheses et notations de la proposition 5.8, un
élément a de Br K a une image nulle dans Br L si et seulement st na = 0.

Si de plus L/ K est galoisienne, l'image de H*(Gal (L/K), L*) par ji est
le sous-groupe (2Z)/Z de Q/Z.

La premiere assertion vient de la proposition précédente et du fait que

Jjk et jr sont des isomorphismes. La deuxieme vient de l'identification de
H?*(Gal (L/K), L*) avec le noyau de la restriction Br K — Br L.

0
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Corollaire 5.10 Sous les hypotheéses et notations de la proposition 5.8, on
a un diagramme commutatif :

Brl - Brik

Bl

Q/Z — Q/Z

Démonstration : Soit o € BrL. Comme ji et j; sont des isomor-
phismes et Q/Z est divisible, il existe d’apres la proposition 5.8 un élément
a € Br K tel que Res(a) = ay. Comme l'indice de I';, dans 'k est n, on a
alors :

Cor(ay) = Cor(Res(«)) = na
d’ou
jk(Cor(ar)) = njx(a) = jr(ar)
d’apres la proposition 5.8.
0

Remarque : Les mémes résultats (avec des démonstrations identiques)
valent pour un corps local de caractéristique p > 0, i.e. pour une extension
finie de F,((¢)), a condition de toujours faire I'hypothese supplémentaire que
I'extension L/K est séparable.

5.2. Le théoréme de finitude pour un corps p-adique

Dans tout ce paragraphe, K désigne une extension finie du corps Q, pour
p premier. On note I'r = Gal (K/K) le groupe de Galois absolu de K. On
appelle Ok l'anneau des entiers de K, et Uy = O} le groupe multiplicatif
de ses inversibles; ce sont des groupes profinis. Enfin on note Mg 1'idéal
maximal de Ok et Fg = O/ Mg son corps résiduel.

On commence par calculer la cohomologie de p,,.
Proposition 5.11 1. Le groupe H (K, pi,,) = K*/K*" est fini.

2. On a H*(K, u,) = Z/n’Z.
Démonstration : 1. On a déja vu (via la suite exacte de Kummer et
Hilbert 90) 1'égalité H'(K,u,) = K*/K*". Le fait que ces groupes soient

finis est classique et résulte par exemple de la filtration du groupe des unités
Uk par les Uk, i > 1 ([13], IV.2). On peut aussi utiliser le fait que Uy est
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un groupe de Lie p-adique commutatif compact, donc isomorphe au produit
direct d’un groupe fini et de Z; avec r > 0.

2. Le corollaire 5.7 dit que BrK ~ Q/Z. On a donc H*(K,u,) =
(Br K)[n| ~ Z/nZ.
|

Remarque : Si K est une extension finie de k((t)), avec k fini de ca-
ractéristique p > 0, il n’est plus vrai que K*/K** est fini, ni que H'(K,Z/p)
est fini.

Theoréme 5.12 Un corps p-adique K est de dimension cohomologique 2.2

Démonstration : La dimension cohomologique de K est au moins 2 vu
que H?(K, j1,,) est non nul. Soit K, I'extension maximale non ramifiée de
K. Le groupe 'k est extension

1—>FKm—)PK—)FFK—)1

du groupe de Galois absolu 'y, du corps résiduel Fg par le sous-groupe
d’inertie I'g,,. Or Fg est Cy (théoréeme de Chevalley), donc de dimension
cohomologique < 1, et K, est de dimension cohomologique < 1 d’apres le
théoreme 5.1. Il suffit alors d’appliquer la proposition 3.22.

O

Corollaire 5.13 Soient K un corps p-adique et M un I g-module fini. Alors
H" (T, M) est fini pour tout r > 0.

Démonstration : Soit n l'ordre de M. D’apres ce qu’'on a déja vu,
H" (K, p,) est fini pour r = 0,1,2, et nul pour »r > 3. Comme M est fini,
on peut trouver une extension finie galoisienne L/K telle que l'action de I'f,
sur ., et sur M soit triviale; en particulier le I';-module M est isomorphe a
une somme directe de p,,,. Comme on a alors H4(I',, M) fini pour tout ¢ > 0
d’apres I’étude de la cohomologie de pu,, la suite spectrale

HY(Gal (L/K), HY(Ty,, M)) = HP™ (T, M)

permet de conclure que tous les H"(I'k, M) sont finis.

26. Ce résultat sera raffiné un peu plus tard.
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5.3. Exercices

1. Soit ko un corps de caractéristique 0 qui n’est pas algébriquement clos,
n’a aucune extension abélienne non triviale, et vérifie cd(ky) < 1 (exemple * :
le composé de toutes les extensions galoisiennes finies résolubles de Q). Soit
k = ko((t)). Montrer que Brk = 0 mais que k n’est pas de dimension coho-
mologique < 1.

2. a) Soit p un nombre premier. Soient K = F,((t)) et I'x le groupe de
Galois absolu de K. Que vaut (Br K){p}?

b) Trouver un corps k de caractéristique p (imparfait) tel que cd(I'y) < 1
mais Brk # 0.

3. Soit K un corps p-adique. Soit L une extension finie non ramifiée de
K de groupe de Galois G. Montrer que H%(G,U) = 0 pour tout g > 1.

4. Soit £ un nombre premier. Soit K une extension finie de Q,; de groupe
de Galois G = Gal (K/K). On fixe un nombre premier p (qui peut étre égal
al).

a) Soit L une extension algébrique de K dont le degré (en tant que nombre
surnaturel) est divisible par p>. Montrer que (BrL){p} = 0 (on pourra
écrire (Br L){p} comme limite inductive de certains groupes (Br F'){p} pour
F extension de K).

b) Soit Gk(p) = G/I le plus grand quotient de G qui soit un pro-p-
groupe : on a donc Gg(p) = Gal(K(p)/K), ot K(p) est une extension
algébrique de K et I = Gal (K /K (p)). Montrer que cd,(I) < 1.

¢) Montrer que tout homomorphisme de I dans un pro-p-groupe est tri-
vial. En déduire que si A est un G (p)-module de torsion p-primaire, on a
HYI,A)=0.

d) Soit A un Gk (p)-module de torsion p-primaire. Montrer que pour tout
entier ¢ > 0, ’homomorphisme d’inflation H* (G (p), A) — H'(G, A) est un
isomorphisme.

5. Soit K un corps p-adique de groupe de Galois absolu I'. Soit M un
I'i-module de type fini. Montrer que H*(K, M) est fini.

27. Pour vérifier que cd(kg) < 1, il faut connaitre le groupe de Brauer d’un corps de
nombres afin d’appliquer le théoréme 4.12, cf. [14], Prop. 9 p. 91.
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6. Théoreme de Tate-Nakayama, application
aux formations de classes

La notion générale de formation de classes est tres utile pour mieux com-
prendre la structure du groupe de Galois abélien d'un corps p-adique ou
d’un corps de nombres (théorie du corps de classes), et aussi pour démontrer
des théoremes de dualité en arithmétique. On regroupe dans ce chapitre des
résultats techniques qui seront ensuite notamment appliqués aux situations
arithmétiques. On aura d’abord besoin de compléments sur la cohomologie
des groupes finis, qui font 'objet du prochain paragraphe.

6.1. Modules cohomologiquement triviaux

Le but de ce paragraphe (qui aurait pu figurer dans le chapitre 2.) est
de donner quelques compléments sur la cohomologie des groupes finis. On
commence par un lemme.

Lemme 6.1 Soit G un groupe fini. Soient A et B des G-modules. Supposons
B induit. Alors le G-module Hom(A, B) := Homg(A, B) est induit.

Notons que par définition, 'action de G sur Homgz(A, B) est donnée par
(9.f/)(x) = g.f(¢g7'.x) pour tous ¢ € G, f € Homgz(A,B), v € A; voir
I'exercice 1 du chapitre 2 pour le cas particulier B = Q/Z.

Démonstration :  (Voir aussi [13], Prop. 1. p. 149 pour un énoncé un peu
plus général). Comme G est fini, les notions de G-module induits et co-induits
coincident. Or si B est co-induit, il est somme directe des g.X pour g € G,
ou X est un sous-groupe fixé de B. Alors Hom(A, B) est somme directe des
Hom(A4, g.X) = g.Hom(A, X) (en effet Hom(A, g.X) est simplement le sous-
groupe de Hom(A, B) constitué des f dont l'image est incluse dans ¢.X, ce
qui équivaut & Im (¢ 1. f C X)), donc est co-induit.

O

Nous aurons aussi besoin de la notation suivante : soit G un groupe fini
et soit A un G-module. Alors comme on I’a vu on a un plongement naturel
A <= I5(A); on notera A; le quotient I5(A)/A, et plus généralement par
récurrence on définit A, = (4,-1)1 pour tout ¢ > 0. De méme on peut écrire
A comme un quotient de I5(A) via 'homomorphisme surjectif (que nous
avons déja rencontré dans la preuve du lemme 3.20) f +— deG g.f(g7Y); on
appelle alors A_; le noyau de I(A) — A et on pose A, = (A,41)-1 si ¢ < 0.
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Alors on a par décalage
HY(G,A) = H""(G, A,)
pour tous q,r € Z via le corollaire 2.7.

Définition 6.2 Soit G un groupe profini. On dit qu'un G-module discret A
est cohomologiquement trivial si pour tout n > 0 et tout sous-groupe fermé
H de G,on a H"(H,A) = 0.

En particulier un tel G-module est aussi un H-module cohomologique-
ment trivial pour tout sous-groupe fermé H de G.

Proposition 6.3 Un G-module A est cohomologiquement trivial si et seule-
ment si pour tout sous-groupe ouvert distingué U de G, le G /U-module AY
est cohomologiquement trivial.

Démonstration : Si pour tout sous-groupe ouvert distingué U de G, le
G /U-module AY est cohomologiquement trivial, on a pour tout sous-groupe
fermé H de G et tout n > 0 :

H"(H,A) = lim H"(HU/U, A”) = 0
U

(via la proposition 3.8) donc A est cohomologiquement trivial. En sens inverse
supposons que A soit cohomologiquement trivial et soit U un sous-groupe
ouvert distingué de G. Alors tout sous-groupe fermé de G /U est de la forme
H/U, ou H est un sous-groupe fermé de G contenant U, et comme par
hypothese HY(U, A) = 0 pour 1 < i < n — 1, le corollaire 1.24 s’applique et
donne que H"(H/U, AY) s’injecte dans H"(H, A), donc est nul.

0

Par exemple un G-module induit est cohomologiquement trivial : cela
résulte de ce que A est aussi induit en tant que H-module, fait qu’on a déja
vu quand G est fini. Cela marche aussi dans le cas général en utilisant le fait
que l'espace topologique G est homéomorphe & G/H x H ([14], Prop. 1. p.
3). On peut également utiliser la proposition 6.3 ci-dessus pour se ramener
au cas ou G est fini, vu que pour tout groupe abélien X le G/U-module
(I(X))Y est isomorphe & I/ (X).

Lemme 6.4 Soit G, un p-Sylow de G. Un G-module A est cohomologique-
ment trivial si et seulement si A est un G,-module cohomologiquement trivial
pour tout nombre premier p.
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Noter que si G, est un autre p-Sylow de G, alors A est cohomologiquement
trivial comme G,-module si et seulement sil est cohomologiquement trivial
comme GJ-module. En effet G, et G, sont conjugués (disons par t € &), ce
qui permet pour tout sous-groupe fermé H’ de G, d’avoir un homomorphisme
bijectif de A dans A (défini par x — t~1.z) compatible avec I'isomorphisme
g — tgt~' de H' dans H := tH't™!, d’olt un isomorphisme de H"(H, A) sur
H"(H' A).

Démonstration :  Soit H un sous-groupe fermé de G. Soit H, un p-Sylow
de H. Alors H, est contenu dans un p-Sylow de GG, qu’on peut supposer étre
G, via la remarque ci-dessus. Le résultat découle alors de ce que pour n > 1,
la restriction H"(H, A){p} — H"(H,, A) est injective (lemme 3.20, a)) vu
que U'indice [H : Hp| est premier a p.

0

Theoreme 6.5 Soit p un nombre premier. Soient G un p-groupe fini et A un
G-module de p-torsion. On suppose qu’il existe q € Z tel que H1(G, A) = 0.
Alors A est un G-module induit (en particulier cohomologiquement trivial).

(La preuve va méme montrer que A est un F,[G]-module libre).

Démonstration : On va commencer par trouver un G-module induit V'
tel que V¢ soit isomorphe & A®. Pour cela, posons A = F,[G], et choisissons
une base I du F-espace vectoriel AY. Posons V = @, A, alors V est un
G-module co-induit, donc induit puisque G est fini. Comme A® = F,, on
obtient un isomorphisme jg : A ~ V¢ On va maintenant essayer d’étendre
cet isomorphisme en un G-morphisme de A dans V.

Comme le foncteur Hom(., V') est exact dans la catégorie des F,-espaces
vectoriels, on a une suite exacte de G-modules

0 — Hom(A/A®, V) — Hom(A, V) — Hom(A%, V) — 0
et d’autre part le fait que V' soit induit implique via le lemme 6.1 que le
G-module B := Hom(A/A%, V) est induit. On a donc H'(G, B) = 0 d’'ott
une surjection :

u : Homg (A, V) — Homg (A%, V) = Homg(A%, VE)

De ce fait jg s’étend bien en un G-homomorphisme j: A — V.

On observe que le G-module ker j vérifie (ker j)¢ = 0 car la restriction
de j & A% est un isomorphisme de A% sur V¢. Comme G est un p-groupe,

68



ceci implique ker j = 0 par le lemme 3.15. Ainsi j est injective. Soit C' son
conoyau, la longue suite exacte de cohomologie

0— A - VY= C% = HY(G, A)
donne alors les implications
HY (G,A=0=0C%=0=>C=0

vu que j induit un isomorphisme A% ~ V& (la derniere implication vient
encore du lemme 3.15). On a donc montré que si H'(G, A) =0, alors A ~V
est un G-module induit.

Soit alors ¢ € Z tel que ]/-\Iq(G,A) = 0. On va se ramener au cas ¢ = 1

par décalage. On a R
HYG,A) = H' (G, A, 1)

ce qui montre que H'(G, A, 1) = 0. D’apres ce qui précede, ceci implique
que A, (qui est encore de p-torsion) est induit, mais alors on a

HY(G,A) = H* (G, Ay1) =0

et A est induit d’apres le cas ¢ = 1.

Theoréme 6.6 Soit G un groupe fini. Soit A un G-module.

a) On suppose que pour tout nombre premier p, il existe un entier q € Z
(pouvant dépendre de p) tel que

ﬁq<GP7A) = ﬁq+1<GP7A) = 0

ot G est un p-Sylow de G. Alors A est cohomologiquement trivial. Si on
suppose de plus que A est un Z-module libre, alors A est un Z|G]|-module
projectif (donc relativement injectif).

b) On suppose que A est cohomologiquement trivial ; alors ﬁq(H, A)=0
pour tout sous-groupe H de G et tout q € Z.. De plus il existe une suite exacte

0—-R—->F A0

de G-modules avec F libre sur Z|G|] et R projectif sur Z|G].
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Démonstration :  On commence par écrire A comme quotient d'un Z[G]-
module libre F', d’ou1 une suite exacte de G-modules

0—-R—->F—-A-=0

Fixons un nombre premier p et plagons nous d’abord sous I'hypothese de
a), i.e. HY(G,, A) = HT(G,, A) = 0. Alors comme F est en particulier
relativement injectif, on obtient

H™ (G, R) = H'™(G,, R) = 0 (2)
ce qui, via la suite exacte,
0—+R3R—R/pR—0 (3)

(noter que R est sans torsion car c¢’est un sous-module de F') donne ’égalité

H"Y(G,, R/pR) = 0. Le théoréme 6.5 donne alors que R/pR est un G-
module induit.

On commence par le cas ou A est supposé libre sur Z; on va alors
démontrer que A est un facteur direct de F' (donc est un Z[G]-module pro-
jectif). Soit M le G-module M := Hom(A, R).

Lemme 6.7 On a H'(G, M) = 0.

Démonstration : La suite exacte (3) et le fait que A soit libre sur Z
donne un isomorphisme de G-modules

M/pM ~ Hom(A, R/pR)

ce qui montre que M/pM est un G,-module induit par le lemme 6.1 puisque
R/pR est un G,-module induit. De ce fait H'(G,, M)[p] = 0 via la longue
suite exacte de cohomologie modifiée associée a la suite exacte

0—MB M- M/pM —0

Ainsi on a H'(G, M){p} = 0 (rappelons que la restriction H'(G, M){p} —
H'(G,, M) est injective par le lemme 3.20, a)). Ceci étant valable pour tout
p, on obtient bien H'(G, M) = 0.

|

Reprenons alors la preuve que A est un facteur direct de F', toujours sous
I’hypothese que A est libre sur Z. Cette hypothese implique qu’on a une suite
exacte de G-modules

0 - M = Hom(A, R) - Hom(A, F') - Hom(A, A) — 0
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et HY(G, M) = 0 donne que Homg(A, F') se surjecte sur Homg(A, A), ce
qui permet (en considérant Id4) d’obtenir une section de ’lhomomorphisme
surjectif de G-modules F' — A. Ainsi F' est isomorphe comme G-module a la
somme directe A @ R comme on voulait. On a ainsi démontré a) dans le cas
particulier ou A est libre sur Z.

Démontrons maintenant a) dans le cas général. Ce qui précede s’applique
a R d’apres (2) car R est libre sur Z en tant que sous-module de F. On
obtient donc que R est projectif (en particulier relativement injectif), donc
cohomologiquement trivial. Comme c’est aussi le cas de F' (qui est induit), le
G-module A = F/R est également cohomologiquement trivial (via la longue
suite exacte). D’ou a).

Montrons enfin b). Soit A un G-module cohomologiquement trivial. A
fortiori A vérifie les hypotheses de a) (par exemple pour ¢ = 1). Choisissons
une surjection F' — A de noyau R avec F libre sur Z[G]. On vient de voir
que R était alors projectif (en tant que G-module, donc aussi en tant que
H-module pour tous sous-groupe H de GG) donc pour tout g € Z, on obtient

HY(H,A) = H"*'(H,R) = 0

pour tout sous-groupe H de G, ce qui prouve a).
|

Exemples. 1. Soit k un corps parfait avec cd(k) < 1. Soit K une exten-
sion algébrique séparable de k et soit L une extension finie galoisienne de K.
Posons G = Gal (L/K) et soit G, = Gal(L/K,) un p-Sylow de G. Alors le
G-module L* est cohomologiquement trivial. En effet on a H'(G,, L*) = 0
par Hilbert 90 et H?*(G,,L*) C BrK, = 0 par le théoreme 4.12. Il suffit
alors d’appliquer le théoreme précédent. En particulier H °G,L*) = 0, ce
qui donne que la norme Ny i : L* — K™ est surjective sans avoir besoin de
supposer l'extension L/K résoluble.

2. Soient maintenant k£ un corps (éventuellement imparfait) Cy, K une ex-
tension algébrique de k, et L une extension finie galoisienne de K de groupe
G. Soit comme ci-dessus G, := Gal(L/K},) un p-Sylow de G. Comme K,
est 1 (lemme 4.15), on obtient encore que la norme Ny, : L* — K
est surjective (cf. preuve du théoreme 4.16) d’ou ﬁO(Gp,L*) = 0; comme
H'(G,, L*) = 0 par Hilbert 90, le G-module L* est cohomologiquement tri-
vial et on obtient Br(L/K) = H?(G,L*) = 0. Ceci étant vrai pour toute
extension finie galoisienne L de K, on en déduit Br K = 0 sans faire [’hy-
pothése que k est parfait (ni que K est une extension séparable de k).
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6.2. Théoreme de Tate-Nakayama

Avant d’introduire le formalisme des formations de classes et de démontrer
un théoreme de dualité abstrait pour ces structures, nous allons dans ce pa-
ragraphe démontrer 'important théoreme de Tate-Nakayama, qui utilise de
fagon essentielle les résultats du paragraphe précédent. Dans tout ce para-
graphe, on désigne par GG un groupe fini et pour tout nombre premier p, on
fixe un p-sous-groupe de Sylow G, de G.

Lemme 6.8 Soit A un G-module cohomologiquement trivial. Soit B un G-
module sans torsion. Alors le G-module A ® B := A ®z B est cohomologi-
quement trivial.

Démonstration : D’apres le théoreme 6.6, on a une suite exacte
0R—->F—-A—=0

avec F' libre sur Z[G] et R facteur direct d'un Z[G]-module libre. Alors les
G-modules FF® B et R® B sont tous deux facteur direct d’'un G-module co-
induit, ils sont donc cohomologiquement triviaux. Comme B est sans torsion,
la suite

0>R®B—>F®B—-A®B—0

reste exacte, d’ou1 on déduit immédiatement via la longue suite exacte que le

G-module A ® B est aussi cohomologiquement trivial.
O

Remarque : La méme preuve montre qu’il est suffisant de supposer
Torz(A, B) = 0, ou Torz(., B) est le premier foncteur dérivé a gauche du
foncteur . ®z B dans la catégorie des modules sur 'anneau Z.

Proposition 6.9 Soient A et A’ deuxr G-modules. Soit f : A — A un G-
homomorphisme. On suppose que pour tout p premier, il existe un entier n,
tel que [’homomorphisme

fiHY(G,, A" = H'(G,, A)

soit surjectif pour i = n,, bijectif pour i = n, + 1, et injectif pour i = n, + 2.
Soit B un G-module sans torsion® sur Z. Alors pour tout sous-groupe H de
G, ’homomorphisme

H(H,A' ® B) - H'(H,A® B)

induit par f ® 1 est bijectif pour tout i € Z. En particulier I’lhomomorphisme
HY(H,A") — H'(H, A) induit par f est bijectif pour tout i € Z.

28. La encore, cela fonctionne dés que Torz(A, B) = Torz(A’, B) = 0.
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Démonstration : On commence par le cas ou f est injectif. Soit A” son
conoyau. La suite exacte longue associée a la suite exacte

0—-A A A">0

jointe & I'hypothese sur les f! donne alors
ﬁnp(Gp,A”) — ]/'\Inp+1(Gp,A/,) =0

pour tout nombre premier p. D’apres le théoreme 6.6, le G-module A” est
cohomologiquement trivial. D’apres le lemme 6.8, le G-module A” ® B est
aussi cohomologiquement trivial. Comme B est sans torsion, la suite

02 ARB—>ARB—>A"®B—=0

est exacte, ce qui implique que ﬁq(H, A ® B) — ﬁq(H, A ® B) est bijectif
pour tout ¢ € Z et tout sous-groupe H de G comme on voulait.

Le cas général se ramene au cas particulier f injectif par le procédé
suivant : on plonge A’ dans le module induit A = I(A') et on pose
A* = A@ A On obtient alors (via f et le plongement j : A" — Z/) une
injection 6 = (f,j): A” — A*. Comme A et A ® B sont cohomologiquement
triviaux, on a HI(H, A) = ]/-\Iq(H, A*) et ]/-\Iq(H,A®B) = ]/-\Iq(H, A*® B), ce
qui permet de se ramener au cas précédent en remplacant f par 6.

O

Proposition 6.10 Soient A, B, C trois G-modules. Soit p : A x B — C
une application bilinéaire compatible avec l'action de G. Soient q € Z el
a € H1(G, A) ; pour tout sous-groupe H de G et tout G-module D, on note
ap la restriction de a a H et

f(n,H,D): H*(H,B® D) — H""(H,C ® D)

I’homomorphisme défini par le cup-produit avec ag (relativement a l'applica-
tion bilinéaire induite par ¢ ).

Supposons que pour tout nombre premier p, il existe un entier n, tel que
f(n, Gy, Z) soit surjectif pour n = n,, bijectif pour n = n,+1, et injectif pour
n=n,+2. Alors f(n, H, D) est bijectif pour tout n € Z, tout sous-groupe H
de G, et tout G-module sans torsion D (la encore Tor(B, D) = Tor(C, D) = 0
suffit).
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Démonstration :  On commence par le cas ¢ = 0. Alors a € PAIO(G, A) =
A% /NgA provient d’un élément (noté encore a) de AY. Soit f : B — C
le G-homomorphisme défini par f(b) = ¢(a,b). Alors f} : ﬁ[”(Gp,B) —
]/-\I"(Gp,C) est simplement f(n,G),Z) et la proposition 6.9 dit alors que
f(n, H, D) est bijective puisque f(n, H, D) est alors ’homomorphisme induit
par fId:B®D — C®D.

Le cas g quelconque se traite par décalage. Montrons par exemple com-
ment passer de ¢ — 1 & ¢ en plongeant A dans linduit A = I5(A) (pour
aller dans I'autre sens, on écrit A comme quotient de I'induit A). Posons
Ay = AJ/A, et de méme posons C; = C/C, ce qui induit une applica-
tion bilinéaire ¢ : A; x B — (4. On peut alors écrire a = d(ay) avec
a; € H =1(G, Ay) et a; définit par cup-produit des homomorphismes

fi(n,H,D): H"(H,B® D) — H"" " '(H,C, ® D)

Comme C'x D est encore cohomologiquement trivial (lemme 6.8), le cobord 4 :
H =Y (H,Cy ® D) — H"*(H,C ® D) est un isomorphisme. Or f(n, H, D)
s’obtient (au signe pres) en composant f; avec 0 vu la compatiblité des cup-
produits avec les cobords (proposition 2.12). Si le résultat voulu vaut pour
ay, il vaut donc également pour a d’ou le résultat par récurrence sur q.

0

On en déduit :

Theoréme 6.11 (Tate-Nakayama) Soit A un G-module. On considére un
élément a de H*(G, A). Supposons que pour tout nombre premier p, les hy-
potheéses suivantes valent :

a) On a HY(G,, A) = 0.

b) Le groupe H*(G,, A) est d’ordre m, = #G, et est engendré par la
restriction a, de a ¢ H*(G,, A).

Alors pour tout G-module sans torsion D et pour tout sous-groupe H de
G, le cup-produit par ay = Resy(a) € H*(H, A) induit des isomorphismes

H"(H,D) — H""*(H,A® D)

pour tout n € Z. En particulier le cup-produit par ay induit des isomor-
phismes

H"(H,Z) — H"*(H, A)
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Démonstration :  On applique la proposition précédente avec B = Z,
C = A, ¢ =2, en prenant pour ¢ : A ® Z — A Dapplication évidente. On
choisit n, = —1. Le cup-produit

H™(G,, Z) = H"*(G,, A)

induit par a, est surjectif pour n = —1 via 'hypothese a). Pour n = 0, c’est
I’application
Z/m,Z — H*(G,, A)

qui envoie le générateur canonique de Z/m,Z sur a,, et I'hypothese b) dit
que cette application est bijective. Enfin pour n = 1 le groupe H'(G,, Z) est
nul donc le cup-produit est bien injectif.

0

6.3. Premieres applications aux corps p-adiques

Dans ce paragraphe on désigne par K un corps p-adique. Nous allons voir
que les résultats du chapitre 5. permettent de préciser la structure du groupe
de Galois Gal (L/K) quand L est une extension finie de K. On va notamment
utiliser le fait que pour un groupe fini G, le groupe ﬁ_Q(G, Z) = H(G,Z)
g’identifie & ’abélianisé G* de G (proposition 2.4).

Définition 6.12 Soit L une extension finie galoisienne de groupe G d’un
corps p-adique K. Soit n := [L : K|. On appelle classe fondamentale de
Pextension L/K 1'unique élément uy/x de Br(L/K) = H?*(G,L*) tel que
jK(uL/K) = 1/7’L € Q/Z

Rappelons qu’on a un isomorphisme jx : Br K — Q/Z (corollaire 5.7)
et que le groupe Br(L/K) est précisément le sous-groupe de n-torsion de
Br K (corollaire 5.9), ce qui justifie la définition ci-dessus. Nous pouvons
alors appliquer le théoreme de Tate-Nakayama au G-module A = L* et a
Pélément uy e de H*(G, L*). Soit en effet G, = Gal (L/K},) un p-Sylow de
G. On a bien H*(G,, L*) = 0 par Hilbert 90, et H*(G,, L*) = Br (L/K,) est
d’ordre #G,, engendré par la restriction ur/k, de u & H*(G,, L*) (d’apres la
proposition 5.8). En prenant n = —2 et en appliquant la proposition 2.4, on
obtient

Theoreme 6.13 Soit L une extension finie galoisienne d’un corps p-adique
K. Alors le cup-produit par ur,r définit un isomorphisme

Ok : G* — K*/NL*
ot G := Gal(L/K) et N : L* — K* désigne la norme de L a K.
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Définition 6.14 Soit L une extension finie abélienne de K. L’isomorphisme
Wr/K = 92/11( : K*/NL* — Gal (L/K)

s’appelle isomorphisme de réciprocité associé a l'extension L/K. L’homomor-
phisme
. * ab
w: K" =T
obtenue a partir des wy,x par passage a la limite sur les extensions finies

abéliennes L de K s’appelle application de réciprocité. Elle induit un isomor-
phisme de lim K*/NL* sur I'.

Ici I'sP est I’abélianisé de I'jc en tant que groupe profini (c’est le quotient
de T'x par 'adhérence de son sous-groupe dérivé au sens usuel).

Nous verrons plus loin que I'? est le complété profini de K*, et donc
que ce complété profini est isomorphe a l’&lL K*/NL* (la limite étant prise
sur les extensions finies abéliennes L de K'), mais ceci nécessite de connaitre
le théoreme d’existence pour les corps p-adiques. Pour l'instant on déduit
juste des résultats précédents que @ . K*/NL* est un quotient du complété
profini K* de K*.

La proposition suivante fait le lien entre application de réciprocité et cup-
produit.

Proposition 6.15 Soit L une extension finie abélienne d’un corps p-adique
K. Soient G = Gal (L/K) et x : G — Q/Z un caractére de G, dont on note
dy limage dans H*(G,Z) via le cobord associé a la suite exacte

0-Z—-Q—>Q/Z—0

Soit a € K* d’image a € H*(G, L*) = K*/NL*. Alors®
X(wiyk(a)) = jr(aUdy)

ot ji : Br(L/K) — Q/Z est l'invariant local.

Démonstration :  Soit u = up/x € H?(G, L*) la classe fondamentale. Soit
s=wr/k(a) €G= PAI*2(G, Z) (rappelons que G est abélien). Notons n := [L : K].
Par définition de I'application de réciprocité, on a

wuUs=ae H(G,L"

29. Notons qu’il n’y a pas ici a se préoccuper de ’ordre dans lequel on fait le cup-produit
car aUd, = d, Ua vu que les classes de cohomologie considérées sont en degré pair.
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d’ou, par associativité du cup-produit (proposition 2.13) et compatibilité avec les
cobords (proposition 2.12)

aUdy =uU(sUdy) =uU (d(sUx))

ousUy € HY(G,Q/Z). Comme laction de G sur Q/Z est triviale, le groupe
H=1(G,Q/Z) est simplement le sous-groupe %Z/Z de Q/Z et le cup-produit sUx
s’identifie & x(s). Posons alors x(s) = r/n avec r € Z. Il est immédiat que d(r/n) =

re HYG,Z) = Z/nZ d'on
uU(d(sUx)) =uUr=ruecQ/Z

Or on a précisément jg (r.u) = r/n par définition de u donc finalement jx (r.u) =
x(s), ou encore
jr(@Udy) = x(s)
comme on voulait.
i

Corollaire 6.16 Soit K un corps p-adique de groupe de Galois absolu I' =
Gal (K/K). Soit x un caractére de T (ou de T, cela revient au méme). Soit
be K*. Alors

Jr(bUx) = x(w(b))

ou, dans le cup-produit, x est vu comme un élément de H?(T,Z) et b comme
un élément de HO(T, K ).

Cela résulte de la proposition précédente par passage a la limite sur les
extensions finies abéliennes L de K.
0

6.4. Notion de formation de classes

Soit G un groupe profini. Soit C' un G-module discret. On considere une
famille 3 d’isomorphismes invy : H2(U,C) ~ Q/Z indexés par les sous-
groupes ouverts U de G.

Définition 6.17 On dit qu'un systeme (C, {invy}) (qu'on pourra aussi no-
ter (C,G)) comme ci-dessus est une formation de classes (associée a G) si
les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

a) Pour tout sous-groupe ouvert U de G, on a H*(U,C) = 0.

30. La définition que nous adoptons ici est celle de [10], paragraphe I.1. Elle est
légerement moins générale que celle de [14], chapitre XI, mais elle sera suffisante pour
les applications.
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b) Pour tous sous-groupes ouverts U, V' de G avec V C U, le diagramme
suivant est commutatif

HX(U,C) =25 H(V,C)

lim,} limv (4)

Q/Z —— Q/Z
oun:=[U:V].
Soit (C, {invy }) une formation de classes. La définition et le corollaire 1.24
donnent, pour toute paire de sous-groupes ouverts U et V de G avec V
distingué d’indice n dans U, un diagramme commutatif a lignes exactes :

0 —— HXU/V,CV) —— HXU,C) =% H2(V,0) —— 0

lian/V linVU J/iHVV
0 — 17/7 — Q/Z2 X Q/Z2 —— 0
En particulier, si U est un sous-groupe ouvert distingué de GG d’indice n, on
a un isomorphisme invgy : H*(G/U,CY) ~ LZ/1Z.
Définition 6.18 On notera ug,y I'unique élément de H*(G/U, CY) qui s’en-
voie sur 1/n par inve,y ; on dit que ug/p est la classe fondamentale de G/U.

Remarque :  Avec notre définition, I'existence d’une formation de classes
associée a G implique que l'ordre de G (en tant que nombre surnaturel) est
divisible par tout élément de N*. Si en effet il existait un nombre premier p
tel que cet ordre ne soit pas divisible par p"*! avec r € N, alors pour U ouvert
distingué dans G on aurait H*(G/U,CY){p} annulé par p" (car tout élément
de H?(G/U,CY){p} est annulé par l'ordre de G/U et par une puissance de
p, donc par leur pged). Ainsi H?(G, C){p} serait annulé par p" et ne pourrait
pas étre isomorphe a (Q/Z){p}.

Proposition 6.19 Soit (C, {invy}) une formation de classes. Soient U,V
des sous-groupes ouverts de G avec V- C U. Alors :

a) On a un diagramme commutatif

H2(V,C) =25 H2(U,C)

li“v l
Q/z —— Q/zZ

b) On suppose de plus U et V' distingués dans G. Alors l'image de ucu €
H*(G/U,CY) par Uinflation H*(G/U,CY) — H*(G/V,C") est [U : V]ug,y.
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Démonstration : a) résulte immédiatement des axiomes d’une formation de

classes et de la formule Cor o Res = .[U : V]. Pour b), on écrit un diagramme
commutatif : .
H(G/U,CY) = H(G,C) =% Q/Z

o |- |-
HXG/v.CV) s H2(G,C) % Q/z
et le résultat découle alors de la définition de ug,y et ug/y, qui s’envoie respecti-

vement sur 1/[G : U] et 1/[G : V] dans Q/Z.
O

Exemples 1. Soit G = Gal (K/K) le groupe de Galois absolu d'un corps
p-adique K. Posons C' = K " Alors d’aprés le théoreme de Hilbert 90 et

la proposition 5.8, les isomorphismes Br L 2% Q/Z (définis pour tout sous-
groupe ouvert U = Gal (K/L) de G, i.e. pour toute extension finie L de K)
définissent une formation de classes.

2. Soit G = Z (par exemple G peut étre le groupe de Galois d'un corps
fini). Prenons C' = Z, muni de l'action triviale de G. Soit ¢ un générateur
topologique de GG. Pour m > 0 'unique sous-groupe U d’indice m de G est
engendré par ¢". On obtient alors une formation de classes en prenant pour
invy : H*(U,Z) — Q/Z la composée de 6! : H*(U,Z) — H' (U, Q/Z) avec
I'évaluation y — x(0™) de H' (U, Q/Z) dans Q/Z.

Proposition 6.20 Soit (C,{invy}) une formation de classes. soit U un
sous-groupe ouwvert distingué de G. Alors pour tout G /U-module M sans tor-
ston, le cup-produit par ugu :

H"(GJU,M) — H™(G/U, M @ CV)
est un 1somorphisme pour tout r € 7.
Démonstration :  C’est le théoreme de Tate-Nakayama (théoreme 6.11).
O

Proposition 6.21 Soit (C,{invy }) une formation de classes. Alors on a un
homomorphisme canonique
we : CF — G2b

d’image dense, et de noyau le groupe des normes universelles (1 Ng/UCU
(lintersection étant prise sur les sous-groupes ouverts distingués U de G ). On
dit que wg est Uapplication de réciprocité associée a la formation de classes

(C,{invy}).
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Démonstration : C’est exactement le méme argument qu’on a utilisé
pour la définition 6.14. On prend r = —2 et M = Z dans la proposition
précédente, et on passe a la limite sur U les isomorphismes (G/U)*® —
C%/NguCY, ce qui donne un isomorphisme

0 : im(G/U)™ — lim C% /Ny CY
U U
On obtient alors wg en composant ’homomorphisme canonique
cY = @CG/Ng/UCU
U
avec 071, L’assertion sur le noyau de wg est alors évidente, et la densité de

Imwg vient de ce que sa composée avec la projection G — (G/U)*
surjective pour tout U.

est

a

Remarque : Le méme calcul que dans le corollaire 6.16 donne, pour tout
c de C% et pour tout caractere y de G, la formule

invg(cUx) = x(wg(c))

oll, pour faire le cup-produit, ¢ est vu dans H°(G, C) et x dans H*(G, Z).

6.5. La suite spectrale des Ext

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler quelques résultats standard
d’algebre homologique. On désigne toujours par G un groupe profini et par
Cg la catégorie des G-modules discrets. Considérons des objets M et N de
Cg. Une difficulté est que si M n’est pas supposé de type fini, le G-module
Hom(M, N) = Homgz(M, N) (action de G étant définie par la formule ha-
bituelle) n’est en général pas discret (autrement dit le stabilisateur d’un
élément n’est pas toujours ouvert).

Définition 6.22 Soient M et N des G-modules discrets. On définit alors le
G-module discret Hom (M, N) par la formule

Hom(M, N) = |_JHom(M, N)"
U
ol U décrit 'ensemble des sous-groupes ouverts de GG. Pour tout sous-groupe

fermé distingué H de G, on note de méme

Homy(M,N) = | ] Hom(M, N)”

UDH
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ol la réunion est sur I’ensemble des sous-groupes ouverts de G contenant H.
C’est un G/H-module discret.

Définition 6.23 Soit H un sous-groupe fermé distingué d’un groupe profini
G. Soit M un G-module discret. Pour tout » > 0, on définit Extly (M, N)
comme le r-ieme foncteur dérivé a droite du foncteur

N — Homy(M,N) : Cq — Coyn

Ainsi Exth (M, N) est un G/H-module discret.® Quand H = {1}, on
notera Ext"(M, N) au lieu de Exty), (M, N). Si M est de type fini, on a
Hompy(M,N) = Homy(M,N) pour tout N € Cq et il n'y a pas lieu de
distinguer entre Ext, (M, N) (obtenu comme foncteur dérivé de Homy (M, .)

de Cg dans Cg g ou Ab) et Ext’y (M, N).

Theoreme 6.24 Soit H un sous-groupe fermé distingué d’un groupe profini
G. Soient N, P € Cg et soit M un G/ H-module discret sans torsion.* Alors
on a une suite spectrale

Ey* = Extly (M, Extyy(N, P)) = Ext*(M @ N, P)

Démonstration : On peut considérer M comme un G-module avec action
triviale de H. On a alors

Homg, (M, Homp (N, P)) = Homg (M, Homy (N, P)) = Homg(M ® N, P) (5)

car Homg (M, Homg(N, P)) = Homg(M,Hom(N, P)) vu que M est un G/H-
module discret. On en déduit que pour tout G-module injectif I et tout G-module
sans torsion NV, le G/H-module @ := Homp(N,I) est injectif car Homg g (., Q)
est le composé des deux foncteurs exacts .®y et Homg(., I).

Pour appliquer la suite spectrale des foncteurs composés de Grothendieck ([16],
Th. 5.8.3.), il nous suffit maintenant de vérifier que Hompg(N,I) est acyclique
pour le foncteur Homg, g (M,.). Pour cela on écrit une résolution de N par des
G-modules N7 et Ny sans torsion

0—- Ny —>Nog—N—=0

31. Le G/H-module Hompy (M, N) correspond au Hom interne dans la catégorie Cq, pr,
pour les G/H-modules M et N et les Exty (M, N) aux Ext internes correspondant.
Quand G est le groupe de Galois d'un corps k, on peut identifier M et N a des faisceauz
étales sur Spec k et on retrouve la distinction entre Hom (resp. Ext) et Hom (resp. Ext)
pour des faisceaux.

32. Comme d’habitude Torz(M, N) = 0 serait suffisant.
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et on vérifie immédiatement (en utilisant le fait que I est injectif en tant que U-
module pour tout sous-groupe ouvert U de G, via le fait que A — Ig (A) est un
foncteur exact) qu’on obtient une suite exacte

0 — Homp(N,I) — Homp(No,I) - Hompg(Ni,I) — 0

qui est donc (d’apres ce qui a été vu plus haut & propos de @) une résolution
injective du G/H-module Hompg(N,I). Ceci implique déja que si r > 2, on a
Ext g (M, Homp (N, I)) = 0. Pour r = 1, il faut juste vérifier que la fleche

Homg/H(M, HomH(NO, I)) — Homg/H(M, HomH(Nl, I))
reste surjective. D’apres (5), cette fleche s’identifie & la fleche naturelle
Homg(M ® Ny, I) — Homg(M @ Ny, 1)

qui est bien surjective vu que I est injectif et la fleche M ® N1 — M ® Ny reste
injective vu que M est sans torsion. Finalement on a bien vérifié

Extg g (M, Homp (N, 1)) =0
pour tout 7 > 1, i.e. Homp (N, I) est acyclique pour le foncteur Homg/p (M, .).

O

Exemples : 1. Pour M = N = Z, on retrouve la suite de Hochschild-Serre
vu que Extyy(Z,.) = Exty(Z,.) = H"(H,.) pour tout r > 0.
2. Prenons M =Z et H = {1}. On obtient alors une suite spectrale

H'(G, Ext*(N, P)) = Ext*(N, P)

Proposition 6.25 Soient N et G des G-modules discrets. On suppose N de
type fini.
a) On a une suite exacte

0 — H'(G,Hom(N, P)) — ExtL(N, P) — H(G, Ext}(N, P)) — H*(G,Hom(N, P)) — ...

(6)
De plus les Extg,(N, P) sont de torsion pour tout r > 1.

b) Si de plus N est sans torsion, on a
H"(G,Hom(N, P)) = Ext (N, P)

pour tout r > 0.
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Démonstration : a) Comme N est de type fini, la suite spectrale devient
H"(G,Ext*(N, P)) = Exty (N, P)

En utilisant le fait que Exty (N, P) est nul® pour s > 2, on obtient la suite
exacte voulue.

Comme groupe abélien N est somme directe de copies de Z/n et de Z,
et Exty,(Z, P) = 0; ceci implique que Exty (N, P) est de torsion, donc avec
la suite exacte tous les Exty, (N, P) le sont aussi pour r > 1.

b) Notons que Exty(N, P) = 0 est nul si N est de plus sans torsion, car
comme groupe abélien N est alors isomorphe a la somme directe d’'un nombre
fini de copies de Z. Le a) donne alors

H"(G,Hom(N, P)) = Ext (N, P)

pour tout r > 0.
O

Soient maintenant M, N et P des G-modules discrets. On a un accouple-
ment (cf. [10], page 4)

Extl,(M, N) x Extg,(P, M) — Exti*(P, N)

Comme H*(G,.) = Extg(Z,.) pour tout entier s, on en déduit (en faisant
P = 7Z) un accouplement

Extyn : Extl (M, N) x H (G, M) — H*(G, N)
qui pour r = 0 est Papplication (f,a) — f.(a) de Homg(M, N) x H*(G, M)
dans H*(G, N). Cet accouplement admet la compatibilité suivante avec le
cup-produit :
Proposition 6.26 Soit M, N, P des G-modules discrets. Soit
p:MxN—P

une application bilinéaire compatible avec l’action de G. Notons u : M —
Hom(N, P) ’homomorphisme de G-modules correspondant. Soit

v: H (G, M) — Extg(N, P)

33. Pour le voir, il suffit de plonger P dans un groupe abélien divisible D, et d’observer
que le quotient D /P est encore divisible, donc injectif dans Ab.
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la composée de u, : H"(G, M) — H"(G,Hom(N, P)) avec la fléche
H"(G,Hom(N, P)) — Extg(N, P)

provenant de la suite spectrale du théoréme 6.24. Alors le diagramme suivant
est commutatif :

H"(G,M) x H*(G,N) —— H™(G,P)

J,(U7Id) lld

Exty, p

Ext},(N, P) x H*(G,N) —25 H+s(@, P)

Pour une preuve3! (dans un cadre plus général), voir [9], Prop. V.1.20.

6.6. Le théoreme de dualité pour une formation de
classes

Dans tout ce paragraphe on désigne par G un groupe profini et par

(C,{invy }) une formation de classes associée a G. L’expression ”G-module”

désignera comme d’habitude un G-module discret. Pour simplifier ’écriture,
on conviendra que H'(G,...) = 0 si i est un entier strictement négatif.

Pour tout G-module M, on a (pour r € N) un accouplement
Extl,(M,C) x H* (G, M) — Q/Z

obtenu en composant Extys ¢ : Exty, (M, C) x H* (G, M) — H*(G,C) avec
invg : H*(G,C) — Q/Z. On en déduit, pour r € N, des homomorphismes
de groupes abéliens (fonctoriels et compatibles avec les cobords associés aux
suites exactes courtes) :

a"(G, M) : Exty,(M,C) — H*"(G, M)*

Pour r = 0 et M = Z, 'homomorphisme a’(G, Z) va simplement de C“ dans
G* = H?(G,Z)*. On a aussi Exty(Z/m, C) = C%/m via la suite exacte

0—+Z23Z—>Z/m—0 (7)

et laxiome H'(G,C) = 0. De méme ExtZ(Z/m,C) = H*(G, C)[m].
On commence par décrire explicitement les o" (G, M) pour M = Z et
M =Z/m.

34. Ce genre de vérification est nettement plus simple quand on connait le formalisme
des catégories dérivées.
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Lemme 6.27 a) L’application o®(G,Z) est lapplication de réciprocité wg :
C% — G ; La source et le but de I'lhomomorphisme o'(G,Z) sont nuls et
o*(G,Z) : H*(G,C) — Q/Z est égale a invg.

b) La composée de lapplication o°(G,Z/m) : (C%)[m] — H*(G,Z/m)*
avec Uapplication naturelle H*(G,Z/m)* — H*(G,Z)*[m] = G*[m] est la
restriction C%[m] — G®[m]| de lapplication wg. L’application o*(G,Z/m)
C%/m — HYG,Z/m)* = G /m est induite par we et Uapplication

(G, Z/m) : H*(G,C)[m] — %Z/Z

est induite par invg.

Démonstration :  Les assertions sur les applications o' (G, Z) et o?(G, Z)
sont immeédiates. La proposition 6.26 jointe au fait que I’lhomomorphisme
wg : HY(G,C) — H?*(G,Z)* soit induit par le cup-produit (remarque a la
fin du paragraphe 6.4.) donne Dassertion sur a’(G,Z). Les assertions sur
les a”(G,Z/m) se déduisent alors immédiatement de celles sur les o (G, Z)
a partir des identifications Exty(Z/m,C) = C%/m et Exti(Z/m,C) =
H?*(G, C)[m], qui proviennent des suites exactes longues associées a la suite
exacte (7).

m

Lemme 6.28 Soit M un G-module de type fini. Alors Extg,(M,C) =0 si
r > 4. Si on suppose de plus M sans torsion, alors Exty,(M,C) = 0.

Démonstration : On peut trouver une suite exacte de G-modules
00— M — My— M —0

avec My de type fini et sans torsion, et donc M; également de type fini (car
c’est un sous-module d'un module de type fini sur Z) et sans torsion. Via
la longue suite exacte, on est donc ramené a montrer que si r > 3, on a
Exte(M,C) = 0 pour M de type fini et sans torsion. Soit alors N le G-
module N = Hom(M,Z). Alors les G-modules N @ C' et Hom(M, C') sont
isomorphes, d’out un isomorphisme

Exty,(M,C) ~ H(G,N @ C)

via la proposition 6.25 b). Comme N est de type fini, on a N = NY (et donc
le U-module N est isomorphe a Z™ avec m € IN) pour U sous-groupe ouvert
assez petit de G, ce qui fait qu'on a

H'(G.N®C)=lmH(G/UN®CY)
U
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ol la limite est prise sur les sous-groupes ouverts distingués U de G tels
que N = NY. La proposition 6.20 (conséquence immédiate du théoréme de
Tate-Nakayama) dit alors que pour tout r > 3 (cette hypothese est nécessaire
pour assurer que les groupes modifiés de Tate coincident avec les groupes de
cohomologie usuels), le cup-produit par la classe fondamentale ug/ donne
un isomorphisme

H™%(GJ/U,N) ~ H"(G/U,N @ CY)

On a alors, pour V ouvert distingué inclus dans U, un diagramme commu-
tatif, dont les fleches horizontales sont des isomorphismes :

H™2(GJU,N) /% H™(G/U,N & CV)

J{[U:V].Inf J/Inf

H2(GJV,N) = H™(GJV,N @ C")
Le fait que le diagramme commute découle des formules
Inf(ugyu) = [U : V]ug)v
(proposition 6.19) et
Inf(a U b) = Inf(a) U Inf(b)

(proposition 2.13). D’autre part pour r > 3, le groupe H"~%(G /U, N) est de
torsion et 'ordre de U (en tant que nombre surnaturel) est divisible par tout
entier n comme on I’a vu apres la définition d’une formation de classes. De ce
fait la limite inductive des H"%(G /U, N) (pour les applications de transition
[U : V].Inf) est nulle : en effet si o est un élément de m-torsion (avec m > 0)
dans un H"~%(G/U, N), on peut trouver un sous-groupe ouvert distingué V'
de G inclus dans U tel que lindice [U : V] soit divisible par m, et I'image
de a dans H""2(G/V, N) est alors nulle. Finalement H" (G, N ® C) est nul
comme on voulait.

O

On arrive maintenant au théoreme principal de cette section, qui est un
théoreme de dualité général pour les formations de classes.

Theoreme 6.29 Soit M un G-module de type fini.

a) L’homomorphisme o (G, M) est bijectif pour tout r > 2, et si M est
sans torsion o (G, M) est également bijectif. En particulier Exty,(M,C) = 0
pour tout r > 3.
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b) Supposons o (U,Z/m) bijectif pour tout m > 0 et tout sous-groupe
owvert (distingué) U de G. Alors o' (G, M) est bijectif.

c¢) Gardons les hypotheses de b) et supposons de plus M fini. On fait en
outre I’hypothese que o’ (U, Z/m) est surjectif (resp. bijectif ) pour tout m > 0
et tout sous-groupe ouvert (distingué) U de G. Alors a°(G, M) est surjectif

(resp. bijectif ).

Démonstration : D’apres le lemme 6.28, on a bien le résultat si » > 4, on
suppose donc r < 3. Montrons d’abord le théoreme quand G agit trivialement
sur M. Dans ce cas M est somme directe de G-modules isomorphes a Z ou
a Z/n et il suffit donc de traiter ces deux cas. Pour M = Z (ou on se
limite & 1 < r < 3 puisque Z n’est pas fini), c’est le lemme 6.27 a) et le
lemme 6.28. Pour M = Z/n, c’est le lemme 6.27 b) si r = 2 et I'hypothese
b) (resp. ¢)) du théoreme si r =1 (resp. » = 0). Enfin pour » = 3 on déduit
Ext(Z/m,C) = 0 de Ext},(Z,C) = 0 via la suite exacte

0 — Ext5(Z, C)/m — Exty(Z/m, C) — Exty(Z, O)

(laquelle provient de la suite exacte (7)) et le fait que Ext%(Z,C) ~ Q/Z est
divisible. On obtient donc que le théoreme vaut des que 'action de G sur M
est triviale.

Passons au cas général. Comme M est de type fini, on peut trouver un
sous-groupe ouvert distingué U de G qui agit trivialement sur M. On écrit
alors une suite exacte

O0—-M—M,—> M —0

avec M, = IZ(M) = Z|G/U]® M. Le lemme de Shapiro donne H"(G, M,) =
H"™(U, M) et Extg (M., C) = Exty; (M, C) (en effet Extg(M,,.) et Exty (M, .)
s’obtiennent comme foncteurs dérivés des foncteurs isomorphes Homg (M., )
et Homy (M, .), lisomorphisme étant induit par I’homomorphisme d’aug-
mentation M ® Z[G/U] — M). On obtient alors un diagramme commu-
tatif (les commutativités non évidentes® viennent de ce que l'augmenta-
tion induit la corestriction au niveau de la cohomologie, et la corestriction
H*(U,C) — H*(G,C) induit via invy et invg Uidentité sur Q/Z par la
proposition 6.19 a)) a lignes exactes :

. —— Extn(M;,C) —— EBxt[;(M,C) —— Extf(M,C) —— Ext[/'(M;,C) —— ..

| |arwan [ar@an | t@an

. —— H?>7"(G,My)* —— H*"(U,M)* —— H?>7"(G,M)* —— H'Z7"(G,M;)* —— ...

35. Merci a Clément Gomez d’avoir attiré mon attention sur ce point.
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Pour r = 3, on sait déja, par le lemme et le cas ou 'action de G est
triviale, que Exty (M, C) et Extg (M, C) sont nuls; il en va donc de méme
de Ext2,(M,C). Comme ceci est vrai pour tout G-module de type fini M,
cela s’applique aussi a M; d’ou Ext?é(Ml, C') = 0. Finalement tous les termes
du diagramme sont nuls pour r = 3. Pour r = 2, on sait maintenant que
a?(G, M;) a une source et un but nuls, et d’autre part (U, M) est un
isomorphisme (Paction de U sur M étant triviale). Ainsi (G, M) est sur-
jective (pour tout M), donc aussi o?(G, M;). Le lemme des cing donne alors
que o?(G, M) est un isomorphisme. Si de plus M est sans torsion, c’est aussi
le cas de M, et M; et on montre de la méme fagon que a'(G, M) est un iso-
morphisme. Enfin la preuve des assertions b) et ¢) suit exactement le méme
schéma.

O

Remarque :  On vérifie facilement que dans les assertions b) et ¢), il suffit
de supposer que pour m fixé, les hypotheses sur o (U, Z/m) et o®(U, Z/m)
valent pour U suffisamment petit. En effet dans la preuve du cas général on
peut toujours remplacer le sous-groupe U qui intervient par n’importe quel
sous-groupe ouvert inclus dans U.

Exemples. 1. Soit G un groupe isomorphe a 7 (par exemple le groupe
de Galois absolu d’un corps fini) et soit C' la formation de classes associée a
un générateur topologique o de G (cf. exemple 2. avant la proposition 6.20).
Ici Vapplication de réciprocité est 'inclusion n — ¢" de Z dans G. D’apres
le lemme 6.27, la source et le but de 'application a®(U, Z/m) sont nuls pour
tout entier m et tout sous-groupe ouvert U de G (en effet cd(G) = 1).
L’application a!(U,Z/m) est aussi un isomorphisme car c’est I'application
naturelle Z/m — Z/m Le théoreme implique alors que si r > 1, alors
o’ (G, M) est un isomorphisme pour tout G-module de type fini M, et la
méme propriété vaut quand r = 0 si M est fini.

2. Soit K un corps de groupe de Galois absolu G = Gal(K/K) et
supposons qu’on ait une formation de classe (G, C) associée a G. Soit M
un G-module de type fini et sans torsion, et soit N le G-module N =
Hom(M,Z) (M peut étre vu comme le module galoisien des caractéres d'un
K-tore algébrique T' et N comme son module des co-caracteres). D’apres le
théoreme 6.29, on a pour tout r > 1 des isomorphismes

Exty,(M,C) — H* " (G, M)*

mais d’autre part Extp(M,C) = H"(G,Homgz(M,C)) (proposition 6.25).
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Comme Homg(M,C) = N® C, la proposition 6.26 donne que le cup-produit
H' (G,N®C)x H*"(G,M) - H*G,C) ~ Q/Z

induit un isomorphisme H" (G, N@C') — H*"(G, M)*. Pour r = 1 on obtient
méme une dualité parfaite de groupes finis (utiliser le fait que H(U,Z) = 0
et donc HY(G, M) = H'(G/U, M) ot U est un sous-groupe ouvert distingué
de G tel que M = MY ; puis appliquer le corollaire 1.27.). Pour r = 0, 2 il faut
faire un peu attention car si par exemple on prend pour K un corps p-adique
(avec la formation de classes habituelle associée & C' = K ') et M = Z, on
obtient N =Z d’ou

HY(G,N®C)=K*, H*G,M)=(G™)"

or le dual du groupe discret (G#)* est le groupe profini G* = K *, complété
profini de K*. De méme H*(G,N ® C') = Br K ~ Q/Z, dont le dual est Z,
complété de HY(G, M) = Z. Le fait qu’il faille ”compléter les H*” pour avoir
de bons théoremes de dualité faisant intervenir ces groupes est un probleme
récurrent quand on ne travaille plus avec des modules finis.

Nous verrons dans les prochains chapitres comment le théoreme 6.29 s’ap-
plique au groupe de Galois d’un corps local pour obtenir le théoreme de dua-
lité de Tate, et aux corps de nombres pour donner la dualité de Poitou-Tate.

6.7. P-formations de classes

Il est parfois utile de considérer une notion légerement plus générale que
celle de formation de classes telle que nous I'avons définie. Pour un groupe
profini G et un ensemble P de nombres premiers, on définit une P-formation
de classes (C,{invy}) par les mémes axiomes qu'une formation de classes
a part qu’au lieu de demander que les invy soient des isomorphismes, on
demande seulement que ce soient des injections satisfaisant les deux axiomes
suivants :

a) Pour tout sous-groupes ouverts U et V' de G avec V distingué dans U,
la fleche
invyy : HA(U/V,CV) — [U V] 'Z)Z

est un isomorphisme.

b) Pour tout sous-groupe ouvert U de G et tout ¢ € P, la restriction
invy : H2(U, C){g} — Qg/Zg

est un isomorphisme.
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Si P est 'ensemble de tous les nombres premiers, une P-formation de
classes est donc une formation de classes au sens ou nous l'avons définie
précédemment, et si P = () une P-formation de classes est une formation
de classes au sens d’Artin et Tate (cf. [13], chapitre XI). Si tous les autres
axiomes sont satisfaits, I'axiome b) est équivalent au fait que l'ordre de GG
est divisible par ¢*° pour tout ¢ € P. Notons aussi que si (G,C) est une
formation de classes et H est un sous-groupe fermé distingué de G, alors
(G/H,C") est une P-formation de classes, olt P est I’ensemble des nombres
premiers ¢ tels que ¢ divise [G : H].

Le théoreme 6.29 s’étend immédiatement aux P-formations de classes
pourvu qu’on se restreigne partout aux composantes (-primaires des groupes
considérés avec ¢ € P (rappelons que pour r > 1, les groupes Extg, (M, N)
sont toujours de torsion quand M est un G-module de type fini et pour r = 0
on se limite de toute fagon a M fini).

6.8. Exercices

1. Donner un exemple de groupe fini G et de G-module A tels qu’il
existe ¢ € Z vérifiant HY(G,A) = H?(G,A) = 0, mais A ne soit pas
cohomologiquement trivial.

2. Soit G un groupe fini. Soit
0—-Xi—-Xg—>...>X,—0

une suite exacte de G-modules. Soit j € {1,..n}. Montrer que si X; est
cohomologiquement trivial pour tout ¢ # j, alors X, I'est également.

3. Soit I un groupe profini et p un nombre premier. On suppose que la p-
dimension cohomologique cd,(I") est un entier n > 0. Soit U un sous-groupe
ouvert normal de I'; on considere un I'-module de torsion p-primaire A.

a) On considere une résolution
02A—=X"— =5 X"— ...

par des I'-modules induits p-primaires et on pose A, = ker[X" — X7"F1]
Montrer que A, est un I'-module cohomologiquement trivial.

b) Montrer qu'on a un diagramme commutatif a lignes exactes, ou N
désigne la norme Ny :

((anl)U)F/U —_— (Ag)F/U —_— Hn(U,A)F/U — 0

g o al

(xr-Hyvr —— A ——  HYW(,A) —— 0
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¢) Montrer que la fleche verticale de gauche du diagramme est surjective.

d) Montrer que la fleche verticale du milieu est injective, et en déduire
que la corestriction H"(U, A)r,y — H™(I', A) est un isomorphisme.

4. a) Soit A un groupe abélien fini. Montrer que Exty(A,Z) =0sir # 1
et Exty (A, Z) = A*.

b) Soit G = 2, muni de sa formation de classes habituelle. Montrer que
pour r = 0, 1, le cup-produit

H"(G,M) x H'""(G,M*) - H'(G,Q/Z) = Q/Z

est non dégénéré si M est un G-module fini.

7. Cohomologie des corps p-adiques (II) : les
théoremes de dualité

7.1. Le théoreme d’existence pour une formation de
classes

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques compléments sur les for-
mations de classes, en démontrant notamment un théoreme d’existence qui
permet, sous certaines hypotheses, d’identifier les sous-groupes ouverts d'un
groupe profini a ses groupes de normes.

Dans toute la suite, on désignera par (C,G) une formation de classes
(on vérifiera d’ailleurs que tous les résultats de ce paragraphe restent va-
lables pour une P-formation de classes, ou P est un ensemble quelconque de
nombres premiers, par exemple P = () qui est ’hypothése minimale ; le point
est que le corollaire 6.20 reste valable tel quel).

Pour toute paire (U, V') de sous-groupes ouverts de G avec V' C U, on
dispose d'un homomorphisme norme

NU/V:CV—>CU T Z s.x
seU/V

qui coincide avec la définition habituelle quand V est distingué dans U. On
a par ailleurs la transitivité des normes : si W C V' C U, alors Ny est la
composée de Ny et Nyjy.

Définition 7.1 Un sous-groupe de normes de CY est un sous-groupe de la,
forme Ny (CV) pour un certain sous-groupe ouvert V de U.
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Proposition 7.2 Soit (C,G) une formation de classes. Soit (U, V') une paire
de sous-groupes ouverts de G avec V C U.

a) Supposons que V' soit distingué dans U. Alors on a un isomorphisme
(de réciprocité)

CY /Ny CV — (UJV)™

En particulier si U/V est abélien (i.e. : 'V contient le sous-groupe dérivé
profini D(U) de U), on obtient un isomorphisme de CY /Ny CV sur UJV.

b) Dans le cas général, soit W le plus petit sous-groupe fermé de U conte-
nant V', distingué dans U, et tel que U/W soit abélien (W est le sous-groupe
engendré par Vet D(U)). Alors on a

NU/V<CV) == NU/W<CW)

¢) Le groupe des normes Ny (CV) est d’indice fini dans CV. Cet indice
divise [U : V], et lui est égal si et seulement si V' est distingué dans U avec

U/V abélien.

Noter que si U est le groupe de Galois absolu d’un corps K et V' corres-
pond a une extension L de K, alors W correspond a la plus grande extension
abélienne de K incluse dans L. Quand V est un sous-groupe distingué de
U, on notera (a,U/V) I'image d'un élément a de CY par lapplication de
réciprocité CV — (U/V)? de a).

Démonstration : a) C’est la proposition 6.20 (qui est un corollaire de
Tate-Nakayama) appliquée a la formation de classes (U, C') et au sous-groupe
VdeU,avecr =—-2et M =7.

b) Linclusion Ny (CV) € Ny (C) résulte de la transitivité des normes.
Soit a € NU/W(CW), montrons que a € NU/V(CV). Soit Z un sous-groupe ou-
vert de U inclus dans V et distingué dans U. Posons J = U/Z et H = V/Z.
Alors W/Z = J'.H, ou J' est le sous-groupe dérivé de J. L’image (a,U/W) de a
dans U/W = J/J'H est triviale, ce qui veut dire que (a,U/Z) € (J/J') provient de
H/H'. On a un diagramme commutatif (qui résulte de la définition de Papplication
de réciprocité comme inverse de 'application ” cup-produit par la classe fondamen-
tale”, du fait que les classes fondamentales sont compatibles aux restrictions, et
de la formule de compatibilité de la proposition 2.13, b).

CV NU/V CU
(-,V/Z)l l("U/Z’

H/H —— J/J
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Comme CV se surjecte sur H/H' par I'application de réciprocité, le diagramme
donne alors l'existence d'un o’ dans CV tel que (a,U/Z) = (Ny va',U/Z). Ainsi
Nyva' —a s'éerit Nyyz(a”) avec a” € C?, d’on

a= Nyyy(a' = Ny (a"))

¢) D’apreés b), on a CY /Nyv (CV) = CY/Nyyw (CV), qui est fini d’indice
[U : W] d’apres a). Le résultat en découle via la transitivité des normes.
O

Proposition 7.3 Soit U un sous-groupe ouvert de GG. On note Aby [’en-
semble des sous-groupes ouverts V de G tels que V' soit distingué dans U et
U/V soit abélien (i.e. V' contienne le sous-groupe dérivé D(U) de U). Pour
V' dans Aby, notons Iy = NU/VCV. Alors Uapplication V +— Iy, est une bi-
jection croissante de Aby sur l'ensemble des sous-groupes de normes de CU.
On a de plus, pour tous V,W de Aby :

Ivaw = Iy N Iy

et tout sous-groupe de CV qui contient un groupe de normes est un groupe
de normes.

Démonstration : Notons déja que si V et W sont dans Aby, alors
V- N W lest encore. Le fait que V +— Iy soit crossante résulte de la tran-
sitivité des normes, ce qui donne en particulier I'inclusion Iy~ C Iy N Iy
Réciproquement si a € Iy N Iy, alors 'élément (a, U/(VNW) de U/(VNW)
a une image triviale dans U/V et U/W, donc est trivial. Si maintenant
Iy D Iy, alors Iyaw = Iy donc V NW et W ont méme indice dans U,
ce qui donne V' O W. On obtient finalement bien que la correspondance est
bijective.

Soit I un sous-groupe de CV qui contient un sous-groupe de normes
NyvCY. On peut supposer (via la proposition 7.2, b) que U/V est un groupe
abélien. Alors I'image de I par Papplication de réciprocité CV — U/V est
un sous-groupe W/V', ou W est un sous-groupe ouvert de U qui contient V.
On en déduit que I est le noyau de I'application de réciprocité CV — U/W,
d’ou on déduit que I = NU/WCW est un groupe de normes.

0

Pour obtenir un théoreme d’existence lié aux sous-groupes de normes,
il est nécessaire de faire des hypotheses supplémentaires sur la formation
de classes (C,G). En particulier, on va supposer qu’on a une topologie sur
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chaque CY, telle que pour V C U la topologie sur CY soit celle induite par
CV > CY, et pour tout s de G lapplication CU — C**5' 4 — s.a soit
continue (ce qui implique que Ny v : CV — OV est continue). L’exemple
typique est celui ot G = Gal (K/K) est le groupe de Galois d’'un corps p-
adique K et C' = K*. Alors les sous-groupes ouverts U correspondant aux
extensions finies galoisiennes L de K, et on munit CY = L* de la topologie
usuelle associée a sa valuation. L’application Ny v est la norme (au sens
habituel) Ny i : L* — K*.

Hypothése 1 (H1) : Pour toute paire V' C U de sous-groupes ouverts
de G, lanorme Ny y : CV — CV a une image fermée et un noyau compact (si
on travaille avec des groupes localement compacts et dénombrables a I'infini,
cela signifie que Ny/y est une application propre).

Il résulte de (H1) que NU/VC’V est un sous-groupe ouvert de CV : en effet
il est d’indice fini d’apres la proposition 7.2, c).

Définition 7.4 Soit U un sous-groupe ouvert de G. On note Dy linter-
section de tous les sous-groupes de normes de U. C’est aussi le noyau de
I'application de réciprocité CV — U?P.

Pour U = G, nous avions déja rencontré D¢, groupe des normes univer-
selles de O, au paragraphe 6.4.

Proposition 7.5 Supposons (H1) vérifiée. Alors pour toute paire V. C U de
sous-groupes owverts de U, on a Ny,y D"V = DY.

Démonstration :  L’inclusion Ny Dy C Dy résulte de la transitivité
des normes. Soit inversement a € Dy. Pour tout sous-groupe ouvert W de
V, notons K (W) I'ensemble des b de CV de norme a (dans F), et qui sont
norme d’un élément de W. L’hypothese (H1) dit que K (W) est compact; il
est non vide car a € Dy, donc a s’écrit comme norme d’un élément ¢ de CW
et on peut prendre b = Ny, (c) via la transitivité des normes. Comme la
famille des K (W) est filtrante décroissante, son intersection sur tous les W
est non vide. Or un élément b de cette intersection vérifie clairement b € Dy,
et Nyyv(b) = a.

0

Hypothese 2 (H2) : Pour tout nombre premier p et tout sous-groupe 6
ouvert U de G, le noyau de la multiplication par p dans CV est compact. De

36. Il semble que demander seulement (comme dans [13], paragraphe XI1.5) cette pro-
priété pour U C Up ne soit pas suffisant pour déduire la compacité de L(V') dans la preuve
de la proposition qui suit.
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plus, il existe un sous-groupe ouvert U, de G tel que pour tout sous-groupe
ouvert V' C U, application ¢, : x — px de CV dans CV vérifie : I'image de
@, contient Dy .

Proposition 7.6 Supposons (H1) et (H2) vérifiées. Alors pour tout sous-
groupe ouvert U de G, le groupe Dy est divisible et égal a (), nCY.

Démonstration : Montrons d’abord que Dy = pDy pour tout p premier.
Soit a € Dy et soit V un sous-groupe ouvert de U inclus dans U,. Soit L(V)
ensemble des b de CU tels que pb = a et b € NyyCV. Alors L(V) est non
vide : en effet d’apres la proposition 7.5, on peut écrire a = Ny, v (a’) avec
a’ € Dy. Par (H2), on peut écrire @’ = pb/ avec b/ € CV d’olt a = pb avec
b = Nyv(b'). De plus L(V') est compact car il se déduit par translation de
Iintersection du sous-groupe de p-torsion de CY (qui est compact par (H2))
et de I'image de Ny,v (qui est fermée par (H1)). Le méme argument que
dans la proposition 7.5 donne alors que l'intersection sur V' des L(V') est non
vide, ce qui prouve l'assertion.

On en déduit déja que Dy est divisible, donc inclus dans (), nCvY.
Réciproquement si a est dans cette intersection et si V' est un sous-groupe
fermé d’indice n de U, alors si a = nb avec b € CY, on a a = Nyvb donc
finalement a € Dy .

O

Hypothése 3 (H3) : Pour tout sous-groupe ouvert U de G, il existe un
sous-groupe compact H de CY tel que tout sous-groupe fermé d’indice fini
de OV qui contient H est un groupe de normes.

Theoréme 7.7 Supposons que (H1), (H2), et (H3) soient satisfaites. soit U
un sous-groupe ouwvert de G. Alors un sous-groupe de CV est un sous-groupe
de normes si et seulement s’il est fermé d’indice fini dans CV.

Démonstration : On sait déja qu’'un sous-groupe de normes est fermé
d’indice fini. Soit réciproquement I un sous-groupe fermé d’indice fini n de
CY. Alors tout élément de CY /I est annulé par n, on anC? C I d’ou Dy C I
d’apres la proposition 7.6. Ainsi I'intersection des N N H pour N sous-groupe
de normes de CV est incluse dans I (puisque c’est un sous-groupe de D).
Comme tous les N N H sont compacts et I est un sous-groupe ouvert de CY,
I contient I'un des N N H : en effet si I’ désigne le complémentaire de I dans
CY, les I' N N forment une famille filtrante décroissante de compacts dont
I'intersection est vide, donc I'un de ces compacts est vide. On a alors

NNn(H+(NnlIl)cl
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car si a est dans cette intersection, il s’écrit @ = a; + ao avec a; € H et
as € NN1; alors a; = a—as est dans N N H, qui est inclus dans [ par choix

de N.

Maintenant H + (N N I) est fermé3” dans CV, d’indice fini (il contient
NN 1), et contient H donc c’est un groupe de normes par I’hypothese (H3).
D’apres la proposition 7.3, NN (H 4+ (N N1I)) est un groupe de normes, donc
aussi I (qui le contient).

O

7.2. Application aux corps p-adiques

On commence par un lemme sur les symboles. Soit k un corps de groupe
de Galois absolu I'y,. Soit p un nombre premier différent de Car k, et tel que k
contienne une racine primitive p-ieme ( de I'unité. Soit a € k* ; le choix de (
permet de définir un caractere y, de I'y = Gal (k/k) associé a a (en identifiant
I'image @ de a dans k*/k* = H'(k,u,) & un élément de H'(k,Z/p)). En
particulier y, est un caractere de I'y dont le noyau est Gal (k/k(a'/?)), et
Gal (k(a'/?)/k) est un groupe cyclique trivial ou d’ordre p.

Définition 7.8 Soient a,b dans k*. On définit le symbole (a,b) € (Brk)[p]|
comme le cup-produit de x, € H?(k,Z) = H*(k,Q/Z) avec b € H°(k, k*) =
k*. C’est une application bilinéaire du groupe multiplicatif £* x k* dans le
groupe additif Br k.

Lemme 7.9 a) Sib est une norme de l'extension k(a'/?)/k, alors (a,b) = 0.
b) On a (a,—a) =0, (a,1 —a) =0, et (a,b) = —(b,a) pour tous a,b de
k*.
c) Supposons que k soit un corps local de caractéristique zéro. Alors si un
élément b de k* vérifie (a,b) = 0 pour tout a de k*, on a b € k*".

Démonstration : a) Soit L = k(a'/?). On peut supposer que L est une
extension non triviale de K. Posons G = Gal (L/k). Alors x, s’identifie & un
élément de H*(G,Z), de sorte que x, Ub est aussi le cup-produit de x, avec
I'image de b dans ﬁIO(G, L*) = k* /Ny, L*. Le résultat en découle.

b) On observe que Npx(—(.a"?) (qui est le produit des —(‘a'/? pour
i =0,...,p— 1) vaut —a donc —a est une norme de L/k, d’ou le premier

37. Plus généralement si A est un groupe topologique abélien et F, H sont respectivement
un sous-groupe fermé et un sous-groupe compact de A, alors F+ H est fermé dans A comme
image réciproque dans A du compact H/(HNF) de A/F, lequel est fermé dans A/ F parce
que A/F est séparé.
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point. Le deuxieme point s’obtient de la méme maniere en observant que
Npk(1 - ¢.a"?) = 1 — a. Enfin, on a par le premier point

(a,b) + (b,a) = (a, —ab) + (b, —ba) = (ab, —ab) =0

d’ott le troisieme point.
c) D’apres b), on a (b,a) = 0, soit x,Ua = 0. D’apres le corollaire 6.16, on
a xp(wk(a)) pour tout a de k*. Ceci implique x, = 0 (par densité de l'image
de I'application de réciprocité wy, : k* — T'?P), ou encore que la classe de b
dans k*/k*" ~ H*(k,Z/p) est nulle.
O

On va maintenant pouvoir déduire des résultats du paragraphe précédent
le théoréme d’existence pour les corps p-adiques :

Theoréme 7.10 Soit K un corps p-adique de cloture algébrique K. Soit H
un sous-groupe fermé d’indice fini de K*. Alors il existe une unique extension
abélienne finie L C K de K telle que N g L* = H.

Démonstration : L’unicité résulte de ce que si L et F' sont deux exten-
sions abéliennes finies de K (incluses dans K) avec NL* = NF*, les images
réciproques de Gal (K®/L) et Gal (K?"/F) par Papplication de réciprocité
w: K* — Gal (K*/K) sont les mémes, donc par la théorie de Galois on a
L=F.

Pour 'existence, on va appliquer le théoreme 7.7 a la formation de classes
associée 4 ' = Gal (K/K) et C = K, tous les groupes L* (pour L extension
finie de K') étant munis de la topologie associée a la valuation. Il faut vérifier
les hypotheses (H1), (H2), et (H3). Pour cela on peut supposer que le groupe
U qui intervient dans ces hypotheses est I' (vu que tout sous-groupe ouvert
de I" est aussi le groupe de Galois d’un corps p-adique).

(H1) résulte du fait que la norme L* — K* est propre car tout sous-
ensemble compact de K* est contenu dans une union finie de translatés du
groupe des unités U, et I'image réciproque de Uy par la norme est Uy (qui
est compact), via le fait que si x € L*, alors vg(Np/x(x)) = f.Np(x), ou f
est le degré résiduel de 'extension L/K ([13], chapitre II, corollaire 4 p. 39).

Pour (H2), on note déja que pour tout corps p-adique K et tout nombre
premier [ (distinct ou non de p), le noyau de x + 2! de K* dans lui-méme
est fini, donc compact. On considere le corps K; obtenu en adjoignant a K
toutes les racines [-iemes de 1'unité, et on pose U; = Gal (K/K;). Soit alors
V' C U, un sous-groupe ouvert de G, il correspond a une extension finie L de
K qui contient K; et I'application ¢; est application x — z! de L* dans L*.
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Si x € L* est une norme universelle, alors le symbole (a, z) est nul pour tout
a de L* d’apres le lemme 7.9 a), donc x € L* d’aprés le lemme 7.9, c).

Pour (H3), on prend pour H le groupe des unités Ug. Alors les sous-
groupes d’indice fini [ de K* qui contiennent H sont les images réciproques
par la valuation des sous-groupes nZ de Z pour n € N (en effet si I est un
tel sous-groupe, alors v(I) est un sous-groupe de Z, donc s’écrit nZ ; mais
alors I contient I'image réciproque de nZ puisqu’il contient Ug et au moins
un élément de valuation m pour tout entier m multiple de n). Montrons un
lemme :

Lemme 7.11 Soit K un corps p-adique de groupe de Galois absolu I'x =
Gal (K/K). Soit wg : K* — T% lapplication de réciprocité. Alors :

a) S1 K’ est une extension finie non ramifiée (donc cyclique) de K, on a,
pour tout x de K*,

wiery k() = F (8)

ou Fy est le générateur canonique de Gal (K'/K).

b) L’image par l'application de réciprocité wy du groupe des unités Uy
de Uanneau des entiers Ok est exactement le sous-groupe d’inertie abélien
1% = Gal (T3 /K,,) de T8,

Démonstration :  a) résulte facilement du fait que pour tout caractere y
de Gal (K'/K), on a

X(wrryx(x)) = jr (2 U x)
(proposition 6.15) et de la définition de jx donnée avant la proposition 5.8.

Pour b), il suffit de faire la vérification a niveau fini; plus précisément soit
L une extension finie abélienne de groupe GG de K, il s’agit de montrer que
I'image de Ug par I'application de réciprocité wy /i : K* — G est exactement
le sous-groupe d’inertie I de G. Ecrivons I = Gal (L/K’"), ot K’ est I'exten-
sion maximale non ramifiée de K incluse dans L. Identifiant Gal (K’/K') avec
le groupe de Galois de I'extension résiduelle Gal (k'/k), on déduit de a) que
pour z € Uk, I'image de x par wg//k est triviale, ce qui signifie que wy,/x ()
est dans [ = Gal (L/K").
Soit réciproquement ¢ € I'; comme wy,x est surjective (de noyau Ny, xL*),
on peut écrire t = wy/k(a) avec a € K*. Posons m = [K' : K] = [’ : K]
(c’est le degré résiduel de l'extension L/K'). Comme t est trivial sur K, la
formule (8) donne que m divise v(a). On sait que pour tout b € L*, on a
V(N k(b)) = mv(b). Choisissons b dans L* de valuation v(a)/m, on obtient
alors que a et Np/k(b) ont méme valuation. Posons alors u = a/Ny k(b),
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alors v € Uk et t = wr/x(a) = wr/k(u), ce qui montre bien que ¢ est dans
I'image de Uy par wp k-
O

On peut maintenant terminer la preuve du théoreme 7.10. Soit I C K*
I'image réciproque de nZ par la valuation. Soit K’ I’extension non ramifiée
de K de degré n. Alors d’apres le lemme 7.11 a), le noyau de wg//k est
exactement [, puisque F engendre un groupe d’ordre n. Comme on sait que
ce noyau est Ny (K '*), on obtient bien que I est un groupe de normes
comme on voulait.

0

On en déduit la structure de ’abélianisé du groupe de Galois d'un corps
p-adique, résultat qui avait été annoncé apres le théoreme 6.13.

Corollaire 7.12 a) L’intersection de tous les sous-groupes de normes de K*
est réduite a {1} (autrement dit : il n’y a pas de norme universelle autre que
1).

b) L’application de réciprocité induit un isomorphisme du groupe des
unités Ug sur le "groupe d’inertie abélien” Gal (K*"/K,,).

c) Le groupe Gal (K®*/K) est isomorphe au complété profini de K* : c’est
une extension de Z par Ug.

Remarque : La structure de K* (qui est isomorphe au produit direct de
Uk et de Z via le choix d’une uniformisante) implique que tous ses sous-
groupes d’indice fini sont fermés. Il n’en va plus de méme si K est un corps
local de caractéristique p (pour lequel tous les énoncés précédents sont va-
lables a condition de se limiter aux sous-groupes fermés d’indice fini).

Démonstration :  a) Soit 7 une uniformisante de K*. Pour m,n dans IN*,
notons Vj, , le sous-groupe de K* engendré par 7™ et Uy (ce dernier groupe
est 'ensemble des 1+ 7"z avec = dans Uk ). Ce sont des sous-groupes fermés
d’indice fini, et leur intersection est {1}, d’ou le résultat avec le théoreme
d’existence.

b) On a déja vu (lemme 7.11 b)) que I'application de réciprocité induit
une surjection de Uy sur le groupe d’inertie abélien 3P, L'injectivité résulte
de a).

c¢) La premiére assertion résulte immédiatement du théoreme d’existence
et des propriétés de l'application de réciprocité vues en 6.3. La deuxieme

vient de b) et de ce que Gal (K, /K) est isomorphe a Z.
O
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Ces résultats, combinés au théoreme général de dualité pour une forma-
tion de classes, vont maintenant nous permettre de démontrer un théoreme
de dualité pour la cohomologie galoisienne d'un corps p-adique.

7.3. Le théoreme de dualité pour un corps p-adique

Dans tout ce paragraphe, on désigne par K un corps p-adique et on pose
I' = Gal (K/K). On a défini au paragraphe 6.6. des applications a”, pour
lesquelles on dispose du théoreme de dualité 6.29, que nous allons maintenant
appliquer.

Proposition 7.13 Soit M un I'-module discret de type fini. Alors les appli-
cations o
o (D, M) : Exth.(M,K") — H* (', M)*

sont des isomorphismes pour tout r > 1. Si de plus M est fini, alors o est
également un isomorphisme (de groupes finis).

Démonstration :  On applique le théoreme de dualité 6.29 a la formation
de classes (I, K). Soit U = Gal (K /L) un sous-groupe ouvert de I'. Alors
a(U,Z/n) est Papplication

L*/L*" — U™/n

induite par I’application de réciprocié wy. Comme wy, induit un isomorphisme
du complété profini de L* sur U2, on en déduit que o (U, Z/n) est un isomor-
phisme, et le théoreme 6.29 dit alors que o (I', M) est bien un isomorphisme
pour 7 > 1.

Si maintenant M est fini d’ordre s il suffit de vérifier que (U, Z/n)
est bijective pour tout n divisant s et tout U suffisamment petit (voir la
remarque apres la preuve du théoreme 6.29) On peut donc supposer que L
contient les racines n-iemes de I'unité. Alors on a des fleches

pn(L) = H*(L, Z/n)" — (U™)[n]

et on sait que la fleche composée (induite par 'application de réciprocité)
est un isomorphisme, via le corollaire 7.12 et le fait que L* et son complété
profini ont méme sous-groupe de n-torsion.

On en déduit que la premiere fleche (qui est a®(U,Z/n)) est injective,
mais comme H?(L,Z/n) = H*(L, i) = (Br L)[n] ~ Z/n est de cardinal n,
on en déduit que a®(U,Z/n) est également surjective.

0
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Theoréme 7.14 (Tate) Soit K un corps p-adique. Soit M un I'x-module
fini de dual MP = Hom(M, K"). Alors pour tout r > 0 le cup-produiit

H"(K,M)x H*"(K,M"”) - BrK = Q/Z

est un accouplement parfait de groupes finis.

Démonstration : On sait déja que tous les groupes qui interviennent
sont finis (théoreme 5.13). Par ailleurs on a la compatibilité des accouple-
ments définis par les Ext et les cup-produits (proposition 6.26). 11 suffit alors
d’appliquer le résultat précédent en remarquant que

Exth (M, K ) = H"(K, MP)

pour tout 7 > 0 via la proposition 6.25, vu que Ext, (M, F*) =0 pouri >0
par divisibilité de K~ (ce point est essentiel!).
O

Remarque : Supposons seulement que M est de type fini. Alors pour
r = 1, "énoncé est valable tel quel (avec la méme preuve). Pour r = 0 et
r = 2, il faut remplacer les H° par leurs complétés profinis, voir I'exercice 4
de ce chapitre.

Le théoreme de dualité permet de préciser la dimension cohomologique
stricte de I :

Theoreme 7.15 Soit K un corps p-adique. Alors la dimension cohomolo-
gique stricte de K est 2.

Démonstration :  On utilise la proposition 3.23. Soit U un sous-groupe
ouvert de I'. On a alors H3(U,Z) = H*(U,Q/Z) comme on I'a déja vu. Alors
en appliquant le théoreme 7.14 & M = Z/n et en passant a la limite, on
obtient que H?(U, Q/Z) est dual de Jm tn(L), ot L est 'extension finie de
K correspondant & U (ce dernier groupe est le module de Tate du groupe
p(L) des racines de I'unité dans L*). Mais L (qui est un corps p-adique) ne
contient qu'un nombre fini de racines de I'unité (parce que Uy, est isomorphe
au produit d’un groupe fini et de Zj, ou encore via la filtration du groupe
des unités) donc H(L, 1) = p(L) est fini. On en conclut que m (L) =0,
ce qui conclut la preuve.

0
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7.4. Notion de module dualisant

Soit G un groupe profini de dimension cohomologique n < +oo. On
considere le foncteur A — H"(G, A)* de la catégorie C’é des G-modules
discrets finis vers la catégorie des groupes abéliens (rappelons que * :=
Hom(.,Q/Z)). 1l se trouve qu’on a un résultat général d’algebre homolo-
gique (cf. [14], paragraphe 1.3.5., lemme 6) qui garantit, sous des hypothéses
assez faibles, que ce foncteur est représentable par un G-module discret de

torsion. Plus précisément :

Theoreme 7.16 Soit G un groupe profini de dimension cohomologique n <
+00. On suppose que pour tout A € C’é, le groupe H™(G, A) est fini. Alors
il existe un G-module discret de torsion I tels que les foncteurs Homeg(., I)
et H'(G,.)* (de CL dans Ab) soient isomorphes. On dit que I est le module
dualisant du groupe profini G.

On a un théoreme et des définitions analogues avec la p-dimension coho-
mologique (en se limitant aux modules de torsion p-primaire).

Il est en réalité possible de montrer l'existence du module dualisant (et
également d’en donner une description explicite) sans ’hypothese de finitude
sur H"(G, A), mais cela demande pas mal d’efforts (voir [14], partie I, annexe
1, ou encore [12], paragraphe 111.4).

Par ailleurs, il est parfois possible de calculer le module dualisant as-
sez facilement si on connait son existence, et d’en déduire rapidement des
théoremes de dualité. Cette méthode fonctionne bien pour le groupe de Ga-
lois d'un corps p-adique (voir exercice 1 de ce chapitre) et permet de se
passer de résultats nettement plus compliqués (Tate-Nakayama, théoreme
d’existence). Son inconvénient principal est que cela ne marche pas bien si
le module dualisant n’est pas un groupe divisible (dans le cas du groupe de
Galois d'un corps p-adique K, le module dualisant consiste en toutes les ra-
cines de I'unité de K), ce qui fait que dans le cas des corps de nombres on
est obligé d’avoir recours aux résultats plus sophistiqués du chapitre 6..

7.5. Caractéristique d’Euler-Poincaré, application a la
cohomologie non ramifiée

Soit K un corps p-adique de groupe de Galois absolu I' = Gal (K/K).
Soit A un T-module fini. Notons h*(A) le cardinal du groupe fini H (K, A) =
H{(T, A).
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Définition 7.17 La caractéristique d’Euler-Poincaré de A est le nombre ra-
tionnel strictement positif

hO(A).h2(A)

Si0 - A—= B
obtient x(B) = x(A
théoreme de Tate (

— C — 0 est une suite exacte de I'-modules, alors on
).x(C) via la suite exacte longue de cohomologie. Un
[14], Théoreme 5 p. 109) donne ’égalité

X(A) = 1/[0k : aOk]

ou a est le cardinal de A (en particulier y(A) ne dépend que de a). La
démonstration de ce théoreme est longue et fait appel a des résultats fins
de la théorie des représentations des groupes finis. Nous allons donc seule-
ment traiter un cas particulier plus simple, qui suffira pour I'application a la
cohomologie non ramifiée.

Proposition 7.18 Supposons que le cardinal a de A soit premier a p. Alors
x(4) = 1.

Démonstration :  Soit U le groupe d’inertie Gal (K/K,,). Le quotient
['/U est isomorphe a 7. D’autre part la théorie des groupes de ramification
donne que U possede un unique p-Sylow U, qui est distingué dans U et le
quotient V' := U/U, est isomorphe & Z; := [], 4p Zy. Plus précisément on a
U, = Gal (K/Kyy), out Ky, est 'extension maximale modérément ramifiée

de K.

Lemme 7.19 Le groupe H'(U, A) est fini pour tout i > 0 et nul sii > 2.

Démonstration : Le cas ¢ = 0 est immédiat. On sait (théoreme 5.1)
que U est de dimension cohomologique < 1 d’out H (U, A) = 0 pour i > 2.
D’autre part H'(U,, A) = 0 pour ¢ > 1 car U, est un pro-p-groupe et le
cardinal de A est premier & p. Ainsi H'(U, A) = HY(V, AY) via la suite
exacte de restriction-inflation et on est ramené & montrer que H'(V, AY)
est fini. En décomposant le V-module fini AY» en somme directe finie de ses
composantes [-primaires (pour [ premier différent de p), on voit qu’il reste a
vérifier que H'(Z;, B) est fini*® pour tout module fini [-primaire B. Soit W
un sous-groupe ouvert de Z; qui agit trivialement sur B, alors via la suite de
restriction inflation il suffit de voir que H'(W, B) est fini (vu que Z;/W est

38. Voir l’exercice 8 du chapitre 3 pour une généralisation.
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fini, donc aussi H(Z;/W, B)) et donc que Hom,(W, B) est fini. Mais si B est
de cardinal [, alors Hom.(W, B) = Hom(W/I"™W, B) est fini car W/I"W
est fini (le sous-groupe ouvert W de Z; contient NZ; pour N assez grand,
donc W/I™W est un sous-quotient de Z;/I™*NZ; qui est fini).

m

Reprenons la preuve de la proposition 7.18. La suite exacte des premiers
termes de la suite spectrale de Hochschild-Serre
HYT/U,H (U, A)) = H™ (T, A)
donne, compte tenu des résultats ci-dessus :
HY(K, A) = HYZ, H°(U, A)); H*(K,A) = H'(Z, H'(U, A))
et une suite exacte
0— HY(Z, H'(U,A)) = HY (K, A) — H(Z, H'(U, A)) = 0

Pour conclure, il suffit d’appliquer le lemme suivant aux Z-modules finis
HO(U,A) et HY(U, A) :

Lemme 7.20 Soit M un Z-module fini. Alors HO(Z,M) et Hl(z,M) sont
finis de méme cardinal.

Preuve du lemme : Soit F' le générateur topologique canonique de Z.
Soit s = mn, ou n et m sont des entiers choisis tels que F™ opere trivialement
sur M et M = M|n]. Alors on peut voir M comme un Z/s-module et la norme
Nzjs : M — M est l'application nulle vu que pour tout z de M, on a

Nzjs(@)=(1+F+. ..+ F™ Ye=n(l+F+ .+ F"H)a=0

Alors H 0(2, M) est le noyau de I'endomorphisme F' — 1 de M, tandis que
HY(Z, M) est ici simplement la limite inductive sur i (et on peut se limiter
aux ¢ multiples de s) des H'(Z/i, M). Mais H'(Z/i,M) = H~Y(Z/i, M)
(théoreme 2.10) est le conoyau de F'—1 puisque Nz/; est nulle pour ¢ multiple
de s, d’ou le résultat.

O

Définition 7.21 Soit A un I-module. On dit que A est non ramifié si le
groupe U = Gal (K /K,,) opére trivialement sur A. Dans ce cas on définit les
groupes H! (K, A) := H(Gal (K,,/K), A).

Proposition 7.22 Soit A un I'-module fini et non ramifié. Alors on a les
égalités H (K, A) = H°(K,A) et H: (K,A) = 0 pour i > 2. Le groupe
H! (K, A) s’identifie a un sous-groupe de H'(K, A) et son cardinal est celui
de H(K, A).
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Démonstration :  L’assertion sur H Y est immédiate, celle sur H* pour i >
2 résulte de ce que cd(Z) = 1. Enfin lassertion sur H! vient du lemme 7.20
appliqué a A.

a

Theoreme 7.23 Soit A un I'-module fini, non ramifié, d’ordre premier a p.
Alors son dual A" posséde ces mémes propriétés. De plus, dans la dualité entre
HY K, A) et HY(K, A"), chacun des sous-groupes H. (K, A) et H! (K, A’) est
l’orthogonal de I’autre.

Démonstration :  Soit 1 le -module des racines de I'unité dans K (c’est
le module dualisant de I') et soit i le sous-module formé des éléments d’ordre
premier a p. Comme les racines n-iemes de 'unité pour n premier a p sont
dans K, le I'-module i est non ramifié, ce qui implique immédiatement que
A" = Hom(A, i) est non ramifié. Le cup-produit

H,, (K, A) x Hy (K, A') — H*(k, )

se factorise par H2.(k,ji) qui est nul, ce qui implique que H! (K, A) et
H! (K, A’) sont orthogonaux. Pour conclure il suffit de montrer que le car-
dinal h'(A’) de HY(K,A') est le produit hl (A).hl (A’) des cardinaux de
H! (K, A) et H (K, A"). En effet cela donnera que ’homomorphisme

Hy (K, A) = (H'Y(K, A) [ Hy, (K, AY)*

qui est induit par la dualité locale est un isomorphisme (on sait déja que
cet homomorphisme est injectif par le théoreme 7.14). Or hl (A) = h°(A)
et hl (A") = h°(A") = h?(A) par la proposition 7.22 et le théoreme 7.14. Ce
dernier théoreme donne aussi h'(A) = h'(A’). Le résultat découle alors de la
proposition 7.18.

m

Remarque : Milne a généralisé ce théoreme sous des hypotheses beaucoup
plus faibles, voir [10], chapitre IIL.7.

7.6. Exercices

1. Soit G’ un groupe profini de dimension cohomologique n € N*. Soit [
son module dualisant.

a) Montrer que si H est un sous-groupe ouvert de G, alors I (vu comme
H-module) est encore module dualisant pour H.
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On suppose dans toute la suite que G' = Gal (K)/K), olt K est un corps
p-adique.

b) Montrer que le module dualisant de G est le module p constitué de
toutes les racines de I'unité de K.

c¢) Retrouver le théoreme de dualité locale de Tate pour un G-module fini
M (pour le cas ¢ = 1, on plongera M dans un G-module induit).

2. Soit G un groupe profini de dimension cohomologique n € N*. Soit [
son module dualisant. Soit p un nombre premier. Montrer que scd,(G) = n+1
si et seulement s’il existe un sous-groupe ouvert H de G tel que I contienne
un sous-groupe isomorphe a Q,/Z, (critere de Serre). Retrouver alors que si
K est un corps p-adique, on a scd(K) = 2.

3. Soit K un corps p-adique. Soit A une vari¢té abélienne sur K. Pour
n > 0, soit A, le sous-groupe de A(K) constitué des éléments de n-torsion. On
rappelle les faits suivants : la multiplication par n dans A(K) est surjective,
le module galoisien A, est dual® de A;,, ot A" est la variété abélienne duale
de A, et A(K) = H°(K,A(K)) est un groupe de Lie p-adique compact,

a) Montrer que H*(K, A) = limy H*(K, A,).

b) Montrer que le sous-groupe de torsion de A’(K) est fini.

c¢) En déduire que H*(K, A) = 0.

4. Soit G = Gal (K /K) le groupe de Galois d'un corps p-adique K. Soit M
un G-module discret de type fini. On garde les notations du paragraphe 7.3.
On rappelle que H'(K, M) est fini (cf. exercice 5 du chapitre 5) et on note
M’ = Hom(M, K ") le dual de Cartier de M. On pourra admettre que si

0—-A—-B—-C—=0

est une suite exacte de groupes topologiques abéliens avec B localement
compact, totalement discontinu et engendré par une partie compacte, telle
que A — B soit strict d’'image fermée et B — C soit ouverte, alors la suite
des complétés profinis

0—A"—=B"—=C"—=0

reste exacte (cf. [5], appendice).

a) Montrer que a”(G, M) induit un isomorphisme du complété profini
Homg (M, K*)" sur H*(G, M)* (on pourra commencer par le cas ol G agit
trivialement sur M).

39. Ceci résulte de 'existence de 'accouplement de Weil.
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b) Déduire de a) que le cup-produit induit une dualité de Pontryagin entre
le groupe profini H°(K, M)" et le groupe discret H?(K, M'), ainsi qu’entre
le groupe profini H(K, M")" et le groupe discret H?(K, M).

8. Théoremes de dualité pour les corps de
nombres

Dans tout ce chapitre, on désigne par k un corps de nombres (i.e. une
extension finie de Q) et par Gy = Gal (k/k) son groupe de Galois absolu.
Pour toute place v de k (archimédienne ou non), on note k, le complété de
k en v. On note O, 'anneau des entiers de k, si v est une place finie, et on
pose O, = k, si v est archimédienne. On notera () ’ensemble de toutes les
places de k.

8.1. Quelques rappels de théorie du corps de classes
global

Dans ce paragraphe, nous allons énoncer (sans donner les démonstrations
en détails) les résultats que nous allons ensuite utiliser pour appliquer le
théoreme de dualité associé a une formation de classes aux modules galoisiens
sur un corps de nombres.

Définition 8.1 Le groupe des idéles I}, de k est le produit restreint des &,
relativement aux O;. Le groupe des classes d’idéles Cy, de k est le quotient
du groupe multiplicatif I par k* (plongé diagonalement dans Iy).

Le groupe I}, est équipé de sa topologie de produit restreint, qui en fait un
groupe séparé, localement compact. D’autre part, si K est une extension finie
de k, on a une injection naturelle de I, dans I, d’ou la définition suivante :

Définition 8.2 On pose I = ligK I, ou K décrit les extensions finies de k.
De méme on pose C' := I /k*; c’est la limite inductive des Cx.

Pour K/k finie galoisienne, on a une action de Gal (K /k) sur Ik, via son
action naturelle pour toute place v de k sur @w‘v K. En passant a la limite,
on obtient une structure de Gj-module discret sur I avec Ix = I pour

toute extension finie de K de k, et de méme Cx = C¢% via Hilbert 90.

Pour toute place v de k, on fixe un k-plongement de k dans k,, et en par-
ticulier une place v de k au-dessus de v, ce qui permet, pour toute extension
finie galoisienne K de k, d’avoir une place privilégiée de K au-dessus de v;
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pour simplifier on notera encore K, le complété de K en cette place. Si K/k
est une extension finie galoisienne de groupe GG, on a alors un sous-groupe de
décomposition ° associé G, C G.

Proposition 8.3 Soit v une place finie de k qui est non ramifiée dans l’ex-
tension K/k. Soit Ok, l'anneau des entiers de K,. Alors le G,-module Ok,
est cohomologiquement trivial.

Démonstration : Il suffit de vérifier que si F' est un corps p-adique et F”
une extension finie galoisienne non ramifiée de F' (dont on note G le groupe
de Galois), alors HY(G,Up/) = 0 pour ¢ > 0 (ou Ups désigne le groupe des
unités de Opr). Soit Kz le corps résiduel de F’ et soit U}, le sous-groupe de
Upr constitué des z tels que la valuation de (1 — x) soit > 0. On sait déja
(proposition 5.3) que H(G,UL) = 0. On conclut alors en utilisant la suite
exacte longue associée a

0— Up — Upr — K — 0

et le fait que H%(G, k}.) = 0 pour ¢ > 1 (ceci vient de Hilbert 90 pour ¢ = 1,
de la nullité du groupe de Brauer du corps fini kg pour ¢ = 2, et de la
2-périodicité de la cohomologie du groupe cyclique G pour g > 3).

0

Une conséquence facile de la proposition précédente est 1’égalité

H(G, Ix) = P H'(G, K}) (9)

vEQy

pour tout ¢ € Z ([12], Prop. 8.1.2.). Le théoreme de Hilbert 90 joint au fait
que H3(G,,K?) = 0 (qui résulte du théoreme 2.10 et de Hilbert 90 pour

v réelle, et de la proposition 6.20 appliquée a M = Z pour v finie vu que
HY(G,,Z) = 0) donne alors

Proposition 8.4 Soit K/k une extension finie galoisienne de groupe G.
Alors HY(G, Ix) = H*(G,Ix) = 0.

Un passage a la limite non trivial (la difficulté est de montrer le fait non
évident que si on fixe une place v de k au-dessus de v, alors son sous-groupe de
décomposition est bien le groupe de Galois absolu de k, et pas seulement un

40. Ce sous-groupe de décomposition n’est donc a priori bien défini qu’a conjugaison
pres, mais ce n’est pas génant en ce qui concerne la cohomologie, voir le début du para-
graphe 4.1.
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quotient de ce dernier, cf. [12], Prop. 8.1.5. Attention, I n’est pas le produit
restreint des k) donne aussi

Hl(kvj) = @ Hl(kval_{::)

vEQ

pour tout ¢ > 1. En particulier H'(k,I) et H?(k,I) sont nuls.

Définition 8.5 Soit K/k une extension finie galoisienne de groupe G. Pour
toute place v de k, on note G,, = Gal (K, /k,) le sous-groupe de décomposition
associé a v. On définit alors

. 1
anK/k . H2<G, [K) — ﬂZ/Z

par la formule :

invgk(c) = Z v, /i, (¢v)

vEQ

oli ¢, est la composante en v de ¢ € H*(G, Ix) = @,cq, H* (G, K}).

Ici invg, /k, est invariant local induit par j, : Brk, — Q/Z (pour v
réelle c’est juste 'isomorphisme de Br R avec Z/2, et pour v complexe c’est
I'application nulle). D’autre part, pour toute place v de k, on dispose de
I'application de réciprocité (., K,/k,) : kX — G* C G* de la définition 6.14
(si v est archimédienne on prend pour (., K,/k,) 'application induite par
’homomorphisme surjectif de k*/k* sur G*). On définit alors

(., K/k): I, = G*™

par

(@, K/R) = [ (s Ko/ (10)

vEQ
Le produit est bien défini car si v est non ramifée dans K/k et o, € O,

alors (o, K,/k,) = 1 (en effet ﬁO(Gv,(’)}(U) = 0 pour une telle v via la
proposition 8.3, donc tous les éléments de O} sont des normes de K,/k,).

Un résultat important de la théorie du corps de classes global (qu’il faut
montrer indépendamment) est la loi de réciprocité suivante. Pour une preuve,
voir par exemple le paragraphe 10 de I'exposé de Tate dans [3] (chapitre VII).

Theoréme 8.6 Soit K une extension finie cyclique de k. Alors (a, K/k) =1

pour tout a € k*. Autrement dit (., K/k) se factorise en un homomorphisme
Ck — Gab.
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D’autre part la proposition 6.15 donne facilement :

Proposition 8.7 Soit K/k une extension finie galoisienne de groupe G.
Alors pour tout x € H' (G, Q/Z) et tout o € Iy, on a

xX((o, K/k)) = invgep(a U x)
ou, pour le cup-produit, o est vu dans H(G, Ix) et x dans H*(G,Z).

Une propriété fondamentale de la théorie du corps de classes global est
le théoreme suivant. Via le passage aux p-Sylow, on se ramene facilement
pour la démonstration (cf. [12], Prop. 8.1.12) au cas d’'un p-groupe, puis
par récurrence sur le cardinal de G au cas d’un groupe cyclique, mais pour
ce dernier cas il faut utiliser 1'aziome du corps de classes (lequel résulte
des "deux inégalités fondamentales”) qui dit que si K/k est cyclique, alors
Hi(G,Cx) =0sii=1et H(G,Ck) est de cardinal [K : K] si i =0 ([11],
chap. 6, 4.4.).

Theoréme 8.8 Soit K/k une extension finie galoisienne de groupe G. Alors
HY(G,Ck) =0. De méme H'(k,C) = 0.

On passe maintenant a 1’étude du H?, qui va se ramener au groupe de
Brauer. On déduit *! des résultats locaux, du théoréme 8.6 et de la proposi-
tion 8.7 le théoreme suivant ([12], proposition 8.1.15) :

Theoréme 8.9 Soit K/k une extension cyclique de groupe G. Alors on a
une suite exacte
inVK/k ]_

(K : k|

Il se trouve que dans le cas d’'un corps de nombres k, le groupe Brk
s’obtient comme réunion des Br (K /k) pour K/k finie galoisienne cyclique
([12], prop. 8.1.14; cela résulte du théoreme 8.8 et de la proposition 8.1.9.
de [12], qui dit que H?(k, I) est aussi la réunion des H*(Gal (K /k), Ix) pour
K /k cyclique). ). On obtient alors en passant a la limite :

0 — H*(G,K*) — H*(G, Ix) Z/Z — 0

Corollaire 8.10 (Brauer-Hasse-Noether) On a des suites exacte

0— Brk — H*k,I) ™% Q/Z — 0

et
0— Brk — P Brk, = Q/Z — 0

vEQ

o invy =), o inv,.

41. Noter que dans la preuve de la proposition 8.1.15 de [12], le théoréme 8.6 est impli-
citement supposé connu ; il ne résulte pas aisément des résultats précédents du chapitre.
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Remarque : Ce corollaire joint a la proposition 8.7 donne en particulier
que le théoreme 8.6 vaut encore pour une extension galoisienne finie K/k
quelconque (pas forcément cyclique). En effet si a € k*, alors (a U x) €
Br (K/k) donc invg/x(aU x) = 0, ce qui implique que x((a, K/k)) = 0 pour
tout caractére y de G?P.

Soit K une extension algébrique de k. Pour toute place v de k, on notera
encore K, = Kk, (attention si K/k n’est pas finie, ce n’est pas en général le
complété de K en une place au-dessus de v).

Corollaire 8.11 Soit p un nombre premier. Soit K une extension algébrique
(infinie) de k, supposée totalement imaginaire si p = 2. Supposons que p™
dwise K, : k] pour toute place finie v de k. Alors cd,(Gg) < 1.

Démonstration : Il suffit de vérifier que (Br L){p} = 0 pour toute exten-
sion finie L de K via le théoreme 4.11. Comme L vérifie les mémes hypotheses
que K, on est ramené a montrer que (Br K){p} = 0. Comme Br K est la li-
mite inductive des Br I’ pour F' extension finie de k, il suffit de voir si I est
une telle extension, tout élément « de torsion p-primaire dans Br F' a une
restriction nulle a Br K. Notons que Br K s’injecte dans la somme directe
(pour v place de k) des Br K, (passer a la limite dans le théoreme de Brauer-
Hasse-Noether). Soit F), le complété de F' en une place au-dessus de v. Alors
la restriction «, de a a Br F, a une restriction nulle dans Br K, : pour v
réelle cela résulte de ’hypothese p # 2, et pour v finie cela vient de ce que
p> divise [K, : k,] (donc aussi [K, : F,]) et de ce que la restriction multiplie
I'invariant local par le degré de 'extension (proposition 5.8). Ceci implique
que la restriction de v a Br K est nulle comme on voulait.

0

On aimerait utiliser les applications invy, : H*(Gal (K/k),Ix) — Q/Z
pour définir des applications analogues sur H?(Gal (K /k), Ck). En général il
y a une difficulté pour le faire a un niveau fini, car ’application canonique

H*(Gal (K /k), Ix) — H*(Gal (K/k),Ck)

n’est pas surjective. Cependant, la proposition suivante ([12], Prop. 8.1.20.,
qui repose encore sur l’axiome du corps de classes) permet de le faire a la
limite :

Proposition 8.12 La suite
0—Brk — H*(k,I) = H*(k,C) =0

est exacte.
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On déduit alors via le corollaire 8.10 un isomorphisme canonique invy :
H?(k,C) ~ Q/Z. Soit alors K/k une extension finie galoisienne de groupe
G. On a invg o Res = [K : klinv, via la propriété analogue au niveau local.
Comme H?(G,Ck) s’injecte dans H%(k, C') via le théoréme 8.8 et la suite de
restriction-inflation, on obtient un isomorphisme

iIlVK/k : HQ(G, CK) — Z/Z

(K : k]
et en passant a la limite un isomorphisme invy, : H*(Gy, C') — Q/Z vérifiant

Theoreme 8.13 Les isomorphismes
invg : H*(Gg,C) — Q/Z

(définis pour toute extension K/k finie) constituent une formation de classes
sur le Gg-module C', limite inductive des groupes de classes d’ideles C'x =
Ix/K*

En particulier, comme C% = C}, via Hilbert 90, on obtient un homomor-
phisme de réciprocité

w:C’k—>G2b

dont le noyau est le groupe des normes universelles.

Rappelons que via la formule du produit, on a un homomorphisme sur-
jectif
:Ce—= Ry, am ] el

vEQ

dont le noyau CY est compact ([3], exposé II, paragraphe 16). Ici |.|, désigne
la valeur absolue normalisée en v (attention pour v complexe c’est le carré
du module usuel).

Proposition 8.14 Pour tout corps de nombres k, [’lhomomorphisme w est
surjectif.

Démonstration :  On sait déja que l'image de w est dense (proposi-
tion 6.21), il suffit donc de voir qu’elle est compacte. Or Cj, et C? ont méme
image par w vu que R’ n’a pas de quotient fini non trivial. Le résultat en
découle.

0
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Remarque : Dans le cas d’un corps de fonctions sur un corps fini, ’ap-
)
pliC&tiOIl w est injective, mals n’est plUS surjective.

Corollaire 8.15 Soit Dy, = [y NgCr le groupe des normes universelles
dans C),. On a une suite exacte

0= Dy —Cr 3G =0

On a enfin le théoreme d’existence suivant ([11], Th. VI.1.6., ou encore
[3], exposé VII, paragraphe 12) :

Theoreme 8.16 Les groupes de norme Ng i, pour K/k finie abélienne sont
exactement les sous-groupes (ouverts) d’indice fini de C}.

On en déduit alors ([12], Th. 8.2.1.) 'importante propriété suivante :

Theoreme 8.17 Le groupe des normes universelles Dy est un groupe divi-
sible. C’est la composante connexe de 1 dans Cy.

Noter que la composante neutre Dy peut étre tres compliquée (cf. [12],
Chapitre VIII, paragraphe 2). Dans le cas ou k est une extension finie de
F,(t), le groupe compact C} est déja completement discontinu (donc profini),
ce qui fait que le groupe des normes universelles est trivial et 'application
de réciprocité w : Cp — G2 est injective (en d’autres termes la composante
connexe du neutre de Cj, est triviale dans le cas d'un corps de fonctions). Par
contre w n’est plus surjective, mais a un conoyau isomorphe a y/ /Z (comme
dans le cas local), cf. [12], proposition 8.1.26.

8.2. La P-formation de classes associée a un groupe de
Galois de ramification restreinte

Il est souvent utile pour les applications de travailler non plus avec le
groupe de Galois absolu G d’un corps de nombres k, mais avec certains
quotients Gy s de Gy associés a un sous-ensemble non vide S de €. Le
lecteur désirant se familiariser avec la dualité de Poitou-Tate est invité a
sauter cette section en premieére lecture et a supposer S = {2, dans le reste
de ce chapitre.

Dans toute la suite, on désigne par S un sous-ensemble de {2, contenant
toutes les places archimédiennes (en particulier S est non vide?). On fixe

42. Cette hypothese est importante quand on travaille avec un corps de fonctions au lieu
d’un corps de nombres.
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une cloture algébrique k de k et on note kg 1’extension maximale de k incluse
dans k qui est non ramifiée en dehors de S, puis on pose Gg = Gal (kg/k).
On désigne par Oy, ¢ 'anneau des S-entiers de k (par exemple si S = €, on a
simplement Oy ¢ = k et si S = () est I'ensemble des places archimédiennes
on a Ops = Ok). Ainsi si S est fini, le schéma Spec (Oy.s) est un ouvert
de Zariski de Spec (Oy) et 'extension kg est "peu ramifiée” (par exemple si
S = Q0 c’est I'extension maximale de k£ non ramifiée en tout idéal premier
de O). Si au contraire S contient presque toutes les places de k, I'extension
ks est "proche” de k, le cas S = Q correspondant & kg = k.

On notera P I’ensemble des nombres premiers ¢ tels que ¢*° divise 1'ordre
de Gg; en particulier P contient tous les ¢ inversibles*® dans Of.s (i.e. tels
que S contienne toutes les places divisant ¢) car pour un tel ¢, le corps kg
contient toutes les racines de I'unité d’ordre une puissance de £ et on sait que
si (ym est une racine primitive ¢™-ieme de 1'unité, alors Q((sm) est de degré
M —1) sur Q.

Soit F' une extension finie (galoisienne) de k. On note Iy son groupe des
ideles et C'r son groupe des classes d’ideles. Pour simplifier les notations, on
appellera souvent encore S ’ensemble des places de F' divisant une place de
k appartenant a .S. On note Up g =~ ngzs O: le sous-groupe de Iy constitué
des familles (ay)wen, dont la composante en w est triviale (resp. inversible)
si la place w € Qp est dans S (resp. n'est pas dans S). Enfin, on pose
Cs(F) = Cp/Upgs et on appelle Cg la limite inductive des Cs(F') quand
F décrit les extensions finies galoisiennes de k incluses dans kg. Le but de
ce paragraphe est de montrer qu'on peut définir une P-formation de classes
(Gg,Cs) a partir de la formation de classes (G, C') du théoreme 8.13.

Lemme 8.18 Soit Iy s le sous-groupe de Ir constitué des familles (aw)wea,
dont la composante en w est triviale pour toute place w € Qp non dans S
(ainsi Ips s’identifie au produit restreint des F\; pour w place de F' au-dessus
d’une place de S). Alors on a une suite exacte

0— CF,S — Cs(F) — CIF,S —0

ot Clgpg est le groupe des classes d’idéaur de Ops et Cpg est le quotient de
Irs par le groupe des unités Of g de Opgs. St S contient presque toutes les
places de k, alors Cps = Cg(F).

Attention, on voit donc que si S n’est pas cofini dans €, Cs(F) et Cpg
sont en général différents. Le premier est plus utile dans la mesure ou comme

43. Si k = Q, Chenevier et Clozel ont démontré récemment dans [4] que si S contient
au moins deux places finies, ’ensemble P contient tous les nombres premiers.
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on va le voir (lemme 8.19, c)), il vérifie une bonne propriété de descente
galoisienne, ce qui n’est pas le cas de Crg. Bien entendu, si S = (4, alors

Cs(F)=Cps=Cp .

Démonstration : On a dans Iy les égalités
F*NUps={1}; IpsN(F".Ups)=OFg
. Ainsi Up g s’identifie & un sous-groupe de Cr et on a un plongement
Crs — Cp/Urg = Cs(F)

Le conoyau de cette fleche s’identifie & Ip/Ips.Ups.F™*, i.e. au quotient de
Ip/Ips.Ups =~ @vgs Z par I'image de F™* relativement a I'application

F* 5@z ar (w(a))ugs
vegS

Ainsi ce conoyau est bien isomorphe au groupe des classes d'idéaux de Opg
(noter que les idéaux premiers de Opg correspondent aux places de F' non
dans S'; en langage géométrique Clp g est le groupe des classes de diviseurs
de Weil de Spec (Op.s)).

Enfin si S contient presque toutes les places de k, alors Op g est un anneau
de Dedekind qui n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers, c’est donc un
anneau principal ([2], paragraphe 2, proposition 1), ce qui implique que son
groupe des classes est nul.

O

Lemme 8.19 a) Le groupe Cs = li Cs(F) est aussi la limite inductive
des Crg. : s )

b) Pour toute extension finie galoisienne F de k, le Gal (F/k)-module
Urs est cohomologiquement trivial. Le Gg-module Ug = @Fcks Urs est
cohomologiquement trivial.

¢) On a C55 = Cs(k).

Démonstration : a) Via le lemme précédent, il suffit de vérifier que
lig FChs Clp s = 0. Ceci est une conséquence immédiate du théoréeme de l'idéal
principal ([11], chapitre VI, paragraphe 7.5), qui dit que tout idéal de Op ¢
devient principal dans 'extension abélienne maximale de F' non ramifiée en

dehors de S et completement décomposée aux places de S.
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b) Le méme argument que pour I’égalité (9) donne

H'(Gal (F/k), Urs) = @D H'(Gal (F,/ky), O})
vegS

pour tout ¢ € Z, apres quoi le résultat pour Ur g découle de la proposition 8.3
vu que pour v € S, 'extension F,/k, est non ramifiée. On en déduit le résultat
pour Ug en passant a la limite.

c) Soit C'(kg) la limite inductive des Cr pour F extension finie galoisienne
de k incluse dans kg. En passant a la limite dans la définition de Cs(F’), on
obtient une suite exacte

0—)U5—)C(]€5)—>Cs—>0 (11)

On applique alors la suite exacte de cohomologie pour 'action du groupe
Gs (noter que Ugs = Uy s est clair et comme on I'a déja vu C'(kg)%s = Cy).
Comme Ug est un Gg-module cohomologiquement trivial, on a H'(Gg, Ug) =
0 d'ott OF% = Cy/Uys = Cs(k).

O

Theoréme 8.20 La formation de classes (G, C) du théoreme 8.13 induit
une P-formation de classes (Gg,Cys).

Démonstration :  Soit Hg := Gal(k/kg). On sait (vu la définition de
P) que la formation de classes (Gg,C) induit une P-formation de classes
(Gg, CHs). Ici CHs est la limite inductive C'(kg) des Cp (pour F extension
finie galoisienne de k incluse dans kg). Comme (d’apres le lemme précédent)
le Gg-module Ug est cohomologiquement trivial, la suite exacte (11) montre
que les groupes de cohomologie H'(Gg, C#s) s'identifient aux H'(Gg,Cs)
pour ¢ > 1, d’ou le résultat.

m

On aura enfin besoin de ’analogue du théoreme 8.17.

Proposition 8.21 Soit Dg(k) la composante connexe du neutre dans Cg(k).
Alors on a Dg(k) = DUy /Uy s. Le groupe Dg(k) est divisible, et on a une
suite exacte

0 — Dg(k) — Cs(k) = G% —0
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Démonstration : Le groupe Cg(k) est le quotient de C} par le sous-
groupe compact Uy g. De ce fait la surjection canonique p : Cj, — Cg(k) est
un morphisme propre, et I'image de la composante neutre D de C} par p
est donc la composante neutre de Cs(k), ce qui prouve la premiere assertion.
Alors Dg(k) est divisible comme quotient d’un groupe divisible.

Maintenant, I'image de Uy, 5 par w : Cy — G5 est, d’apres le lemme 7.11
et la formule (10), le sous-groupe H de G engendré par les sous-groupes
d’inertie I, pour v € S, ce qui fait que le corps fixe de H est la sous-extension
maximale de £ non ramifiée en dehors de S, c’est-a-dire k%> (en effet un
sous-groupe de G2 contient I, si et seulement si I'extension de k qui lui
correspond est non ramifiée en v). On a donc un diagramme commutatif
dont les lignes sont exactes et les fleches verticales injectives :

0 —— DkﬂUk,S E— Uk,g — Gal(kab//{}gb) — 0

| | |

0 —— D —— Cx —— Gal(k*®/k) —— 0

Comme Dg(k), Cs(k), et GZ sont les conoyaux respectifs des fleches ver-
ticales de gauche, du milieu, et de droite, le résultat découle du lemme du
serpent.

0

8.3. Enoncé des théorémes de Poitou-Tate

On garde les notations de la section précédente. Cette section est consacrée a
I’énoncé des théoremes principaux de ce chapitre, qui sont des théoremes de
dualité pour la cohomologie des corps de nombres. Comme on 1’a déja observé,
la méthode passant par le module dualisant (qu'on a utilisée pour les corps
locaux) ne marche pas bien méme pour un corps de nombres totalement
imaginaire. On va donc a la place suivre la méthode de [10], chapitre 1.4,
qui utilise de fagon essentielle le théoreme de dualité 6.29 pour une (P)-
formation de classes démontré au chapitre précédent. En premiere lecture,
on pourra supposer jusqu’a la fin de ce chapitre que ’ensemble S C €, est
I’ensemble de toutes les places de k, ce qui évite quelques complications liées
a la ramification restreinte.

Theoréme 8.22 Soit M un Gg-module de type fini. Soit £ € P. Alors I’ho-
momorphisme

o (G, M){(} : Extl, (M, Cs){} — H*>7(Gg, M)*{(}
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(cf. théoréme 6.29) est un isomorphisme** pour tout r > 1.

Démonstration : On applique la version ” P-formations de classes” du
théoreme 6.29. Quitte a passer a une extension finie de k incluse dans kg
(correspondant a un sous-groupe ouvert U de Gy), il suffit de vérifier que
pour tout m > 0, Papplication a!(Gg,Z/f™) est bijective. Or, d’apres le
lemme 6.27 b), Papplication al(Gg, Z/™) : Cs(k)/f™ — G /€™ est induite
par 'application de réciprocité w et la proposition 8.21 montre alors que c’est
un isomorphisme (noter 'importance du fait que le noyau Dg(k) de la fleche
Cs(k) — G% induite par w soit divisible).

0

Le but est maintenant de passer de ce résultat abstrait a un théoreme
de dualité plus explicite, en particulier quand M est fini. On commence par
fixer quelques notations supplémentaires, qui seront en vigueur jusqu’a la fin
de ce chapitre.

Si v est une place de k, on note GG, C Gy, le sous-groupe de décomposition
en v, qui s’identifie au groupe de Galois absolu du complété k,; si v est
finie, on note k(v) le corps résiduel en v, et G(v) le groupe de Galois absolu
de k(v). Pour tout Gg-module M, on a donc des applications de restriction
H(Gs, M) — H(G,, M) (définies pour toute place v de k; on s’en servira
surtout pour v € 5).

Avertissement : Dans cette section, H'(k,, M) désignera toujours
H{(Gy, M) sauf pouri = 0 et v archimédienne, auquel cas ce sera par conven-
tion le groupe modifié de Tate H°(G,, M), c’est-a-dire {0} si v est complexe
et le quotient de MR par le groupe des normes Ng, M si v est réelle, o
Gr := Gal(C/R).

Soient maintenant v une place finie du corps de nombres k et M un Gg-
module non ramifié en v (i.e. non ramifié pour 'action induite de G,). Pour
i > 0, on dispose donc des groupes de cohomologie non ramifiée H' (k,, M).
On posera pour simplifier H: (k,, M) = H'(k,, M) si v est une place ar-
chimédienne. Si M est un Gg-module de type fini, alors M est non ramifié
en dehors d'un nombre fini de places (parce que tout élément de M est sta-
bilisé par un sous-groupe ouvert d’indice fini de Gg, et une extension finie
de k£ n’est ramifiée qu’en un nombre fini de places). Cela justifie la définition
suivante :

44. Attention, I'assertion (qu’on peut trouver dans [10]) que a®(Gs, Z/€™) est surjective
semble (disons pour £ # 2 pour éviter les complications liées aux places réelles) condition-
nelle & Phypothese que H2(Gg, Qu/Zy) = 0, résultat qui est connu ([12], Th. 10.2.3.) si S
contient presque toutes les places de k, mais est en général relié a la conjecture de Leopoldt.
Voir [12], paragraphe X.3., pour une discussion de cette conjecture.
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Définition 8.23 Soit M un Gg-module de type fini. On définit P4 (k, M)
(ou P%(M) si k est sous-entendu) comme le produit restreint pour v dans S
des H'(k,, M) par rapport aux H! (k,, M).

Ainsi P%(k, M) est consitué des familles (z,).es avec z, € H'(k,, M)
pour toute v € S, et x, € H' (k,, M) pour presque toute v. Quand S = ),
on abregera Py, (k, M) en P*(k, M).

Noter que PY(k, M) = [[,cq H’(ky, M) (c’est un groupe compact si M
est fini). Le groupe P%(k, M), muni de sa topologie de produit restreint
(chaque H'(k,, M) étant considéré comme discret) est localement compact.
Enfin Py(k, M) = @,cq H*(k,, M) si M est fini, et c’est alors un groupe
discret. Noter aussi que pour i > 3, on a Py(k, M) = @, o H'(k,, M)
puisque pour v finie, le corps k, est de dimension cohomologique stricte 2
(théoreme 7.15).

Remarques : a) Sion ne suppose pas M de type fini, la définition des P?
est plus compliquée, et s’interprete mieux dans le langage de la cohomologie
étale. On n’utilisera donc pas cette notion dans ce cours.

b) Si M est un Gg-module de type fini et v ¢ S, alors M est non ramifié
en v puisque kg est non ramifiée en dehors de S.

Lemme 8.24 Soit M un Gg-module de type fini. Soit i > 0. L’image de
Uapplication diagonale (induite par les restrictions)

B H'(Gg, M) — [ [ H'(kv, M)
vES

est incluse dans P%(k, M).

Démonstration :  Soit z € H'(Gg, M). 1l existe une extension finie galoi-
sienne F' C kg de k telle que l'action de Gal (kg/F') sur M soit triviale et x
soit dans I'image de H'(Gal (F/k), M). La restriction de x & H*(k,, M) est
alors dans H' (k,, M) dés que v est non ramifiée dans I'extension F'/k, donc
pour presque toute place v de k.

m

Le lemme suivant est ’analogue du théoreme de dualité locale 7.14 pour
le corps des réels (pour le corps des complexes ’assertion est triviale via nos
conventions sur H%(k,, M)) :

Lemme 8.25 Soit M un Ggr-module fini. Alors le cup-produit
H(Ggr, M) x H*(Gr, M') = BrR = Z/27Z

est une dualité parfaite de groupes finis de 2-torsion pour i = 0,1, 2.
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Démonstration : Comme le groupe de Galois Ggr de R est d’ordre 2,
on peut supposer que M est de torsion 2-primaire. On peut également sup-
poser M simple en procédant par récurrence sur l'ordre de M et en uti-
lisant le lemme des cinq pour montrer I'isomorphisme de H'(Gr, M) avec
H?(Ggr, M")*. Maintenant, le seul Gg-module simple est Z/2Z avec action
triviale (utiliser le lemme 3.15 pour voir d’abord que action est triviale)
puisque Ggr est un 2-groupe. Finalement pour M = Z/2Z avec action tri-
viale, tous les groupes considérés valent Z/2Z et le résultat est immédiat
vu que 'accouplement n’est pas nul (pour ¢ = 1 on le voit en identifiant le
premier groupe avec H~'(Gr,Z/2) et BrR avec H(Gr,Z/2)).

0

Proposition 8.26 Soit M un Gg-module fini. Alors ’application
Bt HY(Gg, M) — Py(k, M)

est propre (i.e. l'image réciproque d’une partie compacte de Pg(k, M) est

finie).

Démonstration :  Soit 7" une partie de S avec S — T fini. On pose Pr =
[T,es 7 H' (ky, M) X [1,cr Ho(ky, M). Rappelons que tous les H'(k,, M) (et
donc aussi les H! (k,, M)) sont finis via le corollaire 5.13. Ainsi Pr est com-
pact (produit de compacts), et tout sous-ensemble compact P de P§(k, M)
est contenu dans un Pr (recouvrir P par les ouverts PN Pr, et en extraire un
recouvrement fini). Il suffit donc de montrer que I'image réciproque Xr de
Pr par B! est finie. Il existe une extension finie galoisienne F' C kg de k telle
que Gal (F'/k) opere trivialement sur M. Pour v € T, 'image de X7 dans
H'(F, M) est non ramifiée en dehors de toute place de F au-dessus de v.
Comme le noyau de H'(k, M) — H'(F, M) est fini, il suffit de montrer que
cette image est finie, c’est-a-dire qu’on se ramene au cas ou ’action de G g sur
M est triviale. Alors H'(Gg, M) consiste en les homomorphismes continus de
G dans M. Un tel homomorphisme f a un noyau de la forme Gal (Gg/F),
avec ' C kg extension finie galoisienne de degré au plus d := #M. Mais
I'hypothese que la restriction f, € H'(k,, M) est non ramifiée pour v € T
signifie que F' doit étre non ramifiée aux places de T. D’apres le théoreme
d’Hermite, il n’existe qu'un nombre fini de telles extensions. Comme pour
chaque telle F', le groupe Hom(Gal (F/k), M) est lui-méme fini, le résultat
en découle.

0

A partir de maintenant on désigne par M un Gg-module fini dont l’ordre
est inversible sur Oy g. En particulier tous les nombres premiers ¢ divi-
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sant l'ordre de M sont dans l’ensemble P associé a S comme dans le pa-
ragraphe 8.2. On note M’ = Hom (M, k*) = Hom (M, k%) le Gs-module dual
de Cartier de M. Enfin, pour tout groupe topologique abélien A, on note
A* = Hom.(A, Q/Z) le groupe des homomorphismes continus de A dans
Q/Z (qu’on appellera dual de A) et on équipe A* de la topologie de la
convergence simple.

Remarque : Attention, le groupe A* est bien le dual de Pontryagin de A
si A est profini ou encore discret de torsion, mais pour des groupes abéliens
localement compacts 4® et completement discontinus quelconques, la situation
est plus compliquée puisque par exemple avec notre définition, le dual de Z est
Q/Z mais celui de Q/Z est Z (ce qui montre que 'appellation traditionnelle
de dual de A pour A* est dangereuse!). Par ailleurs, si

0—-A—-B—-C—=0

est une suite exacte courte (les morphismes étant supposés continus) de
groupes abéliens localement compacts et completement discontinus, la suite
duale
0=>C"—=B"—=A"—=0

est bien exacte. On prendra garde que ceci n’implique pas que le dual d'un
morphisme continu injectif entre de tels groupes est surjectif, par exemple
Z — Z, est injectif, mais le morphisme dual Q,/Z, — Q/Z n’est pas surjectif
(le probleme est que le quotient Z,/Z n’est pas séparé, ou encore que le
morphisme considéré n’est pas strict. Du coup on n’a pas une suite exacte
courte dont les trois termes non nuls restent dans la catégorie considérée).

Proposition 8.27 a) Le dual PY(k, M)* du groupe compact P%(k, M) est
le groupe discret P%(k, M').

b) Le dual PL(k,M)* du groupe localement compact Pk(k, M) est le
groupe localement compact P(k, M')

Démonstration : Cela résulte immédiatement de la définition de la to-
pologie de produit restreint et des théoremes 7.14 et 7.23, combinés au
lemme 8.25.

O

En utilisant la proposition 8.27, on a pour ¢ = 0,1,2 des applications
continues

v Pi(k, M') — H>(Gg, M)*

45. Par convention, ”localement compact” signifiera toujours pour nous séparé, locale-
ment compact, et dénombrable a I'infini.
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obtenues en dualisant 3%27%. Pour i = 1, 2, on définit
1% (k, M) = Ker [8" : H(Gg, M) — PL(k, M)]

(on notera parfois III4(M) pour IIT%(k, M) si k est sous-entendu.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre (et
peut-étre de tout ce cours!).

Theoréme 8.28 (Poitou-Tate) Soit M un Gg-module fini dont le cardinal
est inversible dans Oy g. Alors :

a) Pourr >3, on a H (Gs, M) ~ P

b) On a une suite exacte a 9 termes

H' (ky, M).

vEQR

0
0 —— HGs, M) —2 T],cq HO(ky, M) —— H2(Gg, M')*

!

HYGg, M)+~ PL(k M)+ HYGs, M)

l

HX(Gg, M) —2 @, ¢ H(ky, M) —2— H(Gg, M')* —— 0

c) Les groupes L% (k, M') et 111%(k, M) sont finis et duauz.

Noter que le premier terme est fini et les trois termes suivants sont com-
pacts. De facon duale, le dernier terme est fini et les trois termes précédents
sont discrets. Le ”terme du milieu” P (k, M) est seulement localement com-
pact. Si on dualise la suite, on obtient la méme suite avec M et M’ échangés
(via la proposition 8.27).

Corollaire 8.29 Soit p un nombre premier inversible dans Oy s, et qu’on

suppose différent de 2 si k a des places réelles. Alors Gg est de p-dimension
cohomologique < 2.

Démonstration :  Cela résulte de I’assertion a) du théoreme précédent.
O
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Remarque : Pour S =, on a (sous les mémes hypotheses) cd,(Gy) = 2
vu que H*(Gy, pup) = (Brk)[p] est non nul via le corollaire 8.10 (Brauer-
Hasse-Noether). Par ailleurs, la détermination de scd,(Gg) est un probleme
tres difficile, qui est encore ouvert en général. On verra dans le prochain
chapitre (théoreme 9.9) que si S contient presque toutes les places de k, alors
scd,(Gg) = 2 (toujours sous les hypotheses du corollaire précédent). Noter
aussi que si p n’est pas inversible dans Oy g, on ne peut a priori pas dire
grand chose sur cd,(Gg), par exemple si S est 'ensemble de toutes les places
archimédiennes Gg pourrait étre fini non nul, auquel cas il y a des p tels que
cd,(Gs) = +oo (via l'exercice 1 du chapitre 3).

Corollaire 8.30 Supposons S fini. Soit M un Gg-module fini d’ordre inver-
sible dans Oy g. Alors les groupes H"(Gg, M) sont finis pour tout r > 0.

Démonstration :  Ici les groupes P4 (k, M) sont finis via le corollaire 5.13;
le résultat découle alors de la finitude de III%(k, M) pour r = 1,2, et de
I'assertion a) du théoreme de Poitou-Tate pour r > 3.

O

8.4. Preuve du théoréme de Poitou-Tate

On garde les notations des deux paragraphes précédents. En particulier
S est un sous-ensemble de {2, contenant toutes les places archimédiennes ; on
note Ig la limite inductive des groupes d’ideles ("restreints a S”) Ir g (pour F
extension finie galoisienne de k incluse dans kg) et Cg la limite inductive des
Cs(F). D’apres le lemme 8.19 a), le groupe Cg est aussi la limite inductive
des Crs = Irs/O% g ; posons alors

Eps = Ofs; Es= lim Epg
FCks

La suite exacte
0— EF,S — IF,S — CF,S —0

qui définit Cr g donne alors en passant a la limite une suite exacte
0— FEg—1I¢s—Cqg—0 (12)

Le théoreme va étre obtenu en écrivant la suite exacte longue obtenue en
appliquant le foncteur Homg (M, .) & cette suite exacte, et en calculant les
Ext qui apparaissent. Pour Cg, les Ext correspondant ont déja été calculés
dans le théoreme 8.22 en utilisant le théoreme de dualité générale pour une
P-formation de classes.
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Lemme 8.31 Soit M un Gg-module fini, dont le cardinal est inversible dans
O.s. Alors :

a) Pour tout r >0, on a Extg (M, Es) = H"(Gg, M').
b) Pour toute place v non dans S et tout r > 0, on a H"(k(v),M') =
Extgy (M, Oy, et les deux groupes sont nuls pour v > 2.

Notons que pour la premiere assertion M’ désigne le Gg-module Hom (M, k%)
qui est aussi Hom(M, Eg) parce que #M est inversible dans Oy g. Pour la
deuxieme assertion, on regarde M comme un G(v)-module (comme v & S,
M est non ramifié en v) et M’ désigne son dual Hom(M, k(v) ). La notation
O)F signifie qu’on considere l'extension maximale non ramifiée de O,, i.e.

I’anneau des entiers de k".

Démonstration : a) Par définition Eg est ¢-divisible pour tout nombre
premier ¢ inversible dans Oy g. Alors la multiplication par un tel ¢ est sur-
jective dans Exty (M, Eg) via la suite exacte

0 — Eg[f] = Es -5 Es — 0

et le fait que les Ext sont toujours nuls. On en déduit que la multipli-
cation par #M est surjective et nulle dans Exty (M, Eg), donc finalement
Exty (M, Es) = 0. La suite exacte (6) (qui provenait de la suite spectrale des
Ext, i.e. du théoreme 6.24) donne alors le résultat.
b) C’est similaire, O™ étant (-divisible pour tout ¢ divisant #M vu que
v ¢ S (donc v ne divise pas ¢). D’autre part H"(k(v), M") = 0 si r > 2 parce
que la dimension cohomologique du corps fini k(v) est 1.
O

Le calcul pour Is est nettement plus compliqué et fait ’objet de la propo-
sition suivante, qui est le coeur de la démonstration du théoreme de Poitou-
Tate.

Proposition 8.32 Soit M un Gg-module fini dont le cardinal est inversible
dans Oy g. Alors pour tout r > 1, on a :

Extly, (M, Is) = P(k, M)

On va travailler avec des sous-ensembles T' C S finis, vérifiant en outre : T
contient toutes les places archimédiennes, les places ou M est ramifié, et les places
au-dessus des nombres premiers divisant #M. On considere alors les extension
finies galoisiennes F' C kg telles que l'action de Gal (kg/F') sur M soit triviale;
comme d’habitude on note (pour v € S) F, le complété de F en une place au-dessus
de v.
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Lemme 8.33 Avec les notations ci-dessus, on a

Exti, (M, Is) = lim T BxtEar o iy ML FY) < T BxtGar (i, iy (M OF,))
ET ver veS-T

la limite étant prise sur les paires F' C kr, vérifiant les conditions ci-dessus.

Démonstration :  Soit F' C kg comme ci-dessus. Soit T (resp. Sp) 'ensemble
des places de F' au-dessus de T (resp. de S). On pose alors

IF,SDT = H F{; X H O:L

’wETF wESF—TF

ou Fy, est le complété de F' en w et O, son anneau des entiers. On obtient en
particulier

vu que pour F fixé, on a

lim Ipsor = Irs

TCS
(rappelons que If g est le produit restreint des F, pour w place de Sr). Il résulte
alors de la suite exacte (6) qu’on a :

kT

car pour la cohomologie, la propriété analogue est connue (proposition 3.8). Main-
tenant, on utilise le fait que les Extg,, (F /k)(M ,.) commutent aux produits (pour
le voir il suffit de les calculer via une résolution projective de M). D’autre part, si
wy est une place de F' au-dessus de v € S, le groupe Gal (F,, /k,) s’identifie & un
sous-groupe de décomposition de Gal (F//k), et le Gal (F//k)-module ], F7; (resp.
[L.p» O%) au module induit de Fyj (resp. Oy, ) relativement a ce sous-groupe. Le
résultat en découle via le ”lemme de Shapiro pour les Ext” (qu’on a déja utilisé
dans la preuve du théoreme 6.29).

D

L’un des termes qui apparaissent est plus facile a calculer :

Lemme 8.34 Soitve S —T. Alors
Exta (Fv/kv)(Mv Of,) = H'(G(v), M')

et ce groupe est nul si r > 2.
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Démonstration :  Comme le G,-module O est cohomologiquement trivial,
la suite spectrale des Ext (théoreme 6.24, qu’on applique ici avec N = Z) donne
alors, pourv € S — T :

EXt a1 (7, ko) (M OF, ) = Extiy, (M, O3F)

qui vaut H"(G(v), M") d’apres le lemme 8.31. Si r > 2 ce groupe est nul car G(v)
est de dimension cohomologique 1.
O

Pour conclure, il faut distinguer les cas r > 2 et r=1:

Lemme 8.35 a) Soit r > 2. Alors

lim [T ExtGa y pe) (M Fy) = @ H (ky, M)
FT yer vES

b) Pourr =1, on a

@[H Exta (m, k) (Mo F) X ] BExtGa i, k) (M, O, )] = Pé(k, M)

FT yer veS-T
Démonstration : Sir > 2, on observe que
lim H ExtGar (p, /) (M, Fy) = @@Emaal (Fu ko) (M FY)
F.T yerT vES

la limite étant prise sur les extensions finies F' C kg de k. Soit alors £ un diviseur
premier du cardinal de M. Comme par hypothese £ € O} 5> on sait que £°° divise
alors 'ordre de Gg et on en déduit, pour toute place v de S :

lim (Br F,){¢} = 0

FCkg
(via la proposition 5.8) ou encore

hgl HQ(Gal (Ev/Fv)a E:){E} =0
FcCkg

On a d’autre part également

liny H"(Gal (Fu/F) ;) (£} = 0
FCks

pour r = 1 (Hilbert 90) et pour r > 3 (si v est finie cela résulte de scd(F;,) = 2
et si v est réelle du théoreme 2.10 joint au cas r = 2). La suite spectrale des Ext
(théoreme 6.24 appliqué encore avec N = Z) donne alors

i ExtG, g, /5, (M, Fy) = Extg, (M, ky)
FCkg
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et ce dernier terme vaut bien H"(G,, M') = H"(k,, M'), par le méme argument
que dans le lemme 8.31 a) (qui utilise la suite exacte (6)).

Reste a traiter le cas r = 1. La suite spectrale des Ext et le théoreme de Hilbert
90 donnent pour v € T :

Ext (Fu ko) (M EY) = Extg, (M, k)

qui vaut encore H'(G,, M’) comme on 'a déja vu; ce terme est indépendant de
F. D’autre part, pour v € § — T, le lemme 8.31 donne que

Exta1 (5, k) (M, OF,) = HY(G(v), M') ~ H}, (ky, M)

est encore indépendant de F'. Ceci donne finalement que le terme a calculer est

@HH@,M HHlkM]
veT veS-T
la limite étant prise sur les T C S finis. Par définition du produit restreint, cette
limite vaut précisément P (k, M').
m

La proposition 8.32 résulte alors des lemmes 8.33, 8.34, et 8.35 a) si r > 2 et
des lemmes 8.33 et 8.35 b) si r = 1.
O

Preuve du théoréme de Poitou-Tate : On utilise la suite exacte
0— FEg—I¢s—Cqg—0

et les résultats précédents pour identifier les termes de la longue suite exacte
Extg (M, —).

a) Supposons d’abord r > 4. Alors la proposition 8.32, le théoreme 8.22
et le lemme 8.31 donnent alors tout de suite le résultat car dans ce cas
Ext"!(Gg, Cs) et Ext"(Gg, Cg) sont nuls. En appliquant la proposition 8.32
pour r = 2,3, le lemme 8.31 pour r = 3, et le théoreme 8.22 pour r = 2, 3,
on obtient une suite exacte

P%(k, M) — H°(Gg, M')* — H*(Gg, M) — P¥(k, M) — 0

La fleche H°(Gg, M') — [[,cs H(ky, M') est injective puisque pour M
non nul, S contient au moins une place finie (rappelons que le cardinal de
M est inversible dans Oy g par hypothese). Comme c’est une fleche entre
groupes compacts (le premier est méme fini), sa fleche duale est surjective.
Or d’apres la proposition 8.27, cette fleche duale est précisément P%(k, M) —
H°(Gg, M")*, qui est donc surjective.
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b) Les six derniers termes s’obtiennent en appliquant le lemme 8.31, le
théoreme 8.32 et le théoreme 8.22 pour r = 1,2. On obtient alors les trois
premiers termes en échangeant M et M’, puis en dualisant via la proposi-
tion 8.27 (ce qui ne pose pas ici de problémes puisqu’on dualise une suite de
groupes discrets).

c¢) Toujours avec la proposition 8.27, on peut récrire les trois termes du
milieu de la suite :

PL(k, M')* = H'(Gg, M")* — T12(k, M) — 0

ce qui prouve que II1%(k, M) est dual de II%(k, M), qui est fini via la
proposition 8.26.
|

Remarques : a) Le fait que ce soient bien les fleches ; qui apparaissent
dans la suite de Poitou-Tate résulte de leurs définitions et de la compatibilité
entre les accouplements donnés par les cup-produits et ceux donnés par les
Ext (proposition 6.26). L’identification des fleches f; est immédiate (elles
sont induites par les inclusions F* — F*, tout comme la fleche Fg — Ig).
Les fleches ”sans nom” sont plus compliquées; on peut les préciser via une
description explicite de 1'accouplement entre II15(M) et II1%(M'), cf. [10],
p. 65.

b) La finitude de I11%(M) permet de déduire immédiatement 1’analogue
de la proposition 8.26 en degré 2 puisque dans ce cas P%(M) est discret. 11
semble difficile (impossible?) de démontrer cet analogue directement !

8.5. Exercices

1. Soit k£ un corps de nombres. Soit S un sous-ensemble de €2, contenant
les places archimédiennes. Soit £ un nombre premier inversible dans Oy g. On
suppose que H*(Gs, Q/Z;) = 0 (avec les notations du texte). Montrer que
’homomorphisme o’ du théoréme 8.22 est surjectif (la question de savoir si
H?(Ggs,Q¢/Z) = 0 pour S quelconque, sous ’hypothese habituelle que £ # 2
si k a des places réelles, est ouverte).

2. Avec les notations du texte, soit M un (GGg-module fini dont I'ordre
est inversible dans Oy g. Soit 1" un sous-ensemble fini de S tel qu'il existe au
moins une place finie de S qui n’est pas dans 7'. On fixe une telle place w.

a) Soit x : H°(k, M') — Q/Z un caractere de H°(k, M'). Montrer qu’il
existe a,, € H*(ky, M) tel que pour tout b de H°(k, M’), on ait —(a,, Ub,) =
x(b), o b, est 'image de b dans H°(k,,, M").
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b) En déduire que 'application diagonale

H*(Gs, M) — @ H?(k,, M)

veT

est surjective.

9. Quelques applications

On garde les notations du chapitre précédent. En particulier k£ désigne un
corps de nombres, S un ensemble de places de k (contenant toutes les places
archimédiennes) et Gg = Gal (ks/k) est le groupe de Galois de l'extension
maximale de k£ non ramifiée en dehors de S. On note également Og = Oy s
I’anneau des S-entiers.

9.1. Nullité de certains IIT¢

Le but de ce paragraphe est de présenter quelques résultats d’annulation
des groupes II¢(Gs, M) quand M est un Gg-module fini et 'ensemble S est
7gros”. On va voir en particulier que si S contient presque toutes les places de
k, alors IIL (M) = 0 si 'action de Gg sur M est triviale, et le méme résultat
vaut si action de Gg sur le dual de Cartier M’ est triviale pourvu qu’on
évite un cas particulier. On commence par rappeler 'important théoreme de
théorie des nombres suivant :

Theoréme 9.1 (Cebotarev) Soit L une extension finie galoisienne k dont
on note G le groupe de Galois. Soit C' une classe de conjugaison de G. Pour
toute place finie v de k qui est non ramifiée dans l’extension L/k, on note
Frob, le Frobenius en v (c’est un élément de G bien défini a conjugaison
pres). Alors la densité de Dirichlet 01,,(C') des places v telles que Frob, € C
est

Ore(C) = #C/#G

Pour une preuve, voir [11], chapitre VII, (13.6.). Rappelons que la densité
de Dirichlet d’un ensemble d’idéaux premiers S de Oy (correspondant a un
sous-ensemble S de I'ensemble €); des places finies de k) est la limite (si elle
existe)

ZpES Np—s
Zple prs

Le théoreme de Cebotarev implique en particulier que la ”proportion” de
places v totalement décomposées dans 'extension L/k est 1/[L : k.

6(S) := lim,_y
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Proposition 9.2 Soit S un ensemble de places de k contenant toutes les
places archimédiennes. Soit A un groupe abélien fini muni de ’action triviale
de Gg. Soit T C S un ensemble de places tel que §(T) > 1/p, ot p est le plus
petit diviseur premier de #A. Alors I” application

H'(Gs,A) — [[ H' (ko, A)

veT

est injective. En particulier si §(S) > 1/p on a TIL(A) = 0.

Démonstration :  On se ramene immédiatement au cas A = Z/I"Z avec
r € N* et [ premier. Le noyau de I'application considérée correspond alors
aux homomorphismes continus

0:Gs—Z/I'Z

dont la restriction au sous-groupe de décomposition en v est triviale pour
toute place v de T'. Le noyau de ¢ est donc de la forme Gal (ks/L), ou L est
une extension finie de k qui est de degré I° (avec s < 7 et [ > p) et totalement
décomposée aux places de T. Comme 6(T) > 1/p > 1/I, le théoréeme de
Cebotarev implique s = 0, c’est & dire que ¢ est ’homomorphisme trivial.
0

Corollaire 9.3 Soit S un ensemble de places de k contenant toutes les places
archimédiennes. Soit A un Gs-module fini, d’ordre inversible dans Og, et tel
que laction de Gg sur le dual de Cartier A" soit triviale. On suppose de
plus que §(S) > 1/p, ot p est le plus petit diviseur premier de #A. Alors
I1%(A) =0.

Démonstration : Cela résulte de la proposition précédente et de la dualité
de Poitou-Tate entre IIT1%(A) et TITL(A').
O

L’étude de I §(A) quand l'action de Gg sur A’ est triviale (ex. A = p,,)
est plus compliquée. On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 9.4 Soit p un nombre premier. Soit m > 0 et soit G un sous-groupe
de (Z/p™Z)* qu’on peut voir aussi comme un sous-groupe de Aut (Z/p™Z).
Soit A le G-module isomorphe a Z/p™Z comme groupe abélien, avec l'action
naturelle de G. Alors R

H(G,A) =0 VicZ

sauf dans le cas p =2, m > 2, et —1 € G, auquel cas ﬁi(G,A) = 7/2 pour
tout v € 7.
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Démonstration :  Supposons d’abord p # 2. Alors le groupe (Z/p™Z)* est
cyclique d’ordre p™~1(p — 1), et le p-Sylow de G est le groupe G = ker[G —
(Z/pZ)*]. On est donc ramené au cas ou tous les éléments de G sont dans ce
noyau. Fixons alors un générateur o de G et notons p™~* son ordre (avec s > 1).
On peut écrire o = 1+ p*u avec vy(u) = 0. Alors A% est le noyaude a—1: A — A,
ce qui donne AY = p~5A. D’autre part on a

m—s __ _

P 1 ' apm s 1
§ : of = _ pm—sv
- a—1
=0

avec vp(v) = 0, d'ott Ng(A) = p™*A = AY. Finalement H(G,A) = 0 et on
conclut avec l'exercice 3 b) du chapitre 2 et le théoreme 2.10.

Supposons maintenant p = 2 (et m > 2). Le cas ou G est cyclique et engendré
par un « avec va(a — 1) > 2 se traite exactement comme le cas p # 2. Supposons
G cyclique, engendré par « tel que vo(av — 1) = 1; alors vo(—a — 1) = s avec
2 <s<m-—1. Comme vo(ax —1) = 1, on a AG = 2m=1 4 ot ordre de G est
2m=5 > 2. On en déduit comme dans le cas p impair que Ng(A) = 2™ 1A et on
conclut de la méme fagon.

Reste le cas ou G est de la forme G = {£1}x < a > avec va(a—1) > 2, qui est

le seul cas ou p =2 et —1 € G. Soit alors 2™~ 'ordre du sous-groupe H engendré
par a.. Dans ce cas on a

gm=—s_1 gm=s_1]
E o' + E —a'=0
=0 =0

ce qui donne NgA = 0. De plus A% = 214 et IgA = 24, d'ot H(G, A) = Z/2
pour i = —1,0. Comme d’aprés ce qui précede on a H'(H, A) = 0 pour tout 4, le
corollaire 1.24 donne pour tout ¢ > 1, que

H{(G,A) = H ({£1}, ATy = HI({£1},2m° A)

dont le cardinal est celui de HO({1},2™~5A) (puisque {+1} est cyclique), c’est-
a~dire 2. Le méme argument avec 'homologie donne que le cardinal de H ‘G, A)
est 2 pour ¢ < —1.

O

Corollaire 9.5 Soit p un nombre premier et r € N. On note k(u,) le corps
obtenu en adjoignant les racines p"-iemes de l'unité a k et on pose Gpr :=
Gal (k(upr)/k). Dans le cas p = 2, on suppose de plus que /—1 € k. Alors
on a

H'(Gyr, ) = 0
pour tout © € 7.
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Démonstration :  On peut voir G,» comme un sous-groupe du groupe
Aut (Z/p"Z) car le groupe i, est cyclique d’ordre p”. Il suffit alors d’appliquer
le lemme 9.4, 'hypothese faite dans le cas p = 2 assurant que ’on n’est pas
dans le cas exceptionnel vu que pour p = 2 la conjugaison complexe n’opere
pas trivialement sur v/—1 € k, donc n’est pas dans G,r.

]

Remarque : On peut déterminer exactement quand i UGy, pipr) # 0, cf.
[12], pp. 526-527.

Theoreme 9.6 Soit S un ensemble de places de k contenant toutes les places
archimédiennes. Soient py, ..., p, des nombres premiers deuxr a deux distincts
dans O et m un entier de la forme m = pi'..pl». Soit T un sous-ensemble
de S, on suppose que T contient presque toutes les places de k. On suppose
enfin que /—1 € k si l'un des p; est 2. Alors I’lhomomorphisme

©sTm - Hl(GSaMm) — H Hl(k}U,,le)

veT

est injectif. En particulier T §(k, pi,,) = 0.

Remarque :  On peut affaiblir I'hypothese sur 7" (en la formulant en terme
de densité de Dirichlet ; en particulier la preuve fonctionne si on suppose 1" de
densité de Dirichlet 1), et aussi décrire plus précisément le cas exceptionnel
quand I'un des p; est 2.

Démonstration : On se ramene immédiatement au cas ou m = p". Soit
alors K = k(p,,). Alors K est bien une sous-extension de kg car m est in-
versible dans OF. On pose G = Gal (K/k) et on note G, le sous-groupe
de décomposition de K/k en v. Notons HI (T, m) le noyau de ¢g7,, et
HI'(K,T,m) celui de 'homomorphisme H'(G, pi) — [l,er H(Go, tim)-
Soit Tk I'ensemble des places de K au-dessus d'une place de T'. On a (via la
suite exacte de restriction-inflation) un diagramme commutatif exact

0 — IOYK,T,m) —— HYG, ) —— Iloer H' (Go,pim)

| | |

0 mé(T’ m) — H1<G57 MWL> S HUET Hl(kvnum)

J J

H1<GK,Sa,um> — H H1<Kw7/~tm)

weTK
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ot Gk s = Gal (kg/K) et la fleche verticale en bas a droite est induite par les
fleches HY(ky, pim) — wa HY(Ky, ftm) pour v € T. Comme l'action de Gk g
sur fi,, est triviale, la proposition 9.2 dit que la fleche horizontale du bas est
injective. D’autre part H(G, pt,,) = 0 via le corollaire 9.5 et on obtient bien
que I (T, m) = 0 comme on voulait.

m

Corollaire 9.7 Soit S un ensemble de places de k contenant toutes les places
archimdiennes et tel que Q. — S soit fini. Soient py, ..., p, des nombres pre-
miers deur a deuz distincts dans O% et m un entier de la forme m = pi'...p/".
On suppose de plus que /=1 € k si l'un des p; est 2. Alors I0%(k,Z/m) = 0.

Démonstration : Cela résulte de la dualité de Poitou-Tate entre les
groupes [1%(k,Z/m) et L 5(k, i1,,), et du théoreme 9.6.
|

Corollaire 9.8 Soit m > 1 un entier. Soit T" un sous-ensemble de places de
k avec Q, — T fini. On suppose de plus que /—1 € k si m est pair. Alors
l'application
B R = ] ke
veT

est injective.

Démonstration :  On a H'(k, u,,) = k*/k*" et H(ky, j1,,) = k2 /K" . On
applique alors le théoreme 9.6 avec S = (2.
]

Remarque : Le méme résultat vaut (avec la méme preuve) si T est seule-
ment supposé de densité de Dirichlet 1. De méme dans le corollaire 9.7 il est
suffisant de supposer S de densité de Dirichlet 1.

9.2. Dimension cohomologique stricte d’un corps de
nombres

Soit S un ensemble de places de k tel que S contienne toutes les places

archimédiennes. Comme on l'a déja dit, déterminer scd,(Gg) pour p premier

inversible dans Og est un probleme ouvert en général. On a cependant une
réponse quand S contient presque toutes les places de k.
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Theoreme 9.9 Soit k un corps de nombres. Soit S un ensemble de places
de k contenant toutes les places archimédiennes et tel que 2, — S soit fini.
Soit p un nombre premier inversible dans Og. On suppose de plus que k est
totalement imaginaire si p = 2. Alors scd,(Gg) = 2.

En particulier on a scd(k) = 2 pour tout corps de nombres totalement
imaginaire.

Démonstration :  D’apres le corollaire 8.29, on a cd,(Gg) < 2. D’autre
part p (et méme p>) divise l'ordre de Gg, ce qui implique qu’il existe des ex-
tensions cycliques de degré p de k incluses dans kg, et donc en particulier que
H?*(Gs,Z)[p) = HY(Gs,Q/Z)[p] est non nul. On en déduit que sed,(Gg) > 2.
Il suffit done, d’apres la proposition 3.23, de vérifier que H*(U, Q,/Z,) = 0
pour tout sous-groupe ouvert U de GGg. Comme toute extension finie de k
incluse dans kg vérifie les mémes hypotheses, on est ramené a montrer que
H*(Gs,Qp/Z,) = 0. Si p est impair ou v/—1 € k, le corollaire 9.7 donne, en
passant a la limite, que I'application

H2<G57 Qp/zp) - H H2<kva Qp/zp)
veES

est injective. On conclut avec le fait que scd,(k,) = 2 pour v finie (et pour v
archimédienne, les hypotheses impliquent scd,(k,) = 0).

Si maintenant p = 2 et /—1 & k, alors d’apres ce qu’on vient de voir si
on pose K = k(y/—1), on a H*(Gk.s,Qa/Zs) = 0, on Gk g = Gal (ks/K).

Mais on sait que la corestriction

H*(Gk.s5,Q2/Zs) — H*(Gs, Qa/Zs)

est surjective (lemme 3.20) puisque cdy(Gg) = 2, d’ou le résultat.
|

Remarque : La encore, supposer S de densité de Dirichlet 1 est suffisant.
Corollaire 9.10 On a H3(k,Z) = 0 et pour r > 4, lapplication naturelle

H'(k,Z) —» @ H"(k., Z)

vEQR

est un isomorphisme. En particulier pour r > 3, le groupe H"(k,Z) est nul
si T est impair, et isomorphe a (Z/2)" si r est pair, ot t est le nombre de
places réelles de k.
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Démonstration :  Supposons d’abord r > 4. Alors

H'(k, Z) = H"(k, Q/Z) = lim H"~*(k, Z/n)

est aussi isomorphe a lim D.ca, H " (ky, Z/n) via le théoreme de Poitou-
Tate appliqué aux Z/n (puisque (r — 1) > 3), et ce dernier groupe est aussi
D.cq, H' ' (ky, Q/Z). Le résultat en découle (pour la derniere assertion, on
observe que pour v réelle, le groupe H' (k,,Z) est isomorphe & H'(R,Z) si r
est impair et & H°(R,Z) si r est pair via le théoreme 2.10).

Il reste & montrer que H3(k,Z) = 0. Si v/—1 € k, alors k est totalement
imaginaire et le résultat découle du théoreme 9.9. Sinon posons L = k(y/—1)
et notons U = Gal(k/L), le corps L (et donc le groupe profini U) est
de dimension cohomologique stricte 2, ce qui implique, pour tout r» > 3,
H"(G,Z|G/U)) = H"(U,Z) = 0. Soit G = Gal (k/k) et soit o le générateur

du groupe G/U (qui est d’ordre 2), on a une suite exacte de G-modules
02X 7Z[G/U) = Z2|G/U) 2 Z =0

qui fournit (en coupant cette suite exacte en deux suites exactes courtes) des
isomorphismes H"(G,Z) — H™ (G, Z) pour tout entier r > 3. En particulier
on a H3(G,Z) = H*(G,Z) = 0.

|

9.3. Exercices

1. Soit k£ un corps de nombres. Soient S un ensemble de places de k
contenant toutes les places archimédiennes et T un sous-ensemble fini de S.
Soit A un G's-module fini dont l'ordre est inversible dans Oy, g, on note A’ le

dual de Cartier de A.
a) On note N le noyau de I’application naturelle

H'(Gs, A) = [ H'(k,, A)
veS-T

et C' le conoyau de la fleche 35, : H'(Gg, A) = @, H' (ky, A). Montrer
qu’on a une suite exacte

0— Ik, A) - N—=C" =0

b) On suppose que l'action de Gg sur A’ est triviale et que la densité §(.S)
est au moins 1/p, ou p est le plus petit diviseur premier de #A. Montrer que
B, est surjective.
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c¢) On suppose que A = Z/mZ (avec action triviale de Gg) avec m inver-
sible dans Oy g. On fait I'hypotheése supplémentaire que S contient presque
toutes les places de k. Montrer que si m est impair ou si v/—1 € k, alors Béj
est surjective.

2. Soit k = Q(+/7). Montrer que I’lhomomorphisme naturel

A | e

vEQ

(1+v=1)®).

n’est pas injectif (on observera que 16 = 24 = (—2)4
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